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SVAZEK 18 (1973) APLIKACE MATEMATIKY CisLo s

BEMERKUNGEN ZUR OPTIMIERUNG
EINES GEWISSEN ITERATIONSVERFAHRENS

MIROSLAV SISLER

(Eingegangen am 5. October 1972)

Die Arbeiten [3] und [4] befassten sich mit den Problemen der Konvergenz eines
gewissen Iterationsverfahrens fir das lineare Gleichungssystem

(1) x=Bx+b.

Diese Arbeit kniipft eng an die Arbeiten [3] und [4] an und befasst sich mit der
Bestimmung des Optimalparameters vom Gesichtspunkt der Konvergenzgeschwin-
digkeit des in den Arbeiten [3], [4] untersuchten Iterationsverfahrens fiir einige
Spezialfille.

Es wird wieder vorausgesetzt, dass dic Matrix B von der Form B .= L + U ist,
wo L und U die Bedingungen (5) der Arbeit [3] erfiillen. Die Iterationsvorschrift ist
dann von der Form

(2 X, = T(w)x, + b,

wo T(w) die von den Matrizen L, U und vom Parameter w abhingende Matrix ist
und dic Form

T(w) = (E — oLl)"'[(1 — w) L + U]
hat. Fiir @ = 0 geht (wie wir schon wissen) die Formel (2) in die Form
x,,, =(L+U)x,+ b=Bx,+b
iiber (Jacobi-Verfahren) und fiir w = I bekommt man dic Iterationsformel
x,,=(E-L)7'"Ux, +b

Die Arbeit [4] befasste sich mit der Frage, fiir welche Werte des Parameters w
das Iterationsverfahren (2) konvergiert (d. h. wann der Spektralradius o(T(w)) der
Matrix T(w) kleiner als 1 ist). Es wurde dabei vorausgesetzt, dass das urspriingliche
Jacobi-Verfahren konvergiert, d. h. dass o(B) = ¢(T(0)) < ! ist. In der Arbeit [4]
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wurde gezeigt, dass immer ein Intervall (g, b) mit a < 0, | < b existiert, sodass
fir we(a, b) o(T(w)) < 1 ist (siche Satz 2 in [4]), wobei gilt: o(T(w)) = o(B) >
> o(T(1)) fiir w < 0 (siche Satze 1 und 3 in [4]). In der vorliegenden Arbeit geben
wir eine Teilantwort auf die Frage {iber die Lage des Optimalparameters w,, d. h.
wir geben eine solche Zahl w, an, fiir die o(T(w)) minimal ist. Es ist klar, dass 0 <
< W, < bist mit 1 < b.

In der Arbeit [3] wurde der folgende Satz bewiesen, der den Zusammenhang
zwischen den Eigenwerten p der Matrix B und den Eigenwerten A der Matrix T(w)
ausdriickt (siehe Satz 1 in [3]):

Es sei 4 ein Eigenwert der Matrix T(w), o + 0. Falls w = 1 oder o =1, A £ 0
ist und falls die Zahl y die Beziehung

(3) A= (1 - o+ o)

erfillt, ist pein Eigenwert der Matrix B. Falls dagegen p ein Eigenwert der Matrix
B ist, dann ist jede der Gleichung (3) (w = 0) geniigende Zahl 1 ein Eigenwert
der Matrix T(w). (Die Zahlen p und k werden durch die Bedingungen (5) der Arbeit
[3] gegeben).

Fiir den Fall, wenn p = 2, k = 1 ist und wenn fiir alle Eigenwerte y; der Matrix B
die Ungleichungen pi = 0 gelten, wurde in der Arbeit [3] der Satz 4 bewiesen.
Mit dem Fall wenn fiir alle Werte i u7 < 0 ist, befasst sich der folgende Satz:

1. Esseip=2,k=1und ,u? < O fir alle i. Dann gelten folgende zwei Behau p-
tungen:

a) Falls 1 + 1/o*(B) < © < (1 — 1/o*(B)) ist, ist o(T(w)) < 1.
b) Der Parameter wy, fiir den o(T(w)) minimal ist, liegt im Intervall (0,1} und
es gilt
2
W =
I+ V(1 = 0%(B))
Dabei ist
_ o(B)
L+ J(1 = ¢*(B))
Den Beweis dieses Satzes werden wir nicht durchfithren, da er vollstindig dem
Beweis des Satzes 4 in der Arbeit [3] entspricht.

o(T(w,))

It

Nun werden wir uns mit weiteren Spezialfallen befassen. Es gilt der folgende Satz:

2. Essei peineungerade Zahl, k = 1 und p? = 0 fir allei. Dann is der Optimal-
parameter w, gleich 1 und es gilt

oT(wy)) = o(T(1)) = ¢”" /().
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Bemerkung. In diesem Falle tritt die schnellste Konvergenz fiir das Gauss-
Seidelsche Tterationsverfahren ein.

Beweis. Fir einen festgewihlten Wert i hat die Gleichung (3) die Form
(4) A=l — w+ dw) =0.

Fiir o = 1 ist die Gleichung (4) von der Form A” — ufA = 0, sodass sie eine reelle
Wurzel 4 = 0 hat. Die iibrigen Nullstellen sind dabei (p - 1)-ste Wurzeln der Zahl
#?. Man kann leicht beweisen, dass fiir o < 1 die Gleichung (4) eine reclle Wurzel
A< =] P’ und fiic o > 1 eine reclle Wurzel 2 > [;|?/*~ ") hat. Fiir 0 < |
ist naimlich der Wert der linken Seite der Gleichung (4) fiir A = —|u,|”/"~" positiv
und die Gleichung muss mit Ricksicht auf ihren ungeraden Grad eine reelle Wurzel
kleiner als die Zahl —|u;[??~" haben. Ahnlicherweise fiir w > 1.

Esist also w, = 1 und g(T(w,)) = o(T(1)) = ¢”/*~Y(B), womit der Satz 2 bewiesen
ist.

3. Essei p=23, k= 1und i} £0 fir alle i. Dann ist der Optimalparameter

die Zahl

. _ 93(3) + (1 — \/(1 + 93(8)))3

2*(B) /(1 + ¢*(B))

(es ist offensichtlich 0 < w, < 1) und fiir den optimalen Spektralradius gilt
o(T(wy) = J(J(I + 0*(B)) — 1)) < 0**(B)

(es ist also o(T(w,) < o(T(1)))-

Wy

Beweis. Es sei pj < 0. Fir @ = 1 ist dann die Gleichung (4) von der Form
i3 — ul) =0, sodass sie eine reelle Wurzel 1, = 0 und zwei komplex adjungierte
Wurzeln 2, 3 = +i|p,[*? hat. Es ist also o(T(1)) = max |p,]>* = ¢*/*(B).

Es sei nun o # 1 (wie wir schon wissen, konnen wir uns auf das Intervall w > 0
beschranken). Die Gleichung (4) hat dann die Form

(5) 2= — pi(l —w)=0.

Diese Gleichung hat genau eine reelle Wurzel A, = ¢+ 0 (fiir o > 1 ist ¢ >0
und fiir @ < 1 ist & < 0) und zwei komplex adjungierte Wurzeln 4,, 13 (1, = 4;).
Es gilt die Bezichung

(L = o) = 224 = g|d,|* = elAs)?
d.h.

3
(6) 11,7 = |4)? = Eﬂgﬂ’)
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Da ¢ die Wurzel der Gleichung (5) ist, gilt ferner & — pjew — pj(1 — w) = 0,d. h.

3 3
My — &

W =

it — &)
(der Fall & = I ist ausgeschlossen, da dann o(T(w)) = 1 gelten wiirde). Aus {6)
und (7) folgt also

2 3
(®) o] = 5] = =L
I —&

(7)

Fiir w = 1 sind also die Quadrate der Absolutbetrige der Wurzeln der Gleichung (5)
die Zahlen

N

2
=l = = © T

B I —¢

Die grésste von diesen Zahlen bezeichnen wir mit A(y;, £). Ferner bezeichnen wir
© Bl o) = ==

und werden den Verlauf der Funktion E(y,, ¢) im Intervalle ¢ € (— oo, 1) untersuchen.
Man setze ¢,, = | — /(1 — pf). Es ist offensichtlich —1 < —|u]*"* < ¢, <0,
da p} < 0 ist. Durch Differenzieren der Funktion E(y;, ¢) stellt man leicht fest,
dass sie fallend im Intervalle (—oo,z,“> und wachsend im Intervalle (e, ]) ist,
sodass sie im Intervalle (— o, 1) thren einzigen Minimalwert im Punkte ¢,, annimmi,
welcher der Zah!

(1 \/(‘ 'uf))z “13 - 3
0 E 41,8, ) = = \/ — H;) 1

gleich ist. Ferner zeigt man leicht, dass im Intervalle {—|u]*/% [1,]>?) die
Ungleichung

(11) e? < E(p;, €)
gilt.

Es sei nun |y, | = max |u;| = —M (es ist also M < 0). Da pu] < 0 ist fir alle i,
ist i, = M? = —¢*(M). Um nun den Optimalparameter w, festzustellen, muss man

offensichtlich den Wert ee{—|M|*"?, |M|*/*) suchen, fiir den der Ausdruck
max A(p;, 8) minimal ist. Zuerst beweisen wir, dass fiiralle i und ee ( — [MIB/Z, |M|3/2>

die Ungleichung
Alp;, €) < A(M, &)

gilt. Aus (11) folgt vor allem, dass fiir alle e e {(—|M|*’2, [M|*/*) die Ungleichung

(12) e* < E(M, )
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gilt. Nach einigen Umformungen und mit Hilfe der Beziehung (9) beweist man ferner,
dass fiir alle i und fiir ¢ € {—|M|*"2, [M|*/*) die Ungleichung

(13) E{p;, £) < E(M, €)
gilt. Aus (12) und (13) folgt ferner, dass
Ap;, €) = max (7, E(u;, ¢)) < max (¢2, E(M, ¢)) = E(M, &) = A(M, &)
fur alle i gilt, und es ist also
max Mz ey = A(M, &) = E(M, ¢).
Nach (10} gilt weiter

(14) min max Ay, &) = min E(M, &) = E(M, ¢y) =

se(- MM
= 2oJ(1 = M%) = 1) = 2J(1 + 2*(B)) — 1).
Nach (7) und (14) ist also
min o(T(w)) = o(T(w,)) = 2(J/(1 + *(B)) — 1) < ¢¥(B),

wO
M — ey M — (1 — J(1 = MY)

(Ub = =

M1 — &) M (1~ M?)

I G (RN (e )

o*(B) ([ + ¢*(B)]

s

ist, was zu beweisen war.

Zum Schluss beweisen wir noch die folgende Behauptung:

4. Esseip =3,k =2und 1} = 0 fiir alle i. Dann ist der Optimalparameter w,
die einzige Losung der Gleichung
40*(B) w’ — 27w — 1) = 0
die im Intervalle (1, 3) liegt, und der optimale Spektralradius gleicht der Zahl
Wy

ofT() = 9 (w“’) .

Beweis. Ahnlicherweise wie im Beweise von Satz 3 wird vorausgesetzt, dass
@ > 0ist. Fiir o = | und fiir ein festgewihltes i ist die Gleichung (3) von der Form
A3 — uid? = 0, sodass sie eine zweifache Wurzel 2 = 0 und eine reelle Wurzel
A = p hat. Es ist also o(T(1)) = max ] = 0*(B).
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Essei 0 < w < und ij > 0. Dann ist die Gleichung (3) von der Form
(15) A=l — o+ dw)? =0.

Diese Gleichung hat offensichtlich eine reelle Wurzel 4 > g7, da fiir 4 = g} ihre
linke Seite der Zahl y}(1 — ) (pf — 1) < 0gleicht. Fir0 < w < 1 ist also o{T(w)) >
> o(T(1)), sodass der Optimalparameter w, in diesem Intervelle nicht liegen kann.

Wir kénnen uns also auf das Intervall @ > | beschrinken. Es sei x4 > 0. Die
Gleichung (15) schreiben wir in der Form

Pl =1 — o+ o)

und definicren die Funktionen m(u;, 4) = 2*/p;. g{w, 1) = (1 — o + 2w)®. Die
graphische Darstellung der Funktion m ist eine Parabel dritten Grades mit dem
Scheitelpunkt [0,0] und die Funktion g stellt eine Parabel zweiten Grades dar,
die durch den Punkt [ 1,17 geht, die Achse A im Punkte (@ — 1)/ beriihrt und deren
Tangente im Punkte 2 = | den Anstieg 2w hat.

Man unte-suche jetzt die Frage, fiir welche Werte @ > 1 sich die Graphen beider
Funktionen m und g berithren. Wenn man einen solchen Wert mit w, bezeichnet
und wenn 1, der entsprechende Berlhrungspunkt ist, miissen gleichzeitig die Bedin-
gungzn

(16) ’1?/“? = (l —w, + }'twt)z >
(17) 3221 =20l — o, + L))

erfillt sein. Wenn man die erste bzw. zweite Gleichung durch die Zahl 2w, bzw.
| — w, + A,w, multipliziert und die resultierenden Gleichungen addiert, bekommt
man die Gleichung

(18) G (1 — o, + o) = 201} [13).

Diese Gleichung ist vor allem fir A, = 0 erfiillt (dann ist allerdings nach (16)
I — w, = 0 oder w, = 1, was ausgeschlossen wurde). Solange 4, =% 0ist, ist die Glei-
chung (18) erfiillt, wenn

(19) 3 — 3w, + Ao, =0

gilt. Der Fall 4, = 3 ist mit Riicksicht auf (18) ausgeschlossen. Es ist also 2, — 3 # 0
und aus (19) folgt dann

3
20 W, = - .
(20) 3— 4

Nach Einsetzen von (20) in (16) bekommt man leicht die Gleichung
(21) f(A) = (A = 3)* 2 —4ul =0.
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Da f(0) = —4u] < 0,f(1) = 4 — 4} > 0, f(3) = —4] < 0ist, hat die Gleichung
(21) eine reelle Wurzel in den Intervallen (0,1), (1,3) und (3, oo). Aus (20) folgt ferner,
dass der Wurzel 4,€(0,1) (man bezeichtet sie mit 2, (u;)) der Parameterwert
o, (1t;) € (1, 3) entspricht. Ahnlicherweise entspricht der Wurzel A, (g;) € (1,3) bzw.
A(pi) € (3, 00) der Parameterwert o, (u;)€ (3, ) bzw. o, (u;) €(—0,0). Im
Intervalle w > 1 liegen also nur die Werte w, (i;) und w,,(g;). Um nun den Optimal-
parameter w, zu bestimmen, werden wir zuerst die Frage losen, fiir welchen Wert
w > 1 das Maximum der Quadrate der Absolutbetrige der Wurzeln der Gleichung
(15) minimal ist. Es gilt dabei, dass 1 < w,,(1t;) < o, (1;).

Fir = w,,(u;) stellt man leicht fest, dass die Gleichung (15) eine reelle Wurzel
hat, die grosser oder gleich der Zahl A, (1) > 4, (p;) > 1 ist. Dazu geniigt zu be-
weisen. dass fir o = w,(;) und A = 1,(y;) die linke Seite der Gleichung (15)
nichtpositiv ist, d. h. dass A7 (¢;) — (1 — o + A,(1;) 0)* < 0 gilt. Das folgt aus
der Tatsache, dass fiir w = w,,(g;) die Gleichheit eintritt und dass die Ableitung
der Funktion auf der linken Scite der Ungleichung der negativen Zahl — 2 [ w(4,,(1;) —
— 1) + 1] gleicht. Wir konnen uns also auf das Intervall 1 < o < o,,(1;) beschrin-
ken. Zur Abkiirzung werden wir im weiteren 2, und w,, statt 2, (u;) und o, (u;)
schreiben.

Es sel jetzt 1 < o < w,,. Wir werden beweisen, dass dann die Gleichung (15)
eine reelle Wurzel 4 > 4, besitzt. Es geniligt zu beweisen, dass die linke Seite dieser
Gleichung fiir 2 = 1, negativ ist. Wiirde die umgekehrte Ungleichung 4}, — (1 —
— @ + A,w)* = 0 gelten, wiirde mit Ricksicht auf (16) w, < o gelten, was aber
ein Widerspruch ist.

Nach einer Zusammenfassung der hoher angefiihrten Fiille bekommt man die
Bzhauptung, dass der Maximalwert der Quadraten der Absolutbetriage der Wurzeln
der Gleichung (15) fiir w € (0, @,,) und w € {w,,, ) grosser als die Zahl |4, |? ist.
Es bleibt der Fall zu untersuchen, wenn o, < o < w,, ist.

Es sei zuerst w = w,,. Wit beweisen jetzt, dass der Maximalwert der Quadraten
der Absolutbetrige der Wurzeln der Gleichung (15) der Zahl |4,,]? gleicht. Aus (16)
und (17) folgt, dass die Gleichung (15) fiir o = w,, eine zweifache reelle Wurzel 4,,
und eine weitere reelle Wurzel ¢, (1;) (im weiteren schreiben wir kurz ¢, ) hat. Aus der
Beziehung uj(1 — w,)* = A2, folgt, dass

(22) . THUE

ist. Es gilt dabei, dass ¢, < 4, ist. Wenn namlich die umgekehrte Ungleichung
gelten wiirde, wiirde nach (22) 2}, — p3(1 — @,,)* < 0 gelten und nach (16) wiirde
ferner ;A w? — 213(1 — w,,) 4,0, < 0 gelten. Aus dieser Ungleichung und aus
(20) wiirde nach Umformungen die Ungleichung 4, < 0 folgen, was ein Widerspruch
ist; dadurch ist die Behauptung bewiesen.

Es sei jetzt ,, < w < o,,. Da die linke Seite der Gleichung (15) fiir 4 = 0 negativ
und fir 2 = (o — I)fo (0 < (o — )jw < 1) positiv ist, hat die Gleichung (15)
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eine reclle Wurzel 4, = ¢ < (w — 1)/ < 1 (¢ hingt allerdings von g; und o ab).
Das ist aber die einzige reelle Wurzel im Intervalle (0, (0 — I)/w), da die Funktion m
hier wachsend und die Funktion g fallend ist. Es ist offensichtlich 0 < ¢, <¢ <
< g, < 1, wo g, die einzige reelle Wurzel der Gleichung (15) fiir o = o,, bezeichnet.
Die Wurzel 2, = ¢ ist ferner die cinzige Wurzel der Gleichung (15). Das kann man
folgenderweise beweisen: Die Diskriminante der Gleichung (15) (das ist eine Glei-
chung dritten Grades) gleicht der Zahl 4pjw® — 27(w — 1). Die Zahlen o,,, ,,
und w,, sind ferner die reellen Wurzeln der Gleichung 4p}w® — 27(w — 1) = 0
mit Riicksicht auf die Bezichungen (20) und (21). Da w,, < o, < o,, ist, muss
fiir w,, < w < w,, die Ungleichung 43w’ — 27w ~ 1) < 0 gelten. Da die Diskri-
minante der kubischen Gleichung (15) negativ ist, muss diese Gleichung fiir o, <
< o < w,, ausser der reellen Wurzel A, = ¢ noch zwei komplex adjungierte Wurzeln
Ayy Ay (25 = 73) besitzen, die fiir w — o,, offensichtlich in die zweifache Wurzel
/,, lbergehen.

Nun gilt die Beziehung jij(1 — w)® = 4,2,2; = ¢4,|* = ¢|45]%, d. h.
3
(3 ol = e = 1L

Da ¢ cine Wurzel der Gleichung (15) ist, gilt die Bezichung

& — pietw’ = 2pieo(l — w) — p}(l — w)? =0

d. h. (mit Ricksicht auf g + 1)
2 7 -
w? - w+ LTE
T—e  pi(l—e)

Die quadratische Gleichung fir w hat die Wurzeln

mam (1 B) B
I —-¢ T /Ji(l _ g)

Da die Wurzel ¢, wie wir schon wissen, im Intervalle (0, (w — l)/w) liegt, kommt
nur die Wurzel

3 .33
(1 — e)
in Betracht. (Fiir die zweite Wurzel gilt namlich die Ungleichung (o — 1)jw < &,

was nicht méglich ist.) Aus (23) und (24) folgt

| .
(25) | aff = o]t = St Vo)
w(h =)
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Man fiihre folgende Bezeichungzn an

(26)

und bezeichne den Maximalwert der Quadrate der Absolutbetriage der Winrzeln
der Gleichung (15) mit Ay, ¢). Es ist also

A(py, €) = mex (2, E{p;. ¢)) .
Untersucht man nun den Verlauf der Funktion E{y,.¢) im Intervalie (g, ,¢,,) (das
dem Intervalle @, £ o < w,, entspricht), ist diese Funktion im Intervalle (0,1)

(und umsomehr im Intervalle {s,,, ¢,,)) wachsend, wie man leicht durch Differenzieren
der Funktion E feststellt, und es gilt ferner, dass

(27) & < E(p;, )

ist (aus der Ungleichung ¢® = E{u,, ¢) und aus (26) folgt nimlich die Ungleichung
e*(e — 2) > 17 + Jlew]), was zu einem Widerspruch fithrt, do & — 2 < 0 ist).

Da fiir v — w,, die komplex adjungierten Wurzeln 4,, 25 in dic zweifeche Wurzet
A,, Ubergehen und & — ¢, gilt offensichtlich nach (25), dass

e (1 + e ) Ir
-2
/‘?(1 - gn)z

ist. Im Intervalle (e, . ¢}, das dem Intervalle {w,,, w,,) entspricht, gelten nach (27)
und (28) die Beziehungen

(28) E(:uis 3x|> =

min  A(u, ) = min E(u,e) = Elw.g,) = A7, .
£€<I_‘[(,£'2) se(s”,cu)
Der Maximalwert der Quadrate der Absolutbetrige der Wurzzln der Gleichung (15)
nimmt also im Intervalle w,, £ w < w,, fir @ = w,, sein Minimum an, das der
Zahl 2} gleicht.

Es sei jetzt || = max |p| = M. Es ist also i, = M? = ¢*(B). Man untersucht
i

nun die Gleichung (15), wo y; = p;, ist, d. h. die Gleichung

=M1 — o+ dw) =0.

Der Maximalwert der Quadrate der Absolutbetrige der Wurzeln dieser Gleichung
hat, wie wir schon wissen, sein Minimum im Punkte w,l(M), und dieses Minimum
gleicht der Zahl 27 (M). Wir zeigen nun, dass fiir den der Zahl @, (M) entsprechenden
Wert ¢, (M) die Ungleichung A(y;, ¢, (M)) < A7,(M) fir alle i gilt. Aus (21) folgt
namlich, dass fiir alle i 2, (ji;) £ 4, (M) ist. Aus (20) folgt ferner, dass {ir alle:i
o, (1) £ o, (M) ist. Aus (22) und (20) folgt nun, dass &, (1) = S(wiw; (1)) ist:
d. h. es gilt

(29) e, (1) < &, (M)



fiir alle i. Ferner gilt fiir alle i die Ungleichung
(30) E(w;. &, (M) £ E(M, &, (M)).

Wenn namlich fiir ergendein i dic umgekehrte Ungleichung gelten wirde, wiirde
man aus (26) nach Umformungen die Ungleichung

1+ 2 (e (M) i) > M? + 2 /e, (M) M?)
bekommen, was ein Widerspruch ist, da g < M? fiir alle i gilt.
Aus (29) und (30) folgt nun, dass

Apss &, (M)) = E(is 6, (M)) < E(M. &,(M)) = 73,(M)

ist fir alle i. Der Optimalparameter gleicht also der Zahl w, = w, (M), was die
einzige reelle Wurzel der Gleichung 4M;w?® — 27(w — 1) = 0 im Intervalle (0, 3)
ist, und der optimale Spektralradius ist dann die Zahl 17 (M) und nach (20) ist
AL(M) = Y(w, (M) — 1)[w, (M))?. Dadurch ist der Satz bewiesen.

ey
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Souhrn
POZNAMKY K OPTIMALIZACI JISTE ITERACNI METODY

MIROSLAV SISLER

Price se zabyva jistou iteraéni metodou pro FeSeni soustavy linearnich rovnic
s cyklickou matici, kterd byla definovana a zkoumana v pracich [3] a [4] téhoZ
autora. Iteradni pfedpis je tvaru x,,, = T(w) x, + b, kde T(w) je jistd matice
zavisla na redlném parametru w. Pro w = 0 pfechazi tato metoda v Jacobiho a pro
o = | v Gauss-Seidefovu metodu. Prace se zabyva optimalisaci této iteradni metody
v jistych specialnich pfipadech. Optimaini parametr, tj. parametr w, pro ktery je
spektralni polomér matice T(w) minimalni, je vyjadfen jako funkce spektralniho
polomé&ru matice T{0) odpovidajici Jacobiho metodé.
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