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 В механике деформируемого твердого тела различают понятия, связанные с точками континуума 
(перемещения, относительные удлинения, сдвиги) и множеством точек континуума – элементарным 
объемом (масса, энергия, напряжения). В механике композитных материалов роль такого объема вы-
полняет представительный объем (representative volume element – RVE). Это понятие впервые введено 
R. Hill (1963). Современными авторами используется формулировка W.J. Drugan, J.R. Willis (1996).  

В работе на основе анализа понятия RVE формулируются его сущностные признаки: RVE – минимально 
возможный образец для численных испытаний по определению эффективных материальных параметров
композита; при любом нагружении RVE его макроскопическое напряженно-деформированное состояние 
однородно. Раскрывается его значение для механики композитных материалов: существование RVE для 
композита является критерием для применения теории эффективного модуля к анализу его напряженно-
деформированного состояния; дегомогенизация напряженного состояния композитного материала в точке –
решение задачи микромеханики о напряженно деформированном состоянии RVE; характерный размер RVE
ограничивает размер сетки дискретизации при численном исследовании. 

Предлагается итерационный алгоритм построения представительного объема композита перио-
дической структуры и его эффективных материальных термоупругих характеристик. Показывается, что 
геометрической формой такой композиции является прямоугольный параллелепипед. Алгоритм по-
строения RVE для периодических композиций распространяется на статистически однородно армиро-
ванные непрерывными волокнами композиты. Рассмотрен способ моделирования таких материалов 
регулярной структурой. Показано, что в этом случае в сечении, перпендикулярном волокнам, центры
волокон должны располагаться в вершинах правильных треугольников.  

Приводятся примеры построения RVE и термоупругих материальных характеристик конкретных 
композиций. Результаты вычислений сравниваются с данными, полученными на сертифицированных 
программных продуктах. 
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 In the deformable solid mechanics, there are concepts associated with continuum points
(displacements, relative elongations, shifts) and a set of continuum points – an elementary vol-
ume (mass, energy, stresses). The role of such volume in the mechanics of composite materials 
is played by the representative volume element (RVE).This concept was first introduced by
R. Hill (1963). Modern authors use the W.J. Drugan, J.R. Willis (1996) formulation.  

Based on the analysis of the RVE concept, we formulated its essential features: RVE is the 
minimum possible sample for numerical tests to determine the effective material parameters of
the composite; under any RVE loading, its macroscopic stress-strain state is uniform. Its signifi-
cance for the mechanics of composite materials is revealed: the existence of RVE for a compo-
site is a criterion for applying the effective modulus theory to the analysis of its stress-strain state; 
the dehomogenization of a stressed-state composite material at a point is a solution to the mi-
cromechanics problem of the RVE stress-strain state determination; the characteristic size of
RVE limits the size of the sampling grid in the numerical study. An iterative algorithm for con-
structing a representative volume of a periodic structure composite and its effective material 
thermoelastic characteristics is proposed. It is shown that the geometric shape of such a compo-
sition is a rectangular parallelepiped. The RVE construction algorithm for periodic compositions is 
extended to the composites statistically uniformly reinforced with continuous fibers. A method for
modeling such materials with a following regular structure is suggested described: in the section
perpendicular to the fibers, fiber centers should be located at the vertices of regular triangles.  

Examples of constructing RVE and thermoelastic material characteristics of specific compo-
sitions are given. The calculation results are compared with the data obtained using certified 
software products. 
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Введение 

 
В механике деформируемого твердого тела разли-

чают два вида понятий: кинематические, связанные с 
точками континуума (перемещения, относительные уд-
линения, сдвиги и т.д.), и динамические, связанные с 
множеством точек континуума (элементарным объе-
мом). Это напряжения, масса, энергия и др. В механике 
композитных материалов роль элементарного объема 
выполняет представительный объем (representative vol-
ume element – RVE). Впервые понятие представитель-
ного объема было введено R. Hill [1]. 

В настоящее время исследователи [2; 3] придержи-
ваются определения RVE, предложенного W.J. Drugan, 
J.R. Willis [4]: It is the smallest material volume element of 
the composite for which the usual spatially constant (overall 
modulus) macroscopic constitutive representation is a suffi-
ciently accurate model to represent mean constitutive re-
sponse. То есть это наименьший элемент объема мате-
риала композита, для которого могут быть применены 
обычные макроскопически однородные определяющие 
модели «эффективного модуля». Приведенное опреде-
ление наделяет представительный объем следующими 
сущностными признаками: 

• RVE – минимально возможный образец для чис-
ленных испытаний по определению эффективных мате-
риальных параметров композита; 

 

• при любом нагружении RVE его макроскопическое 
напряженно деформированное состояние однородно; 

• напряженно-деформированное состояние (НДС) 
любого объема, большего RVE, может быть рассчитано 
по теории эффективного модуля. 

Как видно из приведенного определения, понятие 
RVE тесно связано с эффективными материальными 
характеристиками композита. Необходимость его по-
строения обусловлена следующими факторами: 

• существование RVE для композита является кри-
терием для применения теории эффективного модуля к 
анализу его напряженно-деформированного состояния;  

• дегомогенизация напряженного состояния ком-
позитного материала в точке – решение задачи микро-
механики о напряженно-деформированном состоянии 
RVE; 

• размер сетки дискретизации при численном ис-
следовании должен быть согласован с характерным 
размером RVE, так как он является минимальным объ-
емом, способным находиться в макрокопически одно-
родном состоянии. 

В настоящей работе предлагаются методика по-
строения представительного объема и эффективных 
материальных характеристик композиций с периодиче-
ской структурой и моделирование такими материалами 
статистически однородно армированных волоконных 
композитов. 
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1. Построение RVE для композиций  
периодической структуры 

 
В настоящее время разработаны различные методы, 

достоверно определяющие эффективные материальные 
характеристики композитов с периодической структу-
рой: метод асимптотического осреднения [5–18], метод 
прямого осреднения задачи микромеханики на перио-
дической ячейке с условиями симметрии и периодично-
сти на ее гранях [19–25] и др. Некоторые из таких мето-
дов уже реализованы в программных инженерных паке-
тах типа ANSYS. В то же время задача о построении 
представительного объема для композитов периодиче-
ской структуры практически не рассматривается. Заме-
тим, что осреднение на периодической ячейке с гранич-
ными условиями периодичности неявно предполагает 
ее выделение из образца бесконечных размеров. 

Построения RVE композита с периодической струк-
турой осуществляется по следующему итерационному 
алгоритму.  

• Задается последовательность возрастающих по 
объему первоначально кубических образцов, выделен-
ных из композита, состоящих из ячеек периодичности. 
Размер ребра таких образцов кратен a (длине ребра 
ячейки периодичности).  

• Начиная с первого образца данной последова-
тельности, предполагается (метод от противного), что 
он является представительным объемом. С использова-
нием решения задач микромеханики строятся его  
«кажущиеся» [3] материальные характеристики. Ре-
зультаты вычислений макроскопических материальных 
параметров для очередного образца сравниваются 
с соответствующими данными для предыдущего образ-
ца. На основании этого сравнения и проверки выполне-
ния сущностных признаков корректируется геометри-
ческая форма образца и делается вывод о возможности 
(или невозможности) его признания в качестве предста-
вительного объема.  

• Последовательности значений вычисленных ха-
рактеристик оказываются сходящимися. Представи-
тельным объемом становится тот, для которого полу-
ченные значения можно принять за предельные. Они и 
принимаются эффективными материальными характе-
ристиками композиции. 

 
Пример 

 
Рассматривается периодический композитный ма-

териал, представляющий собой эпоксидную матрицу, 
армированную прямыми непрерывными волокнами, 
параллельными оси x3 ортонормированной декартовой 
системы координат. Поперечное сечение компози-
та, перпендикулярное волокнам, представлено на 
рис. 1, а.  

Объемное содержание волокон принимается рав-
ным 0,25. Волокна имеют квадратное сечение со сторо-
ной 0,28 мм, длина ребра ячейки периодичности 

a = 0,56мм. Элементы структуры композиции считают-
ся изотропными, их термомеханические материальные 
характеристики приведены в табл. 1. 

 

а b 

Рис.1. Поперечное сечение композиции периодической  
структуры (а) и ячейка периодичности (b) 

Fig.1. Cross section of the periodic structure composition (a)  
and the periodicity cell (b) 

 

Таблица 1 

Термомеханические свойства элементов структуры 

Table 1 

Thermomechanical properties of structural elements 

Элемент структуры Е, МПа ν α, 1/град 
Волокно 95000 0,24 3,5е-6 

Связующее 8000 0,33 5,5е-5 
 
Рассматриваемый материал имеет оси симметрии 

второго порядка (оси x1, x2) и ось симметрии четвертого 
порядка (ось x3). Поэтому макроскопические физиче-
ские уравнения с использованием технических посто-
янных представляются в виде 

31
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где E1 = E2 – модуль Юнга в направлениях осей x1, x2, 
E3 – модуль Юнга в направлении оси x3, ν12 = ν21– коэф-
фициент Пуассона, характеризующий деформацию в 
направлении оси x2 при растяжении образца в направ-
лении x1 и наоборот, ν31= ν32 – коэффициент Пуассона, 
характеризующий деформацию в направлении оси x1 
или x2 при растяжении образца в направлении x3;  
ν13 = ν23 – коэффициент Пуассона, характеризующий 
деформацию в направлении оси x3 при растяжении об-
разца в направлении x1 или x2; α1 = α2, α3 – коэффициен-
ты линейной температурной деформации. Количество 
независимых упругих констант в равенствах (1) равно 
шести, так как они подчиняются условию  

 13 31

1 3

.
E E

 
  (2) 
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Задача состоит в определении представительного 
объема и макроскопических термоупругих свойств 
композиционного материала. При этом под приведен-
ными (эффективными) свойствами композита понима-
ются константы, связывающие в форме физических 
уравнений термоупругости (1) средние по представи-
тельному объему значения деформаций, напряжений и 
приращения температуры. В данном случае эти кон-
станты находились как предельные по приведенной 
выше методике, так и посредством вычисления на пе-
риодической ячейке (табл. 2, столбец 1).  

Отклонения «кажущихся» материальных характе-
ристик от предельных для последовательности кубиче-
ских образцов приведены на рис. 2. 

 

Рис. 2. Отклонения (%) «кажущихся» материальных характеристик 
от своих эффективных значений в зависимости от длины  

ребра кубического образца na 

Fig. 2. Deviations (%) of “apparent” material characteristics from 
their effective values depending on the length of the cubic sample 

edge na 

 

Рис. 3. RVE рассматриваемой композиции: b = 5a, c = 20a 

Fig. 3. RVE of the composition under consideration:  
b = 5a, c = 20a 

 
Из рис. 2 видно, что материальные характеристики 

с разной скоростью стремятся к своим эффективным 
значениям. Это означает, что RVE, являясь минималь-
ным объемом рассматриваемого композита, не обяза-
тельно является кубом. Геометрическая форма куба по-
зволяет ему находиться в однородном напряженном 
состоянии при любых однородных макроскопических 
напряжениях на его гранях. Этим же свойством облада-
ет и прямоугольный параллелепипед. В нашем случае 

RVE является прямоугольным параллелепипедом с раз-
мерами b = 5a, c = 20a (рис. 3). Сравнение эффективных 
материальных характеристик такого RVE с соответст-
вующими параметрами, полученными на периодиче-
ской ячейке, приводятся в табл. 2. 

Таблица 2 

Сравнение эффективных материальных характеристик 

Table 2 

Comparison of effective material characteristics 

Параметр 
Вариант Отличие, % 

1 2 1 vs 2 
E1, МПа 13620 13789,9 1,25 
E3, МПа 29769 29771 0,01 

ν12 4133,4 4172,7 0,95 
ν13 4767,1 4881,0 2,39 
ν31 0,355 0,347 2,11 

G12, МПа 0,138 0,145 5,02 
G13, МПа 0,302 0,302 0,17 
Вариант 1: данные получены на ячейке периодичности с 

периодическими краевыми условиями в WorkBench ANSYS.  
Вариант 2: данные получены на RVE с размерами 5a, 5a, 

20a в ANSYS APDL.  
 
Приведенные в табл. 2 данные с достаточной для 

практических целей точностью согласуются между собой, 
что подтверждает возможность численного определения 
эффективных характеристик композита с использованием 
образца, равного его представительному объему.  

 
2. Моделирование регулярной структурой  
материала, статистически однородно  
армированного волокнами 

 
Методы, разработанные для вычисления эффектив-

ных материальных характеристик композитов с перио-
дической структурой, используются для решения анало-
гичных задач и для других (непериодических) компози-
ций. С этой целью структура композита моделируется 
периодической средой (производится периодизация). 
Подход используется для композитов, армированных 
непрерывными волокнами [22; 26], короткими волокна-
ми [2], для дисперсных композиций [27], тканевых ком-
позитов [28], метаматериалов [29], гибридных компози-
тов [30; 31], для стохастически армированной среды 
[32; 33] и в других случаях.  

Здесь рассматривается задача о периодизации ком-
позиции, статистически однородно армированной не-
прерывными волокнами. Принимаются следующие 
свойства элементов структуры: объемное содержание 
углеродных волокон V = 0,3, радиус волокон r =  
= 0,005 мм, связующее – эпоксидная смола ЭД-20. Ме-
ханические параметры элементов приведены в табл. 3. 

Моделируемый материал обладает трансверсально 
изотропными материальными свойствами. Поэтому со-
ответствующий материал регулярной структуры должен 
быть также трансверсально изотропным. 
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Таблица 3 

Механические упругие характеристики  
структурных элементов 

Table 3 

Mechanical elastic characteristics of structural elements 

Волокно Связующее 
E1, МПа 77000 Е, МПа 3200 
E2, Мпа 77000 ν 0,28 
E3, МПа 230000 G, МПа 1250 

ν12 0,3 
ν23 0,2 
ν13 0,2 

G12, Мпа 29615 
G23, МПа 60900 
G13, Мпа 60900 
 
Согласно принципу Неймана этому требованию 

удовлетворяет волоконная регулярная структура, 
имеющая ось симметрии шестого порядка в направле-
нии волокон (при повороте вокруг этой оси на угол π/3 
материал совмещается сам с собой) [34]. В поперечном 
сечении такой регулярной структуры центры волокон 
располагаются в вершинах правильных треугольников 
(рис. 4, b). Соответствующая периодическая ячейка 
(рис. 4, с) имеет размеры a = 17,39 мкм, b = 30,11 мкм, 
которые рассчитываются по формулам 

2 ;
2 3

a r
V


  

3
2 .

2
b r

V


  

Размер ячейки вдоль волокон может быть выбран 
произвольно, например, c=a. 

  
а b с 

Рис. 4. Возможная реализация статистически однородно 
армированного материала (a); поперечное сечение материала-
модели (b); ячейка периодичности регулярной структуры (c) 

Fig. 4. Possible random specimen of a statistically uniformly 
reinforced material (a); cross section of the model material (b); 
                          regular structure periodicity cell (c) 

 
Принимаются следующие критерии соответствия 

оригинального материала и его модели: совпадение эф-
фективных характеристик и представительных объемов. 
Представительный объем для регулярной структуры 
строится по описанному в п. 1 алгоритму. RVE для ста-
тистически однородно армированного материала стро-
ится так: задается последовательность образцов с воз-
растающими объемами. Для каждого объема методом 

реализаций находятся математическое ожидание и дис-
персия «кажущихся» материальных характеристик. 
С целью построения представительного объема эти ре-
зультаты обрабатываются так же, как и в п. 1 в случае 
периодического композита.  

Представительные объемы рассматриваемых двух 
композитов практически совпадают, представляют со-
бой прямоугольный параллелепипед с размерами 3а, 3b, 
60а (0,052; 0,090; 1,043 мм), соответствующие эффек-
тивные материальные характеристики приводятся в 
табл. 4 (столбцы 2, 3). В первом столбце таблицы пока-
заны для сравнения значения этих характеристик, вы-
численные с использованием специализированной про-
граммы Material Designer ANSYS WorkBench. 

Таблица 4 

Эффективные материальные характеристики 

Table 4 

Effective material characteristics 

Параметр
Вариант Отличие, % 

1 2 3 1 vs 3 2 vs 3 
E1, МПа 5809 5552 5449 6,19 1,84 
E3, МПа 71204 70992 70575 0,88 0,59 
ν12 0,341 0,361 0,363 6,43 0,55 
ν13 0,033 0,034 0,033 0,04 1,89 
ν31 0,405 0,398 0,398 1,88 0,07 
G12, МПа 2027,9 1997,4 1968,2 2,94 1,46 
G13, МПа 2402,1 2207,0 2215,6 7,76 0,39 

Вариант 1: стохастическое распределение, вычислено в 
WorkBench ANSYS. 

Вариант 2: стохастическое распределение, вычислено на 
RVE (размер 3а, 3b, 60а) APDL ANSYS. 

Вариант 3: регулярная структура, вычислено на RVE 
(размер 3а, 3b, 60а) APDL ANSYS. 

 
Из данных табл. 4 видно, что предложенная регу-

лярная структура с хорошей точностью решает задачу о 
моделировании статистически однородно армированно-
го непрерывными волокнами композита. 

 
Заключение 

 
В результате проведенного анализа понятия пред-

ставительного объема в механике композитных мате-
риалов сформулированы его сущностные признаки и 
определены основные функции. Предложен итерацион-
ный алгоритм построения представительного объема 
для композиций периодической структуры. Сформули-
рованы критерии моделирования статистически одно-
родно армированных композитов материалами регуляр-
ного строения. Для приведенного примера моделирова-
ния конкретной композиции показано выполнение этих 
критериев. Полученные результаты найдут применение 
при исследовании механических свойств различных 
композитных материалов: дисперсных, волоконных, 
коротковолоконных, слоистых, гибридных и др. 
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