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ДОСЛІДЖЕННЯ НАПРУЖЕНОГО СТАНУ  
МОДИФІКОВАНОГО МОНОЛІТНОГО БЕТОНУ 

Мета. Стаття присвячена дослідженню напруженого стану модифікованого монолітного бетону 
природного тверднення. Методика. Для досягнення поставленої мети проведені дослідження 
мікроструктури дисперсно модифікованої цементної матриці бетону, механізму структуроутворення 
модифікованого бетону природного тверднення; визначені методи надійної оцінки деформативних 
властивостей бетону. Результати. Розвиток внутрішніх напружень по-різному впливає на властивості 
бетону. При наростанні температурно-усадкових деформацій у часі і, отже, при збільшенні структурних 
напружень у цементній оболонці навколо зерен заповнювача можуть розвиватися два протилежних процеси: 
зона пластичного плину або зона тріщин. Наукова новизна. Встановлено, що комплекс структурних 
особливостей модифікованого бетону при передачі навантаження призводить до формування широкої зони 
передруйнування, здатної поглинати значний об’єм пружної енергії деформації, що забезпечує отримання 
проектних деформативних властивостей бетону спеціального призначення. Отримали подальший розвиток 
уявлення про визначення критерію тріщиноутворення модифікованого бетону, що твердне в природних 
умовах. Практична значимість. Отримані рівняння дозволяють вирішити питання про мінімальний рівень 
структурних напружень у монолітному бетоні при певному насиченні його крупним заповнювачем, а також 
оцінити вплив структурних напружень на властивості бетону. У звичайних бетонів з відносно тонкою 
цементною оболонкою при температурно-усадкових деформаціях виникають високі тангенціальні та 
невеликі радіальні напруження. У природних умовах ці напруження вище в результаті підвищення значень 
∆ε(τ), чого не спостерігається у модифікованих бетонів. У модифікованих бетонах найбільшу небезпеку для 
структури представляють лише тангенціальні напруження. Зміна усадкових напружень у часі має 
однозначний характер. Сумарні температурно-усадкові деформації мають пилкоподібний графік. Для 
модифікованого бетону амплітуда коливань на 48…53 % менше. Це дозволить вирішити ряд технологічних 
завдань при зведенні монолітних будівель. 

Ключові слова: модифікований бетон; монолітний бетон; напружений стан; деформативні 
характеристики 

Вступ 

Сучасний рівень розвитку будівництва 
вимагає подальшого розвитку концепції 
бетонів нового покоління, які необхідні для 
сприйняття зростаючих впливів природного  
і техногенного характеру, а також для 
особливих умов експлуатації [8, 9, 17]. 

Отримання бетонів нового покоління  
з високими експлуатаційними властивостями 
(ВЕВ) має забезпечуватися технологією, 
заснованою на використанні існуючої 
виробничої бази і традиційних матеріалів. Такі 
бетони повинні мати міцність класу В 70  
і вище, підвищену щільність і довговічність, 
зберігаючи всі переваги, які зробили їх 
основним конструкційним матеріалом 
будівництва. Удосконалена технологія вимагає 

якісно нового підходу, здатного забезпечити 
повну реалізацію в’яжучих властивостей 
цементу і потенційний запас міцності бетону 
[20, 21]. 

У природних умовах у результаті 
нерівномірного нагрівання (охолодження) або 
висихання (зволоження) по перерізу бетонних 
конструкцій виникає температурно-вологісний 
градієнт і, отже, власні напруження, урів-
новажені в об’ємі всієї конструкції. Якісно інші 
внутрішні напруження – структурні – 
викликаються температурно-вологісними де-
формаціями в анізотропній структурі бетону. 
Аналіз структурних напружень бетону показав, 
що величина їх значна і часто переважає 
границю міцності матеріалу [13, 16]. 
Структурні напруження врівноважуються в зоні 
зерен заповнювача [10–12]. 
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Субмікроструктурні напруження виникають 
у цементній матриці бетону при розвитку 
кристалогідратних новоутворень [7, 22]. 
Дослідження цих напружень значно усклад-
нені, тому що вони урівноважені в мікро-
скопічних об’ємах цементної матриці бетону. 
Розвиток мікротріщин кристалізації в бетоні не 
спостерігається. Це, вочевидь, можна пояснити 
капілярно-пористою будовою цементної 
матриці. Більш того, існує думка [15, 17] про 
корисність напружень кристалізації, що 
поліпшують міцність спайки спонтанно 
зростаючих новоутворень. Очікувати різких 
відмінностей напруженого стану тверднучого 
гелю в різних умовах не доводиться через 
можливості релаксації напружень при 
деформації пор матеріалу [18]. 

Ще у 1980 р. Т. Гансен [3] встановив, що 
перші тріщини в бетоні з’являються у віці 
декількох діб, у той час як теоретичний період 
тріщиноутворення повинен був становити  
5 тижнів. У цьому ж огляді було встановлено, 
що утворення тріщин залежить не тільки від 
величини усадки, але і від фізико-механічних 
властивостей бетону. Тріщиностійкість  
у більшій мірі визначалася природою 
заповнювача. Заповнювачі великої пружності 
сприяли розвитку тріщиноутворення. За 
даними [4, 5] розтягуючі напруження в бетоні 
від усадки цементного каменю становлять 
4,0…5,0 МПа. Величина цих напружень, 
обчислена авторами [14, 23], становить 12–16 
МПа, тобто перевищує міцність матеріалу на 
розтяг. О.Я. Берг [2], який також досліджував 
усадкові напруження, встановив, що усадка, 
ідентична охолодженню бетону на 70 оС, 
викликає напруження, близькі до вказаних. 

У монолітному бетоні природного 
тверднення важливу роль відіграють два види 
власних напружень: 

а) напруження першого роду від градієнтів 
температурно-вологісних деформацій по 
перерізу елементів характеризуються певною 
орієнтацією залежно від геометричних обрисів 
конструкцій [1, 6]. Напруження першого роду 
часто називають механічними, оскільки вони 
визначаються методами теорії пружності; 

б) структурні напруження другого роду від 
температурно-вологісних деформацій в ані-
зотропній структурі бетону [1, 6]. Напруження 
другого роду певним чином орієнтовані 

відносно поверхні частинок заповнювача. Для 
їх визначення, крім теорії пружності і плас-
тичності, необхідний також аналіз структури 
матеріалу. 

Вочевидь, що поля цих напружень дуже 
різні, але безсумнівне їх взаємне накладення  
і спільний вплив на суцільність конструкцій  
і релаксацію напружень у часі. Міцність  
і деформативність бетону залежать в основ-
ному від напружень першого і другого роду, 
тому критерій тріщиноутворення бетону 
необхідно визначати від їх спільної дії  
з урахуванням віку матеріалу і зони конструкції 
[3]. Більш того, при розгляді пружної задачі 
розвитку тріщиноутворення в бетонних 
елементах вважається справедливою аддитив-
ність напружень першого і другого роду. 

Як відомо, бетон є пружно-пластичним 
матеріалом [4, 5], і ця передумова справедлива 
лише частково. У будь-якому випадку,  
у виникненні тріщин велику роль відіграють 
пластичні властивості бетону. У зв’язку  
з поступовою зміною в часі вологісні 
деформації розвиваються монотонно. Через їх 
тривалий розвиток напруження, які вик-
ликаються ними, значно релаксують у часі [2]. 
Таким чином, прояв пластичних властивостей 
бетону тут найповніший. 

Мета 

Метою роботи є дослідження напруженого 
стану модифікованого монолітного бетону 
природного тверднення. Завдання дослідження 
полягає в запобіганні виникненню техно-
логічних тріщин в конструкціях від тем-
пературно-усадкових деформацій бетону в про-
цесі його тверднення. 

Методика 

Для досягнення поставленої мети виконані 
дослідження формування мікроструктури 
модифікованої цементної матриці бетону  
з визначенням механізму зниження тріщино-
утворення; визначені методи надійної оцінки 
деформативних характеристик бетону. 

Результати 

Розвиток внутрішніх напружень по-різному 
впливає на властивості бетону. При наростанні 
температурно-усадкових деформацій у часі  
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і, отже, при збільшенні структурних напружень 
у цементній оболонці навколо зерен 
заповнювача можуть розвиватися два 
протилежних процеси: зона пластичного плину 
або зона тріщин. 

Можливість будь-якого з процесів залежить 
від міцності і пружних характеристик 
матеріалу. Використовуючи теорію міцності 
матеріалу [3–5], умова утворення пластичної 
зони навколо зерна заповнювача запишеться  
у вигляді 

 ( )
max

1 2

1 1 2
nn tV E t k R

V V
K K

⋅∆
τ = ≤

+ −
+

. (1) 

Умову початку утворення зони тріщин 
запишемо, використовуючи залежність Фере 
для міцності бетону на розтяг [2] 

 ( ) ( ) 23

1 2

1 2 0,5 1 .1 1 2
тах
Т t

V E t
RV V

K K

+ ⋅ ⋅∆
σ = =

+ −
+

 (2) 

Звідси виразимо залежність E∆ : 
а) з умови утворення пластичної зони – 

 
1 2

1 1
2
nn t

пл
k R V VE

V K K
⎛ ⎞⋅ + −

∆ = ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

; (3) 

б) з умови утворення зони тріщин – 

 23

1 2
.тр tE R

K K
⎛ ⎞ϕ ξ

∆ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (4) 

Вочевидь, для позитивних температур 
граничні деформації тріщиноутворення завжди 
значно менше деформацій пластичного плину. 
В області нереальних складів бетону при V> 0,8 
можливий прояв пластичного плину при 
низьких значеннях R K , тому в подальшому 
слід розглядати лише умову тріщиноутворення 
як найбільш ймовірний наслідок об’ємних 
деформацій бетону. 

Рівняння рівноваги для сферичного 
елемента, виділеного з оболонки навколо 
заповнювача, має вигляд [5] 

 ( )2 0p
p T

d
r

d r
σ

⋅ σ −σ + =  (5) 

де r – радіус оболонки елемента. 

Для зони тріщин при 0Tσ =  після 
розділення змінних воно набуде вигляду 

 2p

p

d d r
r

σ
= −

σ
 (6) 

Інтегруючи одержане рівняння у межах 
Ta r r≤ ≤ , де Tr  – радіус зони тріщин, знайдемо 

ln 2ln lnp r Hσ = − + . Звідси 2p
H
r

σ = . Викорис-

товуючи граничні умови, визначимо довільну 
постійну інтегрування при , p par a= σ = σ . 

Звідси, враховуючи 
2

;
2 4

pa dda H
σ ⋅

= = , оста-

точно 
2

24r pa
d
r

σ = σ . Рівняння справедливе лише 

у межах зони тріщин. 
Радіальні напруження на межі пружної зони 

і зони тріщин рівні між собою, а тангенціальні 
напруження при Tr r=  у границі рівні міцності 
матеріалу на розтяг у даний момент часу 

( ) ( ): T pt t R tσ = . З цієї умови можна визначити 
радіус зони тріщин 

 ( )
( )

( )

3

3 3

3

3 3
1 2

1 2

1 12

1 0,5

T

t p
T

t

rV t
d

R
r V V

K Kd

⎛ ⎞
⋅ + ∆Ε⎜ ⎟η⎝ ⎠σ τ = =

⎛ ⎞+ −
+ ×⎜ ⎟η ⎝ ⎠

× + ϕ

. (7) 

Тут прийнято b d= η⋅ . При цьому 
коефіцієнт η  може бути визначений за 
величиною відносного вмісту заповнювача  

в одиниці об’єму бетону V :
3

1
2 V

η =
⋅

. 

Радіус зони тріщин навкруги заповнювача 
дорівнює 

2T
dr = ×  

( ) ( )
1 2

2 1 1

t

p p
t

R R
V V V

K K

∆Ε
×

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⋅ + + ⋅ − − ∆Ε ⋅⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

 (8а) 
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З одержаної формули видно, що розмір зони 
тріщиноутворення збільшується зі збільшенням 
розміру частинок заповнювача (d) і деформацій 

( )t∆Ε . Залежність (8а) можна спростити, 

прийнявши, наприклад, К1=К і p
R

R
K

= Ε  

 ( )
( ) ( )2 4 1 0,5 2T

R t

tdr
t V

∆Ε
=

Ε + ϕ − ∆Ε ⋅
 (8б) 

Виконаємо аналіз радіальних і танген-
ціальних напружень у пружній зоні оболонки 
заповнювача. 

У теорії пружності розглянуто задачу про 
напружений стан в осесиметричних тілах, з якої 
відомо: 

 3
2 ,p

dU A B
d r r

Ε = = − +  (9а) 

 3 ,p
U A B
r r

Ε = = +  (9б) 

де U  – радіальне зміщення даної точки 
елемента. 

Напруження в розчинній оболонці, 
використовуючи узагальнений закон Гука, 
дорівнюють: 

 ( )1
1 1 12

1 1

2 1 ,
1 2p T p

Ε ⎡ ⎤σ = µ Ε + −µ Ε⎣ ⎦−µ − µ
 (10а) 

 1
12

1 1

.
1 2T T p

Ε ⎡ ⎤σ = Ε +µ Ε⎣ ⎦−µ − µ
 (10б) 

Підставляючи в рівняння (10) значення 
відносних деформацій з (9), отримаємо 

1
2

1 11 2p
Ε

σ = ×
−µ − µ

 

( ) ( )1 13
2 1 2 1 ,A B
r

⎡ ⎤× − ⋅ − µ + +µ⎢ ⎥⎣ ⎦
 (11а) 

 ( ) ( )1
1 12 3

1 1

1 2 1 .
1 2T

A B
r

Ε ⎡ ⎤σ = ⋅ − µ + +µ⎢ ⎥−µ − µ ⎣ ⎦
 (11б) 

Для опису властивостей матеріалу, 
еквівалентного прийнятій структурній моделі, 
необхідно знайти сім постійних інтегрування, 
дійсних для кожного шару (А, В, А1, В1, А2, В2, 

А3). Для цього використовуються умови 
рівності на стику кожного шару елемента 
радіальних зсувів (9б) і напружень (11а)  
у вигляді 

 2 ,U Ar Br−= + 33 6 ,p KA K Br−σ = − λ ⋅ ⋅  (12) 

де K – об’ємний модуль пружності матеріалу 
даного шару; λ  – параметр поперечної 
пружності. 

Наведені рівняння справедливі лише  
у шарах елемента вільних тріщин. Для зони 
тріщин, де приймається умова 0Tσ = , 
визначимо нові інтегральні форми рівнянь (12) 
з наступних умов. 

При 0Tσ =  із загального закону Гука 
слідує: 

 p
p

σ
Ε =

Ε
 або p

T
σ

Ε = −µ
Ε

. (13) 

Виразивши радіальну деформацію через 

переміщення r
dU
dr

Ε = , знайдемо: 

 p
dU
dr

σ = ⋅Ε . (14) 

Одержана залежність pσ  від U, а також 
рівняння рівноваги (5), дозволяють записати 
рівняння спільності деформацій на ділянці між 
тріщинами: 

 
2

2
2 0d U dU
r drdr

+ ⋅ = . (15) 

Інтегрування отриманого диференційного 
рівняння другого порядку призводить до 
залежності: 

 1U A B r−= + . (16) 

Для відшукання А і В необхідно в даному 
визначнику замінити відповідно перший  
і другий стовпці правою частиною рівнянь. 

maxK  визначено з формули, одержаної  
з умови, що Tr a=  

 
( )

1 2
max

2 1 2
.K KK

K K K V
=

− − ⋅
 (17) 
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При 0V =  max 1,K K=  а при 1,0V =  

max 2K K= . 
Постійні інтегрування А і В дозволяють 

вирішувати цілу низку завдань. Вирази для 
визначення постійних при 0Tr =  після 
елементарних спрощень мають вигляд: 

 
( )3

1 2

3

1

4 3 1 / /
3 .
3

y

y

A b V K V K

KB b
K

⎫= σ ⋅ − − − ⋅ ⎪⎪
⎬
⎪= − σ ⋅
⎪⎭

 (18) 

Використовуючи ці значення в рівнянні (11) 
спільно з критерієм тріщиностійкості, а також 
залежність (17), можливо обчислити умови 
збереження суцільності матеріалу, що залежать 
від величини граничних усадкових деформацій 
бетону. 

Запишемо рівняння тангенціальних 
напружень для випадку повного розкриття 
тріщини в розчинній оболонці Tr b= ,  
а y∆Ε  виразимо через граничну усадку розчину 
і об’ємне насичення бетону крупним 
заповнювачем. Тоді дійсні тангенціальні 
напруження з урахуванням їх релаксації 
дорівнюватимуть 

 [ ]

1 2

3
,

1 12
T p

V
R

V V S
K K

∆Ε
σ = =

⎛ ⎞+ −
+⎜ ⎟

⎝ ⎠

 (19) 

де S – функція релаксації внутрішніх 
напружень, рівна для терміну тверднення 28 діб 

 1 0,5 tS = + ϕ  (20) 

тут tϕ  – характеристика повзучості, 
приймається для терміну тверднення бетону 28 
діб рівною 2,0ϕ = . 

Визначимо величину тангенціальних 
напружень як функцію об’ємного насичення 
бетону крупним заповнювачем 

 
( )

( )
( ) ( )

3 1
,

2 1

1 1

p
T

K V V
S V nV

V n V

⋅Ε ⋅ ⋅ ⋅ −
σ =

⋅ ⋅ ⎡ − + ⎤×⎣ ⎦
×⎡ + ⋅ + − ⎤⎣ ⎦

 (21) 

де Ер – усадкова деформація розчинної 
оболонки бетону; n – відношення модулів 

об’ємної пружності заповнювача і розчину 

2

1

Kn
K

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Для цього необхідно визначити похідну 
/d dVσ  і прирівняти її нулю. Однак, оскільки  

в загальному вигляді похідне рівняння досить 
громіздке, то це складне становище можна 
обійти, даючи величинам п певне значення  
і диференціюючи конкретне рівняння при 
даному значенні п. Наприклад, при п=1 
тангенціальні напруження дорівнюють 

 ( )23
1

4
p

T
K

V V
S

⋅Ε ⋅
σ = ⋅ ⋅ −

⋅
. 

Таким чином, 

 ( )23
1 2 0,

4
p Kd V

dV S
⋅Ε ⋅σ

= ⋅ − =  

звідки при 1 0,50onтn V= = ; аналогічно 
2; 0,38.onmn V= =  

Наукова новизна та практична  
значимість 

1. Встановлено, що комплекс структурних 
особливостей модифікованого бетону при 
передачі навантаження призводить до 
формування широкої зони передруйнування, 
здатної поглинати значний об’єм пружної 
енергії деформації, що забезпечує отримання 
проектних деформативних властивостей бетону 
спеціального призначення. 

2. Отримали подальший розвиток уявлення 
про визначення критерію тріщиноутворення 
модифікованого бетону, що твердне  
у природних умовах. 

Отримані рівняння дозволяють вирішити 
питання про мінімальний рівень структурних 
напружень у монолітному бетоні при певному 
насиченні його крупним заповнювачем, а також 
оцінити вплив структурних напружень на 
властивості бетону. Це дозволить вирішити 
низку технологічних завдань при зведенні 
монолітних будівель. 

Висновки 

1. У звичайних бетонах з відносно тонкою 
цементною оболонкою при температурно-
усадкових деформаціях виникають високі 
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тангенціальні і невеликі радіальні напруження. 
У природних умовах ці напруження вище  
в результаті підвищення значень ∆ε(τ), чого  
не спостерігається у модифікованих бетонах. 

2. У модифікованих бетонах найбільшу 
небезпеку для структури становлять лише 
тангенціальні напруження. 

3. Зміна усадкових напружень у часі має 
однозначний характер. Сумарні температурно-
усадкові деформації мають пилкоподібний 
графік. Для модифікованого бетону амплітуда 
коливань на 48–53 % менше. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ 
МОДИФИЦИРОВАННОГО МОНОЛИТНОГО БЕТОНА 

Цель. Статья посвящена исследованию напряженного состояния модифицированного монолитного 
бетона естественного твердения. Методика. Для достижения поставленной цели проведены исследования 
микроструктуры модифицированной цементной матрицы бетона, механизма структурообразования 
модифицированного бетона естественного твердения; определены методы надежной оценки прочности 
бетона. Результаты. Развитие внутренних напряжений по-разному влияет на свойства бетона. При 
нарастании температурно-усадочных деформаций во времени и, следовательно, при увеличении 
структурных напряжений в цементной оболочке вокруг зерен заполнителя могут развиваться два 
противоположных процесса: зона пластического течения или зона трещин. Научная новизна. Установлено, 
что комплекс структурных особенностей модифицированного бетона при передаче нагрузки приводит  
к формированию обширной зоны предразрушения, способной поглощать значительный объем упругой 
энергии деформации, что обеспечивает получение проектных деформативных свойств бетона специального 
назначения. Получили дальнейшее развитие представления об определении критерия трещинообразования 
модифицированного бетона, твердеющего в естественных условиях. Практическая значимость. 
Полученные уравнения позволяют решить задачу о минимальном уровне структурных напряжений  
в монолитном бетоне при определенном насыщении его крупным заполнителем, а также оценить влияние 
структурных напряжений на свойства бетона. В обычных бетонах с относительно тонкой цементной 
оболочкой при температурно-усадочных деформациях возникают высокие тангенциальные и небольшие 
радиальные напряжения. В естественных условиях эти напряжения выше в результате повышения значений 
∆ε(τ), чего не наблюдается в модифицированных бетонах. В модифицированных бетонах наибольшую 
опасность для структуры представляют только тангенциальные напряжения. Изменение усадочных 
напряжений во времени имеет однозначный характер. Суммарные температурно-усадочные деформации 
имеют пилообразный график. Для модифицированного бетона амплитуда колебаний на 48…53 % меньше. 
Это позволит решить ряд технологических задач при возведении монолитных зданий. 

Ключевые слова: модифицированный бетон; монолитный бетон; напряженное состояние; 
деформативные характеристики 
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RESEARCH OF THE STRESS STATE OF A MODIFIED  
IN-SITU CONCRETE 

Purpose. The article focuses on investigation of the stress state of a modified in-situ concrete of natural 
hardening. Methodology. To achieve the aim, the research of the microstructure of the modified cement matrix of 
concrete, as well as the mechanism of structure formation of modified concrete with natural hardening was 
conducted; the methods for reliable evaluation of concrete strength were defined. Findings. The development of 
internal stresses affects the properties of concrete differently. With an increase in temperature-shrinkage 
deformations in time and, thus, with increasing structural stresses in the cement sheath around the grains of the filler 
two opposite processes may develop: zone of plastic flow or cracking. Originality. It was established that the 
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structural features complex of the modified concrete when the load transfer leads to the formation of extensive zones 
of prefracture which is able to absorb a significant amount of elastic strain energy that provides the design 
deformation properties of the concrete for special purposes. Ideas about the definition of the criteria of cracking 
modified concrete, hardening under natural conditions had further development. Practical value. The resulting 
equations allow to solve the problem about the minimum level of structural stress in monolithic concrete in  
a saturated large placeholder, as well as to assess the influence of structural stresses on the properties of concrete. In 
normal concrete with a relatively thin cement sheath at temperature-shrinkage deformations, high tangential and low 
radial tension occur. In vivo, this stress is higher as a result of higher values of ∆ε(τ), which is not observed in the 
modified concrete. In the modified concretes only tangential stresses are the greatest danger to structures. The 
change of shrinkage stress with time is straightforward. The total temperature-shrinkage deformations have  
a sawtooth graph. For modified concrete the amplitude is 48…53% less. This will allow solving a number of 
technological challenges in the construction of monolithic buildings. 

Keywords: modified concrete; in-situ concrete; stress state; deformation characteristics 
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