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Résultats d’existence pour certains problémes
elliptiques quasilinéaires.

L. BOCCARDO (*) - F. MURAT (**) - J. P. PUEL (**¥)

1. — Introduction.

Considérons un ouvert borné 2 de R* dont la frontiére sera notée I,
et soit p e ]1, 4 oof:
Nous allons étudier le probléme

A(u) + F(u,Vu) = 0 dans D'(),

(1.1)

ue Wh(2)n I=(Q),
ol I'opérateur A est de type Leray-Lions de W1?(£2) dans son dual, et ou
F(-,-) est une application non linéaire dont la croissanee par rapport & Vu
est d’ordre au plus p. Plus précisément nous ferons les hypothéses suivantes:

(1.2 ) = —3 0 4w, V),

ol pour une fonction w e Wi.»({2), nous posons
{1.3) A (u, Vu)(x) = a,(z, u(x), Vu(x)) p.p. en v e 2.

Les fonctions a,: 2 XRXR* — R sont de Carathéodory, ¢’est-a-dire qu’elles
vérifient

(1.4) Yin, ) eRXR*, x->a,x,n, & est mesurable,

{L.5) pp. enxef, (n & —a,x,n &) est continue .
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Nous supposerons de plus que

Je>0, pp.enxzef, VpeR, VEeRn,
(1.6) iai(m$ 1, E)'£i>“l§lp7
i=1
B >0, kel Q) (%—f—izl; .sl>0),
(1.7) VI
P.p. en er, V’iyER, VEER"a l“i($,n,5)l<l3[lﬁl’”l+ |£[”—1—l—k(x)],
pp. en ze€Q, VneR, V& EcRe, Ex§
1.8 n o A
(1.8) v;[a’-‘("v’ 1, &) — a.(x, 7, &)] (&;i—&) >0,

Remarquons que l’hypothése (1.7) est légérement plus forte que celle
faite habituellement (qui consiste & prendre ¢ = 0). Nous n’aurons besoin
de & > 0 que pour établir la proposition 3.8.

D’autre part, pour % € Wi?(£2), nous définirons F(u, Vu) par

(1.9) F(u, Vu)(x) = f(x, w(z), Vu(x)) p.p. en v,

ou la fonction f: 2 XRXR" — R est de Carathéodory, c’est-a-dire vérifie
(1.4), (1.5), et satisfait d’autre part &

I1 existe une fonction croissante r — C(r) de R+ dans Rt telle ques

(1.10) pour presque tout x € £,

(@, , &) < C(Inl) (2 + [€]7) -

Remarquons que sous les hypothéses précédentes, si u € Wh2(Q) N L2(£2),
A(u) e W-12(Q) et F(u, Vu) € L'(R2), ce qui donne bien un sens au pro-
bléme (1.1). ,

Nous allong montrer ici que, moyennant ’existence d’une sous-solution ¢
et d’une sur-solution g pour le probléme (1.1) (avec ¢, y lipschitziennes telles
que p<y p.p. dans 0), il existe une solution % du probléme (1.1) avec
p<u<y p.p. dans Q.

Un cas particulier est constitué, lorsque p = 2, par le probléme

5 0 ou ,
(1.11) —i,gla—iaﬁ(-, ") 55+ Flu, Vu) =0 dams D'(2),

ueHYQ),
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ol F vérifie (1.9) et (1.10) pour p = 2, et ou les coefficients a;; sont des
fonctions de Carathéodory qui vérifient une hypothése de coercivité uni-
forme (correspondant & (1.6))

Joe >0, pp.en xel, VpeR, VYEcRn,
(1.12) D ay(w, n)E&>alEl,

4i=1
ainsi que (hypothése analogue & (1.7))

(1.13) Sup |a(z, )< C'(r), VreRF,

Ini<e

ou (' est une fonction de R* dans R*.

Ce type de problémes a été étudié (avec des hypothéses non toujours
comparables entre elles) par de nombreux auteurs, en particulier par O. A.
Ladyzenskaya - N. N. Uralceva [16], J. Serrin [20], F. Tomi [22], Y. Cho-
quet-Bruhat - J. Leray [8], J. P. Puel [19], H. Amann - M. G. Crandall [1],
J. Deuel - P. Hess [9], P. Hess [13], H. Hofer [15], A. Bensoussan. - J. Frehse
- U. Mosco [3], A. Bensoussan - J. Frehse [2],....

Tous ces travaux, & exception des deux derniers cités, utilisent de
maniére essentielle, soit des résultats de régularité sur Vopérateur A (qui
nécessitent des hypotheses de régularité sur 'ouvert Q, sur les coeflicients
et sur la dépendance de f par rapport & ses arguments), soit des hypothéses
impliguant que la croissance de F par rapport & Vu est d’ordre strictement
inférieur & p.

La méthode que nous employons ici n’utilise que des hypothéses de régu-
larité minimum, ce qui permet sa généralisation au cas des opérateurs A
de type Leray-Lions dans W}?(2) et & la croissance d’ordre p de F par
rapport &4 Vu. Elle se décompose en plusieurs étapes:

1) En modifiant les opérateurs A et F par une troncature appropriée,
on se raméne & résoudre un probléme dont toute solution est automati-
quement comprise entre la sous-solution ¢ et la sur-solution .

2) On définit une équation approchée dont les solutions sont encore
comprises entre ¢ et y, donc bornées dans L=(Q).

3) On obtient une estimation Wy?(2) en multipliant par des fonctions
test du type exp [tu?]u, ¢ étant une constante convenablement choisie.

4) En multipliant par des fonctions test exp [t(u — M)2]0%(u — M),
ol 0eDHL) et M est la moyenne de u sur une boule de rayon E, on
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obtient une estimation dans W4(w), ¢ > p, pour tout w cc 2. Ce résultat
de régularité de type Meyers permet d’obtenir des renseignements de com-
pacité et de passer 4 la limite dans ’équation approchée.

Pour le cas du probléme (1.11), ainsi que pour le cas du probléme (1.1)
moyennant une hypothése de forte monotonie (remplagant (1.8)) il est pos-
sible de donner une démonstration plus simple du résultat d’existence sans
utiliser de résultat de type Meyers mais en montrant directement la con-
vergence forte dans W3?(£2) des solutions des équations approchées. On
trouvera cette démonstration dans L. Boceardo - F. Murat - J. P. Puel [5],
ol sont également données des extensions au cas d’un probléme d’inéquation
variationnelle avec obstacle et d’un systéme de structure trés particuliére.

Remarquons enfin que dans le présent travail, tout comme dans [5],
Vestimation L®(£2) joue un réle fondamental. On peut cependant donner
des résultats d’existence dans certains cas particuliers ol les solutions n’ap-
partiennent pas a L®(£2). Cest ainsi que nous démontrons dans L. Boc-
cardo - F. Murat - J.P. Puel [6] 'existence d’une solution de

9 ou . ,
(1.14) —i”z:léz(aﬁ(-, %) 5;’) + u|Vu|2="h dans D'(2),

u e Hy(82),

ol les coefficients a,; sont des fonctions de Carathéodory, bornées, qui vé-
rifient Phypothése de coercivité (1.12), et ol » appartient seulement & H-1(£2).
Plus généralement nous démontrons dans [6] I'existence d’une solution de
(1.14) dans le cas ol le terme u|Vu|® est remplacé par une non-linéarité
qui vérifie des « conditions d’un seul c6té ». La méthode de démonstration
est alors complétement différente de celle employée ici, et utilise le lemme
de Fatou comme dans A. Bensoussan - J. Frehse [2].

2. — Résultats.

Nous devons définir tout d’abord les notions de sous et sur-solutions
pour le probléme (1.1).

DEFINITION. Une fonction ¢ € Wiho(2) N L*(£2) est une sous-solution pour
le probléme (1.1) 8%

2.1) { A(p) 4 Fp, Vo) <0 (au sens de D'(Q))

Plr<0.
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Une fonction e Wir(Q)N L=(£2) est une sur solution pour le probléme
(1.1) 8¢
2.9) { A(y) 4+ F(y, V) >0 (au sens de D'(Q))
] w]r>0 .

Remarquons, comme précédemment, que les relations (2.1) et (2.2) ont
bien un sens puisque, pour ¢e Wir(Q2)N LX(2), A(p)e W-L2(Q2) et
F(p, Vp) € LNR).

Nous pouvons maintenant énoncer le principal résultat de cet article.

THEOREME 2.1. Sous les hypothéses (1.2) a (1.10), s’il existe une sous-
solution ¢ et une sur-solution ¢ du probléme (1.1) avec @, p € Who(Q) et p <y
p-p- dans Q, alors il existe une solution u du probléme (1.1) avec p<u<y
p.p. dans Q. De plus il ewiste q>p tel que ue WEY($2).

REMARQUES 2.1:

1) Ce résultat généralise en particulier le théoréme d’existence donné
dans P. Hess [13], qui ne considére que des opérateur F dont la croissance
par rapport & Vu est d’ordre strictement inférieur & p. Par contre, nous
faisons ici des hypothéses techniques légérement plus fortes, comme (1.7)
et le fait que ¢ et y appartiennent & W4*(Q) et non pas seulement &
Wi () N Le(R2).

2) Le résultat précédent ne concerne que Pexistence d’une solution.
Pour le cas p = 2, on pourra trouver un résultat sur la multiplicité des
solutions dans H. Amann - M. G, Crandall [1].

3) La condition (1.7) peut étre affaiblie. En fait, dang (1.7), nous
n’avons besoin de faire varier # que dans un intervalle [—|l¢| =, [¢lz=]-
ce qui permet d’enlever toute restriction de croissance sur la dépendance
par rapport & »n des termes a,(z, 7, £).

4) 8i Pon remplace ’hypothése (1.8) par I'’hypothése de forte mono-
tonie par rapport & &

Jy >0, p.p. en 2€ 2, VneR, V& EeRe,

S {aiz, n, £ — aie, 7, 1. (Ei— E)>alé — &P,

=1

(1.8")

alors le résultat d’existence du théoréme 2.1 reste valable si dans (1.7) on
suppose seulement que ke L?(£2). (On perd alors bien sir la régularité
WidQ), ¢>p).
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Dans ce cas, la méthode de démonstration est analogue a celle utilisée
dans L. Boccardo - F. Murat - J. P. Puel [5].

5) Dans le théoréme 2.1, le résultat d’existence suppose la possibilité
d’exhiber une sous-solution et une sur solution pour le probléme, ce qui
n’est pas toujours chose aisée. Nous donnons ci-dessous des exemples pour
lesquels il est simple de conclure.

ExempLE 2.1. Considérons le probléme

n

(2.3) ,le 38 ( %) 5 )+ @+ g(+, u)|Vu|*=h dans D'(L2),

ulp=20,

ol (x,7n) = a;(x,n) et (x,n) — g{x,n) sont des fonctions de Carathéodory
vérifiant (1.13), les coefficients a,; vérifient (1.12), et de plus a, € L*({2) et

ay(¥)>0,>0 p.p. en w2,

Si he L*(02), il est aisé de voir qu’'on peut prendre comme sous et sur
solutions des fonctions constantes

oy o,

ce qui assure existence d’une solution pour le probleme (2.3).

ExeEnmpLE 2.2, Pour p>1 on considére

“[r

2.4) (]Vu[p— ) + [ 2u 4 g(-, u)]Vu|?="h dans D'(Q),

H

ol ¢ est une fonection de Carathéodory vérifiant (1.13) et h € L=(Q).
Xci encore nous obtenons des sous et sur solutions constantes qui assu-
rent, grice au théoréme 2.1, 'existence d’une solution pour (2.4).

ExeEmMpLE 2.3. Soient des coefficients a,;€ L®(2) vérifiant (1.12), et con-
sidérons le probléme
n a ,
- > @, + F(u, Vu) = 0  dans D'(2),
hi=1 o, 6

ulP:07

(2.5)
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ot F vérifie (1.9), (1.10) (ot p = 2) avec f de Carathéodory et telle que

¢, >0, 3C,> 0, tels que
(2.6)
p-p.en ze 2, VneR, VEeR" f(z,9, &) n>—Cif§)2— 0.

(La condition (2.6) est utilisée dans de nombreux travaux, souvent en sup-
posant C; < a, et est habituellement appelée « one-sided condition », cf. [2],
[3], [14)).

Soit B(0, B) une boule de rayon R qui contient {2 et soit y, telle que:

50 . 0y
—.2. ““‘a_x,. =k, dans B(0,R),

=0 sur 0B(0, R),

ol les d@,; sont des prolongements des a;; a la boule B(0, R) tels que (1.12)
et (1.13) soient encore vérifiés, et ou k,>1 (par exemple k, = 1).

Si g, € W12(B(0, R)), en prenant d € R assez grand on voit que y, + 4
et —,— J sont sur-solution et sous-solution pour (2.5), ce qui assure I’exi-
stence d’une solution.

3. — Démonstrations.

Les démonstrations conduisant au résultat du théoréme 2.1 se feront en
plusieurs étapes que nous détaillons ci-dessous.
3.1. Etape de troncature.

Pour presque tout w € 2 et pour (5, &) e RxR? nous définissons

a:(@, 1, &) si p(o) <n <p(@),
(3.1) bi(w,m, &) = | a2, p(2), §) si n<g(x),

a2, p(x), £) si n=>y(@);

e, n, &) s1 () <n <p@®),
(3.2) glw,m, &) = f(z, @(@), Vp(@)) si n<e(@),

(@ (@), Vp(@))  n>p(@) .

Cette troncature a été utilisée en particulier dans P. Hess [13].
Remarquons que la fonction g n’est pas de Carathéodory. Maintenant,
pour v € Wh?(£2), nous pouvons définir B,(v, Vo), B(v) et G(v, Vo) par les
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relations suivantes:

(3.3) B (v, Vv)(z) = b,(z, v(x), Vo(z)) p.p. en z€ 2,
(3.4) B(o) = _é a% By(v, Vo)
(3.5) Gd(v, Vo)(z) = g(z, v(z), Vo(x)) p.p.en xzef.

Nous allons considérer le probléme

B(u) + G(u, Vu) = 0 dans Q,

(3.6)
ue Wpr(£).

Les résultats qui suivent précisent les propriétés des opérateurs B et G
et permettent en particulier de donner un sens au probléme (3.6).

LeMME 3.1. Les fonctions b, définies par (3.1) vérifient (1.4), (1.5), (1.6),
(1.7), (1.8), ce qui fait de B un opérateur du type Leray-Lions de Wy?(£2) dans

W-17(Q) (1fp +1/p'=1).

La démonstration de ce lemme est évidente d’apres la définition de b,
et les hypotheéses faites sur les fonctions a;.

LeMME 3.2. L'opérateur G: v — G(v, Vo) est défini et continu de W2(Q)
dans L(L2). De plus, il existe une constante C,> 0 telle que

(8.7) Yoe Wur(R), p.p.enze, |Gy, Vo)(z) < (14 |Vo(x)) .

DEMONSTRATION. L’opérateur G est le composé de F par Popérateur
de troncature B défini par

B)=v—(v—yp)* + (g—v)*.

Or d’une part, B est défini et continu de Wt»(Q2) dans lui méme (cf. G.
Stampacchia [21]) et envoie W1.7(2) dans un borné de L=(£2) (l'intervalle
des fonetions comprises entre ¢ et y); d’autre part on montre, en utilisant
en particulier le théoréme de Vitali, que sur un borné de L*(£2), F est défini
et continu de Wu2(£) dans L(Q).

Par suite G = FoB est défini et continu de W»(Q) dans L(£); il est
immediat de vérifier (3.7) (ot C; depend de |¢| ;e €t 9] pue)-

Les deux lemmes précédents permettent de préciser que dans le pro-
bléme (3.6), I’équation

B(u) + G(u, Vu) = 0
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a bien un sens dans D'(2), ou plus précisément dans W-L#(2) -+ LY(£).

ProrosiTION 3.3. Toute solution u du probléme (3.6) vérifie p<u<y p.p.
dans Q; elle est en fait solution du probléme (1.1).

DEMONSTRATION. Soit u une solution de (3.6). Montrons que ¢<u p.p.
dans Q. Puisque g € WL2(£2) et ¢ <0 sur I, nous avons

(p —u)re Wp™(9Q).
Pour M e R", nous tronquons la fonection (¢ —u)* & M en posant

(p—uyr(@) si(p—wyH(@)<M
(¢ — Wi(z) = _
si (p—u)t(z) > M.

Alors, pour tout M e R*, (¢ — u)j;€ Wy(Q2) N IL=(Q).
D’aprés (2.1) et la définition de B, nous avons

B(g) + Flp, Vo)<0  dans W-12(2) + L(Q).
Done, d’aprés (3.6),
(3.8) B(g)—B(w) + F(p, Vo) — G(u, Vu)<0 dans W-¢(Q) + LY(Q).

En multipliant (3.8) par (p —u)}; qui est un élément positif de W»(2) N L*(Q)
nous obtenons

69 | SBdo, Vo1 — Bu, VUl Llp — wiidas

Q

+ f [F(g, Vo) — 6 (s, V)] (p — w)l diw <0 .
2

Posons:
wy = {z: € 2, p(x) —u(2)>0},

o= {z:2e, 0<p@) —u@)<M}Caw,,
(ces ensembles sont définis & des ensembles négligeables prés). Alors:
(p—w)ig=0 81 z € Q — w,,

0

o,

(p—u)y=0 sizeQ—of.
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D’autre part, d’aprés la définition de B, et de G, nous avons presque par-
tout sur w, (donc aussi sur o¥)

B, (u, Vu)(x) = a; (wy o(x), Vu(x )7

B(p, Vo)(@) = a,(z, p(z), Vp(2)),
G(u, Vu)(x) = F(p, V¢)(m) .
Done

[, Vo) — G, Vil (9 — w3y o = B (g, Vo) — 6w, Vu))(p—w)fydo =0,
Q2 Weo

et (3.9) devient

(3.10) étl[a( z, p(), Vo(#)) — ai(z, p(), )] 7 [9(0) — u(@)]dw <0.

off
D’aprés (1.8), cela entraine que

Vg = Vu  p.p. sur 0¥,
et done

Vipg—u); =0, soit (p—u)f;=0.

Par suite, nous avons
YMeRt, (p—u)j;=0,
et done

(p—u)t=0.
Par un raisonnement analogue, nous pouvons montrer que

(u—p)*=0,
soit finalement que

p<u<y Pp.p. dans Q.

En utilisant la propriété que sur Pensemble olt u = ¢, nous avons Vu = Vo
P.p. (de méme sur P’ensemble ou u =y, Vu = Vy p.p.) (cf. G. Stampac-
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chia [21]), nous obtenons aisément
B(u) = A(u) dans W-17'(Q),
G(u, Vu) = F(u, Vu) p.p. dans Q (done dans L'(Q));
puisque u vérifie (3.6), elle est bien solution de (1.1).

La proposition 3.3 nous permet de nous ramener dorénavant & la re-
cherche de solutions pour le probléme (3.6).

3.2. Etape d'approximation.

A Paide d’une troncature simple, nous allons définir un probléme ap-
proché du probléme (3.6) pour lequel nous pourrons montrer Pexistence
d’une solution.

Pour m € N, nous définissons une fonetion g,: @ XRXR"* — R de 1la ma-
niére suivante:

pour presque tout z € £2, et pour tout (7, £) € RXR" nous posons

g(@, 7, &) si |g(z, n, &)|<m,
(3.11) Inl@, 7, &) = m 9(@, 7, &)

g, B @ Hi>m.

Pour v € Wi?(Q2), nous considérons G, (v, Vo) défini par
{3.12) Gn(v, VO)(@) = gulz, v(2), Vo(¥)) D.p. en €.

Pour m e N fixé, pour tout ve Wir(Q) il est clair que G,(v, Vo) e L*(£2)
et de plus pour tout ¢ €[1, -}-oo[, 'application

v — Gn(v, V0)

est continue de Wur(Q) dans L(Q).
D’autre part, d’aprés (3.7) et (3.11) nous avons

(3.13) Yoe Wuo(Q), p.p. en 2€ 2, |Gu(v, VO)(@)| < Co(1+ |Vo(2)]?)

{ou la constante C, est définie en (3.7) et est indépendante de m).
Nous allons maintenant nous intéresser au probléme

B(Uw) + Gu(tm, V) = 0 dans D(Q),

(3.14)
Un € Wp(£) .
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PropPoSITION 3.4. Pour tout m €N, le probléme (3.14) admet une solu-
tion u,,.

Y

DEMONSTRATION. Elle consiste 4 montrer que 'opérateur:
Tm(/v) - B(Q)) + Gm(’”, V’U)

satisfait les hypothéses du théoréme 1 de J. Leray - J. L. Lions [17], ou
encore est un « opérateur du caleul des variations» au sens de la défini-
tion 2.2 de J. L. Lions [18] (page 180). Notons que comme Vopérateur G,,
est défini & partir d’une fonction g, qui n’est pas de Carathéodory (& cause
de la troncature effectuée en (3.2)), les théorémes « concrets» de type
« Leray-Lions » enoncés dans la littérature ne s’appliquent pas tels quels
au cas présent.

En suivant la présentation de J. L. Lions [18], définissons pour u,
v e Wir(0)

(3.15) Bi(u, Vv)(z) = bz, u(x), Vo(x)) p.p. dans 2,

* 0
To(u, v) = —._21% B(u, Vo) + Gn(u, Vu) .
On a alors

T,.(v) = Tpiv, v).

Comme @, (v, Vo) est borné dans L=°(Q), il est facile de vérifier la coer-
civité de T,,. Pour établir que 7', est un « opérateur du calcul des varia-
tions » au sens de J. L. Lions [18] (définition 2.2, page 180), il suffit de suivre
les raisonnements effectués dans ce livre. Le seul point différent consiste
a utiliser le lemme suivant:

LEMME 3.5. 8¢ uy— u dans WLP(Q) faible et si

» 9
<“‘Zl 5 [Bi(uy, Vbu) — Bi(un, VU)1, thp— ’“>‘> 0,

alors uy — u dans WyP(Q) fort.

La démonstration de ce lemme se trouve dans F. E. Browder [7], page 27
(démonstration de la propriété S). Si on le compare avec le lemme 3.3 de
J. Leray - J. L. Lions [17] (page 104) ou avec le lemme 2.2 de J. L. Lions [18]
(page 184), on constate que le lemme 3.5 donne un résultat plus fort que
celui de ces auteurs (convergence forte des uy), car Uhypothése de coercivité
(1.6) faite ici est plus forte que la leur.
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3.3. Etape d’estimations.

Nous allons maintenant obtenir sur les solutions du probléme (3.14) des
estimations indépendantes de m, successivement dans L>(Q), dans Wy?(Q),
puis dans Wie(w) olt ¢ >p et wcc L.

3.3.1. Estimation dans L*(Q).

Posons
(3.16) mo = Sup [|F (g, Vo)|pomy, [Py V9)|pog)] -

Nous avons alors le résultat suivant qui donne en particulier une estimation
dans L*() pour les solutions de (3.14).

PRrOPOSITION 3.6. Si m>m,, toute solution de (3.14) wvérifie o <u,<y
p.p. dans £2.

DEMONSTRATION, Montrons par exemple que ¢ <#, p.p. dans £. Puis-
que m>=my,
G.(p, Vo) = G(p, Vo) = F(g, Vo).

Si u, est solution de (3.14) nous avons
(3'17) B(‘P) —"B(uvn) + F(‘P, V(p) - Gm(u'm7 V/MM) <0.

Nous procédons alors comme & la proposition 3.3, en multipliant (3.17) par
(p — )iy (M eRY).

I1 faut alors remarquer que sur I'ensemble des points ol u,,<¢, nous
avons presque partout G(u,, Vu,) = G(p, Vp) et donc, puisque m>m,,
G(tm, Vu,) = G(p, Vo) = F(p, Vo).

On obtient ainsi comme % la proposition 3.3

(g—u)h=0 VMeR",

soit @ <u, p.p. dans Q.
De maniére analogue, on montre également que

Un<tp D.p. dans £,
d’o la proposition 3.6.
3.3.2. Estimation dans W3?(Q).

Nous savons maintenant que pour m>m,, 4, reste bornée dans L2(Q)
indépendemment de m. Nous allons montrer le résultat suivant.
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PROPOSITION 3.7. Pour m>>my, 8t %, st solutton de (3.14), u,, reste bornée
dans Wy»(Q) indépendemment de m.

DEMoNSTRATION. Soit #€ Rt (nous choisirons plus loin ¢ = (/20 ol
O, est donnée par (3.7)) et considérons la fonction

(3.18) V= eXp [tul]-u,,

(des fonctions test de ce type ont été utilisées par de nombreux auteurs,
en particulier par O. A. Ladyzenskaya - N. N. Uralceva [16] et S. Hilde-
brandt - K. O. Widman [14]).

Comme «, € L®(Q2), nous avons

v € W2(Q) .

Multiplions (3.14) par »,, il vient

f i (%, Vum) exp [tus) dx - 2¢ ﬁ AUy Vb,,) %@;m -ul,exp [tu]dx
3 = 3

2
+ f Gy, Vi) exp [tud] u,dr = 0.

2

En utilisant (1.6) et (3.13), nous obtenons

a f exp [tud]|Vu|[?de + 2tacfexp [tuZ 1|Vt |?ul, doe

2 02
< Gofexp [tuZ ] [Um| (1 4 |Vten|?) dez .

Q2

Avec le choix ¢ = (/2% nous avons, puisque %, est bornée dans L*(£2),

Co|exp [tul ] [un|de<C, (avec C, indépendante de m),

2

et en appliquant l’inégalité de Young au terme

Cofexp [tua)[tm| | Vtom[? dac = C | [exD [§ 0] [Um| Vit %] [€xD [} tur]| Vet [*/2] dw

2 2

2
<g f exp [tup]|Ve,|» do + 5—; exp [tun][tm|* [V |? do,

Q Q
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il vient

jexp [tug)| Vbl do - gg '-exp [tug)tn]? [Vunpde < C, .

2 Q

IR

Donc u, reste bornée dans Wi?(2) indépendemment de m.

3.3.3. Estimation dans Whi(w) (¢ > p, o CC 2).

Dans le cas ol I’hypothése (1.8) est remplacée par hypothése (1.8')
de forte monotonie par rapport & & pour les fonctions a,, cette partie peutb
étre remplacée par la démonstration directe de la convergence forte d’une
sous-suite de (#,) dans W3?(2), comme cela est fait pour (1.11) dans
L. Boccardo - F. Murat - J.P. Puel {5].

Sons les hypothéses plus faibles considérées ici, nous allons remplacer
cet argument par une estimation de u,, dans Wh¢(w), olt ¢ >p (pour tout
o tel que wcc Q). Ceci donnera un résultat de régularité dans Wi2(£2)
pour les solutions de (1.1), résultat qui se révele d’autre part fort utile
lorsqu’on considére, au lieu de 1'opératenr A4, une famille d’opérateurs
A, uniformément elliptiques et bornés (voir L. Boccardo - F. Murat [4]
pour ’homogénéisation de tels problémes).

PROPOSITION 3.8. Il ewiste ¢ > p tel que pour tout ouvert w vérifiant o cc
et pour toute solution u, du probléme (3.14), u, € W%(w) et u,, reste bornée
dans Whe(w) indépendemment de m.

La proposition 3.8 donne un résultat de régularité de type Meyers.
La démonstration qui suit reprend une idée de M. Giagquinta - E. Giunsti [11].
Le résultat pour p = 2 peut étre trouvé dans M. Giaquinta - G. Modica [12]
(page 156).

DEMONSTRATION. Soit § € D(R*) vérifiant

sur la boule B(0, 1),

en dehors de la boule B(0,1).
Pour 2,€ 2, on notera
R(z,) = Sup{R: R e R*, B(x,, R)c £}.

Puisque Q2 est borné, E(x,) est borné indépendemment de .
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Si B < R(%,), nous considérons 0 définie par

GR(w) = 6 (a/1 ;%) .

Alors 6 D(2) et de plus

Oz =1 sur B(%,g),
(3.19) 0r =0 en dehors de B(z,, R),
aaiR <%2-, ol C, ne dépend que de §.

D’autre part, nous appellerons «Z la moyenne de la fonction u,, sur la boule
B(x,, R), ¢’est-a-dire

— 1

B —_ ————
(3.20) uy, = mes By, B) f'u,m(w) dx.
B(z,o,R)

(Remarquons que les nombres %7 sont bornés indépendemment de m et
de R). Posons pour simplifier les notations dans les calculs

t = 2%?2 , M= u_f,,;
pour B << R(x,) nous définissons
(3.21) Wo, == XD [E(Up,— M)2] (U, — M) 6% .
Nous savons qu’alors w,, € W?(Q), et que
%’%" = 0%+ exp [H(u,, — M)?] aa@;'" + 2003+ exP [ttty — M)2]- (s, — M2 ZZM
+ p exp [t(thn — M)?] (0, — M)-6%7". aa(j: .

Multiplions (3.14) par w,, pour m>m,: il vient

(3.22) > Bi(thny Vi,,)- g%"-exp [t(2,, — M)2]- 0% dz
=1 ;

2
2t 3B, Vi) 527 - — I O-exp [t — M)

2
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4+ iBi(um, Vum)-%e;-ﬁfg‘l-exp [t — M)2) - (U — M) d
=1 [

+ f G oty Vi) -€XD [Hthn — M) (i — M) -0 — O .
2

En utilisant (1.6), (1.7) et (3.13), nous obtenons

ocfexp [#(tm — M)2] |Vt |?- 0% dev

Q—{— 2tafexp [ty — Y M2 (% — M )2+ |V, |2 0% dir
2

(3.23) <0, fexp (6% — M)2] |y — M| (1 4 |Vat|?) 0% dov

2

+ Cafexp [t — M)} |t — M|[1+4 k + |Vu, "] -0% | VOz| de .

2

(les constantes C; seront toujours indépendantes de m et de R; k est la
fonction intervenant dans (1.7)).

En appliquant P'inégalité de Young, nous pouvons majorer les termes
du deuxiéme membre de (3.23) de la maniére suivante:

0, f XD [H(th — M) [t — M| [Vt | 0% d < g f XD [(thy — M)?] |Vat,|? 0% div
2 Cz Q
+ %‘: exP [t(tp — M)?] [th,— M|? |V, |? 0% do0 ;

Q

Csfexp [(wm — M)?] by — M| |Vt [P 0% |VOR| do
? <gfexp [t — M)?] |Vt|” 0% dov
Q
-+ C&fexp [t — M)?] (b, — M |7 |VOg|? doc;
Q
Csfexp [t (W — M)2] 14, — M| (1 + &) 0% |VOz| dx
2

< (hfexp [y, — M)?] |ty — M |2 {VOg|? dow
Q
-+ O fexp [¢(w,, — M)2] (1 + k)* 0% de.

Q
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En utilisant maintenant ces majorations dans (3.23) il vient

2
gfexp [#(tm— M)2] |V [? 0% A 4 g—; exp [¢(Uy — M)?] (th,— M )2 |V, |* 0% do
2 2
<20, exp [t — 31t — M| [ VO da
2

+ CGfeXp (8t — M2 [t — M| + |1+ K] 0%de.

Q
Posons k = |u,— M| -+ [L+ k]”’; nous avons alors
EeL'*=(Q) avece>0,

et du fait de estimation de u, dans L®(R), k reste borné dans L'*%(Q)
indépendemment de m et nous obtenons

C — .
(3.24) f [Vu,,,]”dx<ﬁz f [th— uElrda + Oy | kdw.
B(zo, R/2) B(zo, R) B(2q,R)

Soit maintenant s défini par

1 .
—;I«_,_ S1

R3S =

s=1 8i

Le théoréme de plongement de Sobolev implique alors
Wis(B(x,, R)) c L*(B(,, R)) .

De plus, en travaillant sur B(0, 1) puis en effectuant une translation et une
homothétie de rapport R, on montre que

Vo e W(B(,, R)),
(3.25) ( f o— F]”dx)l/p< OsRn(llm-l»l/n—l/s)( f lVﬂ]‘dm)m
B(zo,R) B(ao,R)

ou C, est une constante indépendante de B et de z,, et ou v® désigne la
moyenne de v sur B(z,, ).
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En utilisant (3.25) dans (3.24) il vient
Cio An—1/s) * ols ~
(3.26) f [Vt |” dm<E;-R"’(1/”+ n=1/s ( J Vi |2de) 4 Cs kdx .
B, R/2) B(w,,R) B(ao, R)

En divisant par mes B(%,, B/2) et en notant { la moyenne sur la boule

B(w,, ¢), nous obtenons B(oe)
D/ ~
(3.27) f |V, [® dw<0u( f qum[”dw) -+ O, ]C kdr.
Bz, B/2) B(2q,R) B(xoR)
En posant
r=pls (r>1)
b= V| (R, I?(2)),

nous pouvons réécrire (3.27) sous la forme

on € .Q, VR <R(%) ’
(3.28) ]C h:,.dw<0u( J(hmdw)'—l— Cra JCIde

B(zo, RI2) B(wo,R) B(xq,R)

(ot ke L**=(Q)).

Nous pouvons maintenant appliquer le lemme de F.W. Gehring [10]
(voir M. Giaquinta - G. Modica [12], Proposition 5.1), qui assure qu’il existe
g >0 tel que pour tout wcc £, il existe Cp(w) tels que:

hne L (w) et [hu]zore < Crlw) .

Donc il existe ¢ > p tel que pour tout w cc 2, 4,, € Wh9(w) et u,, reste bornée
dans Wbi¢(w) par une constante indépendante de m. Ceci termine la dé-
monstration de la proposition 3.8.

3.4. Etape de passage a la limite.

Les résultats précédents nous permettent de dire qu’on peut extraire de
la suite (u,) une sous-suite, encore notée (u,) telle que si m — + co

Um— % dans WP(Q) faible,
(3.29)

Uy, —> 4  dans L#(Q) fort et p.p. dans Q.
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Soit @ un ouvert de R* tel que wcc Q et soit 6§ €D(Q), 60, telle que
6 =1 sur . Nous noterons o’ le support de 6 (w'cc Q).

Multiplions (3.14) par 6(u,, — u). Il vient (cf. (3.15) pour la définition
de B,(u, Vv))

fﬁ: (%o, Vum)—g—(u —u)0-dx

2

(3.30) . 56
f}: i(Umy Vat,,) ax.( w— ) A2 —}—fG,,,(u,,., V)0 (u,—u)de=0,
’ 2

80it encore

3 [B(ttn, Vit) — B fu, Vu)] o (n— )0 dw
Qz=1
< 00
(3.31) = ‘;B, Uy Vit 5, (0 tn) 42
+ iBz um, 0 (u——um)edx—}—f(}m(um, V“m)'e(’u/~um)dw.
i=1
f2]

Montrons que chacun des termes du 2¢™ membre de (3.31) tend vers 0
lorsque m — + co.

17" terme: Daprés (1.7), B (U, Vau,,) reste borné dans L*'(£2). Nous savons
que 00/ox,€ L™(Q) et que (u—u,)—>0 dans L»(2) fort. Donc ce premier
terme tend vers 0.

2%m torme: Puisque u,, — u D.p. dans 2, Q’aprés (1.5) et (1.7), B;(ttm, Vu)
— Bi(u, Vu) dans L*(Q) fort. D’autre part, 0 € L*(Q2) et (0/0w,) (% — ty) — 0
dans L»({2) faible. Par suite ce deuxiéme terme tend vers 0.

3™ terme: Comme w, est bornée dans Wigw'), d’aprés (3.13),
Ga(tn, Vi) est bornée dans Lo2(w') (avec g/p >1). D’autre part
(¥ —u,) >0 p.p. dans
et
]u—umle(m est bornée .
Done en particulier
(¢ —u,) >0 dans L9 (') fort

et ce troisiéme terme tend également vers 0.
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Par conséquent, de (3.31) nous déduisons

fﬁ [B;(%yy Vi) — Bi(thm, V)] i (U — %)-0dx—0, 8i m— 4 oo,

=1 a E
2

D’aprés (1.8) et les propriétés de 0, ceci nous donne

(3.32) J.i [Bi(%my Vi) — B (%, Vu)]a—i— (#y—u)dx—>0, 8i m— -+ oo,
i=1 ‘

En raisonnant comme pour établir le lemme 3.5 ci dessus (voir F. E. Brow-
der [7], lemme 3, page 13, et démonstration de la propriété S, page 27)
nous obtenons que si m — 4 oo,
Uy — % dans Wir(w) fort .

Alorg d’apres le lemme 3.2,

Gty Vi) = G(u, Vu)  dans LY w) fort,
ce qui entraine, en utilisant le théoréme de Vitali, que

Gul¥my Vb)) — G(u, Vu)  dans Li(w) fort .
De plus, nous avons

B,(#n, Vi) = By(w, Vu)  dans L*'(w) fort.

Si maintenant e D(Q), avec supp b c w, nous pouvons multiplier (3.14)
par 0 et passer & la limite, ce qui donne

(B(w), 05 + j G(u, Vuyhdo = 0 .
02

Comme ceci est valable pour tout w cc £2, nous avons bien
B(u) + G(u,Vu) = 0 dans D'(£),

et done u est solution de (3.6). De plus, nous savons bien sfr que u € Wi4(£2),
et ceci termine la démonstration du théoréme 2.1.
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