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Les méthodes analytiques modernes de calcul des fléches des structures en béton armé, ainsi
que les modélisations par éléments finis du comportement non linéaire du_béton armé
considérent la contribution du béton tendu en phase fissurée a la rigidité d’ensemble de la
structure. La plupart des théories proposées a ce jour dans ces domaines font appel a la
relation liant la déformation moyenne d’une armature enrobée de béton fissuré et la
déformation que prendrait cette méme armature au droit d’une fissure. Les auteurs, consta-
tant que trés peu de données expérimentales supportent les différents modéles relevés dans
la littérature, ont expérimenté des tirants en béton armé avec, comme paramétre de I étude,
le pourcentage géométrique d’armature. La déformation moyenne des tirants, mesurée sur
de grandes bases, est comparée a différents modéles rencontrés dans la littérature. Un
nouveau modéle, a la fois simple et adapté a des calculs analytiques non itératifs, est

Droposé.

1. INTRODUCTION

Alors que les calculs des états ultimes de résistance
des sections en béton armé font une unanimité relative
dans la plupart des codes européens de construction, il
est loin d’en étre ainsi pour les états limites de service
et particuliérement pour I’état limite de déformation.
Certaines normes nationales prévoient encore que le
calcul des fléches des structures en béton armé se fait
sur la base de la théorie élastique des sections fissurées;
d’autres font appel 4 des idéalisations purement empiri-
ques des lois moment-courbure; enfin, dans une
troisiéme catégorie de codes, on tient compte rationnel-
lement de la contribution apportée a la rigidité de la
structure par le béton tendu situé entre les fissures
d’une piece fléchie.

Indéniablement, cette derniére approche tend a se
répandre.

Tous les modéles proposés dans la littérature qui
étayent cette conception utilisent comme relation fonda-
mentale la liaison entre la déformation moyenne d’une
armature enrobée de béton fissuré et la déformation de
cette méme armature considérée isolément.

Le modé¢le physique le plus simple qui correspond a
cette situation est celui du tirant en béton armé soumis

a traction pure. Ce genre de corps d’épreuve a souvent
¢té utilisé pour étudier I’adhérence des armatures de
méme que la fissuration. Par contre, trés peu d’auteurs
ont rapporté dans la littérature des mesures de déforma-
tion moyenne effectuées sur des bases de longueur
recouvrant plusieurs entre-distances de fissures. Comme
c’est cette déformation qui est pertinente pour le calcul
des déplacements d’ensemble des structures, il est
apparu qu'une campagne d’essais ayant spécifiquement
pour but de comparer des mesures expérimentales de
cette déformation moyenne 4 quelques formules théori-
ques s’avérait nécessaire; tel est Pobjet du présent arti-
cle.

Dans ce qui suit, on appellera loi de comportement
d’un tirant en béton armé soumis 4 traction pure la
relation entre I'effort normal appliqué a la piéce et la
déformation mesurée sur une grande base {recouvrant
plusieurs fissures) de cette méme piéce, dans le sens de
I'effort appliqué.

De méme, la loi de comportement de I’armature
constitutive de ce tirant est définie ici comme la relation
entre I'effort normal appliqué au tirant, divisé par la
section d’acier, et la déformation moyenne.

Ces lois de comportement n’interviennent pas seule-
ment dans le cas des calculs analytiques des déplace-
ments des picces fléchies. La modélisation réaliste du
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comportement non linéaire des structures par la
méthode des éléments finis impose de tenir compte de
la présence du béton tendu entre les fissures. Une loi
simple, telle une de celles qui sont présentées dans cet
article, par son approche macroscopique ou moyenne
des déformations, se substitue avantageusement, dans
certains cas, a "approche microscopique traditionnelle.
Enfin, on rencontre des situations ou la connaissance
de la loi de comportement de tirants en béton armé,
utilisés comme éléments structuraux dans des construc-
tions hyperstatiques, est nécessaire pour la détermina-
tion des sollicitations.

2. NOTATIONS

Q. section d’acier;

Q. section nette de béton;

0=0Q/Q. pourcentage géométrique d’arma-
ture;

N effort normal de traction appliqué
au tirant; )

N, valeur de N pour laquelle apparait
la fissuration macroscopique;

o, =N/Q, contrainte dans les armatures au
droit d’une section fissurée;

E, module d’élasticité des armatures;

E, module d’élasticité du béton;

n=EE, coefficient d’équivalence des modu-
les acier-béton (théorie élastique);

€ déformation moyenne du tirant ou
de armature;

£ déformation des armatures au
droit des sections fissurées;

B. résistance moyenne a la compres-
sion mesurée sur cubes de 400 cm?
de section;

f résistance a4 la compression du
béton mesurée sur cylindres;

e résistance a la traction du béton
mesurée sur éprouvettes;

o, résistance effective a la traction du
béton; ‘

i limite d’élasticité des armatures;

G,=0, (n+(1/w)) valeur de o, correspondant i I’ap-
parition de la fissuration macrosco-
pique du tirant;

€, déformation correspondante des
armatures.

3. DESCRIPTION GLOBALE DE LA LOI DE COMPORTE-
MENT

Lorsque I'on applique, lors d’un premier chargement,
un effort de traction 4 un tirant en béton armé, on
obtient la loi de comportement représentée a la figure 1.
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Fig. 1. — Loi de comportement d’un tirant en béton armé.

De O 4 A, le comportement est globalement élastique
linéaire. En A, le béton atteint sa résistance a la traction
et la fissuration commence a s’établir. La droite OB
représente le diagramme de traction des aciers considé-
rés isolément. Dans la zone d’utilisation considérée, on
les supposera élastiques-parfaitement plastiques. En B,
les armatures atteignent leur limite d’élasticité. Entre
A et B, la fissuration du tirant, caractérisée par le
nombre de fissures et par leur ouverture, s’installe pro-
gressivement. C’est I'étude de cette phase, qui voit la
rigidité du tirant se réduire fortement pour tendre vers
celle des aciers seuls, qui est importante dans les calculs
des états limites de déformation.

Pour caractériser la loi de comportement du tirant
dans cette phase, il suffit d’établir la relation :

En=6,—AEg, 0y

quantifiant la déformation moyenne du tirant ou des
armatures. '

Ainsi qu'on va le voir, les diverses lois proposées
dans la littérature se différencient uniquement par
I'expression de Ag qui représente la réduction de
déformation due au béton tendu entre les fissures.

Dans les propositions les plus anciennes, Ae est une
constante traduisant une distribution d’adhérence par-
faitement plastique en phase fissurée. Une telle loi est
représentée a la figure 2 a.

Cette forme de loi apparait pour la premiére fois
chez Johnson 1] :

1 o
g,=—|0,—k—= ), 2
Es< w> @

avec 1/3£k £2/3; k=0,5 en moyenne.

Palotas[2], par un raisonnement identique & celui de
Johnson, mais en prenant une . valeur conventionnelle~
pour k/(1+nw)=0,7, valeur déduite des réglements
soviétiques de I'époque, était arrivé a :

€,=¢g—0,7¢,. 3



Enfin, on trouve dans les anciennes propositions du
CEB ([3], [4],

Em=— s— P 4
ES<G m> @

avec k3 =30kg/cm?, valeur recommandée pour des bar-
res 4 adhérence améliorée.

Rabich [5)], a proposé d’approcher la loi de comporte-
ment de Parmature enrobée en phase fissurée par la
droite joignant A a B (fig. 2b). Ceci procure une
variation linéaire de A¢ avec la charge, ce que I'on peut
traduire mathématiquement par :

8m=(gs"€sr)ﬁ + &, (5)
sr_sy

1l s’agit d’un modéle purement géomeétrique fondé sur
I’observation de la tendance générale entre A et B. Il
rend compte, d’une certaine maniére, de I'installation
progressive de la fissuration au prix d’une hypothése
illogique qui fait dépendre la loi de comportement en
phase fissurée de la limite d’élasticité des aciers.

Rao[6] est le premier 4 avoir proposé une loi de
variation de Az en raison inverse de o, (fig. 2¢), mais
sa formulation était spécifiquement adaptée a la
détermination de la part reprise par le béton fissuré
dans la rigidité flexionnelle de poutres en phase fissurée.
Rostasy et al. ([7], [8]) ont étendu ce modéle au cas de
tirants en béton armé et proposent :

2
e o, (1 +nco)'

m ™ “s (6)

& 2
R D

11 est facile de montrer que la formule(6) est identi-
que a celle qui a été proposée récemment par Favre et
al [9] et qui, elle, semble provenir d’'un raisonnement
géométrique, Ae devant tendre vers zéro lorsque o,
tend vers U'infini :

R 7

Gy

L’intérét de cette derniére formule réside dans le fait
que, d’une part, elle fait apparaitre, en partie, la
formule 15. 5 du Code-modéle CEB [10] donnant I’alion-
gement moyen de Parmature située dans la section
d’enrobage et que, d’autre part, elle est directement
transposable au cas de la flexion, car, ne faisant plus
explicitement appel a o, elle n’exige plus non plus de
connaitre la surface de béton tendu participant a
Paccroissement de rigidité.

Noakowski et Kupfer[11] ont également proposé une
formule légérement différente, représentée a4 la
figure 2d ou Ae varie hyperboliquement avec o, :

82
a,,,=es[1——0,6(l—nm)8—‘2']. ®)

'S

Dans cette formule, issue comme d’autres d’un raisonne-
ment théorique sur la distribution d’adhérence, les
auteurs ont supposé que no est petit devant I'unité. Si
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tel n’était pas le cas, il serait plus rigoureux d’écrire :

0602
* (I1+ne)E,o,

Enfin, pour étre complet, parmi les formules qui présen-
tent une variation importante de Ae pour des charges
légérement supérieures a la charge de fissuration, il y
a lieu de signaler la formule purement empirique de
Holmberg et Lindgren dans[4] que I’on écrira sous la
forme :

85[31 Blccr (10)
o (OJGs— BZ ccr) + Cer Bl BZ ’

Em=E;—

avec 0,001 <B,<0,002 et 1,0<8,<1,1.

Dans cette analyse bibliographique, on a repris uni-
quement les formules du type (1) ou g, peut étre trouvé
directement. Tel n’est pas le cas des propositions de
Morita et Kaku[13] ou de Somayaji et Shah[12] ot ¢,
est déterminé par un calcul numérique itératif.

Parmi les formules(2) a (10), certaines proviennent
d’un raisonnement théorique ou d’une hypothése géomé-
trique, d’autres sont de nature purement empirique.
Elles font toutes intervenir de maniére déterminante o,
et . Dans les textes supportant ces formules, on trouve
au plus mention de seize essais & ® constant pour la
formule (2), de sept essais pour la formule (6) et de dix-
neuf essais pour la formule (10). D’autre part, la gamme
de o couverte par ces essais est trés étroite. Dans ce
qui suit, on rapporte les résultats d’essais effectués au
Service Génie Civil de I'Université Libre de Bruxelles
sur treize tirants avec, comme paramétre de I'étude, le
pourcentage géométrique d’armature.

0 oA
fy 8
A
A
€ Ey £
(a) {b) Y
GS US
A A
€ e €
{c) (d)

Fig. 2. — Modélisations diverses de la loi de comportement d’un
tirant en béton arme.
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TABLEAU 1
Armature Q, Q. ® B.
& (mm) {mm?) {mm?) VA] (N/mm?)
4 6 113 22387 0,50 35,4
4 8 201 22299 0,90 454
8 6 226 22274 1,00 29,1
410 314 22186 1,40-1 37,2
410 314 22186 1,40-11 31,0
4510 314 22186 1,40-I11 36,7
4510 314 22186 1,40-1V 41,6
8¢ 8 402 22098 1,80 42,1
4012 452 22048 2,00 34,5
47514 616 21884 2,74 37,1
8510 628 21872 2,80 37,3
416 804 21696 3,57 35,1
8512 905 21595 4,00 39,6

4. DESCRIPTION DES ESSAIS

Les corps d’épreuve sont des prismes de section
carrée en béton armeé de dimensions
150 x 150 x 1 500 mm. La disposition des armatures est
symétrique par rapport a I'axe longitudinal de la piéce.
Ces armatures, composées soit de quatre barres, soit
de huit barres, sont solidaires. de plaques d’about en
acier auxquelles on applique directement Ieffort de
traction. Cet effort est appliqué de maniére croissante
en une vingtaine de paliers et la charge finale est
atteinte aprés 2 a 3 heures d’essais. Sur deux faces
opposées des prismes, on mesure 'aliongement moyen
sur une base de 1 m a I'aide de déformétres inductifs.

Les armatures sont des barres a adhérence améliorée
de limite d’élasticité garantie égale a 400 N/mm?2.

La composition du béton a été gardée constante pour
tous les essais :

gravier roulé 4/28 : 1250kg;

sable du Rhin 0,2/3 : 620kg;

ciment P40 : 340kg;

eau : 1881

Les mesures de consistance, effectuées a la table a
secousses, ont donné des valeurs comprises entre 1,75

TABLEAU II
© Oy Ae c.(C) 20,/0,(C)
(V7A] (N/mm?) (1079 (N/mm?)
0,50 292 - zf, -
0,90 212 - E3 -
1,00 132 - - -
1,40-1 128 360 217 1,18
1,40-11 126 200 238 1,06
1,40-111 136 300 204 1,33
1,40-1V 130 230 264 0,98
1,80 116 220 226 1,03
2,00 82 140 182 0,90
2,74 80 190 166 0,96
2,80 80 180 204 0,78
3,57 60 85 140 0,86
4,00 56 100 124 0,90
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et 1,90. Les prismes ont &té coulés horizontalement. Le
tableau 1 donne la description géométrique des piéces
ainsi que la résistance a la compression du béton.

Aux figures 3a et 3b, on a reporté les lois de compor-
tement expérimentales de dix des essais dans une repré-
sentation qui illustre de maniére significative I'influence
du pourcentage d’armature.

5. INTERPRETATION DES ESSAIS

5.1. Détermination de la résistance effective a la trac-
tion du béton

Le béton en place dans les prismes ne posséde plus
la méme réserve de résistance & la traction que celle
qu’auraient des éprouvettes non armées de méme com-
position. Il est notamment le siége de contraintes rési-
duelles provenant, entre autres, du retrait empéché pré-
cédant la période d’essais. Comme I'interprétation fine
des résultats d’essais exige la connaissance de la résis-
tance a la traction effective du béton en place, on a
déterminé celle-ci de la position apparente du point A
(voir fig. 1) correspondant a la fin de I'état élastique.
Les valeurs correspondantes de o, sont indiquées au
tableau II.

Comme on sait qu'en A,

c,,=cc,(n+ 1), ©)
®

on a effectué une régression linéaire, par les moindres
carrés, de o, en 1/w. On obtient la droite de régression
suivante :

6, =29+141 (N/mm?). (12)
' (O]

Le coefficient de corrélation vaut 0,97. Comme linter-
valle de confiance est beaucoup plus étroit sur le coeffi-
cient de régression que sur la constante de régression,
on déduit du coefficient angulaire de la droite de régres-
sion la valeur de la résistance effective & la traction du
béton des essais : o, = 1,4 N/mm?2.

Quant & g,, si Pon adopte pour E, la valeur
E.=31600N/mm? (valeur moyenne des modules esti-
més par la formule empirique bien connue
Ec=5200\/[3_wN/mm2), on trouve g, =44.107°,

5.2. Appréciation des formules proposées

Une confrontation typique de loi de comportement
expérimentale avec divers modéles théoriques est repré-
sentée 2 la figure 4.

Pour les pourcentages d’armature inférieurs a 19,
I'idéalisation linéaire (5) est trés satisfaisante. Pour les
pourcentages supérieurs, la proposition hyperbolique
simple (6), (7) reproduit assez exactement la valeur
expérimentale de At dans la gamme des mesures effec-
tuées. Il importe de souligner qu’avec un taux croissant
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Fig. 3a et 3b. — Lois de comportement expérimentales.

d’armature et un taux croissant de contrainte, les don-
nées expérimentales ne permettent pas de rejeter, au-
dessus d’un certain niveau de o, (que 'on peut fixer en
premiére approximation a 200-250 N/mm?), 'hypothése
d’'une non-variation de As. A cet égard, pour des
niveaux de contrainte supérieurs 4 ce seuil, la formule
(2) donne également des résultats trés satisfaisants.

Les formules (9) et (10) sous-estiment toujours Ag
alors que les formules (3) et (4) surestiment la part de
rigidité reprise par le béton tendu entre les fissures.

Si I'on avait utilis€ comme valeur de o, le fractile
Suro,0s déduit conventionnellement des tableaux du
Code-modéle CEB[10] avec f,=0,83 B,,, on aurait sures-
timé la résistance 4 la traction du béton et rejeté vers
le haut le niveau théorique du point 4. Ceci a pour
conséquence de surestimer la valeur de Ag par les formu-
les qui attribuent une importance particuliére a la juste
estimation de la position de ce point, & savoir, les
formules (5), (6), (7). Par contre, les formules ou Ag
varie peu en fonction de la charge donnent encore des
résultats satisfaisants, du moins pour les pourcentages
d’armature supérieurs a 19 [(2), (9)]. Les mémes obser-
vations que celles faites précédemment restent d’applica-
tion pour les formules (3), (4), (10).

5.3. Proposition de modéle

Des remarques énoncées au paragraphe 5.2, on
retiendra que le comportement des tirants 4 faible pour-
centage d’armature est différent de celui de ceux a
pourcentage important. Pour les premiers, la loi de
comportement en phase fissurée est bien idéalisée par
une droite joignant les points 4 et B. La loi de compor-
tement en phase fissurée des tirants a pourcentage
d’armature supérieur a 1%, est, quant 4 elle, bien repré-
sentée par deux phases :

— une phase qui voit la fissuration s’établir et qui
est caractérisée par un Ae diminuant avec la charge;

— une phase pendant laquelle on peut considérer
que Ae reste constant, le nombre de fissures n’augmen-
tant plus.

Ceci permet de proposer comme loi de comportement
en phase fissurée une idéalisation bilinéaire ( fig. 5) qui
se superpose bien & I'hyperbole tendue [(6), [7]) en
présence de forts pourcentages d’armature et a la droite
joignant 4 a B dans le cas des faibles pourcentages,

Os N/mmz
400 y ///
//;7‘?
300}
5 7
//
6-7 ////
200 i
. / ]
// 7
A
1001 A 2
| EXP w=18%
1 6
€ (107)
1 1 i L
500 1000 1500 2000
Fig. 4. — Confrontation théorie-expérience pour le tirant a
w=18%.
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Fig. 5. — Modéle bilinéaire de Iz loi de comportement en phase IL

o,(C) étant supérieur a f, dans ce cas. Un modéle
multilinéaire présente en outre I'avantage d’étre plus
simple a utiliser qu'un modéle non linéaire, aussi bien
dans le cas de calculs analytiques que dans le cas de
calculs numériques. '

La description d’un tel modéle en phase fissurée
nécessite uniquement la connaissance de deux
parameétres : Ae caractérisant la part constante de rigi-
dité reprise par le béton tendu entre les fissures en
phase IIb et le niveau o, de C, noté o,(C), correspon-
dant a la fin de la phase Il a.

Sur des figures représentant les lois de comportement
expérimentales, on a ajusté la meilleure représentation
d’un tel modéle. Les valeurs particuliéres de Ag et de
o, (C) relevées sont renseignées au tableau Il

On a effectué une régression linéaire de A¢ en fonc-
tion de 1/w; la droite de régression a pour équation :

A8=<18+3,55—1-)10‘6, (13)
o

avec 0,80 comme coefficient de corrélation.
Si I’on admet que Ae doit avoir comme forme :

o
Ae=k—, 14
Ew (14

il est remarquable de trouver comme valeur empirique
de k la méme valeur que dans la formule(2), soit
k=0,5.

On suppose d’autre part que o,(C) correspond a
Iintersection théorique des formules (2) et (6), (7), ce
qui donne :

6, (C)=20,, (15)

La validité de cette hypothése est établic dans la der-
niére colonne du tableau II ou est indiqué le rapport
des valeurs expérimentales 2 o,,/c, (C).
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6. CONCLUSIONS

La présente étude était rendue nécessaire par le fait
que :

~— depuis le dernier état de la question[14], p. 192-
193, d’ailleurs incomplet a I’époque, des contributions
nouvelles et importantes ont été publiées ([7], [8],
9 (11], [15);

— les codes de calcul, du moins au niveau
européen[16], commencent 4 tenir compte rationnelle-
ment, dans les calculs des états limites de déformation,
de la participation du béton tendu entre les fissures;

— trés peu d’évidence expérimentale venait étayer les
modéeles proposés.

Les auteurs se sont livrés a une recherche expérimen-
tale ayant spécifiquement pour but de mettre en évi-
dence I'influence du pourcentage géométrique d’acier
tendu sur le phénomeéne de rigidification di au béton
tendu entre les fissures. La confrontation théorie-expé-
rience a montré que :

— la résistance a la traction effective du béton en
place est notablement plus basse que celle a laquelle
on aurait pu s’attendre;

— lorsque celle-ci est correctement estimée, les formu-
les (6), (7), qui sont 4 la base des recommandations
actuelles[16] en matiére de calcul des déplacements
des poutres fléchies, donnent les meilleurs résultats, du
moins au-dessus d’un pourcentage minimal d’armature.

Un modéle théorique simple, intéressant dans le cas
de calculs analytiques non itératifs, a été proposé. Il
rend bien compte de 'ensemble des essais couverts par
cette étude expérimentale. Il contient I’apport physique
principal des formules (5) d’une part, (6), (7) d’autre
part : la dégradation de la rigidité d’un tirant en béton
armé est localisée aux environs immeédiats de la charge
de fissuration; lorsque le nombre de fissures ne peut
plus augmenter parce que I’intégrale des contraintes
d’adhérence développées par la liaison acier-béton n’est
plus suffisante pour faire apparaitre dans le béton des
contraintes normales de traction supérieures a sa résis-
tance 4 la traction, la rigidité ne varie guére, voire plus
du tout.
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SUMMARY

Rigidity of a reinforced concrete tensile zone. — Non
linear methods for computing deflections of reinforced
concrete linear structures in cracked stage are now
spreading rapidly. In some latest reinforced concrete
codes and manuals, the basic assumption regarding such
calculations lies in the relationship between the mean
steel (or concrete) strain and the steel strain in a fully
cracked section. The authors have established a state-of-
the-art for such relationships. All proposed formulas can
practically be written in the following form:

En=8,— A€,

where €, stands for the mean steel and concrete strain,

€, the steel strain in a cracked section and where Ag
represents the tension stiffening effect of concrete lying
between the cracks. Various propositions have been made
for the relationship between A€ and the steel stress (e. g.
constant, linear, hyperbolic, . ..); other important fac-
tors too are the strength of concrete in tension and the
reinforcement ratio.

Considering that little experimental evidence supports
the -various propositions, an experimental program on
thirteen reinforced concrete prisms (ties) subjected to
uniaxial tension was carried out. The influence of the
reinforcement ratio is especially studied. Careful
assessment of the validity of previous formulas is made.
A new bilinear relationship between the tension stiffening
effect and the steel stress is proposed for analytical
calculations.
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