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♣❡s❛r ❞❡ s✉s ✽✷ ❛ñ♦s✱ s✐❣✉❡ s✐❡♥❞♦ ❧❛ ♠ás ❧✐st❛ ❞❡ t♦❞♦s✳ ❙❡ñ❛❧❛r ❛ ♠✐ ♠❛❞r❡✱
q✉❡ ♥✉♥❝❛ ♠❡ ♣❡r❞♦♥ó ❧♦ ❞❡ ♥♦ ❤❛❝❡r♠❡ ❞❡♥t✐st❛✳ ❆ ♠✐ ♣❛❞r❡ t❛♠❜✐é♥✱ q✉❡
s✐❡♠♣r❡ r❡s♣♦♥❞❡rí❛ ❛ ❝❛❞❛ t♦♥t❡rí❛ ♠í❛ ❝♦♥ ❧❛ ♠✐s♠❛ ❢r❛s❡✿ ✏♣✉❡s s✐ t❡ ❤❛❝❡
❢❡❧✐③✳ ✳ ✳ ✑✳ ❆ ❩❧❛t❦♦ ♠✐ ✏➨✉❞✐❧✐✑✱ ♠✐ ❛❧♠❛ ❣❡♠❡❧❛✱ ♣♦r s✉ ❛♠✐st❛❞ ❡t❡r♥❛ ② ♣♦r
❛♣♦②❛r♠❡ ❡♥ t♦❞♦ ❛ ♣❡s❛r ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝✐❛✱ ♠✉❝❤❛s ❣r❛❝✐❛s✳

◗✉✐❡r♦ ❤❛❝❡r ♠❡♥❝✐ó♥ ❛ t♦❞♦s ❧♦s ❤♦♠❜r❡s q✉❡ ❞✉r❛♥t❡ ❡st❡ ♣❡r✐♦❞♦ ❞❡
t✐❡♠♣♦ ❤❛♥ ♣❡❞✐❞♦ ♠✐ ♠❛♥♦ ② ❤❡ t❡♥✐❞♦ q✉❡ r❡❝❤❛③❛r ♣♦rq✉❡ ♠✐ ♠❛❞r❡ ♥♦ ❧♦s
❤✉❜✐❡r❛ ❛❝❡♣t❛❞♦ ♣♦r ♣♦❜r❡s ✭❡s ✉♥❛ ❜r♦♠❛✱ ♥♦ s✉❡❧♦ ❡s❝✉❝❤❛r ❛ ♥❛❞✐❡✮✳ ❚❛♠✲
❜✐é♥ ❛❧ ❝❤✐❝♦ ❞❡s❝♦♥♦❝✐❞♦ q✉❡ ❞❡s❞❡ ❡❧ ♣♦rt❛❧ ❞❡ ♠✐ ❝❛s❛ ② ❞✉r❛♥t❡ ❧❛r❣❛s ♥♦❝❤❡s
♠❡ ❤❛ ❛❝♦♠♣❛ñ❛❞♦ ❝♦♥ s✉ ❜♦♥❣♦✱ ❝✉②♦ s♦♥✐❞♦ ✐♥s✐st❡♥t❡ ♠❡ ❤❛ ❛❝♦st✉♠❜r❛❞♦
❛ ❞♦r♠✐r ❡♥ ❝✉❛❧q✉✐❡r❛ s✐t✉❛❝✐ó♥ ② ❤❛ ❤❡❝❤♦ q✉❡ ❛❧❛r❣❛s❡ ♠✐s ❤♦r❛s ❞❡ tr❛❜❛❥♦
❞✉r❛♥t❡ ❡st❡ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡ ❡♥s❡ñ❛♥③❛✳ ◗✉✐❡r♦ t❛♠❜✐é♥ q✉❡ q✉❡❞❡♥ ❛q✉í ✉♥❛s ♣❛❧✲
❛❜r❛s r❡❧❛t✐✈❛s ❛❧ ❜❛rr✐♦ ❜❛r❝❡❧♦♥és ❞❡❧ ❘❛✈❛❧✱ ❡♥ ❡❧ q✉❡ ❤❡ ✈✐✈✐❞♦ r♦❞❡❛❞❛ ❞❡
✐♥♠✉❡❜❧❡s r❡sq✉❡❜r❛❥❛❞♦s✱ ❝♦♠♦ ❡❧ ♠í♦✱ ② ❡♥ ❡❧ q✉❡ ❤❡ ❝♦♠♣❛rt✐❞♦ ❡①♣❡r✐❡♥❝✐❛s
✐♥só❧✐t❛s ❝♦♥ ♠✉❝❤♦s ♠✐❡♠❜r♦s ❞❡❧ s✉❜♠✉♥❞♦ q✉❡ s❡ ❡s❝♦♥❞❡ ❡♥ é❧✿ ❡❧ ✈❡♥❞❡❞♦r
❞❡ ❜✉t❛♥♦ ♣❛❦✐st❛♥í q✉❡ ❝❛❞❛ ❙á❜❛❞♦ t✉✈♦ ❛ ❜✐❡♥ ❞❡s♣❡rt❛r♠❡ ❝♦♥ s✉s ❣r✐t♦s✱ ❛
s✉ ❝♦♠♣❛ñ❡r♦ ❣✐t❛♥♦ q✉❡ ❧❧❡❣❛❜❛ ♣♦st❡r✐♦r♠❡♥t❡ ❝♦♥ s✉ ♠ús✐❝❛ ② s✉s ♣♦t❡♥t❡s
❛❧t❛✈♦❝❡s✱ ❛ ❉♦ñ❛ ▼❛rí❛✱ q✉❡ ♠❡ s✉♠✐♥✐stró q✉❡s♦s ② ♣❛rt❡ ❞❡ s✉ ❛❧♠❛ ❡♥ s✉
t✐❡♥❞❛ ❘♦s❛ ❞✬❆❜r✐❧✱ ❡t❝✳

❙❡❣✉✐❞❛♠❡♥t❡ ♥♦ ♣✉❡❞♦ ❤❛❝❡r ♦tr❛ ❝♦s❛ q✉❡ ♠❛♥✐❢❡st❛r ♠✐ ❛❣r❛❞❡❝✐♠✐❡♥t♦ ❛
❧❛ ●❡♥❡r❛❧✐t❛t ② ❛ ❧♦s ❝✐✉❞❛❞❛♥♦s ❞❡ ❈❛t❛❧✉ñ❛ ✭t❛♠❜✐é♥ ❝♦♥♦❝✐❞♦s ❝♦♠♦ ✏❧❛ ❣❡♥t❡
♥♦r♠❛❧✑✮✱ ❝♦♥ ❧♦s ✐♠♣✉❡st♦s ❞❡ ❧♦s ❝✉❛❧❡s ♠✐ t❡s✐s ♣✉❞♦ s❛❧✐r ❛❞❡❧❛♥t❡✳ ◗✉❡❞❛
❛q✉í ♣♦r ❡s❝r✐t♦ ♠✐ ❝♦♠♣r♦♠✐s♦ ❞❡ ♣❡r♠❛♥❡❝❡r s✐❡♠♣r❡ ❝♦♠♦ ❡♠❜❛❥❛❞♦r❛ ✜❡❧ ❛
❡st❡ ♣✉❡❜❧♦✱ ✈❛②❛ ❞♦♥❞❡ ✈❛②❛✱ ❡❧♦❣✐❛♥❞♦ s✉s ✈✐rt✉❞❡s ② ♣❡r❞♦♥❛♥❞♦ s✉s ♣❡❝❛❞♦s✳

P❛r❛ ✜♥❛❧✐③❛r✱ ② ❞❡ ❡♥tr❡ ❧♦ ♠✉❝❤♦ q✉❡ ♠❡ ❧❧❡✈♦ ❞❡ ❡st❡ ♣❛ís✱ t❛♠❜✐é♥ ❛♣✉♥t❛r
❧❛ ❡①✐st❡♥❝✐❛ ❞❡ ✉♥ s❡r ♣❛r❛ ♠✐ ♠✉② ❡s♣❡❝✐❛❧✱ ▼❛r❦✉s✱ q✉❡ ♠❡ ❛②✉❞ó ♠✉❝❤ís✐♠♦✱
❛❣✉❛♥t❛♥❞♦ ❝❛rr♦s ② ❝❛rr❡t❛s✳



❆❣r❛ï♠❡♥ts

▲✬❛♣❛rt❛t ❞✬❛❣r❛ï♠❡♥ts ❞✬✉♥❛ t❡s✐ és ❞✐❢í❝✐❧ ❞✬❡s❝r✐✉r❡ ❛tès q✉❡ ♥♦ s♦❧s és ❧❛ s❡❝❝✐ó
q✉❡ t♦t ❡❧ ♠ó♥ ❧❧❡❣❡✐①✱ s✐♥ó q✉❡ ♠♦❧t❡s ✈❡❣❛❞❡s és ❧✬ú♥✐❝❛ ♣❛rt ❧❧❡❣✐❞❛✳ ◆♦ ❡st✐❝
❝♦♥✈❡ç✉❞❛ ❞❡ ♣❡r ♦♥ ❝♦♠❡♥ç❛r ❧❛ ❧❧❛r❣❛ ❧❧✐st❛ ❞❡ ❣❡♥t ❛ ❧❛ q✉❡✱ ♣❡r ✉♥ ♦ ❛❧tr❡
♠♦t✐✉✱ ❤❡ ❞❡ ❞♦♥❛r ❧❡s ❣rà❝✐❡s ♣❡rò ♣❡r ❛❧❣✉♥ ♣✉♥t ❤❡ ❞❡ ❢❡r✲❤♦ ✐ ❡s♣❡r♦ q✉❡
❡♠ ♣❡r❞♦♥✐♥ ❡❧s q✉❡ ❝r❡✉r❛♥ q✉❡ ♠✬❤❡ ❡q✉✐✈♦❝❛t ❡♥ ❡❧ ✏rà♥❦✐♥❣✑✳ ◆♦ ❤❛ ❡st❛t
❡①♣rés✳

❙❡♥s ❞✉❜t❡ ❡❧ ♣r✐♠❡r ✐ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛❣r❛ï♠❡♥t ✈❛ ❞✐r✐❣✐t ❛❧s ♠❡✉s ❝♦♠♣❛♥②s✳ ❆
❧❛ ◆úr✐❛✱ q✉❡ t♦t ✐ ❛rr✐❜❛r s❡♠♣r❡ t❛r❞ ❛ ❧✬❤♦r❛ ❞❡ ❞✐♥❛r ♠✬❤❛ ❡♥s❡♥②❛t ❧❛ ❧❧❡♥❣✉❛
❛♠❜ ❧❛ q✉❡ ❡s❝r✐❝ ❛q✉❡st❡s ❧í♥✐❡s❀ ❛❧ ❳❛✈✐❡r✱ q✉❡ s❡♠♣r❡ ❤❛ s❛❜✉t ♠❛♥t❡♥✐r✲♠❡
❛♥✐♠❛❞❛❀ ❛❧ ✏❈♦♥s❡❥♦ ❞❡ ❚r❡s✑ ✭❡❧ ❏♦sé ▼❛♥✉❡❧ ✐ ❧❛ ❙✉s❛♥❛✮✱ q✉❡ ♠✬❛❝♦❧❧✐r❡♥
♠❡♥tr❡ ♥♦ ❞✐s♣♦s❛✈❛ ❞✬✉♥ s♦str❡ ✐ ♠✬❛❥✉❞❛r❡♥ ❛ ❝♦♥è✐①❡r ✏❧❛ ❊s♣❛ñ❛ ♣r♦❢✉♥❞❛✑✱
❛ ❧❛ ■ñ❡s ❧❛ ✈❡❧❡♥t❛✳ ❚❛♠❜é ✈✉❧❧ ❞♦♥❛r ❧❡s ❣rà❝✐❡s ❛ t♦ts ❡❧s q✉❡ ❡❧s ■❈❋❖♥✐❛♥s
❛♥♦♠❡♥❡♥ ✏❧✬❛❞♠✐♥✐str❛❝✐ó✑✿ ❛ ❧❛ ❩s✉③s✐✱ ❛ ❧❛ ▼❛r✐❛ ❏♦sé✱ ❛❧ ❋❡rr❛♥ ✭s❡♠♣r❡
❡♥ ❝♦♥tr❛ ❞❡ t♦t✮✱ ❛ ❧❛ ❨♦❧❛♥❞❛✱ ❛ ❧❛ ▼♦♥ts❡✱ ❛ ❧❛ ●❡♠♠❛✳ ✳ ✳ ♣❡rq✉è s❡♥s❡ ❡❧
s❡✉ ❛❥✉t ✐ ❡❧ s❡✉ r❡❝♦❧③❛♠❡♥t ♥♦ ❤❛❣✉és ❡st❛t ♣♦ss✐❜❧❡ ❢❡r ✉♥ ♥♦✉ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
✐ ✉♥ ♥♦✉ ❧❛❜♦r❛t♦r✐ ❡♥ t❛♥ ♣♦❝ t❡♠♣s✳ ❆ ❧❛ ▼❛r✐ ❈❛r♠❡♥✱ ♣❡r ❤❛✈❡r t✐♥❣✉t
❝✉r❛ ❞❡ ❧❡s ♠❡✈❡s ✢♦rs ❝❛❞❛ ✈❡❣❛❞❛ q✉❡ ❤❡ ❡st❛t ❢♦r❛✳ ❚❛♠❜é ♠❡r❡✐① s❡r ❛❣r❛ït
❡❧ ♣❡rs♦♥❛❧ ❞❡❧s t❛❧❧❡rs ✭❡❧ ❏♦sé ❈❛r❧♦s ❡♥❝❛♣❛ç❛❧❛♥t ❧❛ ❧❧❛r❣❛ ❧❧✐st❛✮ q✉❡ ♠✬❤❛
❛❥✉❞❛t ♠♦❧tíss✐♠ ❛ ❞✉r ❛ t❡r♠❡ ✉♥s ♣r♦❥❡❝t❡s ❝♦♠♣❧✐❝❛❞íss✐♠s ✭❛❧❣✉♥❡s ❝♦s❡s
❧❡s ❤❛♥ ❢❡t ✉♥❛ ♠✐❝❛ ❛ ❝♦♥tr❛❝♦r✱ ♣❡rò s❡♥s❡ q✉❡✐①❛r✲s❡ ❣❛✐r❡✮❀ ❛ ❧❛ ❣❡♥t ❛♠❛❜❧❡
❞✬■❚ q✉❡ s❡♠♣r❡ ❤❛ t✐♥❣✉t t❡♠♣s ❞❡ r❡s♣♦♥❞r❡ ❧❡s ♠❡✈❡s ♣r❡❣✉♥t❡s ❡♥❝❛r❛ q✉❡
♠♦❧t❡s ❤❛❣✐♥ ❡st❛t t♦♥t❡s✳

❊♥ s❡❣♦♥ ❧❧♦❝ ❤❡ ❞❡ ♠❡♥❝✐♦♥❛r ❡❧ ♠❡✉ s✉♣❡r✈✐s♦r✱ ▼♦r❣❛♥ ▼✐❝❤❡❧❧ ✭t❛♠❜é
❝♦♥❡❣✉t ❝♦♠ ❛ ▼✐t❝❤❡❧❧ ▼♦r❣❛♥✮✱ ❛❧ q✉❡ ❛ ✈❡❣❛❞❡s ❤❡ ❤❛❣✉t ❞❡ ❞♦♥❛r ❛❧❣✉♥❛
♣❡t✐t❛ ❡♠♣❡♥t❛ ♣❡r ♣♦❞❡r ❛❝❛❜❛r ❧❡s ❝♦s❡s ❛ t❡♠♣s ✕ s✬❤❛ ❛♥❛t q✉❡✐①❛♥t ♠♦❞✲
❡r❛❞❛♠❡♥t ♣❡rò ❤❛ ❛❝❛❜❛t s♦❜r❡✈✐sq✉❡♥t✳ ❚❛♠❜é✱ ✭❤♦ ❡s❝r✐✉r❡ ❡♥ ❛♥❣❧ès ♣❡rq✉è
❤♦ ❡♥t❡♥❣✉✐✮✳ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❊✉❣❡♥❡ P♦❧③✐❦ ✇❤♦ ♠❛❞❡ ❛❧❧ t❤✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳

▼❛r✐♦ ✭♠és ❝❛t❛❧à q✉❡ ❡❧ ♣❛ ❛♠❜ t♦♠àq✉❡t✮✱ ❍❡r❜❡rt✱ ▼❛r❝♦✱ ❩❡❤✉✐✱ ▼❛r❝✐♥✱
❋❧♦r✐❛♥ ✐ ❆❧❡ ❤❛♥ ✐♥t❡❣r❛t ❡❧ ❣r✉♣ ❞❡❧ q✉❡ ❤❡ ❢♦r♠❛t ♣❛rt ✐ ✈✉❧❧ ❞♦♥❛r✲❧♦s ❧❡s
❣rà❝✐❡s ♣❡r ❧❡s ❡①♣❡r✐è♥❝✐❡s q✉❡ ♠✬❤❛♥ r❡❣❛❧❛t ✐ q✉❡ ♥♦ s❡r❛♥ ♦❜❧✐❞❛❞❡s ♥✐ ❞❡♠à
♥✐ ♣❛ss❛t ❞❡♠à✳

▲❧✉✐s ❚♦r♥❡r ✐ ❉♦❧♦rs ▼❛t❡✉✱ ❝♦♠ ❛ ❞✐r❡❝t♦r ✐ ❣❡r❡♥t ❞❡ ❧✬■❈❋❖ r❡s♣❡❝t✐✈❛✲
♠❡♥t✱ ❢♦r❡♥ ♣❡❝❡s ✐♠♣r❡s❝✐♥❞✐❜❧❡s ♣❡r ❛ ❞✉r ❛ t❡r♠❡ ❧❛ ♠❡✈❛ t❡s✐ ❞♦❝t♦r❛❧ ✐ ♥♦
♣✉❝ ❢❡r ❛❧tr❛ ❝♦s❛ q✉❡ ♠❡♥❝✐♦♥❛r ❡❧s s❡✉s ♥♦♠s ❝♦♠ ❛ ♠♦str❛ ❞❡ ❣r❛t✐t✉❞ ❝❛♣ ❛
❡❧❧s ✐ ❝❛♣ ❛ ❧❛ ✐♥st✐t✉❝✐ó q✉❡ r❡♣r❡s❡♥t❡♥✳ ❉✬❛❧tr❛ ❜❛♥❞❛✱ t♦ts ❡❧s ✐♥✈❡st✐❣❛❞♦rs
tr♦❜❛ts ❛ ❧✬■❈❋❖✱ ❧❡s s❡✈❡s ✈✐❞❡s✱ ❡❧s s❡✉s ❡stí♠✉❧s ✐ ❧❡s s❡✈❡s ❡①♣❡r✐è♥❝✐❡s ❝♦♥✲
❢♦r♠❡♥ ✉♥ ❜❛❣❛t❣❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❡r ❛ ♠✐✿ ❈❛✐tr✐♦♥❛✱ P❡tr✉✱ ■❛♥✱ ❉♦❜r②♥❛✱ ❙r❞❥❛♥✱
▼❛tt❡♦✱ ❈❛rst❡♥✱ ❋❡❧✐①✱ ▼❛r❝✱ ❚r✐stá♥ ✐ ❧❛ r❡st❛ ❞❡ ❝♦♠✉♥✐st❡s ❞❡❧ ♣❛ss❛❞ís r♦✐❣
❡♥ ❡❧ s❡✉ ❝♦♥❥✉♥t r♦♠❛♥❞r❛♥ ❜❡♥ ❛♠✉♥t ❡♥ ❛q✉❡st❛ ❧❧✐st❛✳

✻



✼

❊♥ r❡❧❛❝✐ó ❛ ❧❛ ♠❡✈❛ ❢❛♠í❧✐❛ ❝♦♠❡♥ç❛ré ❛♥♦♠❡♥❛♥t ❛ ❧❛ ♠❡✈❛ à✈✐❛ q✉❡✱ ❛❧s
s❡✉s ✽✷ ❛♥②s✱ ❝♦♥t✐♥✉❛ s❡♥t ❧❛ ♠és ❧❧❡st❛ ❞❡ t♦ts ♥♦s❛❧tr❡s✳ ❆ss❡♥②❛❧❛r ❛ ❧❛ ♠❡✈❛
♠❛r❡✱ q✉❡ ♠❛✐ ♥♦ ❡♠ ♣❡r❞♦♥à ♥♦ ❤❛✈❡r✲♠❡ ❢❡t ❞❡♥t✐st❛✳ ❚❛♠❜é ❛❧ ♠❡✉ ♣❛r❡✱
q✉❡ s❡♠♣r❡ ❤❛ r❡s♣♦st ❛ ❝❛❞❛s❝✉♥❛ ❞❡ ❧❡s ♠❡✈❡s t♦♥t❡r✐❡s ❛♠❜ ❧❛ ♠❛t❡✐①❛ ❢r❛s❡✿
✏❞♦♥❝s s✐ ❛ t✉ ❡t ❢❛ ❢❡❧✐ç✳✳✳✑✳ ❆ ❩❧❛t❦♦ ❡❧ ♠❡✉ ✏➨✉❞✐❧✐✑✱ ❧❛ ♠❡✈❛ à♥✐♠❛ ❜❡ss♦♥❛✱
♣❡r ❧❛ s❡✈❛ ❛♠✐st❛t ❡t❡r♥❛ ✐ ♣❡r r❡❝♦❧③❛r✲♠❡ ❡♥ t♦t ♠❛❧❣r❛t ❧❛ ❞✐stà♥❝✐❛✱ ♠♦❧t❡s
❣rà❝✐❡s✳

❱✉❧❧ ♠❡♥❝✐♦♥❛r ❛ t♦ts ❡❧s ❤♦♠❡s q✉❡ ❞✉r❛♥t ❛q✉❡st ♣❡rí♦❞❡ ❞❡ t❡♠♣s ❤❛♥
❞❡♠❛♥❛t ❧❛ ♠❡✈❛ ♠à ✐ ❤❡ ❤❛❣✉t ❞❡ r❡❜✉t❥❛r ♣❡rq✉è ❧❛ ♠❡✈❛ ♠❛r❡ ♥♦ ❡❧s ❤❛❣✉és
❛❞♠ès ♣❡r ♣♦❜r❡s ✭és ✉♥❛ ❜r♦♠❛✱ ♥♦ t✐♥❝ ❡❧ ❝♦st✉♠ ❞✬❡s❝♦❧t❛r ♥✐♥❣ú✮✳ ❚❛♠❜é ❛❧
♥♦✐ ❞❡s❝♦♥❡❣✉t q✉❡ ❞❡s ❞❡❧ ♣♦rt❛❧ ❞❡ ❝❛s❛ ✐ ❞✉r❛♥t ❧❧❛r❣✉❡s ♥✐ts ♠✬❤❛ ❛❝♦♠♣❛♥②❛t
❛♠❜ ❡❧ s❡✉ ❜♦♥❣♦✱ ❡❧ s♦ ✐♥s✐st❡♥t ❞❡❧ q✉❛❧ ♠✬❤❛ ❤❛❜✐t✉❛t ❛ s❡r ❝❛♣❛ç ❞❡ ❞♦r♠✐r ❡♥
q✉❛❧s❡✈♦❧ s✐t✉❛❝✐ó ✐ ❤❛ ❢❡t q✉❡ ❛❧❧❛r❣✉és ❧❡s ♠❡✈❡s ❤♦r❡s ❞❡ tr❡❜❛❧❧ ❞✉r❛♥t ❛q✉❡st
♣r♦❝és ❞✬❡♥s❡♥②❛♠❡♥t✳ ❱✉❧❧ t❛♠❜é q✉❡ q✉❡❞✐♥ ❛q✉í ✉♥❡s ♣❛r❛✉❧❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❛❧
❜❛rr✐ ❜❛r❝❡❧♦♥í ❞❡❧ ❘❛✈❛❧✱ ❡♥ ❡❧ q✉❡ ❤❡ ✈✐s❝✉t ❡♥✈♦❧t❛❞❛ ❞✬✐♠♠♦❜❧❡s ❡sq✉❡r❞❛ts✱
❝♦♠ ❡❧ ♠❡✉✱ ✐ ❡♥ ❡❧ q✉❡ ❤❡ ❝♦♠♣❛rt✐t ❡①♣❡r✐è♥❝✐❡s ✐♥sò❧✐t❡s ❛♠❜ ♠♦❧ts ♠❡♠❜r❡s
❞❡❧ s✉❜♠ó♥ q✉❡ ❤♦♠ ♣♦t tr♦❜❛r✲❤✐✿ ❡❧ ✈❡♥❡❞♦r ❞❡ ❜✉tà ♣❛❦✐st❛♥ès q✉❡ ❝❛❞❛
❞✐ss❛❜t❡ ❤❛ t✐♥❣✉t ❧❛ ❜♦♥❞❛t ❞❡ ❞❡s♣❡rt❛r✲♠❡ ❛♠❜ ❡❧s s❡✉s ❝r✐ts✱ ❛❧ s❡✉ ❝♦♠♣❛♥②
❣✐t❛♥♦ q✉❡ ❛rr✐❜❛ ♣♦st❡r✐♦r♠❡♥t ❛♠❜ ❧❛ s❡✈❛ ♠ús✐❝❛ ✐ ❡❧s s❡✉s ♣♦t❡♥ts ❛❧t❛✈❡✉s✱
❛ ❧❛ s❡♥②♦r❛ ▼❛r✐❛✱ q✉❡ ♠✬❤❛ s✉❜♠✐♥✐str❛t ❢♦r♠❛t❣❡s ✐ ♣❛rt ❞❡ ❧❛ s❡✈❛ à♥✐♠❛ ❛
❧❛ s❡✈❛ t❡♥❞❛ ❘♦s❛ ❞✬❆❜r✐❧✳

❙❡❣✉✐❞❛♠❡♥t ♥♦ ♣✉❝ ❢❡r ❛❧tr❛ ❝♦s❛ q✉❡ ♠❛♥✐❢❡st❛r ❡❧ ♠❡✉ ❛❣r❛ï♠❡♥t ❛ ❧❛
●❡♥❡r❛❧✐t❛t ✐ ❛❧s ❝✐✉t❛❞❛♥s ❞❡ ❈❛t❛❧✉♥②❛ ✭t❛♠❜é ❝♦♥❡❣✉ts ❝♦♠ ❛ ✏❣❡♥t ♥♦r♠❛❧✑✮✱
❛♠❜ ❡❧s ✐♠♣♦st♦s ❞❡❧s q✉❛❧s ❧❛ ♠❡✈❛ t❡s✐ ❤❛ ♣♦❣✉t ✈❡✉r❡ ❧❛ ❧❧✉♠✳ ◗✉❡❞❛ ❛q✉í ♣❡r
❡s❝r✐t ❡❧ ♠❡✉ ❝♦♠♣r♦♠ís ❞❡ r♦♠❛♥❞r❡ s❡♠♣r❡ ❝♦♠ ❛ ❛♠❜❛✐①❛❞♦r❛ ✜❞❡❧ ❞✬❛q✉❡st
♣♦❜❧❡✱ ✈❛❣✐ ♦♥ ✈❛❣✐✱ ❡❧♦❣✐❛♥t ❧❡s s❡✈❡s ✈✐rt✉ts ✐ ♣❡r❞♦♥❛♥t ❡❧ s❡✉s ♣❡❝❛ts✳

P❡r ✜♥❛❧✐t③❛r✱ ✐ ❞✬❡♥tr❡ t♦t ❡❧ q✉❡ ♠✬❡♥❞✉❝ ❞✬❛q✉❡st ♣❛ís✱ t❛♠❜é ❛♣✉♥t❛r
❧✬❡①✐stè♥❝✐❛ ❞✬✉♥ éss❡r ♣❡r ❛ ♠✐ ♠♦❧t ❡s♣❡❝✐❛❧✱ ❡♥ ▼❛r❦✉s✱ q✉❡ ♠✬❤❛ ❛❥✉❞❛t
♠♦❧tíss✐♠✱ ❛❣✉❛♥t❛♥t ❡❧ q✉❡ ♥♦ ❡stà ❡s❝r✐t✳



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

❆ sq✉❡❡③❡❞ st❛t❡ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st❛t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② ♠✐♥✐✲
♠✉♠ ♥♦✐s❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ q✉❛♥t✉♠ ❧✐♠✐t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ s♦ t❤❛t ❡✳❣✳ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦r ♣❤❛s❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜❡❧♦✇ t❤❡ st❛♥✲
❞❛r❞ q✉❛♥t✉♠ ❧✐♠✐t ✭❢♦r t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♥♦✐s❡ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ♥♦✐s❡ ❜❡❧♦✇ s❤♦t✲♥♦✐s❡
❧✐♠✐t✮✳

❚❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ sq✉❡❡③✐♥❣ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ❇❡❧❧ ❧❛❜s ❜②
❢♦✉r ✇❛✈❡ ♠✐①✐♥❣ ✐♥ ❛ s♦❞✐✉♠ ✈❛♣♦✉r ❬✻✹❪✳ ❚❤❡② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛❧♠♦st ✶ ❞❇ ♦❢ ♥♦✐s❡
r❡❞✉❝t✐♦♥ ❜❡❧♦✇ st❛♥❞❛r❞ q✉❛♥t✉♠ ❧✐♠✐t✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r sq✉❡❡③❡❞
❧✐❣❤t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣❤❛s❡✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧✲♣❛r❛♠❡tr✐❝
♦s❝✐❧❧❛t♦r ✭❖P❖✮✳ ❚❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ sq✉❡❡③✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❖P❖
✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ✶✾✽✻ ❬✼✹❪ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛❧♠♦st ✸ ❞❇ ♦❢ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ■♥ ✶✾✽✼
♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞♦✇♥❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♣✉❧s❡❞ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t ❬✻✸❪✳ ■t
r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ sq✉❡❡③❡❞ ♣✉❧s❡s ♦❢ ✶✵✵ ♣s ❧❡♥❣t❤ ✵✳✻ ❞❇ ❜❡❧♦✇ s❤♦t✲♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧✳ ■♥
✶✾✾✷ t❤❡ r❡❝♦r❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❖P❖ ✇❛s ♣✉s❤❡❞
t♦ ✻ ❞❇ ❜❡❧♦✇ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ q✉❛♥t✉♠ ❧✐♠✐t ❬✺✸❪✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✇❛s ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥
✶✾✾✽ t♦ ✻✳✷ ❞❇ ❬✺✽❪✳ ■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s ❜❡♥❡✜t❡❞ ❢r♦♠ ❛❞✈❛♥❝❡s
✐♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❧♦✇✲❧♦ss ❝♦❛t✐♥❣s✱ ❛♥❞ ❧♦✇✲♥♦✐s❡ ❞❡t❡❝t♦rs✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t❡❞
✐♥ ❞r❛♠❛t✐❝ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ sq✉❡❡③✐♥❣ ❝❧♦s❡ t♦ ✶✵ ❞❇ ❜❡❧♦✇ st❛♥❞❛r❞
q✉❛♥t✉♠ ❧✐♠✐t ❬✻✻✱ ✼✵❪✳

❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ q✉❛❞r❛t✉r❡ sq✉❡❡③✐♥❣ ✇❛s ✐♥✈❡s✲
t✐❣❛t❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❲❛❧❧s ❛♥❞ ▼✐❧❧❜✉r♥ ✇❡r❡ t❤❡
✜rst t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ sq✉❡❡③✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❖P❖ ❬✹✺❪✳ ❚❤❡② ♣r❡✲
❞✐❝t❡❞ ♣❡r❢❡❝t sq✉❡❡③✐♥❣ t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛t t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝
♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❜❡st sq✉❡❡③✐♥❣ ✐s
s❡❡♥ ❛t ♣✉♠♣ ♣♦✇❡r ❜❡✐♥❣ ❡q✉❛❧ t♦ ❤❛❧❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❬✻❪✳ ❈❛✈❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♥♦✐s❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♠♣❧✐✜❡r ❬✶✹❪✱ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✉s✐♥❣ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢
❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❬✶✸❪✳ ❈❛✈❡s ❛♥❞ ❙❝❤✉♠❛❦❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t✇♦✲♠♦❞❡
sq✉❡❡③❡❞ st❛t❡s ❬✻✵❪ t❤✉s ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡ sq✉❡❡③✐♥❣ t♦ ❛ ♠♦r❡
❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✳ ❨✉r❦❡ ✇r♦t❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝❛✈✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ sq✉❡❡③❡❞ st❛t❡ ❣❡♥❡r✲
❛t✐♦♥ ❬✼✼❪✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❛t❡r✐❛❧
✇♦✉❧❞ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❞♦✇♥❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❣❡♥❡r❛t❡❞ sq✉❡❡③✐♥❣✳ ❈♦❧❧❡t ❛♥❞ ●❛r❞✐♥❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛
✈❡r② ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ sq✉❡❡③✐♥❣ ✈✐❛ ✐♥♣✉t✲
♦✉t♣✉t r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❬✶✻❪✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞
❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❈♦❧❧❡t ❛♥❞ ●❛r❞✐♥❡r✳
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✾

❙q✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t ✐s ♥♦t ♦♥❧② ❛ s♣❡❝✐❛❧ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st❛t❡ ❜✉t ❤❛s ❛❧s♦
s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿ ❆♥② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤❛t ✉s❡s ♦♥❧② ♦♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❢♦r ❞❡✲
t❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ t♦ ❛ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❜❡❧♦✇ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ q✉❛♥t✉♠ ❧✐♠✐t ❜②
✉s✐♥❣ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ❜② ❈❛✈❡s
❬✶✸❪ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚♦ ♦✉r
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ❡♠♣❧♦②❡❞ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❛
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡♥s✐t✐✈✐t② ✇❛s ♠❛❞❡ ❛t ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚❡①❛s ✐♥ ✶✾✽✼ ❬✼✺❪✳ ■♥ t❤❛t
❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❡ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❤❛s❡ ♠♦❞✉✲
❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ✸ ❞❇ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s✐❣♥❛❧
t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ②❡❛r ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❜❡❧♦✇ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❧✐♠✐t
✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ❬✷✸❪✳ ❍❡r❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦
✇❛s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ✷ ❞❇✳ ❙q✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t ✇❛s ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢
s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❬✺✸❪✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❢♦r ❞❡✲
t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❉♦♣♣❧❡r✲❢r❡❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ✐♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❝❡s✐✉♠✳
❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✇❛s ♠♦r❡ t❤❛♥ ✸ ❞❇✳

❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥
♣r❛❝t✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡s✳ ❆t t❤❡ ♠♦♠❡♥t t❤❡ ♠♦st
s❡♥s✐t✐✈❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ▲■●❖ ✭▲❛s❡r ■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r
●r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡ ❖❜s❡r✈❛t♦r②✮ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❛r♠ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✷ t♦
✹ ❦♠✳ ❆ str♦♥❣ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡ ✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❛r♠ ❧❡♥❣❤t ❜② ❛t ♠♦st
✶✵−17 ♠✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♥ ❝✉rr❡♥t❧② ♦♥❧②
❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❛t ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭❜❡❧♦✇ ✶ ❦❍③✮✳ ❆t ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s
❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ q✉❛♥t✉♠ ❧✐♠✐t✳ ❍❡r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜❡❧♦✇ st❛♥❞❛r❞
q✉❛♥t✉♠ ❧✐♠✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t✳ ❚❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❛s
t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❜✉✐❧t ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t ✇✐t❤ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢
sq✉❡❡③✐♥❣ ❝❧♦s❡ t♦ ✶✵ ❞❇ ❜❡❧♦✇ s❤♦t✲♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❬✼✵❪✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢♦r
❧✐❣❤t ❛t♦♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r q✉❛♥t✉♠ ♠❡♠♦r✐❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t ❝❛♥
❜❡ st♦r❡❞ ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❡❞ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡♠♦r✐❡s ❬✸✸❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t
♥❡❡❞s t♦ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ❛t♦♠s ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡♠♦r② t❤❡ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t
♥❡❡❞s t♦ ❜❡ r❡s♦♥❛♥t t♦ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛t♦♠✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❆s t❤❡ ❛t♦♠ ✇✐❧❧ ♦♥❧②
❛❜s♦r❜❡ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ❛ ♥❛rr♦✇❜❛♥❞ t✉♥❛❜❧❡ sq✉❡❡③✐♥❣ s♦✉r❝❡
✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❈♦♥tr♦❧❧❡❞ st♦r❛❣❡ ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢ ❧✐❣❤t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ❛ ❊■❚
✭❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧②✲■♥❞✉❝❡❞ ❚r❛♥s♣❛r❡♥❝②✮ s❝❤❡♠❡✳ ❍❡r❡ ❛ ❞r❡ss✐♥❣ ❧❛s❡r ✐♥
❛ λ✲t②♣❡ ❛t♦♠✐❝ ❧❡✈❡❧ s❝❤❡♠❡ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ tr❛♥s♣❛r❡♥❝② ✇✐♥❞♦✇ ❢♦r ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❛t♦♠✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞r❡ss✐♥❣ ❧❛s❡r ❝❛♥ st♦r❡ ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❡
t❤❡ ❧✐❣❤t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❆❧s♦ ❤❡r❡ t❤❡ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♥❛rr♦✇✲
❜❛♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜t ✐♥t♦ t❤❡ tr❛♥s♣❛r❡♥❝② ✇✐♥❞♦✇✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♣✉❧s❡❞ t♦ s♣❛t✐❛❧❧②
✜t ✐♥t♦ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❛t♦♠s✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ t❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t ✐♥ t❤❡
❊■❚ ♠❡❞✐✉♠ ✇❛s ❛❧s♦ s❤♦✇♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳ ■♥ ❬✷❪ t❤❡ st♦r❛❣❡ ♦❢ ✻✵✵ ♥s ♣✉❧s❡
✐♥ ❛ r✉❜✐❞✐✉♠ ✈❛♣♦r ❝❡❧❧ ❢♦r ✶µs ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧②
✐♥❞✉❝❡❞ tr❛♥s♣❛r❡♥❝②✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ❧✐❣❤t sq✉❡❡③✐♥❣ ✇❛s ✶✳✽✻ ❞❇ t❤❡ r❡❝♦✈✲
❡r❡❞ sq✉❡❡③✐♥❣ ✇❛s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ✵✳✷✶ ❞❇✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐♥ ❬✸✵❪ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡❧❛②
♦❢ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t ✇❛s s❤♦✇♥ ✉s✐♥❣ ❊■❚✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r ❡♥t❛♥❣❧❡❞ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t
❜❡❛♠s✳ ❚❤❡② st❛rt❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥♣✉t sq✉❡❡③✐♥❣ ♦❢ ✸✳✷➧✵✳✺ ❞❇ ❛♥❞ r❡❝♦✈❡r❡❞
✷✳✵➧✵✳✺ ❞❇ ♦❢ sq✉❡❡③✐♥❣ ❛t t❤❡ ❊■❚ ♦✉t♣✉t✳ ❋♦r t❤❡ st♦r❛❣❡ ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢ ❡♥✲
t❛♥❣❧❡❞ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t t❤❡② ♦❜s❡r✈❡❞ ❛ ✷✳✷µs ❞❡❧❛②✳ ■♥ ❬✸✶❪ ✇❛s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②
s❤♦✇♥ t❤❡ st♦r❛❣❡ ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢ t❤❡ sq✉❡❡③❡❞ st❛t❡ ✉s✐♥❣ ❊■❚ ✐♥ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢
❝♦❧❞ r✉❜✐❞✐✉♠✲✽✼ ❛t♦♠s✳ ❚❤❡ sq✉❡❡③❡❞ ✈❛❝✉✉♠ ♣✉❧s❡ ❤❛❞ ❛ t❡♠♣♦r❛❧ ✇✐❞t❤ ♦❢
✾✸✵ ♥s ❛♥❞ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞❡❧❛② ✇❛s ♦❢ ✸µs✳



✶✵

❚❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ❢✉t✉r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ q✉❛♥t✉♠
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤✐s s✉❜❥❡❝t ❡①✐st s❡✈❡r❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s❛❧s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♠❛♥②
❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡❛❧✐s❛t✐♦♥ ✳ ❯s✐♥❣ ❡♥✲
t❛♥❣❧❡❞ st❛t❡s ♦❢ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t ❢♦r st♦r❛❣❡ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ r❡❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠
r❡♣❡❛t❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ❬✶✼❪✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ♣✉❧s❡❞ sq✉❡❡③❡❞ st❛t❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✜❞❡❧✐t② ♦❢ t❤❡
q✉❛♥t✉♠ t❡❧❡♣♦rt❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛t♦♠s ❛♥❞ ❧✐❣❤t ❬✻✷✱ ✸✷❪✳ ❆❧s♦
sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ✐♠♣r♦✈✐♥❣ s♣✐♥ sq✉❡❡③✐♥❣ ✐♥ ❛t♦♠✐❝ s②st❡♠s ❬✸✾❪✳

❋♦r ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❞❡✈❡❧♦♣
s♦✉r❝❡s ♦❢ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t r❡s♦♥❛♥t t♦ ❛t♦♠✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❈❡s✐✉♠ r❡s♦♥❛♥t
sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✺✸✱ ✺✾❪✳ ❋❛st
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❡s✐✉♠ r❡s♦♥❛♥t s♦✉r❝❡s ♦❢ ♥♦♥❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐❣❤t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡
❞✉❡ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❝❡s✐✉♠ ❉✷ ❛t ✽✺✷ ♥♠ ✇❤❡r❡ ❑◆❜❖ ❝r②st❛❧s ✇❡r❡ r❡❛❞✐❧②
❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ◆❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❡♥❛❜❧❡❞ t❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ sq✉❡❡③✐♥❣
❛t t❤❡ r✉❜✐❞✐✉♠ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❬✶✱ ✷✱ ✸✹✱ ✻✼❪✳ ❚❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✉s❡ ❞✐st✐♥❝t ♠❡t❤✲
♦❞s✿ sq✉❡❡③✐♥❣ ✐♥ ❛ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❬✶❪ ❛♥❞ ❞♦✇♥❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❖P❖ ❬✷✱ ✸✹✱ ✻✼❪✳ ■♥
t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ sq✉❡❡③✐♥❣ ❛t t❤❡ r✉❜✐❞✐✉♠ ❉✶ ❧✐♥❡ ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ❛ s✉❜t❤r❡s❤✲
♦❧❞ ❖P❖ ✉s✐♥❣ ❛ ❚✐✿❙❛♣♣❤✐r❡ ❧❛s❡r ❛s ♣✉♠♣ ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ♣♦❧❡❞ ♣♦t❛ss✐✉♠
t✐t❛♥②❧ ♦①✐❞❡ ♣❤♦s♣❤❛t❡ ✭PP❑❚P✮ ❛s ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐✉♠ ❬✻✼✱ ✸✹✱ ✷❪✳ ❚❤❡ ♥♦✐s❡
s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇❛s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✺ ❞❇ ❬✸✹❪✳

❚❤✐s ❚❤❡s✐s

❚❤✐s t❤❡s✐s ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣ ❧❛s❡r✬s ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡ ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛❞r❛t✉r❡ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t
✐♥ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡✲
s✐s ♣r♦❥❡❝t ✇❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t r❡s♦♥❛♥t t♦ t❤❡ r✉❜✐❞✐✉♠ ❉✶
tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❲❡ ❡♠♣❧♦② ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ t❤❡ ♣❤❛s❡✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛
s✉❜t❤r❡s❤♦❧❞ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✭❖P❖✮✱ ❛ ♣r♦✈❡♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r t❤❡
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ sq✉❡❡③✐♥❣ ❬✺✸❪✳ ❙✉❝❤ ♥♦♥✲❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐❣❤t ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ♠❛♥② q✉❛♥✲
t✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❛s❦s ❜❛s❡❞ ♦♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡♠♦r✐❡s ♦❢ ❧✐❣❤t ❬✷✹❪✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ❛s ❡✳❣✳ ❝❛✉s❡❞
❜② ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣ ❧❛s❡r✱ ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ sq✉❡❡③✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♠❡ ♦❢
q✉❛s✐✲st❛t✐♦♥❛r② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❖✉r ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡
✐♠♠✉♥❡ t♦ r❛♥❞♦♠ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞r✐❢ts✳

❊✣❝✐❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t ✇✐t❤ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❡♥s❡♠❜❧❡s r❡✲
q✉✐r❡s ✐ts ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ t♦ ❜❡ r❡s♦♥❛♥t t♦ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛t♦♠✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❆t t❤❡
t✐♠❡ ✇❤❡♥ t❤✐s t❤❡s✐s st❛rt❡❞ ❛♥❞ t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ s♦✉r❝❡ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ t❤❡ ♦♥❧②
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t r❡s♦♥❛♥t t♦ ❛♥② ❛t♦♠✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡①✐st❡❞
❢♦r ❝❡s✐✉♠ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❬✺✸❪✳ ❚❤❡s❡ s♦✉r❝❡s ✉s❡❞ ❛ ❚✐✿❙❛♣♣❤✐r❡ ❧❛s❡r ❛s ❛ ♣✉♠♣
s♦✉r❝❡✳ ❊♠♣❧♦②✐♥❣ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡rs ❢♦r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇
t✉♥❛❜❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❛♥❣❡s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ r❛♥❣❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡
✇✐t❤ ❚✐✿❙❛♣♣❤✐r❡ ❧❛s❡rs✳ ❚❤✉s✱ ♠❛♥② ✐♠♣♦rt❛♥t ❛t♦♠✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞✲
❞r❡ss❡❞ ✇✐t❤ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡rs s♦ t❤❛t ❞✐♦❞❡✲❧❛s❡r✲❜❛s❡❞ sq✉❡❡③✐♥❣ ✇♦✉❧❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❡①t❡♥❞ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ sq✉❡❡③✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡
♦❢ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡rs ❝♦✉❧❞ ❞❡❣r❛❞❡ t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s✉❝❤ ❛ s②st❡♠✳ ❚♦ ♦✉r
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ❛t t❤❡ t✐♠❡ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t ✐s ✇r✐tt❡♥ ♥♦ ♦t❤❡r ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝
♦s❝✐❧❧❛t♦r ❜❛s❡❞ s♦✉r❝❡ ♦❢ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t ❡①✐sts t❤❛t ✐s ♣✉♠♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r
❛♥❞ r❡s♦♥❛♥t t♦ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥✳



✶✶

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s②st❡♠ ❜✉✐❧t ✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛
PP❑❚P✲❜❛s❡❞ s✉❜t❤r❡s❤♦❧❞ ❖P❖ ♣✉♠♣❡❞ ❜② ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦✉❜❧❡❞ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r✳
❍❡r❡ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ sq✉❡❡③✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♠❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐✲st❛t✐♦♥❛r② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
♦♥❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐♠♠✉♥❡ t♦ r❛♥❞♦♠ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞r✐❢ts✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
sq✉❡❡③✐♥❣ ❛♣♣❛r❛t✉s ✇❡ ✉s❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❧❛s❡r✱ ❞♦✉❜❧✐♥❣ s②st❡♠✱ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥✱
✉s❡ st❛♥❞❛r❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♦t❤❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✳

❚❤❡ t❤❡s✐s ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
■♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✶ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs

❛s ❛ s♦✉r❝❡s ♦❢ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t ❢♦r q✉❛♥t✉♠ ♠❡♠♦r✐❡s✳ ❋✐rst❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡r❡
❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛s ♦♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞♦✇♥❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ❲❡ t❤❡♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡✲
s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❞♦✇♥❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥ ❛ s✉❜t❤r❡s❤♦❧❞ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝
♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢
sq✉❡❡③✐♥❣✳

❈❤❛♣t❡r ✷ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♣♣❛r❛t✉s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡
❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝r②st❛❧✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡
s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r ❛♥❞ t❤❡ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❝❛✈✐t② s②st❡♠ ✇❡ ✉s❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡
t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❦✐♥❣ s②st❡♠s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧❛s❡r s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡
♦♣t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❝❛✈✐t② st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐r❞✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❛♠♣❧✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ❣❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❢✉❧❧ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ r❡s✉❧ts✳

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡ ♦♥ q✉❛❞r❛t✉r❡ sq✉❡❡③✐♥❣
❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ✐ts ❡✛❡❝t✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♦r✐❣✐♥
♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡ ❢♦r ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r s②st❡♠s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡
sq✉❡❡③✐♥❣ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳
❚❤✐r❞✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❛♥❞✱ ❧❛st ❜✉t
♥♦t ❧❡❛st✱✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳

P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s

❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✿
❆✳ Pr❡❞♦❥❡✈✐➣✱ ❩✳ ❩❤❛✐✱ ❏✳▼✳ ❈❛❜❛❧❧❡r♦✱ ❛♥❞ ▼✳❲✳ ▼✐t❝❤❡❧❧✱ ❘✉❜✐❞✐✉♠ r❡s✲

♦♥❛♥t sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t ❢r♦♠ ❛ ❞✐♦❞❡✲♣✉♠♣❡❞ ♦♣t✐❝❛❧✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✱ P❤②s✳
❘❡✈✳ ❆ ✼✽✱ ✵✻✸✽✷✵ ✭✷✵✵✽✮

❚❤❡ ❛✉t❤♦r ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♥♦t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✿
❋✳ ❲♦❧❢❣r❛♠♠✱ ❳✳ ❳✐♥❣✱ ❆✳ ❈❡rè✱ ❆✳ Pr❡❞♦❥❡✈✐➣✱ ❆✳ ▼✳ ❙t❡✐♥❜❡r❣✱ ❛♥❞ ▼✳ ❲✳

▼✐t❝❤❡❧❧✱ ❇r✐❣❤t ✜❧t❡r✲❢r❡❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ♣❤♦t♦♥ ♣❛✐rs✱ ❖♣t✳ ❊①♣r❡ss
✶✻✱ ✶✽✶✹✺✲✶✽✶✺✶ ✭✷✵✵✽✮

❆✳ ❈❡rè✱ ❱✳ P❛r✐❣✐✱ ▼✳ ❆❜❛❞✱ ❋✳ ❲♦❧❢❣r❛♠♠✱ ❆✳ Pr❡❞♦❥❡✈✐➣✱ ❛♥❞ ▼✳ ❲✳
▼✐t❝❤❡❧❧✱ ◆❛rr♦✇✲❜❛♥❞ t✉♥❛❜❧❡ ✜❧t❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣✉♠♣✐♥❣

✐♥ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ✈❛♣♦r✱ ❛r❳✐✈✿✵✽✶✷✳✷✸✷✻✈✶

❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡❡t✐♥❣s

❼ ◗✉❛♥t✉♠ ❛♥❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❖♣t✐❝s ❙❝❤♦♦❧ ✷✵✵✻✱ ❍✉♠❧❡❜❛❡❦✱ ❉❡♥♠❛r❦

❼ ❈▲❊❖❊✉r♦♣❡ ✷✵✵✼✱ ▼✉♥✐❝❤✱ ●❡r♠❛♥②



✶✷

❼ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙❝❤♦♦❧ ❛♥❞ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❖♣t✐❝s ❛♥❞ ❖♣t✐❝❛❧ ▼❛t❡r✐❛❧s ✲
■❙❈❖▼✵✼ ✱ ❇❡❧❣r❛❞❡✱ ❙❡r❜✐❛

❼ ◗■P❈ ✷✵✵✼ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ◗✉❛♥t✉♠ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Pr♦❝❡ss✐♥❣
❛♥❞ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✱ ❇❛r❝❡❧♦♥❛✱ ❙♣❛✐♥

❼ ❈❊❲◗❖ ✷✵✵✽ ✶✺t❤ ❈❡♥tr❛❧ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ◗✉❛♥t✉♠ ❖♣t✐❝s ✷✵✵✽
❇❡❧❣r❛❞❡✱ ❙❡r❜✐❛



❈♦♥t❡♥ts

✶ ◗✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ❖P❖ ✶✻

✶✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❢❛❝ts ♦♥ ❖P❖ ❛♥❞ ❞♦✇♥❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
✶✳✷ ❙q✉❡❡③❡❞ st❛t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
✶✳✸ ◗✉❛♥t✉♠ ❚❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ❖P❖ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✷ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❙q✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t ✷✻
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✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✻✵
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❈❖◆❚❊◆❚❙ ✶✺



❈❤❛♣t❡r ✶

◗✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ❖P❖

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❖♣t✐❝❛❧ P❛r❛♠❡tr✐❝ ❖s❝✐❧❧❛t♦r ✭❖P❖✮✳
❲❡ ❞❡r✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r♠✉❧❛❡ ❛♥❞ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s
t❤❡s✐s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛s ♦♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞♦✇♥❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ▲❛t❡r✱
✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r② ♦❢ sq✉❡❡③✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❖P❖ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠
♦❢ t❤❡ ❖P❖ ♦✉t♣✉t ✜❡❧❞✳

✶✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❢❛❝ts ♦♥ ❖P❖ ❛♥❞ ❞♦✇♥❝♦♥✈❡rs✐♦♥

❚❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✐s ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ r❡s♦♥❛t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
❝r②st❛❧✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t❛❦✐♥❣ ♣❛rt ✐♥ t❤❡ ❖P❖ ✐s ❝❛❧❧❡❞
♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞♦✇♥❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ■t ❝♦♥✈❡rts t❤❡ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② 2ω ✭✐♥ t❤✐s
❞♦❝✉♠❡♥t ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣✉♠♣ ✜❡❧❞✮ ✐♥t♦ t✇♦ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ω− ❛♥❞ ω+✳ ■♥
t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❛ ♣❤♦t♦♥ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② 2~ω ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ♦♥❡ ♣❤♦t♦♥ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣②
~ω− ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ~ω+ ✇✐t❤ ω−+ω+ = 2ω, s♦ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s
❝♦♥s❡r✈❡❞ ❬✹✻❪✳ ❚❤❡ t✇♦ ♦✉t♣✉t ✜❡❧❞s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ✐❞❧❡r ♦✉t ♦❢ ❤✐st♦r✐❝❛❧
r❡❛s♦♥s✳ ❚❤❡ ♣✉♠♣ ✜❡❧❞ (2ω) ❝❛♥ ❜❡ r❡s♦♥❛♥t t♦ t❤❡ ❝❛✈✐t②✱ ❤♦✇❡✈❡r ❤❡r❡ ✇❡
✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❖P❖ ✇✐t❤ ♥♦♥r❡s♦♥❛♥t ✭s✐♥❣❧❡ ♣❛ss✮ ♣✉♠♣✳ ❚❤❡ ❞♦✇♥❝♦♥✈❡rs✐♦♥
♣r♦❝❡ss ♦❝❝✉rs ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✐s ♥♦t ♣❧❛❝❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❛ ❝❛✈✐t②✳ ❍❛✈✐♥❣ t❤❡
❝r②st❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ❞♦✇♥❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳
❚❤❡ ❖P❖ ✐s s❛✐❞ t♦ ✇♦r❦ ✐♥ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ r❡❣✐♠❡ ✐❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ✐❞❧❡r ✜❡❧❞s
❤❛✈❡ s❛♠❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡② ❛r❡ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✳ ❇② ❝♦♥tr❛st✱
t❤❡ ❖P❖ ✐s ♥♦♥❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ✐❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ✐❞❧❡r ✜❡❧❞s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞
❜② ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❛♥❞✴♦r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞
✐❞❧❡r ✜❡❧❞s ❡✐t❤❡r s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✭t②♣❡ ■ ❞♦✇♥❝♦♥✈❡rs✐♦♥✮ ♦r ❤❛✈❡
♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✭t②♣❡ ■■ ❞♦✇♥❝♦♥✈❡rs✐♦♥✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤❡r❡ ❛
t②♣❡ ■ ❖P❖ ♦♣❡r❛t❡❞ ✐♥ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ r❡❣✐♠❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢
❞♦✇♥❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❖P❖ ❛s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❡♥❤❛♥❝❡❞ s❡❝♦♥❞
❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭❙❍●✮ ❬✹✻❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s✿ ❙❍● ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t ♦✉t♣✉t ❢♦r ❛♥② ♥♦♥③❡r♦
♣✉♠♣ ♣♦✇❡r✳ ❇② ❝♦♥tr❛st✱ ❛♥ ❖P❖ ✭✉♥❧❡ss ✐t ✐s s❡❡❞❡❞✮ ✇✐❧❧ ♥♦t ❣✐✈❡ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t
♦✉t♣✉t ✉♥t✐❧ t❤❡ ♣✉♠♣ ♣♦✇❡r r❡❛❝❤❡s ❝❡rt❛✐♥ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐s ♣♦✇❡r ❧✐♠✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ t❤❡ ❖P❖✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❖P❖✬s ❧✐❡s ✐♥ ♦✉t♣✉t
❛❜♦✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✇❤❡r❡ ❖P❖✬s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❝♦❤❡r❡♥t s♦✉r❝❡s ♦❢ ❧✐❣❤t ♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡
s♣❡❝tr❛❧ r❛♥❣❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ s✉❜✲t❤r❡s❤♦❧❞ ❖P❖✳

✶✻
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❚❤❡ ❖P❖ ❜❡❧♦✇ t❤r❡s❤♦❧❞ s❤♦✇s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐st✐❝s✳ ❇❡❤❛✈✐♥❣ ❛s ❛ ♣❤❛s❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ❛♠♣❧✐✜❡r ❬✻✶❪ ✐t ❝❛♥ ❛♠♣❧✐❢②✴❞❡❛♠♣❧✐❢② t❤❡
q✉❛❞r❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ ♦❢ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t ✐♥♣✉t ✜❡❧❞✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥t ✐♥♣✉t ❧✐❣❤t
t❤❡ ❖P❖ ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♥♦✐s❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠
t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❛♥❞ ❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s t❤❡ s✉❜t❤r❡s❤♦❧❞
❖P❖ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❡♥t❛♥❣❧❡❞ st❛t❡s
❛♥❞ s✐♥❣❧❡✲♣❤♦t♦♥ st❛t❡s✳

✶✳✷ ❙q✉❡❡③❡❞ st❛t❡

●❡♥❡r❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣ ❛ sq✉❡❡③❡❞ st❛t❡ ✐s ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✈❡r t❤❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧t❡r❡❞ ✐♥ s✉❝❤
❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✻✱ ✻✶✱ ✹✹❪✳ ❚❤❡ t✇♦ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ t❤❡ t✇♦ q✉❛❞r❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞✳

❍❡r❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦r♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❤❛s❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♦♣❡r❛t♦r ❤❛s t❤r♦✉❣❤✲
♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s

qθ =
1√
2
(ae−iθ + a†eiθ) ✭✶✳✶✮

✇❤❡r❡ a, a† ❛r❡ ♣❤♦t♦♥ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠✲
♠✉t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥

[
a, a†] = 1 ❛♥❞ θ ✐s t❤❡ ♣❤❛s❡✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t♦r ❜❡❤❛✈❡s ❛s t❤❡

❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♦♣❡r❛t♦r ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t❡❞ ❜②
π/2✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t♦r ✈❛❧✉❡ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

[
qθ, qθ+π/2

]
= i. ✭✶✳✷✮

❚❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② r❡❧❛t✐♦♥

〈qθ,qθ〉1/2 〈
qθ+π/2, qθ+π/2

〉1/2 ≥ 1

2
✭✶✳✸✮

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡✳ ❍❡r❡ 〈qθ,qθ〉 ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r
qθ✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✳
❋♦r ❝♦❤❡r❡♥t ❛♥❞ ✈❛❝✉✉♠ st❛t❡s t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡
♣❤❛s❡ θ ❛♥❞ ❛❧✇❛②s ❡q✉❛❧ t♦ ✶✴✷✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡② ❛r❡ st❛t❡s ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✸ ✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❣✐✈❡♥
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ sq✉❡❡③❡❞ st❛t❡ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♣r♦♣❡rt②

〈qθ,qθ〉 <
1

2
✭✶✳✹✮

❢♦r t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ θ✱ ✐✳❡✳ ❛ st❛t❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
❢♦r ♦♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❢♦r ❛ ❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠
❝♦♠♣❛r✐♥❣ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♦❢ ✈❛❝✉✉♠ ❛♥❞ sq✉❡❡③❡❞ st❛t❡ ✐s s❤♦✇❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥♦r♠❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✶

✶❍❡r❡ t❤❡ 〈::〉 ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♥♦r♠❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❋♦r ♥♦r♠❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣
t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s
❛♥❞ s♦rt❡❞ s♦ t❤❛t ❛❧❧ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❧❡❢t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❉✉r✐♥❣
s♦rt✐♥❣ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ P❤❛s❡✲s♣❛❝❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❛✮ ✈❛❝✉✉♠ st❛t❡ ❛♥❞ ❜✮ sq✉❡❡③❡❞
✈❛❝✉✉♠ st❛t❡✳ ❚❤❡ ❛r❡❛ ❝♦❧♦✉r❡❞ ✐♥ ♦r❛♥❣❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✸✳

〈: qθ, qθ :〉 = 〈qθ, qθ〉 − 1/2 ✭✶✳✺✮

t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ sq✉❡❡③❡❞ st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦

〈: qθ, qθ :〉 < 0. ✭✶✳✻✮

✶✳✸ ◗✉❛♥t✉♠ ❚❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ❖P❖

❚❤❡ t❤❡♦r② ✇♦r❦ ♦♥ sq✉❡❡③✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❖P❖ ❞❛t❡s ✭❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✮
❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ✽✵✬s✳ ❚❤✐s ❛♠♣❧❡ ✇♦r❦ ✐♥❝❧✉❞❡s s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ sq✉❡❡③✐♥❣ ✐♥ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ❆♠♦♥❣ ♠❛♥② ✐♠✲
♣♦rt❛♥t ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤✐s s✉❜❥❡❝t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
✇♦r❦ ❜② ❈❛✈❡s ❬✶✸✱ ✶✹✱ ✶✺✱ ✻✵❪✱ ❜② ❲❛❧❧s ❛♥❞ ▼✐❧❧❜✉r♥ ❬✹✺❪✱ ❛♥❞ ❜② ❨✉r❦❡ ❬✼✼❪✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
❣✐✈❡♥ ❜② ❈♦❧❧❡tt ❛♥❞ ●❛r❞✐♥❡r ❬✶✻❪✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ✈❡r②
✐♥t✉✐t✐✈❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❜❛s❡ ❛❧❧ t❤❡ ❢✉rt❤❡r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ♦♥
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳

❈♦❧❧❡tt ❛♥❞ ●❛r❞✐♥❡r ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❖P❖ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♠♦❞❡ ❡♥t❡r✐♥❣
t❤❡ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

b = µa + υa†

b† = µ∗a† + υ∗a
✭✶✳✼✮

✇❤❡r❡ a, a† ❛♥❞ b, b† ❛r❡ ✭❜♦s♦♥✐❝✮ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❢✉❧✜❧❧✐♥❣
t❤❡

[
a, a†] = 1 ✱

[
b, b†

]
= 1 ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡
❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s t❤❡ ♣r❡❢❛❝t♦rs ❤❛✈❡ t♦ ♦❜❡② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

|µ|2 − |υ|2 = 1. ✭✶✳✽✮
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❚❤❡ ❖P❖ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❡♥t❡r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦✉t♣✉t
❝♦✉♣❧❡r✳ ❚❤❡ ✐♥tr❛❝❛✈✐t② ❧♦ss❡s ❛❧s♦ ❜r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ❧❡❛❦② ♠✐rr♦r ♦r ❛ ❜❡❛♠s♣❧✐tt❡r✳ ❚❤❡ ❛✭t✮ r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝r②st❛❧ ✐s ♣✉♠♣❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥st❛♥t
❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣✉♠♣ ✜❡❧❞ β✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❈♦❧❧❡tt ❛♥❞ ●❛r❞✐♥❡r ✇❡ st❛rt t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
❢r♦♠ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖P❖ ❝❛✈✐t②

ȧ = − i

~
[a, Hsys]− (k1 + k2) a +

√
2k1av1 +

√
2k2av2 ✭✶✳✾✮

✇❤❡r❡ a ❛♥❞ a† ❞❡♥♦t❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ♠♦❞❡
✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ω0✱ k1 ❛♥❞ k2 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❧♦ss r❛t❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝♦✉♣❧❡r
❛♥❞ ❞✉❡ t♦ ✐♥tr❛❝❛✈✐t② ❧♦ss❡s✱ ❛♥❞ av1 ❛♥❞ av2 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs
♦❢ t❤❡ ✭✈❛❝✉✉♠✮ ✜❡❧❞ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❞✉❡ t♦ ♦✉t♣✉t ❝♦✉♣❧❡r ❛♥❞ ✐♥tr❛❝❛✈✐t②
❧♦ss❡s✳

❚❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡❝❛② r❛t❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝♦✉♣❧❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
❛s

k1 =
T1

2τ
✭✶✳✶✵✮

✇❤❡r❡ ❚1 ✐s t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝♦✉♣❧❡r✱ ❛♥❞ τ❂(FSR)
−1

✳ ❍❡r❡ ❋❙❘
✐s t❤❡ ❢r❡❡ s♣❡❝tr❛❧ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❖P❖ ❝❛✈✐t②✳ ❲❡ ✇✐❧❧ tr❡❛t t❤❡ ✐♥tr❛❝❛✈✐t② ❧♦ss❡s
❛s ❛ ✈❛❝✉✉♠ ❧❡❛❦ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♠✐rr♦r ✭❋✐❣✳✶✳✷✮

k2 =
T2

2τ
✭✶✳✶✶✮

✇❤❡r❡ ❚2 ❛r❡ t❤❡ ✐♥tr❛❝❛✈✐t② ❧♦ss❡s✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥tr❛❝❛✈✐t② ❧♦ss❡s ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✳ ❚❤❡ ❝❛✈✐t②
❧♦ss❡s ❢♦r ❛ s❧♦✇❧② ❞❡❝❛②✐♥❣ ❝❛✈✐t② ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❬✻✱ ✺✻❪✳

❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❬✷✷❪

Hsys = ~ω0a
†a +

i~

2

(
εe−iωpt

(
a†)2 − ε∗eiωpta2

)
. ✭✶✳✶✷✮

❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❛✈✐t② ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞
t❡r♠ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣✉♠♣ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝②
ωp✳ ❍❡r❡ ε = gβ ✐s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ β ✐s t❤❡ ♣✉♠♣ ✜❡❧❞ ❛♥❞ g ✐s ❛
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❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❛❧ ❛♥❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✳
❚❤❡ ♣❤❛s❡ φ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣
✜❡❧❞ ε = g |β| eiφ✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥✐❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❣❛✐♥
♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❣❛✐♥✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡
❛♣♣❡♥❞✐❝❡s ❇✳✷ ❛♥❞ ❇✳✸✳

❆❢t❡r ✐♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✷✮ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✾ ❣❡ts t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠

ȧ = −iω0a + εe−iωpta† − (k1 + k2) a +
√

2k1av1 +
√

2k2av2. ✭✶✳✶✸✮

■♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✸ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ r♦t❛t✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡
❜② ❛♣♣❧②✐♥❣✱ a = ãe−iω0t✳ ■t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♣✐❝t✉r❡ ❜② s❤✐❢t✐♥❣ t❤❡ ③❡r♦ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ~ω0✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s

˙̃a = εe−i(ωp−2ω0)tã† − (k1 + k2) ã +
√

2k1ãv1 +
√

2k2ãv2. ✭✶✳✶✹✮

❚❤❡♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ (2π)
− 1

2

´

dteiωtã (t) = ã (ω) ✭❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ❆✳✶✮ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❋♦r ωp = 2ω0✱
t❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✸ ❛♥❞ ✐ts ❍❡r♠✐t✐❛♥ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❛r❡

−iωã (ω) = εã† (−ω)− (k1 + k2) ã (ω) +
√

2k1ãv1 (ω) +
√

2k2ãv2 (ω)

iωã† (ω) = ε∗ã (−ω)− (k1 + k2) ã† (ω) +
√

2k1ã
†
v1 (ω) +

√
2k2ã

†
v2 (ω) .

✭✶✳✶✺✮
❍❡r❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ ε t♦ ❜❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ♣✉♠♣ ❧❛s❡r ✜❧❡❞ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ s♦ t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞
t♦ ❜❡ tr❡❛t❡❞ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧②✳

❋r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✶✳✶✺ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞ ❝✐r❝✉❧❛t✐♥❣
✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t② ã (ω)

ã (ω) = (−iω + (k1 + k2))
(√

2k1ãv1 (ω) +
√

2k2ãv2 (ω)
)

B−1

+ε
(√

2k1ã
†
v1 (−ω) +

√
2k2ã

†
v2 (−ω)

)
B−1 ✭✶✳✶✻✮

✇❤❡r❡ B ✐s

B = [(k1 + k2)− iω]
2 − |ε|2 . ✭✶✳✶✼✮

❚❤✐s ✜❡❧❞ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❜② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❬✶✻❪ ✭✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t r❡❧❛t✐♦♥✮✷

√
2k1ã (ω) = ãv1 (ω) + ãout (ω) . ✭✶✳✶✽✮

❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✐♥♣✉t t♦ ♦✉t♣✉t
✜❡❧❞s✿

ãout (ω) = C1ã
†
v1 (−ω) + C2ã

†
v2 (−ω) + C3ãv1 (ω) + C4ãv2 (ω) ✭✶✳✶✾✮

✷■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✽ ✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❚1≪✶ ❛♥❞ ✐s
✈❛❧✐❞ ♦♥❧② ✉♥❞❡r t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
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✇✐t❤

C1 = 2εk1B
−1 ✭✶✳✷✵✮

C2 = 2ε
√

k1k2B
−1 ✭✶✳✷✶✮

C3 =
[
k2
1 − (k2 − iω)

2
+ |ε|2

]
B−1 ✭✶✳✷✷✮

C4 = 2
√

k1k2 ((k1 + k2)− iω) B−1. ✭✶✳✷✸✮

❋r♦♠ ❤❡r❡ ♦♥ ❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ r❛t❡s ❛r❡ s❝❛❧❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❧✐♥❡✇✐❞t❤ δν =
k1 + k2✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ❛r❡✿ Ω = ω (k1 + k2)

−1
✱ η = k1 (k1 + k2)

−1
✱

1 − η = k2 (k1 + k2)
−1

✱ µ = ε (k1 + k2)
−1

✳ P❛r❛♠❡t❡rs η ❛♥❞ µ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧②
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r η ✐s t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝❛✈✐t② ❡s❝❛♣❡
❡✣❝✐❡♥❝②✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐t ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t
❝♦✉♣❧❡r ❛♥❞ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥tr❛❝❛✈✐t② ❧♦ss❡s ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦✉t♣✉t ❝♦✉♣❧❡r η = T1 (T1 + T2)

−1
✳ P❛r❛♠❡t❡r µ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡

♣✉♠♣ ✜❡❧❞ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♣✉♠♣ ✜❡❧❞ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r r❡❛❝❤✐♥❣
t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ µ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ♣✉♠♣

♣♦✇❡r t♦ t❤r❡s❤♦❧❞ ♣♦✇❡r µ =
√

PpumpP
−1
th ✳

❚❤❡ ♦✉t♣✉t ✜❡❧❞ ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ s❝❛❧❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s

ãout (ω) = f1ãv1 (ω) + f2ã
†
v1 (−ω)

+ f3ãv2 (ω) + f4ã
†
v2 (−ω) ✭✶✳✷✹✮

✇✐t❤

f1 =
(
η2 − (1− η − iΩ)

2
+ |µ|2

)
A−1 ✭✶✳✷✺✮

f2 = 2ηµA−1 ✭✶✳✷✻✮

f3 = 2
√

η (1− η) (1− iΩ) A−1 ✭✶✳✷✼✮

f4 = 2µA−1
√

η (1− η) ✭✶✳✷✽✮

A = (1− iΩ)
2 − |µ|2 . ✭✶✳✷✾✮

❚❤❡ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❖P❖ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ✉s✐♥❣ ❛
❤♦♠♦❞②♥❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr② ❬✻✶✱ ✼✸❪ ✇❤❡r❡ ♦✉r ♦✉t♣✉t ✜❡❧❞ ãout (ω) ✐s ♠✐①❡❞
✇✐t❤ t❤❡ str♦♥❣ ❝♦❤❡r❡♥t ❜❡❛♠ ❝❛❧❧❡❞ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✭▲❖✮✳ ❚❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ t❤❡
t✇♦ ✜❡❧❞s ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❬✻❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✐❣❤t ❜❡❛♠ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢
t❤❡ t✇♦ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✜❡❧❞s ✐s s♣❧✐t ✐♥ t✇♦ ❛♥❞ s❡♥t ♦♥t♦ t✇♦ ❞❡t❡❝t♦rs✳ ❚❤❡
❝✉rr❡♥ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡s❡ t✇♦ ❞❡t❡❝t♦rs ❛r❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② s✉❜tr❛❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❢❡❞ ✐♥t♦ ❛ s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❛❧②s❡r t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ■♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❛❧②s❡r✳

❚❤❡ ♦✉t♣✉t ❝✉rr❡♥t ❛❢t❡r s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❤♦t♦❞❡t❡❝t♦r s✐❣♥❛❧s ✐s
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♣❤♦t♦♥ ❝♦✉♥t✐♥❣ r❛t❡ ❬✻✶❪

∆Idet ∝ 〈nD1 (t)〉 − 〈nD2 (t)〉 ∝ βLO 〈qθ (t)〉 =
βLO√

2

〈
ãoute

−iθ + ã†
oute

iθ
〉

.

✭✶✳✸✵✮
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❚❤❡ nD1 ❛♥❞ nD2 ❛r❡ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❝♦✉♥t✐♥❣ r❛t❡s ❛t t❤❡ t✇♦ ❞❡t❡❝t♦rs✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r βLO s♦ t❤❛t t❤❡
s✐❣♥❛❧ ❛♣❧✐t✉❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛♥②♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞
✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ ❜✉t ♦♥❧② ✐♥ ✐ts r❡❧❛t✐♦♥ t♦ q✉❛♥t✉♠ ♥♦✐s❡✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❣❧❡❝t t❤✐s ❝♦♥st❛♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❢❛❝t♦r✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❧❡❛✈❡
♦✉t t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❢❛❝t♦r s✐♥❝❡ ❧❛t❡r ♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✳

❚❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤✐s s✐❣♥❛❧ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❛❧✲
②s❡r✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❑❤✐♥❝❤✐♥✕❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ✭❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❲✐❡♥❡r✕❑❤✐♥❝❤✐♥✮ t❤❡✲
♦r❡♠ t❤✐s s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧✱ ✐✳❡✳

1

2
S (ω) =

1√
2π

ˆ 〈
q†θ (t) , qθ (t + τ)

〉
eiωτdτ. ✭✶✳✸✶✮

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ s♣❡❝tr✉♠ S (ω) ✭✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t♦r ✶✴✷ ❞✉❡
t♦ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✮✳ ■t ✐s ❞✐r❡❝t❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❛❧②s❡r ✭✉♣ t♦ t❤❡
❛❜♦✈❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❢❛❝t♦r sq✉❛r❡❞✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ s♣❡❝tr✉♠ S (ω)
❢♦r t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ st❛t❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❜② ❜❧♦❝❦✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥♣✉t ♦❢
t❤❡ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t②
❢❛❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❛❧②s❡r ❛♥❞ t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣
s♣❡❝tr✉♠ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❉✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ sq✉❡❡③❡❞ ✐♥♣✉t ❜② t❤❡
s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ✈❛❝✉✉♠ ✐♥♣✉t ♦♥❧②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣
s♣❡❝tr✉♠ S (ω)✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✸✶ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✭t❡♠♣♦r❛❧✮ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈✐✲
❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✐ts ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡
✇✐❧❧ ♦♥❧② ❣✐✈❡ ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ S (ω) ❛t ✈❛❧✉❡ ω = 0 ✇❤❡r❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♠❡❛s✉r❡✳
■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t qθ (t)) ✐s ❛ r❛♥❞♦♠❧② ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
✈❛❧✉❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ t✐♠❡✱ ✐✳❡✳ ✐t ✐s ❛ st❛t✐♦♥❛r② r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡♥
❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ qθ (t)) ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❛❝❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✶✳✸✶ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
❬✹✹❪

〈
q̃†θ(ω), q̃θ(ω

′)
〉

=
1

2π

¨ 〈
q†θ(t), q̃θ(t

′)
〉

e−iωt eiω′t′ dt dt′ ✭✶✳✸✷✮

✇✐t❤ t′ = t + τ ✇❡ ❞❡r✐✈❡

〈
q̃†θ(ω), q̃θ(ω

′)
〉

=
1√
2π

ˆ

dt ei(ω′−ω)t 1√
2π

ˆ 〈
q†θ(t), q̃θ(t + τ)

〉
eiω′τdτ

=
1√
2π

ˆ

dt ei(ω′−ω)t S(ω′)

= δ(ω − ω′) S(ω). ✭✶✳✸✸✮

✇✐t❤ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ qθ (t)) ❜❡✐♥❣

q̃θ (ω) =
1√
2

(
ã (ω) e−iθ + ã† (−ω) eiθ

)
= F [qθ (t)] . ✭✶✳✸✹✮

❲❡ ♥♦✇ ✇❛♥t t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✭t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✺✮ ✉s✐♥❣

〈
q̃†θ (ω) , q̃θ (ω′)

〉
=
〈
: q̃†θ (ω) , q̃θ (ω′) :

〉
+

1

2
δ (ω − ω′) ✭✶✳✸✺✮
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s♦ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✸✸ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦

〈
: q̃†θ (ω) , q̃θ (ω′) :

〉
=

1

2
(S (ω)− 1) δ (ω − ω′) . ✭✶✳✸✻✮

❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♥♦♥✲♣❡r❢❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭q̃θ (ω)→ √ηdetq̃θ (ω)✮
t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✸✻ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ t♦

ηdet

〈
: q̃†θ (ω) , q̃θ (ω′) :

〉
=

1

2
(S (ω)− 1) δ (ω − ω′) . ✭✶✳✸✼✮

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ sq✉❡❡③✐♥❣ s♣❡❝tr✉♠ S (ω) ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦r♠❛❧❧②
♦r❞❡r❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ qθ (ω)✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ qθ (ω)✭❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✸✹✮ t❤❡ ♥♦r♠❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
✐s

〈
: q̃†θ (ω) , q̃θ (ω′) :

〉
=

1

2

〈
ã†

out (−ω′) , ãout (−ω)
〉

+
1

2

〈
ã†

out (ω) , ãout (ω′)
〉

+
1

2
〈ãout (−ω) , ãout (ω′)〉 e−2iθ

+
1

2

〈
ã†

out (ω) , ã†
out (−ω′)

〉
e2iθ. ✭✶✳✸✽✮

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❝♦r✲
r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ +ω ❛♥❞ −ω t❡r♠s✳ ❉✉❡ t♦ t❤✐s ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ r❡❞✉❝✲
t✐♦♥ ♦❢ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✭t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣✮ ❝♦♠❡s ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡✭❛♥t✐✲
✮❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐❞❡❜❛♥❞s ω ❛♥❞ ✲ω ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❧✐❣❤t✳ ■❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②
✐♥♣✉t st❛t❡s ❛r❡ ❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡s ♦r ❛s ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✈❛❝✉✉♠ st❛t❡s t❤❡✐r ♥♦r♠❛❧❧②
♦r❞❡r❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛✈❡s t❤❡ ❛♥t✐✲
♥♦r♠❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ t❡r♠s ♦❢ ãv1 ❛♥❞ ãv2 ❛s ♦♥❧② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧❧②
♦r❞❡r❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✜❡❧❞

〈
ã†

out (−ω′) , ãout (−ω)
〉

=
〈
ã†

out (ω) , ãout (ω′)
〉

= 0 ✭✶✳✸✾✮

〈
ã†

out (ω) , ãout (ω′)
〉

=
(
|f2|2 + |f4|2

)
δ
(
ω − ω

′

)
✭✶✳✹✵✮

〈ãout (−ω) , ãout (ω′)〉 =
(〈

ã†
out (ω) , ã†

out (−ω′)
〉)∗

✭✶✳✹✶✮

〈
ã†

out (ω) , ã†
out (−ω′)

〉
= f∗

1 (ω) f∗
2

(
−ω

′

)
δ
(
ω − ω

′

)

+f∗
3 (ω) f∗

4

(
−ω

′

)
δ
(
ω − ω

′

)
.

✭✶✳✹✷✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✶✳✸✾ ✲ ✶✳✹✷ ✇❡ ❣❡t t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ s♣❡❝tr✉♠

1

2
(S (ω)− 1) δ (ω − ω′) =

1

2
ηdet

{(
f∗
1 (ω) f∗

2 (−ω)
′

+ f∗
3 (ω) f∗

4

(
−ω

′

))

+ 2
(
|f2|2 + |f4|2

)}
δ
(
ω − ω

′

)
. ✭✶✳✹✸✮
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ sq✉❡❡③✐♥❣ ♣❧♦tt❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣✉♠♣ ♣♦✇❡r
❡q✉❛❧ t♦ ❤❛❧❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡ ❝❛✈✐t② ❡s❝❛♣❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✾✵✪✳
❚❤❡ r❡❞ ❛♥❞ ❣r❡❡♥ ❝✉r✈❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛♥t✐sq✉❡❡③✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ sq✉❡❡③✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥t✐sq✉❡❡③✐♥❣ ✐s π/2✳

❖❜✈✐♦✉s❧② t❤❡ δ✲ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r ♦♥ t❤❡ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡
❧❡❢t ♦✉t✳

❘❡✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✹✸ ✇❡ t❤✉s ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡
sq✉❡❡③✐♥❣ s♣❡❝tr✉♠

S(Ω) = 1 + 4η |µ| ηdet

(
2 |µ|+

(
1 + Ω2 + |µ|2

)
cos (2θ − φ)

)
|A|−2

. ✭✶✳✹✹✮

❚❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ s♣❡❝tr✉♠ S(Ω) ✇❛s ✜rst s❤♦✇♥ ❜② ❬✺✵❪ ❛♥❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥
❬✹✹❪✳

❚❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ s♣❡❝tr✉♠ S(Ω)❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣ ✜❡❧❞ φ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ 2θ✳ ▼❛①✐♠✉♠ sq✉❡❡③✐♥❣ ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r 2θ = φ + π ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s

S(Ω) = 1− 4η |µ| ηdet

(1 + |µ|)2 + Ω2
✭✶✳✹✺✮

✇❤✐❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥t✐sq✉❡❡③✐♥❣ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r 2θ = φ ✇✐t❤

S(Ω) = 1 +
4η |µ| ηdet

(1− |µ|)2 + Ω2
. ✭✶✳✹✻✮

❚❤❡s❡ t✇♦ ❡①tr❡♠❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✸ ❢♦r ♣❡r❢❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②
ηdet = 1✱ ❡s❝❛♣❡ ❡✣❝✐❡♥❝② η = 0.9 ❛♥❞ ♣✉♠♣ ♣❛r❛♠❡t❡r µ =

√
1/2✳
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❈❤❛♣t❡r ✷

Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❙q✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ❖P❖ ❛s ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥❝❧❛ss✐✲
❝❛❧ ❧✐❣❤t✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
s❡t✲✉♣✳ ❋✐rst✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ✇❡ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❝r✐t❡r✐❛ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤✐s
✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛♥❞ ♦♣t✐③❡❞ ❢♦❝✉s✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ❝r②st❛❧
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❤✐❣❤ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛✈♦✐❞ t❤❡r♠❛❧
❧❡♥s✐♥❣✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❧♦ss❡s ❡✳❣✳ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❣r❛②✲tr❛❝❦✐♥❣ ❛r❡ ❞✐ss❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ✇❡ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r s②st❡♠✳ ❍❡r❡✱
t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❧♦❝❦✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✇❤✐❝❤ ❡♠♣❧♦②s ❛ P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r s②♥✲
t❤❡s✐③❡❞ ♦♥ ❛ ✜❡❧❞✲♣r♦❣r❛♠♠❛❜❧❡ ❣❛t❡ ❛rr❛② ✭❋P●❆✮✳ ❚❤✐r❞✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ✇❡
❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ sq✉❡❡③❡❞
❧✐❣❤t✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❖P❖
❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❛♣♣❛r❛t✉s ❛s ❛ ✇❤♦❧❡ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ♦✉r sq✉❡❡③✐♥❣ r❡s✉❧ts✳

✷✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②

❚❤❡ ❖P❖ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✉s❡s t②♣❡ ■ ❞♦✇♥❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐s ♦♣❡r❛t❡❞
✐♥ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ r❡❣✐♠❡✳ ■t ✐s r✉♥♥✐♥❣ s✉❜t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
sq✉❡❡③❡❞ ✈❛❝✉✉♠✳ ❚❤❡ ❝❛✈✐t② ✐s ❞♦✉❜❧② r❡s♦♥❛♥t ✭t♦ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ✐❞❧❡r ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡✮ ❛♥❞ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♥❛rr♦✇❜❛♥❞ s♦✉r❝❡ ♦❢ r✉❜✐❞✐✉♠✲✽✼
r❡s♦♥❛♥t sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t✳

✷✳✶✳✶ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❣❡♦♠❡tr②✳ ❇❛♥❞✇✐❞t❤

❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠s ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❝❛♥
❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❆❇❈❉ ♠❛tr✐❝❡s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❬✹✻❪✳ ❚❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❜❡❛♠s ✐♥
t❤❡ ❝❛✈✐t② ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❜❡❛♠ ♣❛r❛♠❡t❡r q✱

1

q
=

1

R
− iλ

πw2
✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ R ✐s t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✱ λ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ w t❤❡
❜❡❛♠ s♣♦t s✐③❡✳❚❤❡ ♠♦❞❡s r❡s♦♥❛♥t t♦ t❤❡ ❝❛✈✐t② r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ✐♥ r❛❞✐✉s
♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛♥❞ ❜❡❛♠ s♣♦t s✐③❡ ❛❢t❡r ♦♥❡ r♦✉♥❞ tr✐♣✳ ❚❤✐s st❛t❡♠❡♥t ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r
❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ♣❛t❤ ✐♥ t❤❡ st❛❜❧❡ ❝❛✈✐t②✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✱ t❤❡ q ♣❛r❛♠❡t❡r
♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿

✷✻



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ P❘❖❉❯❈❚■❖◆ ❖❋ ❙◗❯❊❊❩❊❉ ▲■●❍❚ ✷✼

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❛✮ ❲❛✐st s✐③❡ w0 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝✉r✈❡❞ ♠✐rr♦rs
d✳ ❚❤❡ ❝❛✈✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡✿ r❛❞✐✉s ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦rs ✐s ♦❢ ✶✵✵♠♠✱
❝❛✈✐t② ❧❡♥❣❤t l = 0.6 m✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ d ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐rr♦rs ♦❢ ✶✶✱✺ ❝♠ ❞✉❡ t♦
t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♦❢ ♥❂✶✳✼✺ ②✐❡❧❞s ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛t❤ ♦❢ ✶✷✱✷✺ ❝♠
❡✛❡❝t✐✈❡❧②✳ ❜✮ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❖P❖ s❤♦✇✐♥❣ ✐ts ❜♦✇✲t✐❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ r❡✢❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❚❂✼✳✽✪ ♦✉t♣✉t ❝♦✉♣❧❡r✳

q =
A q + B

C q + D
✭✷✳✷✮

✇❤❡r❡ ❆✱ ❇✱ ❈ ❛♥❞ ❉ ❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❆❇❈❉ ♠❛tr✐① ❢♦r ♦♥❡ r♦✉♥❞
tr✐♣ ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳

❚❤❡ ❝r②st❛❧ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❛t ❤❛❧❢ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧
♠✐rr♦rs✳ ❚❤✐s ✇❛② t❤❡ ❧✐❣❤t ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧✳ ❚❤❡ r❛❞✐✉s
♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛t t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ✐t ❡❛s② t♦
❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✇❛✐st ✭t❤❡ s♣♦t s✐③❡ ❛t t❤❡ ❢♦❝✉s✮ w0 ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ q ♣❛r❛♠❡t❡r ❛t
t❤❡ ❢♦❝✉s

w0 =

√
λ q

π
. ✭✷✳✸✮

❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✐st ❢♦r ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❧❛t❡r
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✳

❚❤❡ ❆❇❈❉ ♠❛tr✐① ❢♦r ❛ ❝❛✈✐t② r♦✉♥❞ tr✐♣ st❛rt✐♥❣ ❤❛❧❢ ✇❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
r❡s♦♥❛t♦r s♣❤❡r✐❝❛❧ ♠✐rr♦rs ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

M = Md/2 MR Ml−d MR Md/2. ✭✷✳✹✮

❚❤❡ MR ✐s t❤❡ ❆❇❈❉ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♠✐rr♦r ✇✐t❤ r❛❞✐✉s ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡
R ❛♥❞ Md/2, Ml−d ❛r❡ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r ❢r❡❡ s♣❛❝❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❧❡♥❣t❤
d/2 ❛♥❞ l− d✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❍❡r❡ l ✐s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❖P❖ ❛♥❞ d ✐s t❤❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♠✐rr♦rs ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶❜✳ ❚❤❡ ❆❇❈❉
♠❛tr✐❝❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✹✻✱ ✺✻✱ ✸✽❪✳

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❝❛✈✐t② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡
st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ −1 < 1

2 (A + D) < 1 ❬✸✽❪ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛♥② ♦♣t✐❝❛❧ r❡s♦♥❛t♦r✳ ■♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦✉r ❝❛✈✐t② t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s 0 < l − d(l − d)R−1 < R ✳

❖✉r ❖P❖ ❝❛✈✐t② ✐s ❛ ✻✵ ❝♠ ❧♦♥❣ r❡s♦♥❛t♦r ✐♥ ❛ ❜♦✇✲t✐❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
r❛❞✐✉s ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♠✐rr♦rs ✐s ❘❂✶✵ ❝♠✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♠✐rr♦rs ✐s ✶✶✳✺ ❝♠ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ❜❡❛♠ ✇❛✐st ✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♦❢ ✹✷µ♠✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❚❤❡ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣t② ✭✐✳❡✳✱✇✐t❤♦✉t ❝r②st❛❧✮ ❖P❖ ❝❛✈✐t② ✇✐t❤
t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❜❡❛♠s ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ✐t✳

❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✐st s✐③❡ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝✉r✈❡❞ ♠✐rr♦rs ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✶❛✳ ❲❡ ❝❤♦s❡ t❤❡ ✇❛✐st s✐③❡ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❜♦t❤
t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞
✐♥st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✳ ❚❤❡ ❝❛✈✐t②
r♦✉♥❞ tr✐♣ t✐♠❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ τ = (l + d) c−1 ✇❤❡r❡ c ✐s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✳ ❚❤❡
❢r❡❡ s♣❡❝tr❛❧ r❛♥❣❡ ✭❋❙❘✮ ✐s ❞✉❡ t♦ ❝❛✈✐t② ❧❡♥❣t❤ ✭✻✵ ❝♠✮ ❋❙❘❂τ−1❂✺✵✵▼❍③✳
❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❖P❖ ❝❛✈✐t② ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ✐s δν = 8▼❍③ ❢✉❧❧ ✇✐❞t❤ ❤❛❧❢ ♠❛①✐♠✉♠
✭❋❲❍▼✮✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❖P❖ ❝❛✈✐t② ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶❜✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷
✐s s❤♦✇s t❤❡ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ❖P❖ ❝❛✈✐t②✳

✷✳✶✳✷ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❝r②st❛❧

❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② t❤❡ ✜❡❧❞s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐✉♠ s❤♦✉❧❞ s❛t✐s❢② t❤❡ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ∆k = 0✱ ✇❤❡r❡ k ✐s
t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r✳ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✜❡❧❞s ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s♦
t❤❛t t❤❡ ❞♦✇♥❝♦♥✈❡rt❡❞ ❧✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✲
t❡r❢❡r❡ ❞❡str✉❝t✐✈❡❧②✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ✇❛② t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s t♦ ✉s❡
❛ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥t ❝r②st❛❧ ❛s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐✉♠✳ Pr♦♣❡r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥t
❝r②st❛❧ ❝✉t ❝❛♥ ♠❛t❝❤ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✜❡❧❞s t♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡
♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❋✐♥❡ t✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ♣❤❛s❡s ✐s ✉s✉❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞
❜② ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
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∆k = k2ω − 2kω =
2ω

c
(n2ω(ω2ω, T )− nω(ωω, T )). ✭✷✳✺✮

❍❡r❡ ω ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t✱ T t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ n t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥t ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ s✉✛❡rs s❡✈❡r❛❧ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s✳ ■❢
t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✜❡❧❞s s✉✛❡r s♣❛t✐❛❧ ✇❛❧❦✲♦✛ ✇❤✐❝❤ ❧✐♠✐ts t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ♦❢
t❤❡ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ❞❡t❡r✐♦r❛t❡s t❤❡ ❜❡❛♠ q✉❛❧✐t②✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s
❝r✐t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ t♦ t❤❡ t✐❧t
♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❢♦r s♦♠❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡
♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❚❤❡ ❧✐❣❤t ✐♥❞✉❝❡❞ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ✐♥ s❡❝✲
♦♥❞ ♦r❞❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ PNL

i = ε0

∑
dijkEjEk

❬✹✻❪✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤✐s s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✐s
❝♦♠♠♦♥❧② ❝❛❧❧❡❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❛r❡
❛❧✇❛②s ♣r❡s❡♥t ❜✉t ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐rr❡❧❡✈❛♥t✳ ❚❤❡ t❡♥s♦r dijk ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♥♦♥❧✐♥✲
❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r✳ ❙✐♥❝❡ ❊j ❛♥❞ ❊k ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r♠✉t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ Pi

t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ✸×✻ ♠❛tr✐①✿




PNL
x

PNL
y

PNL
z


 = ε0




d11 d12 d13 d14 d15 d16

d21 d22 d23 d24 d25 d26

d33 d32 d33 d34 d35 d36


×




E2
x

E2
y

E2
z

2EyEz

2ExEz

2ExEy




. ✭✷✳✻✮

❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ dij ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②
❛❧♦♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ♦❢t❡♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥t ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

■♥ ❝❛s❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ♥♦t ❢✉❧✜❧❧❡❞ t❤❡ ✜❡❧❞s ✇✐❧❧ s✉✛❡r ♣❤❛s❡ ♠✐s✲
♠❛t❝❤ ♦❢ π ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ LC ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡♥❣t❤✱

LC =
2π

∆k
. ✭✷✳✼✮

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣❤❛s❡ ♠✐s♠❛t❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❡①♣❧❛✐♥❡❞
✐♥ ❬✹✻❪✳

❖♥❡ ❝❛♥ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✉s✐♥❣ ♣❡r✐✲
♦❞✐❝❛❧❧② ♣♦❧❡❞ ❝r②st❛❧s ❛♥❞ q✉❛s✐✲♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❛s s✉❣❣❡st❡❞
✐♥ ✻✵✬s ❬✹✱ ✷✶❪✱ ❜✉t st❛rt❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ②❡❛rs ❛❣♦✳
❚❤❡ q✉❛s✐✲♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

∆k = k2ω − 2kω − kpp =
2ω

c
(n2ω(ω2ω, T )− nω(ωω, T )− kpp(T )) ✭✷✳✽✮

✇❤❡r❡ kpp(T ) ✐s ❛ ♣♦❧✐♥❣✲✐♥❞✉❝❡❞ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳
◗✉❛s✐ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s♣❛t✐❛❧ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡

✉s✐♥❣ ❛ ❉❈ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✲
✉r❡ ✷✳✶✳✷✳❛✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝r②st❛❧s✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❛✮ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣♦❧✐♥❣✿ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ♦❢ ❛ t❡♠✲
♣♦r❛r✐❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❉❈ ✜❡❧❞ t❤❡ ❜✉❧❦ ❝r②st❛❧ ❢♦r♠s ③♦♥❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
❝r②st❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❢❛✈♦✉r✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ❝♦rr❡❝t ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❜✮ P♦✇❡r ❝♦♥✲
✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✈s✳ ❝r②st❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s ♦❢ ♠♦❞❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✿
❜❧❛❝❦ ✲ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥t ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣❀ r❡❞ ✲ q✉❛s✐ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣❀ ②❡❧❧♦✇ ✲ ♥♦
♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❬✸❪✳

♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝r②st❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ +dij t♦ −dij

✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ ✷▲C ✳ ❍❡r❡ dij ✐s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡r✐✈❡❞
❢r♦♠ ✷✳✻ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜❡❧❞ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s
✇❛② ♦♥❡ ❝❛♥ s②♥t❤❡s✐s❡ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝r②st❛❧ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②
♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ♣♦❧❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐❧❧ ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ dij ❛♥❞
❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ✭❬✸❪✮

d(z) = dijs✐❣♥[❝♦s(
2πz

Λ
)] = dij

m=∞∑

m=−∞
Gmeikmz ✭✷✳✾✮

Gm =
2

mπ
s✐♥
(mπ

2

)
✭✷✳✶✵✮

km =
2πm

Λ
✭✷✳✶✶✮

✇❤❡r❡ Λ ✐s t❤❡ ♣♦❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❡q✉❛❧ t♦ ✷▲c✱ ❛♥❞ km = 2πmΛ−1 ✐s ❡q✉❛❧ t♦
t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ kpp✱ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✽✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② d (z) s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✾ ❧✐♥❦s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦❡✣❝✐❡♥t
♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ♣♦❧❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❢♦r t❤❡ ❜✐r❡❢r✐❣❡♥t ❝r②st❛❧
♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡♥❣t❤

deff (L) =
2

π
dij . ✭✷✳✶✷✮

❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ t❤❡ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥t ❛♥❞ q✉❛s✐ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳✷✳❜✳

❋r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛t ❧♦✇ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s s✉✛❡r ❢r♦♠ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛❞❡✲
q✉❛t❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❈♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢r♦♠ ■❘
t♦ ❯❱ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛ ✐s ♣♦t❛ss✐✉♠ ♥✐♦❜❛t❡ ✭❑◆❜❖3✮✳ ❋♦r t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ✇❡
✉s❡ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ ❑◆❜❖3 ✐s ♥♦t ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ tr❛♥s♣❛r❡♥❝② r❛♥❣❡
✐s ♥♦t ✇✐❞❡ ❡♥♦✉❣❤ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇✐t❤ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢
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❇❇❖ ❑◆❜❖3 ❑❚P ▲❇❖ ❇■❇❖ PP❑❚P

❚r❛♥s♣❛r❡♥❝②

r❛♥❣❡ ❬♥♠❪
✶✾✵✲✸✺✵✵ ✹✵✵✲✹✺✵✵ ✸✺✵✲✹✺✵✵ ✶✻✵✲✷✻✵✵ ✷✽✽✲✷✺✵✵ ✸✺✵✲✹✺✵✵

❞eff ❬♣♠✴❱❪ ✷✳✵✵ ♥♦ ♠❛t❝❤ ♥♦ ♠❛t❝❤ ✵✳✼✹ ✸✳✼✹ ✾✳✽

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣❛r❡♥❝② r❛♥❣❡ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❢♦r ❜✐r❡❢r✐♥✲
❣❡♥t ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ♣♦❧❡❞ ❝r②st❛❧s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥
❢r♦♠ ❯❱ t♦ ■❘ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❞eff ❢♦r ❇❇❖✱ ❑◆❜❖3✱ ❑❚P✱
▲❇❖ ❇■❇❖ ❛♥❞ PP❑❚P ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✶✽✱ ✺✶✱ ✼✶✱ ✺✺✱ ✷✻✱ ✹✷❪✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ tr❛♥s♣❛r❡♥❝② r❛♥❣❡s ❢♦r ❇❇❖✱ ❑◆❜❖3✱
❑❚P✱ ❇■❇❖✱ ▲❇❖ ❛♥❞ PP❑❚P ✇❡r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✹✸✱ ✺✸✱ ✼✶✱ ✷✼✱ ✼✷✱ ✹✷❪✱ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ r❛♥❣❡s s❤♦✇♥ ❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t ❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ♦✉r ❝❛s❡ s✐♥❝❡ ♦✉r ❝r②s✲
t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ✐s ✶✵♠♠ ❛♥❞ t❤❡s❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
♦♥ t❤✐♥ ❝r②st❛❧s ✭♣✉❧s❡❞ ❛♥❞ ✉❧tr❛✲❢❛st ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡st ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②
s❤♦✇❡❞ ❤❡r❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❢♦r ♦✉r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ✐s t❤❡ PP❑❚P ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢
✾✳✽ ♣♠✴❱✳

✐ts tr❛♥s♣❛r❡♥❝② r❛♥❣❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❑◆❜❖3 ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❡✛❡❝t ❝❛❧❧❡❞ ❜❧✉❡
❧✐❣❤t ✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥❢r❛r❡❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✭❇▲■■❘❆✮ ❬✺✸❪✳ ❇❡t❛ ❜❛r✐✉♠ ❜♦r❛t❡ ✭❇❇❖✮ ✐s
tr❛♥s♣❛r❡♥t ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡r r❛♥❣❡ t❤❛♥ ❑◆❜❖3 ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t ♦✉r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❜✉t ✐t ❤❛s ❧♦✇ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✶✮✳ ❉✉❡ t♦ ✐ts
✇✐❞❡ tr❛♥s♣❛r❡♥❝② r❛♥❣❡ ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✶✮✱ ♣♦t❛ss✐✉♠ t✐t❛♥②❧ ♣❤♦s♣❤❛t❡ ✭❑❚P✮ ✇♦✉❧❞
❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❛t❡r✐❛❧ ❢♦r ✉s✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛st t❤r❡❡ ❞❡❝❛❞❡s t❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧
❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❙❍● ❛♥❞ ❖P❖ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡
❜✉❧❦ ❑❚P ❞♦❡s ♥♦t ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ✼✾✺ ♥♠✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱
❑❚P ❡①❤✐❜✐ts ❤✐❣❤ ❞33♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❛♥❞ ❜❡✐♥❣ ❛ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝r②st❛❧ ✐t ❝❛♥ ✉♥✲
❞❡r❣♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♣♦❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣♦❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦♥ ❑❚P ❤❛s ❡♥❛❜❧❡❞ t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❛t s❤♦rt ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✳

❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② t❡♥s♦r ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❦ ❑❚P ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

dKTP
ijk [pm/V ] =

∣∣∣∣∣∣

0 0 0 0 1.95 0
0 0 0 3.9 0 0

1.95 3.9 15.3 0 0 0

∣∣∣∣∣∣
. ✭✷✳✶✸✮

❚❤❡ ❝r②st❛❧ ✇❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❘❛✐❝♦❧✳ ■t ✇❛s
♣♦❧❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ t♦ t②♣❡ ■ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞♦✇♥❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢r♦♠ ✸✾✼ ♥♠
t♦ ✼✾✺ ♥♠ ❧✐❣❤t✳ ❚❤❡ ❝r②st❛❧ ❧❡♥❣t❤ ✐s ✶✵♠♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✶×✸♠♠✳
P❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇❛s ♠❛❞❡ ❢♦r ❧✐❣❤t ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❩ ❛①✐s✳
❈r②st❛❧ ❡♥❞ ❢❛❝❡s ✇❡r❡ ❛♥t✐r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❛t❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ■❘ ❛♥❞ ❯❱✳ ❚❤❡ ♣♦❧✐♥❣
♣❡r✐♦❞ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❙❡❧❧♠❡✐❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✼✶✱ ✸✻❪

n2
z(λ) = 2.3136 +

1.00012

1− ( 238.31 nm
λ )2

− (
λ

7717 nm
)2 ✭✷✳✶✹✮

✇❤❡r❡ λ ✐s t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜❡❛♠✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✹ ❣✐✈❡s t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢ ✸✳✷µ♠✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢
t❤❡ ♣♦❧✐♥❣ ♠❛s❦ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✇♦r❦✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✐s
s❤♦✇♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♣❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡
♦♣t✐♠✉♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✷✺o❈✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✐s st❛❜❧✐s❡❞
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❈♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐❣❤t ♣r♦❞✉❝❡❞✮ ♦❢ ♦✉r
PP❑❚P ❝r②st❛❧ ✈s✳ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s ❝✉r✈❡ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✺♠❲ ✼✾✺ ♥♠
❜❡❛♠ ❢❡❞ ✐♥t♦ ❖P❖ ❝❛✈✐t② ✇✐t❤ ❝❛✈✐t② ♠♦❞❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝❧♦s❡ t♦ ✾✵✪✳ ❚❤❡ r❡❞
❧✐❣❤t ✇❛s ✉♣❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❜❧✉❡ ✸✾✼♠❲ ❧✐❣❤t✳ ❚❤❡ ②✲❛①✐s s❤♦✇s t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡
♣r♦❞✉❝❡❞ s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❜❧✉❡ ❧✐❣❤t✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜❛s❡❞
♦♥ ❛ ❢♦✉r ✇✐r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦♥ ❛ P❚✶✵✵ s❡♥s♦r✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥
❡✣❝✐❡♥❝② ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✷✺o❈✳

t♦ ✷✺o❈ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥✲❧♦♦♣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♥tr♦❧ ❝✐r❝✉✐t
✐s ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❲❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s ✭❍❚❈✶✺✵✵✮✳

✷✳✶✳✸ ❖♣t✐♠❛❧ ❢♦❝✉s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❧❡♥s✐♥❣

❚❤❡ ❙❍● ❡✣❝✐❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞s ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜❡❛♠
❬✹✻❪✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❡①❝❡ss ✐♥ ♣♦✇❡r ❛♥❞ str♦♥❣ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♠✐❣❤t ❧❡❛❞ t♦ ❤❡❛t✐♥❣
❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ str♦♥❣ ❢♦❝✉s✐♥❣ s❤♦rt❡♥s t❤❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧
♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛✉s✐♥❣ ❢❛st ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧✳ ■♥ ✶✾✻✹✱
❇♦②❞ ❛♥❞ ❑❧❡✐♥♠❛♥ ❬✶✷❪ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♥✲
✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦❝✉s✐♥❣ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥

ξ = 2.84 =
lp
bc

✭✷✳✶✺✮

✇❤❡r❡ lp ✐s ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛t❤ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❛♥❞ bc ✐s t❤❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧
♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✇❛✐st s✐③❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

w2
opt =

nωLλ

2π2.84
✭✷✳✶✻✮

✇❤❡r❡ ▲ ✐s t❤❡ ❝r②st❛❧ ❧❡♥❣t❤✳ ❋♦r ♦✉r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✼✾✺ ♥♠ ❛♥❞ t❤❡ PP❑❚P ❝r②s✲
t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ L = 10♠♠ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✇❛✐st ✐s wopt❂✷✽µ♠✳ ❇♦②❞ ❛♥❞ ❑❧❡✐♥♠❛♥
♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦❝✉s✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡✣✲
❝✐❡♥❝②✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❞✐r❡❝t❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❚❤❡ ❇♦②❞ ❛♥❞ ❑❧❡✐♥♠❛♥ h(σ, ξ) ❢✉♥❝t✐♦♥ s❤♦✇✐♥❣ ✭❝♦❧♦r❡❞ r❡❞✮ t❤❡
❛r❡❛ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥

h(σ, ξ) =
1

2
√

πξ

ˆ ∞

−∞
e−4s2

∣∣∣∣∣

ˆ ξ

−ξ

eiστ

1 + iτ
dτ

∣∣∣∣∣

2

ds. ✭✷✳✶✼✮

❍❡r❡ σ = 1
2b∆k ✐s t❤❡ ✇❛✈❡✈❡❝t♦r ♠✐s♠❛t❝❤ ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ h(σ, ξ) ✐s

♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✳ ■t s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❢♦r ξ❂✷✳✽✹✳
◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐s r❛t❤❡r ❜r♦❛❞✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❝❧♦s❡ t♦
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✇✐t❤ ❧❡ss str♦♥❣ ❢♦❝✉s✐♥❣✳ ❉❡❢♦❝✉s✐♥❣ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡
✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡✛❡❝ts
✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t② t♦♦✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❝♦♥✜r♠❡❞
✐♥ ❬✹✷❪✳

■rr❡❣✉❧❛r ❤❡❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❝❛♥ ❝❛✉s❡ t❤❡r♠❛❧ ❧❡♥s✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦
t❤❡r♠❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤❡r♠❛❧ ❧❡♥s✐♥❣ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣ ❜❡❛♠ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧
❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝❛✉s❡s ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❣r❛❞✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✇❤✐❝❤ ❝r❡❛t❡s ❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥✲
t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❜❡❤❛✈❡s ❛s ✐♥❞❡① ❣r❛❞❡❞ ❧❡♥s✳ ❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❧❡♥s✐♥❣ ✐♥ PP❑❚P
❛✛❡❝t❡❞ ❜② ✹✻✶ ♥♠ ♣✉♠♣ ❜❡❛♠ ✇❛s ❝❛r❡❢✉❧❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✻✽❪✳

❚❤❡ ❆❇❈❉ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ ✐♥❞❡① ❣r❛❞❡❞ ❧❡♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✺✻❪

∣∣∣∣∣∣

❝♦s
(
L
√

n2

no

)
1√

n2n0

s✐♥
(
L
√

n2

no

)

−n2n0s✐♥
(
L
√

n2

no

)
❝♦s
(
L
√

n2

no

)

∣∣∣∣∣∣
✭✷✳✶✽✮

❤❡r❡ n0 ✐s t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❛♥❞ n2 = n0α
2✱ ✇❤❡r❡

α ✐s t❤❡ ♣✐t❝❤ ❬✺✻❪ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ❣r❛❞❡❞ ❧❡♥s✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r n2 ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥
❬✹✷❪ ✐s

n2 = βt
αωP

πKcw2
0

✭✷✳✶✾✮

✇❤❡r❡ βt = (n301K − n300K) /1K✱ αω t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ P t❤❡ ❛♣✲
♣❧✐❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ♣♦✇❡r✱ Kc = 3.3 W/mK ❛♥❞ w0 ✇❛✐st s✐③❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r✲
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❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t PP❑❚P s❛♠♣❧❡s s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s
✈❡r② ♠✉❝❤ ❢r♦♠ s❛♠♣❧❡ t♦ s❛♠♣❧❡ ❬✷✺❪✳ ■♥ ❝♦✉rs❡ ♦❢ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ✇❡ t♦♦❦
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❧❡♥s✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡r♠❛❧ ❧❡♥s✐♥❣ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❝✐t❡❞ ❜②
❬✹✷❪ ❢♦r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✹✷✸ ♥♠ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s α423nm =✵✳✶ ❝♠−1✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ PP✲
❑❚P tr❛♥s♣❛r❡♥❝② r❛♥❣❡ ❤❛s ❛♥ ❡❞❣❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✹✵✵ ♥♠ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱
❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✸✾✼ ♥♠ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❢♦r
✹✷✸ ♥♠✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❧❡♥s✐♥❣ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❬✹✷❪ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❧❡♥s✐♥❣ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✇❡r
♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣ ❜❡❛♠ t♦ ❜❡ ✶✵✵♠❲✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣✉♠♣
❜❡❛♠ t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✐s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✹✷❪ ❡q✉❛❧ t♦

∆T =
αωP

4πKc
[0.57 + ❧♥

(
2r2

0

w2
0

)
]. ✭✷✳✷✵✮

▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❧❡♥s✐♥❣ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦❝✉s
✹✷µ♠ ✭ ❢♦❝✉s s✐③❡ ✐♥ ♦✉r ❖P❖✮ ❛♥❞ ✷✶µ♠ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ♣✐t❝❤ ♦❢
t❤❡ ❧❡♥s ✶✼✳✷♠−1❛♥❞ ✸✺✳✷✻♠−1✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t
✇✐t❤ t❤❡ ❞♦✉❜❧✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❧❡♥s✐♥❣ ❞❡❝r❡❛s❡s
❜② ❤❛❧❢✳ ❋✐♥❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✶ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ t❤❡
✇❛✐st ♦❢ ✹✷µ♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ✺✵✪ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❇♦②❞ ❛♥❞ ❑❧❡✐♥♠❛♥ ♦♣t✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✳

❲✐t❤ t❤✐s ❣❡♦♠❡tr② ✭✇❛✐st ♦❢ ✹✷µ♠✮ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ♣r♦✜❧❡
♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❜❡❛♠ ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♠♣❧✐✜✲
❝❛t✐♦♥✮ ✇✐t❤♦✉t ♣✉♠♣ ❧✐❣❤t ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉♠♣ ♣r❡s❡♥t✳ ❲❡ ♥♦t✐❝❡❞ ♥♦ ❝❤❛♥❣❡
✐♥ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ♥♦ t❤❡r♠❛❧ ❧❡♥s✐♥❣ ❡✛❡❝t✳

✷✳✶✳✹ ▲♦ss❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❛♥❞ ❣r❛② tr❛❝❦✐♥❣

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✶✻❪ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
❧♦ss❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✶ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ❚❤❡ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❝❛♥♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❧✐❣❤t r❡✢❡❝t❡❞
♦✛ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❧✐❣❤t s✐❣♥❛❧ s❤♦✇s ❞✐♣s ✐♥ t❤❡ ❉❈ ❧❡✈❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡
♣✐❡③♦✲❡❧❡❝tr✐❝ tr❛♥s❞✉❝❡r s❝❛♥s ♦✈❡r t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡✭s✮ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡
♦❢ t❤✐s s✐❣♥❛❧ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✳

■❢ ✇❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ♣♦✇❡r ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❛✈✐t② ✐s ♦♥ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ P a

t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r r❡✢❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ✐s ♥♦t r❡s♦♥❛♥t t♦ t❤❡ ❝❛✈✐t② P b✱ ✇❡ ❝❛♥
❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥tr❛❝❛✈✐t② ❧♦ss❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿

T2 = T1 ·
1−R

1 + R
✭✷✳✷✶✮

✇❤❡r❡ R =
√

Pa/Pb ❛♥❞ T1 ❂✼✳✽✪ ✐s t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝♦✉♣❧❡r✳
❚❤❡ ♦s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡ tr❛❝❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✳ ❚❤❡ ❧♦ss❡s

✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❛r❡ ✵✳✺✵✪✱ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝♦✉♣❧❡r ❧♦ss✳
❚❤❡ ✐♥tr❛❝❛✈✐t② ❧♦ss❡s ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧✉❡ ♣✉♠♣ ❜❡❛♠ ❞✉❡ t♦ t❤❡
❡✛❡❝t ❦♥♦✇♥ ❛s ❣r❛②✲tr❛❝❦✐♥❣✳ ❚❤❡ ❣r❛②✲tr❛❝❦✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ t❤❡ ❑❚P ❝r②st❛❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✐s ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❜② ✈✐s✐❜❧❡ ❧✐❣❤t ❜❡❛♠✳ ❚❤❡
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❣r❛② tr❛❝❦✐♥❣ ✐s ♥♦t q✉✐t❡ ❝❧❡❛r ❜✉t ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ tr❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❜② ❋❡ ✭✐♠♣✉r✐t②✮ ❛♥❞ ❚✐ ✐♦♥s✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❬✶✵❪✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛②✲tr❛❝❦✐♥❣ ✐s ✇❡❧❧
❦♥♦✇♥✱ ✉s✉❛❧❧② ✈❡r② tr❛♥s♣❛r❡♥t ✐♥ t❤❡ ■❘ r❡❣✐♦♥ ❑❚P ✭❛♥❞ ❛❧s♦ PP❑❚P✮ st❛rts
t♦ ❡①❤✐❜✐t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛❢t❡r ❜❡✐♥❣ ❡①♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ♣✉♠♣ ❜❡❛♠✳



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ P❘❖❉❯❈❚■❖◆ ❖❋ ❙◗❯❊❊❩❊❉ ▲■●❍❚ ✸✺

●r❛②✲tr❛❝❦✐♥❣ ✐s ❛ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝r②st❛❧ ❝❛♥ r❡✲
❝♦✈❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ♦❢ r❡❝♦✈❡r② ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞
❢♦❝✉s✐♥❣ ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣♦s✉r❡ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❧❛st ❢r♦♠ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❤♦✉rs t♦
♦♥❡ ②❡❛r ❢♦r str♦♥❣ ❢♦❝✉s✐♥❣✳ ▲♦✇ ♣♦✇❡r ❡①♣♦s✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛✈❡ ✈✐s✐❜❧❡ ♠❛r❦s
♦♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❜✉t ❤✐❣❤ ♣♦✇❡r t✐❣❤t❧② ❢♦❝✉s❡❞ ❜❡❛♠s ❝❛♥ ❧❡❛✈❡ ❣r❛② ❝♦❧♦r tr❛❝❡
❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❚❤❡s❡ ♠❛r❦s ♥❡❡❞ ❧♦♥❣ t✐♠❡ t♦ ❞✐s❛♣♣❡❛r ♦♥ t❤❡✐r
♦✇♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ r❛t❤❡r ❞❡♠❛♥❞s ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❤❡❛❧✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t
❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡r♠❛❧ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❬✹✼❪✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ♦✛ t❤❡ ❖P❖ ❝❛✈✐t②✱ tr❛❝❡ t❛❦❡♥ ❜② t❤❡ ♦s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡ ❞✉r✐♥❣
s❝❛♥♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❧✐❣❤t ✐s ✐♥❥❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝♦✉♣❧❡r✳ ❚❤❡ ②✲❛①✐s s❤♦✇s
t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐♦❞❡ ❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❧✐❣❤t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❧❡♥❣t❤ ✐s
❜❡✐♥❣ s❝❛♥♥❡❞✳ ❚❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ♦♥ ❛♥❞ ♦✛ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡
r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ♣♦✇❡r ♦♥ ❛♥❞ ♦✛ r❡s♦♥❛♥❝❡✳

❚❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❜② ❬✽✱ ✶✵✱ ✾✱ ✶✾✱ ✻✾❪ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s♣❛r❡♥❝② ♦❢
t❤❡ ❝r②st❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ❛❢t❡r t❤❡ ❡①♣♦s✉r❡ t♦ t❤❡ ❜❧✉❡ ♣✉♠♣ ❜❡❛♠✳ ❆❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞
♣❛♣❡rs ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛❢t❡r t❤❡ ❡①♣♦s✉r❡✳ ◆♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞
♣❛♣❡rs s❤♦✇s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣✉♠♣ ❜❡❛♠ ✐s ♣r❡s❡♥t✳ ❲❡ ✇✐❧❧
s❤♦✇ ❤❡r❡ s✉❝❤ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦✉♥t❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ■❘ ❜❡❛♠ ✇❤✐❝❤ ✐♥
❝♦♥tr❛r② t♦ ❛ ❝♦✲♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❜❡❛♠ ❝❛♥♥♦t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ❜✉t ♥♦t ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✽✱ ✶✵✱ ✾✱ ✶✾✱ ✻✾❪✳ ❖✉r
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♥♦t ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❜❧✉❡
❧✐❣❤t ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ✹ ❞❛②s ❜❡❢♦r❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞
♦♥ t❤✐s ❝r②st❛❧ ❛r❡ ♥♦t ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❤✐❣❤ ♣♦✇❡r ❜❡❛♠s✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡
t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ❤❡❛❧✐♥❣ t✐♠❡ t❤❡ ❝r②st❛❧ r❡❝♦✈❡r❡❞ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❢r♦♠
♣♦ss✐❜❧❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ❞❛♠❛❣❡✳

❚❤❡ ✜rst ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡✈❡❛❧❡❞ ♦✈❡r❛❧❧ ✐♥tr❛❝❛✈✐t② ❧♦ss❡s ♦❢ ✵✳✺✵✪ ✭❋✐❣✉r❡
✷✳✻✮✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣ ✇❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❧✉❡ ♣✉♠♣ ❜❡❛♠
❢♦r ✸✵ s ♠❡❛s✉r✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t❤❡ ❧♦ss❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✼❛✮✳ ❚❤❡ ❧♦ss❡s ✐♥❝r❡❛s❡❞
t♦ ✵✳✺✶✺✪✳ ❆❢t❡r ✸✵ s ♦❢ ❡①♣♦s✉r❡ ✇❡ ❜❧♦❝❦❡❞ t❤❡ ❜❧✉❡ ❜❡❛♠ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞
t❤❡ ❧♦ss❡s ❛❣❛✐♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✼❜✮✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❧♦ss❡s ♦❢ ✶✳✶✵✪✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛♥
✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ✵✳✻✵✪ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

❲❡ r❡♣❡❛t❡❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❡①♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐❣❤t
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✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✼❝✮✳ ❚❤❡ ❧♦ss❡s ❞r♦♣♣❡❞ ❛❣❛✐♥ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛❞
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❡①♣♦s✉r❡ t♦ t❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐❣❤t✳ ❲❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❛❧s♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❛❢t❡r t❤❡ ❡①♣♦s✉r❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✼❞✮✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❧♦ss❡s ✇❛s ♥♦✇ ❝❧♦s❡ t♦ ✶✳✷✵✪✳

❖❜✈✐♦✉s❧② t❤❡ ❧♦ss❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐❣❤t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✮ ♦❢
t❤❡ ❧♦ss❡s ♦♥ ❣r❛② tr❛❝❦✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ♦✉r ❝❛✈✐t②✿ ❛✮ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖P❖
❝❛✈✐t② ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✐s ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❧✉❡ ♣✉♠♣ ❜✮
❛❢t❡r ✸✵ s ♦❢ ❡①♣♦s✉r❡ t♦ t❤❡ ♣✉♠♣ ❧✐❣❤t ✇❡ s✇✐t❝❤ ♦✛ t❤❡ ♣✉♠♣ ❧✐❣❤t ❛♥❞ ♠❛❦❡
t❤❡ ♠❡❛s✉r♠❡♥t ❝✮ ✇❡ ❛❣❛✐♥ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ✸✵ s ✭✇❤✐❧❡ ✇❡
♠❛❦❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✮ ❞✮ t❤❡ ♠❛s✉r❡♠❡♥t t❛❦❡♥ ❛❢t❡r s❡❝♦♥❞ ❡①♣♦s✉r❡ t♦ t❤❡
❜❧✉❡ ❧✐❣❤t✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ✇✐t❤ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ♣♦✲
❧❛r✐③❡❞ ♣✉♠♣ ❜❡❛♠✳ ❲❡ ♠❛❞❡ s❛♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞
♣✉♠♣ ❜❡❛♠✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ s✐♠✐❧❛r✳

❚❤❡ ❧♦ss❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❛❢t❡r s❡✈❡r❛❧ ❤♦✉rs ♦❢ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜❧✉❡ ❧✐❣❤t
✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✭✇✐t❤ ❜❧✉❡ ❧✐❣❤t ♣r❡s❡♥t✮ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♦❝❝❛s✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡
❞❛② t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❞❛t❛ ✇❛s t❛❦❡♥✳ ❲❡ t❤❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ❧♦ss❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t②
t♦ ❜❡ ✵✳✺✺✪✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❛✮ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❝❛✈✐t② ❜✮ ✐♥s✐❞❡ ♦❢
❚♦♣t✐❝❛ ❚❆✲❙❍●❀ ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ t✇♦ ❜❧♦❝❦s ♦♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❣r❛t✐♥❣ st❛❜✐❧✐s❡❞
❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r ✇✐t❤ t❤❡ t❛♣❡r❡❞ ❛♠♣❧✐✜❡r ❛♥❞ ♦t❤❡r ♦♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞♦✉❜❧✐♥❣
❝❛✈✐t②✳

✷✳✷ ▲❛s❡r s②st❡♠

❖✉r ❧❛s❡r s②st❡♠ ✭❚♦♣t✐❝❛ ❚❆✲❙❍●✮ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧✲❝❛✈✐t② ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r
✐♥ ▲✐ttr♦✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ t❛♣❡r❡❞ ❛♠♣❧✐✜❡r ❛♥❞
❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦✉❜❧❡r ✇✐t❤ ❧✐t❤✐✉♠ tr✐❜♦r❛t❡ ❝r②st❛❧ ✭▲❇❖✮ ❛s ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐✉♠✳
■t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽❜✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r ✐s ✺✵♠❲ ❜❡❢♦r❡
t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✐s♦❧❛t♦r ❛♥❞ ✸✺♠❲ ❛❢t❡r t❤❡ ✐s♦❧❛t♦r✳ ❆ ❢r❛❝t✐♦♥ ❜❡❛♠ ❛❢t❡r t❤❡
✐s♦❧❛t♦r ✭✹♠❲✮ ♣❛ss❡s t❤♦✉❣❤ ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② r❡✢❡❝t✐✈❡ ♠✐rr♦r✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
t❤✐s ❜❡❛♠ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ♦❢ t❤❡
♠✐rr♦r ❛♥❞ s❡♥t ✐♥t♦ t❛♣❡r❡❞ ❛♠♣❧✐✜❡r✳ ❚❤❡ t❛♣❡r❡❞ ❛♠♣❧✐✜❡r ❤❛s ❛♥ ♦✉t♣✉t ♦❢
✺✵✵♠❲ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐s♦❧❛t♦r ❛♥❞ ✹✵✵♠❲ ❛❢t❡r t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✐s♦❧❛t♦r✳

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r ✐s ✇❤❡♥ ✐t ✐s r✉♥♥✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧❧② ✶✵✻♠❆✳
❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ♦♥ ✷✶♠❆✳ ●♦♦❞ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣r❛t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧❛s❡r ❤❡❛❞
❝❛♥ ❣✐✈❡ ♠♦r❡ t❤❡♥ ✸✵●❍③ ♠♦❞❡ ❤♦♣ ❢r❡❡ s❝❛♥♥✐♥❣ r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦♥ t❤❡
t❛♣❡r❡❞ ❛♠♣❧✐✜❡r ❝❤✐♣ ✐s ✷✳✶❆ ❛t ✐ts ❢✉❧❧ ♣♦✇❡r ✭✺✵✵♠❲ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐s♦❧❛t♦r✮✳

❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ t❛♣❡r❡❞ ❛♠♣❧✐✜❡r ✐s ♠♦❞❡♠❛t❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❝❛✈✐t②✳
■t ✐s ❛ ❜♦✇✲t✐❡ ❝❛✈✐t② ♦❢ ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ✶✹▼❍③ ✭s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✳❛✮✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉r✈❡❞ ♠✐rr♦rs ✐s ✹✼♠♠✱ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❧❡♥❣t❤ ✐s ✶✹♠♠ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞❡①
♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❇❖ ❝r②st❛❧ ✐s ✶✳✻✳ ❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ r♦✉♥❞tr✐♣
✐s ❛r♦✉♥❞ ✷✷✵♠♠✳ ❚❤❡ ✐♥❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠✐rr♦r ❤❛s ❛ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ♦❢ ✾✽✳✺✪ ❛♥❞ t❤❡
r❡✢❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧s s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✵✳✷✺✪ ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r✮✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❧♦ss❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②✱ ✐♥♣✉t ❝♦✉♣❧❡r ❡①❝❧✉❞❡❞
❛r❡ ✵✳✺✪✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❤❛s t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✸✵♠❲ ❜✉t t❤❡
♠♦❞❡ q✉❛❧✐t② ✐s q✉✐t❡ ❜❛❞✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✇❛❧❦✲♦✛ ✐♥ t❤❡
▲❇❖ ❝r②st❛❧✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❝❛✈✐t② ♦✉t♣✉t ✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡ ✜❜r❡
✐s ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ❛❜♦✉t ✻✵✪✳

✷✳✷✳✶ ❋P●❆

❋✐❡❧❞✲Pr♦❣r❛♠♠❛❜❧❡ ●❛t❡ ❆rr❛② ✭❋P●❆✮ ✐s ❛ ❞❡✈✐❝❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡❞
t♦ ❡①❡❝✉t❡ ❧♦❣✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋P●❆ ✐s ❛ ✏r❡❛❧✲t✐♠❡✑ s②st❡♠
❡①❡❝✉t✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss ❛t ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ t✐♠❡✮ t❤❡r❡✲



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ P❘❖❉❯❈❚■❖◆ ❖❋ ❙◗❯❊❊❩❊❉ ▲■●❍❚ ✸✽

❢♦r❡ ♣❡r❢❡❝t❧② s✉✐t❡❞ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ❧♦♦♣s✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞✐❣✐t❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❢♦r t❤❡
st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳ ❚❤✉s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡
❜❡tt❡r ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠ s♦ t❤❛t ✐s ❡✈❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❧♦❝❦ t❤❡ s②st❡♠
❛❝r♦ss t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♦♥❛♥❝❡s✳ ❊✈❡♥ ♠♦r❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②
✭r❡✮❧♦❝❦❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ✐t ✈❡r② st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡❛s② t♦ ♦♣❡r❛t❡✳

❋P●❆ ✭◆❛t✐♦♥❛❧ ■♥str✉♠❡♥ts ◆■ ✼✽✸✸❘✮ ✇❡ ✉s❡ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❡❛s② ♣r♦❣r❛♠♠❡❞
✐♥ ▲❛❜✈✐❡✇✱ t❤✉s ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❱❍❉▲ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ■t ❤❛s ✽ ❛♥❛❧♦❣
✐♥♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧s ✇✐t❤ ✷✵✵ ❦❍③ s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡ ❛♥❞ ✽ ❛♥❛❧♦❣ ♦✉t♣✉ts ✇✐t❤ ✶▼❍③
s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡✳ ❚❤r❡❡ ♠✐❧❧✐♦♥ ❣❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❋P●❆ ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✹ ♦❢
♦✉r P■❉ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦♦♣s✳ ❚❤❡ ❋P●❆ ✐ts❡❧❢ ✐s ♦♣❡r❛t❡❞ ❛t ❛ ❝❧♦❝❦ s♣❡❡❞ ♦❢ ✹✵▼❍③✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r s♣❡❡❞ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❆❉❈ s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡ t♦ ✷✵✵ ❦❍③✳
❊✈❡♥ t❤✐s s♣❡❡❞ ✐s ❢❛st❡r t❤❡♥ r❡q✉✐r❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛s❡r st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦♥❧② ❢❡❡❞s
❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❣r❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r ✇✐t❤ ❛ r❡s♦♥❛♥❝❡❵❢r❡q✉❡♥❝② ❜❡❧♦✇ ✶ ❦❍③
♦❢ t❤❡ ♣✐❡③♦ ❛❝t✉❛t♦r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s ❢✉rt❤❡r ❧✐♠✐t❡❞ ❜②
❛ ✺ ❦❍③ ✐♥✲❧♦♦♣ ❧♦✇ ♣❛ss ✜❧t❡r ♣r♦❣r❛♠♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋P●❆ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ♥♦✐s❡✳

■♥ ❡✈❡r②❞❛② ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❡ s❡t t❤❡ P■❉ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❩✐❡❣❧❡r✲
◆✐❝❤♦❧s r✉❧❡s ❬✺✱ ✹✾❪✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡s❡ r✉❧❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳ ❋✐rst✱
t❤❡ s❡t ♣♦✐♥t✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣♦✐♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❧♦❝❦✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈✐s✉❛❧❧②✱
❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❡rr♦r s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♠❛♥✉❛❧❧② ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳
❲❡ ❧♦❝❦ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♣❛rt✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❣❛✐♥
♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♣❛rt ✉♥t✐❧ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ❣❛✐♥ ✈❛❧✉❡✱
❑✉✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✱ ❚✉✱ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❩✐❡❣❧❡r✲◆✐❝❤♦❧s r✉❧❡s✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡ ❣❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♣❛rt✱ ❑♣✱ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♣❛rts✱
❚✐ ❛♥❞ ❚❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛r❡ s❡t t♦✿

P ■ ❉

❑♣❂✵✳✻❑✉ ❚✐❂✵✳✺❚✉ ❚❞❂✵✳✶✷✺❚✉

❖♥❝❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❧♦❝❦✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❛♥❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
t❤❛t t❤❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r s✐❣♥❛❧ ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❜② t❤❡ ❋P●❆ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡
♦❢ t❤❡ ❋P●❆ ✐s t❤❛t ✐t ❛❧❧♦✇s ✉s ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ✉s❡ ♦✉r ❋P●❆ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❦ ✇❤✐❧❡ ✐t
✐s ❧♦❝❦✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣
t❤❡ ❡rr♦r s✐❣♥❛❧ ❢♦r ❧♦❝❦✐♥❣ ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❧♦✇ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳

✷✳✷✳✷ ▲♦❝❦✐♥❣ s②st❡♠ ❛♥❞ ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r

❚❤❡ P♦✉♥❞✲❉r❡✈❡r✲❍❛❧❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭P❉❍✮ ❬✼❪ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❡rr♦r s✐❣♥❛❧s
❢♦r ❧♦❝❦✐♥❣ t❤❡ ❧❛s❡r t♦ t❤❡ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❝❛✈✐t②✱ ❛s✲✇❡❧❧✲❛s ❢♦r ❧♦❝❦✐♥❣ t❤❡ ❞♦✉❜❧✐♥❣
❛♥❞ ❖P❖ ❝❛✈✐t✐❡s t♦ t❤❡ ❧❛s❡r✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ❛ ✷✵▼❍③ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ t❤❡ ❧❛s❡r ❝✉rr❡♥t✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s✐❞❡❜❛♥❞s ♦❢ ✺✪✳ ❚❤❡ ✷✵▼❍③
♦s❝✐❧❧❛t♦r s✐❣♥❛❧ ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦ ❛❧❧ ❧♦❝❦✐♥❣ ❝✐r❝✉✐ts t♦ s❡r✈❡ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r
❞❡♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❧❛s❡r ❛♥❞ t❤❡ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❝❛✈✐t② ❛r❡ ❧♦❝❦❡❞ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❝❛✈✐t② ✐s ❞❡♠♦❞✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ✷✵▼❍③ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ P❉❍ ❡rr♦r s✐❣♥❛❧ ❢♦r ❜♦t❤ ❧♦❝❦s✳ ❆ s❧♦✇
❛♥❛❧♦❣✉❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✲✐♥t❡❣r❛❧✲❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✭P■❉✮ ❝✐r❝✉✐t t❤❡♥ ❛❝ts ♦♥ t❤❡ ❝❛✈✐t②
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r s✐❣♥❛❧✳ ❙❤♦✇♥ ✐♥ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ❡rr♦r s✐❣♥❛❧ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡ ✐s ❜❡✐♥❣ s❝❛♥♥❡❞✱ wD1 ✐s t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r s✐❣♥❛❧✱ m
✐s t❤❡ ❡rr♦r s✐❣♥❛❧ ❤❡✐❣❤t ♣❡❛❦✲t♦✲♣❡❛❦❀ s❤♦✇♥ ✐♥ r❡❞ ❧✐♥❡ t❤❡ ❡rr♦r s✐❣♥❛❧ ✇❤❡♥
t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❧♦❝❦❡❞ t♦ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❋P●❆ ✉s❡s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ∆vs✳

♣✐❡③♦✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❢❛st ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❢❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦❢ t❤❡
❧❛s❡r ❞✐♦❞❡✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❝❛✈✐t② s❤♦✇s ♦♥❧② s❧♦✇
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s t❤❡ ❢❛st ❢❡❡❞❜❛❝❦ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❧♦✇
❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❝❛✈✐t② st❛②s r❡s♦♥❛♥t t♦ t❤❡ ❧❛s❡r✳ ❚❤❡
❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❢❛st ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❧♦❝❦ ✐s ✉♣ t♦ ✺▼❍③✳

❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❧❛s❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s st❛❜✐❧✐s❡❞ ❜② ❢r❡q✉❡♥❝②✲
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❋▼✮ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ♦❢ ❛ s❛t✉r❛t❡❞✲❛❜s♦r♣t✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ♦❢ r✉❜✐❞✐✉♠✳
❋♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❧❛s❡r ✇❛s ❧♦❝❦❡❞ t♦ t❤❡ F =
2 → F ′ = 1 tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ r✉❜✐❞✐✉♠✲✽✼✳ ❚❤❡ s❛t✉r❛t❡❞✲❛❜s♦r♣t✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ✐s
❞❡♠♦❞✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✷✵▼❍③ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❡rr♦r s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ❧♦❝❦✐♥❣
s✐❣♥❛❧ ✐s ❢❡❞ ❜❛❝❦ ❜② ❛ ❞✐❣✐t❛❧ P■❉ t♦ t❤❡ ♣✐❡③♦✲❡❧❡❝tr✐❝ tr❛♥s❞✉❝❡r ♦❢ t❤❡ ❣r❛t✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❝❛✈✐t② ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r✳ ❚❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ P■❉ ✐s ♣r♦❣r❛♠♠❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
◆❛t✐♦♥❛❧ ■♥str✉♠❡♥ts ❋P●❆ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳

❚❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❋▼ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥
❬✺✹❪ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r✳ ❑♥♦✇✐♥❣ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r s✐❣♥❛❧
✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ tr❛♥s❧❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛ ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ♦❢
t❤❡ ❧❛s❡r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧♦❝❦✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ P■❉ ❝✐r❝✉✐t✱ t❤❡
❋P●❆ ✇❛s ♣r♦❣r❛♠♠❡❞ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r s✐❣♥❛❧ ♦❢
t❤❡ ❧♦❝❦❡❞ ❧❛s❡r✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ❣✐✈❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
∆vs ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛s❡r ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ∆w

∆w = ∆vswD1m
−1 ✭✷✳✷✷✮

✇❤❡r❡ wD1 = 5.75 MHz ✐s t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❉✶ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ r✉❜✐❞✐✉♠ ❛s ❣✐✈❡♥
✐♥ ❬✻✺❪ ❛♥❞ m ✐s t❤❡ ❡rr♦r s✐❣♥❛❧ ♣❡❛❦✲t♦✲♣❡❛❦ s✐③❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✳
◆♦t❡ t❤❛t wD1m

−1 ✐s t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡✇✐❞t❤
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❢❛st ❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❝❛✈✐t② r❡❞✉❝❡s t❤❡
❧✐♥❡✇✐❞t❤ ❢r♦♠ ✶✳✷▼❍③ t♦ ✹✵✵ ❦❍③ ❢✉❧❧ ✇✐❞t❤ ❤❛❧❢ ♠❛①✐♠✉♠ ✭❋❲❍▼✮✳

❚❤❡ ❖P❖ ❝❛✈✐t② ✐s ❧♦❝❦❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦✉♥t❡r✲♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✭r❡❞✮ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ❢❡❞
✐♥t♦ t❤❡ ❝❛✈✐t② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❤✐❣❤ r❡✢❡❝t✐♥❣ ✢❛t ♠✐rr♦r✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r s✐❣♥❛❧✳ ❙❤♦✇♥ ❛s ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ❡rr♦r
s✐❣♥❛❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✐s ❜❡✐♥❣ s❝❛♥♥❡❞✱ wOPO ✐s t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r s✐❣♥❛❧
✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ s❝❛❧✐♥❣ ✐t t♦ t❤❡ ✹✵▼❍③ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐❞❡❜❛♥❞s✱
♠ ✐s t❤❡ ❡rr♦r s✐❣♥❛❧ ❤❡✐❣❤t ♣❡❛❦✲t♦✲♣❡❛❦❀ s❤♦✇♥ ❛s r❡❞ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ❡rr♦r s✐❣♥❛❧
✇❤❡♥ t❤❡ ❝❛✈✐t② ✐s ❧♦❝❦❡❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❋P●❆ ✉s❡s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ∆vs✳

s✐❣♥❛❧ ✐s ❞❡♠♦❞✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✷✵▼❍③ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡rr♦r
s✐❣♥❛❧ ✐s ❢❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳ ❚❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣ ✐s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡
♣✐❡③♦✲❡❧❡❝tr✐❝ tr❛♥s❞✉❝❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦✉♥t❡❞ ❜❡❤✐♥❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ♠✐rr♦rs✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❧❛s❡r ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ❝❛♥ ❜❡
❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❖P❖ ❝❛✈✐t② ❧♦❝❦ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s
❢♦r♠✉❧❛

∆wOPO = ∆vswOPOm−1 ✭✷✳✷✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✇✐❞t❤ wOPO ♦❢ t❤❡ s❧♦♣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s✐❞❡❜❛♥❞s ❛r❡ ✷✵▼❍③ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✳

❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❖P❖ ❧♦❝❦ s❡❡❞✐♥❣
t❤❡ ❧♦❝❦✐♥❣ ❜❡❛♠ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝♦✉♣❧❡r✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❣❛✈❡ ✉s ❛ ❤✐❣❤
q✉❛❧✐t② ❡rr♦r s✐❣♥❛❧ s♦ t❤❛t ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧✐♠✐t ♦❢
t❤❡ ❧♦❝❦ ❧✐♥❡✇✐❞t❤ t♦ ✸✵✵ ❦❍③✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❧♦❝❦✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ✇❛s t♦♦ ✇❡❛❦ t♦ ❡①tr❛❝t ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ s✐❣♥❛❧✳

✷✳✸ ❙q✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t

✷✳✸✳✶ P❛r❛♠❡tr✐❝ ❣❛✐♥

❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ sq✉❡❡③✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✱ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜❧✉❡ ♣✉♠♣ ♣♦✇❡r ✭t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

µ =
√

Pβ(P th
β )−1 ✐s ♣♦✇❡r ❞❡♣❡♥❞❡♥t✮✱ ❛s t❤✐s ✜❡❧❞ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛✲

♠❡tr✐❝ ❣❛✐♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❣❛✐♥✱ V ✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥
❛♣♣❡♥❞✐① ❇✳✸✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ♦♥❧② t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t
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V (µ, ρ) =
Pout

P in
1

=
4k1k2

k2

[
❝♦s2ρ

|1− µ|2
+

s✐♥2ρ

|1 + µ|2

]
. ✭✷✳✷✹✮

✇❤❡r❡ ρ ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ s❡❡❞ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣✉♠♣ ✜❡❧❞✳
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❣❛✐♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② s❡❡❞✐♥❣ r❡❞ ❧✐❣❤t ✐♥ t❤❡

❖P❖ ❝❛✈✐t② ❛♥❞ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t t❤❡ ❜❧✉❡ ♣✉♠♣ ❤❛s ♦♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s❡❡❞❡❞ ❜❡❛♠✳ ❆s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✹ t❤❡ ❣❛✐♥✱ G(µ, ρ)✱ ✐s ❡q✉❛❧
t♦ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t✱ Pout✱ t♦ ✐♥♣✉t ♣♦✇❡r✱ P in

1 ✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♠♣❧✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♣❤❛s❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✹ ✐t ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡✱ ρ✱ ❜❡t✇❡❡♥ ♣✉♠♣ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ s❡❡❞ ✜❡❧❞✳ ❋♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ✐t ✐s ❡❛s✐❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ✇✐t❤♦✉t ❜❧✉❡ t♦ t❤❡
♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❜❧✉❡ ♣✉♠♣ ✜❡❧❞✳ ❚❤✐s ❣❛✐♥✱ G(µ, ρ)✱ ✐s

G(µ, ρ) =
V (µ, ρ)

V (0, ρ)
=

[
❝♦s2ρ

|1− µ|2
+

s✐♥2ρ

|1 + µ|2

]
. ✭✷✳✷✺✮

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣❛✐♥ ✐s t❤❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r ♣❤❛s❡ ρ = 0 ✇✐t❤

G = (1− µ)
−2

. ✭✷✳✷✻✮

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✷✳✷✹ ❛♥❞ ✷✳✷✺ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✳✸✳
❆ ♣❛r❛♠❡t❡r str♦♥❣❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❣❛✐♥ ✐s t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ t❤❡

❖P❖✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣✉♠♣ ♣♦✇❡r ❛t ✇❤✐❝❤ ❖P❖ st❛rts t♦ ❣✐✈❡
❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦✉t♣✉t✳ ■♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✳✷ ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ❧♦ss❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t② ✭T1 + T2✮ ❛♥❞ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣❛ss ❡✛❡❝t✐✈❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②
ENL.❜②

Pth =
(T1 + T2)

2

4ENL
. ✭✷✳✷✼✮

❚❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣❛ss ❡✛❡❝t✐✈❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ PP❑❚P ✐s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✸✹✱
✹✷✱ ✻✽❪ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✪✴❲ ❛♥❞ ✷✪✴❲✳ ❉✉❡ t♦ ❧♦✇ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣♦✇❡r ✭❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣
✶✵✵µ❲ ♦❢ ❜❧✉❡ ♣♦✇❡r ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✵✵♠❲ ♦❢ r❡❞ ❧✐❣❤t ✇❤✐❝❤
✇❛s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛s❡r s②st❡♠✮ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣❛ss
♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ ♦✉r ❝r②st❛❧✳ ■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝r②st❛❧✬s ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐s ✶✪✴❲
❛♥❞ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝♦✉♣❧❡r ❧♦ss ✐s T1 = 7.8% ❛♥❞ ❧♦ss❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t② t♦
❜❡ T2 = 0.55% ✇❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♣♦✇❡r t♦ ✶✽✵♠❲✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞
♣♦✇❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞✿ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛
♠❛①✐♠✉♠ ❣❛✐♥ G = 3 ❛t ❛ ♣✉♠♣ ♣♦✇❡r ♦❢ Pβ = 45♠❲✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
µ t❤❡s❡ ❞❛t❛ s❡t t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t♦ ❜❡ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r✱ ❛r♦✉♥❞ ✷✺✵♠❲✳

✷✳✸✳✷ ❉❡t❡❝t♦r

❚❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❚❤♦r▲❛❜s ✭P❉❇✶✺✵✮
s✇✐t❝❤❛❜❧❡✲❣❛✐♥ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤✐s ❞❡t❡❝t♦r ❛t
❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✼✾✺ ♥♠ ✐s ✽✽✪ ❜② ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
❧♦✇ q✉❛♥t✉♠ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ♠❛✐♥❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡
♣r♦t❡❝t✐✈❡ ✇✐♥❞♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❲❡ ✉s❡ t✇♦ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♠✐rr♦rs
✭❘❂✶✵♠♠✮✱ t♦ r❡tr♦✲r❡✢❡❝t t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡
q✉❛♥t✉♠ ❡✣❝✐❡♥❝② ❜② ✼✪✱ ✐✳❡✳✱ t♦ ✾✺✪✳ ◗✉❛rt❡r✲✇❛✈❡ ♣❧❛t❡s ❛r❡ r♦t❛t✐♥❣ t❤❡
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❧✐❣❤t ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ ✐t ✐♥ t❤✐s ✇❛② t♦ r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ❖P❖
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❝❛✈✐t②✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s❡t✲✉♣ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✳ ❚❤❡
❢♦❝✉s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦♥t♦ ❜♦t❤ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s ❤❛❞ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ❧❡♥s
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞✐♦❞❡s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❉✉❡ t♦ t❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥ t❤❡
❞❡t❡❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❤❛❞ t♦ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞✳ ❚❤❡ ❝❛r❡ ✇❛s t❛❦❡♥ s♦ t❤❛t t❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s ✇❛s ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ s✐③❡✳ ❚♦♦ s♠❛❧❧ ❜❡❛♠
✇♦✉❧❞ ❝❛✉s❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ❛♥❞ t♦♦ ❧❛r❣❡
❜❡❛♠ ✇♦✉❧❞ ❝❛✉s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦ss❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t♦r s❡t✲✉♣✳ ❛✮ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✿ t❤❡ ♠♦❞❡s ♦❢
sq✉❡❡③❡❞ ✈❛❝✉✉♠ ✭❙❱✮ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✭▲❖✮ ❛r❡ ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ♦♥ ❛ ♣♦❧❛r✐s✐♥❣
❜❡❛♠s♣❧✐tt❡r ✭P❇❙✶✮❀ t❤❡ ♣♦✇❡r ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ❤❛❧❢ ✇❛✈❡♣❧❛t❡
✭❲P✮ ❛♥❞ ❛ ♣♦❧❛r✐s✐♥❣ ❜❡❛♠s♣❧✐tt❡r ✭P❇❙✷✮ ✇❤✐❝❤ ♠✐① ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✭▲❖✮ ❛♥❞
✈❡rt✐❝❛❧ ✭❙❱✮ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❀ t❤❡ ❧✐❣❤t ✐s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ♦♥t♦ ❞✐♦❞❡s ❉✶ ❛♥❞ ❉✷ ♦❢ t❤❡
❜❛❧❛♥❝❡❞ ❞❡t❡❝t♦r❀ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐♦❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ r❡tr♦r❡✢❡❝t❡❞ ❜②
t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♠✐rr♦rs ❘✶ ❛♥❞ ❘✷❀ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧ ✐s r❡❝♦r❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❛
s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❛❧②③❡r ✭❙❆✮❀ t❤❡ q✉❛rt❡r ✇❛✈❡♣❧❛t❡s ❲P✶ ❛♥❞ ❲P✷ ❛r❡ st♦♣♣✐♥❣
t❤❡ r❡tr♦r❡✢❡❝t❡❞ ❧✐❣❤t ❢r♦♠ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❦✐♥❣ s②st❡♠ ❜② t✉r♥✐♥❣ t❤❡ ❜② ✾✵o

❞❡❣r❡❡s ✐♥ ❞♦✉❜❧❡ ♣❛t❤ ❜✮ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ r❡tr♦r❡✢❡❝t✐♥❣ ♦♣t✐❝s
♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ t❛❜❧❡✳

❚❤❡ ♥♦✐s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
❞❛t❛ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❤♦♠♦❞②♥❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦rts ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦✲
❞②♥❡ s❡t✲✉♣ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✮ ❛r❡ ❢❡❞ ✇✐t❤ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛♥❞ ✈❛❝✉✉♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥ ♦♥❡ ♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠s♣❧✐tt❡r ✇❡ s❡♥t t❤❡ ❧❛s❡r
❧✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ✇❛s ❜❧♦❝❦❡❞ ❢♦r ❧✐❣❤t✳ ❆s ✐♥ st❛♥❞❛r❞ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❤♦♠♦✲
❞②♥❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ❜♦t❤ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s✱
t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♥♦✐s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❝❛♥❝❡❧s ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ ♥♦✐s❡ ❞✉❡
t♦ q✉❛♥t✉♠ ♥♦✐s❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♥♦✐s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r r❡♠❛✐♥s ❬✻❪✳
❚❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ✐s t❤❡♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❛❧②s❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❛❧②s❡r ❛♥❞
♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✇❡rs ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐st✐❣✉✐s❤ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦✐s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❆s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❬✻❪ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♥♦✐s❡ ✐s
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ♣♦✇❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥♦✐s❡ s❝❛❧❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ ✐t✿
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ◆♦✐s❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❞②♥❡ s✐❣♥❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢
✶▼❍③✳ ❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ♥♦✐s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛s ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✽✳

❢r❡q✉❡♥❝② ❬▼❍③❪ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♥♦✐s❡ ❬❞❇♠✴✶✵✵❦❍③❪ ❧✐♥❡❛r ❣❛✐♥ ❬✶✴✶✵✵❦❍③❪

✶ ✲✼✾✳✸ ✾✳✶ ✶✵−7

✷ ✲✼✽✳✺ ✽✳✼ ✶✵−7

✸ ✲✼✻✳✻ ✽✳✵ ✶✵−7

✹ ✲✼✻✳✸ ✻✳✾ ✶✵−7

✺ ✲✼✺✳✵ ✺✳✶ ✶✵−7

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❣❛✐♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥✲
❝✐❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ ✶✵✵ ❦❍③✳

p− (ν) = gel (ν) pi + pel (ν) ✭✷✳✷✽✮

✇❤❡r❡ p− ✐s t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣♦✇❡r ✭♣❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✮ ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❞②♥❡ s✐❣♥❛❧
❛t t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ν✱ pi ✐s t❤❡ ✐♥♣✉t ♦♣t✐❝❛❧ ♣♦✇❡r✱ ❛♥❞ gel ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♥♦✐s❡ ✭♣❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✮✱ pel✱ ❣✐✈❡s
❛♥ ♦✛s❡t t♦ t❤❡ ❤♦♠♦❞②♥❡ s✐❣♥❛❧✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✽ ✇❛s ✜tt❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ♠❡❛s✉r❡❞
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✇❡rs ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♥♦✐s❡ ❛♥❞
❧✐♥❡❛r ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✜t ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✳

✷✳✸✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t

❚❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✳✷✳✶✸✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡
✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ t❤❡ ❧❛s❡r s②st❡♠ ✭❚♦♣t✐❝❛ ❚❆✲❙❍●✮ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❣r❛t✐♥❣
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♣♣❛r❛t✉s✳ ▲✐❣❤t ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r ✐s ❛♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥
t❤❡ t❛♣❡r❡❞ ❛♠♣❧✐✜❡r ❛♥❞ ❢❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ♦✉t♣✉t ❧✐❣❤t ✐s
♠♦❞❡✲♠❛t❝❤❡❞ ✐♥t♦ ✜❜r❡ ❋✷ ❛♥❞ ❢❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❖P❖ ❝❛✈✐t②✳ ❇♦t❤ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❛♥❞
❖P❖ ❝❛✈✐t② ❛r❡ ♦♥❧② r❡s♦♥❛♥t t♦ t❤❡ r❡❞ ❧✐❣❤t✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r
❜❡❛♠ ♣❛t❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❜② ✜❜r❡ ❋✶✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡s ♦❢ sq✉❡❡③❡❞ ✈❛❝✉✉♠ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧
♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛r❡ t❤❡♥ ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ♦♥ ❛ ❜❡❛♠s♣❧✐tt❡r ✭P❇❙✶✮ ✇❤❡r❡ ♣♦✇❡r ❜❛❧❛♥❝✐♥❣
✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ✇❛✈❡♣❧❛t❡ ✭❲P✮ ❛♥❞ ❛ ❜❡❛♠s♣❧✐tt❡r ✭P❇❙✷✮✳ ▲✐❣❤t ✐s ❝♦❧❧❡❝t❡❞
♦♥t♦ ❞✐♦❞❡s ❉✶ ❛♥❞ ❉✷ ♦❢ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧
✐s r❡❝♦r❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❛❧②③❡r ✭❙❆✮✳

st❛❜✐❧✐s❡❞ ✼✾✺ ♥♠ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ t❛♣❡r❡❞ ❛♠♣❧✐✲
✜❡r ❛♥❞ ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦✉❜❧❡r ✇✐t❤ ▲❇❖ ❝r②st❛❧ ❛s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ ❧❛s❡r ✐s st❛❜✐❧✐s❡❞ ❜② ❢r❡q✉❡♥❝②✲♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ♦❢ t❤❡
s❛t✉r❛t❡❞✲❛❜s♦r♣t✐♦♥ s✐❣♥❛❧✱ t♦ t❤❡ F = 2→ F ′ = 1 tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✉❜✐❞✐✉♠✲
✽✼✳ ❘❡s✐❞✉❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❋▼ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② s✐❣♥❛❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❧❛s❡r
❧✐♥❡✇✐❞t❤ ✐s ✹✵✵ ❦❍③ ❢✉❧❧ ✇✐❞t❤ ❤❛❧❢ ♠❛①✐♠✉♠ ✭❋❲❍▼✮✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✸✾✼ ♥♠ ❧✐❣❤t ✐s ♣❛ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜r❡ ❢♦r s♣❛t✐❛❧
✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♣✉♠♣s t❤❡ s✉❜✲t❤r❡s❤♦❧❞ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳
❚❤❡ ♣♦✇❡r ❛❢t❡r t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ✹✺♠❲ ✇❤✐❝❤ ❢❡❞ ✐♥t♦ ❖P❖ ❝❛✈✐t② r❡s✉❧ts
✐♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❣❛✐♥ ♦❢ ●❂✸✳

❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r s❡t✉♣s ♦✉r ❖P❖ ❤❛s ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❝❛✈✐t② ❡s❝❛♣❡ ❡✣❝✐❡♥❝②
✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝♦✉♣❧❡r ❛♥❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐✈✐t② ❧♦ss❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ❛♥ ♦✉t♣✉t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠✐rr♦r ♦❢ t❤❡
❖P❖ ✇✐t❤ ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ✼✳✽✪✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈✐t② ❧♦ss❡s ❛r❡
✵✳✺✺✪✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ♦✉t❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ηOPO = 0.93✳

❋♦r ❤♦♠♦❞②♥❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❧✐❣❤t ✐s ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ sq✉❡❡③❡❞
❧✐❣❤t✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❜❡❛♠ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r ❛♥❞ ✐s ♣❛ss❡❞
t❤r♦✉❣❤ ❛ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜r❡ ❢♦r s♣❛t✐❛❧ ♠♦❞❡ ✜❧t❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧❧②✲♣♦❧❛r✐③❡❞
❖P❖ ♦✉t♣✉t ✐s ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ✇✐t❤ ✹✵✵µ❲ ♦❢ t❤✐s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧②✲♣♦❧❛r✐③❡❞ ❜❡❛♠ ♦♥
♣♦❧❛r✐③✐♥❣ ❜❡❛♠s♣❧✐tt❡r ✭P❇❙✶✮✳ ❖♣t✐♠✐③❡❞ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❜❡❛♠s r❡s✉❧ts
✐♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❧♦s❡ t♦ V IS = 99%✳ ▲♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛♥❞ sq✉❡❡③❡❞
✈❛❝✉✉♠ ❜❡❛♠s ❛r❡ ♠✐①❡❞ ❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✐♥ ♣♦✇❡r ♦♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣♦❧❛r✐③✐♥❣ ❜❡❛♠✲
s♣❧✐tt❡r ✭P❇❙✷✮ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t❡❞ ✭✇✐t❤ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ηdet = 0.95✮ ✇✐t❤ ❛ ❚❤♦r▲❛❜s
✭P❉❇✶✺✵✮ s✇✐t❝❤❛❜❧❡✲❣❛✐♥ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❋♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣♦✇❡r ♦❢
✹✵✵µ❲ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♥♦✐s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ✶✹ ❞❇ ❜❡❧♦✇ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ q✉❛♥t✉♠
❧✐♠✐t✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♥♦✐s❡ ✇❛s s✉❜tr❛❝t❡❞✳

❖♥ t❤❡ ♣❛t❤ t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ ✐s ❢r❛❣✐❧❡ ❛❣❛✐♥st ❧♦ss❡s✳ ■❢ t❤❡
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sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t ♣❛ss❡s ❛ ♠❡❞✐✉♠ ✇✐t❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ η < 1✱ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡
t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ V = 〈: qθ, qθ :〉 ♦❢ t❤❡ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t t♦

V ′ = ηV + (1− η) . ✭✷✳✷✾✮

❚❤❡r❡❢♦r❡ ❧♦ss❡s ♦❢ t❤❡ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡
♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛♥❞ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t ✐♥❞✉❝❡s ❧♦ss❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦
ηhom = V IS2 = 0.98✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ❧♦ss ✐s ❣✐✈❡♥
✐♥ ❬✶✶❪✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❧♦ss❡s t❤❡ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t s✉✛❡rs ❛❢t❡r ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❛r❡
1 − η = 1 − ηhomηppηdet = 1 − 0.86 = 0.14 ♦r ✶✹✪✱ ✇❤❡r❡ ηpp = 0.95 ❛r❡ t❤❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❧♦ss❡s ✭❧♦ss❡s ♦♥ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦✛ ❛♥❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✮✳

❆s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❤❡♥ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✱ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ sq✉❡❡③✐♥❣ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡❧✲
❛t✐✈❡ ❞❡❧❛② t❤r♦✉❣❤ t✇♦ ♣❛t❤s✿ ❋r♦♠ ❧❛s❡r t♦ P❇❙✶ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r
✜❜r❡✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❧❛s❡r t♦ P❇❙✶ t❤r♦✉❣❤ ❛♠♣❧✐✜❡r✱ ❞♦✉❜❧❡r✱ ♣✉♠♣ ✜❜r❡ ❛♥❞ ❖P❖✳
■♥s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ t❤❡s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♦❝❝✉r ❛t ❛ ✏✇❤✐t❡ ❧✐❣❤t✑ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛❧ ❞❡❧❛②s✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❧❡✈❡❧ ♦❢ sq✉❡❡③✐♥❣ ♦❢ ✷✳✺ ❞❇ ❛t t❤❡
❞❡♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✷▼❍③ ✇❤✐❝❤ ✐s s❤♦✇♥ ✉♣♣❡r ♣❛rt ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹ ✳
❚❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ tr❛❝❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹ ❞♦✇♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ♦✉t ♦❢ ♣✉r❡
s❡♥t✐♠❡♥t❛❧ r❡❛s♦♥s✳ ■t ✐s t❤❡ ✜rst sq✉❡❡③✐♥❣ tr❛❝❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❖P❖ ❛♥❞
✐t ✐s ✈❡r② ♣r♦❜❛❜❧❡ t♦ ❜❡ t❤❡ ✜rst sq✉❡❡③✐♥❣ tr❛❝❡ ❡✈❡r t❛❦❡♥ ✇✐t❤ ❛ ❞✐♦❞❡ ♣✉♠♣
❧❛s❡r✳

❆❧❧ tr❛❝❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❛❧②s❡r✳ ❇❛s✐❝❛❧❧② t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♣r✐♥❝✐✲
♣❧❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❛❧②s❡r ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ s✐❣♥❛❧✱
❤❡r❡ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❤♦♠♦❞②♥❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❞❡♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❛t ♦♥❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ✜❧t❡r❡❞
❜② ❛ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r ✇❤♦s❡ ❝✉t✲♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s s❡t ❜② t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳
❘❡s✉❧t✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ✐s s❡♥t ✐♥t♦ ❛♥ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡s
♦✈❡r t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ✜❧t❡r ✐s s❡t ❜② ✶✴✈✐❞❡♦ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✿ ❙q✉❡❡③❡❞ ✈❛❝✉✉♠ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❯♣♣❡r ✜❣✉r❡✿ ✭❛✮ sq✉❡❡③✐♥❣ tr❛❝❡
✇❤❡♥ s❝❛♥♥✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✭❜✮ s❤♦t✲♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧✳ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝
♥♦✐s❡ ✐s s✉❜tr❛❝t❡❞✳ ❙♣❡❝tr✉♠ ❛♥❛❧②③❡r ❛t ③❡r♦ s♣❛♥✱ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❂
✸✵ ❦❍③✱ ✈✐❞❡♦ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❂ ✸✵❍③✳ ▲♦✇❡r ✜❣✉r❡✿ t❤❡ ✜rst sq✉❡❡③✐♥❣ tr❛❝❡ ❡✈❡r
t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ♦✉r ❖P❖✱ ●❂✷✳✺✱ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❂ ✸✵✵ ❦❍③✱ ✈✐❞❡♦ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
❂ ✸✵✵❍③✱ ❢r❡q✉❡♥❝② ✸▼❍③ ✳
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❈❤❛♣t❡r ✸

❈♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❞✐♦❞❡✲❧❛s❡r ♥♦✐s❡

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❧❛s❡r ♣❤❛s❡
♥♦✐s❡ ♦♥ q✉❛❞r❛t✉r❡ sq✉❡❡③✐♥❣✳ ❋✐rst✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ s♦✉r❝❡s ❛♥❞
❡✛❡❝ts ♦❢ ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡ ✐♥ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡rs✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡
♦❜s❡r✈❛❜❧❡ sq✉❡❡③✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts
♦❢ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡s❡ ❝❛♥
❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② ♣r♦♣❡r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❞❡❧❛②✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ ❞❡❧❛② ❛r❡
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❲❡ t❤❡♥ s❤♦✇ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
r❡s✉❧ts✿ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ sq✉❡❡③✐♥❣ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❧❛②✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡r ❞❡❧❛②✱
t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ sq✉❡❡③✐♥❣ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
♦❢ t❤❡ ❖P❖ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s②st❡♠✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❝❛♥❝❡❧❡❞✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝❛♥❝❡❧ ♣❤❛s❡
♥♦✐s❡ ✐♥ s②st❡♠s ♥♦t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡rs✳

✸✳✶ ❉✐♦❞❡ ❧❛s❡r ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡

❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❧❛s❡r s②st❡♠s✱ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡rs ❛r❡ ❡❛s② t♦ ♦♣❡r❛t❡✱ ❝♦♠♣❛❝t✱
❛♥❞ ✐♥❡①♣❡♥s✐✈❡✳ ❚❤❡② ❛❧❧♦✇ ❢♦r t✉♥❛❜❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
r❛♥❣❡s✱ s♦ t❤❛t ♠❛♥② ✐♠♣♦rt❛♥t ❛t♦♠✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ❋♦r t❤❡s❡
r❡❛s♦♥s✱ ❞✐♦❞❡✲❧❛s❡r✲❜❛s❡❞ sq✉❡❡③✐♥❣ ✇♦✉❧❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❡①t❡♥❞ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦s✲
s✐❜❧❡ sq✉❡❡③✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤❛s ❧♦♥❣ ❜❡❡♥ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡①❝❡ss
♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r ❬✼✻❪✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ❧✐♥❡✇✐❞t❤✱
✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡ ❢♦r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❤❛s❡✲s❡♥s✐t✐✈❡ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s s✉❝❤ ❛s
q✉❛❞r❛t✉r❡ sq✉❡❡③✐♥❣✳

❚❤❡ ✜rst ♥♦✐s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡rs s❤♦✇❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❢r❡❡ r✉♥♥✐♥❣ ❬✺✷❪ ❛♥❞ ❣r❛t✐♥❣ st❛❜✐❧✐③❡❞ ❬✸✺❪ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡rs ❛♥❞
✐t✬s ♦❜✈✐♦✉s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ❬✹✽❪✳

❚❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❧✐♠✐t ❢♦r t❤❡ ❧❛s❡r ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❙❝❤❛✇❧♦✇ ❛♥❞
❚♦✇♥❡s ❬✺✼❪✳ ❚❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✐s ❛ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ s♣❡❝tr✉♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ ❙❝❤❛✇❧♦✇✲❚♦✇♥❡s ❢♦r♠✉❧❛

∆νlaser =
2πhν0

(
∆ν1/2

)2
kei

P
✭✸✳✶✮

✹✽
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✇❤❡r❡ hν0 ✐s t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣②✱ kei = Ne (Ne −Ni)
−1

✐s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡s❝r✐❜✲
✐♥❣ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❡ ❛♥❞ ❧♦✇❡r st❛t❡ ✐✱ ∆ν1/2 ✐s
t❤❡ ❢✉❧❧ ✇✐❞t❤ ❛t ❤❛❧❢ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ❧❛s❡r r❡s♦♥❛t♦r ❛♥❞ P ✐s t❤❡ ♦✉t✲
♣✉t ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r ♥♦✐s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ❬✷✵❪ s❤♦✇❡❞
t❤❡ ❧✐♥❡✇✐❞t❤ t♦ ❜❡ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ s❤❛♣❡❞ ❜✉t ✺✵ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s
❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ✇❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❍❡♥r② ❬✷✽❪ ❛s t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢
t❤❡ ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇✐t❤ ❣❛✐♥✳ ❍❡♥r② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ❡♥✲
❤❛♥❝❡♠❡♥t ❢❛❝t♦r α t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❍❡r❡✱ α ✐s ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t②
❢❛❝t♦r r❡❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❝❤❛♥❣❡s t♦ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❣❛✐♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
t❤❡ ❧✐♥❡✇✐❞t❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ 1 + α2✱ ✇❤✐❝❤ t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦ ❜❡
✐♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳

❚❤❡ ❜r♦❛❞ ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❜② ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞✐♦❞❡ ❝❛✈✐t② ❧♦♥❣❡r ✭❡①✲
t❡r♥❛❧ ❝❛✈✐t②✮✱ t❤✉s r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ❝❛✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦❢ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❡♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❜② ❛♥t✐r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❛t✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❧❛s❡r ♦✉t♣✉t ❢❛❝❡t ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♠✐rr♦r ♦r ❛ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❣r❛t✐♥❣ ❛s t❤❡ ♥❡✇
♦✉t♣✉t ❝♦✉♣❧❡r ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r st❛❜✐❧✲
✐t② ❛♥❞ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❞✐✛r❛❝✐♦♥ ❣r❛t✐♥❣ ❛❞❞s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✉♥✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
✇❤✐❧❡ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ s✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ s✉❝❤ s②st❡♠s t❤❡ ❧❛s❡r ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ✐s
♥♦✇ ♠❛✐♥❧② ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❧✐❦❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝❛✈✐t② ❧❡♥❣t❤✳

❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❝❛✈✐t② ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡rs ✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥
❬✸✼❪✳ ❚❤❡r❡ ✐s ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠
t❤❡ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❧❛s❡r ♦✉t♣✉t
❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s q✉❛s✐✲st❛t✐♦♥❛r②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛s❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❞r✐❢t✐♥❣ s❧♦✇❧② ✭♦♥
t❤❡ t✐♠❡✲s❝❛❧❡ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛✈✐t② r❡❧❛①❛t✐♦♥✮ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛s❡r ❧✐♥❡✇✐❞t❤✳
■♥ ❬✷✾❪ t❤❡ ❛✉t❤♦r ✉s❡s ▲❛♥❣❡✈✐♥ r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ✜❡❧❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡
s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❧❛s❡r✳ ❚❤❡ ❧❛s❡r ✐s ❞✐st✉r❜❡❞ ❜② ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❢♦r❝❡s ✇❤✐❝❤
❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❧❛s❡r ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❢♦r❝❡ ❤❡ ✉s❡s ✐s ❛ ●❛✉ss✐❛♥
♥♦✐s❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞r✐❢t ♦❢ t❤❡ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r ❡①t❡r♥❛❧ ❝❛✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ s♣♦♥t❛✲
♥❡♦✉s ❡♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ✉♥❞❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▼❛r❦♦✈✐❛♥
s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❢♦r❝❡s ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡✐r ❤✐st♦r②✳ ❚❤❡ ✇❛♥✲
❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r ❧✐❣❤t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣❤❛s❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❧❛s❡r ❬✹✶❪ ❛s tr❡❛t❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ✐♥ ❬✹✵❪✳ ❋r♦♠ s✉❝❤ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡✇✐❞t❤
♦❢ t❤❡ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡❞ ❬✺✹❪✳ ❚❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡
r❡s✉❧t ✐s s✉st❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡♦r❡♠✱ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛♥❞♦♠ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❛ s②st❡♠ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♥♦r✲
♠❛❧ ♦r ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥
♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❧✐♥❡s❤❛♣❡ ✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ♥❛rr♦✇ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ❧✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ❞✉❡ t♦
t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❝❛✈✐t② ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✇❛♥❞❡r✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❝❡♥tr❛❧
❢r❡q✉❡♥❝②✳

✸✳✷ ◗✉❛s✐ st❛t✐♦♥❛r② sq✉❡❡③✐♥❣ t❤❡♦r②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡ ♦♥ t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ s♣❡❝tr✉♠ ✇✐❧❧ ❜❡ tr❡❛t❡❞
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❜② ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❈♦❧❧❡t ❛♥❞ ●❛r❞✐♥❡r ♣r❡s❡♥t❡❞ ♣r❡✲
✈✐♦✉s❧② ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r s②st❡♠ r❡s✉❧t
✐♥ r❛♥❞♦♠ ❢r❡q✉❡♥❝② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❧✐❣❤t✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ❞r✐❢t ♦❢ t❤❡ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r ✐s s❧♦✇ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ ❧✐❣❤t
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❖P❖ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤✐s ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❛s t❤❡ ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❖P❖ ❝❛✈✐t② ✇✐t❤
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✽▼❍③ ✐s ♠✉❝❤ ✇✐❞❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ✇✐t❤ ✹✵✵ ❦❍③✳
❍❡r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t t❤❡s❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ♦♥ t❤❡

sq✉❡❡③✐♥❣✳ ❖✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞✐✜❡s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✻❪ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡t✉♥✲
✐♥❣ ∆ω ❜❡t✇❡❡♥ ♣✉♠♣ ❧❛s❡r ❛♥❞ ❖P❖ ❝❛✈✐t② ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❢r❡q✉❡♥❝②
❞r✐❢ts✳ ❚❤❡ ♣✉♠♣ ❧✐❣❤t ✜❡❧❞ ✐s st✐❧❧ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ♦♥❧② s❤✐❢t❡❞ ❜② ∆ω ❢r♦♠ t❤❡
❝❛✈✐t②✬s ❝❡♥tr❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✳

❆s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✱ ✇❡ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖P❖
❝❛✈✐t② ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✾✮

ȧ = − i

~
[a, Hsys]− (k1 + k2) a +

√
2k1av1 +

√
2k2av2 ✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ ❛s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ a ❛♥❞ a† ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs
♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ♠♦❞❡ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ω0✱ k1 ❛♥❞ k2 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❧♦ss r❛t❡s t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝♦✉♣❧❡r ❛♥❞ ❞✉❡ t♦ ✐♥tr❛❝❛✈✐t② ❧♦ss❡s✱ ❛♥❞ av1 ❛♥❞ av2 ❞❡♥♦t❡ t❤❡
❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ✭✈❛❝✉✉♠✮ ✜❡❧❞ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❞✉❡ t♦ ♦✉t♣✉t
❝♦✉♣❧❡r ❛♥❞ ✐♥tr❛❝❛✈✐t② ❧♦ss❡s✳ ❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛s ❣✐✈❡♥
✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✷ ✐s

Hsys = ~ω0a
†a +

i~

2
(εe−iωpt(a†)2 − ε∗eiωpta2). ✭✸✳✸✮

❆❢t❡r ✐♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ t♦ r♦t❛t✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ a = ãe−iω0t s❤✐❢t✐♥❣ t❤❡ ③❡r♦ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②
s❝❛❧❡ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ~ω0✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡t✉♥✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛✈✐t②
r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣✉♠♣ ♠♦❞❡ ✐s

2∆ω ≡ ωp − 2ω0 ✭✸✳✹✮

❲❡ t❤❡♥ r❡❛❝❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥

˙̃a = εe−i2∆ωtã† − (k1 + k2) ã +
√

2k1ãv1 +
√

2k2ãv2. ✭✸✳✺✮

❆s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ (2π)
− 1

2

´

dteiωta (t) = a (ω) ♦♥
❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✺✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣

−iωã (ω) = εã† (−ω + 2∆ω)− (k1 + k2) ã (ω)
+
√

2k1ãv1 (ω) +
√

2k2ãv2 (ω) .
✭✸✳✻✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♠♦r❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ✇❡ s❤✐❢t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
ω → ω + ∆ω ❜② ✇❤✐❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✻ ❣❡ts t❤❡ ❢♦r♠

−i (ω + ∆ω) ã (ω + ∆ω) = εã† (−ω + ∆ω)− (k1 + k2) ã (ω + ∆ω)
+
√

2k1ãv1 (ω + ∆ω) +
√

2k2ãv2 (ω + ∆ω) .
✭✸✳✼✮

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✼ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✐ts ❍❡r♠✐t✐❛♥ ❝♦♥❥✉❣❛t❡
❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❛✈✐t②✱ ã (ω + ∆ω) ✭s❤♦✇♥ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧
✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❈✳✶✮✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t r❡❧❛t✐♦♥

√
2k1ã (ω) = ãv1 (ω) + ãout (ω) ✭✸✳✽✮

✇❡ r❡❛❝❤ t❤❡ ❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✐♥♣✉t t♦ ♦✉t♣✉t ✜❡❧❞s
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ãout (ω + ∆ω) = g1ãv1 (ω + ∆ω) + g2ã
†
v1 (−ω + ∆ω)

+ g3ãv2 (ω + ∆ω)

+ g4ã
†
v2 (−ω + ∆ω) ✭✸✳✾✮

✇❤❡r❡

g1 =
[
η2 − (1− η − iΩ)

2
+ ∆Ω (2ηi−∆Ω) + |µ|2

]
B−1

1 ✭✸✳✶✵✮

g2 = 2ηµB−1
1 ✭✸✳✶✶✮

g3 = 2
√

η (1− η) (i (−Ω + ∆Ω) + 1) B−1
1 ✭✸✳✶✷✮

g4 = 2µ
√

η (1− η)B−1
1 ✭✸✳✶✸✮

B1 = (1− iΩ)
2

+ ∆Ω2 − |µ|2 . ✭✸✳✶✹✮

❍❡r❡ ∆Ω✱ Ω✱ η ❛♥❞ µ ❛r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s❝❛❧❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❧✐♥❡✇✐❞t❤
δν = k1 + k2 ❛s ♣r❡✈✐♦s❧② s❤♦✇♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✳ ❉❡t❛✐❧s ♦❢ t❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡
s❤♦✇♥ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❈✳✶✳

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❢♦r t❤❡ ♦✉t♣✉t ✜❡❧❞✱ ãout (ω + ∆ω) ❛s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥
✸✳✾✱ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❜♦s♦♥✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✳

❚❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ s♣❡❝tr✉♠ S(Ω) ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✮ ✉s✐♥❣ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♦♣❡r❛t♦r

qθ =
1√
2
(ãout (ω + ∆ω) e−iθ + ã†

out (ω + ∆ω) eiθ) ✭✸✳✶✺✮

S(Ω) = 1 + 2ηdet 〈: qθ, qθ :〉

= 1 +
8ηdetη |µ|2

|B1|2

[
1 +

(
1−∆Ω2 + Ω2 + |µ|2

)

2|µ| cos (2θ − φ)

+
∆Ω

|µ| sin (2θ − φ)

]
. ✭✸✳✶✻✮

❋♦r♠✉❧❛ ✸✳✶✻ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ♥♦ ❞❡t✉♥✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛♥❝❡ ✭∆Ω = 0✮ ✐s
❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✶✳✹✸ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ s❤♦✇s t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ S(Ω) ✈❡rs✉s r❡❧❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥
sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✭2θ − φ✮ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
❞❡t✉♥✐♥❣ ✭∆Ω✮✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡t✉♥✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ S(Ω)
✭♠❛①✐♠✉♠ sq✉❡❡③✐♥❣✮ ✇✐❧❧ ✈❛r② ✐♥ ❞❡♣t❤✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ∆Ω✱ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ 2θ−φ✳ ■❢ t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ❞r✐❢t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥✱ t❤❡
❞r✐❢t ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✇✐❧❧
❝❛✉s❡ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ sq✉❡❡③✐♥❣✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ ❚❤❡ ❤♦♠♦❞②♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡ ❢♦r
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛♥❞ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t✳ ■❢ ♥♦✇ t❤❡ r❡❧✲
❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛♥❞ sq✉❡❡③❡❞ ♠♦❞❡ ❞r✐❢ts ✐t ✇✐❧❧ ✏❛✈❡r❛❣❡✑
t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♦✈❡r t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ❞r✐❢t✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ▲❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡ ✭sq✉❡❡③✐♥❣✮ ✈❡rs✉s r❡❧❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ sq✉❡❡③❡❞
❧✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❞❡t✉♥✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛✈✐t②
r❡s♦♥❛♥❝❡ s❝❛❧❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ✭∆Ω✮✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❝✉r✈❡ s❤♦✇s t❤❡
sq✉❡❡③✐♥❣ ❛t t❤❡ ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛♥❝❡ ✭∆Ω = 0✮✳ ❚❤❡ r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡s s❤♦✇
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞❡t✉♥✐♥❣ ♦♥ sq✉❡❡③✐♥❣✳ ❚❤❡ r❡❞ ❝✉r✈❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❡t✉♥✐♥❣ ♦❢
∆Ω = ±0.5 ✭❧❡❢t ❢♦r ♠✐♥✉s ❛♥❞ r✐❣❤t ❢♦r ♣❧✉s✮✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
❞❡t✉♥✐♥❣ ♦❢ ∆Ω = ±1 ✭❛❧s♦ ❧❡❢t ❢♦r ♠✐♥✉s ❛♥❞ r✐❣❤t ❢♦r ♣❧✉s✮

s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✳ ■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✷ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ♦♥
♣✉r♣♦s❡ t❤❡ ♥♦✐s✐❡r q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞✉❡ t♦ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ♠♦r❡ ♦❜✈✐♦✉s
♦♥ t❤✐s q✉❛❞r❛t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡
❢♦r t❤✐s ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❡✛❡❝t ❜② ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t
❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✐♥ ♣❤❛s❡✳

✸✳✸ ❉❡❧❛②

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♣r❡✈✐♦s❧② ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❞✐♦❞❡
❧❛s❡r ✐s ✐t✬s ❡①❝❡ss ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡✳ ■t s❤♦✇s ✉♣ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ❛t ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞
❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ♣❤❛s❡ ❞r✐❢t✳ ❆♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ s❡❡ t❤✐s ♣❤❛s❡ ❞r✐❢t
✐s ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ❧❛s❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❞r✐❢t ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❝❛rr✐❡r✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ✇❤✐❝❤ ❡✛❡❝t s✉❝❤ ❞❡t✉♥✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♥❡ ✭t❤❡
r❡s♦♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❖P❖ ❝❛✈✐t②✮ ❤❛s ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ sq✉❡❡③✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts✳ ■t ❡♠♣❧♦②s ❝❛✈✐t②
st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ✭❛❧r❡❞② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮✱
✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❝❤♦s❡♥ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❜❡❛♠✳

❈♦♠♣❧❡t❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r✬s ❢r❡q✉❡♥❝② ❞r✐❢t ✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣
t❛s❦✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞r✐❢t✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤✐s ✐s ♠❛❞❡ ❜② ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ t❤❡
♣❛t❤❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ sq✉❡❡③❡❞ ❜❡❛♠✱ t❤✉s ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡✲
❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✴♣❤❛s❡ ❞r✐❢ts ❛t t❤❡ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❚❤❡ ✏❛✈❡r❛❣✐♥❣✑ ♦❢ t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♦✈❡r t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
♣❤❛s❡ ❞r✐❢t✳ ❍❡r❡ 2θ ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛♥❞ δφ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ❞r✐❢t✳

✇❡ ✜rst ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t s✐❣♥❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡
sq✉❡❡③✐♥❣ ❜❡❛♠ ♣❛t❤✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❧❛② ✐♥t♦ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r
♣❛t❤ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣❛t❤ ❜❛❧❛♥❝❡✳

❋✐rst✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ τD t❤❡ ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛♥❞ t❤❡
♣✉♠♣ ❧✐❣❤t ❛t t❤❡ ❖P❖ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ ❖P❖ ❝❛✈✐t② ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞
❧❛t❡r✳ ❆s ❜♦t❤ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛♥❞ ❖P❖ ♣✉♠♣ ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛s❡r✱
✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② τD = 0 ❛s ❛ ✏✇❤✐t❡✲❧✐❣❤t✑ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❛ ▼❛❝❤✲❩❡❤♥❞❡r✲t♦♣♦❧♦❣②
✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✳ ■♥ t❤✐s ✏✇❤✐t❡ ❧✐❣❤t✑ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
❞r✐❢t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❚❤❡ ❧✐❣❤t ✐♥ t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ ♣❛t❤ ♣❛ss❡s t❤❡
t❛♣❡r❡❞ ❛♠♣❧✐✜❡r✱ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❝❛✈✐t②✱ ♠♦❞❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✜❜r❡✱ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ ❢r❡❡✲s♣❛❝❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭❛♥❞ t❤❡ ❖P❖ ❝❛✈✐t②✮ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✸✳

❚❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢ ❧✐❣❤t ❢♦r t❤❡ ❢r❡❡ s♣❛❝❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s

τfreeprop =
s

c
✭✸✳✶✼✮

✇❤❡r❡ s ✐s t❤❡ ♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ c ✐s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✳
❚❤❡ t❛♣❡r❡❞ ❛♠♣❧✐✜❡r ✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤ t❤r♦✉❣❤ ✐t✳ ❚❤❡ ❞❡❧❛②
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❝❛✈✐t② ✐s t❤❡ ❝❛✈✐t② ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛② ❛t ❧✐♥❡ ❝❡♥t❡r ✭❢♦r ❛
❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ❞❡t✉♥✐♥❣ s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❈✳✷✮

τdoub.cav =
1

π · δν . ✭✸✳✶✽✮

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❝❛✈✐t② ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ✐s δν = 14▼❍③ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡
❞❡❧❛② ♦❢ 2.27× 10−9 s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡ ❝❧❡❛♥✐♥❣ ✜❜r❡ ❢♦r t❤❡ ❜❧✉❡ ♣✉♠♣ ♦❢ t❤❡ ❖P❖
✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛②

τbluegroup =
lbf

(
nb − λdnb

dλ

)

c
✭✸✳✶✾✮

✇❤❡r❡ lbf ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❜❧✉❡ ✜❜r❡ ❛♥❞ nb = 1.45 ✐s t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✜❜r❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤✐s ❞❡❧❛②
❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞❡❧❛②
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τbluef =
lbfnb

c
✭✸✳✷✵✮

❚❤❡ ❧✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛t❤ ♣❛ss❡s ❧❡♥❣t❤s ♦❢ ❢r❡❡✲s♣❛❝❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡✲❝❧❡❛♥✐♥❣ ✜❜r❡✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✐s

τlo =
slo + llon

c
✭✸✳✷✶✮

✇❤❡r❡ slo ❛♥❞ llo ❛r❡ t❤❡ ❢r❡❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ✜❜r❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r
♣❛t❤✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❧✐❣❤t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥
n = 1.5 ✐♥ t❤❡ ✜❜r❡✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♠♦❞❡ ❝❧❡❛♥✐♥❣ ✜❜r❡ ❝❛♥ ❜❡
❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ✇❤✐t❡ ❧✐❣❤t ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤s ♦r ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❧❛②✳ ❚❤❡ ❞❡❧❛② τD ✐s

τD = τlo − (τfreeprop + τdoub.cav + τbluef ) ✭✸✳✷✷✮

❛♥❞ ✐t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ✐♥ ✇❤✐t❡ ❧✐❣❤t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞
✇❤❡♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❞❡❧❛② ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛t❤✱ ❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ♦❢ ✜❜r❡ ❛♥❞ ❢r❡❡✲s♣❛❝❡ ❧❡♥❣t❤s✱ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❞❡❧❛②s ✐♥ t❤❡
❛♠♣❧✐✜❡r✱ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❝❛✈✐t②✱ ✜❜r❡ ❛♥❞ ❢r❡❡ s♣❛❝❡✳ ❆ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ τD ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❛t ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✜❡❧❞ ✐s ❞❡❧❛②❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣✉♠♣ ✜❡❧❞✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t
✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❖P❖ ❝❛✈✐t② ❞❡❧❛② ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❞❡♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②
Ω ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❧❛t❡r✳

✸✳✹ ❲❤✐t❡ ❧✐❣❤t

❋✐rst✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❞❡❧❛② ❧✐♥❡✳ ❙t❛rt✲
✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

ãout (ω) =
1√
2π

ˆ

dteiωtãout (t) ✭✸✳✷✸✮

ãout (t) =
1√
2π

ˆ

dωe−iωtãout (ω) . ✭✸✳✷✹✮

❋♦r ❛ ❞❡❧❛② ❧✐♥❡ ✇✐t❤♦✉t ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✜❡❧❞ ✇✐❧❧ ♦♥❧②
❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

ãout(ω) = f (ω) ãin (ω) ✭✸✳✷✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✐s ❧✐♥❡❛r❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ω✱ ✐✳❡✳
f (ω) = eimω✳❘❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤✐s ❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✐♥t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✹ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ✐♥♣✉t t♦ ♦✉t♣✉t ✜❡❧❞

ãout (t) =
1√
2π

ˆ

dωe−iωteimωãin (ω)

=
1√
2π

ˆ

dωe−iω(t−m)ãin (ω)

= ãin (t−m) . ✭✸✳✷✻✮
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t✱ m > 0✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❞❡❧❛②❡❞
♦✉t♣✉t ✜❡❧❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ✜❡❧❞✱ s❡❡ ❛❧s♦ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✳ ■♥ ❝♦♥tr❛r②✱ ❛
♥❡❣❛t✐✈❡ s❧♦♣❡✱ m < 0✱ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧✳ ❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ✐♥
♦✉r ♥♦t❛t✐♦♥ ❛ ❞❡❧❛② ❧✐♥❡ ♦❢ ❞❡❧❛② τ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✈s✳ ❢r❡q✉❡♥❝②
♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ f (ω) = e+iτω✳

❚❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥❞✉❝❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡
♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

θ = θ0 + ∆ωτlo. ✭✸✳✷✼✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♣✉♠♣ ❜❡❛♠ ✇✐❧❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t

φ = φ0 + 2∆ω(τfreeprop + τdoub.cav + τbluef ). ✭✸✳✷✽✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♣❤❛s❡ ❛s ✐t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✻ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠

2θ − φ = ∆φ + 2∆ωτD ✭✸✳✷✾✮

✇❤❡r❡ ∆φ = 2θ0 − φ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧
♦s❝✐❧❧❛t♦r ✐♥ t❤❡ ✇❤✐t❡ ❧✐❣❤t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣ ❧❛s❡r ♦❢ t❤❡ ❖P❖✱
µ = |µ|eiφ✳

❚❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ s♣❡❝tr✉♠ S(Ω) ✐s

S(Ω) = 1 + 2ηdet 〈: qθ, qθ :〉

= 1 +
8ηdetη |µ|2

|B1|2

[
1 +

(
1−∆Ω2 + Ω2 + |µ|2

)

2|µ| cos (∆φ + 2∆ωτD)

+
∆Ω

|µ| sin (∆φ + 2∆ωτD)

]
. ✭✸✳✸✵✮

❇❡st sq✉❡❡③✐♥❣ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❤❛s❡ t❤❛t ❣✐✈❡s

tan(∆φ + 2∆ωτD) =
2∆Ω

1−∆Ω2 + Ω2 + |µ|2 ✭✸✳✸✶✮



❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❈❖▼P❊◆❙❆❚■❖◆ ❖❋ ❚❍❊ ❉■❖❉❊✲▲❆❙❊❘ ◆❖■❙❊ ✺✻

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❙q✉❡❡③✐♥❣ ✈s✳❞❡❧❛② ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✶▼❍③✱
✷▼❍③✱ ❛♥❞ ✸▼❍③ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❜❧❛❝❦ ✭s♦❧✐❞✮✱ r❡❞ ✭❞❛s❤❡❞✮✱ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ✭❞♦t✲❞❛s❤❡❞✮✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀ ❛✮ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❧❛s❡r s♣❡❝tr✉♠ ❛s ●❛✉ss✐❛♥ ♦❢ ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ✼✵✵ ❦❍③ ❢✉❧❧
✇✐❞t❤ ❤❛❧❢ ♠❛①✐♠✉♠ ✭❋❲❍▼✮✱ ❜✮ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❧❛s❡r s♣❡❝tr✉♠ ❛s ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ♦❢
❧✐♥❡✇✐❞t❤ ✸✵✵ ❦❍③ ✭❋❲❍▼✮✳

✇❤✐❝❤ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡t✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣ ❧❛s❡r
∆Ω✳ ❚❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡❧❛② ✐♥ t❤❡ ❖P❖ ❝❛✈✐t②
✇❤✐❝❤ ✇❛s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ❞❡❧❛②s✳ ■♥ ✜rst ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡
❞❡t✉♥✐♥❣ t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✐s

∆φ + 2∆ωτD = π +
2

1 + Ω2 + |µ|2 ∆Ω. ✭✸✳✸✷✮

❚❤✐s ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❜❡❢♦r❡
t❤❡ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❆ ❞❡❧❛② ❧✐♥❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ l ❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n ♦❢ t❤❡
✜❜r❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t

2∆ωτD = 2(k1 + k2)
ln

c
∆Ω. ✭✸✳✸✸✮

❚❤✉s ❢♦r t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❧❛② ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r

l =
c

n(k1 + k2)(1 + Ω2 + |µ|2) ✭✸✳✸✹✮

t❤❡ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ t♦ ✜rst ♦r❞❡r✱ ❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t sq✉❡❡③✲
✐♥❣ ♣❤❛s❡ ∆φ = π ❡✈❡♥ ❢♦r ❞❡t✉♥❡❞ ♣✉♠♣✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❖P❖ ❝❛✈✐t②
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧s♦ t❤❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②
Ω✳ ❋♦r ❤✐❣❤❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛ s❤♦rt❡r ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡❧❛② ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❧❛② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡❧❛② ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❈✳✷ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❜♦t❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡t✉♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❞❡❧❛② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❖P❖ ❝❛✈✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❣❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡
❞❡♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❙q✉❡❡③✐♥❣ ✈❡rs✉s ♣❤❛s❡ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❧❛② ❧❡♥❣t❤s ❧❂
④✵✱✸✵✱✻✵⑥♠✱ s♦❧✐❞✱ ❞❛s❤❡❞✱ ❞♦t✲❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞
t♦ ♣❧♦t t❤❡s❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✷✳✸✳✸✳ ❚❤❡ ❞❡♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✉s❡❞ ✐s ✶▼❍③✳

❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦❝❤r♦✲
♠❛t✐❝ ❧✐❣❤t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐♥ ❛ r❡❛❧ s②st❡♠ t❤❡ ❞❡t✉♥✐♥❣ ✐s ♥♦t ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ ❜✉t
t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞r✐❢ts ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣❡✳ ❲❡ ❤❡r❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t s❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝②
❞r✐❢t ❤❛s ❛ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ρ(∆Ω)d∆Ω✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ sq✉❡❡③✐♥❣ s✐❣✲
♥❛❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ❤♦♠♦❞②♥❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ S(Ω) ♦✈❡r ∆Ω✳ ❚❤❡
❛✈❡r❛❣❡❞ sq✉❡❡③✐♥❣ s♣❡❝tr✉♠ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

S̄(Ω) =

ˆ +∞

−∞
S(Ω)ρ(∆Ω) d∆Ω. ✭✸✳✸✺✮

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❤♦♠♦❞②♥❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠S(Ω) ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧s♦ ♦❢ ∆Ω✱ l ❛♥❞
♠❛♥② ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ S̄(Ω) ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥ t❤❡ ❞❡❧❛② ❧❡♥❣t❤ l ✐s ♣❧♦tt❡❞
✐♥ ❋✐❣✳✸✳✹ ❢♦r ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❛ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ρ(∆Ω)✳

❖♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✹ ✇❡ s❡❡ t❤❡ s❤✐❢t ♦❢ ♦♣t✐♠✉♠ sq✉❡❡③✐♥❣ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡❧❛②
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡❧❛② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❖P❖✱ ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✹✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞
❛❜♦✈❡ t❤❡ s❤✐❢t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❆s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞r✐❢t
s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ sq✉❡❡③✐♥❣ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞
❢♦r ∆φ = π ❛s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✺✳

✸✳✺ ❊①♣❡r✐♠❡♥t

❍❡r❡ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❡t✲✉♣ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡ ❝❧❡❛♥✐♥❣
✜❜r❡ ❋1 ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✸ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ✈❛r② t❤❡ ♣❛t❤✲❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧
♦s❝✐❧❧❛t♦r ✜❡❧❞✳

❲❡ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❤❡r❡ t❤✐s ❞❡❧❛② ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✇✐t❤ ✐♥t❡♥t✐♦♥ t♦✿ ✭✐✮ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢
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sq✉❡❡③✐♥❣ ✐♥ ✇❤✐t❡ ❧✐❣❤t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✮ ✭✐✐✮
s❡❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❞❡❧❛② ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ sq✉❡❡③✐♥❣✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛r❡♠❡t❡rs✿ ❣❛✐♥✱ ❧♦ss❡s ❡t❝✳ ❛r❡
t❤❡ s❛♠❡ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳

❲❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r ❡✈❡r② ❢♦✉r ♠❡t❡rs ❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧
♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛t❤ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✭✇❤✐t❡ ❧✐❣❤t✮ ❝♦♥✜❣✉✲
r❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧ ✜❜r❡ ❧❡♥❣t❤ ✇❛s ✻✵♠ ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❉✉❡
t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♣✉♠♣ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ✜❜r❡ ❧♦ss❡s ❢♦r t❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐❣❤t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❛t ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡❧❛② ✇❡r❡ ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❋♦r ❡✈❡r② ✹♠ ♦❢ ❞❡❧❛② ✇❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧
♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛t❤ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s❡✈❡r❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
✭sq✉❡❡③✐♥❣✮✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ sq✉❡❡③✐♥❣ ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧
t❛❦❡♥ tr❛❝❡s✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡✐r st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭✈❡rt✐❝❛❧ ❡rr♦r
❜❛rs✮ ❢♦r ❡✈❡r② ❧❡♥❣t❤ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ♠❡❛✲
s✉r❡❞ sq✉❡❡③✐♥❣ ✈s✳ ❞❡❧❛② ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✶▼❍③✱
✷▼❍③ ❛♥❞ ✸▼❍③ ✭❋✐❣✳ ✸✳✻✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ♠✐♥✐♠❛ ❛t ♣♦s✐t✐✈❡
❞❡❧❛② ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡♦r②✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✹ ♣r❡❞✐❝ts l = {7.3, 6.0, 4.7}♠ s❤✐❢t
❢♦r ❞❡♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s {1, 2, 3}▼❍③✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝✉r✈❡s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✻ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ❛s st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❜✉t ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ ρ(∆Ω) ❛s t❤❡ ♦♥❧② ❢r❡❡
♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❖❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦✜❧❡s tr❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ r❡✢❡❝ts t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝✉r✈❡ ♠♦r❡ ❝❧♦s❡❧② t❤❛♥ t❤❡
▲♦r❡♥t③✐❛♥ ♣r♦✜❧❡✳ ❲❡ s❡❡ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t ✸▼❍③ ❞❡♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❢♦r ❛ ●❛✉ss✐❛♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ✼✵✵ ❦❍③ ✭❋❲❍▼✮✳ ❚❤❡ ❜❡tt❡r ♦❢ ❛❣r❡❡✲
♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡❞ ♣r♦✜❧❡ ✇❛s t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t
t❤❡♦r❡♠✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ♣❤②s✐❝❛❧❧② ∆Ω ✐s t❤❡ ♠✐s♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥
❤❛❧❢ t❤❡ ♣✉♠♣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ❖P❖ ❝❛✈✐t② ❢r❡q✉❡♥❝② s❝❛❧❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛✈✐t②
❧✐♥❡✇✐❞t❤✱ ❛♥❞ t❤✉s ❜♦t❤ ❧❛s❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❖P❖ ❝❛✈✐t② ✢✉❝t✉❛✲
t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ρ(∆Ω)✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✲❧♦♦♣ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛s❡r ❧♦❝❦ t♦
❛ s❛t✉r❛t❡❞✲❛❜s♦r♣t✐♦♥ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ✇❡ ✜♥❞ ❛ ✹✵✵ ❦❍③ ❧❛s❡r ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ✭s❤♦✇♥ ✐♥
❞❡t❛✐❧ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ω0−ωlaser

❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❖P❖ ❝❛✈✐t② ❧♦❝❦✐♥❣ s✐❣♥❛❧✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
sq✉❡❡③✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧♦❝❦✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ✇❛s t♦♦ ✇❡❛❦ t♦ ❡①tr❛❝t ❛
♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ s✐❣♥❛❧✱ ❧❛r❣❡❧② ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ✐♥❥❡❝t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♠✐rr♦r
❛s ✐♥ t❤❡ P❉❍ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ♣❧❛❝❡ ❛ ❧♦✇❡r ❧✐♠✐t ♦❢ ✸✵✵ ❦❍③ ♦♥ t❤❡ ✇✐❞t❤
♦❢ ρ(∆Ω) ❜❛s❡❞ ♦♥ P❉❍ ❧♦❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝❛✈✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ✼✵✵ ❦❍③ ❡st✐♠❛t❡
❢♦r t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ ρ(∆Ω) ❛♣♣❡❛rs r❡❛s♦♥❛❜❧❡✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ sq✉❡❡③✐♥❣ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ t❤❡ ✶▼❍③ ❛♥❞ ✷▼❍③
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡♦r②✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡
❧✐❣❤t ❜❛❝❦ r❡✢❡❝t❡❞ ❢♦r♠ t❤❡ ❡♥❞ ❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝r②st❛❧ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♥❣
t❤❡ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t✳ ■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤✐s ♥♦✐s❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
❞❡❧❛②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦✛s❡t t♦ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ sq✉❡❡③✐♥❣ ❝✉r✈❡s✳
❲✐t❤ ❛♥ ♦✛s❡t ♦❢ ✭✰✵✳✵✼✱✰✵✳✵✸✮ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ q✉❛♥t✉♠ ❧✐♠✐t ❢♦r ✭✶✱
✷✮ ▼❍③✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ t❤❡♦r② ❢♦r ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❧❛s❡r s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ✼✵✵ ❦❍③ ✜ts
✇❡❧❧ ✐♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ t♦ ♦✉r ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✸✳✻✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❙q✉❡❡③✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣❛t❤ ♠✐s♠❛t❝❤ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭❞❡♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✮ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✿ ❛✮ ✶▼❍③✱ ❜✮ ✷▼❍③ ❝✮ ✸▼❍③✳ ❚❤❡
♣♦✐♥ts s❤♦✇ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ t❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ sq✉❡❡③✲
✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✉s✐♥❣ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦✜❧❡
♦❢ ✼✵✵ ❦❍③ ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ✭❋❲❍▼✮✱ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s s❤♦✇ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢
sq✉❡❡③✐♥❣ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s t❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡❝❤♥✐❝❛❧
♥♦✐s❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡❧❛②✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs r❡♣r❡s❡♥t st❛♥❞❛r❞ ❞❡✲
✈✐❛t✐♦♥ ♦✈❡r s❡r✐❡s ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳



❈❤❛♣t❡r ✹

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✭❛♥❞
♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✮ sq✉❡❡③✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❛ s✉❜✲t❤r❡s❤♦❧❞ ❖P❖ ❛♥❞ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦✉❜❧❡❞
❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r ❛s ❛ ♣✉♠♣✳ ❚❤❡ ♣✉♠♣ s②st❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❝❛✈✐t② ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r
✇❤♦s❡ ♦✉t♣✉t ✐s ❛♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥ ❛♥ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r t❛♣❡r❡❞ ❛♠♣❧✐✜❡r ❛♥❞ ❢❡❞ ✐♥t♦
❞♦✉❜❧✐♥❣ ❝❛✈✐t② ✇✐t❤ ▲❇❖ ❛s ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦✉❜❧❡❞ ❧✐❣❤t
♣✉♠♣s t❤❡ ❖P❖ ❝❛✈✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s ✻✵❝♠ ❧♦♥❣✱ ✐♥ ❜♦✇✲t✐❡ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ PP✲
❑❚P ❛s ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t ✇❛s r❡s♦♥❛♥t t♦ t❤❡
❘✉❜✐❞✐✉♠ ❉✶ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r ✇❛s ❧♦❝❦❡❞ t♦ t❤❡ s❛t✉r❛t❡❞
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❧♦❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r t♦ t❤❡ ❛t♦♠✐❝
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ r✉❜✐❞✐✉♠ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧♦❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❖P❖ ❝❛✈✐t②
✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ P♦✉♥❞✲❉r❡✈❡r✲❍❛❧❧ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❦✐♥❣
❢❡❡❞❜❛❝❦ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ P■❉ ✭Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ■♥t❡❣r❛t✐✈❡ ❉❡r✐✈❛t✐✈❡✮ ❝✐r❝✉✐t
s②♥t❤❡s✐s❡❞ ♦♥t♦ ❛♥ ❋P●❆ ✭❋✐❡❧❞ Pr♦❣r❛♠♠❛❜❧❡ ●❛t❡ ❆rr❛②✮ ❜♦❛r❞✳ ❚❤❡ ♦✉t✲
♣✉t ♦❢ t❤❡ ❖P❖ ✐s ❛♥❛❧②s❡❞ ❜② ❤♦♠♦❞②♥❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r
❛s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❛s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② r❡tr♦r❡✢❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❧♦st ❧✐❣❤t ❜❛❝❦ ♦♥t♦ t❤❡ ❞✐♦❞❡✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ sq✉❡❡③✐♥❣ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ✷✳✺❞❇ ❜❡❧♦✇ s❤♦t✲♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❧♦ss❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t②✱ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ♦✈❡r❛❧❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥❛❧②s❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡rs ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡ ♦♥t♦ t❤❡
sq✉❡❡③✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s✉❝❤ ❛ s②st❡♠✳ ❋♦r ❛ ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡ ❛✛❡❝t❡❞ s②st❡♠ ✇❡
❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ✇♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥
sq✉❡❡③✐♥❣ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛t❤✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✇❛s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❝♦♥✜r♠❡❞ ❛s
♦♣t✐♠✉♠ sq✉❡❡③✐♥❣ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ✇❤✐t❡ ❧✐❣❤t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

❋♦r t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡✛❡❝t ✇❡ ❛❞❛♣t❡❞ t❤❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝
tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❈♦❧❧❡t ❛♥❞ ●❛r❞✐♥❡r ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✶✻❪ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣❤❛s❡
♥♦✐s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r✳ ❙✉❝❤ ♥♦✐s❡ ♠❛✐♥❧② ❧❡❛❞s t♦ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ tr❡❛t t❤❡ ❞✐♦❞❡
❧❛s❡r ♦✉t♣✉t ❛s q✉❛s✐✲st❛t✐♦♥❛r②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛s❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❞r✐❢t✐♥❣ s❧♦✇❧② ✭♦♥ t❤❡
t✐♠❡✲s❝❛❧❡ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛✈✐t② r❡❧❛①❛t✐♦♥✮ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛s❡r ❧✐♥❡✇✐❞t❤✳ ❖✉r
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❛♥② r❡❧❛t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✉♠♣
❧❛s❡r ✈s✳ ❖P❖ ❝❛✈✐t②✱ t❤✉s ✐t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❢r❡q✉❡♥❝② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♣✉♠♣ ❧❛s❡r ❜✉t ❛❧s♦ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❡❞ ❖P❖ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t
t❤❡ ♣❤❛s❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❝✉✉♠ ✐♥ t❤❡ ❖P❖ ❝❛✈✐t② s❤♦✇s ❛ ❞✐s♣❡r✲
s✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡
sq✉❡❡③✐♥❣✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛② ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❜❡t✇❡❡♥ ✹✳✼♠ ✭✸▼❍③✮ ❛♥❞

✻✵



❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙ ✻✶

✼✳✸♠ ✭✶▼❍③✮ ♦❢ ✜❜r❡ ❞❡❧❛② ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤✐s t❤❡♦✲
r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❖P❖ ✐s
✐♥❞❡❡❞ t❛❦✐♥❣ ♣❛rt ✐♥ t❤❡ ❞❡❧❛② ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♦♥
t❤❡ ❞❡❧❛② ✇❛s ❛❧s♦ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤✐s t❤❡♦r②✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡♦r② ✇❡r❡ ❝♦♥✲
s✐st❡♥t ❢♦r ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ♦❢ ♣✉♠♣ ❧❛s❡r ✈s✳ ❖P❖ ❝❛✈✐t② ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
✼✵✵❦❍③ ❢♦r ❛ ●❛✉ss✐❛♥ s♣❡❝tr✉♠✳

■♥ s❤♦rt✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜♦t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛♥❞ ♦♣✲
t✐♠✐③❡❞ t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❞❡❧❛②❡❞ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ❯s✐♥❣ ❛♣♣r♦✲
♣r✐❛t❡ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ sq✉❡❡③✐♥❣
✐♠♠✉♥❡ t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞r✐❢ts ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r sq✉❡❡③✐♥❣ ♣♦s✲
s✐❜❧❡ ❛♥❞ ❛ ✉s❡❢✉❧ r❡s♦✉r❝❡ ❢♦r ❢✉t✉r❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡♠♦r② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❖✉t❧♦♦❦

❙q✉❡❡③✐♥❣ ✇✐t❤ ❞✐♦❞❡ s♦✉r❝❡s ❜r✐♥❣s ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥t♦ r❡❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞
♥♦t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ s♦❧✐❞ st❛t❡ ♦r ❞②❡ ❧❛s❡rs✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡s❡✱
❞✐♦❞❡ ❧❛s❡rs ❤❛✈❡ ♠❛♥② ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✿ ❚❤❡② ❛r❡ r♦❜✉st✱ ♠✉❝❤ ❝❤❡❛♣❡r ❛♥❞ s✐♠♣❧❡r
t♦ ♦♣❡r❛t❡✱ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ♠❛♥② ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❢r♦♠ ❯❱ t♦ ■❘✱ ❛♥❞ ♦❢t❡♥ ❛❧❧♦✇
t✉♥❛❜❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❛♥❣❡✳ ▼❛♥② ❛t♦♠✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝❛♥
❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡rs✳ ◆♦✇ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❢♦r ♥❡✇ sq✉❡❡③✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❚❤❡✐r ❜r♦❛❞ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r
sq✉❡❡③✐♥❣ ❛ ✉s❡❢✉❧ r❡s♦✉r❝❡ ❢♦r ❢✉t✉r❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡♠♦r② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ♥❡✇
❛t♦♠✐❝ s♣❡❝✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❝♦♠♣❛❝t✱ r♦❜✉st ❛♥❞ ❝❤❡❛♣❡r sq✉❡❡③✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s ❝♦✉❧❞
❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ✈❡rs❛t✐❧❡ t♦♦❧ ❢♦r ♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❙✐③❡ ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ❝♦✉❧❞
♣❛✈❡ t❤❡ ✇❛② ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ s♣❛❝❡✱ ❡✳❣✳ ❢♦r ❤✐❣❤✲s❡♥s✐t✐✈✐t② ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡
❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ■t s❡❡♠s ❡✈❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❛❧❧ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ♦♥ ❛ ❝❤✐♣
✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♠✐♥✐❛t✉r✐s❡❞ sq✉❡❡③✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s✳



❆♣♣❡♥❞✐① ❆

◗✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ❖P❖

❚❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ❣✐✈❡s t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣
s♣❡❝tr✉♠✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ❆✳✶ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❛s ✐t
✐s ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ t❤❡s✐s✳ ▲❛t❡r ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ❆✳✷ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✭✈❛r✐❛♥❝❡✮ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡
♦♥❧② ❛♥t✐♥♦r♠❧❧② ♦r❞❡r❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❛r❡ ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳

❆✳✶ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠

❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r a(t) ✐s

F [a (t)] = a (ω) . ✭❆✳✶✮

■t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②

1√
2π

ˆ

dteiωta (t) = a (ω)←→ a (t) =
1√
2π

ˆ

dte−iωta (ω) . ✭❆✳✷✮

❋r♦♠ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❤❡r♠✐t✐❛♥ ❝♦♥❥✉❣❛t❡s ♦❢ t❤❡
❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❛❝❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ❢♦r♠ t❤❡ ❤❡r♠✐t✐❛♥
❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥

[a (t)]
†

=
1√
2π

[
ˆ

dωe−iωta (ω)

]†
✭❆✳✸✮

♦r

[a (t)]
†

=
1√
2π

ˆ

dωeiωta† (ω) . ✭❆✳✹✮

❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥

[a (ω)]
†

=
1√
2π

ˆ

dte−iωta† (t) ✭❆✳✺✮

✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥
F
[
a† (t)

]
= a† (−ω) . ✭❆✳✻✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝r❡❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐s t❤❡
❝r❡❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❛❝❡ ❜✉t ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳

✻✷
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❆✳✷ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r t✇♦ ♦♣❡r❛t♦rs ❆ ❛♥❞ ❇ ✐s✿

〈A, B〉 = 〈AB〉 − 〈A〉 〈B〉 . ✭❆✳✼✮

❚❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❤❛s t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s

〈A, B〉 = 〈[A, B]〉+ 〈B, A〉 . ✭❆✳✽✮

❛♥❞

〈
A†, B†〉 =

〈
A†B†〉−

〈
A†〉 〈B†〉

=
〈
(BA)†

〉
− 〈A〉∗ 〈B〉∗

= 〈A, B〉∗ . ✭❆✳✾✮

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✴✈❛❝✉✉♠
st❛t❡ ❛s ✐t ✐s ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ s♣❡❝tr✉♠✳
❍❡r❡ a(ω) ❛♥❞ a†(ω) ❛r❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✜❡❧❞
♦❢ t❤❡ ❖P❖ ❝❛✈✐t② ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ω ✇❤✐❝❤ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

[
a(ω), a†(ω′)

]
=

δ(ω − ω′) ❛♥❞|α〉 ✐s ❛ ❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛✲
t♦r a(ω) ✇✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ α(ω)✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ❢♦r t❤❡
❝♦❤❡r❡♥t✴✈❛❝✉✉♠ st❛t❡✳ ❋♦r t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✇❡ ❣❡t

〈a (ω) , a (ω′)〉 = 〈α |a (ω) a (ω′)|α〉 − 〈α |a (ω)|α〉 〈α |a (ω′)|α〉
= α(ω)α (ω′)− α (ω)α (ω′)

= 0. ✭❆✳✶✵✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs
✐s

〈
a† (ω) , a (ω′)

〉
=

〈
α
∣∣a† (ω) a (ω′)

∣∣α
〉
−
〈
α
∣∣a† (ω)

∣∣α
〉
〈α |a (ω′)|α〉

= α∗ (ω) α (ω′)− α∗ (ω) α (ω′)

= 0. ✭❆✳✶✶✮

❯s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❆✳✾ ❛♥❞ ❆✳✶✵ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs

〈
a† (ω) , a† (ω′)

〉
= 〈a (ω) , a (ω′)〉∗ = 0. ✭❆✳✶✷✮

❋♦r t❤❡ ❛♥t✐♥♦r♠❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs
✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❆✳✽ ❛♥❞ ❆✳✶✶

〈
a (ω) , a† (ω′)

〉
=

〈[
a (ω) , a† (ω′)

]〉
+
〈
a† (ω) , a (ω′)

〉

= δ (ω − ω′) + 0

= δ (ω − ω′) . ✭❆✳✶✸✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛♥t✐♥♦r♠❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❆✳✶✸ ✐s t❤❡ ♦♥❧②
♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ✈❛❧✉❡✳



❆♣♣❡♥❞✐① ❇

Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ sq✉❡❡③❡❞ ❧✐❣❤t

❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥t♦ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❖P❖ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ✇❤✐❝❤ ♠✉st ♥♦t ❜❡ ♣❧❛❝❡❞
❛s✐❞❡✳ ❋✐rst❧②✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ❇✳✶ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❣❡t ❢r♦♠ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ❧♦ss❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠
t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❖P❖ ✇✐t❤ t❤❡ ❣♦❛❧ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
t❤r❡s❤♦❧❞ ✭s❡❝t✐♦♥ ❇✳✷✮✳ ❋✐♥❛❧❧② ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ❇✳✸ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❣❛✐♥✳

❇✳✶ ▲♦ss❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t②

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧♦ss❡s ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝❛✈✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛✲
t✐♦♥ ✶✳✾✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ✶✳✸ ✉♣ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✺ ✇❡ t❛❦❡
♥♦✇ t❤❡ ♣✉♠♣ ♣♦✇❡r t♦ ❜❡ ③❡r♦✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡ ♣✉♠♣ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡
♥♦ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ s❡❡❞✐♥❣ ♥♦t❤✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥
t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t ✜❡❧❞ r❡s♦♥❛♥t t♦ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✶✳✶✽
♦♥❡ r❡❛❝❤❡s

ãout (ω) = 2k1ãin (ω) (k1 + k2 − iω)
−1 − ãin (ω) =

= (k1 − k2 + iω) (k1 + k2 − iω)
−1

ãin (ω)
✭❇✳✶✮

ãout (ω)

ãin (ω)
= (k1 − k2 + iω) (k1 + k2 − iω)

−1
✭❇✳✷✮

R = Re

(
ãout (ω)

ãin (ω)

)
=

√
Pout

Pin
✭❇✳✸✮

R =
T1 − T2

T1 + T2
✭❇✳✹✮

T2 = T1 ·
1−R

1 + R
. ✭❇✳✺✮

✻✹
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❇✳✷ ❚❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡

❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✶✳✶✷ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ t❡r♠s✿ t❤❡ ✜rst t❡r♠
❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♠♦❞❡❧s
t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣✉♠♣ ✜❡❧❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡
t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ t❤❡ ❖P❖✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✇r✐t❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✭♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✮ t❡r♠ ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠

Hni = i~g
(
β
(
a†)2 − β†a2

)
✭❇✳✻✮

✇❤❡r❡ ✇❡ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✉s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ε ✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢
t❤❡ ♣✉♠♣ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ β ❛♥❞ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t g✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖P❖
❝❛✈✐t② ✐♥ ✐ts ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠ ✭❤❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ✇r✐tt❡ ✐♥ r♦t❛t✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✮

α̇ = − (k1 + k2) α + gβα∗ +
√

2k1α
in
1 +

√
2k2α

in
2 ✭❇✳✼✮

✇❤❡r❡ α❛♥❞ α∗❛r❡ ❝❛✈✐t② ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣❧❡①✲❝♦♥❥✉❣❛t❡✱ β ❛♥❞ β∗

♣✉♠♣ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞r✐✈✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉✲
❣❛t❡✱ αin

1 ❛♥❞ αin
2 ❛r❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❛✈✐t②✱ ❛♥❞ k1 ❛♥❞

k2 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❧♦ss r❛t❡s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣✉♠♣ ✜❡❧❞
✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✐t ✐s ❛❧s♦ r❡s♦♥❛♥t t♦ ♦♥❡ ❝❛✈✐t② ♠♦❞❡✳

β̇ = −k3β −
1

2
gα2 +

√
2k3β

in ✭❇✳✽✮

✇❤❡r❡ k3 ✐s t❤❡ ❧♦ss r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧✉❡ ♣✉♠♣ ✜❡❧❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳
❋♦r t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ αin

1 ❂αin
2 ✱ ❛r❡ s❡t t♦ ③❡r♦✳ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛✲

t✐♦♥ ❇✳✼ ♦✈❡r ♦♥❡ r♦✉♥❞ tr✐♣ ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t② ✇❡ ♦❜t❛✐♥

[
α (l)− α (0)

α∗ (l)− α∗ (0)

]
= −

[
k̄ −ḡβ
−ḡβ∗ k̄

] [
α (0)
α∗ (0)

]
✭❇✳✾✮

✇❤❡r❡ k̄ = k∆−1✐s t❤❡ s❝❛❧❡❞ ❧♦ss r❛t❡ ❛♥❞ ḡ = g∆−1 ✐s t❤❡ s❝❛❧❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤ t❤❡ t♦t❛❧ ❧♦ss r❛t❡ ❜❡✐♥❣ k = k1 + k2 ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡ s♣❡❝tr❛❧ r❛♥❣❡
❜❡✐♥❣ ∆ = cl−1✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝❛✈✐t② ❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ✜♥❡ss❡
F = πk̄−1 ≫ 1✳

❆❜♦✈❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✐♥ ❛ st❡❛❞② st❛t❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐✲
t✉❞❡✱ α✱ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❛❢t❡r ❛ r♦✉♥❞ tr✐♣ ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❧❡❢t
s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❇✳✾ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✱

0 =

[
k̄ −ḡβ
−ḡβ∗ k̄

] [
α (0)
α∗ (0)

]
. ✭❇✳✶✵✮

❋♦r ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♠✉st ❢✉❧❧✜❧ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

|βth|2 ≡ |β|2 = k̄2ḡ−2. ✭❇✳✶✶✮

❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♣✉♠♣ ♣♦✇❡r ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ■t ✐s
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❧♦ss r❛t❡ t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ ❧♦ss
r❛t❡ k ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛✈✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥

2k = cl−1 (T1 + T2) = ∆ (T1 + T2) . ✭❇✳✶✷✮
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❚❤❡ s❝❛❧❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡
❝❛✈✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ✕ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣❛ss ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ENL✳ ❚❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣❛ss ♥♦♥❧✐♥✲
❡❛r✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ENL = PβP−2

α ✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❜❧✉❡ ♣♦✇❡r✱ Pβ ✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❝r②st❛❧ ✇❤❡♥ ♦♥❧② r❡❞ ❧✐❣❤t ✇✐t❤ ♣♦✇❡r✱ Pα✱ ✐s ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ❇✳✽✳ ❚♦ ♠♦❞❡❧ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛ss s❡t✉♣ ✇❡ s❡t βin = 0
❛♥❞ k3 = 0 ②✐❡❧❞✐♥❣

β̇ = −1

2
gα2. ✭❇✳✶✸✮

❋♦r♠❛❧② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❇✳✶✸ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♦♥❡
❣❡ts cl−1

c (β (lc)− β (0)) = − 1
2gα2 ♦r

β (lc) α−2 = −ḡ/2. ✭❇✳✶✹✮

❚❤❡ ♣♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❡❧❞s ✭❤❡r❡ ❢♦r α✮ ❜②

Pα = ∆~ωβ |α|2 . ✭❇✳✶✺✮

❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❇✳✶✺ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

ENL =
Pβ

P 2
α

=
ḡ2

∆~ωβ
. ✭❇✳✶✻✮

❋r♦♠ t❤✐s t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♣♦✇❡r ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❇✳✶✶

P th
β = ∆~ωβ |βth|2 = ∆~ωβ

k
2

g2 . ✭❇✳✶✼✮

❆♥❞ ✜♥❛❧❧② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❇✳✶✻✱ ❇✳✶✼ ❛♥❞ ❇✳✶✷ ♦♥❡ ❣❡ts

P th
β =

k
2

ENL
=

∆2 (T1 + T2)
2

4∆2ENL
=

(T1 + T2)
2

4ENL
. ✭❇✳✶✽✮

❇✳✸ P❛r❛♠❡tr✐❝ ❣❛✐♥

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✶ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❛♠♣❧✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❛♥ ❖P❖✳ ❍❡r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ ♣r✐♥✲
❝✐♣❛❧ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ st❛rt ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ❇✳✼ ❢♦r st❡❛❞②
st❛t❡ ✇❤✐❧❡ ❧❡❛✈✐♥❣ ♦♥❡ ✐♥♣✉t ✜❡❧❞ ❜❡✐♥❣ ♥♦♥ ③❡r♦✳

0 = −kα + gβα∗ +
√

2k2α
in
1 . ✭❇✳✶✾✮

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r µ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣ ✜❡❧❞ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♣✉♠♣ ✜❡❧❞ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞

µ =

√
Pβ

P th
β

. ✭❇✳✷✵✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❇✳✷✵ ❛♥❞ ❇✳✶✶ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ kµ = βg✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ✇❡
❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❇✳✶✾ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣❧❡①✲❝♦♥❥✉❣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②
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k

[
1 −µ
−µ 1

] [
α
α∗

]
=
√

2k1

[
αin

1

αin∗
1

]
. ✭❇✳✷✶✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t r❡❧❛t✐♦♥s ✶✳✶✽ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

[
αout

α∗
out

]
=

√
2k1k2

k (1− µ2)

[
1 µ
µ 1

] [
αin

1

αin∗
1

]
. ✭❇✳✷✷✮

■❢ ✇❡ ✇r✐t❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ✜❡❧❞ αin
1 t❤❛t ✐s s❡❡❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❛s αin

1 =
∣∣αin

1

∣∣ eiρ✱
✇❤❡r❡ ρ ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤✐s ✐♥♣✉t ✜❡❧❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣✉♠♣ ✜❡❧❞✱
✇❡ ❣❡t

αout =

√
2k1k2

k (1− µ2)

(∣∣αin
1

∣∣ eiρ + µ
∣∣αin

1

∣∣ e−iρ
)
, ✭❇✳✷✸✮

αout∣∣αin
1

∣∣ =

√
2k1k2

k (1− µ2)
((1 + µ) ❝♦sρ + i (1− µ) s✐♥ρ) . ✭❇✳✷✹✮

❖r ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣♦✇❡r ❛s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ♦♥ ❛ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡

V (µ, ρ) =
Pout

P in
1

=
4k1k2

k2

[
❝♦s2ρ

|1− µ|2
+

s✐♥2ρ

|1 + µ|2

]
. ✭❇✳✷✺✮

■♥ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐t ✐s ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ s❡❡❞ ❧✐❣❤t ✐s ❛♠♣❧✐✜❡❞ ♦r ❛tt❡♥✉❛t❡❞
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✐t✬s r❡❧❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡✱ ρ✱ t♦ t❤❡ ♣✉♠♣ ✜❡❧❞✳ ❋♦r ρ ≈ 0 t❤❡ ✜rst t❡r♠
✐♥ t❤❡ ❜r❛❝❦❡ts ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❛♥❞ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ♦♥❡ ❝❛✉s❡s ❛♥ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ ❧✐❣❤t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r ρ ≈ π

2 t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ❞♦♠✐♥❛t❡s✱ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛tt❡♥✉❛t❡s t❤❡ ❧✐❣❤t✳



❆♣♣❡♥❞✐① ❈

❈♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❞✐♦❞❡✲❧❛s❡r ♥♦✐s❡

■♥ t❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥ ❈✳✶ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❡♣s ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ t❤❡ q✉❛s✐✲st❛t✐♦♥❛r② r❡❣✐♠❡✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s ✐♥ s❡❝t✐♦♥
❈✳✷ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛② ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳ ■♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✸
t❤✐s ❞❡❧❛② ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❝❛✈✐t②✳

❈✳✶ ◗✉❛s✐✲st❛t✐♦♥❛r② t❤❡♦r② ♦❢ sq✉❡❡③✐♥❣

❆❢t❡r ✐♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t✮ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❡q✉❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖P❖ ❝❛✈✐t② ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡①♣r❡ss✐♦♥✿

ȧ = −iω0a + εe−iωpta† − (k1 + k2) a +
√

2k1av1 +
√

2k2av2. ✭❈✳✶✮

❲❡ t❤❡♥ ❛♣♣❧② t❤❡ tr❛♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ r♦t❛t✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✱

a = ãe−iω0t ✭❈✳✷✮

s❤✐❢t✐♥❣ t❤❡ ③❡r♦ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ~ω0✳ ❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s
❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❜♦t❤ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳

˙̃a = εe−i(ωp−2ω0)tã† − (k1 + k2) ã +
√

2k1ãv1 +
√

2k2ãv2. ✭❈✳✸✮

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ sq✉❡❡③❡❞ ♠♦❞❡ ✐s ❞❡t✉♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛♥❝❡ ❜②
ωp−2ω0 = 2∆ω ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❛♣♣❧② t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✳ ❆s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐①
❆✳✶ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇❡ ✉s❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s

F [a (t)] = a (ω) , ✭❈✳✹✮

1√
2π

ˆ

dt eiωt a (t) = a (ω)←→ a (t) =
1√
2π

ˆ

dt e−iωt a (ω) . ✭❈✳✺✮

❲❡ s♦❧✈❡ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②

✻✽
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1√
2π

ˆ

dt eiωt ˙̃a =
[
ãeiωt

]
|∞−∞ −

1√
2π

ˆ

dt ã iωeiωt = − iω√
2π

ˆ

dt ãeiωt.

❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✻

−iωã (ω) = εã† (−ω + 2∆ω)− (k1 + k2) ã (ω)

+
√

2k1ãv1 (ω) +
√

2k2ãv2 (ω) . ✭❈✳✻✮

❆❢t❡r s❤✐❢t✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ω → ω + ∆ω✱ ✇❡ ✇r✐t❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✻ ❛♥❞ ✐ts
❍❡r♠✐t✐❛♥ ❝♦♥❥✉❣❛t❡✿

−i (ω + ∆ω) ã (ω + ∆ω) = εã† (−ω + ∆ω)− (k1 + k2) ã (ω + ∆ω)
+
√

2k1ãv1 (ω + ∆ω) +
√

2k2ãv2 (ω + ∆ω) ,
✭❈✳✼✮

i (ω + ∆ω) ã† (ω + ∆ω) = ε∗ã (−ω + ∆ω)− (k1 + k2) ã† (ω + ∆ω)

+
√

2k1ã
†
v1 (ω + ∆ω) +

√
2k2ã

†
v2 (ω + ∆ω) .

✭❈✳✽✮
■♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❈✳✽ ✇❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ω ❢♦r −ω✱ ❛♥❞ s♦❧✈❡ ✐t ❢♦r
ã† (−ω + ∆ω)✿

ã† (−ω + ∆ω) =
ε∗ã (ω + ∆ω) +

√
2k1ã

†
v1 (−ω + ∆ω) +

√
2k2ã

†
v2 (−ω + ∆ω)

[i (−ω + ∆ω) + (k1 + k2)]
.

✭❈✳✾✮
❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ã† (−ω + ∆ω) ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❈✳✼ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦
s♦❧✈❡ ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❛✈✐t② ã (ω + ∆ω)✿

ã (ω + ∆ω) = ε
(√

2k1ã
†
v1 (−ω + ∆ω) +

√
2k2ã

†
v2 (−ω + ∆ω)

)
X−1

+
√

2k1ãv1 (ω + ∆ω) [i (−ω + ∆ω) + (k1 + k2)]X
−1

+
√

2k2ãv2 (ω + ∆ω) [i (−ω + ∆ω) + (k1 + k2)]X
−1

✭❈✳✶✵✮
✇❤❡r❡

X = ((k1 + k2)− iω)
2

+ ∆ω2 − |ε|2 . ✭❈✳✶✶✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t r❡❧❛t✐♦♥ ✸✳✽ ✇❡ r❡❛❝❤ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✜❡❧❞ ✭❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✐♥♣✉t t♦ ♦✉t♣✉t ✜❡❧❞s✮

ãout (ω + ∆ω) = g5ãv1 (ω + ∆ω) + g6ã
†
v1 (−ω + ∆ω) +

g7ãv2 (ω + ∆ω) + g8ã
†
v2 (−ω + ∆ω)

✭❈✳✶✷✮

✇❤❡r❡
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g5 =
(
k2
1 − (k2 − iω)

2
+ ∆ω (2k1i−∆ω) + |ε|2

)
X−1 ✭❈✳✶✸✮

g6 = 2εk1X
−1 ✭❈✳✶✹✮

g7 = 2
√

k1k2 (i (−ω + ∆ω) + (k1 + k2))X−1 ✭❈✳✶✺✮

g8 = 2εX−1
√

k1k2. ✭❈✳✶✻✮

❆s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ r❛t❡s
❛r❡ s❝❛❧❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❧✐♥❡✇✐❞t❤ δν = k1 + k2✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡ ✉s❡ ❛r❡ t❤❡
s❛♠❡ ❛s t❤❡r❡✿ Ω = ω (k1 + k2)

−1
✱ η = k1 (k1 + k2)

−1
✱ 1 − η = k2 (k1 + k2)

−1
✱

µ = ε (k1 + k2)
−1

✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ✜❡❧❞ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥
❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✾✳

❚♦ r❡❛❝❤ t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡ ✇r✐t❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r
❛s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ✲ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❤❛s❡ q✉❛❞r❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s
❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✇❤♦s❡ ♦♥❧② ♥♦♥✲③❡r♦ t❡r♠s ❛r❡ t❤❡ ❛♥t✐✲♥♦r♠❛❧❧②
♦r❞❡r❡❞ ♦♥❡s✳ ■♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧❧② ✭❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✮
❛♥❞ ❛♥t✐✲♥♦r♠❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✳

❈✳✷ ❈❛✈✐t② ❞❡❧❛②

❍❡r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r ❝❛✈✐t②✳
❋✐rst✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ❈✳✶

❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✜❡❧❞ Ein✱

Ein = E0e
iωt. ✭❈✳✶✼✮

❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❞✐r❡❝t❧② ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ✜rst ♠✐rr♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡
❝✐r❝✉❧❛t✐♥❣ ✜❡❧❞ E4 ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✜❡❧❞ Ein ❛s

E1 = tEin − rE4 ✭❈✳✶✽✮

✇❤❡r❡ r ❛♥❞ t ❛r❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ✜❡❧❞ E2 ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠✐rr♦r ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ t❤❡ ✜❡❧❞ E1 ✇✐t❤ ❛

♣❤❛s❡ ❢❛❝t♦r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❧❡♥❣t❤ d ✭t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②✮

E2 = E1e
ikd. ✭❈✳✶✾✮

❚❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✜❡❧❞ E3 ✇✐❧❧ s✉✛❡r t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♦❢ π✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✜❡❧❞
E2

E3 = −rE2. ✭❈✳✷✵✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E4 ❡①♣r❡ss✐♥❣ ✐t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E1

E4 = E3e
ikd = −rE2e

ikd = −rE1e
2ikd. ✭❈✳✷✶✮

❊①❝❤❛♥❣✐♥❣ E4 ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❈✳✶✽ ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞ E1 ✇❡ ♦❜t❛✐♥

E1 = tEin + r2E1e
2ikd ✭❈✳✷✷✮
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❋✐❣✉r❡ ❈✳✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ d ♠❛❞❡ ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♠✐rr♦rs
✇✐t❤ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t r ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t t✳

E1 =
t

1− r2e2ikd
Ein. ✭❈✳✷✸✮

❚❤❡ ✜❡❧❞ tr❛♥s♠✐tt❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠

Et = tE1e
ikd =

t2eikd

1− r2e2ikd
Ein =

t2eikd

1− r2e2ikd
E0e

iωt. ✭❈✳✷✹✮

❚❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥
K (ω)

Et = K (ω) E0e
iωt = K0e

iϕE0e
iωt. ✭❈✳✷✺✮

❚❤✐s tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭K0)
❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✭ϕ✮ ♣❛rt

K0e
iϕ =

t2eikd

1− r2e2ikd

=
t2eiωdc−1

1− r2e2iωdc−1
× 1− r2e−2iωdc−1

1− r2e−2iωdc−1

=
t2
(
eiωdc−1 − r2e−iωdc−1

)

1 + r4 − 2r2❝♦s (2ωdc−1)
. ✭❈✳✷✻✮

■❢ ✇❡ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢♦r♠✉❧❛ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞
t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡

K0 (❝♦sϕ + is✐♥ϕ) =
((

1− r2
)
❝♦s
(
ωdc−1

)
+ i
(
1 + r2

)
s✐♥
(
ωdc−1

))

× t2

1 + r4 − 2r2❝♦s (2ωdc−1)
✭❈✳✷✼✮

✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛✈✐t②

t❛♥ϕ =
s✐♥ϕ

❝♦sϕ
=

s✐♥
(
ωdc−1

) (
1 + r2

)

❝♦s (ωdc−1) (1− r2)
✭❈✳✷✽✮

ϕ = ❛r❝t❛♥

(
t❛♥

(
ωd

c

) (
1 + r2

)

(1− r2)

)
. ✭❈✳✷✾✮
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❋✐❣✉r❡ ❈✳✷✿ P❤❛s❡ ϕ ❛♥❞ ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛② dϕ
dω ♦❢ ❛ ❝❛✈✐t② ♦❢ ❧❡♥❣❤t d = 30 ❝♠ ❛♥❞

r = 0.99✳

❚❤❡ ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡
❝❛✈✐t② ❛s

τg =
dϕ

dω
=

d

c
×

(
1− r4

)

(1 + r2)
2 − 4r2❝♦s2 (ωdc−1)

. ✭❈✳✸✵✮

❋♦r t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ω = 0 ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s

❝♦s
(
ωdc−1

)
= 1, ✭❈✳✸✶✮

τg =
dϕ

dω

∣∣∣∣
resonance

=
d

c
× 1− r4

(1− r2)
2
∼= 1

πδν
. ✭❈✳✸✷✮
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