
❙❡❝✉r❡ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ■♥t❡r♥❡t ♦❢ ❚❤✐♥❣s

❆❧♠♦❣ ❇❡♥✐♥ ❙✐✈❛♥ ❚♦❧❡❞♦ ❊r❛♥ ❚r♦♠❡r
❛❧♠♦❣❜❡♥✐♥❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠ st♦❧❡❞♦❅t❛✉✳❛❝✳✐❧ tr♦♠❡r❅❝s✳t❛✉✳❛❝✳✐❧

❇❧❛✈❛t♥✐❦ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❚❡❧✲❆✈✐✈ ❯♥✐✈❡rs✐t②

❆❜str❛❝t✳ ❊①✐st✐♥❣ st❛♥❞❛r❞s ✭❩✐❣❇❡❡ ❛♥❞ ❇❧✉❡t♦♦t❤ ▲♦✇ ❊♥❡r❣②✮ ❢♦r
♥❡t✇♦r❦❡❞ ❧♦✇✲♣♦✇❡r ✇✐r❡❧❡ss ❞❡✈✐❝❡s ❞♦ ♥♦t s✉♣♣♦rt s❡❝✉r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥
✭♦r ♣❛✐r✐♥❣✮ ♦❢ ♥❡✇ ❞❡✈✐❝❡s ✐♥t♦ ❛ ♥❡t✇♦r❦✿ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s
✈✉❧♥❡r❛❜❧❡ t♦ ♠❛♥✲✐♥✲t❤❡✲♠✐❞❞❧❡ ❛tt❛❝❦s✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ❛❞❞r❡ss❡s t❤r❡❡ ❡s✲
s❡♥t✐❛❧ ❛s♣❡❝ts ✐♥ ❛tt❛✐♥✐♥❣ s❡❝✉r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢♦r s✉❝❤ ❞❡✈✐❝❡s✳
❋✐rst✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ✉s❡r✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡✱ ♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❛t
❛❧❧♦✇s ✉s❡rs t♦ ❛♣♣r♦✈❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❜♦rt ❝♦♠♣r♦♠✐s❡❞
♦♥❡s✳ ❚❤✐s ❞✐st✐❧❧s ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s s❡✈❡r❛❧ ❡①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦✈❡✴❛❜♦rt ♠❡❝❤✲
❛♥✐s♠s✱ ❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r ✇❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② s❤♦✇ t❤❛t ❖❈ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❤❛r❞✇❛r❡✿ ♦♥❡ ▲❊❉ ❛♥❞ ♦♥❡ s✇✐t❝❤✳
❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♥❡✇ ▼❡ss❛❣❡ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ Pr♦t♦❝♦❧ ✭▼❘P✮ t❤❛t
❛❧❧♦✇s ❞❡✈✐❝❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛✉✲
t❤❡♥t✐❝❛t❡❞ ♠❡ss❛❣❡s ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝✲❦❡② ❝r②♣t♦❣r❛♣❤② ✭✇❤✐❝❤
❡①❝❡❡❞s t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ♠❛♥② ■♦❚ ❞❡✈✐❝❡s✮✳ ❚❤✐s ♣r♦t♦❝♦❧ ✐♠♣r♦✈❡s
✉♣♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ▼❘Ps ✐♥ s❡✈❡r❛❧ r❡s♣❡❝ts✳
❚❤✐r❞✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ r♦❜✉st ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s❡❝✉r✐t② ❢♦r ▼❘Ps t❤❛t ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦♠♣♦s❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r ▼❘P s❛t✐s✜❡s t❤✐s ❞❡✜♥✐✲
t✐♦♥✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❡✈✐❝❡s t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡
✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ♣❛rt② r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛♥ ❛tt❛❝❦❡r✳ ❆❝❤✐❡✈✐♥❣ t❤✐s ❣♦❛❧ r❡q✉✐r❡s t✇♦
♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r t❤❡ ✉s❡r t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ♣❛rt✐❡s✱ ❛♥❞ ❛
♣r♦t♦❝♦❧ t❤❛t ❛❧❧♦✇s s❡❝✉r❡ ✭❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ ♣❡r❤❛♣s ♣r✐✈❛t❡✮ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ♣❛rt✐❡s✳ ❚❤❡s❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦✈❡♥ s❡❝✉r❡ ✉♥❞❡r ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❛t ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ♣❡rt✐♥❡♥t ❛❞✈❡rs❛r✐❡s✳ ▼❛♥②
r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ❢♦r ❞❡✈✐❝❡s❀ s❡❡ ❬✸✷✱ ✻✱ ✷✵✱ ✸✹❪
❢♦r ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛♥❞ s✉r✈❡②s✳

❆❝❤✐❡✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❣♦❛❧ ✇✐t❤ ❧♦✇✲♣♦✇❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧②✲✇❡❛❦ ❞❡✈✐❝❡s ✇✐t❤
❛ ✈❡r② ♠✐♥✐♠❛❧ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❤❛r❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ t❛s❦ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
s♦ ❤❛r❞ t❤❛t st❛♥❞❛r❞✐③❛t✐♦♥ ❜♦❞✐❡s ❣❛✈❡ ✉♣✳ ■♥ ❜♦t❤ ❩✐❣❇❡❡ ❛♥❞ ❇❧✉❡t♦♦t❤ ▲♦✇
❊♥❡r❣② ✭❇▲❊✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❇❧✉❡t♦♦t❤ ❙♠❛rt✮ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♥❡✇
❞❡✈✐❝❡ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ ❛ ♠❡s❤ ♥❡t✇♦r❦ ♦r ♣❛✐r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ❞❡✈✐❝❡✱ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
✈✉❧♥❡r❛❜❧❡ t♦ s✐♠♣❧❡ ♠❛♥✲✐♥✲t❤❡✲♠✐❞❞❧❡ ✭▼■❚▼✮ ❛tt❛❝❦s✶✳

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t s❡❝✉r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇✲
♣♦✇❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧②✲✇❡❛❦ ❞❡✈✐❝❡s t❤❛t ♠❛❦❡ ✉♣ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t ♦❢ ❚❤✐♥❣s ✭■♦❚✮✱

✶ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤✐s ✈✉❧♥❡r❛❜✐❧✐t② ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ ❛ ❢❡✇ ♠✐♥✉t❡s✳



✷

❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ✈❡r② ♠✐♥✐♠❛❧ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❖✉r s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦
✐♥t❡r♦♣❡r❛❜❧❡ ❞❡✈✐❝❡s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❞ ❝♦♥s✉♠❡r✳ ■❢ ❛❞♦♣t❡❞✱
♦✉r s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥ r❡❝t✐❢② s❡✈❡r❡ ✈✉❧♥❡r❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ❩✐❣❇❡❡ ❛♥❞ ❇▲❊ ❛♥❞ ❝❛♥ s❡❝✉r❡
❡♠❡r❣✐♥❣ ■♦❚ st❛♥❞❛r❞s✳

❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❛r❡
♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r s❡❝✉r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✭✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✮ ❛♥ ❛❜str❛❝t ✉s❡r✲
✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❢♦r s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ♣❛rt✐❡s ✐♥ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✭♣❛✐r✐♥❣✮
♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♣❛ss✐✈❡❀ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡s ❛r❡ t♦❧❞ t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ ✭✇✐t❤♦✉t
t❡❧❧✐♥❣ t❤❡♠ ✇✐t❤ ✇❤♦♠ t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡✮✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ♣r❡ss✐♥❣ ❛ ❜✉tt♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤
❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤❡② t❤❡♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ✜♥❞ ❛ ✇✐❧❧✐♥❣ ♣❛rt②✳ ■❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧✱ t❤❡② ♣r❡s❡♥t
t♦ t❤❡ ✉s❡r ❡♥♦✉❣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✉s❡r t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ t✇♦
♣❛rt✐❡s ❛r❡ t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ♦♥❡s ♦r ♥♦t✳ ■❢ ②❡s✱ s❤❡ ❛♣♣r♦✈❡s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✭s❛② ❜②
♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❜✉tt♦♥ ❛❣❛✐♥✮✳ ■❢ ♥♦t✱ s❤❡ ❛❜♦rts t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛tt❡♠♣t ✭❡✳❣✳ ❜② ♥♦t
♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❜✉tt♦♥ ✉♥t✐❧ ❛ t✐♠❡♦✉t ❡❧❛♣s❡s✮✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ✇✐r❡❧❡ss ❞❡✈✐❝❡s ✇✐t❤
♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ▲❊❉ ❛s ❛ ❞✐s♣❧❛② ❞❡✈✐❝❡ ❝❛♥ ♣r❡s❡♥t s✉✣❝✐❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡
✉s❡r t♦ ❛❧❧♦✇ ❤❡r t♦ r❡❧✐❛❜❧② ❛♣♣r♦✈❡ ♦r ❛❜♦rt ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♣r✐♠✐t✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤
✇❡ ❝❛❧❧ ♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✭❖❈✮✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥❝r❡t❡ ✉s❡r✲✐♥t❡r❢❛❝❡
♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❞❡✈✐❝❡s ✇✐t❤ r✐❝❤❡r ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳

❖♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ♣❛rt✐❡s ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✉s✐♥❣ ❖❈✱ t❤❡② ♥❡❡❞ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r
s❡❝✉r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✭❧♦❣✐❝❛❧✮ ♠❡ss❛❣❡s ♦✈❡r t❤❡ ✐♥s❡❝✉r❡ ✭♣❤②s✐❝❛❧✮ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✳
❊st❛❜❧✐s❤❡s ❛♥ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✐♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ s❡❡♠s t♦ r❡✲
q✉✐r❡ ♣✉❜❧✐❝✲❦❡② ❝r②♣t♦❣r❛♣❤②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦♦ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❢♦r ♠❛♥② ■♦❚ ❞❡✈✐❝❡s ✭❛s
✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ ❜♦t❤ ❩✐❣❇❡❡ ❛♥❞ ❇▲❊✮✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ♣✉rs✉❡ ✭✐♥ ❙❡❝✲
t✐♦♥s ✹ ❛♥❞ ✺✮ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ✭▼❘P✮✿ ✐♥❢♦r♠❛❧❧②✱ ❛
♣r♦t♦❝♦❧ t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞ ♠❡ss❛❣❡s ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❡♥s✉r✐♥❣ ♣r✐✈❛❝②✳ ❚❤✐s
❛❧❧♦✇s ❧✐❣❤t✇❡✐❣❤t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t r❡❧② ♦♥❧② ♦♥ s②♠♠❡tr✐❝✲❦❡② ❝r②♣t♦❣r❛✲
♣❤②✳ ▼❘Ps ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❛❞❡q✉❛t❡ ❢♦r♠❛❧
❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐♥❞❡❡❞ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛❞✲❤♦❝ s❡❝✉r✐t② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❢♦r ▼❘Ps ❝❛♥
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❢❛✐❧ t♦ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡ ♠❡ss❛❣❡s ✐❢ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❝❛♥ s♦♠❡❤♦✇ ❛✛❡❝t t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♠❡ss❛❣❡s ✭❛ ❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ ❛tt❛❝❦✮✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ str♦♥❣❡r
❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ st❛♥❞✲❛❧♦♥❡ s❡tt✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦♠♣♦s❛❜✐❧✐t② ✭❯❈✮ ❬✹❪❀ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡♠ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❛♥❞
str✐❝t❧② str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇❡❛❦❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✭✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✮ ❛ ♥❡✇ ▼❘P✿ t❤❡ P❊❇■❯❙ ♣r♦t♦❝♦❧✳ P❊✲
❇■❯❙ ✐♠♣r♦✈❡s ♦♥ ♣r✐♦r ▼❘Ps ✐♥ ❜❡✐♥❣ ✭✶✮ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧✱ t❤❡r❡❜② ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t✱
✭✷✮ ❝❛♥ r✉♥ ❢♦r❡✈❡r✱ ✇❤❡r❡❛s s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♦r ▼❘Ps ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞
t♦ ❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦✉♥❞s✱ ❛♥❞ ✭✸✮ ✐s ♣r♦✈❡❞ s❡❝✉r❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❯❈
s❡♥s❡✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐s s❡❝✉r❡ ❛❣❛✐♥st ❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ ❛tt❛❝❦s✳

✷ ❯s❡r ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❙❡❝✉r❡ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥

Pr♦t♦❝♦❧s ❢♦r s❡❝✉r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❞❡✈✐❝❡s ✭❛♥❞ tr❛♥s✐t✐✈❡❧② ♦❢ ❛ ❞❡✈✐❝❡ ✐♥t♦
❛ ♥❡t✇♦r❦✮ r❡q✉✐r❡ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ✐♥st❛❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✲
✈✐❝❡s ✐♥t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❙♦♠❡ ♣r♦t♦❝♦❧s r❡q✉✐r❡ ❜♦t❤ ❞❡✈✐❝❡s t♦ ❤❛✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❜♦✉t t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ ✈❛r✐❡s ❛♠♦♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s✿ ✐t
♠❛② ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❦❡②✱ ❛ s❡❝r❡t s②♠♠❡tr✐❝ ❦❡②✱ ❛ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t✱ ❡t❝✳ ▼❛♥②



✸

■♦❚ ❞❡✈✐❝❡s ❤❛✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡ r✐❝❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ✇♦r❧❞✱ ♥❛♠❡❧② ❛ ❞❛t❛
r❛❞✐♦✳ ❚❤❡ r❛❞✐♦ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ t♦ tr❛♥s❢❡r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r s❡❝✉r❡
♣❛✐r✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ❞♦✐♥❣ s♦ ❧❡❛✈❡s ❞❡✈✐❝❡s ✈✉❧♥❡r❛❜❧❡ t♦ ▼■❚▼ ❛tt❛❝❦s✳ ✭❩✐❣❇❡❡
❞♦❡s ✉s❡ t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ ✐ts s♦✲❝❛❧❧❡❞ st❛♥❞❛r❞✲s❡❝✉r✐t② ♠♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❢❡rs
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✬s ♠❛st❡r ❦❡② ♦✈❡r t❤❡ ❛✐r ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧❡❛r❀ t❤✐s ♠♦❞❡ ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥✲
t❛❧❧② ✐♥s❡❝✉r❡✳✮ ❲❤❛t ♦t❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ tr❛♥s❢❡r t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✐♥t♦ ■♦❚ ❞❡✈✐❝❡s❄

✷✳✶ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦♥ ❯♥s✉✐t❛❜❧❡ ♦r ■♥❡✛❡❝t✐✈❡ ▼❡❝❤❛♥✐s♠s

❖♥❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ r❡❧✐❡s ♦♥ ♣r❡✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❩✐❣✲
❇❡❡✬s ❤✐❣❤✲s❡❝✉r✐t② ♠♦❞❡ t❤❛t ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✬s ♠❛st❡r ❦❡② ✐s st♦r❡❞
❛t ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡ t✐♠❡ ♦r ❛t ✜r♠✇❛r❡✲✉♣❞❛t❡ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r ✐♥t❡r♦♣✲
❡r❛❜❧❡ ■♦❚ ❞❡✈✐❝❡s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ❜② ❝♦♥s✉♠❡r✱ ❛♥❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
♥♦ ❩✐❣❇❡❡ ❞❡✈✐❝❡ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❛✇❛r❡ ♦❢ ✉s❡s ✐t✳ ❆♥♦t❤❡r ❝♦♠♠♦♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢
♣r❡✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ♣r❡st♦r❡❞ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❝❡rt✐✜❝❛t❡s ✐♥ ♠❛✐♥✲
str❡❛♠ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠s ✭❡✳❣✳✱ ❈❆ r♦♦t ❝❡rt✐✜❝❛t❡s✮✳ ❚❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♣♣❡❛rs
t♦ ❜❡ ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ■♦❚ ❞❡✈✐❝❡s ❜❡❝❛✉s❡ ✭✶✮ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✉s❛❜❧❡ ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡
♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡✴r❡♣❧❛❝❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡❞ ❝❡rt✐✜❝❛t❡s ♦♥ ■♦❚ ❞❡✈✐❝❡s✱ ✭✷✮
t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ r❡q✉✐r❡s ♣✉❜❧✐❝✲❦❡② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦♦ ❡①♣❡♥✲
s✐✈❡ ❢♦r ❩✐❣❇❡❡ ❛♥❞ ❇❧✉❡t♦♦t❤ ▲♦✇ ❊♥❡r❣② ✭❇▲❊✮ ❞❡✈✐❝❡s✱ ❛♥❞ ✭✸✮ t❤❡ st♦r❡❞
❝❡rt✐✜❝❛t❡s ❛❧❧♦✇ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❛♠❡❞ ♣❛rt② ✐♥ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ✭❡✳❣✳✱ ❞♦♠❛✐♥
♥❛♠❡✮✱ ❜✉t ♠❛♥② ■♦❚ ❞❡✈✐❝❡s ❛r❡ ♥❛♠❡❧❡ss ✭s♦♠❡ ❞❡✈✐❝❡s ♠❛② ❜❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤
t♦ ❝❛rr② ❛ ♣r✐♥t❡❞ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♥❛♠❡✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss✱ ❜✉t t❤✐s ✐s ♥♦t
❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡✮✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✇✐t❤ ❝❡rt✐✜❝❛t❡s ❛r❡ ♦✈❡r❝♦♠❡✱ t❤❡②
♦♥❧② ❛❧❧♦✇ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡s ❤❛s ❛ r✐❝❤ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡
t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✉s❡r t♦ s♣❡❝✐❢② ♦r ❛♣♣r♦✈❡ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❡✈✐❝❡❀ t❤✐s ✐s ♥♦t
t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t✇♦ s✐♠♣❧❡ ■♦❚ ❞❡✈✐❝❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✭❡✳❣✳✱ ❛ ❧✐❣❤t ❜✉❧❜
❛♥❞ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ s✇✐t❝❤✮✳ ❲❡ t❤❛t t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ✉♥s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ■♦❚✳

❆♥♦t❤❡r ❝❧❛ss ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s r❡❧✐❡s ♦♥ ♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞ ❞❛t❛ tr❛♥s❢❡r✳ ■♥ t❤❡s❡
♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ♦♥❡ ❞❡✈✐❝❡ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ✉s❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ tr❛♥s❢❡r ✭❡✳❣✳✱
❡♥❝♦❞❡s ✐t ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛②s ✐t ♦♥ ❛ s❝r❡❡♥✮✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉s❡r t②♣❡s ✐♥t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❡✈✐❝❡
✭❡✳❣✳✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❦❡②❜♦❛r❞✮✳ ❚❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❇❧✉❡t♦♦t❤✬s ❬✶✷❪ ♣❛ss❦❡②✲❡♥tr②
❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡ ✭✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡ ✐♥ ❇❧✉❡t♦♦t❤ ✹
✐s ✐♥s❡❝✉r❡ ❬✶✽❪✱ ❛♥❞ s♦ ✐s t❤❡ s✐♠✐❧❛r P■◆ ♠♦❞❡ ✐♥ ❇❧✉❡t♦♦t❤ ✷✳✵ ❬✶✶❪❬✸✶❪✮✳ ❚❤❡
❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ♥♦t ♦♥❧② ❜② ❛ ❤✉♠❛♥ ✉s❡r✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✉s✐♥❣ ❤✐❣❤✲❜❛♥❞✇✐❞t❤
✐♥♣✉t ❞❡✈✐❝❡s s✉❝❤ ❛s ❛ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♠❡r❛ ❬✷✹❪✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥✉♠❡r♦✉s s✉❣✲
❣❡st❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞ ❞❛t❛ tr❛♥s❢❡r ✭s❡❡ ❬✻✱ ✶✹❪ ❛♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s
t❤❡r❡✐♥✮✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❞❡s❝r✐❜❡❞ s♦ ❢❛r s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡②
❛r❡ st✐❧❧ t♦♦ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❢♦r ✈❡r② s♠❛❧❧ ■♦❚ ❞❡✈✐❝❡s✱ ❞✉❡ t♦ s❡✈❡r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥
❤❛r❞✇❛r❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ♣♦✇❡r✱ st♦r❛❣❡✱ ❝❤✐♣ s✐③❡s ❛♥❞ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❚❤✐s
❧❡❛✈❡s ✉s ✇✐t❤ ♦♥❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ s♦♠❡ ♥❡✇ ❛♥❞ s♦♠❡ ❦♥♦✇♥✱
✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳



✹

✷✳✷ ❖✉t✲♦❢✲❇❛♥❞ ❖❜❧✐✈✐♦✉s ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s

❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡r✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ✐♥ ❡①✐st✐♥❣ st❛♥✲
❞❛r❞s ❛♥❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❛❧❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥ ❛❜str❛❝t ♣r✐♠✐t✐✈❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ ♦❜❧✐✈✐♦✉s
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✭❖❈✮✳ ❚❤✐s ❝♦♠♠♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❛♥❞ ❞❡✲
✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❧✐✈✐♦✉s
❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❛♥❞ r❡✈✐❡✇ ♣r✐♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛
♥❡✇ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❤❛r❞✇❛r❡✱ ❛♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❛
✉♥✐✈❡rs❛❧❧②✲❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❖❈

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❆♥ ♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞ ♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡✈✐❝❡s A ❛♥❞ B

❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ A ❛♥❞ B ❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡s✱ vA ❛♥❞ vB r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡✐r ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣ ✐s ♦✈❡r
❛ ♥♦♥✲❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ✉♥❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧✮✳ ❚❤❡② ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡
❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r vA = vB✳

✶✳ ❊❛❝❤ ♦❢ A ❛♥❞ B s❡♥❞s t❤❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst st❡♣ t♦ ❛ ✈❡r✐✜❡r
✭❡✳❣✳✱ ❛ ❤✉♠❛♥ ✉s❡r✮✳ ❚❤❡ ✭✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧✮ ❝❤❛♥♥❡❧ t♦ t❤❡ ✈❡r✐✜❡r ♠✉st ❛❧❧♦✇
t❤❡ ✈❡r✐✜❡r t♦ ❛s❝❡rt❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❝❛♠❡ ❢r♦♠ A ❛♥❞ B✱ ❛♥❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
✇❤❡t❤❡r t❤❡ s❡♥t ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳

✷✳ ❚❤❡ ✈❡r✐✜❡r ✐♥❢♦r♠s A ❛♥❞ B ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ✈✐❛ ❛ ✭✉♥✐✲
❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧✱ ♥♦♥✲❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✮ ❝❤❛♥♥❡❧ t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ s♣♦♦❢❡❞ ✭❡✳❣✳✱ ❛ ❜✉tt♦♥✮✳

■♥ ❇❧✉❡t♦♦t❤✬s ♥✉♠❡r✐❝ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♠♦❞❡ ❬✶✼❪✱ t❤❡ t✇♦ ❞❡✈✐❝❡s ❛tt❡♠♣t t♦
❛❣r❡❡ ♦♥ ❛ str✐♥❣ ✭s✐① ❞❡❝✐♠❛❧ ❞✐❣✐ts✮✳ ❚❤❡ ♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥✲❜❛♥❞ ♦♥ t❤❡
♥♦t✲②❡t✲❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞ ✇✐r❡❧❡ss ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❇♦t❤ t❤❡♥ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ str✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉s❡r
✭t❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst ❝❤❛♥♥❡❧❀ t❤❡ ✈❡r✐✜❡r ✐s t❤❡ ❤✉♠❛♥ ✉s❡r ❛♥❞ s❤❡ ❛s❝❡rt❛✐♥s t❤❡
✐❞❡♥t✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡s ❜② ✈✐s✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛♥❞✲❡②❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ✉s❡r
♣r❡ss❡s ❛ s✇✐t❝❤ ♦♥ ❡❛❝❤ ❞❡✈✐❝❡ t♦ t❡❧❧ ✐t ✇❤❡t❤❡r t❤❡ t✇♦ str✐♥❣s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ✐♥
✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ s✉❝❝❡❡❞s ✭t❤✐s ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡
✉s❡r ♦♥❧② ❤❛s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ ♥♦t r❡♠❡♠❜❡r t❤❡♠✳ ■♥ t❤❡ ❇❧✉❡t♦♦t❤
st❛♥❞❛r❞✱ t❤❡ str✐♥❣ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛ ❤❛s❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❦❡②s
♦❢ t❤❡ t✇♦ ❞❡✈✐❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧s♦ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥✲❜❛♥❞✳

❇❧✉❡t♦♦t❤✬s ♥✉♠❡r✐❝ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ r❡q✉✐r❡s ❛ r✐❝❤ ♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭❛
♥✉♠❡r✐❝ ❞✐s♣❧❛②✮✱ ❜✉t t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝♦♥t❛✐♥s ♦t❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤❛t ❡ss❡♥t✐❛❧❧②
✐♠♣❧❡♠❡♥t ♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✉s✐♥❣ ❧❡ss r❡s♦✉r❝❡s✳

❙❛①❡♥❛ ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ✉s❡s ❛♥ ▲❊❉ ♦♥ ♦♥❡ ❞❡✈✐❝❡ ❛♥❞ ❛
✈✐❞❡♦ ❝❛♠❡r❛ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❬✸✵❪✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❊❉ ❜❧✐♥❦s ✐t ✐♥ ❛ ♣❛tt❡r♥
t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♦❜s❡r✈❡s t❤❡ ❜❧✐♥❦✐♥❣
❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡s ✐t t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐t st♦r❡s✳ ❚❤✐s ❞❡✈✐❝❡ ❛❧s♦ s❡r✈❡s ❛s ❛ ✈❡r✐✜❡r✳ ■❢ t❤❡
✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ t❡❧❧s t❤❡ ✉s❡r ✭❡✳❣✳✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ▲❊❉
♦r ❛ ❞✐s♣❧❛②✮ t♦ t❡❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❡✈✐❝❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣❛ss❡❞✳ ❚❤❡ ❤✉♠❛♥
✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ t❤✐r❞ ❝❤❛♥♥❡❧❀ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦①✐♠✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ s❡❝♦♥❞✳

❘♦t❤ ❡t ❛❧✳ ❬✷✾❪ ♣r♦♣♦s❡❞ Pr❡ss✲t♦✲❛❞✈❛♥❝❡✱ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞
♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✉s✐♥❣ ❜✐✲❝♦❧♦r ▲❊❉s ♦r ❛♥ ▲❊❉ ❛♥❞ ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❞✐s♣❧❛②✳
❲❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ✉s❡r ♣r❡ss❡s ❛ ❜✉tt♦♥ ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡s✱ ❜♦t❤ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ♥❡①t
❜✐t ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛s ❛ ❝♦❧♦r ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛② ✐t ✭♦♥ t❤❡ ❣r❡❡♥✴r❡❞ ▲❊❉ ♦r ❛s ❛ ❞♦t ♦♥
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t❤❡ ❞✐s♣❧❛②✮✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛❞✈❛♥❝❡s ♠❛♥✉❛❧❧② ❜② ♦♥❡ ❜✐t ❡✈❡r② t✐♠❡ t❤❡ ✉s❡r
♣r❡ss❡s ❛ ❦❡② ♦♥ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ t❤❛t s❤❡ ❤♦❧❞s✳ ■❢ t❤❡ ❝♦❧♦rs ❞✐✛❡r✱ t❤❡ ✉s❡r ❛❜♦rts
t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✳ ■❢ ❜♦t❤ ❞❡✈✐❝❡s ❞✐s♣❧❛② t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡② ❛ss♦❝✐❛t❡ ✇❤❡♥ t❤❡
❡♥t✐r❡ ❜✐t str✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

Pr❛s❛❞ ❛♥❞ ❙❛①❡♥❛ ❬✷✽❪ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉s❡r ❝♦♣✐❡s ❛ ❜✐t
♣❛tt❡r♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❞❡✈✐❝❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❜② ♣r❡ss✐♥❣ ❛ ❜✉tt♦♥ ❡✈❡r② t✐♠❡ ❛♥ ▲❊❉
❜❧✐♥❦s✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡ ❇❧✐♥❦✲❇❧✐♥❦ ❬✷✽❪✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡
❜❧✐♥❦✐♥❣ ❛♥❞ ❣❧♦✇✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ▲❊❉s ✭t✇♦ ▲❊❉s ♦♥ ❡❛❝❤ ❞❡✈✐❝❡✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
❇❧✐♥❦✲❇❡❡♣ ❛♥❞ ❇❡❡♣✲❇❡❡♣ ✈❛r✐❛♥ts✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤✐s ❢✉rt❤❡r ❜❡❧♦✇✳ ◆♦t❡ t❤❛t
♣r❡ss✲t♦✲❛❞✈❛♥❝❡✱ ❇❧✐♥❦✲❇❧✐♥❦ ❛♥❞ ✶✲▲❊❉ ❖❈ ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✮ ❛❧❧ ❝♦♥tr❛❞✐❝t
❛♥ ❛ss❡rt✐♦♥ ❜② ❑✉♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺❪ ✇❤♦ ❝❧❛✐♠❡❞ t❤❛t ❞❡✈✐❝❡s ✇✐t❤ ♦♥❧② ❛ ❜✉tt♦♥ ❛♥❞
❛♥ ▲❊❉ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❡❝✉r❡❧② ♣❛✐r❡❞✳

●♦♦❞r✐❝❤ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵❪✱ ❛♥❞ ❬✷✽❪ ✐♥ t❤❡✐r ❇❡❡♣✲❇❡❡♣ s❝❤❡♠❡✱ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❛❜✐❧✐t② t♦ t❡❧❧ ✇❤❡t❤❡r t✇♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s s❡r✐❡s ♦❢ ❛✉❞✐♦ t♦♥❡s
❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❚❤❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛② ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❧✐❡s ♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ ❛✉❞✐♦ s♦✉r❝❡s❀ t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ❤❡❛❞s❡ts✱ ♣❡r❤❛♣s ♥♦t t♦
❧♦✉❞s♣❡❛❦❡rs✳ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❛✉❞✐♦ ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡✳

❚r❛♥s✐t✐✈❡ ❖❈✳ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❖❈ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞❡❞
❢r♦♠ ♣❛✐r✇✐s❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ t♦ ♥❡t✇♦r❦✲✇✐❞❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✐♥ ❛ ❝♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✱ ♥♦❞❡s A ❛♥❞ T ❤❛✈❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛♥ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞
t❤❛t ♥♦❞❡s B ❛♥❞ T ❤❛✈❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ s✉❝❤ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ◆♦❞❡s A ❛♥❞ B ❝❛♥ ♥♦✇
❛ss♦❝✐❛t❡ s♦ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ❞✐r❡❝t❧② ✭t❤❡② ❝❛♥ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❡①❝❤❛♥❣❡
❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞ ♠❡ss❛❣❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ tr✉st❡❞ ♣❛rt② T ✱ ❜✉t ❞✐r❡❝t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
✐s ✉s✉❛❧❧② ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t✮✳ ❚❤❡② ❛tt❡♠♣t t♦ ❛❣r❡❡ ♦♥ ❛ ✈❛❧✉❡ v ✉s✐♥❣ ❛♥ ✉♥❛✉✲
t❤❡♥t✐❝❛t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ✭✜rst ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤❡♥ ❜♦t❤ s❡♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡
t❤❡② ❜❡❧✐❡✈❡❞ t❤❡② ❛❣r❡❡❞ ♦♥ t♦ t❤❡ ✈❡r✐✜❡r T ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s✳
T ❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ t✇♦ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠s ❜♦t❤ ♣❛rt✐❡s ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧t✱ ❛❧s♦ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❛ ❩✐❣❇❡❡ ♥❡t✇♦r❦
❛ ✉s❡r ♠✐❣❤t ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ ♥❡✇ ♥♦❞❡ A ✇✐t❤ ❛ ♥❡❛r❜② r♦✉t❡r T t❤❛t ✐s ❛❧r❡❛❞② ♣❛rt
♦❢ ❛ ♠❡s❤ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ tr✉st ❝❡♥t❡r B✳ ◆♦✇ A ❛♥❞ B ❡st❛❜❧✐s❤ ❛♥ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ t❤r♦✉❣❤ T ✳

✷✳✸ ✶✲▲❊❉ ❖❜❧✐✈✐♦✉s ❈♦♠♣❛r✐s♦♥

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ✏✶✲▲❊❉ ❖❈✑✱ t❤❛t r❡q✉✐r❡s
♠❡r❡❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ▲❊❉ ❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜✉tt♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ❞❡✈✐❝❡✱ ❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r r❡q✉✐r❡
♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥♣✉t ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡r ✭❛ s✐♥❣❧❡ ❜✉tt♦♥ ♣r❡ss✮✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❝❡s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②
❜❧✐♥❦ t❤❡✐r ▲❊❉ ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦♥✲♦✛ ♣❛tt❡r♥ ❞❡r✐✈❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡✈✐❝❡s ❛❣r❡❡❞
✉♣♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡r ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♦r ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t✱
♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❜✉tt♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♥❡①t✳

■♥ ✶✲▲❊❉ ❖❈✱ t❤❡ ♣❛rt✐❡s A ❛♥❞ B ♣r♦❝❡❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ ❡❛❝❤ ♣❛rt②
♦❜t❛✐♥s ✐ts ❧♦❝❛❧ ✈❛❧✉❡✱ vA ♦r vB ✱ ❜② ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ t❤❛t ✉s❡s t❤❡ ❖❈
♣r✐♠✐t✐✈❡✳ ❚❤❡② s②♥❝❤r♦♥✐③❡ t❤❡✐r r❡❛❧✲t✐♠❡✲❝❧♦❝❦s ✉s✐♥❣ ❛ r❛❞✐♦ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ■♥ t❤❡
✜rst st❡♣✱ A s❡♥❞s t♦ B ❛ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r RA✱ ❛♥❞ ❧✐❦❡✇✐s❡ B s❡♥❞s t♦ A ❛
r❛♥❞♦♠ RB ✳ A t❤❡♥ ❜❧✐♥❦s ✐ts ▲❊❉ ✐♥ ❛ ♣❛tt❡r♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ h(vA, RA, R̂B)✱

❛♥❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② B ❜❧✐♥❦s ✐ts ▲❊❉ ✐♥ ❛ ♣❛tt❡r♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ h(vB , R̂A, RB)✳



✻

❋✐❣✳ ✷✳✶✳ ❚❤❡ ▲❊❉ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

❍❡r❡✱ h ✐s ❛ ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❛t ✇❡ ❢♦r♠❛❧❧② ♠♦❞❡❧ ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ♦r❛❝❧❡✱ ❛♥❞
❝♦♥❝r❡t❡❧② ✐♥st❛♥t✐❛t❡ ✉s✐♥❣ ❙❍❆✲✷✺✻✳ ❚❤❡ ❤❛t ✈❛❧✉❡s✱ R̂A ❛♥❞ R̂B ✱ r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❝❡✐✈❡❞ ✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ ❝♦rr✉♣t❡❞✳ ❚❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❛
str✐♥❣ s ✐♥t♦ ❛ ❜❧✐♥❦✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ❛ ♣s❡✉❞♦r❛♥❞♦♠ s❡q✉❡♥❝❡
S ❢r♦♠ s, ❜② ✉s✐♥❣ s ❛s t❤❡ s❡❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♣s❡✉❞♦r❛♥❞♦♠ ❣❡♥❡r❛t♦r ✭❡✳❣✳✱ ❛♥② str❡❛♠
❝✐♣❤❡r✮❀ t❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜✐t Si ♦❢ S✱ ✐♥ s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ▲❊❉ ✐s t✉r♥❡❞ ♦✛ ❢♦r ❛ ✜①❡❞
♣❡r✐♦❞ τ ✐❢ Si = 0✱ ❛♥❞ t✉r♥❡❞ ♦♥ ❢♦r ❛ ♣❡r✐♦❞ τ ✐❢ Si = 1✳ ❚❤❡ t✇♦ ❞❡✈✐❝❡s
♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❜❧✐♥❦✐♥❣ s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧② ✭✉♣ t♦ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡✐r s❤❛r❡❞ ❝❧♦❝❦✮✱
✉♥t✐❧ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❜✉tt♦♥s ❛r❡ ♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ s❤♦✇s ❛ ♣❤②s✐❝❛❧
r❡❛❧✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ ❜❧✐♥❦ ♣❡r✐♦❞ τ ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡tt② s❤♦rt✿ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❜❡❧♦✇ s✉❣❣❡st t❤❛t
τ ≈ 66♠s ✇♦r❦s ✇❡❧❧✳ Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ ❞❡❧❛②s ❛♥❞ ❝❧♦❝❦ ❞r✐❢ts ❛r❡ ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t
t❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥✳ ▲♦✇✲♣♦✇❡r ❧♦✇✲❝♦st ❘❋ ❞❡✈✐❝❡s ❝❛♥ ❡❛s✐❧②
s②♥❝❤r♦♥✐③❡ t❤❡✐r ❝❧♦❝❦s t♦ ✇✐t❤✐♥ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❛ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞✱ ❛♥❞ t❤❡✐r r❡❛❧✲t✐♠❡
❝❧♦❝❦s ❛r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ t♦ ✶✵✵♣♣♠ ♦r ❜❡tt❡r✳ ❚❤❡s❡ tr❛♥s❧❛t❡ t♦ ❛ ❞r✐❢t ♦❢ ❛❜♦✉t
✹✳✹♠s ♦✈❡r ✷✺✻ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ✻✻♠s ❡❛❝❤✷✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❙t❡✐♥♠❡t③ r❡s❡❛r❝❤❡❞ t❤❡
❤✉♠❛♥ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❞✐❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❬✸✸❪✱ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❤✉♠❛♥s ❢❛✐❧ t♦
❞❡t❡❝t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ ±80♠s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ ❞r✐❢t ❜❡❝♦♠❡s ❛ ♣r♦❜❧❡♠✱
t❤❡ t✇♦ ❞❡✈✐❝❡s ❝❛♥ ✇✐r❡❧❡ss❧② r❡✲s②♥❝❤r♦♥✐③❡ ✇❤✐❧❡ ❜❧✐♥❦✐♥❣✳

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❇❧✐♥❦✲❇❧✐♥❦✳ ❚❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❇❧✐♥❦✲❇❧✐♥❦ s❝❤❡♠❡ ❬✷✽❪ ✐s
❛❧s♦ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ▲❊❉✱ ❜✉t t❛❦❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❇❧✐♥❦✲❇❧✐♥❦ ✉s❡s
❛ ❙❤♦rt ❆✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ❙tr✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ❜✐t✲❛❝❝✉r❛t❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢
s❤♦rt str✐♥❣s ✭✶✺ ❜✐ts✮✳ ■t t❤✉s ✉s❡s s❧♦✇ ❜❧✐♥❦✐♥❣ r❛t❡s ✭✸✵✵♠s t♦ ✽✵✵♠s✮✱ ❛♥❞
✉s❡s t✇♦ ▲❊❉s ♣❡r ❞❡✈✐❝❡ t♦ ❡♥s✉r❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✐♥❣s✳ ✶✲▲❊❉ ❖❈✱
✐♥st❡❛❞✱ ❝♦♠♣❛r❡s ❧♦♥❣ ♣s❡✉❞♦r❛♥❞♦♠✱ r❡❧②✐♥❣ ♥♦t ♦♥ ❜✐t✲❧❡✈❡❧ ❛❝❝✉r❛❝② ❜✉t ♦♥
t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s ❢r♦♠ ♥❡❛r❧②✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡q✉❡♥❝❡s❀
✇❡ ❝❛♥ t❤✉s ✉s❡ ❛ ❜❧✐♥❦✐♥❣ r❛t❡ t❤❛t ✐s ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❢❛st❡r ✭✹✵♠s t♦
✻✻♠s✮✱ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ ❛♥ ❡①tr❛ ▲❊❉ ❢♦r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳ ❚♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✶✲▲❊❉
❖❈✱ ✇❡ t❡st❡❞ t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦♥ ❤✉♠❛♥ s✉❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❝❡s ✇❡r❡ ❜❛r❡ ❚♠♦t❡

✷ ■♥ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡✱ ❡❛❝❤ ❞❡✈✐❝❡ ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ t✐♠❡ ❜② 256·66µs·100♣♣♠ =
1.7♠s✱ s♦ ✐♥ t♦t❛❧ ✸✳✹♠s✱ ♣❧✉s ❛t ♠♦st ✶♠s ❞✉❡ t♦ ♠❡ss❛❣❡ ❧❛t❡♥❝②✳
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❙❦② ❜♦❛r❞s r✉♥♥✐♥❣ ❈♦♥t✐❦✐ t❤❛t ✇❡ ❝✉st♦♠ ♣r♦❣r❛♠♠❡❞ ❢♦r t❤✐s t❛s❦✳ ❚❤❡
❞❡✈✐❝❡s ✇❡r❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ✢❛t s✉r❢❛❝❡ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ▲❊❉s ❡①❛❝t❧② ✼❝♠ ❢r♦♠ ❡❛❝❤
♦t❤❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✮✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❝❡s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡ t✐♠✐♥❣ ✉s✐♥❣
r❛❞✐♦ ♠❡ss❛❣❡s✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ r❡❝♦r❞❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❛♥❛❧②s✐s✳

❍✉♠❛♥ s✉❜❥❡❝ts ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ▲❊❉ ❜❧✐♥❦✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡s❡ ❞❡✲
✈✐❝❡s✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ✐♥str✉❝t❡❞ t♦ ♣r❡ss t❤❡ ❜✉tt♦♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t♠♦st ❞❡✈✐❝❡ ♦♥❝❡ t❤❡②
❞❡❝✐❞❡❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✿ ❛ ❧♦♥❣ ♣r❡ss ✭✸ s❡❝♦♥❞s ♦r ❧♦♥❣❡r✮
✐❢ t❤❡ ✉s❡r ❜❡❧✐❡✈❡❞ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ❛♥❞ ❛ s❤♦rt ♣r❡ss ✭❧❡ss t❤❛♥ ✸
s❡❝♦♥❞s✮ ✐❢ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡q✉❡♥❝❡ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✸ s❡❝♦♥❞s ❛❢t❡r t❤❡ ❜✉tt♦♥
♣r❡ss✳ ❚♦ ❤❡❧♣ s✉❜❥❡❝ts ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ t❛s❦✱ t❤❡ ✜rst ✻ s❡q✉❡♥❝❡s ✇❡r❡ tr❛✐♥✐♥❣
s❡q✉❡♥❝❡s✳ ■♥ t❤❡s❡ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❛ ❣r❡❡♥ ▲❊❉ ✇♦✉❧❞ ❧✐❣❤t ❛❢t❡r t❤❡ ✉s❡r✬s ✐♥♣✉t ✐❢
t❤❡ ✉s❡r ✇❛s r✐❣❤t ❛♥❞ ❛ r❡❞ ▲❊❉ ✇♦✉❧❞ ❧✐❣❤t ✐❢ s❤❡ ✇❛s ✇r♦♥❣✳ ❚❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ r✉♥s
✇❡r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❆❢t❡r t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ r✉♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞
❛t ❛ r❛t❡ ♦❢ ✶✺❜♣s✱ t❤❡ ✉s❡r ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✽ s❡q✉❡♥❝❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡✳ ❚❤❡② ✇❡r❡
❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ✷ tr❛✐♥✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ❛t ✷✺❜♣s ❛♥❞ t❤❡♥ ✽ t❡st s❡q✉❡♥❝❡s ❛t ✷✺❜♣s✳

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ✶✵ ✈♦❧✉♥t❡❡rs✱ ❛❣❡ ✶✹✕✻✻✱ ♦❢ ❜♦t❤ ❣❡♥❞❡rs✳✸

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝ts ❣❛✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❛♥s✇❡r t♦ ❛❧❧
♦❢ t❤❡ s❡ss✐♦♥s✳ ■♥ ❛ ❢❡✇ ❝❛s❡s✱ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ❝❧❛ss✐✜❡❞ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦rr❡❝t❧② ❜✉t
❛❝❝✐❞❡♥t❛❧❧② ♣r❡ss❡❞ t❤❡ ❜✉tt♦♥ ✐♥❝♦rr❡❝t❧②❀ ✐❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✐♥❞✐❝❛t❡❞
✈❡r❜❛❧❧② t❤❛t ❤❡ ❦♥♦✇s t❤❛t ❤❡ ✇❛s ✇r♦♥❣✱ ✇❡ r❡❣❛r❞❡❞ s✉❝❤ ❛♥s✇❡rs ❛s ❝♦r✲
r❡❝t✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✐♥ ❛ r❡❛❧ s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ✉s❡r ✇♦✉❧❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
❞✐ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡s ❛❢t❡r ♠✐s✲♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❜✉tt♦♥✳

❆❧❧ ❡①❝❡♣t ♦♥❡ s✉❜❥❡❝t ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛❧❧ s❡q✉❡♥❝❡s ❝♦rr❡❝t❧②✳ ❚❤❛t s✐♥❣❧❡ s✉❜❥❡❝t
❤❛❞ ✷ ❢❛❧s❡✲♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥s✇❡rs ✭♦✉t ♦❢ ✶✻✮✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝♦♠♣❛r✲
✐s♦♥ ✉s✐♥❣ ❜❧✐♥❦✐♥❣ ▲❊❉s ✐s ❛♥ ❡❛s② t❛s❦ ❢♦r ❤✉♠❛♥s✳

✸ ▼❡ss❛❣❡ ❆✉t❤❡♥t✐❝✐t② ❲✐t❤ Pr✐✈❛❝②

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ t♦ tr❛♥s❢❡r ❛ s❤♦rt ❜✐t str✐♥❣ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛❧❧②✳
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ t♦ ❜♦♦tstr❛♣ ❢r♦♠ ❛
s❤❛r❡❞ str✐♥❣ ✐♥t♦ ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞ ♠❡ss❛❣❡s✿ ❛ ▼❡ss❛❣❡ ❆✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥
Pr♦t♦❝♦❧ ✭▼❆P✮✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❜♦t❤ ❛✉t❤❡♥✲
t✐❝ ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❆❧❧ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛✐♠ t♦
❡st❛❜❧✐s❤ ❛ s❤❛r❡❞ s❡❝r❡t ❦❡② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❦❡② ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱
t❤❡ ❞❡✈✐❝❡s ❝❛♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ s❡❝✉r❡❧② ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ s②♠♠❡tr✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✭s②♠✲
♠❡tr✐❝ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❆❈✱ ♦r s✐❣♥❝r②♣t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s ❈❈▼✲❆❊❙✮✳

Pr❡✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥✳ ■❢ ❜♦t❤ ❞❡✈✐❝❡s ❛r❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ♦r✐❣✐♥✱ ❛♥❞
t❤❡ ❞❡✈✐❝❡s ❛r❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✱ t❤❡♥ t❤❡
♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r ❝❛♥ ✐♥st❛❧❧ t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡②s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❜♦t❤ ❞❡✈✐❝❡s
✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✳

❖✉t ♦❢ ❜❛♥❞ ✭❖❖❇✮✳ ❇② ♦✉t ♦❢ ❜❛♥❞ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ s❡❝r❡ts ❞♦❡s ♥♦t r❡❧❛②
♦✈❡r t❤❡ ❘❋ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ■❢ ♦♥❡ ❞❡✈✐❝❡ ❤❛s ❛♥ ✐♥♣✉t ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ❤❛s

✸ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ♦♥❣♦✐♥❣✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✇✐❧❧ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❧❛r❣❡r s✉❜❥❡❝t
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ st❛t✐st✐❝s✳



✽

❛♥ ♦✉t♣✉t ✐♥t❡r❢❛❝❡ s✉❝❤ t❤❛t ❛ ✭s❤♦rt✮ ❜✐t str✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ s❡❝✉r❡❧②
✭❛✉t❤❡♥t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧❧②✮✱ t❤❡♥ ❜♦t❤ ❞❡✈✐❝❡s ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡✐r s❡❝r❡t
❦❡② ❛♥❞ ♦✉t♣✉t t❤❡♠ t♦ s✉❝❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❆ ❤✉♠❛♥ ✉s❡r t❤❡♥ ❝❛♥ t❛❦❡ t❤❡s❡ ❦❡②s
❛♥❞ ❡♥t❡r t❤❡♠ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦t❤❡r ❞❡✈✐❝❡✳ ❊①❛♠♣❧❡s
♦❢ s✉❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ t❤❡ ❇❧✉❡t♦♦t❤✬s ♣❛ss❦❡②✲❡♥tr②❬✶✷❪ ❛♥❞ ❜❛r❝♦❞❡✲❝❛♠❡r❛
♣❛✐r✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❬✷✹❪✳

P✉❜❧✐❝ ❦❡② ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✭P❑■✮✳ P❑■ ✐s ✈❡r② ❝♦♠♠♦♥ ✇❛② t♦ ❜♦♦tstr❛♣ ❛
s❡❝✉r❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t✳ ▲♦♦s❡❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ✐♥ P❑■ t❤❡r❡ ✐s ❛ tr✉st❡❞ t❤✐r❞
♣❛rt② ✭❈❡rt✐✜❝❛t❡ ❆✉t❤♦r✐t②✱ ❈❆✮✱ ✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞s t❤❡ ❜✐t str✐♥❣s t♦ ❜❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞
✭♣✉❜❧✐❝✲❦❡②s✮ ♦❢ s❡r✈❡rs✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ❛ ❝❧✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t ✇❛♥ts t♦ ✐♥✐t✐❛t❡ ❛
s❡❝✉r❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s❡r✈❡r✱ ✐t ❛s❦s t❤❡ s❡r✈❡r ❢♦r ✐ts ♣✉❜❧✐❝ ❦❡② ❛♥❞ ❛
❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❛t ❦❡②✱ s✐❣♥❡❞ ❜② t❤❡ ❈❆✳ ❇② ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤✐s ❝❡rt✐✜❝❛t❡ t❤❡
❝❧✐❡♥t ❝❛♥ ❜❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❦❡② ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ s❡r✈❡r✳

❆♥♦♥②♠♦✉s ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤✐s ♣r♦t♦❝♦❧ ❬✺❪ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛♥♦♥②✲
♠♦✉s ❝❤❛♥♥❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❆♥♦♥②♠♦✉s ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❛ ❜r♦❛❞❝❛st ❝❤❛♥♥❡❧
t❤❛t ❤✐❞❡s t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s✳ ■♥ t❤✐s ♣r♦t♦❝♦❧✱ A ❝❛♥ s❡♥❞ t❤❡ s❡❝r❡t
❜✐t 1 t♦ B ❜② ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ❛♥ ✭❡♠♣t②✮ ♣❛❝❦❡t ✇✐t❤ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✜❡❧❞ s❡t t♦ A✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ A ❝❛♥ s❡♥❞ t❤❡ s❡❝r❡t ❜✐t 0 t♦ B ❜② ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ❛♥ ✭❡♠♣t②✮ ♣❛❝❦❡t
✇✐t❤ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✜❡❧❞ s❡t t♦ B✳ ❖♥❧② B ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ r❡❛❧ s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❡t
✭s✐♥❝❡ ✐t ❞✐❞ ♥♦t s❡♥❞ ✐t✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s A✮✱ ❛♥❞ ❝❛♥ r❡❝♦✈❡r t❤❡ s❡❝r❡t ❜✐t ✭1 ✐❢ t❤❡
s♦✉r❝❡ ✐s s❡t t♦ A ♦r 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✮✳ ❆♥ ❡❛✈❡s❞r♦♣♣❡r ❝❛♥♥♦t r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ s❡❝r❡t ❜✐t
s✐♥❝❡ ✐t ❝❛♥♥♦t ✜❣✉r❡ ♦✉t ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣❛❝❦❡t ✇❛s ❛❝t✉❛❧❧② s❡♥t ❜② A ♦r B✳ ❇②
r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ n s✉❝❤ ♣❛❝❦❡ts A ❛♥❞ B ❝❛♥ ❛❣r❡❡ ♦♥ ❛♥ n✲❜✐t s❡❝r❡t ❦❡②✳
❲❤✐❧❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐❞❡❛ ✐s ✈❡r② ❡❧❡❣❛♥t✱ ✐t ✐s ✉♥❝❧❡❛r ✇❤❡t❤❡r s✉❝❤ ❛♥♦♥②♠♦✉s
❝❤❛♥♥❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛t r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦st✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♥✉♠❡r♦✉s ♠❡t❤♦❞s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ✜♥❣❡r♣r✐♥t✐♥❣ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❧♦❝❛t✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s✳

❆❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡r✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❬✷✸❪ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❜♦t❤ ❞❡✈✐❝❡s ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❝✲
❝❡❧❡r♦♠❡t❡r ♣❡r✐♣❤❡r❛❧✳ ❚❤❡ ❤✉♠❛♥ ✉s❡r ❤♦❧❞s t❤❡s❡ t✇♦ ❞❡✈✐❝❡s✱ ❛♥❞ s❤❛❦❡s
t❤❡♠ t♦❣❡t❤❡r✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡r✱ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡s tr❛❝❦s t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥ts ♦❢
t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✱ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❜✐t str✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡✲
✈✐❝❡s ❛r❡ s❤❛❦❡♥ ✐♥ t❤❡ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✱ t❤❡② ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛t❡ s✐♠✐❧❛r ❜✐t str✐♥❣s✳ ❇②
❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❤✉♠❛♥s ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ r❛♥❞♦♠ ❜✐t str✐♥❣s ❜② s❤❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡s✱
t❤✐s ❜✐t str✐♥❣ ✐s t❤❡ s❤❛r❡❞ s❡❝r❡t✳

❇❧✉❡t♦♦t❤✬s ♥✉♠❡r✐❝ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❇❧✉❡t♦♦t❤ ❬✶✷❪ ♦✛❡rs s♦♠❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥
♠♦❞❡❧s ❢♦r ✐♥✐t✐❛t✐♥❣ s❡❝✉r❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❡❛❝❤ ❞❡✈✐❝❡ ♦✉t♣✉ts t♦ ❛ s❝r❡❡♥ ❛ str✐♥❣✱ ❛♥❞
❛ ❤✉♠❛♥ ✉s❡r ✐s r❡q✉❡st❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠✱ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡s ✇✐t❤ t❤❡
❛♥s✇❡r✳ ▲♦♦s❡❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❇❧✉❡t♦♦t❤ ✉s❡s ❉✐✣❡✲❍❡❧❧♠❛♥ t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝✲
❦❡②s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❡s✱ ❛♥❞ ❛s❦s t❤❡ ❤✉♠❛♥ ✉s❡r ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣❛rt✐❡s ❛❣r❡❡s
♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣✉❜❧✐❝✲❦❡②s✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ t❤❡ ♣❛rt✐❡s ❝❛♥ ❛❣r❡❡ ♦♥ ❛ ♥❡✇ ❝♦♠♠♦♥
♣r✐✈❛t❡✲❦❡② ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞ ♣✉❜❧✐❝✲❦❡②✳ ❚❤✐s ♣r♦t♦❝♦❧ ✇❛s
♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ s❡❝✉r❡❞ ❜② ▲✐♥❞❡❧❧ ❬✶✼❪✳

■♥ ✷✳✷✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t❤✐s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐♥t♦ ❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✇❡ ❝❛❧❧ ♦❜❧✐✈✲
✐♦✉s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡
❛✉t❤❡♥t✐❝✐t② ✭❜✉t ♥♦t ♣r✐✈❛❝②✮ ❡✈❡♥ ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ P❑❈✳



✾

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡② ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r ❧♦✇✲
♣♦✇❡r ❞❡✈✐❝❡s✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ ✜❣✉r❡❞ ♦✉t ❢r♦♠ t❤❡ t❛❜❧❡✱ t❤❡s❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s
❛r❡ ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❧♦✇✲♣♦✇❡r ❞❡✈✐❝❡s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ ❛✉✲
t❤❡♥t✐❝✐t② ✭✇✐t❤♦✉t s❡❝r❡❝②✮ s✉✣❝❡s✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s t❤❛t s✉r♠♦✉♥t
❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❤✉r❞❧❡s✳

▼❡t❤♦❞ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ❍✉r❞❧❡

Pr❡✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❉❡✈✐❝❡s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ■♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② r❡q✉✐r❡♠❡♥t
t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r

❖❖❇ ❇♦t❤ ❞❡✈✐❝❡s ❤❛✈❡ ✐♥♣✉t✴♦✉t♣✉t ❱❡r② s✐♠♣❧❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢♦r ❜✐t str✐♥❣s

P❑■ ❆ tr✉st❡❞ t❤✐r❞ ♣❛rt② ❡①✐sts❀ ●❡♥❡r❛❧❧② ♥♦ tr✉st❡❞ t❤✐r❞ ♣❛rt②❀
❜♦t❤ ❞❡✈✐❝❡s ❝❛♥ ✉s❡ P❑❈ P❑❈ r❡q✉✐r❡s t♦♦ ♠✉❝❤

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r

❆♥♦♥②♠♦✉s ❆♥ ❛♥♦♥②♠♦✉s ❝❤❛♥♥❡❧ ❡①✐sts ◗✉❡st✐♦♥❛❜❧❡ s❡❝✉r✐t②
❝❤❛♥♥❡❧ ❬✺❪

❆❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡r ❆❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡r ❡①✐sts ♦♥ ❜♦t❤ ❞❡✈✐❝❡s❀ ❆❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡r ❞♦❡s ♥♦t
❬✷✸❪ ❤✉♠❛♥s ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ ❡①✐sts ♦♥ ❛❧❧ ❞❡✈✐❝❡s

r❛♥❞♦♠ ❜✐t str✐♥❣s ❜② s❤❛❦✐♥❣

◆✉♠❡r✐❝ ❚❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ❝♦♠♣❛r❡ s❤♦rt str✐♥❣s ❈✉rr❡♥t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ P❑❈✳
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❬✶✷❪ ❲❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦

✐♠♣❧❡♠❡♥t ✇✐t❤♦✉t P❑❈✳

❋✐❣✳ ✸✳✶✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❜♦♦tstr❛♣♣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✐♥✐t✐❛❧ s❤❛r❡❞ s❡❝r❡t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
❞❡✈✐❝❡s✳

✹ ▼❡ss❛❣❡ ❆✉t❤❡♥t✐❝✐t② ❲✐t❤♦✉t Pr✐✈❛❝②

▼❛♥② ❡①✐st✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞s ♣r♦✈✐❞❡ ♠❡ss❛❣❡ ❛✉✲
t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s ✉s✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝✲❦❡② ❝r②♣t♦❣r❛♣❤② ✭P❑❈✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✿ ✭✶✮
♣✉❜❧✐❝✲❦❡② ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✉s❡s tr✉st❡❞ t❤✐r❞ ♣❛rt② t♦ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡ s❡r✈❡rs ✐♥ t❤❡
✐♥t❡r♥❡t ❛♥❞ ✭✷✮ ❝❧❛ss✐❝ ❇❧✉❡t♦♦t❤✬s s✐♠♣❧❡ ♣❛✐r✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❬✶✷❪✱ ✇❤♦s❡ ♥✉✲
♠❡r✐❝ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♠♦❞❡ ❝♦♠♣❧② ✇✐t❤ ♦✉r ❖❈ ❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛❝❤✐❡✈❡
❛❧❧ ❞❡s✐r❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✭❛✉t❤❡♥t✐❝✐t② ❛♥❞ ♣r✐✈❛❝②✮✱ P❑❈ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧②
♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❝❤❡❛♣✲❧♦✇ ♣♦✇❡r ❞❡✈✐❝❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ P❑❈ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦♦ s❧♦✇ ♦r t♦♦
❡①♣❡♥s✐✈❡ ❢♦r s✉❝❤ ❞❡✈✐❝❡s ✭t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦st ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ s✐❧✐❝♦♥ ❛r❡❛
r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ ❜❛tt❡r②✲
♣♦✇❡r❡❞ ❞❡✈✐❝❡s✮✳ P❑❈ ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ✐❢ ✇❡ ❣✐✈❡ ✉♣ ♦♥ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐t②✱ ❛♥❞ ❢♦❝✉s
❥✉st ♦♥ ❛✉t❤❡♥t✐❝✐t② ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s✳ ❚❤✐s tr❛❞❡✲♦✛ ♠❛❦❡s s❡♥s❡ ✐♥ ♠❛♥② ■♦❚ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡tt✐♥❣ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② t♦ ❦♥♦✇ ✇❤❡♥ ❛ ❞♦♦r ✐s ♦♣❡♥❡❞ ✐s ❧❡ss
s✐❣♥✐✜❝❛♥t t❤❛♥ ❧❡tt✐♥❣ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② t♦ ♦♣❡♥ ❛ ❞♦♦r✳ ❖♥❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② s✉❣❣❡st✐♦♥✱
t❤❛t ✉s❡s ❥✉st s②♠♠❡tr✐❝✲❦❡② ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡s ♦♥❧② ❛✉t❤❡♥t✐❝✐t② ✐s t❤❡
❚❊❙▲❆ ❜r♦❛❞❝❛st ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❬✷✼❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ str♦♥❣❡r
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♣r✐♠✐t✐✈❡ ✭❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣✮✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❞❡✈✐❝❡s t♦ ❜❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✹

✖ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ✉s✐♥❣ ❤❡❛✈② t♦♦❧s s✉❝❤ ❛s P❑❈ ❬✷✼❪✳
❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✭❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✲

✈✐❞❡ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣✮✱ ✐s s❡✈❡r❛❧ ♣r♦t♦❝♦❧s ❝❛❧❧❡❞ ▼❡ss❛❣❡ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ Pr♦t♦❝♦❧ ❬✶✱
✸✺✱ ✶✸✱ ✶✾✱ ✷✶✱ ✽✱ ✷✷❪✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤✐s ♥♦t✐♦♥✱ ❛♥❞ s❡❡ ❤♦✇ ✐t ❝❛♥
❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❖❈ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♠❡ss❛❣❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧✳

❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✈s✳ ❆✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥✳ ▼❘P ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✇❡❛❦❡r s❡❝✉r✐t② ❣✉❛r❛♥✲
t❡❡ t❤❛♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❡ss❛❣❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ✭▼❆P✮✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❢♦r✲
♠❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ ♣❛rt② ❤❡ ♥❡❣♦t✐❛t❡❞ ✐♥
t❤❡ ♣❛st✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ ♣❛rt②
✇✐t❤ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐❞❡♥t✐t② ✭❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ s♦♠❡ ✐❞❡♥t✐t②✲s♣❡❝✐✜❝ s❡✲
❝r❡t✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ st❛♥❞❛r❞ ❉✐✣❡✲❍❡❧❧♠❛♥ ❦❡② ❛❣r❡❡♠❡♥t ♣r♦t♦❝♦❧✱
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❝❡rt✐✜❝❛t❡ ♦r ♦t❤❡r ✐♥✈♦❧✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤✐r❞ ♣❛rt②✳
❚❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❡♥❞s ✇✐t❤ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♦♥ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❦❡② ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❧❛t❡r ❢♦r ❛✉✲
t❤❡♥t✐❝❛t✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡s ✭❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ▼❆❈✮ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤✐s ♣r♦t♦❝♦❧ ♣r♦✈✐❞❡s
♠❡ss❛❣❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ t♦ ❜❡ ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❜②
t❤❡ s❛♠❡ ♣❛rt② ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❉✐✣❡✲❍❡❧❧♠❛♥ ❦❡② ❡①❝❤❛♥❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦❢ t❤❛t ♣❛rt② ✐s ♥♦t ❛ss✉r❡❞✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ✈✉❧♥❡r❛❜❧❡ t♦ ▼■❚▼ ❛tt❛❝❦❀
t❤✉s t❤✐s ♣r♦t♦❝♦❧ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ♠❡ss❛❣❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧
s❤♦✇ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✉t✐❧✐③❡s ❖❈ ❛♥❞ ▼❘P t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥✳

✹✳✶ ❉❡✜♥✐♥❣ ▼❡ss❛❣❡ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ Pr♦t♦❝♦❧s

❲❡✐♠❡rs❦✐r❝❤ ❛♥❞ ❲❡st❤♦❢ ❬✸✺❪ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♠❡ss❛❣❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♣r♦✲
t♦❝♦❧✱ ✇✐t❤♦✉t ❝❧❡❛r❧② st❛t✐♥❣ ✐ts s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt②✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❍❛♠♠❡❧ ❡t ❛❧✳
❬✶✸❪ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❛t ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ t❡r♠ ✏♠❡ss❛❣❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✑
❢♦r ✐ts ❝❧❛✐♠❡❞ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt②✱ ❜✉t t❤❡✐r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ tr❡❛t♠❡♥t ✇❡r❡ st✐❧❧
✐♥❢♦r♠❛❧ ✭❛♥❞ ✐♥❞❡❡❞ t❤❛t ♣r♦t♦❝♦❧ ✇❛s ❧❛t❡r ❢♦✉♥❞ ♦✉t t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥s❡✲
❝✉r❡ ❬✶✾❪✮✳ ▼❛s❤❛t❛♥ ❛♥❞ ❱❛✉❞❡♥❛② ❬✷✷❪ t❤❡② ❣❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦t♦❝♦❧✱ ✇✐t❤ ❛♥
❛❞✲❤♦❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ▼❡ss❛❣❡ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ Pr♦t♦❝♦❧ t❛✐❧♦r❡❞ t♦ t❤❡✐r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
■♥❢♦r♠❛❧ t❛✐❧♦r❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r ♣❛♣❡rs ❬✶✾✱ ✷✶✱ ✽❪✱ ❛♥❞ ❛s
✇❡ ❞✐s❝✉ss ✐♥ ✺✱ t❤✐s ❧❡❛✈❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❛s♣❡❝ts ✉♥❞❡✜♥❡❞✳ ❖♥❡ s✉❝❤ ❛s♣❡❝t ✐s ✇❤♦
❝❤♦♦s❡s t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s t♦ ❜❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞✱ ✇✐t❤ ✇❤❛t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r
❛♥❞ ✇✐t❤ ✇❤❛t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♠❡ss❛❣❡ ❝❤♦✐❝❡ ❛r✐s❡s ✇✐t❤✐♥ ●❡❤r♠❛♥♥✬s
♣r♦♦❢ st②❧❡ ❬✼❪✱ ✉s❡❞ ❜② s♦♠❡ ♦❢ t❤♦s❡ ♣❛♣❡rs✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❢❡r t❤❛t ❢r♦♠
t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛❧ s❡❝✉r✐t② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ❣❛♣ ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❢♦r♠❛❧✱
❣❡♥❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ▼❡ss❛❣❡ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ Pr♦t♦❝♦❧ ✭▼❘P✮✳

❖✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ✉♣✇❛r❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐♥ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧
st❛❝❦✱ ❛s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❜② ❤✐❣❤❡r ❧❛②❡rs✱ s❡♣❛r❛t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ❞♦✇♥✇❛r❞
✐♥t❡r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ✭♣❧❛✐♥✱ ✐♥s❡❝✉r❡ ✧tr❛♥s♠✐t✧ ❛♥❞ ✧r❡❝❡✐✈❡✧✮✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐✲
❢②✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❤♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ ■♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❚✉r✐♥❣ ▼❛❝❤✐♥❡
✭■❚▼✮✱ ❛s ✉s❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭s✉❝❤ ❛s ✐♥ ❬✹❪✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞
❛♥❞ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡ t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡s✳

✹ ❍❡r❡ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❧❛sts ❞✉r✐♥❣ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ s❡ss✐♦♥✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥❢✉s❡❞
✇✐t❤ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❖❈ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✱ ✇❤✐❝❤ ❧❛sts
❢♦r s❤♦rt t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐s ❛ s✐♠♣❧❡r t❛s❦✳



✶✶

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ✭▼❡ss❛❣❡ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ Pr♦t♦❝♦❧✮✳ ▲❡t k ∈ N ∪ {∞}✳ ❆ k✲
▼❡ss❛❣❡ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ Pr♦t♦❝♦❧ ✭k✲▼❘P✮ ✐s ❛ t✉♣❧❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s Π =
(AI , BI , AD, BD)✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✲♣❤❛s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s AI ❛♥❞ BI ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠❡s✲
s❛❣❡s ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳✺ AI ♦✉t♣✉ts t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ sA0 ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ ♣❤❛s❡✳ ❙✐♠✲
✐❧❛r❧②✱ BI ♦✉t♣✉ts sB0 ✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♣❤❛s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s AD ❛♥❞ BD ❝❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡
♠❡ss❛❣❡s ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♦✈❡r t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐♥s❡❝✉r❡ ❝❤❛♥♥❡❧❀ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡s❡
♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s✳ ❆t ✐t❡r❛t✐♦♥ i ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♣❤❛s❡✱ AD r❡❝❡✐✈❡s ❛s ✐♥♣✉t✿ ✭✶✮
❛ st❛t❡ sAi−1✱ ❛♥❞ ✭✷✮ ❛ str✐♥❣ t♦ tr❛♥s♠✐t mA

i ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡✳ AD

♦✉t♣✉ts✿ ✭✶✮ ❛ ♥❡✇ st❛t❡ sAi ❀ ✭✷✮ ❛ ❜✐♥❛r② ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡✴r❡❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s❡ss✐♦♥ bAi ✱ ❛♥❞ ✭✸✮ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡ t❤❛t ✇❛s ❛❧❧❡❣❡❞❧② s❡♥t ❜② t❤❡ ♦t❤❡r BD

♠❛❝❤✐♥❡ m̂B
i ❀ ✭✹✮ ✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ t❤❛t ✐t❡r❛t✐♦♥✱ BD r❡❝❡✐✈❡s ❛s ✐♥♣✉t sBi−1 ❛♥❞ mB

i ✱
❛♥❞ ♦✉t♣✉ts sBi ✱ bBi ❛♥❞ m̂A

i ✳ ❲✐t❤♦✉t ❛❞✈❡rs❛r② ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✱ mA
i = m̂A

i ❛♥❞
mB

i = m̂B
i ❢♦r ❛❧❧ k ≥ i ∈ N✳

❆❞✈❡rs❛r✐❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s st❛t❡❢✉❧ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ M ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♣❛ss✐✈❡❧② ❡❛✈❡s❞r♦♣ ♦♥ AI ❛♥❞ BI ✱ ❛♥❞ ❛❝t✐✈❡❧② ❝♦rr✉♣t
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ AD ❛♥❞ BD✳ ❚❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ❝❛♥♥♦t ♦❜s❡r✈❡ ♦r ❝♦rr✉♣t
t❤❡ ❧♦❝❛❧ st❛t❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❜② A ✭✐✳❡✳✱ AI ❛♥❞ AD✮ ♦r B ✭✐✳❡✳✱ BI ❛♥❞ BD✮✳ ❚♦
♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡❛✈❡s❞r♦♣♣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ st❡♣✱ ✇❡ ❧❡t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ sM0 ♦❢
M ❜❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ tr❛♥s❝r✐♣t ♦❢ AI ❛♥❞ BI ✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ M ✱ ❞❡♥♦t❡❞
sMi ✱ ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ AD ❛♥❞ BD✳

M r❡❝❡✐✈❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛ st❛t❡ sMi−1 ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛s ♦✉t♣✉t ❛ ♥❡✇ st❛t❡ sMi ✳ ❋♦r
s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❛t r✉♥♥✐♥❣ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ Π ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❞✈❡rs❛r②
M ✐s ❞♦♥❡ ❜② ♣❛ss✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ AD ❛♥❞ BD t❤r♦✉❣❤
M ✱ s♦ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥② ▼■❚▼ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡✐r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
✭❝❤❛♥❣❡✱ ❞❡❧❛②✱ r❡♦r❞❡r ♦r ✐♥st❛♥t✐❛t❡ ♥❡✇ ♠❡ss❛❣❡s✮✳

Pr♦t♦❝♦❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ♣❛rt② r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡ t♦ ❜❡ s❡♥t ❢r♦♠
t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❧❛②❡r ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦t♦❝♦❧ st❛❝❦✳ ❲❡ ♠♦❞❡❧ ✐t ❤❡r❡ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
GenMsgP ✭P ∈ A,B✮✱ ✇❤✐❝❤ r❡❝❡✐✈❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s r❡❝❡✐✈❡❞ t✐❧❧ ♥♦✇
❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt②✳✻ ❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✉s✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱
❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❤❛t ♥♦t❛t✐♦♥ ✭̂·✮ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❝❡✐✈❡❞ ✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳ ▲❡t Π = (AI , BI , AD, BD) ❜❡ ❛♥ ▼❘P✳ ▲❡t M ❜❡ ❛♥ ❛❞✈❡rs❛r②✳
❚❤❡ k✲❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛❧♦♥❣s✐❞❡ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② M ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❜② r✉♥♥✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② EXECk

Π,M ✳✼

✺ ◆♦t❡ t❤❛t s♦♠❡ ♣r♦t♦❝♦❧s ❧✐♠✐t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❡♥t
✭❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐ss✉❡s✮✳ ❚❤✐s ♥✉♠❜❡r ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❜② k✳ ❚♦ ❤❛♥❞❧❡
t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐♥st❛♥❝❡ t♦ ♦✉t♣✉t bPi = 0 ✇❤❡♥ ✐t r❡❛❝❤❡s t❤✐s
❧✐♠✐t✳

✻ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛②s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ❝❤♦✐❝❡ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳
✼ ■♥ t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ ✭i = 1✮✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❛rt✐❡s ❤❛✈❡ ♥♦t s❡♥t ②❡t ❛♥② ♠❡ss❛❣❡✱ AD ❛♥❞
BD ❤❛✈❡ ♥♦ ♠❡ss❛❣❡ ❢♦r ♦✉t♣✉t ✭mA

0 ❛♥❞ mB
0 ❛r❡ ♥♦t ❞❡✜♥❡❞✮✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ mA

0 ❛♥❞
mB

0 t♦ ❜❡ t❤❡ ❡♠♣t② ♠❡ss❛❣❡✱ ❛♥❞ ❡①♣❡❝t AD ❛♥❞ BD t♦ ♦✉t♣✉t ✐t ✐♥ t❤✐s ✐t❡r❛t✐♦♥✳



✶✷

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❆❞✈❡rs❛r✐❛❧ ❣❛♠❡

✶✳ ❘✉♥ AI ❛♥❞ BI ✱ ❛♥❞ ❧❡t
(
sA0

)
← AI() ❛♥❞

(
sB0

)
← BI()✳

✷✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② t t❤❡ ✇❤♦❧❡ tr❛♥s❝r✐♣t ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ AI ❛♥❞ BI ✳
✸✳ ❙t❛rt r✉♥♥✐♥❣ AD✱ BD ❛♥❞ M ✳
✹✳ sM0,B ← t✳
✺✳ ❋♦r i ❢r♦♠ 1 t♦ k ❞♦✿

✭❛✮ ❘✉♥ M ✿
(
sMi−1,A

)
←M(sMi−1,B)

✭❜✮ mA
i ← GenMsgA

(
mB

0 , . . . ,m
B
i−1

)

✭❝✮
(
sAi , b

A
i , m̂

B
i

)
← AD

(
sAi−1,m

A
i

)

✭❞✮ ■❢ bAi = 1 ❛♥❞ mB
i−1 6= m̂B

i−1✱ r❡t✉r♥ win✳ ❊❧s❡ ✐❢ bAi = 0✱ r❡t✉r♥ fail✳
✭❡✮ ❘✉♥ M ✿

(
sMi,B

)
←M(sMi−1,A)

✭❢✮ mB
i ← GenMsgB

(
mA

0 , . . . ,m
A
i

)

✭❣✮
(
sBi , b

B
i , m̂

A
i

)
← BD

(
sBi−1,m

B
i

)

✭❤✮ ■❢ bBi = 1 ❛♥❞ mA
i−1 6= m̂A

i−1✱ r❡t✉r♥ win✳ ❊❧s❡ ✐❢ bAi = 0✱ r❡t✉r♥ fail✳

✻✳ ❘❡t✉r♥ fail✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✭◆♦♥✲❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ s❡❝✉r❡ k✲▼❘P✮✳ ▲❡t Π = (AI , BI , AD, BD)
❜❡ ❛♥ k✲▼❘P✳ ▲❡t k ∈ N∪ {∞}✳ ❲❡ s❛② t❤❛t Π ✐s ❛ ♥♦♥✲❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ s❡❝✉r❡
k✲▼❘P ✐❢ ❢♦r ❛♥② n ∈ N✱ ❢♦r ❛♥② ❦✬ s✳t✳ k ≥ k′ = K(n)✱ ✇❤❡r❡ K ✐s ❛♥② ♣♦❧②♥♦✲
♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥s GenMsgA ❛♥❞ GenMsgB✱ ❛♥❞ ❛♥② ❡✣❝✐❡♥t ✭PP❚✮

❛❞✈❡rs❛r② M ✱ Pr
[
EXECk′

Π,M = win
]
= negl(n)✳

❉❡❧❛②✳ ❙♦♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮ ✉s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❋♦r
t❤❛t✱ t❤❡s❡ ❞❛t❛ ♣❤❛s❡ ■❚▼s ✭AD ❛♥❞ BD✮ ♥❡❡❞ t♦ ❜✉✛❡r t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s r❡❝❡✐✈❡❞
❛♥❞ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s ♦♥❧② ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❞❡❧❛②
❝❛♥ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ♦✉r ♥♦♥✲❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ s❡❝✉r✐t② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡
❞❛t❛ ♣❤❛s❡ ■❚▼s t♦ r❡t✉r♥ t❤❡ ❜✉✛❡r❡❞ ♠❡ss❛❣❡ ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t✮✱ ❛♥❞
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✮ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡s❡ ❜✉✛❡r❡❞
♠❡ss❛❣❡s✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺ ❢♦r♠❛❧✐③❡s t❤❡s❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❞❡❧❛②
♣❛r❛♠❡t❡r d ∈ N0✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♣r♦t♦❝♦❧s ✇✐t❤ ❞❡❧❛② d > 0 ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♠♦❞✐✜❡❞ t♦
❤♦❧❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♥♦♥✲❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ s❡❝✉r✐t② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✮ ✇✐t❤ d =
0✱ ❜② s❡♥❞✐♥❣ ❛ ❞✉♠♠② ❡♠♣t② ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s d t✐♠❡s ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡
s❡♥t✳ ✭❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ♠❡♠♦r② ❛♥❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦✈❡r❤❡❛❞✮✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ✇❡ s❤♦✇ ♦✉r ❞❡❧❛②❡❞ s❡❝✉r❡ ▼❘P ✇✐t❤
d = 1✱ ❛♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼ ✇❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤✐s ♣r♦t♦❝♦❧ s❛t✐s✜❡s ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳ ❬❉❡❧❛②❡❞ ♥♦♥✲❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ s❡❝✉r❡ k✲▼❘P❪ ❉❡❧❛②❡❞ ♥♦♥✲❝❤♦s❡♥✲
♠❡ss❛❣❡ s❡❝✉r❡ k✲▼❘P ✇✐t❤ ❞❡❧❛② d ∈ N0 ✐s ❞❡✜♥❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✱ ✇✐t❤
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✿ ✭✶✮ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♣❤❛s❡ ■❚▼s✱ AD ❛♥❞ BD✱ ❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞
t♦ r❡t✉r♥ t❤❡ m̂B

i−d ❛♥❞ m̂A
i−d✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

✽✳ ✭✷✮ ■♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss

❝❤❡❝❦ ♦❢ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s✱ mA
i 6= m̂A

i ❛♥❞ mB
i 6= m̂B

i ✱ ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② mA
i−d 6= m̂A

i−d

✽ ❋♦r ❜r❡✈✐t②✱ ✇❡ ❛ss✐❣♥ mP
j = λ ❢♦r ❛❧❧ 1 > j ∈ N✱ P ∈ {A,B}✳



✶✸

s
A

0

AI BI

AD M BD

s B
0

sAi sBi

sA0 = t

sMi,B

m̂B
i

bAi

■❢ bAi = 1 ❛♥❞ m̂B
i 6= mB

i ✱ ✇✐♥

m̂A
i

bBi

■❢ bBi = 1 ❛♥❞ m̂A
i 6= mA

i ✱ ✇✐♥

❆
❢t
❡r

k
✐t
❡r
❛
t✐
♦
♥
s✱
❢❛
✐❧

GenMsgA(·)

mA
i

GenMsgB(·)

mB
i

t

♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s ✐♥♣✉t✴♦✉t♣✉t

❋✐❣✳ ✹✳✶✳ ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❘P ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✮✳

❛♥❞ mB
i−d 6= m̂B

i−d✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✭✸✮ ■♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s ❣❡♥❡r✲

❛t✐♦♥ ♦❢ AD ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② GenMsgA
(
mB

0 , . . . ,m
B
i−1−d

)
✱ ❛♥❞ t❤❡

❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ BD ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② GenMsgB
(
mA

0 , . . . ,m
A
i−d

)
✳

✹✳✷ ●❡♥❡r❛❧ ▼❘P ❢r❛♠❡✇♦r❦

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s
▼❘P ♣r♦t♦❝♦❧s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❙t❛t❡❢✉❧ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧s ♦❢ ❛♥ ▼❘P ♣r♦t♦❝♦❧ ❛r❡ st❛t❡❢✉❧✳ ❚❤❛t
♠❡❛♥s t❤❛t ❡❛❝❤ ♣❛rt② ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s❡ss✐♦♥✳ ■♥
t❤❡s❡ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛rt② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✭✶✮ ❛ tr❛♥s✐❡♥t ❦❡② t❤❛t ✐s
s❡❝r❡t t♦ t❤❛t ♣❛rt②❀ ✭✷✮ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞ ♥♦♥✲s❡❝r❡t ❝♦♠♠✐t♠❡♥t t♦ s♦♠❡ s❡❝r❡t
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❡❧❞ ❜② t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt②❀ ❛♥❞ ✭✸✮ ♣♦ss✐❜❧② ♦t❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ▼❘P✳ ❚❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧s ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❉✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱
❡❛❝❤ ♣❛rt② ❝❛♥ tr❛♥s❢❡r ♦♥❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛❧❧② t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt②✱ ✇❤✐❧❡
♦♣❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ❛♥❞ r❡✈❡❛❧✐♥❣ t❤❡ ❦❡② ✐♥ t❤❡ ♦❧❞ st❛t❡✱ ❛♥❞ ✉♣❞❛t✐♥❣
t❤❡ st❛t❡ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ♥❡✇ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ❦❡②✳ ❚❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧s ✈❛r② ✐♥
t❤❡ ✇❛② t❤❡② ✉♣❞❛t❡ t❤❡ st❛t❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❜❛s✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❚❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤❛s❤ ❝❤❛✐♥s ❬✸✺✱ ✶✾✱ ✽✱ ✷✷❪✳ ▲❡t h : {0, 1}
∗
→

{0, 1}
n

❜❡ ❛ ❈❘❍✳ ❍❛s❤✲❝❤❛✐♥s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ k ❛r❡ s❡r✐❡s ♦❢ s❡❝r❡ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
ai = h(ai−1)✱ ∀0 < i < k✱ ❛♥❞ a0 ← {0, 1}

n
✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡

✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ ❡❛❝❤ ♣❛rt② ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ❤❛s❤✲❝❤❛✐♥✱ ai ❛♥❞ bi r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ i✲t❤ st❛t❡ ♦❢ ♣❛rt② A ❝♦♥t❛✐♥s ❛s ❛ ❦❡② t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❤❛✐♥✬s ✐t❡♠
ak−i ❛♥❞ ❛s t❤❡ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❦❡② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
bk−i+1✳ ❚❤❡ st❛t❡ ♦❢ ♣❛rt② B ✐s s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② s✐♠✐❧❛r✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡✐♠❛❣❡ ❛♥❞
❝♦❧❧✐s✐♦♥ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❈❘❍✲s✱ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t t♦ ❛ ❦❡② ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡
t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② t♦ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❢♦r❣❡ ❛ ❦❡② ✐♥ t❤✐s ❝❤❛✐♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢



✶✹

t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❤♦❧❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡❭♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ k ✐♥ t❤❡
♠❡♠♦r②✳ ❈❤♦♦s✐♥❣ s♠❛❧❧ k r❡s✉❧ts ✐♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s t♦
tr❛♥s♠✐t✱ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ k r❡s✉❧ts ✐♥ ♠❡♠♦r② ✇❛st❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❡❛s✐❡r
t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ♣r♦t♦❝♦❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ s✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♥❡✇ st❛t❡ ✏♦♥✲t❤❡✲✢②✑ ❬✶✱ ✷✶❪✳ ❚❤❡ ❦❡②s ❛r❡
♥♦t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✳ ■♥st❡❛❞✱ ❞✉r✐♥❣ ❡❛❝❤
✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♣❛rt② x ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♥❡✇ ❦❡②✱ ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ♦♥ t❤❛t ❦❡②✱
❛♥❞ s❡♥❞s t❤❡ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt② y✳ ❚❤❡ ❦❡② ✐s r❡✈❡❛❧❡❞ ♦♥❧② ❛❢t❡r
✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❛t y r❡❝❡✐✈❡❞ ✭❜✉t ♥♦t ②❡t ❛❝❝❡♣t❡❞✮ ❛♥② ♠❡ss❛❣❡ ♦❢ t❤❛t ✐t❡r❛t✐♦♥✳
❋♦r t❤❛t✱ ✉♣♦♥ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛♥② ♠❡ss❛❣❡✱ y s❤♦✉❧❞ r❡✈❡❛❧ ❛ ❝♦♠♠✐tt❡❞ s❡❝r❡t ♦❢
❤✐s ♦✇♥✱ ❛♥❞ x s❤♦✉❧❞ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ s❡❝r❡t ♠❛t❝❤❡s t❤✐s ❝♦♠♠✐t♠❡♥t✳ ❚❤❡
❝♦♠♠✐t♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥✬s ♠❡ss❛❣❡s✳
❚❤❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡
❛✉t❤❡♥t✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❆s ♦♣♣♦s❡ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❡r
❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐♥ t❤✐s ♦♥❡ t❤❡ ♣❛rt✐❡s ❛r❡ ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s t♦
s❡♥❞✴r❡❝❡✐✈❡✱ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ♥♦t st♦r❡ ♠❛♥② ❦❡②s ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✳

P❤❛s❡s✳ ❊❛❝❤ ♣r♦t♦❝♦❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ♣❤❛s❡s✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✐s ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ ♦♥❝❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ s❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ✉s✉❛❧❧② ❧❛sts ❢♦r s❤♦rt t✐♠❡✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❤❛s❡ ✐s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❢♦r ❜♦t❤ ♣❛rt✐❡s✳
❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❜❛s✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛rt②✿ ✭✶✮ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
♦❢ s❡❝r❡t✭s✮❀ ✭✷✮ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t✭s✮ ♦♥ t❤❡ s❡❝r❡t✭s✮❀ ✭✸✮ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞
❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ♦♥ ❛ s❡❝r❡t❀ ✭✹✮ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❡st❛❜✲
❧✐s❤♠❡♥t✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞ ❞❛t❛
❜② ♦✉r s✉❣❣❡st✐♦♥ ♦❢ ♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ❛s ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❧❛t❡r ✐♥
t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ■❢ t❤✐s ♣❤❛s❡ ✜♥✐s❤❡s ❝♦rr❡❝t❧② ✭t❤❛t ♠❡❛♥s✱ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ❞♦❡s ♥♦t
❝❤❛♥❣❡❞ t❤❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞ ❞❛t❛✮✱ t❤❡ ♣❛rt✐❡s ♠♦✈❡ t♦ t❤❡ ♥❡①t ♣❤❛s❡✳

❚❤❡ ❞❛t❛ ♣❤❛s❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛♥❞ ❧❛sts t✐❧❧ t❤❡
❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❤❛s❡ ✐s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❡s✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥
❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ st❡♣s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛rt②✿ ✭✶✮ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇
♠❡ss❛❣❡ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛❜♦✉t ✐t❀ ✭✷✮ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
s❡❝r❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❛♥❞ t❤✉s ♠❛❦✐♥❣ ✐t ♣✉❜❧✐❝✮❀ ✭✸✮ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡✲
❝r❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt② ❛♥❞ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♥❣ ✐t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞
❝♦♠♠✐t♠❡♥t❀ ✭✹✮ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♠❡ss❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt② ❛♥❞ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✲
✐♥❣ ✐t ❜② s✐♠✐❧❛r ✇❛②✾❀ ✭✺✮ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ st❛t❡✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ❝♦♠♣❛r❡s ❡①✐st✐♥❣ ▼❘Ps ✳

✹✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❈♦♥str✉❝t✐♥❣ ▼❆P ❢r♦♠ ▼❘P✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ▼❘P ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♠❡r❡❧② t❤❛t
✐♥❝♦♠✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ▼❘P ❞❛t❛ ♣❤❛s❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡♥t ❜② t❤❡ s❛♠❡ ♣❛rt②
❛s ✐♥ t❤❡ ▼❘P ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡❀ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦❢ t❤❛t
♣❛rt② ✭s♦ ▼❘P ✐s ✈✉❧♥❡r❛❜❧❡ t♦ ▼■❚▼ ❛tt❛❝❦ ❞✉r✐♥❣ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

✾ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✏♦♥✲t❤❡✲✢②✑ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ st❛t❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ t❤❡ ♣❛rt② s❤♦✉❧❞ r❡❝❡✐✈❡ ❛ ♥❡✇
❝♦♠♠✐t♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ♦❢ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ✐ts❡❧❢✳



✶✺

▲✐♠✐t❡❞
★♠❡ss❛❣❡s

❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝
♣r✐♠✐t✐✈❡s

Pr♦✈❡❞ ✉♥❞❡r ◆♦t❡s

●✉② ❋❛✇❦❡s ❬✶❪ ♥♦ ❤❛s❤ ♥♦ ♣r♦♦❢
❘❡♠♦t❡ ❯s❡r ♥♦ ▼❆❈ ♥♦ ♣r♦♦❢ ❤✐❣❤

❆✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ❬✷✺❪ ❝♦♠♠♥✐❝✳
❩❈❑ ❬✸✺✱ ✶✸❪ ②❡s ❖❲❋ ✐♥s❡❝✉r❡ ❬✶✾❪
❏❛♥❡ ❉♦❡ ❬✶✾❪ ②❡s ▼❆❈✱ ❤❛s❤ ♥♦♥st❛♥❞❛r❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s

●♦❧❞❜❡r❣ ❡t ❛❧ ❬✽❪ ②❡s ▼❆❈✱ ❤❛s❤ ♥♦♥st❛♥❞❛r❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
▼❛s❤❛t❛♥ ❛♥❞ ♥♦ ❤❛s❤ ♥♦♥st❛♥❞❛r❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❘❡s②♥❝
❙t✐♥s♦♥ ❬✷✶❪ ✢❛✇❡❞ ❬✷✻❪
▼❛s❤❛t❛♥ ❛♥❞ ②❡s ▼❆❈✱ P❘❋ st❛♥❞❛r❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
❱❛✉❞❡♥❛② ❬✷✷❪

P❊❇■❯❙ ♥♦ ▼❆❈✱ ❤❛s❤ ♥♦♥st❛♥❞❛r❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✴ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧
✭t❤✐s ♣❛♣❡r✮ r❛♥❞♦♠ ♦r❛❝❧❡

❋✐❣✳ ✹✳✷✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ▼❘Ps✳ ❚❤❡ ✧❤❛s❤✧ ♣r✐♠✐t✐✈❡ r❡❢❡rs t♦ ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s
✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❜✉t ♥♦♥st❛♥❞❛r❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✉♥❞❡✜♥❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ♦r ♠♦❞❡❧❡❞
❛s r❛♥❞♦♠ ♦r❛❝❧❡s ✭s❡❡ ✧Pr♦✈❡❞ ✉♥❞❡r✧✮✳

❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ▼❘Ps ✇✐t❤ ❖❜❧✐✈✐♦✉s✲❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡
▼❆P✲❧✐❦❡ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❇♦t❤ ♣❛rt✐❡s ❡①❡❝✉t❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ♦❢
t❤❡ ▼❘P ♦✈❡r t❤❡ ✐♥s❡❝✉r❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ ❖❈ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡ t❤❡
❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ▼❘P ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣❛rt✐❡s ❛r❡
✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ♠❡ss❛❣❡s ❛r❡ ❛ss✉r❡❞
t♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s❛♠❡ ✭❤❡♥❝❡✱ ❝♦rr❡❝t✮ ♣❛rt✐❡s ❛s ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤r❛s❡✳

▼❘P✲❜❛s❡❞ ▼❆Ps ✈s P❑❈✲❜❛s❡❞ ▼❆Ps✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❝♦♠✲
♣❛r❡s ❛♥ ▼❘P✲❜❛s❡❞ ▼❆P ✭✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡♥t ▼❘P ♦❢ ❬✷✷❪✮ t♦ P❑❈✲❜❛s❡❞ ▼❆Ps
❛♥❞ s♦♠❡ ♦t❤❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳

❙②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ▼❘Ps ❛r❡ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ✈✉❧♥❡r❛❜❧❡ t♦ ❞❡♥✐❛❧✲♦❢✲s❡r✈✐❝❡ ❛tt❛❝❦s
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r st❛t❡s ♠✉st r❡♠❛✐♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✳ ❙♦♠❡ s✉❣❣❡st✐♦♥ ❢♦r r❡s②♥❝❤r♦✲
♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ❬✸✺✱ ✷✶❪✱ ❜✉t ❧❛t❡r ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ✢❛✇❡❞ ❬✶✾✱ ✷✻❪✳
❘❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t ♣✉❜❧✐❝✲❦❡② ❝r②♣t♦❣r❛♣❤② ❬✾❪✳

❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ▼❘P ❛s ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦t♦❝♦❧✱ s✐♥❝❡ ♠♦st
t❛r❣❡t❡❞ ❞❡✈✐❝❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❤❡r❡ r❡q✉✐r❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲
t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ r❡♠♦t❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛s❦s ❛ s❡♥s♦r ❢♦r ❛ ❝♦♠♠❛♥❞✱ ❛♥❞
t❤❡ s❡♥s♦r s❡♥❞s ❜❛❝❦ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡✮✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ▼❘Ps ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛s
✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✭A s❡♥❞s ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s✱ ❛♥❞ B r❡❝❡✐✈❡s t❤❡♠✮✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥✈❡rt
❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ✭✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧✮ ▼❘P ✐♥t♦ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♦♥❡✱ ❜② ✐♥st❛♥t✐❛t✐♥❣ t✇♦ ✐♥✲
st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛t ❡❛❝❤ ♣❛rt②✿ ♦♥❡ ❛s A ✭t❤❡ s❡♥❞❡r✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❛s B
✭t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✮✳ ❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❛♥❞ ♠❡♠♦r② ♦✈❡r❤❡❛❞✳ ❇✉t ✐♥ s♦♠❡ ▼❘Ps✱ st❛t❡ ❛♥❞ ♠❡ss❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ s❤❛r❡❞
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❣❡tt✐♥❣ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥❡❛r❧② ❢♦r ❢r❡❡✳ ▼♦r❡
s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ s❡❝r❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ B ✭t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣❛rt②✮✱ ✇❤✐❝❤
✐s ✉s❡❞ t♦ r❡✲❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ♥❡✇ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t✱ t♦ ❛❧s♦ tr❛♥s❢❡r ❛❧s♦ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡
♦❢ B❀ ❜✉t t❤✐s ♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ ❝❛r❡❢✉❧❧②✱ s✐♥❝❡ ❢♦r ❤❛s❤✲❝❤❛✐♥✲❜❛s❡❞
♣r♦t♦❝♦❧s ✐t ✇❛s ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ✐♥s❡❝✉r❡ ❬✶✾❪✳



✶✻

❇❛s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧
❈r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝
♣r✐♠✐t✐✈❡s

❈r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝
s❝❤❡♠❡s

■♥✐t✐❛❧
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
♦✈❡r❤❡❛❞

▼❡ss❛❣❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
♦✈❡r❤❡❛❞

❙t❛t❡
✭♠❡♠♦r②✮
♦✈❡r❤❡❛❞

❉✐❣✐t❛❧ s✐❣✳
✇✐t❤ ❈❘❍

❙✐❣✱ ❈❘❍ ❍❛s❤❡❞✲❘❙❆✲✷✵✹✽
❙❍❆✲✷✺✻

|pk|
✭2048✮

|d|
✭256✮

|pk|
✭2048✮

P✉❜❧✐❝✲❦❡② ❡♥❝✳
✇✐t❤ ▼❆❈

P❑❊✱ ▼❆❈ ❘❙❆✲✷✵✹✽
❆❊❙✲❈❇❈✲▼❆❈✲✶✷✽

|pk| + |key|
✭2176✮

|tag|
✭128✮

|key|
✭128✮

❖♥❡✲t✐♠❡ s✐❣✳ ❖❚❙ ▲❛♠♣♦rt ❬✶✻❪
4 |owf| l
✭512l✮

|key| l + 2 |owf| l
✭384l✮

❱❛r✐♦✉s

❖♥❡✲t✐♠❡ s✐❣✳
✇✐t❤ ❈❘❍

❖❚❙✱ ❈❘❍ ▲❛♠♣♦rt ❬✶✻❪
❙❍❆✲✷✺✻

4 |owf| |d|
✭131, 072✮

(|key| + 2 |owf|) |d|
✭98, 304✮

❱❛r✐♦✉s

❖♥❡✲t✐♠❡ s✐❣✳
✇✐t❤ ❯❖❲❍❋

❖❚❙✱ ❯❖❲❍❋ ▲❛♠♣♦rt ❬✶✻❪
❙❍❆✲✷✺✻

4 |owf| |d|
✭131, 072✮

(|key| + 2 |owf|) |d|
✭98, 304✮

❱❛r✐♦✉s

❘❡❝❡♥t ▼❘P ❬✷✷❪ P❘❋✱ ▼❆❈ ❆❊❙
❆❊❙✲❈❇❈✲▼❆❈✲✶✷✽

|d|
✭128✮

2 |idx| + 3 |d| + 2 |sk|
✭704✮

|idx| + 2 |d|
+ |sk| ✭448✮

❋✐❣✳ ✹✳✸✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦✉r s✉❣❣❡st✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳ ❖❲❋ ✐s ♦♥❡ ✇❛② ❢✉♥❝t✐♦♥✱
P❑❊ ✐s ♣✉❜❧✐❝✲❦❡② ❡♥❝r②♣t✐♦♥✱ ❙✐❣ ✐s ❞✐❣✐t❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡ s❝❤❡♠❡✱ ❈❘❍ ✐s ❝♦❧❧✐s✐♦♥ r❡s✐st❛♥t
❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❖❚❙ ✐s ♦♥❡ t✐♠❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ❯❖❲❍❋ ✐s ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♦♥❡ ✇❛② ❤❛s❤
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋♦r ♦✈❡r❤❡❛❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ |pk| ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝✲❦❡②✱ |owf|
❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❖❲❋✱ |d| ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞✐❣❡st ♦❢
t❤❡ ❤❛s❤❡s✴P❘❋✱ |key| ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡② ♦❢ ▼❆❈s✱ s②♠♠❡tr✐❝✲❦❡②
❡♥❝r②♣t✐♦♥ ♦r s❡❝r❡t ♣r❡✐♠❛❣❡ ♦❢ ❖❲❋✱ |tag| ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ t❛❣ ♦❢ t❤❡ ▼❆❈✱
|idx| ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❡ss❛❣❡ t♦ s❡♥❞ ❛♥❞ l ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢
t❤❡ ♠❡ss❛❣❡✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐s t❤❡ ❡①tr❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ✭♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧
♠❡ss❛❣❡s✮✱ ✐♥ ❜✐ts✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ s❝❤❡♠❡✳ ❲❤❡r❡
t❤❡ ▲❛♠♣♦rt ❬✶✻❪ s❝❤❡♠❡ ✐s ✉s❡❞✱ ❢♦r ❝♦♥❝r❡t❡♥❡ss ✇❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ ✉s✐♥❣ ❆❊❙✲✶✷✽✳

✺ ❈❤♦s❡♥✲▼❡ss❛❣❡ ❆tt❛❝❦s ❛♥❞ ❈♦♠♣♦s❛❜✐❧✐t②

■♥ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♦❢ ▼❘P✱ t❤❡r❡ ❛r✐s❡s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣
t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡s❡ s❡♥t ♠❡ss❛❣❡s ❝❛♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✲r❡❝❡✐✈❡❞ ♠❡ss❛❣❡s✱ ❜✉t t❤❡② ♠❛② ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥♣✉ts✱
♣❡r❤❛♣s ❛❞✈❡rs❛r✐❛❧❧②✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲
t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡♥s♦r ✇❤✐❝❤ tr❛♥s♠✐ts s♦♠❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
t♦ ❛ r❡♠♦t❡ s❡r✈❡r✳ ❆♥ ❛❞✈❡rs❛r② ✇❤✐❝❤ ❤❛s s♦♠❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r t❤❡ s❡♥s♦r✬s ❡♥✲
✈✐r♦♥♠❡♥t ❝❛♥ t❤❡r❡❜② ❛✛❡❝t ✐ts ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s ✖ ❡①❝❡❡❞✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠♦❞❡❧
❛♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

✺✳✶ ❈❤♦s❡♥✲▼❡ss❛❣❡ ❘❡s✐st❛♥❝❡

❚❤❡ ♣❛rt✐❡s A ❛♥❞ B ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s ✭♣r♦✈✐❞❡❞ ❛s
✐♥♣✉ts t♦ AD ❛♥❞ BD✮✳ ■♥ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ✇✐t❤✐♥ ❛ ❧❛r❣❡r s②st❡♠✱ t❤❡s❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡s✲
s❛❣❡s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❜② s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ st❛❝❦✳
❚❤❡s❡ ♠❡ss❛❣❡s ♠❛② ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s r❡♣♦rt❡❞ ❛s r❡✲
❝❡✐✈❡❞ ❜② t❤❡ ▼❘P✱ ❜✉t ✐❞❡❛❧❧② t❤❡ s❡♥t ♠❡ss❛❣❡s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
✐♥t❡r♥❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ tr❛♥s❝r✐♣t ❛♥❞ r❛♥❞♦♠♥❡ss✮ ♦❢ t❤❡ ▼❘P✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥
❛❞✈❡rs❛r② ♠❛② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧♦❣✐❝✱ ❡✳❣✳✱ ✇❤❡♥ t❤❛t ❧♦❣✐❝ ❝♦♥t❛✐♥s ✏q✉♦t❡ ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞✑ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②
♦r ✇❤❡♥ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❡①t❡r♥❛❧ s❡♥s♦rs✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛❞✈❡rs❛r✐❛❧ ✐♥♣✉ts✱ ✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②
❝♦♠♣❧❡①✱ ❛♥❞ ✖ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✖ ✉♥❦♥♦✇♥ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ▼❘P✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ♠♦❞✲



✶✼

❡❧✐♥❣ s❡❝✉r✐t② ♦❢ t❤❡ ▼❘P✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ♠❛❦❡ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡
❛❞✈❡rs❛r② ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s✳

❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤✐s ✐ss✉❡✳ ❲❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s ❜② ✐♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❡s t♦ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r②
✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ t❤❡♠ ❛s ❛♥② ❡✣❝✐❡♥t❧②✲❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t
t❤✉s ❢❛r✮✳ ❋♦r t❤❛t✱ ✇❡ ♠♦❞✐❢② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ❛♥❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ s♦ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r②
♦✉t♣✉ts ✭✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡s✮ ❛❧s♦ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡ t♦ ❜❡ s❡♥t✱ ❛♥❞
t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r✐❛❧ ❣❛♠❡ ❥✉st ❢♦r✇❛r❞s ✐t t♦ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣❛rt② ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻ ✭❈❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ s❡❝✉r❡ k✲▼❘P✮✳ ❈❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ s❡❝✉r❡ k✲
▼❘P ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ♥♦♥✲❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ s❡❝✉r❡ k✲▼❘P ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✮✱ ✇✐t❤ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✿ ✭✶✮ ❚❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❝❤
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡ t♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣❛rt②✳ ■♥ ❆❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✶✱ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ♥❛♠❡❞ mA

i ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛❧❧ t♦ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r②✱ ❛♥❞ mB
i t♦

t❤❡ ❧❛tt❡r✳ ✭✷✮ ■♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ t❤❡ ✭t✇♦✮ ❝❛❧❧s ♦❢ GenMsgP ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✳

❲❡ ❝❛♥ ❣❛✐♥ t❤❡ ❞❡❧❛②❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ ✈❡rs✐♦♥ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣
t♦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞♦♥❡ ❜② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺ t♦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼ ❝❛♣t✉r❡s t❤✐s ♥♦t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼ ✭❉❡❧❛②❡❞ ❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ s❡❝✉r❡ k✲▼❘P✮✳ ❚❤❡ ❞❡❧❛②❡❞ ❝❤♦s❡♥✲
♠❡ss❛❣❡ s❡❝✉r❡ k✲▼❘P ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺ ❛♥❞ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳

✺✳✷ ■♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❈❤♦s❡♥✲▼❡ss❛❣❡ ❙❡❝✉r✐t②

❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t ❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ ❛tt❛❝❦s ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ❜r❡❛❦ s❝❤❡♠❡s t❤❛t ❛r❡
s❡❝✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ s❡♥s❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡
t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ πA ❛♥❞ πB t♦ ❧❡❛r♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t
t❤❡✐r r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡✱ ❛♥❞ ❡①♣❧♦✐t t❤✐s t♦ ♠❛❧✐❝✐♦✉s❧② ❝❤♦♦s❡ ❧♦❣✐❝❛❧
♠❡ss❛❣❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ✐♥t❡r❛❝t ❜❛❞❧② t❤✐s ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ s❤♦✇s t❤❛t s✉❝❤
❛♥ ❛tt❛❝❦ ❝♦✉❧❞ ❡①✐st✱ ❡✈❡♥ ❛❣❛✐♥st ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ t❤❛t ✐s s❡❝✉r❡ ❛❣❛✐♥st ♥♦♥✲❝❤♦s❡♥✲
♠❡ss❛❣❡ ❛❞✈❡rs❛r✐❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ❆ss✉♠❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ▼❘P π ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ s❡❝✉r❡
✭❢✉❧✜❧❧s ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ▼❘P π′ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡
s❡❝✉r❡✱ ❜✉t ✐s ♥♦♥✲❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ s❡❝✉r❡ ✭❢✉❧✜❧❧s ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✮✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥② ▼❘Ps✱ π t❤❛t ✐s ❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ s❡❝✉r❡ ❜② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳ ✐✳❡✳✱
r❡s✐st❛♥t t♦ ▼■❚▼ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r②✳
❲❡ s❤❛❧❧ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♥❡✇ ♣r♦t♦❝♦❧✱ π′ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t s❡❝✉r❡ ✐♥ t❤✐s s❡♥s❡✱
❜✉t ✐s st✐❧❧ s❡❝✉r❡ ❜② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✭✐✳❡✳✱ ✇✐t❤♦✉t ❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡s✮✳ ♣r♦t♦❝♦❧ π′

♣r♦❝❡❡❞s ❧✐❦❡ π✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ❛ π′ ✐♥st❛♥❝❡ π′
A ✐s

✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❢♦r ♣❛rt② A✱ ❛ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r t✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ tr❛♣❞♦♦r✱ ✐s ❞r❛✇♥ ❛♥❞
s❡♥t ✈❡r❜❛t✐♠ ✐♥ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡ t♦ B✳ P❛rt② B s✐♠♣❧② ✐❣♥♦r❡ t❤✐s ♠❡ss❛❣❡
✭❜✉t t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ♦❜s❡r✈❡s ✐t✮✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦♥✱ π′

A ❦❡❡♣s tr❛❝❦ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r ✐t
❤❛s ❡✈❡r ❜❡❡♥ ❛s❦❡❞ t♦ s❡♥❞ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ tr❛♣❞♦♦r t✳ ❖♥❝❡ t❤❛t
❤❛♣♣❡♥s✱ π′

A ❡♥t❡rs ✏❢❛✐❧✉r❡ ♠♦❞❡✑ ❛♥❞ s✐♠♣❧② ♦✉t♣✉t t❤❡ ✜①❡❞ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡
0 ✇❤❡♥❡✈❡r ✐t r❡❝❡✐✈❡s ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡✳



✶✽

■♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ✭✇❤♦ ❡❛✈❡s❞r♦♣♣❡❞ t❤❡ tr❛♣❞♦♦r
❝❛♥ t❤❡♥ ❝❛✉s❡ A t♦ s❡♥❞ t❤❡ tr❛♣❞♦♦r ❛s ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r π′

A ✇✐❧❧
❛❧✇❛②s ❝❧❛✐♠ t♦ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ 0✱ ✇❤✐❝❤ ❝❧❡❛r❧② ✈✐♦❧❛t❡s s❡❝✉r✐t②✳

❍♦✇❡✈❡r✱ π′ ✐s st✐❧❧ s❡❝✉r❡ ✉♥❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✱ s✐♥❝❡ π′
A ❤❛s ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣r♦❜❛✲

❜✐❧✐t② ♦❢ ❡♥t❡r✐♥❣ ❢❛✐❧✉r❡ ♠♦❞❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ❝❛♥♥♦t ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧
♠❡ss❛❣❡s ✭❜✉t ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥② ▼■❚▼ ♦♣❡r❛t✐♦♥✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s ❛r❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭GenMsgP ✮ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡❝❡✐✈❡❞
❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s✱ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ tr❛♣❞♦♦r ✈❛❧✉❡✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s
♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t π′

A ✇✐❧❧ ❜❡ ❛s❦❡❞ t♦ s❡♥❞ t❤❡ tr❛♣❞♦♦r ✈❛❧✉❡✳ ⊓⊔

✺✳✸ ❯♥✐✈❡rs❛❧ ❈♦♠♣♦s❛❜✐❧✐t② ❖✈❡r✈✐❡✇

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❛s ❜♦r♥
❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❝❛r❡❢✉❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡❝❡♥t ▼❘P✬s s❡❝✉r✐t② ♣r♦♦❢s✱ ✇❤✐❝❤ r❡✈❡❛❧❡❞
t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ ❛tt❛❝❦✳ ❆❢t❡r r❡✈❡❛❧✐♥❣ t❤❛t✱ ♦♥❡
♠❛② ✇♦♥❞❡r ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✬s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡✱ ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡♠❄ ❙✐♥❝❡ s✉❝❤ ❛♥ ✐ss✉❡ ❛♣♣❧✐❡s ❢♦r
♠❛♥② ♦t❤❡r ♣r♦t♦❝♦❧s ✭❡✈❡♥ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥✮✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞
t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t♦❝♦❧s
♦❢ ♦✉r ❝♦♥❝❡r♥✳

❚❤❡ ❯♥✐✈❡rs❛❧ ❈♦♠♣♦s❛❜✐❧✐t② ✭❯❈✮ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❤❛♥❞❧✐♥❣
t❤✐s ✐ss✉❡✳ ▲♦♦s❡❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❯❈ ❛❞♦♣ts ❛♥ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r
♣r♦✈✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ♠❛❦❡ ✐t ❡❛s② t♦
❝♦♠♣♦s❡ t❤❡s❡ ♣r♦t♦❝♦❧s ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s
❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛❧♦♥❡✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ s❤♦rt ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡
♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐✈❡rs❛❧ ❈♦♠♣♦s❛❜✐❧✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦❀ ❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❯❈ ✈❛r✐❛♥t ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ❬✹✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶❪✱ ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❬✹❪ ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❚✉r✐♥❣
♠❛❝❤✐♥❡ ✭■❚▼✮✱ ❛♥❞ ✏♣✉❜❧✐❝ ❞❡❧❛②❡❞ ♦✉t♣✉t✑ ✭✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ❛♥ ♦✉t♣✉t t❤❛t t❤❡
✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❣❡♥❡r❛t❡s t♦ ❛ ♣❛rt②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ❝❛♥ r❡❛❞ ✐t ❛♥❞ ❞❡❧❛②
✐ts ❞❡❧✐✈❡r②✮✳

❚❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ✐♥ ❯❈ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇❡ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡
❞✉♠♠②✲❛❞✈❡rs❛r② ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❯❈ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✹✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶❪✮✱
✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ✇❤❛t❡✈❡r ✐s ❡①t❡r♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r♦t♦❝♦❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✭✐♥❝❧✉❞✲
✐♥❣ ♦t❤❡r ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛❞✈❡rs❛r✐❡s✱ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ✉s❡rs✱ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❡t❝✳✮✳ ❚❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦✉t♣✉ts ❛ ❜✐♥❛r② ✈❛❧✉❡ ✭✵ ♦r ✶✮✳ ❚❤❡ s❡❝✉✲
r✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳

■♥ t❤❡ r❡❛❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣❛rt✐❡s✱ ✇❤♦ ❡①❡❝✉t❡s
❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ t♦ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ s❡❝✉r❡✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❡s r❡❝❡✐✈❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞
♣r♦❞✉❝❡ ♦✉t♣✉t t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡s ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡♠s❡❧✈❡s ✈✐❛ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭s♦ t❤❡s❡ ♠❡ss❛❣❡s ♠❛② ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② t❤❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✮✳

■♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❛ ♥❡✇ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✲
✐t②✱ FIDEAL✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ❛s ❛ tr✉st❡❞ t❤✐r❞ ♣❛rt②✳ FIDEAL ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧②
❛♥ ■❚▼✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡❞ s❡❝✉r❡❧② ✭♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❜♦t❤ s❡❝r❡❝② ❛♥❞ ❛✉t❤❡♥t✐❝✲
✐t②✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❡s✳ FIDEAL ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ t❛s❦ ❧♦❝❛❧❧②✱ ❛♥❞ s❡♥❞s t♦



✶✾

❡❛❝❤ ♣❛rt② t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✬s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣❛rt✐❡s ❛r❡ r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❜② ❞✉♠♠② ♣❛rt✐❡s✱ ✇❤♦ ❥✉st ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ✐♥♣✉t t♦ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②
FIDEAL✱ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡s ❢r♦♠ ✐t t❤❡ ♦✉t♣✉t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♠✉❧❛t♦r S✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✱ ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ t♦ ❝♦♥✈✐♥❝❡
t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t❤❛t s❤❡ ✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ♠♦❞❡❧✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♠♦❞❡❧✳

❯❈ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❆ ♣r♦t♦❝♦❧ π ✐s s❛✐❞ t♦ r❡❛❧✐③❡ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② FIDEAL✱
✐❢ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✐♠✉❧❛t♦r S s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✭❜② ♦✉t♣✉tt✐♥❣ ✵ ♦r ✶✮ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤ ❛t ♠♦st ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❛t ✐s✱ π
♠✐♠✐❝s t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❝♦rr❡❝t❧②✳ ❇② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛♥ FIDEAL✱
♦♥❡ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡s t❤❡ s❡❝✉r✐t② ✐♥ t❤❡ ❯❈ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳

❯♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲❡t π ❜❡ s♦♠❡ ❛r❜✐tr❛r② ♣r♦t♦❝♦❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❡s
♠❛❦❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛❧❧s t♦ s♦♠❡ ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② FIDEAL✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ s❡t ♦❢ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✱ π ♠❛② ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢
FIDEAL ✇✐t❤ s♦♠❡ ✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤❡s❡ ✐♥st❛♥❝❡s
♦❢ FIDEAL✳ ❲❡ ❝❛❧❧ s✉❝❤ ♣r♦t♦❝♦❧s FIDEAL✲❤②❜r✐❞ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ◆♦✇✱ ❧❡t ρ ❜❡ ❛ ♣r♦✲
t♦❝♦❧ t❤❛t ❯❈✲r❡❛❧✐③❡s FIDEAL✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❈♦♥str✉❝t t❤❡
❝♦♠♣♦s❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧ πρ ❜② st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ♣r♦t♦❝♦❧ π✱ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❡❛❝❤ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ♥❡✇ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ FIDEAL ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ρ✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱
✐♥♣✉ts ❣✐✈❡♥ t♦ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ FIDEAL ❛r❡ ♥♦✇ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥✲
st❛♥❝❡ ♦❢ ρ✱ ❛♥❞ ❛♥② ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ρ ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❛♥ ♦✉t♣✉t ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ FIDEAL✳ ❚❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠
st❛t❡s t❤❛t r✉♥♥✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ πρ✱ ✇✐t❤ ♥♦ ❛❝❝❡ss t♦ FIDEAL✱ ❤❛s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡
s❛♠❡ ❡✛❡❝t ❛s r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ FIDEAL✲❤②❜r✐❞ ♣r♦t♦❝♦❧ π✳

✺✳✹ ❉❡✜♥✐♥❣ ❯❈✲s❡❝✉r❡ ▼❆P

❆♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤✐s ✐ss✉❡ ✐s ❯♥✐✈❡rs❛❧ ❈♦♠♣♦s❛❜✐❧✐t② ✭❯❈✮ ❬✹❪✳
❙❡❝✉r✐t② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❯❈ st②❧❡ ❛r❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ✏❝♦♠♣♦s❡✑✱ ✐✳❡✳✱ s❡❝✉r✐t②
❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ❜✉t ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❤♦❧❞
❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ r✉♥s ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ✇✐t❤ ♦t❤❡r ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ ♦❢
♦t❤❡r ♣r♦t♦❝♦❧s ✭❛ ♣r♦♣❡rt② ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦♥tr✐✈✐❛❧✱ ❛♥❞ ♦❢t❡♥ ❢❛❧s❡ ❢♦r ♦t❤❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥
st②❧❡s✮✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✐♥♣✉ts t♦ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛r❡
❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r②✱ ✐✳❡✳✱ ❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ ❛tt❛❝❦s✳

■♥ t❤❡ ❯❈ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ s❡❝✉r✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✱
t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✳ Pr♦✈✐♥❣ t❤❛t ❛ ♣r♦t♦❝♦❧
s❛t✐s✜❡s s✉❝❤ s❡❝✉r✐t② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐❞❡❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❛r❡ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡
❛❞✈❡rs❛r②✮✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥♥♦t ❣❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡✱ ❜❡②♦♥❞ ✇❤❛t✬s ♣❡r♠✐tt❡❞
❜② t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✱ ❢r♦♠ ❝♦rr✉♣t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✬s ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❣✐✈❡
t❤❡ s❡❝✉r✐t② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❯❈✱ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣
t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✱ ❛♥❞ s❤♦✇ ❤♦✇ ▼❘P ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❖❈ t♦ ♣r♦✈✐❞❡
❯❈✲s❡❝✉r❡ ♠❡ss❛❣❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥✳

■❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥✳ ❆♥ ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥❛❧✐t② ❢♦r s✐♥❣❧❡✲♠❡ss❛❣❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ❝❛❧❧❡❞ FAUTH✱ ✇❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥
❬✹❪✳ ❚❤❛t ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② tr❛♥s♠✐ts ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣❛rt② t♦ t❤❡
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♦t❤❡r✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ ♠❡ss❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ✇✐t❤ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❜✐❞✐r❡❝✲
t✐♦♥❛❧❧②✱ ❜② ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❛t ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s ✭✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡❡❞
s❡❝✉r❡✱ ❜② t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❬✹✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦✉r
❝♦♥t❡①t t❤✐s ②✐❡❧❞s ❛♥ ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣r♦t♦❝♦❧✱ s✐♥❝❡ ❡✈❡r② s❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧
r❡q✉✐r❡s ❛♥ ♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✭✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ✉s❡r✮ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥
♣❤❛s❡✳ ❚♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❖❈ t♦ ❜❡ st♦r❡❞ ❛♥❞ r❡✉s❡❞ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡
♠❡ss❛❣❡s✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✐♥t♦ ❛ ♥❡✇ ♦♥❡✱ FAUTHk ✱ ❝❛♣t✉r✲
✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ t❤❛t ❛r❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐t ✉♣ t♦
k ❜❛❝❦✲❛♥❞✲❢♦rt❤ ♠❡ss❛❣❡s ✭✇❤❡r❡ k ∈ N ∪ {∞})✳✶✵ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ FAUTHk ♦♣❡r❛t❡s
♠✉❝❤ ❧✐❦❡ FAUTH ♦❢ ❬✹❪✱ ❜✉t ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❡ss❛❣❡s✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽ ✭FAUTHk✮✳ ▲❡t k ∈ N ∪ {∞}✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② FAUTHk ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

✶✳ ❋♦r r♦✉♥❞s i = 1, 2, 3, . . . , k ❞♦✿
✭❛✮ ❆✇❛✐t ❛♥ ✐♥♣✉t

(
Send, sid,B,mA

i

)
❢r♦♠ ♣❛rt② A✱ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♣✉❜❧✐❝

❞❡❧❛②❡❞ ♦✉t♣✉t
(
Sent, sid, A,mA

i

)
t♦ B✳

✭❜✮ ❆✇❛✐t ❛♥ ✐♥♣✉t
(
Send, sid,B,mB

i

)
❢r♦♠ ♣❛rt② B✱ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♣✉❜❧✐❝

❞❡❧❛②❡❞ ♦✉t♣✉t
(
Sent, sid,B,mB

i

)
t♦ A✳

✷✳ ❯♣♦♥ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ ♠❡ss❛❣❡ (Abort, sid, P,m) ❢r♦♠ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r②✱ ✇❤❡r❡ P ∈
{A,B}✱ s❡♥❞ (Abort, sid, P,m) t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt②✱ ❛♥❞ ❤❛❧t✳

✸✳ ❯♣♦♥ r❡❝❡✐✈✐♥❣ (❈♦rr✉♣t✲♣❛rt②, A, sid,m′) ❢r♦♠ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r②✱ ✐❢ t❤❡ (Sent, A,

sid,m) ♦✉t♣✉t ✐s ♥♦t ②❡t ❞❡❧✐✈❡r❡❞ t♦ B✱ t❤❡♥ ♦✉t♣✉t (Sent, A, sid,m′) t♦ B✳
✹✳ ❯♣♦♥ r❡❝❡✐✈✐♥❣ (❈♦rr✉♣t✲♣❛rt②, B, sid,m′) ❢r♦♠ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r②✱ ✐❢ t❤❡ (Sent, B,

sid,m) ♦✉t♣✉t ✐s ♥♦t ②❡t ❞❡❧✐✈❡r❡❞ t♦ A✱ t❤❡♥ ♦✉t♣✉t (Sent, B, sid,m′) t♦ A✳

❚❤❡ t✇♦ ❧❛st ❧✐♥❡s ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt② ❝♦rr✉♣t✐♦♥ ❬✹❪✳
◆♦t❡ t❤❛t ♣❛rt② ❝♦rr✉♣t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐ss✉❡ ❢♦r ✉s✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❞❡❛❧
✇✐t❤ s❡❝r❡❝②✱ ❜✉t ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ♥♦t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳

■❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❢♦r ♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ ♠❡s✲
s❛❣❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r t♦ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②
FAUTHk ✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♦❜❧✐✈✐♦✉s✲❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡✱ t❤❛t ❝♦♠♣❛r❡s ❜✐t
str✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❛rt✐❡s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✳ ❚♦ ❡①♣r❡ss t❤✐s ✐♥ t❤❡ ❯❈ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ✐ts ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✱ FOC✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

✶✶✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾ ✭❖❜❧✐✈✐♦✉s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✿ FOC✮✳

✶✳ ❯♣♦♥ r❡❝❡✐✈✐♥❣
(
Send, sid, A, xA

)
❢r♦♠ A ❛♥❞

(
Send, sid,B, xB

)
❢r♦♠ B✿

✭❛✮ ■❢ xA = xB t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ♣✉❜❧✐❝ ❞❡❧❛②❡❞ ♦✉t♣✉t (Sent, sid,OC,Equal) t♦
B ❛♥❞ (Sent, sid,OC,Equal) t♦ A✳

✭❜✮ ❡❧s❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ♣✉❜❧✐❝ ❞❡❧❛②❡❞ ♦✉t♣✉t (Sent, sid,OC,Unequal) t♦ B ❛♥❞
(Sent, sid,OC,Unequal) t♦ A✳

✶✵ ❲❡ s✉♣♣♦rt ❛ ❧✐♠✐t k ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❜② ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥❛❧✐t②✱ s✐♥❝❡ ♠❛♥② ❡①✐st✐♥❣ ▼❘Ps s✉♣♣♦rt ♦♥❧② ❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♠❡ss❛❣❡s✳ ❖✉r ✏P❊❇■❯❙✑ ▼❘P✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✱ s✉♣♣♦rts k =∞✳

✶✶ ❲❡ ♦♠✐tt❡❞ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦rr✉♣t✐♥❣ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❢r♦♠ FOC✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞
♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞ ✭❡✳❣✳ ❜② ❤✉♠❛♥✱ ✇❤♦ s❡❡ t❤❡ ▲❊❉s✮✳



✷✶

❆ FOC ❇

❘✉♥ AI ❘✉♥ BI

❚r❛♥s❝r✐♣t ♦❢ AI ❚r❛♥s❝r✐♣t ♦❢ BI

❘✉♥ FOC

result result

■❢ result = Unequal✱ ■❢ result = Unequal✱

t❤❡♥ ❛❜♦rt t❤❡♥ ❛❜♦rt

❡❧s❡ r✉♥ AD k t✐♠❡s ❊❧s❡ r✉♥ BD k t✐♠❡s

❋✐❣✳ ✺✳✶✳ ❚❤❡ ❤②❜r✐❞ ♣r♦t♦❝♦❧ πAUTHk ✳

✺✳✺ ❆tt❛✐♥✐♥❣ ❯❈✲s❡❝✉r❡ ▼❆P

❆♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤❡r❡ ❤♦✇ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ▼❆P ❢r♦♠ ❛♥ ▼❘P✱
❣✐✈❡♥ ❛❝❝❡ss t♦ FOC✱ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❤♦✇
t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ FOC✲❤②❜r✐❞ ♣r♦t♦❝♦❧ t❤❛t r❡❛❧✐③❡s t❤❡ FAUTHk ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✳✶✷

●✐✈❡♥ ❛♥ k✲▼❘P✱ πMRPk = (AI , BI , AD, BD)✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ FOC✲❤②❜r✐❞
♣r♦t♦❝♦❧ πAUTHk ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ▲❡t πMRPk = (AI , BI , AD, BD) ❜❡ ❛ ❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ s❡❝✉r❡ k✲▼❘P
✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✮✳ ▲❡t πAUTHk ❜❡ ✐ts ❤②❜r✐❞ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ❛s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳ ❚❤❡♥
πAUTHk ❯❈✲r❡❛❧✐③❡s FAUTHk ✐♥ t❤❡ FOC✲❤②❜r✐❞ ♠♦❞❡❧✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐❢ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ ❛❞✈❡rs❛r② M ✱ M ❝❛♥♥♦t
❜r❡❛❦ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r✐❛❧ ❣❛♠❡ ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✐♠✉❧❛t♦r S s✉❝❤
t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E ✱ EXECF

AUTHk ,S,E ≈ EXECπ,E ✳
❲❡ s❤❛❧❧ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r S ❛s ❛♥ ■❚▼ t❤❛t ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥✈✐✲

r♦♥♠❡♥t E ❛♥❞ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② FAUTHk ❜② ❡♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡
♣r♦t♦❝♦❧✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✮✳ ❖♥ st❛rt✉♣✱ S ✐♥✐t✐❛❧✐③❡s t✇♦ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢
t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✿ πA, πB ✳ ❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ πA ❛♥❞ πB ✐s
❞♦♥❡ ❜② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ ✇✐t❤ E ✭s♦ E ❝❛♥ ♠♦❞✐❢② t❤❡s❡ ♠❡ss❛❣❡s✮✳ ❲❤❡♥❡✈❡r E

✶✷ ❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t② ❤❡r❡✿ t❤❡ ♦❜❧✐✈✐♦✉s✲❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡s ❛♥❞ ❤✉♠❛♥ ❜❡✐♥❣s✱ ❛r❡ ♥♦t ❜✉✐❧t ♦❢ ✏✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❚✉r✐♥❣
♠❛❝❤✐♥❡s✑ ❛s ♥❡❝❡ss✐t❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ❬✹❪✳ ❚♦ ♠♦❞❡❧ t❤✐s r✐❣♦r♦✉s❧②✱ ♦♥❡ ♠❛②
❛♣♣❡❛❧ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❈❤✉r❝❤✲❚✉r✐♥❣ t❤❡s✐s ❛❜♦✉t t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱ t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❚✉r✐♥❣✲♠❛❝❤✐♥❡s t❤❛t
s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s❡t✉♣✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ♦♥❡ ♠❛② ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ t❤❡ ♦❜❧✐✈✐♦✉s✲❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛r❡ ✐ts ❡①t❡r♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭❛♥❞ ✐♥❞❡❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡
✈✐❛ ■❚▼ t❛♣❡s ✐s ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
❞❡✈✐❝❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r ✐s ✐♥❛❞❡q✉❛t❡ ❢♦r ❜r❡❛❦✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝
❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✭✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡✐r
❤✉♠❛♥ ♦♣❡r❛t♦r✮✳
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■❢ ❣♦t ❛❜♦rt✱ ❛❜♦rt FAUTHk

φA φB

❋✐❣✳ ✺✳✷✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r S✳

s❡♥❞s ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡ t♦ FAUTHk ✭✈✐❛ ❛ ❞✉♠♠② ♣❛rt② φA, φB✮✱ FAUTHk ❧❡❛❦s
t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ t♦ S✱ ❛♥❞ ✉♣♦♥ r❡❝❡✐✈✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ❧❡❛❦❡❞ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡ s❡♥t ❜②
P ∈ {A,B}✱ S ❢♦r✇❛r❞s t❤❛t ♠❡ss❛❣❡ t♦ πP ✭❛s ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡ t♦ ❜❡ s❡♥t
❜② P ✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✱ πP ❣❡♥❡r❛t❡s ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡✭s✮ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ts t❤❡♠❀
t❤❡s❡ ❛r❡ r♦✉t❡❞ ❜② S ✐♥t♦ E ✳ ❲❤❡♥ πP ♦✉t♣✉ts ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡ ✭s✉♣♣♦s❡❞❧②
r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt②✮✱ S t❡❧❧s FAUTHk t♦ r❡❧❡❛s❡ t❤❡ ❞❡❧❛②❡❞ ❧♦❣✐❝❛❧
♠❡ss❛❣❡ ✭❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✇r♦♥❣ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡✮✳ ❲❤❡♥ πP ♦✉t♣✉ts abort✱ S
s❡♥❞s (abort, sid, P,m) t♦ FAUTHk ✳

❇② ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r S ✐♥❞❡❡❞ s✉❝❝❡❡❞s ✐♥ ❢♦♦❧✐♥❣ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
✭✐✳❡✳✱ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ♠♦❞❡❧✮✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t EXECF

AUTHk ,S′,E ≡ EXECπ,E ✱ ❛s
❞❡s✐r❡❞✳ ⊓⊔

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r S ✐♥❞❡❡❞ s✉❝❝❡❡❞s ✐♥ ❢♦♦❧✐♥❣ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥t ✭✐✳❡✳✱ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ♠♦❞❡❧✮✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ ❛♥♦t❤❡r s✐♠✉❧❛t♦r
S ′✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ S ❜✉t ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ S ′ ✐♥✈♦❦❡s πA ❛♥❞
t❤❡ ❧❛tt❡r ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡ m̂B

i ❛❧❧❡❣❡❞❧② s❡♥t ❜② B✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✐❣♥♦r✐♥❣
t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ m̂B

i t❤❛t ♠❡ss❛❣❡✱ S ′ ❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r t❤✐s ♠❡ss❛❣❡ ✐s ❝♦rr❡❝t ✭✐✳❡✳✱
♠❛t❝❤❡s mB

i t❤❛t ✇❛s ❡❛r❧✐❡r ❧❡❛❦❡❞ ❜② FAUTHk)✳ ■❢ m̂B
i 6= mB

i t❤❡♥ S ′ ✇✐❧❧ ♥♦t
✐❣♥♦r❡ t❤✐s ✭❛s S ❞♦❡s✮ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ❢♦r✇❛r❞ t❤❡ ✐♥❝♦rr❡❝t ♠❡ss❛❣❡ m̂B

i t♦ E ✭❜②✲
♣❛ss FAUTHk✮ ❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r ❜❧♦❝❦ ✭✐✳❡✳ ❞❡❧❛② t❤❡ s❡♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ❢♦r❡✈❡r✮
t❤❡ s❡♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♠❡ss❛❣❡ mB

i ❢r♦♠ FMRP t♦ E ✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❝❤❛♥❣❡
✐s ❛❧s♦ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭✇❤❡♥ πB ♦✉t♣✉ts m̂A

i ❛❧❧❡❣❡❞❧② s❡♥t ❢r♦♠ A✮✳
◆♦t❡ t❤❛t S ′ ✐s ♥♦t ❛ ✈❛❧✐❞ s✐♠✉❧❛t♦r ❛s r❡q✉✐r❡❞ ❜② ❯❈✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❯❈ ✐❞❡❛❧
♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r t♦ t❛❧❦ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❀ ❜✉t ❛s
✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✷✱ S ′ ❜❡❤❛✈❡s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s S✳

▲❡t ✉s ✜rst s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t♦r S ′ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡
s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ s❡❝✉r❡ ▼❘P ♠♦❞❡❧ ✭▲❡♠♠❛ ✶✮✱ ❛♥❞ t❤✉s ❡ss❡♥t✐❛❧❧②



✷✸

t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❯❈ r❡❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❈♦r♦❧❧❛r② ✶✮✳ ❋♦r t❤❛t✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
✈✐❡✇✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✵ ✭❱✐❡✇✮✳ ▲❡t π ❜❡ ❛♥ ▼❘P✱ ❛♥❞ S ′ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳

✕ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ✈✐❡✇ V
F

AUTHk

E,S′ ♦❢ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ FAUTHk ✐♥ t❤❡ ❯❈ ✐❞❡❛❧ ♠♦❞❡❧
✇✐t❤ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t♦r S ′ ❛s t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢✿ ✭✶✮ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧
✭❜✉t ♥♦t ❧♦❣✐❝❛❧✮ ♠❡ss❛❣❡s t❤❛t M r❡❝❡✐✈❡s❀ ✭✷✮ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s t❤❡ ❡❛❝❤
❞✉♠♠② ♣❛rt② r❡❝❡✐✈❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛♥❞ ✭✸✮ t❤❡ r❛♥❞♦♠♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
E✳

✕ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ✈✐❡✇ V π
M ♦❢ ❛♥ ❛❞✈❡rs❛r② M ✐♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

❛s t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢✿ ✭✶✮ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✭❜✉t ♥♦t ❧♦❣✐❝❛❧✮ ♠❡ss❛❣❡s t❤❛t M
r❡❝❡✐✈❡s❀ ✭✷✮ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s t❤❡ ❡❛❝❤ ♣❛rt② r❡❝❡✐✈❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛♥❞ ✭✸✮ t❤❡
r❛♥❞♦♠♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② M ✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✈✐❡✇ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧✴❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡s✲
s❛❣❡s t❤❛t ♦✉t♣✉tt❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✴❛❞✈❡rs❛r②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
r❛♥❞♦♠♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✈✐❡✇✳

▲❡♠♠❛ ✶✳ ▲❡t π ❜❡ ❛♥ ▼❘P✱ ❛♥❞ S ′ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t

E✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ ❛❞✈❡rs❛r② ME ✱ s✉❝❤ t❤❛t V
F

AUTHk

E,S′ ≡ V π
ME ✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ ❯❈ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ ❛❞✈❡rs❛r②
ME t♦ ❜❡❤❛✈❡ ❛s E ✿ ME ♦♣❡r❛t❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s E ❞♦❡s ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦
❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s✱ ♦♣❡r❛t❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② E ❞♦❡s ✇✐t❤ r❡❣❛r❞
t♦ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s ♦❢ A,B r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ π ✐♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ME ✱ ✈❡rs✉s t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ π ✐♥ t❤❡ ❯❈ ✐❞❡❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ E ❛♥❞
S ′✱ ✇❤❡♥ ✜①✐♥❣ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ r❛♥❞♦♠♥❡ss ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ♣r✐♥❝✐♣❛❧s ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ πA

■❚■ ✐♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✈s✳ t❤❡ πA ■❚■ ✐♥s✐❞❡ S′ ✐♥ t❤❡ ❯❈ ✐❞❡❛❧
❡①❡❝✉t✐♦♥✮✳ ❲❡ s❤❛❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡
s❛♠❡ ♠❡ss❛❣❡s ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ♣r✐♥❝✐♣❛❧s✳ ❚❤✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t
❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ ♠❡ss❛❣❡s✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②
✭❜② E ✐♥ t❤❡ ❯❈ ✐❞❡❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❜② ME ✐♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥✲
♠❡ss❛❣❡ ♠♦❞❡❧✮✱ ❛♥❞ ❛r❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛s ✐♥♣✉t ❜② πA ❛♥❞ πB ✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ πA ❛♥❞ πB ✐s ❛❧s♦ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ ✇❛② ✭❜② E ✐♥ t❤❡ ❯❈ ✐❞❡❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❜② ME ✐♥
t❤❡ ❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ ♠♦❞❡❧✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ πA ❛♥❞ πB ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ s❛♠❡ ♣❤②s✐❝❛❧
♠❡ss❛❣❡s ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ✐♥ ❜♦t❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳

▲❡t ✉s ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ πA ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ✐♥ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧
✭t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r πB ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✳ ✭✶✮ πA ♦✉t♣✉ts abort

✐♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ A ❛❜♦rts✳ ■♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♠♦❞❡❧✱ S ′ s❡♥❞s abort

t♦ FAUTHk ✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡s φA t♦ ❛❜♦rt ❛s ✇❡❧❧✳ ✭✷✮ πA ♦✉t♣✉ts t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❧♦❣✐❝❛❧
♠❡ss❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♠♦❞❡❧✱ S ′ t❡❧❧s FAUTHk t♦ s❡♥❞
t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡ t❤❡ A✱ s♦ A ❛❧s♦ r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡✳
✭✸✮ πA ♦✉t♣✉ts ❛ ✇r♦♥❣ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡
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✐❞❡❛❧ ♠♦❞❡❧✱ S ′ ✉♥❞❡rst❛♥❞s t❤❛t t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ✐s ✇r♦♥❣✱ ❛♥❞ ❜②♣❛ss❡s FAUTHk s♦
A r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ✇r♦♥❣ ♠❡ss❛❣❡ ❛s ✇❡❧❧✳ ⊓⊔

▲❡t π ❜❡ ❛♥ ▼❘P✱ ❛♥❞ E ❜❡ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ▲❡t ME ❜❡ t❤❡ ❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡
❛❞✈❡rs❛r② ❣✐✈❡♥ ❜② ▲❡♠♠❛ ✶✳ ■♥ t❤❡ r❡❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❯❈✱ t❤❡ ♣❛rt✐❡s r✉♥ t❤❡ ♣r♦t♦✲
❝♦❧ ✐♥st❛♥❝❡s πA ❛♥❞ πB ✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ♣❤②s✐❝❛❧
♠❡ss❛❣❡s ❡①❝❤❛♥❣❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s✱ ❡①❛❝t❧② ❛s
✐♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ π ✇✐t❤
ME ❛♥❞ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❯❈ ♦❢ π ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✈✐❡✇s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✶ ✭t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E
❛♥❞ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ME ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈✐❡✇ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ s♦ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡
♦✉t♣✉t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✳

■t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❛t t❤❡ ✐❞❡❛❧✲♠♦❞❡❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✇✐t❤ S ′ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ t❤❡ r❡❛❧✲♠♦❞❡❧ ❯❈ ❡①❡❝✉t✐♦♥✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳ EXECF
AUTHk ,S′,E ≡ EXECπ,E

❚❤❡r❡ r❡♠❛✐♥s t♦ s❤♦✇ t❤❛t S ′ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s S✿

▲❡♠♠❛ ✷✳ EXECF
AUTHk

,S,E ≈ EXECF
AUTHk

,S′,E

Pr♦♦❢✳ ▲❡t BADE
π ❜❡ t❤❡ ❡✈❡♥t t❤❛t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ E ❛❣❛✐♥st S ❛♥❞

FAUTHk ✱ πA ♦r πB ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡♠✉❧❛t❡❞ ✐♥s✐❞❡ S✮ ❡✈❡r ♦✉t♣✉t ✇r♦♥❣ ❧♦❣✐❝❛❧
♠❡ss❛❣❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t E ✇✐❧❧ ♦✉t♣✉t ✶ ✇❤❡♥ r✉♥♥✐♥❣ ✇✐t❤ S ❛♥❞ FAUTHk

✐s✱ ❜② ❇❛②❡s✬s t❤❡♦r❡♠✿

Pr
[
EXECF

AUTHk
,S,E = 1

]
=

Pr
[
EXECF

AUTHk
,S,E = 1|BADE

π

]
Pr

[
BAD

E

π

]

+ Pr
[
EXECF

AUTHk ,S,E = 1|BADE

π

]
Pr

[
BAD

E

π

]

❙✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r S′✿

Pr
[
EXECF

AUTHk ,S′,E = 1
]
=

Pr
[
EXECF

AUTHk
,S′,E = 1|BADE

π

]
Pr

[
BAD

E

π

]

+ Pr
[
EXECF

AUTHk ,S′,E = 1|BADE

π

]
Pr

[
BAD

E

π

]

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t S ❛♥❞ S ′ ❜❡❤❛✈❡s ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❡✈❡♥t BADE
π✱ s♦ ❛❜♦✈❡✱

t❤❡ t✇♦ ❧❛st t❡r♠s ❛r❡ ❡q✉❛❧✳ ❚❤✉s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐✲
r♦♥♠❡♥t✬s ♦✉t♣✉t ✐s ❛t ♠♦st✿

|Pr
[
EXECF

AUTHk ,S,E = 1
]
− Pr

[
EXECF

AUTHk
,S′,E = 1

]
| =

|Pr
[
EXECF

AUTHk ,S,E = 1|BADE

π

]
− Pr

[
EXECF

AUTHk
,S′,E = 1|BADE

π

]
|

· Pr
[
BAD

E

π

]
≤ 1 · Pr

[
BAD

E

π

]

❚❤❡r❡ r❡♠❛✐♥s t♦ s❤♦✇ t❤❛t Pr
[
BADE

π

]
= negl(n)✳
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▲❡t ME ❜❡ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ❣✐✈❡♥ ❜② ▲❡♠♠❛ ✶✳ ❇② t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ t❤❛t π s❛t✐s✜❡s
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✱ME ❝❛♥♥♦t ❝♦♥✈✐♥❝❡ ❛ ♣❛rt② t♦ r❡❝❡✐✈❡ ❛ ✇r♦♥❣ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡ ✇✐t❤
♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ s♦ Pr

[
BADE

π

]
= negl(n)✳ ◆♦✇✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✈✐❡✇s ❛r❡

❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭V
F

AUTHk

E,S′ ≡ V π
ME ✮✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t EXECF

AUTHk
,S,E ≈ EXECF

AUTHk ,S′,E ✳
⊓⊔

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳ EXECF
AUTHk ,S,E ≈ EXECπ,E

✻ P❊❇■❯❙ ▼❘P

❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ P❊❇■❯❙ ▼❘P✱ ❛ P❡r♣❡t✉❛❧ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❯❈✲❙❡❝✉r❡ ♠❡ss❛❣❡
r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧✳ P❊❇■❯❙ ✐s s❡❝✉r❡ ✉♥❞❡r t❤❡ str♦♥❣❡st ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❣✐✈❡♥
❛❜♦✈❡✿ ✐t ✐s ❯❈✲s❡❝✉r❡ ❛♥❞✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ s❡❝✉r❡✮✳ ❖✉r ♣r♦t♦❝♦❧
❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ♣r✐♦r ▼❘Ps ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

▼♦st ♣r✐♦r ▼❘Ps ❬✽✱ ✶✾✱ ✷✷✱ ✸✺❪ ✉s❡❞ ❤❛s❤ ❝❤❛✐♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥t❛✐❧❡❞ t✇♦ ❞r❛✇✲
❜❛❝❦s✿ ❛♥ ❛✲♣r✐♦r✐ ❧✐♠✐t ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❡♥t✱ ❛♥❞
❡①♣❡♥s✐✈❡ st♦r❛❣❡ ✭♦r r❡❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮ ♦❢ t❤❡ ❤❛s❤ ❝❤❛✐♥✳ ❙♦♠❡ ❛❧s♦ ✉s❡ ❛ tr✉st❡❞
t❤✐r❞ ♣❛rt②✱ ♦r ❛ ❤✐❣❤ ♥❡t✇♦r❦ ♦✈❡r❤❡❛❞✳

❚♦ ❛✈♦✐❞ s✉❝❤ ✐ss✉❡s✱ P❊❇■❯❙ ❣❡♥❡r❛t❡ ❢r❡s❤ ❦❡② ✐♥ ❡❛❝❤ s❡ss✐♦♥✱ ❛s ❞♦♥❡ ✐♥
❬✷✶❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ P❊❇■❯❙ ✐s ❛❧s♦ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t❤✉s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t
t❤❛♥ ✉s✐♥❣ ❛ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ▼❘P ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥✹✳✸✮✳

✻✳✶ ❈r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ Pr✐♠✐t✐✈❡s ❢♦r P❊❇■❯❙

P❊❇■❯❙ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳

▼❡ss❛❣❡ ❆✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ❈♦❞❡ ✭▼❆❈✮✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ❜② MAC(k, x)✱ ✇❤❡r❡ k ✐s t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❦❡② ❛♥❞ x ✐s t❤❡ ✭✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❡♥❣t❤✮
♠❡ss❛❣❡ t♦ ❜❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❦❡② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❆❈ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜②
GenKey()✳ ❖♥❡ s✉❝❤ ▼❆❈ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ✐s ❆❊❙✲❈❇❈✲▼❆❈✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s
♠❡t❤♦❞ s❤♦✉❧❞ ❞❡❛❧ ♣r♦♣❡r❧② ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡✲❧❡♥❣t❤ ♠❡ss❛❣❡s✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐t ✇✐❧❧
❜❡ ✈✉❧♥❡r❛❜❧❡ t♦ ♠❡ss❛❣❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✷❪ ✳

❍❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ❤❡r❡✱ ✇❡ ♠♦❞❡❧ t❤✐s ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ♦r❛❝❧❡ f(x)✱
✇❤❡r❡ x ✐s t❤❡ ✐♥♣✉t t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ❛♥❞
♣❧❛✉s✐❜❧❡ ✭t❤♦✉❣❤ ♥♦♥st❛♥❞❛r❞✮ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡q✉✐r❡s ♦❢ t❤❡ ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ❛❧❧ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠ ♦r❛❝❧❡s✳ Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ f(x) ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
❜② ❛ st❛♥❞❛r❞ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❤❛s❤✱ s✉❝❤ ❛s ❙❍❆✲✷✺✻✳

✻✳✷ ❚❤❡ P❊❇■❯❙ Pr♦t♦❝♦❧

❲❡ ♥❡①t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ P❊❇■❯❙ ▼❘P Π = (AI , BI , AD, BD)✱ ✇❤✐❝❤ ✭❛s s❤♦✇♥
❙❡❝t✐♦♥ ✼✮ ✐s ❛ ❞❡❧❛②❡❞ ❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ s❡❝✉r❡ ∞✲▼❘P ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✮✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣
❚❤❡♦r❡♠ ✷✱ Π ✐s ❛❧s♦ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② ❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳ ▲❡t f ❜❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ♦r❛❝❧❡ ❛♥❞
▼❆❈ ❜❡ ❛ ♠❡ss❛❣❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ❝♦❞❡✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳

■♥t✉✐t✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥✜♥✐t❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳
❉✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♣❛rt② s❡♥❞s ♦♥❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt②
✉s✐♥❣ ❢r❡s❤ ❦❡②s ✭✐✳❡✳ ❦❡②s t❤❛t ✇❡r❡ ♥♦t ✉s❡❞ ❜② ❡❛r❧✐❡r ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s✮✱ ❛♥❞
❛ ▼❆❈ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡✳ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡



✷✻

AI() BI()

KA
1 ← GenKey()✱ CA

1 ← f(KA
1 ) KB

0 ← GenKey()✱ CB
0 ← f(KB

0 )

KB
1 ← GenKey()✱ CB

1 ← f(KB
1 )

CA
1

CB
0 ✱ CB

1

m̂B
0 ← λ K̂A

0 ← 0n✱ĈA
0 ← f(K̂A

0 )✱m̂A
0 ← λ

σ̂A
0 ← MAC(K̂A

0 ,
〈
ĈA

0 , m̂A
0

〉
)

σB
0 ← MAC(KB

0 ,
〈
CB

0 ,mB
0

〉
)

σB
0

❘❡t✉r♥ (sB0 ) ❘❡t✉r♥ (sB0 )

s❡❡

❢♦♦t♥♦t❡✶

❋✐❣✳ ✻✳✶✳ ❚❤❡ P❊❇■❯❙ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ Π✳ ❚❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ sA0 ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ♦❢
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉s❡❞ ✐♥ AI ❀ ❛♥❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② ❢♦r B✳

♣❛rt✐❡s ❤❛s ❛ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❦❡② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❦❡②s ❛r❡ r❡✈❡❛❧❡❞
❛t t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✇❤❡♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❡s r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ❦❡②✱ ❤❡
❝❛♥ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ❦❡② ✐s ❝♦rr❡❝t ✭✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❦❡②✮ ❛♥❞ t❤❛t
t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡ ✐s ❝♦rr❡❝t ✭✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❦❡② ❛♥❞ t❤❡ ▼❆❈ ♦♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧
♠❡ss❛❣❡✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s❡♥❞ ♦t❤❡r ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s ❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ♥❡✇ ❦❡②s✳ ❲❡ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❛t ❜② tr❛♥s❢❡rr✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ♦♥
t❤❡ ❢r❡s❤ ❦❡②s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳

■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✭✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② AI

❛♥❞ BI ✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✮ ✐s t♦ tr❛♥s❢❡r ❝♦♠♠✐t♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ✜rst ❦❡②s t♦ ❡❛❝❤ ♣❛rt②✳
❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐♥ ▼❘P ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤✐s ♣❤❛s❡ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛✉t❤❡♥t✐❝✐t② ✭❜✉t
✇✐t❤♦✉t ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐t②✮✱ s♦ ❡❛❝❤ ♣❛rt② ❝❛♥ tr✉st t❤❡s❡ ❝♦♠♠✐t♠❡♥ts✳ ❊❛❝❤ ♣❛rt②
❣❡♥❡r❛t❡s ❦❡②s✿ KA

1 ♦❢ A ❛♥❞ KB
0 ,KB

1 ♦❢ B✱ ❛♥❞ ❝♦♠♠✐t♠❡♥ts ♦♥ t❤❡s❡ ❦❡②s✿
CA

1 , CB
0 , CB

1 ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ♣❤❛s❡✱ A s❡♥❞s t❤❡ ✜rst
❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✭t❤❛t B ❣❡♥❡r❛t❡s t✇♦
❦❡②s ❛♥❞ A ❣❡♥❡r❛t❡s ❥✉st ♦♥❡✮✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♣❤❛s❡✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ s♦♠❡ ❞✉♠♠② ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡
♦♥ t❤✐s ❛s②♠♠❡tr✐❝✳

✶ ❚❤❡s❡ ❧✐♥❡s ❛❞❞r❡ss ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧✐t② ✐♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✲♣❤❛s❡ r❡❢❡rs t♦ ✧♣r❡✈✐♦✉s ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡s✧ ✭m̂A
0 ✱ m̂

B
0 ✮✱ ✧♣r❡✈✐♦✉s ❦❡②✧

✭K̂A
0 ✮✱ ✧♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♠♠✐t♠❡♥t✧ ✭ĈA

0 ✮ ❛♥❞ ✧♣r❡✈✐♦✉s s✐❣♥❛t✉r❡s✧ ✭σ̂A
0 ✱ σ̂

B
0 ✮ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱

s♦ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❞✉♠♠② ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ✭❜✉t ❧❡ss ❡❧❡❣❛♥t❧②✮✱ t❤❡
✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✲♣❤❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ❜❡ s♣❡❝✐❛❧✱ ✐♥ t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t
✈❡r✐❢② ♦r r❡❢❡r t♦ s✉❝❤ ♣❛st ✈❛r✐❛❜❧❡s✳



✷✼

AD(sA
i−1,mA

i

) BD(sB
i−1,mB

i

)

✶✳ KA
i+1 ← GenKey()✱CA

i+1 ← f(KA
i+1)

✷✳ σA
i ← MAC

(
KA

i ,
〈
CA

i+1,m
A
i

〉)

✸✳
〈
KA

i−1, C
A
i+1,m

A
i , σ

A
i

〉

✹✳ ■❢ ĈA
i−1 6=f(K̂A

i−1) ♦r

✺✳ σ̂A
i−1 6=MAC

(
K̂A

i−1,
〈
ĈA

i , m̂A
i−1

〉)
✱

✻✳ t❤❡♥ r❡t✉r♥ (sBi , 0,⊥)✳

✼✳ KB
i+1 ← GenKey()✱ CB

i+1 ← f(KB
i+1)

✽✳ σB
i ← MAC

(
KB

i ,
〈
CB

i+1,m
B
i

〉)

✾✳
〈
KB

i−1, C
B
i+1,m

B
i , σ

B
i

〉

✶✵✳ ■❢ ĈB
i−1 6=f(K̂B

i−1) ♦r ❘❡t✉r♥ (sBi , 1, m̂
A
i−1)✳

✶✶✳ σ̂B
i−1 6=MAC

(
K̂B

i−1,
〈
ĈB

i , m̂B
i−1

〉)
✱

✶✷✳ t❤❡♥ r❡t✉r♥ (sAi , 0,⊥)✳

✶✸✳ ❘❡t✉r♥ (sAi , 1, m̂
B
i−1)✳

❋✐❣✳ ✻✳✷✳ ■t❡r❛t✐♦♥ i ✭i >= 1✮ ♦❢ t❤❡ P❊❇■❯❙ ❞❛t❛ ♣❤❛s❡✱ Π✳ ❚❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ sAj
✭j ∈ N) ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ♣❛rt② A ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ j✲t❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢
AD❀ ❛♥❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② ❢♦r B✳

❉❛t❛ ♣❤❛s❡✳ ❉✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♣❤❛s❡ ✭✐✳❡✳✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♦❢ AD ❛♥❞ BD✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✮✱ ❡❛❝❤ ♣❛rt② s❡♥❞s ♦♥❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r
♣❛rt②✳ ❇♦t❤ ♣❛rt✐❡s st❛rt ❜② ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ❢r❡s❤ ♥❡✇ ❦❡② ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥
❛♥❞ ❛ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ♦♥ t❤✐s ❦❡②✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡② ✉s❡ t❤❡ ❦❡② ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥ t♦
♣r♦❞✉❝❡ ❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r✱
A s❡♥❞s t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡✱ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡♠✳
❯♣♦♥ r❡❝❡♣t✐♦♥✱ B r❡s♣♦♥❞s ✇✐t❤ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s✱ ♣❧✉s t❤❡ ❦❡② ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❯♣♦♥ r❡❝❡✐✈✐♥❣ t❤✐s ❦❡②✱ A ❝❛♥ r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❛t t❤❡ ❦❡②✱ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧
♠❡ss❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✲♥❡❣♦t✐❛t❡❞ ❡♥t✐t②
✭♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✮ ❛♥❞ ❛❝❝❡♣t t❤❡ ♠❡ss❛❣❡✱ ♦r r❡❥❡❝t✱ ✐❢ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥
❢❛✐❧s✳ ❚❤❡♥✱ A s❡♥❞s ❛ ❦❡② t♦ B✱ ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠s s✐♠✐❧❛r ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥s✳

✼ ❙❡❝✉r✐t② Pr♦♦❢ ♦❢ P❊❇■❯❙

✼✳✶ ❈♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s

❲❡ ❞❡✜♥❡ ❤❡r❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s✱ ✐♥ t❤❡ s♣✐rt ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
✐♥ ❬✸❪✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ ❛ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ❛s
s❡❡♠❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ♣❛rt②✳ ❚✇♦ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s ✐❢
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t❤❡② r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② t❤❡♠ ✭♦♥❡ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥
❢♦r A✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ♦❢ B✮✱ ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥② ❛❞✈❡rs❛r②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✶ ✭❈♦♥✈❡rs❛t✐♦♥✮✳ ▲❡t EXECk
Π,M ❜❡ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✳

❋♦r ❛♥② ♣❛rt② P ∈ A,B ✇❡ ❝❛♥ ❝❛♣t✉r❡ ✐ts ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥ ✭❢♦r t❤✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥✮ ❜②
❛ s❡q✉❡♥❝❡✿

K = (τ1, α1, β1) , (τ2, α2, β2) , . . . , (τm, αm, βm) .

❚❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ❡♥❝♦❞❡s t❤❛t ❛t t✐♠❡✶✸ τ1 ♣❛rt② P ✇❛s ❛s❦❡❞ α1 ❛♥❞ r❡s♣♦♥❞❡❞
✇✐t❤ β1❀ ❛♥❞ t❤❡♥✱ ❛t s♦♠❡ t✐♠❡ τ2 > τ1✱ ♣❛rt② P ✇❛s ❛s❦❡❞ α2 ❛♥❞ ❛♥s✇❡r❡❞
β2❀ ❛♥❞ s♦ ❢♦rt❤✱ ✉♥t✐❧✱ ✜♥❛❧❧②✱ ❛t t✐♠❡ τm ♣❛rt② P ✇❛s ❛s❦❡❞ αm ❛♥❞ ❛♥s✇❡r❡❞
βm✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✷ ✭▼❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s✮✳ ▲❡t EXECk
Π,M ❜❡ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ✇✐t❤ R = 2ρ− 1 ♠♦✈❡s✳ ▲❡t K ❛♥❞ K′ ❜❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s ♦❢ A ❛♥❞
B✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✶✳ ❲❡ s❛② t❤❛t K′ ✐s ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥ t♦ K ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st τ0 < τ1 <

· · · < τR ❛♥❞ α1, β1, . . . , αρ, βρ s✉❝❤ t❤❛t K ✐s ♣r❡✜①❡❞ ❜②

(τ0, λ, α1) , (τ2, β1, α2) , (τ4, β2, α3) , . . . , (τ2ρ−4, βρ−2, αρ−1) , (τ2ρ−2, βρ−1, αρ)

❛♥❞ K′ ✐s ♣r❡✜①❡❞ ❜②

(τ1, α1, β1) , (τ3, α2, β2) , (τ5, α3, β3) , . . . , (τ2ρ−3, αρ−1, βρ−1) .

✷✳ ❲❡ s❛② t❤❛t K ✐s ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥ t♦ K′ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st τ0 < τ1 <

· · · < τR ❛♥❞ α1, β1, . . . , αρ, βρ s✉❝❤ t❤❛t K′ ✐s ♣r❡✜①❡❞ ❜②

(τ1, α1, β1) , (τ3, α2, β2) , (τ5, α3, β3) , . . . , (τ2ρ−3, αρ−1, βρ−1) , (τ2ρ−1, αρ, ∗)

❛♥❞ K ✐s ♣r❡✜①❡❞ ❜②

(τ0, λ, α1) , (τ2, β1, α2) , (τ4, β2, α3) , . . . , (τ2ρ−4, βρ−2, αρ−1) , (τ2ρ−2, βρ−1, αρ) .

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥ ♥♦t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✸✳ ▲❡t a ≤ b ∈ N ❛♥❞ ❧❡t K ❜❡ ❛ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥✳ ❆ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥
t❤❛t ❝♦♥s✐st ❢r♦♠ (b− a+ 1)✲t✉♣❧❡s ♦❢ K st❛rt✐♥❣ ❛t t❤❡ a✲t✉♣❧❡ t✐❧❧ t❤❡ b✲t✉♣❧❡
✐s ❛ s✉❜✲❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥ ♦❢ K✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ s✉❝❤ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s ❜② Ka,b✱ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡
s❤♦rt❤❛♥❞ Kb = K1,b✳

❇② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥ K ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② K0 = λ t❤❡ ❡♠♣t②
❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥✳ ▼❛t❝❤✐♥❣✲❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛
s✐♠✐❧❛r ♥♦t✐♦♥ ❢♦r s✉❜✲❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s✿

✶✸ ❍❡r❡✱ t✐♠❡ ✐s ❛♥② ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✬s ♣r♦❣r❡ss✱ ❡✳❣✳✱
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s s❡♥t s♦ ❢❛r✳
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K

K′

(τ0, λ, α1) , (τ2, β1, α2), (τ4, β2, α3), (τ6, β3, α4)

(τ1, α1, β1), (τ3, α2, β2), (τ5, α3, β3), (τ7, α4, β4)





K3

K′
3

❋✐❣✳ ✼✳✶✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s ❛♥❞ s✉❜✲❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ✜❣✉r❡✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✹✳ ▲❡t EXECk
Π,M ❜❡ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ✇✐t❤ R = 2ρ − 1

♠♦✈❡s✳ ▲❡t K ❛♥❞ K′ ❜❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s ♦❢ A ❛♥❞ B✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▲❡t b ∈ N✳
❲❡ s❛② t❤❛t K ✐s ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣✲s✉❜✲❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥ t♦ K′ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ b✱ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡

K
b
≈ K′✱ ✐❢ K ✐s ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣✲❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥ t♦ K′ ✇❤❡♥ s❡tt✐♥❣ ρ = b+1 ✭❛♥❞ t❤✉s✱

R = 2b+ 1✮✳

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐♥ ❝❛s❡ A ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛t♦r✱ K
b
≈ K′ ✐❢ Kb+1 ✐s ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣

❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥ t♦ K′
b✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ A ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛t♦r✱ ❢♦r b = 0 t❤❡ s✉❜✲❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s

❛r❡ Kb+1 = (τ0, λ, α1) ❛♥❞ K′
b = λ✱ s♦ K

0
≈ K′ tr✐✈✐❛❧❧②✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶ s❤♦✇s t❤❡

r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s ❛♥❞ s✉❜✲❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s✳

✼✳✷ ❚❤❡ Pr♦♦❢

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❝♦♥s✐sts ♦❢ s♦♠❡ ❣r♦✉♥❞✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ♣r♦✈✐♥❣ s♦♠❡ ❝❧❛✐♠s✱
❛♥❞ ✐t ✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✬s ✐t❡r❛t✐♦♥ ❝♦✉♥t❡r✱ i✳ ❋♦r ❝❧❛r✐t②✱ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧
❝❧❛✐♠s✱ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳ ■♥ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ❛♥❞ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛✐♠s ❜❡❧♦✇✱ ✇❡
❧❡t f ❜❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ♦r❛❝❧❡ ❛♥❞ MAC(.) ❜❡ ❛ ▼❆❈ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❲❡ ✜rst ♥♦t❡ ❛ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ✭♦✉t♣✉tt✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ t♦ sPi ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
P ∈ A,B✮ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✐❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❡s ❛❝✲
❝❡♣t❡❞ t❤❡ k✲t❤ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡✱ t❤❡♥ ❤❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❛❧s♦ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ❧♦❣✐❝❛❧
♠❡ss❛❣❡s✳ ✭❚❤❡ tr✐✈✐❛❧ ♣r♦♦❢ ✐s ♦♠✐tt❡❞✳✮

❈❧❛✐♠✳ EXECk
Π,M ❜❡ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ▲❡t P ∈ A,B✳ ▲❡t j ∈ N✳ ■❢

PD ♦✉t♣✉ts sPj = 1✱ t❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ 1 ≤ i ≤ j✱ PD s❡ts sPi = 1✳ �

❚❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥s✐❣❤t ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✏✐t❡r❛t✐♦♥✲
✐♥✈❛r✐❛♥t✑ ❤♦❧❞s ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡
♣r♦t♦❝♦❧✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✐t s❛②s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ i✲t❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❜♦t❤ ♣❛r✲
t✐❡s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♥❡✇ s❡❝r❡t ❦❡②s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ s❡♥t ②❡t ✭s♦
t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ t❤❡♠✮✱ ❜✉t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❦❡②s ✉♥❞❡r f ✐s ❦♥♦✇♥
t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt②✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿



✸✵

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✺✳ ▲❡t EXECk
Π,M ❜❡ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡

✐t❡r❛t✐♦♥✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❤♦❧❞s ❢♦r i ✐❢ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ i ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ AD✿

✶✳ AD ❣❡♥❡r❛t❡❞ KA
i ← GenKey() ✱ ❛♥❞ BD ❣❡♥❡r❛t❡❞ KB

i−1 ← GenKey(),KB
i ←

GenKey()✳

✷✳
〈
CA

i , CB
i−1, C

B
i

〉
=

〈
ĈA

i , ĈB
i−1, Ĉ

B
i

〉
✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

✸✳ ❋♦r ❡❛❝❤ K ∈
{
KA

i ,KB
i−1,K

B
i

}
✱ t❤❡ ♦♥❧② ✈❛❧✉❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ K t❤❛t M

r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐❡s✱ ✉♣ t♦ t❤✐s t✐♠❡✱ ✐s f(K)✳

❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛✐♠ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❦♥♦✇✐♥❣ f(K) ❞♦❡s
♥♦t ❤❡❧♣ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② t♦ ❢♦r❣❡ s✐❣♥❛t✉r❡s ♦♥ ♠❡ss❛❣❡s ♦❢ ❤✐s ❝❤♦✐❝❡✱

❈❧❛✐♠✳ ▲❡t M ❜❡ ❛ PP❚✱ K ❜❡ ❛ r❛♥❞♦♠❧②✲❝❤♦s❡♥ ❦❡②✱ f ❜❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ♦r❛❝❧❡
❛♥❞ ▼❆❈ ❜❡ ❛ ♠❡ss❛❣❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ❝♦❞❡✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t M r❡❝❡✐✈❡s ❛s ❛♥
✐♥♣✉t C = f(K)✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭♦✈❡r t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ f ❛♥❞ ▼❆❈✮ t❤❛t M ✇✐❧❧
s✉❝❝❡❡❞ t♦ ♦✉t♣✉t ❛ ♠❡ss❛❣❡ m ❛♥❞ ❛ s✐❣♥❛t✉r❡ σ s✉❝❤ t❤❛t σ = MAC (K,m) ✐s
♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ❆ss✉♠❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t M ♦✉t♣✉ts s✉❝❤ m ❛♥❞ σ✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥
❝♦♥str✉❝t M ′✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ M ✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t M ′ ✜rst s❛♠♣❧❡s C̃ ← {0, 1}|f(K)|✱ ❞✐s✲
❝❛r❞s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ C ❛♥❞ ❛ss✐❣♥s C ← C̃✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ PP❚M ′ ♦♣❡r❛t❡s
❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❧✐❦❡ M ✱ s♦ M ′ ❛❧s♦ ♦✉t♣✉ts m ❛♥❞ σ s✉❝❤ t❤❛t σ = MAC (K,m)✱ ✇✐t❤
♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ▼❆❈s✳ ⊓⊔

❲❡ ✇✐s❤ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ i ∈ N✳ ❲❡ ♣r♦✈❡
t❤❛t ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❈❧❛✐♠ ✼✳✷✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❝❧❛✐♠s ✼✳✷ ❢♦r ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥
❜❛s❡✱ ❛♥❞ ❈❧❛✐♠ ✸ ❢♦r ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ st❡♣✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡
✐t❡r❛t✐♦♥✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❤♦❧❞s ❢♦r i = 1✱ ✐✳❡✳✱ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✳

❈❧❛✐♠✳ ▲❡t EXECk
Π,M ❜❡ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❚❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✲✐♥✈❛r✐❛♥t

❤♦❧❞s ❢♦r i = 1 ✭✐✳❡✳✱ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✮✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✶ ❤♦❧❞s tr✐✈✐❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ AI ❛♥❞ BI

✐♥t❡r❛❝ts ❛✉t❤❡♥t✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t
〈
CA

1 , ĈB
0 , ĈB

1

〉
=

〈
ĈA

1 , CB
0 , CB

1

〉
✱ ❛♥❞

❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②
〈
CA

1 , CB
0 , CB

1

〉
=

〈
ĈA

1 , ĈB
0 , ĈB

1

〉
s♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✷ ❤♦❧❞s t♦♦✳ ❋♦r ❡❛❝❤

K ∈
{
KA

1 ,KB
0 ,KB

1

}
✱ K ✐s ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s

❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② r❡❝❡✐✈❡s
❛❜♦✉t ✐t ✐s C = f(K)✱ ❛s ❞❡s✐r❡❞ ❜② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✸✳ ⊓⊔

◆♦✇✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❤♦❧❞s ❢♦r i > 1✳ ❋✐rst✱ ♥♦t❡ t❤❡
✜rst t✇♦ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡rs✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② r❡❧② ♦♥
t❤❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥s✳
❲❡ ✇✐s❤ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r ❛s t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇❡ ❞❡✜♥❡❞
s♦♠❡ ♣s❡✉❞♦✲✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❢♦r s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤✐s ✐ss✉❡ ✐♥ t❤❡
♣r♦t♦❝♦❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ s♦ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ t♦♦✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛✐♠ ♣r♦✈❡s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt② ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❛t❛ ♣❤❛s❡✳
■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❝❧❛✐♠ s❛②s t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♣❛rt✐❡s ❤❛✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✲s✉❜✲❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s



✸✶

♦❢ ❧❡♥❣t❤ i − 1 ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ i✲t❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡
♣❛rt✐❡s ❤❛✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ s✉❜✲❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ i✳ ◆♦t❡ t❤❛t ∀j ∈ N✱ αj =〈
KA

j−1, C
A
j+1,m

A
j , σ

A
j

〉
✱ βj =

〈
KB

j−1, C
B
j+1,m

B
j , σ

B
j

〉
✳

▲❡♠♠❛ ✸✳ ▲❡t EXECk
Π,M ❜❡ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ▲❡t i ∈ N✳ ❆ss✉♠❡

t❤❛t KA i−1
≈ KB ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❤♦❧❞s ❢♦r i✳ ■❢ AD ♦✉t♣✉tt❡❞ bAi =

1 ❛♥❞ BD ♦✉t♣✉tt❡❞ bBi = 1✱ t❤❡♥ KA i
≈ KB ✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

Pr♦♦❢✳ ❇❡❝❛✉s❡ KA i−1
≈ KB✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❧❛st ♠❛t❝❤✐♥❣ t✉♣❧❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♥✈❡r✲

s❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ KA
i,i = (τ2i−2, βi−1, αi)✱ K

B
i−1,i−1 = (τ2i−3, αi−1, βi−1)✳

❙♦ βi−1 = β̂i−1, ♥❛♠❡❧②✿

〈
KB

i−2, C
B
i ,mB

i−1, σ
B
i−1

〉
=

〈
K̂B

i−2, Ĉ
B
i , m̂B

i−1, σ̂
B
i−1

〉
✭✼✳✶✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t KA i
≈ KB ✭❡①❝❡♣t ❢♦r ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✮✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦

♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ♥❡①t t✉♣❧❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s✱KA
i+1,i+1 =

(
τ2i, β̂i, αi+1

)
✱

KB
i,i = (τ2i−1, α̂i, βi)✱ ❛r❡ ❝♦rr❡❝t✳ ▼♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✿

✶✳ τ2i−1 > τ2i−2

✷✳ τ2i > τ2i−1

✸✳ α̂i = αi

✹✳ β̂i = βi

❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦♦❢ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t ❡❛❝❤ ❦❡② ✭❡①❝❡♣t KB
0 ✮

❢✉❧✜❧❧s t✇♦ ❣♦❛❧s✳ ▲❡t P ∈ {A,B} ❜❡ t❤❡ s❡♥❞❡r ♣❛rt②✱ ❛♥❞ Q ∈ {A,B} ❜❡ t❤❡
r❡❝❡✐✈❡r ♣❛rt②✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❦❡② KP

i ✭i ∈ N✮✳ ❚❤❡ ✜rst ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ❦❡② ✐s ❣✉❛r❛♥✲

t❡❡✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡ m
Q
i+1 r❡❝❡✐✈❡❞ ❛♥② ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡

❜❡❢♦r❡ t❤❡ s❡♥❞❡r r❡✈❡❛❧s t❤❡ ❦❡② K
Q
i+1 ✭✇❤✐❝❤ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥❝♦rr❡❝t ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡s✲

s❛❣❡✱ ❜✉t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✇✐❧❧ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥② ♥❡✇ ❜✐ts t♦ ❜❡ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ♠❡ss❛❣❡
❛❢t❡r✇❛r❞s✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❦❡② ✐s ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧
♠❡ss❛❣❡ mP

i t♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② P ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ✷ ❝❧❛✐♠s ✐♥ t❤✐s ♣r♦♦❢✳ ❈❧❛✐♠ ✸
❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❣♦❛❧✱ ❛♥❞ ❈❧❛✐♠ ✸ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣♦❛❧✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛✐♠ ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ ✉s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡st❛♠♣s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t ❛♥❞
t❤❡ ❦❡②s s❡♥t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

❈❧❛✐♠✳ ▲❡t P,Q ∈ {A,B} ❜❡ ♣❛rt✐❡s ✭x 6= y✮ ❛♥❞ j ∈ N s✳t j ≤ i✳ ▲❡t τ ′

❜❡ t❤❡ t✐♠❡ ✇❤❡♥ QD s❡♥❞s K
Q
j ❛♥❞ τ ′′ ❜❡ t❤❡ t✐♠❡ ✇❤❡♥ PD r❡❝❡✐✈❡s K̂

Q
j ✳ ■❢

Ĉ
Q
j = f(K̂Q

j )✱ t❤❡♥ K̂
Q
j = K

Q
j ❛♥❞ τ ′′ > τ ′✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

Pr♦♦❢✳ Ĉ
Q
j = C

Q
j ❜❡❝❛✉s❡ KA i−1

≈ KB ✭❢♦r j = 1✱ t❤✐s ✐s tr✉❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✲

✐♥✈❛r✐❛♥t ❤♦❧❞s ❢♦r i = 1✮✱ ❛♥❞ j ≤ i✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s❛t✐s❢② Ĉ
Q
j = f(K̂Q

j )✱ t❤❡

❛❞✈❡rs❛r② s❤♦✉❧❞ s❡♥❞ ❛t t✐♠❡ τ ′′ ❛ ✈❛❧✐❞ ♣r❡✐♠❛❣❡ ♦❢ CQ
j ✳ ❙✐♥❝❡ f ✐s ❛ r❛♥❞♦♠

♦r❛❝❧❡✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ K
Q
j ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜② QD✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t
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s❤❡ s✉❝❝❡❡❞ t♦ ❣✉❡ss ✐t ❝♦rr❡❝t❧② ❜❡❢♦r❡ τ ′ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ s♦ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧②
t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t s❤❡ s❡♥❞s t❤❡ ♣r❡✐♠❛❣❡ K

Q
j s❤❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❛❢t❡r t✐♠❡ τ ′ ✳ ◆❛♠❡❧②

K̂
Q
j = K

Q
j ❛♥❞ τ ′′ > τ ′✳ ⊓⊔

❲❡ ♥♦✇ ✉s❡ ❈❧❛✐♠ ✸ ❢♦✉r t✐♠❡s✿

✶✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t bBi = 1✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❞✉r✐♥❣ ✐t❡r❛t✐♦♥ i + 1 ♦❢ BD✱

t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❛t ❧✐♥❡ ✹ ❤❛s ♣❛ss❡❞✱ ♥❛♠❡❧② ĈA
i = f(K̂A

i )✳ ❙♦✱ ❜② s❡tt✐♥❣✿

P = B✱ Q = A✱ j = i✱ τ ′ = τ2i✱ τ
′′ = τ2i+1✱ ❈❧❛✐♠ ✸ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t K̂A

i = KA
i

❛♥❞ τ2i+1 > τ2i✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳
✷✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t bAi = 1✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❞✉r✐♥❣ ✐t❡r❛t✐♦♥ i + 1 ♦❢ AD✱

t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❛t ❧✐♥❡ ✶✵ ❤❛s ♣❛ss❡❞✱ ♥❛♠❡❧② ĈB
i = f(K̂B

i )✳ ❙♦✱ ❜② s❡tt✐♥❣✿
P = A✱ Q = B✱ j = i✱ τ ′ = τ2i+1✱ τ ′′ = τ2i+2✱ ❈❧❛✐♠ ✸ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

K̂B
i = KB

i ❛♥❞ τ2i+2 > τ2i+1✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳
✸✳ ❯s✐♥❣ ❈❧❛✐♠ ✼✳✷ ✇❡ ❝❛♥ ❞♦ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ t✇♦ ❛❜♦✈❡ ❛❣❛✐♥✱ ❜✉t ❢♦r i − 1

✐♥st❡❛❞ ♦❢ i ❛♥❞ ✐♥❢❡r t❤❛t K̂A
i−1 = KA

i−1 ✱ K̂B
i−1 = KB

i−1❛♥❞ τ2i > τ2i−1 >

τ2i−2✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

❙♦ ❢❛r ✇❡ ♣r♦✈❡❞ ✐t❡♠s ✶ ❛♥❞ ✷ ✭t❤❛t t❤❡ t✐♠❡s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t✿ τ2i+2 > τ2i+1 >

τ2i > τ2i−1 > τ2i−2✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✮ ❛♥❞ ❥✉st ♣❛rt ♦❢ ✸ ❛♥❞ ✹

✭t❤❛t ❦❡②s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t✿ K̂A
i−1 = KA

i−1✱ K̂B
i−1 = KB

i−1✱K̂
A
i = KA

i ✱ K̂B
i = KB

i ✱
❡①❝❡♣t ❢♦r ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛✐♠ ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ ✉s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t
t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt ♦❢ ✐t❡♠s ✸ ❛♥❞ ✹ ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦rr❡❝t✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

❈❧❛✐♠✳ ▲❡t P,Q ∈ {A,B} ❜❡ ♣❛rt✐❡s ✭x 6= y✮✳ ■❢ σ̂Q
i = MAC

(
K̂

Q
i ,

〈
̂
C

Q
i+1, m̂

Q
i

〉)
✱

t❤❡♥

〈
̂
C

Q
i+1, m̂

Q
i , σ̂

Q
i

〉
=

〈
C

Q
i+1,m

Q
i , σ

Q
i

〉
❡①❝❡♣t ❢♦r ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t τ ′ ❜❡ t❤❡ t✐♠❡ QD s❡♥❞s KQ
i ❛♥❞ τ ′′ ❜❡ t❤❡ t✐♠❡ PD r❡❝❡✐✈❡s

〈
̂
C

Q
i+1, m̂

Q
i , σ̂

Q
i

〉
✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈❡❞ t❤❛t τ ′′ < τ ′ ✭✉s✐♥❣ ❈❧❛✐♠ ✸✮✳ ❇❡❢♦r❡ t✐♠❡ τ ′′✱ t❤❡ ♦♥❧②

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ K
Q
i t❤❛t t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐❡s ✐s

C
Q
i = f(KQ

i )✳ ❇② ✉s✐♥❣ ❈❧❛✐♠ ✼✳✷✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t s❤❡ ✇✐❧❧

s✉❝❝❡❡❞ t♦ ❣✉❡ss ❛ tr✐♣❧❡t 〈C,m, σ〉 t❤❛t s❛t✐s❢② σ = MAC
(
K

Q
i , 〈C,m〉

)
✐s ♥❡❣❧✐✲

❣✐❜❧❡✱ s♦ s❤❡ ♠✉st ❝❤♦♦s❡

〈
̂
C

Q
i+1, m̂

Q
i , σ̂

Q
i

〉
=

〈
C

Q
i+1,m

Q
i , σ

Q
i

〉
✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ♥❡❣❧✐✲

❣✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ⊓⊔

❲❡ ♥♦✇ ✉s❡ ❈❧❛✐♠ ✸ t✇✐❝❡✱ ♦♥❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡ss❛❣❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✿

✶✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t bBi = 1✱ ✉s✐♥❣ ❈❧❛✐♠ ✼✳✷ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t bBi−1 = 1✱
✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❞✉r✐♥❣ ✐t❡r❛t✐♦♥ i ♦❢ BD✱ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❛t ❧✐♥❡ ✺ ❤❛s

♣❛ss❡❞✱ ♥❛♠❡❧② σ̂A
i = MAC

(
K̂A

i ,
〈
ĈA

i+1, m̂
A
i

〉)
✳ ❙♦✱ ❜② s❡tt✐♥❣✿ P = B✱ Q =

A✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t
〈
ĈA

i+1, m̂
A
i , σ̂

A
i

〉
=

〈
CA

i+1,m
A
i , σ

A
i

〉
✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳
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✷✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t bAi = 1✱ ✉s✐♥❣ ❈❧❛✐♠ ✼✳✷ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t bAi−1✱ ✇❤✐❝❤
♠❡❛♥s t❤❛t ❞✉r✐♥❣ ✐t❡r❛t✐♦♥ i ♦❢ AD✱ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❛t ❧✐♥❡ ✶✶ ❤❛s ♣❛ss❡❞✱

♥❛♠❡❧② σ̂B
i = MAC

(
K̂B

i ,
〈
ĈB

i+1, m̂
B
i

〉)
✳ ❙♦✱ ❜② s❡tt✐♥❣✿ P = A✱ Q = B✱ ✇❡

✐♥❢❡r t❤❛t
〈
ĈB

i+1, m̂
B
i , σ̂

B
i

〉
=

〈
CB

i+1,m
B
i , σ

B
i

〉
✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✲

✐t②✳

❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✿

τ2i > τ2i−1 > τ2i−2

α̂i =
〈
K̂A

i−1, Ĉ
A
i+1, m̂

A
i , σ̂

A
i

〉
=

〈
KA

i−1, C
A
i+1,m

A
i , σ

A
i

〉
= αi

β̂i =
〈
K̂B

i−1, Ĉ
B
i+1, m̂

B
i , σ̂

B
i

〉
=

〈
KB

i−1, C
B
i+1,m

B
i , σ

B
i

〉
= βi

❛s ❞❡s✐r❡❞✳ ❚❤✉s✱ KA i
≈ KB ✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

⊓⊔

❯s✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❧❡♠♠❛ ❛♥❞ ❝❧❛✐♠s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✲✐♥✈❛r✐❛♥t
❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ i ∈ N✿

❈❧❛✐♠✳ ▲❡t EXECk
Π,M ❜❡ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❋♦r ❡❛❝❤ i ∈ N✱ ✐❢ t❤❡

❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ t❤❡ i✲t❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ bAi = 1 ❛♥❞ bBi = 1 ❛t ❡♥❞✱ t❤❡♥

t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❤♦❧❞s ❢♦r i✱ ❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r KA i
≈ KB ✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳

■♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛s❡✳ ❈❧❛✐♠ ✼✳✷ ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❤♦❧❞s ❢♦r i = 1✳

❆❧s♦✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✱ KA
1 = (τ0, λ, α1) ❛♥❞ K

B
0 = λ✱ ❛♥❞ t❤✉s KA 0

≈

KB ✳ ◆♦✇✱ ✉s✐♥❣ ❈❧❛✐♠ ✸ ✇✐t❤ i = 1 ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t KA 1
≈ KB ✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

■♥❞✉❝t✐♦♥ st❡♣✳ ▲❡t 1 < i ∈ N✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s✿ ■❢ bAi−1 = 1

❛♥❞ bBi−1 = 1✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❤♦❧❞s ❢♦r i − 1✱ ❛♥❞ t❤❛t KA i−1
≈ KB ✳

❲❡ ✇✐s❤ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐❢ bAi = 1 ❛♥❞ bBi = 1✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❤♦❧❞s

❢♦r i✱ ❛♥❞ t❤❛t KA i
≈ KB ✳

❆ss✉♠❡ bAi = 1 ❛♥❞ bBi = 1✳ ❋r♦♠ ❈❧❛✐♠ ✼✳✷ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❛t bAi−1 ❛♥❞ bBi−1✱
s♦ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❤♦❧❞s ❢♦r i − 1✱ ❛♥❞

t❤❛t KA i−1
≈ KB ✳ ❚❤✉s✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✿

τ2i−2 > τ2i−3 > τ2i−4

α̂i−1 =
〈
K̂A

i−2, Ĉ
A
i , m̂A

i−1, σ̂
A
i−1

〉
=

〈
KA

i−2, C
A
i ,mA

i−1, σ
A
i−1

〉
= αi−1

β̂i−1 =
〈
K̂B

i−2, Ĉ
B
i , m̂B

i−1, σ̂
B
i−1

〉
=

〈
KB

i−2, C
B
i ,mB

i−1, σ
B
i−1

〉
= βi−1



✸✹

❙♦ ĈA
i = CA

i ❛♥❞ ĈB
i = CB

i ✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❆❧s♦✱ s✐♥❝❡ t❤❡

✐t❡r❛t✐♦♥✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❤♦❧❞s ❢♦r i−1 ✭❡①❝❡♣t ❢♦r ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✮✱ ĈB
i−1 = CB

i−1✱
❡①❝❡♣t ❢♦r ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❙♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✷ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❤♦❧❞s
❢♦r i✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✶ ❤♦❧❞s tr✐✈✐❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❘❡❝❛❧❧
t❤❛t KB

i−1,K
A
i ,KB

i ❛r❡ s❡♥t ✐♥ t✐♠❡s τ2i−1 < τ2i < τ2i+1✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞
t❤❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ i ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛t♦r ✐s ❛t t✐♠❡ τ2i−2✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤
τ2i−2 < τ2i−1✳ ❙♦ ❢♦r ❡❛❝❤ K ∈

{
KA

i ,KB
i−1,K

B
i

}
✱ K ✐s ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛♥❞

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛st✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ K t❤❛t t❤❡
❛❞✈❡rs❛r② r❡❝❡✐✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐❡s ✐s C = f(K)✱ s♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✸ ❤♦❧❞s ❛s ✇❡❧❧✳
❙♦ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❤♦❧❞s ❢♦r i✳ ◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❈❧❛✐♠ ✸ ✇✐t❤ i ❛♥❞ ✐♥❢❡r

t❤❛t KA i
≈ KB ✳

⊓⊔

■♥ ❈❧❛✐♠ ✼✳✷ ✇❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❡s ✇✐❧❧ ❢❛✐❧ t♦
r❡✈❡❛❧ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r②✬s ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s
♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ◆♦✇ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t
t❤❡② ✇✐❧❧ ❢❛✐❧ t♦ r❡✈❡❛❧ ✐t ✐♥ ❛♥② ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❲❡ ❞♦ s♦ ✐♥ ❈❧❛✐♠ ✼✳✷✱ ❜②
❛♣♣❧②✐♥❣ ✉♥✐♦♥ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱

❈❧❛✐♠✳ ▲❡t EXECk
Π,M ❜❡ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡r❡

❡①✐sts i ∈ N s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ t❤❡ i✲t❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ bAi = 1

❛♥❞ bBi = 1 ❛t ❡♥❞✱ ❜✉t KA i
≈ KB ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✱ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ✐s ❡✣❝✐❡♥t✱ s♦ s❤❡ ❝❛♥ ❞♦ ♦♥❧② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳
▲❡tK(n) ❜❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ▲❡t k = K(n) ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s
t❤❛t t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ♣❡r❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ▲❡t BADi ❜❡ t❤❡ ❡✈❡♥t t❤❛t t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ t❤❡ i✲t❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ bAi = 1 ❛♥❞ bBi = 1 ❛t ❡♥❞✱ ❜✉t

KA i
≈ KB ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✳ ❇② ✉s✐♥❣ ❈❧❛✐♠ ✼✳✷✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ k ≥ i ∈ N✱

Pr [BADi] = negl(n)✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ ✉♥✐♦♥ ❜♦✉♥❞✱ ✇❡ ❣❡t

Pr


 ⋃

k≥i∈N

BADi


 ≤

∑

k≥i∈N

BADi = k · BADi = k · negl(n) = negl(n)

❚❤❡ ✜rst ♠♦✈❡ ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ❜♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ❧❛st ♠♦✈❡ ✐s tr✉❡ ❜❡❝❛✉s❡ k ✐s ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧✳ ⊓⊔

❚❤❡ s❡❝✉r✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦❧❧♦✇s✿

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳ ▲❡t f ❜❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ♦r❛❝❧❡ ❛♥❞ ❧❡t MAC(.) ❜❡ ❛ ▼❆❈ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
P❊❇■❯❙ ✐s ❛ ❞❡❧❛②❡❞ ❝❤♦s❡♥✲♠❡ss❛❣❡ s❡❝✉r❡ ∞✲▼❘P ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼ ✇✐t❤ ❞❡❧❛②
d = 1✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t n ∈ N✱ k = K(n) ✇❤❡r❡ K ✐s ❛♥② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ▲❡t GenMsgA

❛♥❞ GenMsgB ❜❡ ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ▲❡t M ❜❡ ❛♥② ❡✣❝✐❡♥t ✭PP❚✮ ❛❞✈❡rs❛r②✳ ❲❡

♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t Pr
[
EXECk

Π,M = win
]
= negl(n)✳



✸✺

■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡t✉r♥ win✱ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ P,Q ∈ {A,B}✱ P 6= Q ❛♥❞ i ∈ N✱

s✉❝❤ t❤❛t bPi = 1 ❛♥❞ m
Q
i−1 6=

̂
m

Q
i−1✳ ❆ss✉♠❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t s✉❝❤ P,Q, i

❡①✐sts ✇✐t❤ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❋r♦♠ ❈❧❛✐♠ ✼✳✷✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t KA i
≈ KB ✱

❡①❝❡♣t ❢♦r ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ mA
i−1 = m̂A

i−1 ❛♥❞ mB
i−1 = m̂B

i−1✱
✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ⊓⊔

✼✳✸ ❚✐❣❤t❡♥✐♥❣ t❤❡ ❈r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ Pr✐♠✐t✐✈❡s

❖✉r s❡❝✉r✐t② ♣r♦✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♦r❛❝❧❡ ♠♦❞❡❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s
♥♦ ♣r♦✈❛❜❧❡ tr✉❡❧② s❡❝✉r❡ r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ❝❛♥
❛✈♦✐❞ ✉s✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ♦r❛❝❧❡s ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❜② t✇♦
♦t❤❡r ♣r✐♠✐t✐✈❡s f,MAC✱ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✻✳ ❚✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s f,MAC ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ♦✉r ♣r♦t♦❝♦❧✱ ✐❢ f ✐s
❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✲r❡s✐st❛♥t ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❈❘❍✮✱ MAC ✐s ❛ ♠❡ss❛❣❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥
❝♦❞❡ ✭▼❆❈✮✱ ❛♥❞ ♥♦ ❡✣❝✐❡♥t ❛❞✈❡rs❛r② A ❝❛♥ ✇✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❛♠❡ ✇✐♥ ♥♦♥✲
♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✿

✶✳ k ← GenKey()
✷✳ µ, σ ← A(f(k))
✸✳ ❲✐♥ ✐✛ σ = MAC(k, µ)

❚♦ s❡❡ ✇❤② ✐t ✐s tr✉❡✱ ♣❛② ❛tt❡♥t✐♦♥ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞
s✇❛♣ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♦r❛❝❧❡ f ❜② ❛ ❈❘❍ ❛♥❞ ❧❡❛✈❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛s ✐s✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r
❈❧❛✐♠ ✼✳✷✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✻ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♠❛t❝❤❡s t❤✐s
❝❧❛✐♠✳

✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ s♠❛❧❧ ❞❡✈✐❝❡s t❤❛t s❡♥s❡✱ ❝♦♠✲
♣✉t❡✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡✱ ❛♥❞ ❛❝t✉❛t❡✳ ❚♦❞❛② t❤❡s❡ ❞❡✈✐❝❡s ✉s❡ t❤❡ ❇❧✉❡t♦♦t❤✱ ❩✐❣❇❡❡✱
❛♥❞ ♣r♦♣r✐❡t❛r② ✇✐r❡❧❡ss ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ■♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t ♠❛♥② ♦❢
t❤❡s❡ ❞❡✈✐❝❡s ✇✐❧❧ ✉s❡ ■♥t❡r♥❡t ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ■t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❢♦r♠ s❡❝✉r❡
♥❡t✇♦r❦ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ s✉❝❤ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❨❡t✱ ❝✉rr❡♥t st❛♥❞❛r❞s ❢♦r ❧♦✇✲♣♦✇❡r ❞❡✈✐❝❡s
✭❩✐❣❇❡❡ ❛♥❞ ❇❧✉❡t♦♦t❤ ❙♠❛rt✮ ❛r❡ ✈✉❧♥❡r❛❜❧❡ t♦ s✐♠♣❧❡ ▼■❚▼ ❛tt❛❝❦s✱ ❞✉❡ t♦
t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ t❤❛t s❡❝✉r✐t② ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦♦ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ♣♦✇❡r ❛♥❞
✉s❡r✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❞✐s♣r♦✈❡s t❤❛t ✇✐❞❡❧②✲❤❡❧❞ ❜❡❧✐❡❢✳ ❈✉rr❡♥t ❞❡✈✐❝❡s ❛❧r❡❛❞② ✐♥❝❧✉❞❡
s✐♠♣❧❡ ✉s❡r✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❛ ❧❛♠♣ ❛♥❞ ❛ s✇✐t❝❤✮ t♦ ✐♥✐t✐❛t❡ ❛♥❞ r❡♣♦rt t❤❡
st❛t❡ ♦❢ ✐♥s❡❝✉r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ r❡✲
♣✉r♣♦s❡❞ ✐♥ s♦❢t✇❛r❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥ ❛❜str❛❝t ✉s❡✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ t❤❛t ❝❛♥
❡♥❛❜❧❡ s❡❝✉r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✉s❡r✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡✱ ♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱
❝❛♥ ❡♥❛❜❧❡ ❜♦t❤ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝✲❦❡② ❜❛s❡❞ ✏s❡❝✉r❡ s✐♠♣❧❡ ♣❛✐r✐♥❣✑ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ✇❤✐❝❤
♣r♦✈✐❞❡s ❜♦t❤ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r✐✈❛❝②✱ ❛♥❞ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡✲r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥
♣r♦t♦❝♦❧s t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ ♦♥❧② ♠❡ss❛❣❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ❜✉t r❡q✉✐r❡ ♥♦ ♣✉❜❧✐❝✲❦❡②
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r s❤♦✉❧❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s❡❝✉r❡ ✐♥ ❛ str♦♥❣
s❡♥s❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❛❧ ❈♦♠♣♦s❛❜✐❧✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s s❡❝✉r✐t②



✸✻

✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s ✉s❡❞ ❜② ❛r❜✐tr❛r② ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ♦t❤❡r ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦✉r ▼❘P✱ ♥❛♠❡❞ P❊❇■❯❙✱
❛♥❞ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ✐t ❤♦❧❞s t❤❡ str♦♥❣❡st s❡❝✉r✐t② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r ▼❘P t❤❛t ✇❡ ❞❡✜♥❡❞
✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳

❚❤❡ ■♥t❡r♥❡t ♦❢ ❚❤✐♥❣s ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s❡❝✉r❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❝✉r❡✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r s❤♦✇s
❤♦✇ t♦ ❞♦ ✐t✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

✶✳ ❘♦ss ❆♥❞❡rs♦♥✱ ❋r❛♥❝❡s❝♦ ❇❡r❣❛❞❛♥♦✱ ❇r✉♥♦ ❈r✐s♣♦✱ ❏♦♥❣✲❍②❡♦♥ ▲❡❡✱ ❈❤❛r❛❧❛♠✲
♣♦s ▼❛♥✐❢❛✈❛s✱ ❛♥❞ ❘♦❣❡r ◆❡❡❞❤❛♠✳ ❆ ♥❡✇ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s✳
❙■●❖P❙ ❖♣❡r✳ ❙②st✳ ❘❡✈✳✱ ✸✷✭✹✮✿✾✕✷✵✱ ✶✾✾✽✳

✷✳ ▼✐❤✐r ❇❡❧❧❛r❡✱ ❏♦❡ ❑✐❧✐❛♥✱ ❛♥❞ P❤✐❧❧✐♣ ❘♦❣❛✇❛②✳ ❚❤❡ s❡❝✉r✐t② ♦❢ t❤❡ ❝✐♣❤❡r ❜❧♦❝❦
❝❤❛✐♥✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ❝♦❞❡✳ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ ❙②st✳ ❙❝✐✳✱ ✻✶✭✸✮✿✸✻✷✕✸✾✾✳

✸✳ ▼✐❤✐r ❇❡❧❧❛r❡ ❛♥❞ P❤✐❧❧✐♣ ❘♦❣❛✇❛②✳ ❊♥t✐t② ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❦❡② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥
❈❘❨P❚❖ ✶✾✾✸✱ ❈❘❨P❚❖ ✬✾✸✱ ♣❛❣❡s ✷✸✷✕✷✹✾✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✶✾✾✹✳

✹✳ ❘❛♥ ❈❛♥❡tt✐✳ ❯♥✐✈❡rs❛❧❧② ❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ s❡❝✉r✐t②✿ ❆ ♥❡✇ ♣❛r❛❞✐❣♠ ❢♦r ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝
♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❈r②♣t♦❧♦❣② ❡Pr✐♥t ❆r❝❤✐✈❡✱ ❘❡♣♦rt ✷✵✵✵✴✵✻✼✱ ✷✵✵✵✳

✺✳ ❈❧❛✉❞❡ ❈❛st❡❧❧✉❝❝✐❛ ❛♥❞ P❛rs ▼✉t❛❢✳ ❙❤❛❦❡ t❤❡♠ ✉♣✦✿ ❛ ♠♦✈❡♠❡♥t✲❜❛s❡❞ ♣❛✐r✲
✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r ❝♣✉✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❞❡✈✐❝❡s✳ ■♥ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼♦❜✐❧❡
❙②st❡♠s✱ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❙❡r✈✐❝❡s ✭▼♦❜✐❙②s✮✱ ♣❛❣❡s ✺✶✕✻✹✳ ❆❈▼✱ ✷✵✵✺✳

✻✳ ▼✐♥❣ ❑✐ ❈❤♦♥❣✱ ❘❡♥❡ ▼❛②r❤♦❢❡r✱ ❛♥❞ ❍❛♥s ●❡❧❧❡rs❡♥✳ ❆ s✉r✈❡② ♦❢ ✉s❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❢♦r s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❞❡✈✐❝❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✳ ❆❈▼ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❙✉r✈❡②s ✭❈❙❯❘✮✱ ✹✼✭✶✮✿✽✱
✷✵✶✹✳

✼✳ ❈❤r✐st✐❛♥ ●❡❤r♠❛♥♥✳ ▼✉❧t✐r♦✉♥❞ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② s❡❝✉r❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥✳ ❉❡s✐❣♥s✱
❈♦❞❡s ❛♥❞ ❈r②♣t♦❣r❛♣❤②✱ ✶✺✭✶✮✿✻✼✕✽✻✱ ✶✾✾✽✳
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