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✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✌☞✍

✢✓ ✝ ✝✟
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☛✕ ✷☛ ✏✣✜✣✛✣✘✾ ✛✾✘✗ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✌✞ ☛
☛✕ ✷✌ ✏✣✜✣✪✣✮✾ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✌✞☞
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✌✝ ✷✌ ✏✣✜✣✪✣✮✾ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✌☞✕
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☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✮✚✙✘✥★ ✤✣✚

k > 3
✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✌✟✞

✬✢ ✠ ☞✱✠✥✤★ � ✆★✤☞★✞✟✡ ✝ ✕
k
�✧✝✞✞✠✧✟✠✥ ✯✤★✰✱✡ ✬✑✑

✌☛✷☛ ✄ ✮✗✢✗✚✙✪ ✣✻★✗✚✭✙✛✦✣✢ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✌✟✍
✌☛✷✌ ✌ ✚✙✘✥★ ✝ ✦✛✥ ✙ ✬✦★✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✘✣✪✾✮✣✢ ✚✗✘✚✗★✗✢✛✙✛✦✣✢ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✌✟✍
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✌✌ ✷☛ ✡✣✛ ★✛✚✣✢✮✪✾ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✬✦✮✚✙✘✥★ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✌✍✟
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✬✫ ✝ ✝✟
2
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k
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✬☛
t
�✆✝ �✝✤★✮ �✠ ✯✤★✰✱✡ ✫✢✑
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✌☞ ✷✌ ✄ ✚✗✪✙✛✗✬ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✖✌☞
✌☞ ✷✖ ✄✢ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✖✌☞
✌☞ ✷☞ ✏✣✜✣✛✣✘✾ ✛✾✘✗ ✙✢✬ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✖✌✟
✌☞ ✷✞ ✎✣✜✘✰✛✙✛✦✣✢★ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✖✖ ☛
✌☞ ✷☞ ✏✣✜✣✛✣✘✦✧✙✪ ✬✗✘✛✥ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✖✖☞
✌☞ ✷✟ �✚✦✙✢✮✪✗☎✤✚✗✗ ✮✚✙✘✥★ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✖✖✞
✌☞ ✷✍ ✎✣✢✧✪✰✬✦✢✮ ✚✗✜ ✙✚✩★ ✙✢✬ ✣✘✗✢ ✘✚✣✻ ✪✗✜ ★ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✖✖☞

� ☞✮ �☞✝✂✤★✰✱✳ ✫✫✓
✣✞✥✠✄ ✫✟☛





�✁✂✄ ☎

✆✂✄✁✁✝✞✆✄ ✟✁✂ ☎✂✝ ✠☎☎✟✆ �✁✂✆✂✡✄☎

☛





�✁✁✂✄✄✂ ☎

✆✂✄✁✁✝✞✆✄ ✟✁✂ ☎✂✝ ✆✝✂✁✝ ✟✂✞

�✥✦★ ✛✥✗★✦★ ✤✣ ✧✰★✗★ ✣✢ ✤✙✜ ✦✪✦✗★ ✣✤ ✮✚✙✘✥★ ✣✢ ✙ ✴✵✗✬ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛ ✷ ✫✗ ✙✚✗ ✘✙✚✛✦✧✰✪✙✚✪✾
✦✢✛✗✚✗★✛✗✬ ✦✢ ✟ ✞✂✠ ✄ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ☎✞ ✸ ✝✥✦✧✥ ✙✚✗ ✮✚✙✘✥ ✤✙✜ ✦✪✦✗★ ✧✪✣★✗✬ ✰✢✬✗✚ ✬✗✪✗✛✦✣✢ ✣✤
✗✬✮✗★ ✷ ✓✺✰✦✭✙✪✗✢✛✪✾✸ ✙ ✮✚✙✘✥ ✧✣✜✘✪✗✵

∆
✥✙★ ✛✥✗ ✘✚✣✘✗✚✛✾ ✛✥✙✛ ✦✤

G ∈ ∆
✙✢✬

e
✦★

✙✢ ✗✬✮✗ ✦✢
G
✸ ✛✥✗✢ ✛✥✗ ✮✚✙✘✥ ✣✻✛✙✦✢✗✬ ✤✚✣✜

G
✻✾ ✚✗✜✣✭✦✢✮

e
✦★ ✙✪★✣ ✦✢

∆
✷ ✠✦✢✧✗

✛✥✗ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛ ✦★ ✴✵✗✬ ✸ ✝✗ ✜ ✙✾ ✦✬✗✢✛✦✤✾ ✗✙✧✥ ✮✚✙✘✥ ✦✢
∆
✝ ✦✛✥ ✦✛★ ✗✬✮✗ ★✗✛ ✙✢✬ ✥✗✢✧✗

✦✢✛✗✚✘✚✗✛
∆

✙★ ✙ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✷ ✂✢ ✘✙✚✛✦✧✰✪✙✚ ✸ ✝✗ ✜ ✙✾ ✚✗✙✪✦☛✗
∆

✙★ ✙ ✮✗✣✜✗✛✚✦✧
✣✻✶ ✗✧✛ ✙✢✬ ✥✗✢✧✗ ✙✢✙✪✾☛✗ ✦✛★ ✛✣✘✣✪✣✮✾✷ ✂✢✬✗✗✬ ✸ ✛✥✦★ ✦★ ✛✥✗ ✜✙✦✢ ✘✰✚✘✣★✗ ✣✤ ✛✥✗
✛✥✗★✦★ ✷

� ✦✮✰✚✗ ☛✷☛ ✿
∆

✫✪✌✠☛✍✌✖ ☛✭✭ ✎✏☛✑✒✖ ✍✖✪✬✪✏✑✒✍✫ ✠✪ ✪✌✟ ✪✮ ✠✒✟ ✮✪✯✏ ✍✭✭✯✖✠✏☛✠✟✗ ✎✏☛✑✒✖ ✘
✄★ ✙✢ ✗✵✙✜✘✪✗ ✸ ✧✣✢★✦✬✗✚ ✛✥✗ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵

∆
✣✤ ✮✚✙✘✥★

G
✣✢ ✛✥✗ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛

{1, 2, 3, 4} ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✘✚✣✘ ✗✚✛✾ ✛✥✙✛ ★✣✜ ✗ ✭✗✚✛✗✵ ✦★ ✧✣✢✛✙✦✢✗✬ ✦✢ ✙✪✪ ✗✬✮✗★ ✦✢
G
✷ �✥✦★

✜ ✗✙✢★ ✛✥✙✛
G

✦★ ✦★✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣ ✣✢✗ ✣✤ ✛✥✗ ✮✚✙✘✥★ ✦✢ � ✦✮✰✚✗ ☛✷☛✷ ✒✗✢✣✛✦✢✮ ✛✥✗ ✗✬✮✗
✻✗✛✝✗✗✢

i
✙✢✬

j
✙★
ij
✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✙✛

∆ = {∅, {12}, {13}, {14}, {23}, {24}, {34}, {12, 13}, {12, 14}, {13, 14},
{12, 23}, {12, 24}, {23, 24}, {13, 23}, {13, 34}, {23, 34}, {14, 24},
{14, 34}, {24, 34}, {12, 13, 14}, {12, 23, 24}, {13, 23, 34}, {14, 24, 34}}.
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∆
✷ ✂✛ ✦★ ✗✙★✾ ✛✣ ★✗✗ ✛✥✙✛

∆
✦★ ✥✣✜✣✛✣✘✾

✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✛✣ ✙ ✣✢✗☎✘✣✦✢✛ ✝✗✬✮✗ ✣✤ ✛✥✚✗✗ ✧✦✚✧✪✗★ ✷
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✂✢ ✛✥✗ ✙✻✣✭✗ ✗✵✙✜✘✪✗ ✸ ✢✣✛✗ ✛✥✙✛ ✙ ✮✦✭✗✢ ✮✚✙✘✥

G
✻✗✪✣✢✮★ ✛✣

∆
✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤ ✙✪✪

✮✚✙✘✥★ ✦★✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣
G

✻✗✪✣✢✮ ✛✣
∆
✷ ✓✺✰✦✭✙✪✗✢✛✪✾✸ ∆ ✦★ ✦✢✭✙✚✦✙✢✛ ✰✢✬✗✚ ✛✥✗ ✙✧✛✦✣✢ ✣✤

✖
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� ✦✮✰✚✗ ☛✷✌ ✿ ✍✟✪✬ ✟✠✏✍✫ ✏✟☛✭✍✎☛✠✍✪✌ ✪✮ ✠✒✟ ✫✪✬✑✭✟✕
∆ ✘

✛✥✗ ★✾✜✜✗✛✚✦✧ ✮✚✣✰✘ ✣✢ ✛✥✗ ✰✢✬✗✚✪✾✦✢✮ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛ ✷ ✄ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ✮✚✙✘✥★ ★✙✛✦★✤✾ ✦✢✮ ✛✥✦★
✧✣✢✬✦✛✦✣✢ ✦★ ✙ ✟ ✞✂✠ ✄ ✠ ✞✓✠ ☎✞✂✏ ✷ ✫✗ ✝ ✦✪✪ ✻ ✗ ✜ ✙✦✢✪✾ ✧✣✢✧✗✚✢✗✬ ✝ ✦✛✥ ✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★
✛✥✙✛ ✙✚✗ ✙✪★✣ ✮✚✙✘✥ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✸ ✥✗✢✧✗ ✧✪✣★✗✬ ✰✢✬✗✚ ✬✗✪✗✛✦✣✢ ✣✤ ✗✬✮✗★ ✷ ✫✗ ✚✗✤✗✚ ✛✣
★✰✧✥ ✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✙★ ✡ ✓✟✓✂✓✟☎ ✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✷

✂✢ ✛✥ ✦★ ✛✥✗★✦★ ✸ ✝✗ ✬✦★✧✰★★ ✙✢✬ ✙✢✙✪✾☛✗ ✛✥✗ ✛✣✘✣✪✣✮✾ ✣✤ ★✗✭✗✚✙✪ ✜✣✢✣✛✣✢✗ ✮✚✙✘✥
✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✸ ★✣✜✗ ✗✵✙✜✘✪✗★ ✻✗✦✢✮ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮★ ✸ ✤✣✚✗★✛★ ✸ ✻✦✘✙✚✛✦✛✗ ✮✚✙✘✥★ ✸ ✢✣✢☎✏✙✜ ✦✪☎
✛✣✢✦✙✢ ✮✚✙✘✥★ ✸ ✙✢✬ ✢✣✛
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☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✮✚✙✘✥★ ✑ ★✗✗ ✎✥✙✘✛✗✚ ✟ ✤✣✚ ✙ ★✰✜✜✙✚✾✷ ✠✣✜ ✗

✚✗★✰ ✪✛★ ✙✚✗ ✣✰✚ ✣✝✢ ✸ ✝✥✗✚✗✙★ ✣✛✥✗✚★ ✙✚✗ ✬✰✗ ✛✣ ✣✛✥✗✚ ✙✰✛✥✣✚★ ✷ ✫✗ ✚✗★✛✚✦✧✛ ✣✰✚
✙✛✛✗✢✛✦✣✢ ✛✣ ✛✣✘✣✪✣✮✦✧✙✪ ✙✢✬ ✗✢✰✜✗✚✙✛✦✭✗ ✘✚✣✘ ✗✚✛✦✗★ ✣✤ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✙✢✬ ✬✣ ✢✣✛
✧✣✢★✦✬✗✚ ✚✗✘✚✗★✗✢✛✙✛✦✣✢☎✛✥✗✣✚✗✛✦✧ ✙★✘ ✗✧✛★ ✣✤ ✛✥✗ ✛✥✗✣✚✾✷

✒ ☎✡ ✂✞✒ ✡ ✠✣✜✗ ✙✰✛✥✣✚★ ✬✗✴✢✗ ✜✣✢✣✛✣✢✗ ✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✛✣ ✻ ✗ ✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★
✧✪✣★✗✬ ✰✢✬✗✚ ✂✓✓✝✂✝✓✟ ✣✤ ✗✬✮✗★ ✷ ✫ ✥✦✪✗ ★✰✧✥ ✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✙✚✗ ✢✣✛ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪
✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✸ ✛✥✗✾ ✙✚✗ ✺✰✣✛✦✗✢✛ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✣✤ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✙✢✬ ✥✗✢✧✗ ✚✗✙✪✦☛✙✻✪✗
✙★ ✮✗✣✜ ✗✛✚✦✧ ✣✻✶ ✗✧✛★ ✑ ★✗✗ ✠✗✧✛✦✣✢★ ✖ ✷✌ ✙✢✬ ✖ ✷✞ ✷

✩✟✱✠✤ ✂✤★✰✱ ✧✝✴✰ �✠✄✠✡
✆✣✢✣✛✣✢✗ ✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✙✚✗ ✢✣✛ ✛✥✗ ✣✢✪✾ ✦✢✛✗✚✗★✛✦✢✮ ✮✚✙✘✥ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷ �✣✚ ✗✵☎
✙✜✘✪✗ ✸ ✤✣✚ ✙✢✾ ✜✣✢✣✛✣✢✗ ✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✾
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✙✢✬ ✙✢✾ ✮✚✙✘✥

G
✸ ✣✢✗ ✜ ✙✾ ✧✣✢★✦✬✗✚ ✛✥✗

★✰✻✧✣✜✘✪✗✵
∆(G)

✧✣✢★✦★✛✦✢✮ ✣✤ ✙✪✪ ✮✚✙✘✥★ ✦✢
∆

✛✥✙✛ ✙✚✗ ✙✪★✣ ★✰✻✮✚✙✘✥★ ✣✤
G

✑ ✛✥✦★
✦★ ✛✥✗ ✦✢✬✰✧✗✬ ★✰✻✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤

∆
✣✢

G
✷ ✂✢ ★✣✜✗ ★✦✛✰✙✛✦✣✢★ ✸

∆(G)
✦★ ✦✢✛✗✚✗★✛✦✢✮ ✦✢ ✦✛★

✣✝✢ ✚✦✮✥✛ ✑ ✝✗ ✝✣✰✪✬ ✧✪✙✦✜ ✛✥✙✛ ✛✥✦★ ✦★ ✛✥✗ ✧✙★✗ ✤✣✚ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✣✤ ✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮★ ✸ ✤✣✚✗★✛★ ✸
✙✢✬ ✬✦★✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✮✚✙✘✥★ ✷ ✂✢ ✣✛✥✗✚ ★✦✛✰✙✛✦✣✢★ ✸

∆(G)
✦★ ✣✤ ✰★✗ ✦✢ ✛✥✗ ✙✢✙✪✾★✦★ ✣✤ ✛✥✗

✪✙✚✮✗✚ ✧✣✜✘✪✗✵
∆

✑ ✣✢✗ ✗✵✙✜✘✪✗ ✦★ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✻✦✘✙✚✛✦✛✗ ✮✚✙✘✥★ ✷
✫ ✦✛✥ ✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✻ ✗✦✢✮ ✦✢✭✙✚✦✙✢✛ ✰✢✬✗✚ ✛✥✗ ✙✧✛✦✣✢ ✣✤ ✛✥✗ ★✾✜✜✗✛✚✦✧ ✮✚✣✰✘ ✸

✙ ✢✙✛✰✚✙✪ ✮✗✢✗✚✙✪✦☛✙✛✦✣✢ ✝✣✰✪✬ ✻ ✗ ✛✣ ✚✗✘✪✙✧✗ ✛✥✗ ★✾✜✜✗✛✚✦✧ ✮✚✣✰✘ ✝ ✦✛✥ ✙ ★✜ ✙✪✪✗✚
✮✚✣✰✘ ✷ ✂✢ ✛✥✦★ ✛✥✗★✦★ ✸ ✝✗ ✧✣✢✧✗✢✛✚✙✛✗ ✣✢ ✛✥✗ ✬✦✥✗✬✚✙✪ ✮✚✣✰✘

Dn
✷ �✥✦★ ✮✚✣✰✘ ✙✧✛★ ✦✢

✙ ✢✙✛✰✚✙✪ ✜ ✙✢✢✗✚ ✣✢ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ✮✚✙✘✥★ ✣✢ ✛✥✗ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛ {1, . . . , n} ✿ ✁✗✘✚✗★✗✢✛



✞

✛✥✗ ✭✗✚✛✦✧✗★ ✙★ ✘✣✦✢✛★ ✗✭✗✢✪✾ ✬✦★✛✚✦✻✰✛✗✬ ✦✢ ✙ ✧✪✣ ✧✩✝ ✦★✗ ✜ ✙✢✢✗✚ ✙✚✣✰✢✬ ✙ ✰✢✦✛ ✧✦✚✧✪✗
✙✢✬ ✦✬✗✢✛✦✤✾ ✙ ✮✦✭✗✢ ✗✬✮✗ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✪✦✢✗ ★✗✮✜ ✗✢✛ ✻✗✛✝✗✗✢ ✛✥✗ ✛✝✣ ✘✣✦✢✛★ ✚✗✘✚✗★✗✢✛✦✢✮
✛✥✗ ✗✢✬✘✣✦✢✛★ ✣✤ ✛✥✗ ✗✬✮✗ ✷ ✫✗ ✚✗✤✗✚ ✛✣ ✛✥✦★ ✚✗✘✚✗★✗✢✛✙✛✦✣✢ ✣✤ ✙ ✮✚✙✘✥ ✙★ ✛✥✗ ✠ ✓✆✏✟ ✓✟
✞☎✠ ✞☎✞☎✟ ✂✂✂✝✓✟ ✑ ✛✥✗ ✭✗✚✛✦✧✗★ ✙✚✗ ✛✥✗ ✧✣✚✢✗✚★ ✦✢ ✙ ✚✗✮✰✪✙✚ ✘✣✪✾✮✣✢ ✷ �✥✗ ✙✧✛✦✣✢ ✣✤ ✛✥✗
✬✦✥✗✬✚✙✪ ✮✚✣✰✘ ✧✣✢★✦★✛★ ✣✤ ✚✣✛✙✛✦✣✢★ ✙✢✬ ✚✗�✗✧✛✦✣✢★ ✸ ✙✢✬ ✧✣✜✻✦✢✙✛✦✣✢★ ✛✥✗✚✗✣✤ ✸ ✣✤
✛✥✦★ ✘✣✪✾✮✣✢ ✷ �✥✗ ✙★★✣ ✧✦✙✥✗✬✚✣✢ ✦★ ✘✚✣✻✙✻✪✾ ✛✥✗ ✜✣★✛ ✝✗✪✪☎★✛✰✬✦✗✬ ✮✚✙✘✥ ✧✣✜✘✪✗✵
✝ ✦✛✥ ✙ ✢✙✛✰✚✙✪ ✬✦✥✗✬✚✙✪ ✙✧✛✦✣✢ ✷ ✠✣✜ ✗ ✣✛✥✗✚ ✦✢✛✗✚✗★✛✦✢✮ ✡✬✦✥✗✬✚✙✪☛ ✮✚✙✘✥ ✧✣✜✘✪✗✵✗★
✙✚✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✣✤ ✢✣✢✧✚✣★★✦✢✮ ✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮★ ✸ ✢✣✢✧✚✣★★✦✢✮ ✤✣✚✗★✛★ ✸ ✙✢✬ ✮✚✙✘✥★ ✝ ✦✛✥ ✙
✬✦★✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✘✣✪✾✮✣✢ ✚✗✘✚✗★✗✢✛✙✛✦✣✢ ✷ ✠✗✗ ✎✥✙✘✛✗✚ ✍ ✤✣✚ ✜✣✚✗ ✦✢✤✣✚✜ ✙✛✦✣✢ ✷
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✻✦✘✙✚✛✦✛✗ ✙✢✬ ✛✥✗ ✘✚✣✘ ✗✚✛✾ ✣✤ ✻✗✦✢✮ ✬✦★✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✷ ✠✗✗ ✎✥✙✘✛✗✚ ✕ ✤✣✚ ✙✢ ✣✭✗✚✭✦✗✝ ✷
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✻✦✮ ✪✗✙✘ ✤✣✚✝✙✚✬ ✦✢ ✛✥✗ ✙✢✙✪✾★✦★ ✣✤ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✣✤ ✢✣✢☎✏✙✜ ✦✪✛✣✢✦✙✢ ✮✚✙✘✥★ ✷

✄ ✪✙★ ✸ ✝✗ ✩✢✣✝ ✭✗✚✾ ✪✦✛✛✪✗ ✙✻✣✰✛ ✛✥✗ ✗✵ ✦★✛✗✢✧✗ ✣✤ ✚✗★✰✪✛★ ✦✢ ✛✥✗ ✣✛✥✗✚ ✬✦✚✗✧✛✦✣✢ ✸
✦ ✷✗ ✷✸ ✘✚✣✣✤★ ✣✤ ✢✣✢✛✚✦✭ ✦✙✪ ✮✚✙✘✥☎✛✥✗✣✚✗✛✦✧✙✪ ✛✥✗✣✚✗✜ ★ ✻✙★✗✬ ✣✢ ✛✣✘✣✪✣✮✦✧✙✪ ✘✚✣✘ ✗✚✛✦✗★
✣✤ ✧✗✚✛✙✦✢ ✮✚✙✘✥ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷ ✹✢ ✙ ✜✣✚✗ ✮✗✢✗✚✙✪ ✪✗✭✗✪ ✥✣✝✗✭✗✚ ✸ ✛✣✘✣✪✣✮✾ ★✰✚✗✪✾ ✥✙★
✘✚✣✭✗✬ ✛✣ ✻✗ ✙ ✤✰✢✬✙✜ ✗✢✛✙✪ ✛✣✣✪ ✦✢ ✮✚✙✘✥ ✛✥✗✣✚✾ ✙✢✬ ✧✣✜✻✦✢✙✛✣✚✦✧★ ✑ ★✗✗ ✔✶ ✱✚✢✗✚ ✠✍✡
✤✣✚ ✙ ★✰✚✭✗✾ ✣✤ ★✣✜ ✗ ✣✤ ✛✥✗ ✜✣★✛ ✧✗✪✗✻✚✙✛✗✬ ✗✵✙✜✘✪✗★ ✷

✭ �✂✠✮✤★
�✥✗ ✤✙✜✣✰★ ✛✥✗✣✚✾ ✣✤ ✏✣✧✥★✛✗✚ ✸ ✁✗✦★✢✗✚ ✸ ✙✢✬ ✠✛✙✢ ✪✗✾ ✘✚✣✭✦✬✗★ ✙ ✤✰✢✬✙✜ ✗✢✛✙✪ ✪✦✢✩
✻✗✛✝✗✗✢ ✚✦✢✮ ✛✥✗✣✚✾ ✙✢✬ ✛✣✘✣✪✣✮✾ ✣✤ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✠✞✍ ✸ ☛✝ ☛✸ ☛☛✟✡ ✷ ✠✘ ✗✧✦✴ ✧✙✪✪✾✸
✛✥✗✚✗ ✦★ ✙ ✢✙✛✰✚✙✪ ✧✣✚✚✗★✘✣✢✬✗✢✧✗ ✻ ✗✛✝✗✗✢ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✙✢✬ ✦✬✗✙✪★ ✮✗✢✗✚☎
✙✛✗✬ ✻✾ ★✺✰✙✚✗☎✤✚✗✗ ✜✣✢✣✜ ✦✙✪★ ✸ ✙✢✬ ★✗✭✗✚✙✪ ✣✤ ✛✥✗ ✜✣★✛ ✤✰✢✬✙✜ ✗✢✛✙✪ ✚✦✢✮☎✛✥✗✣✚✗✛✦✧
✧✣✢✧✗✘✛★ ✛✰✚✢ ✣✰✛ ✛✣ ✙✬✜ ✦✛ ✗✪✗✮✙✢✛ ✦✢✛✗✚✘✚✗✛✙✛✦✣✢★ ✦✢ ✛✗✚✜ ★ ✣✤ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✛✣✘✣✪✣✮✾✷
✒ ✦✜ ✗✢★✦✣✢ ✸ ✜✰✪✛✦✘✪✦✧✦✛✾✸ ✬✗✘✛✥ ✸ ✙✢✬ ✎✣✥✗✢☎✆ ✙✧✙✰✪✙✾✢✗★★ ✙✚✗ ✙ ✤✗✝ ✗✵✙✜✘✪✗★ ✑ ★✗✗
✠✗✧✛✦✣✢ ✖ ✷✍ ✤✣✚ ★✣✜ ✗ ✜✣✚✗ ✦✢✤✣✚✜ ✙✛✦✣✢ ✷



✍ ��✁✂ ✄☎✄ ☎✆ ✝✂ ✄✄✁✞✟✠✄✡✁✂ ✁✂ ✞ ☛☞☎✄ ☞✡☎✌

�✣✚ ✙ ✘✙✚✛✦✧✰✪✙✚✪✾ ✤✚✰✦✛✤✰✪ ✙✘✘✪✦✧✙✛✦✣✢ ✣✤ ✛✥✦★ ✦✢✛✗✚✙✧✛✦✣✢ ✸ ✝✗ ✜ ✙✾ ✜✗✢✛✦✣✢ ✬✗☎
✛✗✚✜ ✦✢✙✢✛✙✪ ✦✬✗✙✪★ ✑ ★✗✗ ✔✚✰✢★ ✙✢✬ ✎✣✢✧✙ ✠✌✌✡ ✤✣✚ ✙ ★✰✚✭✗✾✷ ✂✢ ★✰✧✥ ✦✬✗✙✪★ ✸ ✗✙✧✥
✭✙✚✦✙✻✪✗ ✦★ ✦✢✬✗✵✗✬ ✻✾ ✙ ✘✣★✦✛✦✣✢ ✦✢ ✙ ✧✗✚✛✙✦✢ ✜ ✙✛✚✦✵ ✸ ✝✥✦✧✥ ✜ ✗✙✢★ ✛✥✙✛ ✝✗ ✜ ✙✾
✦✢✛✗✚✘✚✗✛ ✗✙✧✥ ✭✙✚✦✙✻✪✗ ✙★ ✙✢ ✗✬✮✗ ✦✢ ✙ ✻✦✘✙✚✛✦✛✗ ✮✚✙✘✥ ☞✣✚ ✙ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✗✬✮✗ ✦✢ ✙ ✬✦☎
✮✚✙✘✥ ✎ ✷ ✏✗✚☛✣✮ ✙✢✬ �✚✰✢✮ ✠✞✟✡ ★✥✣✝✗✬ ✥✣✝ ✛✣ ✛✚✙✢★✤✣✚✜ ✬✗✛✗✚✜ ✦✢✙✢✛✙✪ ✦✬✗✙✪★ ✦✢✛✣
✦✬✗✙✪★ ✮✗✢✗✚✙✛✗✬ ✻✾ ★✺✰✙✚✗☎✤✚✗✗ ✜✣✢✣✜ ✦✙✪★ ✙✢✬ ✙✢✙✪✾☛✗✬ ✛✥✗ ✧✣✚✚✗★✘✣✢✬✦✢✮ ★✦✜✘✪✦☎
✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✸ ✝✥✦✧✥ ✙✚✗ ✗✳✗✧✛✦✭✗✪✾ ✮✚✙✘✥ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✸ ✛✣ ✗★✛✙✻✪✦★✥ ✚✗★✰✪✛★ ✙✻✣✰✛ ✛✥✗
✜✰✪✛✦✘✪✦✧✦✛✾ ✙✢✬ ✎✣✥✗✢☎✆ ✙✧✙✰✪✙✾✢✗★★ ✣✤ ✛✥✗ ✣✚✦✮ ✦✢✙✪ ✬✗✛✗✚✜ ✦✢✙✢✛✙✪ ✦✬✗✙✪★ ✷ ✂✢✛✚✦✮✰☎
✦✢✮✪✾✸ ★✣✜ ✗ ✣✤ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✚✗✙✘✘✗✙✚ ✦✢ ✣✰✚ ✙✢✙✪✾★✦★ ✣✤ ✛✥✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✣✤ ✧✣✜✘✪✗✵✗★
✣✤ ☞✢✣✛✎

3
☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✮✚✙✘✥★ ✑ ★✗✗ ✠✗✧✛✦✣✢ ✌✝ ✷✖ ✷

✄✢✣✛✥✗✚ ✦✢✛✗✚✗★✛✦✢✮ ✧✣✢✢✗✧✛✦✣✢ ✻✗✛✝✗✗✢ ✚✦✢✮ ✛✥✗✣✚✾ ✙✢✬ ✛✣✘✣✪✣✮✦✧✙✪ ✧✣✜✻✦✢✙☎
✛✣✚✦✧★ ✦★ ✮✦✭✗✢ ✻✾ ✙ ✝✗✪✪☎✩✢✣✝✢ ✧✣✚✚✗★✘✣✢✬✗✢✧✗ ✻ ✗✛✝✗✗✢ ★✗✜ ✦✮✚✣✰✘ ✜✣✬✰✪✗★ ✣✭✗✚
★✗✜ ✦✮✚✣✰✘ ✚✦✢✮★ ✙✢✬ ✧✗✚✛✙✦✢ ✙★★✣ ✧✦✙✛✗✬ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷ �✥✦★ ✧✣✚✚✗★✘✣✢✬✗✢✧✗
✝✙★ ✗✵✘✪✣✦✛✗✬ ✻✾ ✁✗✦✢✗✚ ✙✢✬ ✁✣✻✗✚✛★ ✠✕✕✡ ✸ ✙✢✬ ★✰✻★✗✺✰✗✢✛✪✾ ✻✾ ✒✣✢✮ ✠✖✖✡ ✸ ✝✥✣ ✝✗✚✗
✪✗✬ ✛✣ ★✛✰✬✾ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✣✤ ✮✚✙✘✥★ ☞✙✬✜ ✦✛✛✦✢✮ ✪✣✣✘★✎ ✝ ✦✛✥ ✙ ✻✣✰✢✬✗✬ ✭✗✚✛✗✵ ✬✗✮✚✗✗ ✑
★✗✗ ✎✥✙✘✛✗✚ ☛✌ ✷ �✥✗ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✧✣✜✘✪✗✵ ✬✦★✧✰★★✗✬ ✙✻✣✭✗ ✧✣✢★✛✦✛✰✛✗★ ✙✢ ✦✜✘✣✚✛✙✢✛
★✘ ✗✧✦✙✪ ✧✙★✗ ✷ ✔✣✰✢✬✗✬☎✬✗✮✚✗✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✙✪★✣ ✙✘✘✗✙✚ ✦✢ ✛✥✗ ✙✢✙✪✾★✦★ ✣✤ ✧✗✚✛✙✦✢ ✍ ✦✗
✙✪✮✗✻✚✙★ ✠☞✍ ✸ ☛✝✕✡ ✑ ★✗✗ ✫✙✧✥★ ✠☛✌✕✡ ✤✣✚ ✬✦★✧✰ ★★✦✣✢ ✷

✆✝✴✰ �✠✄ ☞✟✳ ✟✱✠✝✤✳ ★✞✥ ✠☛★✡☞☛✠✞✠✡✡
✠✗✭✗✚✙✪ ✣✤ ✛✥✗ ✜✣✢✣✛✣✢✗ ✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✬✦★✧✰★★✗✬ ✦✢ ✛✥✗ ✛✥✗★✦★ ☞ ✛✥✗ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✣✤
✥✙✭✦✢✮ ✙ ✻✣✰✢✬✗✬ ✧✣✭✗✚✦✢✮ ✢✰✜✻✗✚ ✸ ✢✣✛ ✧✣✢✛✙✦✢✦✢✮ ✙ ✏✙✜ ✦✪✛✣✢✦✙✢ ✧✾✧✪✗ ✸ ✙✢✬ ✻✗✦✢✮
t
☎✧✣✪✣✚✙✻✪✗ ✤✣✚

t ≥ 3 ☞ ✧✣✚✚✗★✘✣✢✬ ✦✢ ✙ ✢✙✛✰✚✙✪ ✜ ✙✢✢✗✚ ✛✣ ✡✏ ☎✧✣✜✘✪✗✛✗ ✘✚✣✻ ✪✗✜ ★ ✑
★✗✗ ✠✗✧✛✦✣✢ ✌☞ ✷✍ ✤✣✚ ★✣✜ ✗ ✬✦★✧✰★★✦✣✢ ✷ ✄ ✘✣✛✗✢✛✦✙✪✪✾ ✦✢✛✗✚✗★✛✦✢✮ ✙✚✗✙ ✣✤ ✚✗★✗✙✚✧✥
✝✣✰✪✬ ✻ ✗ ✛✣ ✗✵✙✜ ✦✢✗ ✝✥✗✛✥✗✚ ✦✢✤✣✚✜✙✛✦✣✢ ✙✻✣✰✛ ✛✥✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✣✤ ✙ ✜✣✢✣✛✣✢✗ ✮✚✙✘✥
✘✚✣✘✗✚✛✾ ✧✙✢ ✛✗✪✪ ✰★ ✙✢✾✛✥ ✦✢✮ ✰★✗✤✰ ✪ ✙✻✣✰✛ ✛✥✗ ✧✣✚✚✗★✘✣✢✬✦✢✮ ✬✗✧✦★✦✣✢ ✘✚✣✻ ✪✗✜ ✷

✹✢✗ ✣✤ ✛✥✗ ✜✣★✛ ✤✰✢✬✙✜ ✗✢✛✙✪ ✧✪✙★★✗★ ✣✤ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✦★ ✛✥✗ ✧✪✙★★ ✣✤
✧✣✢✛✚✙✧✛✦✻✪✗ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷ �✝✣ ✦✜✘✣✚✛✙✢✛ ★✰✻ ✧✪✙★★✗★ ✙✚✗ ✛✥✗ ✣✢✗★ ✧✣✢★✦★✛✦✢✮
✣✤ ✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✙✢✬ ✟✓✟☎�✂✞✝�☎ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✸ ✚✗★✘ ✗✧✛✦✭✗✪✾✷ ✄ ✧✣✜✘✪✗✵ ✦★
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✧✗✚✛✙✦✢ ✘✙✚✙✜ ✗✛✗✚ ✧✥✣✦✧✗★ ✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✗ ✄ ✪✗✵✙✢✬✗✚ ✬✰✙✪ ✣✤ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✛✚✦✙✢✮✪✗☎
✤✚✗✗ ✮✚✙✘✥★ ✷ �✥✦★ ✧✥✙✘✛✗✚ ✦★ ✣✚✦✮✦✢✙✪ ✝✣✚✩ ✙✢✬ ✦★ ✙ ✚✗✭✦★✗✬ ✭✗✚★✦✣✢ ✣✤ ✙ ✘✙✘✗✚ ✠☞☞✡
✛✥✙✛ ✝✙★ ✚✗✧✗✢✛✪✾ ✙✧✧✗✘✛✗✬ ✤✣✚ ✘✰✻✪✦✧✙✛✦✣✢ ✷



�✁✁✂✄✄✂ �

✁✂ ☎✄✁☎✆✄ ✄ ✁☎✡☎☎ ☎✂✝ ✆✂✄ ✆✝ ☎✄✂✞ ☎

✫✗ ✦✢✛✚✣✬✰✧✗ ✻✙★✦✧ ✧✣✢✧✗✘✛★ ✙✢✬ ✢✣✛✙✛✦✣✢ ✚✗✪✙✛✗✬ ✛✣ ✮✚✙✘✥★ ✸ ✘✣★✗✛★ ✸ ✙✻★✛✚✙✧✛ ★✦✜✘✪✦☎
✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✸ ✙✢✬ ✜ ✙✛✚✣✦✬★ ✷ ✂✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ✌ ✷☛✸ ✝✗ ✬✦★✧✰★★ ✮✚✙✘✥★ ✸ ✬✦✮✚✙✘✥★ ✸ ✙✢✬ ✥✾☎
✘✗✚✮✚✙✘✥★ ✷ ✠✗✧✛✦✣✢ ✌ ✷✌ ✦★ ✬✗✭✣✛✗✬ ✛✣ ✘✣★✗✛★ ✙✢✬ ✪✙✛✛✦✧✗★ ✷ ✫✗ ✘✚✣ ✧✗✗✬ ✝ ✦✛✥ ✙✻★✛✚✙✧✛
★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✦✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ✌ ✷✖ ✙✢✬ ✧✣✢✧✪✰✬✗ ✛✥✗ ✧✥✙✘✛✗✚ ✝ ✦✛✥ ★✣✜ ✗ ✜ ✙✛✚✣✦✬
✛✥✗✣✚✾ ✦✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ✌ ✷☞ ✙✢✬ ✙ ✤✗✝ ✝✣✚✬★ ✙✻✣✰✛ ✦✢✛✗✮✗✚ ✘✙✚✛✦✛✦✣✢★ ✦✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ✌ ✷✞ ✷

✗✖✘✕✔ ✍✑✎✖✎✕✑✍
✂✢ ✛✥✗ ✻✗✪✣✝ ✬✗✴✢✦✛✦✣✢★ ✸

n
✙✢✬

k
✙✚✗ ✢✣✢✢✗✮✙✛✦✭✗ ✦✢✛✗✮✗✚★ ✸

x
✦★ ✙ ✚✗✙✪ ✢✰✜✻✗✚ ✸ ✙✢✬

S
✦★ ✙ ✴✢✦✛✗ ★✗✛ ✷
|x| ✦★ ✛✥✗ ✙✻★✣✪✰✛✗ ✭✙✪✰✗ ✣✤

x
✑ |x| = x

✦✤
x ≥ 0

✙✢✬ |x| = −x ✦✤
x < 0

✷ ⌊x⌋ ✦★ ✛✥✗
✪✙✚✮✗★✛ ✦✢✛✗✮✗✚ ✪✗★★ ✛✥✙✢ ✣✚ ✗✺✰✙✪ ✛✣ x ✸ ✝✥✗✚✗✙★ ⌈x⌉ ✦★ ✛✥✗ ★✜ ✙✪✪✗★✛ ✦✢✛✗✮✗✚ ✮✚✗✙✛✗✚
✛✥✙✢ ✣✚ ✗✺✰✙✪ ✛✣ x ✷ �✣✚

n ≥ 1
✙✢✬ ✗✭✗✚✾ ✦✢✛✗✮✗✚

a
✸
a mod n

✦★ ✛✥✗ ✰✢✦✺✰✗ ✦✢✛✗✮✗✚
b✦✢ ✛✥✗ ★✗✛ {0, . . . , n− 1} ★✰✧✥ ✛✥✙✛

(b− a)/n
✦★ ✙ ✦✢✛✗✮✗✚ ✷

Q
✙✢✬

R
✙✚✗ ✛✥✗ ✴✗✪✬★ ✣✤ ✚✙✛✦✣✢✙✪ ✙✢✬ ✚✗✙✪ ✢✰✜✻✗✚★ ✸ ✚✗★✘✗✧✛✦✭✗✪✾✸ ✝✥✗✚✗✙★

Z
✦★

✛✥✗ ✚✦✢✮ ✣✤ ✦✢✛✗✮✗✚★ ✷ ✒✗✴✢✗
Zn = Z/nZ

✑ ✛✥✦★ ✦★ ✛✥✗ ✚✦✢✮ ✣✤ ✦✢✛✗✮✗✚★ ✜✣✬✰✪✣
n
✷ ✂✤

n✦★ ✙ ✘✚✦✜ ✗ ✸ ✛✥✗✢
Zn

✦★ ✙ ✴✗✪✬ ✷
✫✗ ✬✗✢✣✛✗ ✛✥✗ ✗✜✘✛✾ ★✗✛ ✻✾ ∅ ✷ 2S

✦★ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ✙✪✪ ★✰✻★✗✛★ ✣✤ ✛✥✗ ★✗✛
S
✸

✦✢ ✧✪✰✬✦✢✮
S

✦✛★✗✪✤ ✙✢✬ ∅ ✷ |S| ✦★ ✛✥✗ ✧✙✚✬✦✢✙✪✦✛✾ ☞★✦☛✗✎ ✣✤ ✛✥✗ ★✗✛
S
✷ ✍✗✛ (S

k

) ✻✗ ✛✥✗
✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ✙✪✪ ★✰✻★✗✛★

T
✣✤
S

★✙✛✦★✤✾ ✦✢✮ |T | = k
✑ ✧✪✗✙✚✪✾✸ |(Sk

)

| =
(|S|
k

) ✷
SS

✬✗✢✣✛✗★
✛✥✗ ★✾✜✜✗✛✚✦✧ ✮✚✣✰✘ ✣✢ ✛✥✗ ★✗✛

S
✸ ✦ ✷✗ ✷✸ ✛✥✗ ✮✚✣✰✘ ✣✤ ✘✗✚✜✰✛✙✛✦✣✢★ ☞✻✦✶ ✗✧✛✦✣✢★✎

π : S → S
✷ ✆✰✪✛✦✘✪✦✧✙✛✦✣✢ ✦★ ✬✗✴✢✗✬ ✻✾

(ππ′)(x) = π(π′(x))
✷ � ✦✢✙✪✪✾✸ ✝✗ ✬✗✴✢✗

[k, n] = {m ∈ Z : k ≤ m ≤ n} ✙✢✬
[n] = [1, n] = {1, . . . , n} ✷

✁ ✂✁ ✟✎✟✠✡☛ ☞ ✡✌✠ ✄✎✍✎✟✠✡☛ ☞ ✟✠✡ ✡✝✍✎✟✠✡☛
✫✗ ✘✚✗★✗✢✛ ★✛✙✢✬✙✚✬ ✮✚✙✘✥☎✛✥✗✣✚✗✛✦✧ ✧✣✢✧✗✘✛★ ✷

☛✖
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1

23

4

5 6

1

23

4

5 6

1

23

4

5

� ✦✮✰✚✗ ✌ ✷☛✿ �✚✣✜ ✪✗✤✛ ✛✣ ✚✦✮✥✛ ✛✥✗ ✮✚✙✘✥
G = ([6], {16, 23, 25, 26, 34, 35, 45, 56}) ✸ ✛✥✗✦✢✬✰✧✗✬ ★✰✻✮✚✙✘✥

G([5])
✸ ✙✢✬ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✜ ✗✢✛ ✣✤

G
✷ ✫✗ ✥✙✭✗ ✛✥✙✛

NG(6) = {1, 2, 5}✙✢✬
degG(6) = 3

✷ �✥✗ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛ {1, 2, 4} ✦★ ✙ ★✛✙✻✪✗ ★✗✛ ✦✢
G
✸ ✝✥✗✚✗✙★ {2, 3, 5}✦★ ✙ ✧✪✦✺✰✗ ✷ �✥✗ ✗✬✮✗ ★✗✛ {16, 25, 34} ✤✣✚✜ ★ ✙ ✘✗✚✤✗✧✛ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✧✣✢✛✙✦✢✗✬ ✦✢

G
✷

✫✗ ✣✻✛✙✦✢ ✙ ✘✚✣✘✗✚
3
☎✧✣✪✣✚✦✢✮

γ : [6] → [3]
✣✤
G

✻✾ ✬✗✴✢✦✢✮
γ−1(1) = {1, 2, 4} ✸

γ−1(2) = {3, 6} ✸ ✙✢✬ γ−1(3) = {5} ✷

✂ ✆✜ ✆✜ ☞ ✏✖✛✌✘
✄ ☞★✦✜✘✪✗✎ ✟ ✞✂✠ ✄

G = (V,E)
✧✣✢★✦★✛★ ✣✤ ✙ ✴✢✦✛✗ ★✗✛

V
✣✤ �☎✞✂✝✠☎✞ ✙✢✬ ✙ ✤✙✜ ✦✪✾

E
✣✤

★✰✻★✗✛★ ✣✤
V

✣✤ ★✦☛✗ ✛✝✣ ✧✙✪✪✗✬ ☎✓✟ ☎✞ ✑ E ⊆
(

V
2

) ✷ ✄✢ ✗✬✮✗ ★✥✣✰✪✬ ✻✗ ✛✥✣✰✮✥✛ ✣✤ ✙★ ✙
✪✦✢✗ ✧✣✢✢✗✧✛✦✢✮ ✛✥✗ ✛✝✣ ✭✗✚✛✦✧✗★ ✦✢ ✦✛ ✷ ✄ ✮✚✙✘✥ ✻✗✦✢✮ ✞✝✡✠ ✆☎ ✜✗✙✢★ ✛✥✙✛ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✙✛
✜✣★✛ ✣✢✗ ✗✬✮✗ ✻ ✗✛✝✗✗✢ ✙✢✾ ✛✝✣ ✭✗✚✛✦✧✗★ ✑

E
✦★ ✢✣✛ ✙ ✜✰✪✛✦★✗✛ ✷ �✥✗ ✗✬✮✗ ✻ ✗✛✝✗✗✢ ✛✥✗

✛✝✣ ✭✗✚✛✦✧✗★
a
✙✢✬

b
✦★ ✬✗✢✣✛✗✬ ✙★

ab
✣✚ {a, b} ✷ �✝✣ ✭✗✚✛✦✧✗★

a
✙✢✬

b
✙✚✗ ✂✓✁ ✂✠☎✟ ✂

✦✢
G

✦✤
ab ∈ E

✷
�✣✚

v ∈ V
✸ ✛✥✗ ✟☎✝✟✄ ✔✓✞✄ ✓✓✓ ✣✤

v
✦★ ✛✥✗ ★✗✛

NG(v) = {w ∈ V \ {v} : vw ∈ E} ✷�✥✗ ✓☎✟ ✞☎☎ ✣✤
v

✦★
degG(v) = |NG(v)| ✷ �✣✚

W ⊆ V
✸ ✬✗✴✢✗ ✛✥✗ ✝✟✓✂✠☎✓ ✞✂✔✟ ✞✂✠ ✄

G(W )
✣✤
G

✣✢ ✛✥✗ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛
W

✙★ ✛✥✗ ✘✙✦✚
(W,E ∩

(

W
2

)

)
✷

✄ ✡ ✂✂✠✄ ✝✟✟ ✣✢ ✙ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛
V

✦★ ✙ ✮✚✙✘✥
G = (V,E)

★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✗✙✧✥ ✭✗✚✛✗✵
v ∈ V✦★ ✙✬✶ ✙✧✗✢✛ ✛✣ ✙✛ ✜✣★✛ ✣✢✗ ✣✛✥✗✚ ✭✗✚✛✗✵ ✦✢

G
✷ ✄ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✦★ ✠ ☎✞☎ ☎✠✂ ✦✤ ✗✙✧✥ ✭✗✚✛✗✵

✦★ ✙✬✶ ✙✧✗✢✛ ✛✣ ✗✵✙✧✛✪✾ ✣✢✗ ✣✛✥✗✚ ✭✗✚✛✗✵ ✷
✄ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛

U
✦✢
G

✦★ ✞✂✂✔✆☎ ✦✤ ✢✣ ✗✬✮✗ ✦✢
G

✦★ ✙ ★✰✻★✗✛ ✣✤
U

✑ ✢✣ ✛✝✣ ✭✗✚✛✦✧✗★ ✦✢
U

✙✚✗ ✙✬✶ ✙✧✗✢✛ ✷ ✠✣✜ ✗ ✙✰✛✥✣✚★ ✚✗✤✗✚ ✛✣ ★✛✙✻✪✗ ★✗✛★ ✙★ ✝✟✓☎✠ ☎✟✓☎✟ ✂✷ ✄ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛
W✦★ ✙ ✠✆✝✞✂☎ ✦✢

G
✦✤ (W

2

)

⊆ E
✑ ✗✭✗✚✾ ✛✝✣ ✭✗✚✛✦✧✗★ ✦✢

W
✙✚✗ ✙✬✶ ✙✧✗✢✛ ✷ �✥✗ ✠✓✡✠ ✆☎✡ ☎✟ ✂

✣✤ ✙ ✮✚✙✘✥
G = (V,E)

✦★ ✛✥✗ ✮✚✙✘✥
Ḡ = (V,

(

V
2

)

\ E)
✷ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛

U
✦★ ✙ ✧✪✦✺✰✗ ✦✢

G✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤
U

✦★ ✙✢ ★✛✙✻✪✗ ★✗✛ ✦✢
Ḡ
✷

✄
t
✂✠✓✆✓✞✝✟✟ ✣✤ ✙ ✮✚✙✘✥

G = (V, e)
✦★ ✙ ✤✰✢✧✛✦✣✢

γ : V → [t]
✷ ✄ ✧✣✪✣✚✦✢✮

γ
✦★

✠ ✞✓✠ ☎✞ ✦✤
γ(v) 6= γ(w)

✝✥✗✢✗✭✗✚
vw ∈ E

✷ ✄ ✮✚✙✘✥
G = (V,E)

✦★
t
✂✠✓✆✓✞✂✔✆☎ ✦✤ ✛✥✗✚✗

✦★ ✙ ✘✚✣✘ ✗✚
t
☎✧✣✪✣✚✦✢✮ ✣✤

G
✷

�✣✚
n ≥ 1

✸
Kn

✬✗✢✣✛✗★ ✛✥✗ ✠✓✡✠ ✆☎✂☎ ✟ ✞✂✠ ✄ ✣✢
n

✭✗✚✛✦✧✗★ ✧✣✢✛✙✦✢✦✢✮ ✙✪✪ (n
2

)

✘✣★★✦✻✪✗ ✗✬✮✗★ ✷
2Kn

✦★ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ✙✪✪ ✮✚✙✘✥★ ✣✢
n

✭✗✚✛✦✧✗★ ✷
✠✣✜ ✗ ✣✤ ✛✥✗ ✧✣✢✧✗✘✛★ ✦✢✛✚✣✬✰✧✗✬ ✦✢ ✛✥✦★ ★✗✧✛✦✣✢ ✙✚✗ ✦✪✪✰★✛✚✙✛✗✬ ✦✢ � ✦✮✰✚✗ ✌ ✷☛✷

✂ ✆✜ ✆✂ ✝✖✎✌✘ ✞ ✔✑✍✛✑✍✚✍✎✘ ✖✍✒ ✔✁✔ ✆✚✘
✄ ✠ ✂✂✄ ✦✢ ✙ ✮✚✙✘✥

G = (V,E)
✦★ ✙ ★✗✺✰✗✢✧✗ (ρ1, . . . , ρr)

✣✤ ✢✣✛ ✢✗✧✗★★✙✚✦✪✾ ✬✦★✛✦✢✧✛
✭✗✚✛✦✧✗★ ✤✚✣✜

V
★✰✧✥ ✛✥✙✛

ρiρi+1 ∈ E
✤✣✚

1 ≤ i ≤ r−1
✷ ✂✤

ρ1, . . . , ρr
✙✚✗ ✙✪✪ ✬ ✦★✛✦✢✧✛ ✸



� ✆☎✆ ✁✄✁✂ � ✆ � �✄✂ ☎✄✄✄✁✂� ✆ � ✁✂ ✞ ✞✡✄✄✁✂� ✆ ☛✞

✛✥✗✢ ✛✥✗ ✘✙✛✥ ✦★ ✞✝✡✠ ✆☎✷ ✫✗ ✣✻✛✙✦✢ ✙✢ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✧✗ ✚✗✪✙✛✦✣✢ ✣✢
V

✻✾ ✪✗✛✛✦✢✮
v
✙✢✬

w✻✗ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✙ ☞★✦✜✘✪✗ ✎ ✘✙✛✥
(ρ1, . . . , ρr)

✦✢
G

✝ ✦✛✥
ρ1 = v

✙✢✬
ρr = w

✷ �✥✗ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✧✗ ✧✪✙★★✗★ ✰✢✬✗✚ ✛✥✦★ ✚✗✪✙✛✦✣✢ ✙✚✗ ✛✥✗ ✠✓✟✟☎✠✂☎✓ ✠✓✡✠ ✓✟☎✟ ✂✞
✣✤
G
✷ ✫✗ ✝ ✦✪✪ ✛✾✘✦✧✙✪✪✾ ✦✬✗✢✛✦✤✾ ✛✥✗ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✧✣✜✘✣✢✗✢✛★

W1, . . . ,Wk
✝ ✦✛✥ ✛✥✗

✧✣✚✚✗★✘✣✢✬✦✢✮ ✦✢✬✰✧✗✬ ★✰✻✮✚✙✘✥★
G(W1), . . . , G(Wk)

✷ ✄ ✮✚✙✘✥
G

✦★ ✓✝✞✠✓✟✟☎✠✂☎✓ ✦✤
G

✧✣✢✛✙✦✢★ ✙✛ ✪✗✙★✛ ✛✝✣ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✧✣✜✘✣✢✗✢✛★ ✑ ✣✛✥✗✚✝ ✦★✗ ✸
G

✦★ ✠✓✟✟☎✠✂☎✓ ✷ ✄ ✭✗✚✛✗✵
v
✦★ ✝✞✓✆✂✂☎✓ ✦✢

G
✦✤ ✛✥✗ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✧✣✜✘✣✢✗✢✛ ✧✣✢✛✙✦✢✦✢✮

v
✗✺✰✙✪★ {v} ✷✄ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛

W
✦✢ ✙ ✮✚✙✘✥

G = (V,E)
✦★ ✙ ✠✂ ✂ ✞☎✂ ✦✤

G(V \W )
✦★ ✬✦★✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✷

✂✤
W = {w} ✸ ✛✥✗✢ w

✦★ ✙ ✠✂ ✂ ✠ ✓✝✟ ✂✷ �✣✚
1 ≤ k ≤ |V | − 1

✸ ✝✗ ★✙✾ ✛✥✙✛
G

✦★
k
☎

✠✓✟✟☎✠✂☎✓ ✦✤
G

✬✣✗★ ✢✣✛ ✧✣✢✛✙✦✢ ✙✢✾ ✧✰✛ ★✗✛ ✣✤ ★✦☛✗ ✪✗★★ ✛✥✙✢
k
✷ �✣✚ ✗✵✙✜✘✪✗ ✸

G✻✗✦✢✮ ☛☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✜ ✗✙✢★ ✛✥✙✛
G

✦★ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✷
✄ ✘✙✛✥

(ρ1, . . . , ρr)
✦✢ ✙ ✮✚✙✘✥

G
✦★ ✙ ✠✏✠✆☎ ✦✤

ρrρ1 ∈ G
✷ �✥✗ ✧✾✧✪✗ ✦★ ✞✝✡✠ ✆☎ ✦✤

✦✛ ✦★ ★✦✜✘✪✗ ✙★ ✙ ✘✙✛✥ ✷
G

✧✣✢✛✙✦✢★ ✙ ✧✾✧✪✗ ✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤
G

✧✣✢✛✙✦✢★ ✙ ★✦✜✘✪✗ ✧✾✧✪✗ ✷
✄ ☎ ✓✞☎✞✂ ✦★ ✙ ✧✾✧✪✗☎✤✚✗✗ ✮✚✙✘✥ ✷ ✄ ✂✞☎☎ ✦★ ✙ ✤✣✚✗★✛ ★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✙✪✪ ✢✣✢☎✦★✣✪✙✛✗✬ ✭✗✚✛✦✧✗★
✻✗✪✣✢✮ ✛✣ ✛✥✗ ★✙✜ ✗ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✧✣✜✘✣✢✗✢✛ ✷ ✄ ✞✠ ✂✟✟✝✟✟ ✂✞☎☎ ✦★ ✙ ✛✚✗✗ ✝ ✦✛✥ ✣✢✗ ★✦✢✮✪✗
✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✧✣✜✘✣✢✗✢✛ ✷

✄ ★✦✜✘✪✗ ✘✙✛✥ ✧✣✢✛✙✦✢ ✦✢✮ ✙✪✪ ✭✗✚✛✦✧✗★ ✦✢ ✙ ✮✚✙✘✥ ✦★ ✙ ✄ ✂✡ ✝✆✂✓✟✝✂✟ ✠ ✂✂✄ ✑ ✙ ★✦✜✘✪✗
✧✾✧✪✗ ✧✣✢✛✙✦✢✦✢✮ ✙✪✪ ✭✗✚✛✦✧✗★ ✦★ ✙ ✄ ✂✡ ✝✆✂✓✟✝✂✟ ✠✏✠✆☎✷ ✄ ✮✚✙✘✥ ✦★ ✄ ✂✡ ✝✆✂✓✟✝✂✟ ✦✤ ✦✛
✧✣✢✛✙✦✢★ ✙✛ ✪✗✙★✛ ✣✢✗ ✏✙✜ ✦✪✛✣✢✦✙✢ ✧✾✧✪✗ ✙✢✬ ✟✓✟✂✄ ✂✡ ✝✆✂✓✟✝✂✟ ✣✛✥✗✚✝ ✦★✗ ✷

✂ ✆✜ ✆✞ ✗ ✕✛✖✏✎✕✎✚ ✙✏✖✛✌✘
✄ ✮✚✙✘✥

G
✦★ ✔✝✠ ✂✞✂✝✂☎ ✦✤

G
✦★

2
☎✧✣✪✣✚✙✻✪✗ ✷ ✓✺✰✦✭✙✪✗✢✛✪✾✸ ✛✥✗ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛ ✣✤

G
✦★

✛✥✗ ✬✦★✶ ✣✦✢✛ ✰✢✦✣✢ ✣✤ ✛✝✣ ★✛✙✻✪✗ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛★
U

✙✢✬
W

✑ ✝✗ ★✙✾ ✛✥✙✛
(U,W )

✦★ ✙
✔✝✠ ✂✞✂✝✂✝✓✟ ✣✤

G
✙✢✬ ✚✗✤✗✚ ✛✣

U
✙✢✬

W
✙★ ✛✥✗ ✔✆✓✠✒✞ ✣✤

G
✷ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✻✪✣ ✧✩★ ✙✚✗

✢✣✛ ✰✢✦✺✰✗✪✾ ✬✗✛✗✚✜ ✦✢✗✬ ✰✢✪✗★★
G

✦★ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✷ �✣✚
m,n ≥ 1

✸
Km,n

✬✗✢✣✛✗★ ✛✥✗
✠✓✡✠ ✆☎✂☎ ✔✝✠ ✂✞✂✝✂☎ ✟ ✞✂✠ ✄ ✣✢ ✙ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛

V ∪W ✝ ✦✛✥ |V | = m
✙✢✬ |W | = n

✑ ✛✥✦★
✮✚✙✘✥ ✧✣✢✛✙✦✢★ ✙✪✪

mn
✘✣★★✦✻✪✗ ✗✬✮✗★

vw
★✰✧✥ ✛✥✙✛

v ∈ V
✙✢✬

w ∈ W
✷

✂ ✆✜ ✆✝ ✘ ✕✙✏✖✛✌✘
✄ ☞★✦✜✘✪✗ ✙✢✬ ✪✣✣✘✪✗★★✎ ✓✝✟ ✞✂✠ ✄

D = (V,A)
✧✣✢★✦★✛★ ✣✤ ✙ ✴✢✦✛✗ ★✗✛

V
✣✤ �☎✞✂✝✠☎✞ ✙✢✬

✙ ★✗✛
A

✣✤ ✣✚✬✗✚✗✬ ✘✙✦✚★
vw = (v, w)

★✰✧✥ ✛✥✙✛
v 6= w

✑
A ⊆ V ×V \ {(v, v) : v ∈ V } ✷✛✥✗ ✗✪✗✜ ✗✢✛★ ✦✢

A
✙✚✗ ✧✙✪✪✗✬ ✓✝✞☎✠✂☎✓ ☎✓✟ ☎✞ ✷ �✥✗ ✗✬✮✗

vw
✦★ ✓✝✞☎✠✂☎✓ ✤✚✣✜

v
✛✣
w

✑
v
✦★ ✛✥✗ ✂✂✝✆ ✙✢✬ w ✦★ ✛✥✗ ✄ ☎✂✓✷ �✣✚

n ≥ 1
✸
K→
n

✬✗✢✣✛✗★ ✛✥✗ ✠✓✡✠ ✆☎✂☎ ✓✝✟ ✞✂✠ ✄ ✣✢
n✭✗✚✛✦✧✗★ ✧✣✢✛✙✦✢✦✢✮ ✙✪✪

n(n− 1)
✘✣★★✦✻ ✪✗ ✗✬✮✗★ ✷

✂ ✆✜ ✆✂ ✘ ✕✏✚✔✎✚✒ ✛✖✎✌✘ ✖✍✒ ✔✁✔ ✆✚✘
✄ ✓✝✞☎✠✂☎✓ ✠ ✂✂✄ ✦✢ ✙ ✬✦✮✚✙✘✥

D
✦★ ✙ ★✗✺✰✗✢✧✗ (ρ1, . . . , ρr)

✣✤ ✢✣✛ ✢✗✧✗★★✙✚✦✪✾ ✬✦★✛✦✢✧✛
✭✗✚✛✦✧✗★ ✦✢

V
★✰✧✥ ✛✥✙✛

ρiρi+1 ∈ A
✤✣✚

1 ≤ i ≤ r−1
✷ ✄ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✘✙✛✥

(ρ1, . . . , ρr)
✦★ ✙

✓✝✞☎✠✂☎✓ ✠✏✠✆☎ ✦✤
ρrρ1 ∈ A

✷ ✂✢ ✙ ✞✝✡✠ ✆☎ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✘✙✛✥ ✣✚ ✧✾✧✪✗ ✸ ✝✗ ✚✗✺✰ ✦✚✗ ✙✪✪ ✭✗✚✛✦✧✗★
✛✣ ✻ ✗ ✬✦★✛✦✢✧✛ ✷ ✄ ✓✝✞☎✠✂☎✓ ✄ ✂✡ ✝✆✂✓✟✝✂✟ ✠ ✂✂✄ ✦★ ✙ ★✦✜✘✪✗ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✘✙✛✥ ✧✣✢✛✙✦✢ ✦✢✮
✙✪✪ ✭✗✚✛✦✧✗★ ✑ ✓✝✞☎✠✂☎✓ ✄ ✂✡ ✝✆✂✓✟✝✂✟ ✠✏✠✆☎✞ ✙✚✗ ✬✗✴✢✗✬ ✙✢✙✪✣✮✣✰★✪✾✷ ✄ ✬✦✮✚✙✘✥

D
✦★



☛☞ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ � ✁✆ ✄✄✁✠✄ ✁✄✁✂� ✆ ✁✂ ✞ ✂☎ ✄ ✂✄ ✆ ✄☎☎ ✆

✂✠✏✠✆✝✠ ✦✤
D

✬✣✗★ ✢✣✛ ✧✣✢✛✙✦✢ ✙✢✾ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✧✾✧✪✗★ ✷ ✄ ✬✦✮✚✙✘✥ ✦★ ✄ ✂✡ ✝✆✂✓✟✝✂✟ ✦✤ ✦✛
✧✣✢✛✙✦✢★ ✙✛ ✪✗✙★✛ ✣✢✗ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✏✙✜ ✦✪✛✣✢✦✙✢ ✧✾✧✪✗ ✙✢✬ ✟✓✟✂✄ ✂✡ ✝✆✂✓✟✝✂✟ ✣✛✥✗✚✝ ✦★✗ ✷
✄ ✬✦✮✚✙✘✥

D
✦★ ✞✂✞✓✟✟ ✆✏ ✠✓✟✟☎✠✂☎✓ ✦✤ ✗✭✗✚✾ ✘✙✦✚ ✣✤ ✭✗✚✛✦✧✗★ ✦✢

D
✙✚✗ ✧✣✢✛✙✦✢✗✬ ✦✢ ✙

✬✦✚✗✧✛✗✬ ✧✾✧✪✗ ✑ ✛✥✗ ✧✾✧✪✗ ✢✗✗✬ ✢✣✛ ✻ ✗ ★✦✜✘✪✗ ✷
D

✦★ ✙ ✓✝✞☎✠✂☎✓ ☎ ✓✞☎✞✂ ✦✤
D

✦★ ✙✧✾✧✪✦✧ ✙✢✬ ✗✙✧✥ ✭✗✚✛✗✵ ✦★ ✛✥✗ ✥✗✙✬ ✣✤ ✙✛ ✜✣★✛ ✣✢✗
✗✬✮✗ ✷� ✄ ✓✝✞☎✠✂☎✓ ✂✞☎☎ ✦★ ✙ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✤✣✚✗★✛ ★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✙✪✪ ✢✣✢☎✦★✣✪✙✛✗✬ ✭✗✚✛✦✧✗★ ✻ ✗✪✣✢✮
✛✣ ✛✥✗ ★✙✜ ✗ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✧✣✜✘✣✢✗✢✛ ✷ ✄ ✞✠ ✂✟✟✝✟✟ ✓✝✞☎✠✂☎✓ ✂✞☎☎ ✦★ ✙ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✛✚✗✗ ✝ ✦✛✥
✣✢✗ ★✦✢✮✪✗ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✧✣✜✘✣✢✗✢✛ ✷ ✂✢ ★✰✧✥ ✙ ✛✚✗✗ ✸ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✙ ✰✢ ✦✺✰✗ ✗✪✗✜✗✢✛ ✞ ✛✥✗
✞✓✓✂ ✞ ✛✥✙✛ ✦★ ✢✣✛ ✛✥✗ ✥✗✙✬ ✣✤ ✙✢✾ ✗✬✮✗ ✷

✂ ✆✜ ✆� ✁✁✛ ✚✏✙✏✖✛✌✘
✄ ☞★✦✜✘✪✗ ✎ ✄ ✏✠ ☎✞✟ ✞✂✠ ✄

H = (V,E)
✧✣✢★✦★✛★ ✣✤ ✙ ✴✢✦✛✗ ★✗✛

V
✣✤ ✭✗✚✛✦✧✗★ ✙✢✬ ✙ ✤✙✜ ✦✪✾

E
✣✤ ✢✣✢✗✜✘✛✾ ★✰✻★✗✛★ ✣✤

V
✧✙✪✪✗✬ ☎✓✟ ☎✞ ✷ ✫✗ ✬✗✢✣✛✗ ✛✥✗ ✗✬✮✗ {a1, a2, . . . , ar}

✙★
a1a2 . . . ar

✷ �✣✚ ✙ ★✗✛
S

✣✤ ✘✣★✦✛✦✭✗ ✦✢✛✗✮✗✚★ ✸
H

✦★ ✙✢
S
✂✄✏✠ ☎✞✟ ✞✂✠ ✄ ✦✤ |e| ∈ S

✤✣✚
✗✭✗✚✾

e ∈ E
✷ ✂✤

H
✦★ ✙✢ {r}✂✄✏✠ ☎✞✟ ✞✂✠ ✄ ☞✦ ✷✗ ✷✸ ✙✪✪ ✗✬✮✗★ ✥✙✭✗ ✛✥✗ ★✙✜✗ ★✦☛✗

r
✎ ✸ ✛✥✗✢

H
✦★
r
✂✂✟✝☎ ✓✞✡ ✷ �✣✚ ✗✵✙✜✘✪✗ ✸ ✣✚✬✦✢✙✚✾ ✮✚✙✘✥★ ✙✚✗

2
☎✰✢✦✤✣✚✜ ✷ �✣✚

W ⊆ V
✸ ✬✗✴✢✗

✛✥✗ ✝✟✓✂✠☎✓ ✞✂✔✄✏✠ ☎✞✟ ✞✂✠ ✄
G(W )

✣✤
G

✝ ✦✛✥ ✚✗★✘ ✗✧✛ ✛✣ ✛✥✗ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛
W

✙★ ✛✥✗ ✘✙✦✚
(W,E ∩ 2W )

✑ ✣✢✪✾ ✗✬✮✗★ ✧✣✢✛✙✦✢✗✬ ✦✢
W

✚✗✜ ✙✦✢ ✷

✂ ✆✜ ✆✄ ☞✚✍✚✏✖ ✆ ✎✚✏✍ ✕✍✑ ✆✑✙✁
✍✗✛

G = (V,E)
✻✗ ✙ ✮✚✙✘✥ ✸ ✥✾✘✗✚✮✚✙✘✥ ✸ ✣✚ ✬✦✮✚✙✘✥ ✷

G
✦★ ☎✡✠ ✂✏ ✦✤

E = ∅ ✙✢✬
✟✓✟☎✡✠ ✂✏ ✣✛✥✗✚✝ ✦★✗ ✷ ✄ ✭✗✚✛✗✵ ✦★ ✠✓�☎✞☎✓ ✦✢

G
✦✤ ✛✥✗ ✭✗✚✛✗✵ ✦★ ✧✣✢✛✙✦✢✗✬ ✦✢ ★✣✜ ✗

✗✬✮✗ ✦✢
G

✙✢✬ ✂✟✠✓�☎✞☎✓ ✣✛✥✗✚✝ ✦★✗ ✷ �✣✚ ✥✾✘✗✚✮✚✙✘✥★ ✸ ✛✥✗ ✛✗✚✜ ★ ✡✰✢✧✣✭✗✚✗✬☛ ✙✢✬
✡ ✦★✣✪✙✛✗✬☛ ☞★✗✗ ✠✗✧✛✦✣✢ ✌ ✷☛✷✌✎ ✙✚✗ ✢✣✛ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✷ ✠✘✗✧✦✴✧✙✪✪✾✸ ✦✤ ✛✥✗ ✣✢✪✾ ✗✬✮✗ ✦✢
G

✧✣✢✛✙✦✢✦✢✮ ✙ ✮✦✭✗✢ ✭✗✚✛✗✵
v
✦★ ✛✥✗ ★✦✢✮✪✗✛✣✢ ✗✬✮✗ {v} ✸ ✛✥✗✢ v ✦★ ✦★✣✪✙✛✗✬ ✻✰✛ ✢✣✛

✰✢✧✣✭✗✚✗✬ ✷ ✫ ✥✗✢✗✭✗✚ ✛✥✗ ✰✢✬✗✚✪✾✦✢✮ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛
V

✦★ ✴✵✗✬ ✸ ✝✗ ✦✬✗✢✛✦✤✾
G

✝ ✦✛✥ ✦✛★ ★✗✛
✣✤ ✗✬✮✗★ ✑

e ∈ G
✜✗✙✢★ ✛✥✙✛

e ∈ E
✷ �✣✚ ✙✢ ✗✬✮✗

e
✸ ✝✗ ✝ ✦✪✪ ✝ ✚✦✛✗

G− e = (V,E \ {e})✙✢✬
G+e = (V,E∪{e}) ✷ ✫✗ ✪✗✛ |G| ✬✗✢✣✛✗ ✛✥✗ ★✦☛✗ ✣✤ ✛✥✗ ✗✬✮✗ ★✗✛ ✣✤

G
✷ ✫ ✥✗✢✗✭✗✚

✝✗ ✚✗✤✗✚ ✛✣ ✡✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ✙✪✪ ✮✚✙✘✥★ ✣✢
n

✭✗✚✛✦✧✗★ ✝ ✦✛✥ ✙ ✮✦✭✗✢ ✘✚✣✘✗✚✛✾
P

☛ ✸ ✝✗
✜ ✗✙✢ ✛✣ ✴✚★✛ ✴✵ ✙ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛

V
✣✤ ★✦☛✗

n
✙✢✬ ✛✥✗✢ ✧✣✢★✦✬✗✚ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ✙✪✪ ✮✚✙✘✥★

G
✣✢ ✛✥✗ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛

V
✝ ✦✛✥ ✘✚✣✘ ✗✚✛✾

P
✷

✁ ✂✁ ✂☎☛✄✆☛
✄ ✴✢✦✛✗ ✠ ✂✞✂✝✂✆ ✆✏ ✓✞✓☎✞☎✓ ✞☎✂ ✣✚ ✠ ✓✞☎✂ ✦★ ✙ ✘✙✦✚

P = (X,≤)
✸ ✝✥✗✚✗

X
✦★ ✙ ✴✢✦✛✗ ★✗✛

✙✢✬ ≤ ✦★ ✙ ✻✦✢✙✚✾ ✚✗✪✙✛✦✣✢ ✣✢
X

★✙✛✦★✤✾✦✢✮ ✛✥✗ ✤✣ ✪✪✣✝ ✦✢✮ ✧✣✢✬✦✛✦✣✢★ ✤✣✚ ✙✪✪
x, y, z ∈ X

✿

✄ x ≤ x
✷

✄ ✂✤
x ≤ y

✙✢✬
y ≤ x

✸ ✛✥✗✢
x = y

✷
✑☎✬✆ ✔ ✖✢✫✓✬✗✜ ✕✗✔✝✔✗ ✫✬ ✦✔✞✧✔ ✦✥✗✔✭✫✔✦ ✝✬✗✔✜✫✜ ✥✧ ✫✔✗✆ ✜ ✬✝ ✫✓✔ ✦✢✖✤ ✗✔✟✢✥✗✔✆ ✔✧✫ ✫✓✖✫ ✔✖✭✓

✠✔✗✫✔✡ ✥✜ ✫✓✔ ☛☞✌✍ ✬✝ ✖✫ ✆ ✬✜✫ ✬✧✔ ✔✦✎✔ ✯



� ✆� ✆ � ✁✆ ✄✄✁✠✄ ✆✡☎✂ ✁✡ ✠✡✁✁ ✠✁☎✂ ✁☎✂ ☎✆ ☛✟

✄ ✂✤
x ≤ y

✙✢✬
y ≤ z

✸ ✛✥✗✢
x ≤ z

✷
✄✢ ✗✪✗✜ ✗✢✛

x
✦★ ✙✢ ✂✂✓✡ ✦✢

P
✦✤
y 6≤ x

✝✥✗✢✗✭✗✚
y 6= x

✷ �✝✣ ✗✪✗✜✗✢✛★
x

✙✢✬
y✤✣✚✜ ✙ ✠✓�☎✞✝✟✟ ✞☎✆✂✂✝✓✟ ✦✢

P
✦✤
x < y

☞✦ ✷✗ ✷✸
x ≤ y

✙✢✬
x 6= y

✎ ✙✢✬ ✢✣ ✗✪✗✜ ✗✢✛
z

✦✢
X

★✙✛✦★✴✗★
x < z < y

✷ �✥✗ ✓✝✞☎✠✂ ✠ ✞✓✓✂✠✂ ✣✤ ✛✝✣ ✘✣★✗✛★
P = (X,≤P )

✙✢✬
Q = (Y,≤Q)

✦★ ✛✥✗ ✘✣★✗✛
P ×Q = (X×Y,≤P×Q)

✸ ✝✥✗✚✗
(x, y) ≤P×Q (x′, y′)

✦✤ ✙✢✬
✣✢✪✾ ✦✤

x ≤P x′
✙✢✬

y ≤Q y′
✷ ✄✢ ☞✣✚✬✗✚☎✘✚✗★✗✚✭✦✢✮ ✎ ✠ ✓✞☎✂ ✡ ✂✠ ✻✗✛✝✗✗✢ ✛✝✣ ✘✣★✗✛★

P = (X,≤P )
✙✢✬

Q = (Y,≤Q)
✦★ ✙ ✤✰✢✧✛✦✣✢

f : X → Y
★✰✧✥ ✛✥✙✛

f(x) ≤Q f(y)✝✥✗✢✗✭✗✚
x ≤P y

✷ ✫✗ ✝ ✦✪✪ ✣✤✛✗✢ ✝ ✚✦✛✗
f : P → Q

✷
✄ ✠✄ ✂✝✟ ✦★ ✙ ★✗✛ {x1, . . . , xr}

✣✤ ✗✪✗✜ ✗✢✛★ ✦✢
X

★✰✧✥ ✛✥✙✛
x1 < x2 < · · · < xr

✷ ✄
✘✣★✗✛ ✦★ ✞✂✟✒ ☎✓ ✣✤ ✞✂✟✒ d

✦✤ ✗✭✗✚✾ ✜✙✵✦✜ ✙✪ ✧✥✙✦✢ ✥✙★ ★✦☛✗
d
✷ �✥✗ ✞✂✟✒ ✣✤ ✙✢ ✗✪✗✜ ✗✢✛

x
✦★ ✛✥✗ ★✦☛✗ ✣✤ ✙ ✪✙✚✮✗★✛ ✧✥✙✦✢ ✦✢ ✝✥✦✧✥

x
✦★ ✛✥✗ ✜✙✵✦✜ ✙✪ ✗✪✗✜ ✗✢✛ ✷ ✂✛ ✦★ ✣✤✛✗✢ ✰★✗✤✰✪

✛✣ ✦✢✛✚✣✬✰✧✗ ✙ ✜ ✦✢✦✜ ✙✪ ✗✪✗✜ ✗✢✛
0̂

✝ ✦✛✥ ✚✙✢✩
0

✙✢✬ ✙ ✜✙✵✦✜ ✙✪ ✗✪✗✜ ✗✢✛
1̂

✣✤ ✚✙✢✩
d+ 1

✷
0̂
✦★ ★✜ ✙✪✪✗✚ ✙✢✬

1̂
✦★ ✪✙✚✮✗✚ ✛✥✙✢ ✙✪✪ ✗✪✗✜ ✗✢✛★ ✦✢

X
✷

✄ ✴✢✦✛✗ ✆✂✂✂✝✠☎ ✦★ ✙ ✴✢✦✛✗ ✘✣★✗✛
L = (X,≤L)

★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✤✣ ✪✪✣✝ ✦✢✮ ✥✣✪✬ ✿

✄ �✥✗✚✗ ✙✚✗ ✗✪✗✜ ✗✢✛★
0̂, 1̂ ∈ X

★✰✧✥ ✛✥✙✛
0̂ ≤L x

✙✢✬
x ≤L 1̂

✤✣✚ ✙✪✪
x ∈ X

✷

✄ ✄✢✾ ✛✝✣ ✗✪✗✜ ✗✢✛★
x, y ∈ X

✥✙✭✗ ✙ ✰✢✦✺✰✗ ✮✚✗✙✛✗★✛ ✪✣✝✗✚ ✻✣✰✢✬ ✷ �✥✰★ ✛✥✗✚✗
✗✵✦★✛★ ✙✢ ✗✪✗✜✗✢✛

z ≤L x, y
★✰✧✥ ✛✥✙✛

w ≤L z
✝✥✗✢✗✭✗✚

w ≤L x, y
✷

�✥✗★✗ ✧✣✢✬✦✛✦✣✢★ ✦✜✘✪✾ ✛✥✙✛ ✙✢✾ ✛✝✣ ✗✪✗✜ ✗✢✛★ ✥✙✭✗ ✙ ✰✢✦✺✰✗ ✪✗✙★✛ ✰✘✘✗✚ ✻✣✰✢✬ ✷
�✥✗ ✠ ✞✓✠ ☎✞ ✠ ✂✞✂ ✣✤ ✙ ✪✙✛✛✦✧✗

L
✸ ✬✗✢✣✛✗✬

L
✸ ✦★ ✛✥✗ ✘✣★✗✛ ✣✻✛✙✦✢✗✬ ✻✾ ✚✗✜✣✭✦✢✮ ✛✥✗

✛✣✘ ✗✪✗✜✗✢✛
1̂
✙✢✬ ✛✥✗ ✻✣✛✛✣✜ ✗✪✗✜ ✗✢✛

0̂
✤✚✣✜

L
✷

✄ ✠ ✂✞✂✝✂✝✓✟ ✣✤ ✙ ✴✢✦✛✗ ★✗✛
V

✦★ ✙ ✤✙✜ ✦✪✾ {U1, . . . , Uk}
✣✤ ✢✣✢✗✜✘✛✾ ★✗✛★ ★✰✧✥

✛✥✙✛
V

✦★ ✛✥✗ ✬✦★✶ ✣✦✢✛ ✰✢✦✣✢ ✣✤
U1, . . . , Uk

✷ �✥✗ ✠ ✂✞✂✝✂✝✓✟ ✆✂✂✂✝✠☎ ΠV

✦★ ✛✥✗ ✘✣★✗✛ ✣✤
✘✙✚✛✦✛✦✣✢ ★ ✣✤

V
✣✚✬✗✚✗✬ ✰✢✬✗✚ ✚✗✴✢✗✜✗✢✛ ✑ {W1, . . . ,Wm} ✦★ ✙ ✚✗✴✢✗✜ ✗✢✛ ✣✤ ✞ ✙✢✬

✥✗✢✧✗ ★✜✙✪✪✗✚ ✛✥✙✢ ✞ {U1, . . . , Uk}
✦✤ ✗✭✗✚✾

Wi
✦★ ✙ ★✰✻★✗✛ ✣✤ ★✣✜✗

Uj
✷ �✥✗ ✘✙✚✛✦✛✦✣✢

✪✙✛✛✦✧✗ ✦★ ✦✢✬✗✗✬ ✙ ✪✙✛✛✦✧✗ ✠☛☛✍✡ ✷ ✫✗ ✝ ✚✦✛✗
Πn = Π[n]

✷
❀✢✪✗★★ ✣✛✥✗✚✝ ✦★✗ ★✘ ✗✧✦✴✗✬ ✸ ✝✥✗✢✗✭✗✚ ✙ ✤✙✜ ✦✪✾

∆
✣✤ ★✰✻★✗✛★ ✣✤ ✙ ★✗✛

X
✦★ ✚✗✤✗✚✚✗✬

✛✣ ✙★ ✙ ✘✣★✗✛ ✸ ✛✥✗ ✰✢✬✗✚✪✾✦✢✮ ✣✚✬✗✚ ≤ ✦★ ✮✦✭✗✢ ✻✾ ★✗✛ ✦✢✧✪✰★✦✣✢ ✑

A ≤ B ⇐⇒ A ⊆ B.

✁ ✂✄ ☎☛☛✆✎✟☞✆ ☛✝✆✠ ✝✝☞✝✟ ✝ ☞☎✆✠ ✝✄✞✄☛
✫✗ ✦✢✛✚✣✬✰✧✗ ★✗✛☎✛✥✗✣✚✗✛✦✧ ✧✣✢✧✗✘✛★ ✙✢✬ ✢✣✛✙✛✦✣✢ ✚✗✪✙✛✗✬ ✛✣ ✙✻★✛✚✙✧✛ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜ ☎
✘✪✗✵✗★ ✷ �✥✚✣✰✮✥✣✰✛ ✛✥✗ ★✗✧✛✦✣✢ ✸ ✙✪✪ ★✗✛★ ✙✢✬ ✤✙✜ ✦✪✦✗★ ✙✚✗ ✴✢✦✛✗ ✷ ✫ ✥✗✢✗✭✗✚ ✙✘✘✚✣☎
✘✚✦✙✛✗ ✸ ✝✗ ✗✵✛✗✢✬ ✣✰✚ ✬✗✴✢✦✛✦✣✢★ ✛✣ ✙✚✻✦✛✚✙✚✾ ✤✙✜ ✦✪✦✗★ ✣✤ ★✗✛★ ✚✙✛✥✗✚ ✛✥✙✢ ✚✗★✛✚✦✧✛✦✢✮
✛✣ ✛✥✗ ★✘ ✗✧✦✙✪ ✧✙★✗ ✣✤ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷

✂ ✆✞ ✆✜ ✗✖✘✕✔ ✒✚✟✍✕✎✕✑✍✘
✄✢ ☞✙✻★✛✚✙✧✛ ✎ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛

∆
✣✢ ✙ ✴✢✦✛✗ ★✗✛

X
✦★ ✙ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ★✰✻★✗✛★ ✣✤

X✧✪✣★✗✬ ✰✢✬✗✚ ✬✗✪✗✛✦✣✢ ✣✤ ✗✪✗✜✗✢✛★ ✷ ✫✗ ✚✗✤✗✚ ✛✣ ✛✥✗ ★✦✢✮✪✗✛✣✢ ★✗✛★ {x} ✦✢
∆

✙★
0
✂✠☎✆ ✆✞



☛✍ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ � ✁✆ ✄✄✁✠✄ ✁✄✁✂� ✆ ✁✂ ✞ ✂☎ ✄ ✂✄ ✆ ✄☎☎ ✆

✣✚ �☎✞✂✝✠☎✞ ✷ ✫✗ ✬✣ ✟✓✂ ✚✗✺✰✦✚✗ ✛✥✙✛ {x} ∈ ∆
✤✣✚ ✙✪✪

x ∈ X
✷ �✣✚ ✛✥✗ ✘✰✚✘✣★✗★ ✣✤ ✛✥✦★

✛✥✗★✦★ ✸ ✝✗ ✙✬✣✘✛ ✛✥✗ ✧✣✢✭✗✢✛✦✣✢ ✛✥✙✛ ✛✥✗ �✓✝✓ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ∅ ✦★ ✙ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✷
�✣✚ ✮✗✣✜ ✗✛✚✦✧ ✚✗✙★✣✢★ ✸ ✜ ✙✢✾ ✙✰✛✥✣✚★ ✚✗✤✗✚ ✛✣ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ {∅} ✸ ✝✥✦✧✥ ✦★ ✬✦✳✗✚✗✢✛
✤✚✣✜ ✛✥✗ ✭✣✦✬ ✧✣✜✘✪✗✵ ✸ ✙★ ✛✥✗ ☎✡✠ ✂✏ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✷ �✣ ✙✭✣✦✬ ✙✢✾ ✧✣✢✤✰★✦✣✢ ✸ ✝✗ ✝ ✦✪✪
✧✣✢★✦★✛✗✢✛✪✾ ✚✗✤✗✚ ✛✣ ✙✢✾ ✗✜✘✛✾ ✤✙✜ ✦✪✾ ∅ ✙★ ✡✭✣✦✬☛ ✚✙✛✥✗✚ ✛✥✙✢ ✡✗✜✘✛✾☛ ✷ ✆ ✗✜✻✗✚★
✣✤ ✙ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵

∆
✙✚✗ ✧✙✪✪✗✬ ☎ ✂✠☎✞ ✷ �✣✚ ✙ ✤✙✧✗

σ
✙✢✬ ✙✢ ✗✪✗✜ ✗✢✛

x ∈ X
✸ ✝✗

✝ ✚✦✛✗
σ−x = σ\{x} ✙✢✬

σ+x = σ∪{x} ✷ �✣✚ ✛✝✣ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★
∆1

✙✢✬
∆2

✸
∆1

∼= ∆2
✜✗✙✢★ ✛✥✙✛

∆1
✙✢✬

∆2
✙✚✗ ✠✓✡ ✔✝✟✂✂✓✞✝✂✆ ✆✏ ☎✞✂ ✝�✂✆☎✟ ✂✷ �✥✦★ ✜ ✗✙✢★ ✛✥✙✛

✛✥✗✚✗ ✗✵ ✦★✛★ ✙ ✻✦✶ ✗✧✛✦✣✢
ϕ

✤✚✣✜ ✛✥✗ ★✗✛
X

✣✤
0
☎✧✗✪✪★ ✦✢

∆1
✛✣ ✛✥✗ ★✗✛

Y
✣✤

0
☎✧✗✪✪★ ✦✢

∆2
★✰✧✥ ✛✥✙✛

σ ∈ ∆1
✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤

ϕ(σ) ∈ ∆2
✤✣✚ ✗✙✧✥

σ ⊆ X
✷ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ★✙✜ ✗

★✾✜✻✣✪ ∼= ✙✪★✣ ✬✗✢✣✛✗★ ✥✣✜✗✣✜✣✚✘✥✦★✜ ✻✗✛✝✗✗✢ ✛✣✘✣✪✣✮✦✧✙✪ ★✘✙✧✗★ ✷ ✫ ✥✗✢✗✭✗✚ ✝✗
✰★✗ ✛✥✗ ★✾✜✻✣✪ ✸ ✦✛ ✝ ✦✪✪ ✻ ✗ ✧✪✗✙✚ ✤✚✣✜ ✧✣✢✛✗✵✛ ✥✣✝ ✛✣ ✦✢✛✗✚✘✚✗✛ ✦✛ ✷ �✥✗ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪
✧✣✜✘✪✗✵ ✟ ☎✟☎✞✂✂☎✓ ✻✾ ✙ ✤✙✜ ✦✪✾ M ✣✤ ★✗✛★ ✦★ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✙✪✪ ★✰✻★✗✛★ ✣✤ ★✗✛★ ✦✢ M ✸
✦✢ ✧✪✰✬✦✢✮ M ✦✛★✗✪✤ ✷

✂ ✆✞ ✆✂ ✘ ✕✍ ✚✍✘✕✑✍
✒✗✴✢✗ ✛✥✗ ✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟ ✣✤ ✙ ★✗✛

σ
✙★ |σ| − 1

✷ ✹✢✗ ★✣✜ ✗✛✦✜✗★ ✚✗✤✗✚★ ✛✣ ✙ ★✗✛ ✣✤
✬✦✜✗✢★✦✣✢

d
✙★ ✙

d
✂☎ ✂✠☎ ✣✚

d
✂✠☎✆ ✆✷ �✥✗ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢ ✣✤ ✙ ✢✣✢✭✣✦✬ ✤✙✜ ✦✪✾

∆
✦★ ✛✥✗

✜ ✙✵✦✜✰✜ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢ ✙✜✣✢✮ ✤✙✧✗★ ✣✤
∆
✷ �✥✗ �✞☎✓✂✠☎✓✁ ✂ ✂ ✆☎✞ ✠✄ ✂✞✂✠✂☎✞✝✞✂✝✠ ✣✤

∆
✦★

✬✗✴✢✗✬ ✙★ ✛✥✗ ✦✢✛✗✮✗✚
χ̃(∆) =

∑

σ∈∆

(−1)dimσ.

�✣✚
d ≥ −1

✸ ✛✥✗
d
✂✞✒ ☎✆☎✂✓✟ ✣✤ ✙ ✤✙✜ ✦✪✾ ✦★ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ✙✪✪ ★✗✛★ ✣✤ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢ ✙✛ ✜✣★✛

d
✷ ✄ ✤✙✜ ✦✪✾ ✦★ ✠ ✂✞☎ ✦✤ ✙✪✪ ✜ ✙✵✦✜ ✙✪ ✤✙✧✗★ ☞✝ ✦✛✥ ✚✗★✘ ✗✧✛ ✛✣ ✦✢✧✪✰ ★✦✣✢ ✎ ✥✙✭✗ ✛✥✗ ★✙✜ ✗

✬✦✜✗✢★✦✣✢ ✷ �✣✚ ✙ ★✗✛
σ
✸ ✝✗ ✚✗✤✗✚ ✛✣ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾

2σ
✙★ ✛✥✗ ☎ ✂ ✆ ✆ ✞ ✝✡✠ ✆☎☛ ✣✢

σ
✷ ✫✚✦✛✦✢✮

d = dim σ
✸ ✝✗ ★✙✾ ✛✥✙✛

2σ
✦★ ✙

d
✂✞✝✡✠ ✆☎☛ ✷ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛ ✛✥✗

(−1)
☎★✦✜✘✪✗✵ ✧✣✢✛✙✦✢★ ✛✥✗

✗✜✘✛✾ ★✗✛ ✙✢✬ ✢✣✛✥✦✢✮ ✗✪★✗ ✷ ✫✗ ★✣✜ ✗✛✦✜✗★ ✚✗✤✗✚ ✛✣ ✛✥✗
0
☎★✦✜✘✪✗✵ ✙★ ✙ ✠ ✓✝✟ ✂✷ ✫✗

✣✻✛✙✦✢ ✛✥✗ ✔✓✂✟✓✂✞✏ ∂2σ
✣✤ ✛✥✗

d
☎★✦✜✘✪✗✵

2σ
✻✾ ✚✗✜✣✭✦✢✮ ✛✥✗ ✜✙✵✦✜ ✙✪ ✤✙✧✗

σ
✷

✂ ✆✞ ✆✞ ✙✑ ✆✆✖✛✘✚✘
✄ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵

∆
✦★ ✣✻✛✙✦✢✗✬ ✤✚✣✜ ✙✢✣✛✥✗✚ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵

∆′ ✭✦✙ ✙✢
☎✆☎✡ ☎✟ ✂✂✞✏ ✠✓✆ ✆✂✠ ✞☎ ✦✤

∆′ \ ∆ = {σ, τ} ✙✢✬
σ $ τ

✷ �✥✦★ ✜ ✗✙✢★ ✛✥✙✛
τ

✦★ ✛✥✗ ✣✢✪✾
✤✙✧✗ ✦✢

∆′ ✘✚✣✘✗✚✪✾ ✧✣✢✛✙✦✢✦✢✮
σ
✷ ✂✤

∆
✧✙✢ ✻✗ ✣✻✛✙✦✢✗✬ ✤✚✣✜

∆′ ✭✦✙ ✙ ★✗✺✰✗✢✧✗
✣✤ ✗✪✗✜✗✢✛✙✚✾ ✧✣✪✪✙✘★✗★ ✸ ✛✥✗✢

∆′ ✧✙✢ ✻✗ ✠✓✆ ✆✂✠ ✞☎✓ ✛✣
∆
✷ ✂✤

∆′ ✦★ ✭✣✦✬ ✣✚ ✧✙✢ ✻✗
✧✣✪✪✙✘★✗✬ ✛✣ ✙

0
☎★✦✜✘✪✗✵ {∅, {v}} ✸ ✛✥✗✢ ∆′ ✦★ ✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎ �✂✓ ✂ ✠ ✓✝✟ ✂✁ ✷

✂ ✆✞ ✆✝ ✄✑✕✍✘ ✞ ✔✑✍✚✘ ✞ ✖✍✒ ✘✓✘✛ ✚✍✘✕✑✍✘
�✥✗ ✁ ✓✝✟ ✣✤ ✛✝✣ ✤✙✜ ✦✪✦✗★

∆
✙✢✬

Γ
☞✙★★✰✜ ✗✬ ✛✣ ✻✗ ✬✗✴✢✗✬ ✣✢ ✬✦★✶ ✣ ✦✢✛ ✮✚✣✰✢✬ ★✗✛★✎

✦★ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾
∆ ∗Γ = {σ ∪ τ : σ ∈ ∆, τ ∈ Γ} ✷ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛

∆ ∗ ∅ = ∅ ✙✢✬
∆ ∗ {∅} = ∆

✷
✍✗✛

x
✻✗ ✙

0
☎✧✗✪✪ ✢✣✛ ✦✢

∆
✷ �✥✗ ✠✓✟☎

Cone(∆) = Conex(∆)
✣✭✗✚

∆
✝ ✦✛✥ ✠✓✟☎ ✠ ✓✝✟ ✂

x
✦★ ✛✥✗ ✶ ✣✦✢ ✣✤

∆
✝ ✦✛✥ ✛✥✗

0
☎★✦✜✘✪✗✵ {∅, {x}} ✷ ✎✣✢✗★ ✣✭✗✚ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✙✚✗



� ✆� ✆ � ✁✆ ✄✄✁✠✄ ✆✡☎✂ ✁✡ ✠✡✁✁ ✠✁☎✂ ✁☎✂ ☎✆ ☛✕

✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✷ ✍✗✛
y
✻✗ ✙✢✣✛✥✗✚

0
☎✧✗✪✪ ✢✣✛ ✦✢

∆
✷ �✥✗ ✞✂✞✠ ☎✟✞✝✓✟ Susp(∆) = Suspx,y(∆)✣✤

∆
✝ ✦✛✥ ✚✗★✘ ✗✧✛ ✛✣ ✛✥✗ ✘✙✦✚ {x, y} ✦★ ✛✥✗ ✶ ✣ ✦✢ ✣✤

∆
✝ ✦✛✥ {∅, {x}, {y}} ✷ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛

Suspx,y(∆) = Conex(∆) ∪ Coney(∆)
✷

✂ ✆✞ ✆✂ �✚✒✙✚✘ ✖✍✒ ✁ ✆✚✎✖✍✒✚✏ ✒✓✖ ✆✘
✫✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✗ ☞✣✢✗☎✘✣✦✢✛✎ ✝ ☎✓✟ ☎ ∆ ∨ Γ

✣✤ ✛✝✣ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★
∆

✙✢✬
Γ
✝ ✦✛✥

✚✗★✘ ✗✧✛ ✛✣
0
☎✧✗✪✪★

x ∈ ∆
✸
y ∈ Γ

✻✾ ✛✙✩✦✢✮ ✛✥✗ ✬✦★✶ ✣✦✢✛ ✰✢✦✣✢ ✣✤
∆

✙✢✬
Γ

✙✢✬ ✛✥✗✢
✦✬✗✢✛✦✤✾ ✦✢✮

x
✙✢✬

y
✷ �✣✚ ✙ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵

∆
✣✢ ✙ ★✗✛

X
✸ ✛✥✗ ☛ ✆☎☛ ✂✟✓☎✞ ✓✂✂✆ ✣✤

∆
✝ ✦✛✥ ✚✗★✘✗✧✛ ✛✣

X
✦★ ✛✥✗ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵

∆∗
X = {σ ⊆ X : X \ σ /∈ ∆} ✷

✂ ✆✞ ✆� ✂ ✕✍✄✘ ✖✍✒ ✒✚ ✆✚✎✕✑✍✘
�✣✚ ✙ ✤✙✜ ✦✪✾

∆
✣✤ ★✗✛★ ✙✢✬ ✙ ★✗✛

σ
✸ ✛✥✗ ✆✝✟✒ lk∆(σ)

✦★ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ✙✪✪
τ ∈ ∆

★✰✧✥
✛✥✙✛

τ ∩ σ = ∅ ✙✢✬
τ ∪ σ ∈ ∆

✷ �✥✗ ✓☎✆☎✂✝✓✟ del∆(σ)
✦★ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ✙✪✪

τ ∈ ∆★✰✧✥ ✛✥✙✛
τ ∩σ = ∅ ✷ ✫✗ ✬✗✴✢✗ ✛✥✗ ☎ ✂✠☎✂✓☎✆☎✂✝✓✟ fdel∆(σ)

✙★ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ✙✪✪
τ ∈ ∆★✰✧✥ ✛✥✙✛

σ 6⊆ τ
✷ �✥✗ ✪✦✢✩ ✸ ✬✗✪✗✛✦✣✢ ✸ ✙✢✬ ✤✙✧✗☎✬✗✪✗✛✦✣✢ ✣✤ ✙ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✙✚✗

✙✪✪ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷

✂ ✆✞ ✆✄ ✂ ✕☛✎✚✒ ✔✑✍✛ ✆✚✎✚✘
�✣✚ ✛✥✗ ✘✰✚✘✣★✗★ ✣✤ ✛✥✦★ ✛✥✗★✦★ ✸ ✙ ✤✙✜ ✦✪✾

Σ
✣✤ ★✗✛★ ✦★ ✙ ✆✝☎ ✂☎✓ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✣✭✗✚ ✙ ★✗✛

σ✦✤
Σ

✦★ ✣✤ ✛✥✗ ✤✣✚✜
∆ ∗ {σ} ✸ ✝✥✗✚✗ ∆

✦★ ✙ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✙✢✬
σ

✦★ ✙ ✴✢✦✛✗ ★✗✛
✬✦★✶ ✣ ✦✢✛ ✤✚✣✜ ✙✪✪ ★✗✛★ ✦✢

∆
✷ ✄✢✾ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✦★ ✙✪★✣ ✙ ✪✦✤✛✗✬ ✧✣✜✘✪✗✵ ✑

σ
✜✙✾

✻✗ ✛✥✗ ✗✜✘✛✾ ★✗✛ ✷
✌ ✦✭✗✢ ✙ ✪✦✤✛✗✬ ✧✣✜✘✪✗✵

Σ
✙✢✬ ✬✦★✶ ✣✦✢✛ ★✗✛★

I
✙✢✬

E
✸ ✬✗✴✢✗

Σ(I, E) = {I} ∗ lkdelΣ(E)(I) = {τ ∈ Σ : I ⊆ τ, E ∩ τ = ∅}.
✂✤

Σ
✦★ ✙ ✪✦✤✛✗✬ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✭✗✚

σ
✸ ✛✥✗✢

Σ(I, E)
✦★ ✙ ✪✦✤✛✗✬ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✭✗✚

σ ∪ I ✷ ✡✣✛✗
✛✥✙✛

Σ(∅, E) = delΣ(E)
✷

Σ(I, E)
✦★ ✛✾✘ ✦✧✙✪✪✾ ✭✗✚✾ ✗✙★✾ ✛✣ ✰✢✬✗✚★✛✙✢✬ ✦✢ ✛✗✚✜ ★ ✣✤ ✛✥✗ ✣✚✦✮ ✦✢✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵

Σ
✑ ✛✥✗ ✜ ✗✜✻✗✚★ ✙✚✗ ★✦✜✘✪✾ ✛✥✗ ✤✙✧✗★ ✣✤

Σ
✛✥✙✛ ✧✣✢✛✙✦✢ ✙✪✪ ✗✪✗✜ ✗✢✛★ ✤✚✣✜

I
✙✢✬ ✢✣

✗✪✗✜ ✗✢✛★ ✤✚✣✜
E
✷ �✥✗ ✧✣✚✚✗★✘✣✢✬✦✢✮ ✧✣✜✘✪✗✵

lkdelΣ(E)(I)
✦★ ✣✤✛✗✢ ✪✗★★ ✦✜✜✗✬✦✙✛✗ ✸

✙★ ✝✗ ✜ ✙✾ ✢✗✗✬ ✛✣ ✙✬✬ ✛✥✗ ★✗✛
I
✛✣ ✙ ✮✦✭✗✢ ★✗✛

τ
✻✗✤✣✚✗ ✝✗ ✧✙✢ ✛✗✪✪ ✝✥✗✛✥✗✚

τ
✦★ ✙

✤✙✧✗ ✣✤ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✷

✂ ✆✞ ✆☎ ✟✏✒✚✏ ✔✑✍✛ ✆✚✎✚✘ ✖✍✒ ☛✖✔✚ ✛✑✘✚✎✘
�✥✗ ✓✞✓☎✞ ✠✓✡✠ ✆☎☛

∆(P )
✣✤ ✙ ✘✣★✗✛

P = (X,≤)
✦★ ✛✥✗ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✙✪✪

✧✥✙✦✢★ ✦✢
P

✑ ✙ ★✗✛
A ⊆ X

✻✗✪✣✢✮★ ✛✣
∆(P )

✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤
a ≤ b

✣✚
b ≤ a

✤✣✚ ✙✪✪
a, b ∈ A

✷ ✫ ✥✗✢✗✭✗✚ ✝✗ ★✙✾ ✛✥✙✛ ✙ ✘✣★✗✛
∆

✥✙★ ✙ ✧✗✚✛✙✦✢ ✛✣✘✣✪✣✮✦✧✙✪ ✘✚✣✘ ✗✚✛✾ ☞✗ ✷✮ ✷✸
✙ ✧✗✚✛✙✦✢ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✛✾✘✗ ✎ ✸ ✝✗ ✜ ✗✙✢ ✛✥✙✛

P (∆)
✥✙★ ✛✥✗ ✘✚✣✘ ✗✚✛✾✷ �✥✗ ☎ ✂✠☎ ✠ ✓✞☎✂

P (∆)
✣✤ ✙ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵

∆
✦★ ✛✥✗ ✘✣★✗✛ ✣✤ ✟✓✟☎✡✠ ✂✏ ✤✙✧✗★ ✣✤

∆
✣✚✬✗✚✗✬ ✻✾

✦✢✧✪✰★✦✣✢ ✷
sd(∆) = ∆(P (∆))

✦★ ✛✥✗ �✆ ✞✞✂✁ ✔✂✞✏✠☎✟ ✂✞✝✠ ✞✂✔✓✝�✝✞✝✓✟ ✣✤
∆
✷



✌✝ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ � ✁✆ ✄✄✁✠✄ ✁✄✁✂� ✆ ✁✂ ✞ ✂☎ ✄ ✂✄ ✆ ✄☎☎ ✆

✂ ✆✞ ✆✏ ☞ ✏✖✛✌ ✞ ✒✕✙✏✖✛✌ ✞ ✖✍✒ ✌✁✛✚✏✙✏✖✛✌ ✛✏✑✛✚✏✎✕✚✘
✄ ✟ ✞✂✠ ✄ ✠ ✞✓✠ ☎✞✂✏ ✦★ ✙ ✤✙✜ ✦✪✾

Σ
✣✤ ★✦✜✘✪✗ ✮✚✙✘✥★ ✣✢ ✙ ✴✢✦✛✗ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛

V
★✰✧✥ ✛✥✙✛

Σ
✦★ ✧✪✣★✗✬ ✰✢✬✗✚ ✘ ✗✚✜✰✛✙✛✦✣✢★ ✣✤ ✛✥✗ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛

V
✑ ✦✤

σ := {a1b1, . . . , arbr} ∈ Σ✙✢✬
π ∈ SV

✸ ✛✥✗✢

π(σ) := {π(a1)π(b1), . . . , π(ar)π(br)} ∈ Σ.

✫✗ ✚✗✤✗✚ ✛✣ ✛✥✦★ ✙✧✛✦✣✢ ✙★ ✛✥✗ ✟✂✂✂✞✂✆ ✂✠✂✝✓✟ ✣✤
SV

✣✢
∆
✷

✄ ✓✝✟ ✞✂✠ ✄ ✠ ✞✓✠ ☎✞✂✏ ✦★ ✙ ✤✙✜ ✦✪✾
Σ

✣✤ ★✦✜✘✪✗ ✙✢✬ ✪✣✣✘ ✪✗★★ ✬✦✮✚✙✘✥★ ✣✢ ✙ ✴✢✦✛✗ ✭✗✚✛✗✵
★✗✛

V
★✰✧✥ ✛✥✙✛

Σ
✦★ ✧✪✣★✗✬ ✰✢✬✗✚ ✘ ✗✚✜✰✛✙✛✦✣✢★ ✣✤ ✛✥✗ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛

V
✷ ✄✢✙✪✣✮✣✰★✪✾✸ ✝✗

✬✗✴✢✗ ✄✏✠ ☎✞✟ ✞✂✠ ✄ ✠ ✞✓✠ ☎✞✂✝☎✞ ✙★ ✤✙✜ ✦✪✦✗★ ✣✤ ✥✾✘✗✚✮✚✙✘✥★ ✣✢ ✙ ✴✵✗✬ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛ ✧✪✣★✗✬
✰✢✬✗✚ ✘✗✚✜✰✛✙✛✦✣✢★ ✣✤ ✛✥✗ ✰✢✬✗✚✪✾✦✢✮ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛ ✷

✂✤ ✙ ✮✚✙✘✥ ✸ ✬✦✮✚✙✘✥ ✸ ✣✚ ✥✾✘✗✚✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✾
Σ

✦★ ✧✪✣★✗✬ ✰✢✬✗✚ ✬✗✪✗✛✦✣✢ ✣✤ ✗✬✮✗★ ✸
✛✥✗✢

Σ
✦★ ✡ ✓✟✓✂✓✟☎✷ ✄ ✟ ✞✂✠ ✄ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✣✢ ✙ ✴✢✦✛✗ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛

V
✦★ ✙ ✤✙✜ ✦✪✾

Σ
✣✤

★✦✜✘✪✗ ✮✚✙✘✥★ ✣✢ ✛✥✗ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛
V

★✰✧✥ ✛✥✙✛
Σ

✦★ ✧✪✣★✗✬ ✰✢✬✗✚ ✬✗✪✗✛✦✣✢ ✣✤ ✗✬✮✗★ ✑ ✦✤
G ∈ Σ

✙✢✬
e ∈ G

✸ ✛✥✗✢
G − e ∈ Σ

✷ ✂✬✗✢✛✦✤✾✦✢✮
G = (V,E) ∈ Σ

✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✗✬✮✗ ★✗✛
E
✸ ✝✗ ✜ ✙✾ ✦✢✛✗✚✘✚✗✛

Σ
✙★ ✙ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✷ ✄✢✙✪✣✮✣✰★✪✾✸ ✙ ✓✝✟ ✞✂✠ ✄ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✣✢

V
✦★ ✙ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ★✦✜✘✪✗ ✙✢✬ ✪✣✣✘✪✗★★ ✬✦✮✚✙✘✥★ ✣✢

V
✧✪✣★✗✬ ✰✢✬✗✚ ✬✗✪✗✛✦✣✢ ✣✤ ✗✬✮✗★ ✸

✝✥✗✚✗✙★ ✙ ✄ ✏✠ ☎✞✟ ✞✂✠ ✄ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✣✢
V

✦★ ✙ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ★✦✜✘✪✗ ✥✾✘✗✚✮✚✙✘✥★ ✣✢
V
✸ ✙✮✙✦✢

✧✪✣★✗✬ ✰✢✬✗✚ ✬✗✪✗✛✦✣✢ ✣✤ ✗✬✮✗★ ✷ �✥✗ ✚✗★✛✚✦✧✛✦✣✢ ✛✣ ✞✝✡✠ ✆☎ ✮✚✙✘✥★ ✸ ✬✦✮✚✙✘✥★ ✸ ✙✢✬
✥✾✘✗✚✮✚✙✘✥★ ✦★ ✤✣✚ ✛✥✗ ✘✰✚✘✣★✗★ ✣✤ ✛✥ ✦★ ✛✥✗★✦★ ✷

�✣✚ ✙ ✮✚✙✘✥ ✧✣✜✘✪✗✵
Σ

✣✢ ✙ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛
V

✙✢✬ ✙ ✮✚✙✘✥
G = (V,E)

✸ ✬✗✴✢✗
Σ(G)✙★ ✛✥✗ ✮✚✙✘✥ ✧✣✜✘✪✗✵ ✧✣✢★✦★✛✦✢✮ ✣✤ ✙✪✪ ✮✚✙✘✥★

H
✦✢

Σ
★✰✧✥ ✛✥✙✛

H
✦★ ✙ ★✰✻✮✚✙✘✥ ✣✤

G
✷ ✫✗ ✚✗✤✗✚ ✛✣

Σ(G)
✙★ ✛✥✗ ✝✟✓✂✠☎✓ �✟ ✞✂✠ ✄✁ ✞✂✔✠✓✡✠ ✆☎☛ ✣✤

Σ
✷ ✫✗ ✙✬✣✘✛ ✛✥✗ ★✙✜ ✗

✛✗✚✜ ✦✢✣✪✣✮✾ ✤✣✚ ✬✦✮✚✙✘✥ ✙✢✬ ✥✾✘✗✚✮✚✙✘✥ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷
✫✗ ✚✗✤✗✚ ✛✣ ✙ ✬✦✮✚✙✘✥ ✧✣✜✘✪✗✵

∆̂
✙★ ✛✥✗ ✂✞✝�✝✂✆ ☎☛ ✂☎✟✞✝✓✟ ✣✤ ✙ ✮✚✙✘✥ ✧✣✜✘✪✗✵

∆✦✤ ✛✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✥✣✪✬★ ✿

✄ ✄ ✬✦✮✚✙✘✥
D

✦★ ✙ ✜ ✙✵✦✜ ✙✪ ✤✙✧✗ ✣✤
∆̂

✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤
D

✗✺✰✙✪★ {ab, ba : ab ∈ G}✤✣✚ ★✣✜✗ ✜ ✙✵✦✜ ✙✪ ✤✙✧✗
G

✣✤
∆
✷

�✣✚ ✗✵✙✜✘✪✗ ✸ ✛✥✗ ✘✚✣✘✗✚✛✾ ✣✤ ✻✗✦✢✮ ✙ ✬✦★✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✬✦✮✚✙✘✥ ✦★ ✛✥✗ ✛✚✦✭✦✙✪ ✗✵✛✗✢★✦✣✢
✣✤ ✛✥✗ ✘✚✣✘ ✗✚✛✾ ✣✤ ✻ ✗✦✢✮ ✙ ✬✦★✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✰✢✬✦✚✗✧✛✗✬ ✮✚✙✘✥ ✷

✁ ✂� ✄✟✆✎☎✝✡☛
✄ ✴✢✦✛✗ ✡ ✂✂✞✓✝✓ M ✦★ ✙ ✘✙✦✚

(E,F)
✸ ✝✥✗✚✗

E
✦★ ✙ ✴✢✦✛✗ ★✗✛ ✙✢✬

F = F(M) ⊆ 2E
✦★

✙ ✢✣✢✭✣✦✬ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ★✙✛✦★✤✾ ✦✢✮ ✛✥✗ ✤✣ ✪✪✣✝ ✦✢✮ ✘✚✣✘✗✚✛✾ ✿

✄ ✂✤
σ, τ ∈ F

✙✢✬ |σ| < |τ | ✸ ✛✥✗✢ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✙✢ ✗✪✗✜✗✢✛
x ∈ τ \σ ★✰✧✥ ✛✥✙✛

σ+x ∈ F
✷

F(M)
✦★ ✛✥✗ ✝✟✓☎✠ ☎✟✓☎✟ ✠☎ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✣✚ ✡ ✂✂✞✓✝✓ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✣✤

M
✷ �✥✗ ★✗✛★ ✦✢

F(M)
✙✚✗

✛✥✗ ✝✟✓☎✠ ☎✟✓☎✟ ✂ ✞☎✂✞ ✦✢
M

✷ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛
F

✦★ ✙ ✘✰✚✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✑ ✙✪✪ ✜ ✙✵✦✜ ✙✪ ✤✙✧✗★ ✥✙✭✗
✛✥✗ ★✙✜ ✗ ★✦☛✗ ✷ ✒✗✴✢✗ ✛✥✗ ✞✂✟✒ ✣✤

M
✙★ ✛✥✦★ ★✦☛✗ ✷ ✄ ✔✂✞✝✞ ✦★ ✙ ✜✙✵✦✜ ✙✪ ✦✢✬✗✘ ✗✢✬✗✢✛

★✗✛ ✷ ✄ ✠✝✞✠✂ ✝✂ ✦★ ✙ ✜ ✦✢✦✜ ✙✪ ✬✗✘ ✗✢✬✗✢✛ ★✗✛ ✸ ✦ ✷✗ ✷✸ ✙ ✜ ✦✢✦✜ ✙✪ ✢✣✢✤✙✧✗ ✣✤
F(M)

✷



� ✆� ✆ ✝✂ ✄☎✄ ☎✄ ✂ ✁✄ ✄✡ ✄✡✁✂✆ ✌☛

�✣✚ ✙ ★✰✻★✗✛
τ
✣✤
E
✸ ✪✗✛

M(τ)
✬✗✢✣✛✗ ✛✥✗ ✘✙✦✚

(τ,F ∩2τ )
✷ �✥✦★ ✦★ ✙ ✜ ✙✛✚✣✦✬ ✸ ✙✢✬

✝✗ ✚✗✤✗✚ ✛✣ ✦✛ ✙★ ✛✥✗ ✝✟✓✂✠☎✓ ✞✂✔✡ ✂✂✞✓✝✓ ✣✤
M

✣✢ ✛✥✗ ★✗✛
τ
✷ ✒✗✴✢✗ ✛✥✗ ✚✙✢✩

ρM(τ)✣✤
τ

✙★ ✛✥✗ ✚✙✢✩ ✣✤ ✛✥✗ ✜ ✙✛✚✣✦✬
M(τ)

✷ ✄ ★✗✛
τ

✦★ ✙ ✁ ✂✂ ✦✢
M

✦✤ ✛✥✗ ✚✙✢✩ ✣✤
τ + x✗✵✧✗✗✬★ ✛✥✗ ✚✙✢✩ ✣✤

τ
✤✣✚ ✗✙✧✥

x
✦✢
E \ τ ✷ ✂✤ ✙ �✙✛

τ
✥✙★ ✚✙✢✩

ρ(E) − 1
✸ ✛✥✗✢

τ
✦★ ✙

✠✓✠✝✞✠✂ ✝✂ ✦✢
M

✷
�✣✚

e ∈ E
✸
M − e

✦★ ✛✥✗ ✘✙✦✚
(E − e, delF(e))

✑
M − e

✦★ ✛✥✗ ✓☎✆☎✂✝✓✟ ✣✤
M

✝ ✦✛✥
✚✗★✘ ✗✧✛ ✛✣

e
✷
M/e

✦★ ✛✥✗ ✘✙✦✚
(E − e, lkF(e))

✑
M/e

✦★ ✛✥✗ ✠✓✟ ✂✞✂✠✂✝✓✟ ✣✤
M

✝ ✦✛✥
✚✗★✘ ✗✧✛ ✛✣

e
✷ �✥✗ ✚✙✢✩ ✤✰✢✧✛✦✣✢ ✣✤

M/e
★✙✛✦★✴✗★ ✛✥✗ ✦✬✗✢✛✦✛✾

ρM/e(σ) = ρM(σ + e) − ρM({e}).
�✥✗ ✓✂✂✆ ✣✤ M ✦★ ✛✥✗ ✜ ✙✛✚✣✦✬

M∗ ✣✢ ✛✥✗ ★✙✜ ✗ ✮✚✣✰✢✬ ★✗✛
E

✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✘✚✣✘ ✗✚✛✾
✛✥✙✛ ✛✥✗ ✚✙✢✩ ✤✰✢✧✛✦✣✢

ρ∗
★✙✛✦★✴✗★

ρ∗(σ) = |σ| + ρ(E \ σ) − ρ(E).
☞✌ ✷☛✎

✓✺✰✦✭✙✪✗✢✛✪✾✸ σ ✦★ ✙ ✻✙★✦★ ✣✤
M∗ ✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤

E \ σ ✦★ ✙ ✻✙★✦★ ✣✤
M

✷
✫✗ ✚✗✤✗✚ ✛✥✗ ✚✗✙✬✗✚ ✛✣ ✹✵✪✗✾ ✠✕☞✡ ✣✚ ✫✗✪★✥ ✠☛✖ ☛✡ ✤✣✚ ✜ ✣✚✗ ✦✢✤✣✚✜ ✙✛✦✣✢ ✙✻✣✰✛

✜ ✙✛✚✣✦✬★ ✷

✂ ✆✝ ✆✜ ☞ ✏✖✛✌ ✕✔ ✍ ✖✎✏✑ ✕✒✘
�✣✚ ✙ ✮✚✙✘✥

G = ([n], E)
✸ ✬✗✴✢✗

Mn(G) = (E,Fn(G))
✸ ✝✥✗✚✗

Fn(G)
✦★ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵

✣✤ ✤✣✚✗★✛★ ✧✣✢✛✙✦✢✗✬ ✦✢
G
✷ �✥✦★ ✦★ ✝✗✪✪☎✩✢✣✝✢ ✛✣ ✻✗ ✙ ✜ ✙✛✚✣✦✬ ✸ ✙✢✬ ✛✥✗ ✚✙✢✩ ✤✰✢✧✛✦✣✢

✦★ ✮✦✭✗✢ ✻✾
ρ(H) = n− c(H)

✸ ✝✥✗✚✗
c(H)

✦★ ✛✥✗ ✢✰✜✻✗✚ ✣✤ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✧✣✜✘✣✢✗✢✛★
✦✢
H

✷ ✫✗ ✚✗✤✗✚ ✛✣
Mn(G)

✙★ ✛✥✗ ✟ ✞✂✠ ✄ ✝✠ ✡ ✂✂✞✓✝✓ ✣✢
G
✷ ✫✚✦✛✗

Mn = Mn(Kn)
✷

✄✢✣✛✥✗✚ ✜ ✙✛✚✣✦✬ ✛✥✙✛ ✝✗ ✜ ✙✾ ✙★★✣ ✧✦✙✛✗ ✛✣
G

✦★ ✛✥✗ �✓✟☎✂✞✂☎✠✁ ✂✞✂✟✠✂✂✝✓✟ ✣✤
Mn(G)

✣✻✛✙✦✢✗✬ ✻✾ ✚✗✬✗✴✢✦✢✮ ✛✥✗ ✚✙✢✩ ✤✰✢✧✛✦✣✢ ✙★
ρ(H) = min{ρ(H), n − 2} =

n−max{2, c(H)} ✷ �✥✗ ✦✢✬✗✘✗✢✬✗✢✛ ★✗✛★ ✦✢ ✛✥ ✦★ ✜ ✙✛✚✣✦✬ ✙✚✗ ✗✵✙✧✛✪✾ ✙✪✪ ✬✦★✧✣✢✢✗✧✛✗✬
✤✣✚✗★✛★ ✦✢

G
✷ ✹✢✗ ✜ ✙✾ ✘✰✚★✰✗ ✛✥ ✦★ ✧✣✢★✛✚✰✧✛✦✣✢ ✤✰✚✛✥✗✚ ✸ ✧✣✢★✦✬✗✚✦✢✮ ✛✥✗ ✡

k
☎★✛✗✘☛

✛✚✰✢✧✙✛✦✣✢ ✝ ✦✛✥ ✚✙✢✩ ✤✰✢✧✛✦✣✢
ρ(H) = n − max{k, c(H)} ✸ ✻✰✛ ✝✗ ✝ ✦✪✪ ✧✣✢✴✢✗ ✣✰✚☎

★✗✪✭✗★ ✛✣ ✛✥✗ ✣✢✗☎★✛✗✘ ✧✣✢★✛✚✰✧✛✦✣✢ ✷
�✣✚ ✙ ✬✦✮✚✙✘✥

D
✸ ✪✗✛

Mn(D)
✻✗ ✛✥✗ ✜ ✙✛✚✣✦✬ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✘✚✣✘ ✗✚✛✾ ✛✥✙✛ ✙ ★✗✛ ✣✤

✗✬✮✗★ ✦★ ✦✢✬✗✘ ✗✢✬✗✢✛ ✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤ ✛✥✗✚✗ ✙✚✗ ✢✣ ✜✰✪✛✦✘✪✗ ✗✬✮✗★ ✣✚ ✧✾✧✪✗★ ✦✢ ✛✥✗
✰✢✬✗✚✪✾✦✢✮ ✰✢✬✦✚✗✧✛✗✬ ✮✚✙✘✥ ✷ �✥✗ ✤✣✚✜ ✗✚ ✧✣✢✬✦✛✦✣✢ ✜✗✙✢★ ✗✵✙✧✛✪✾ ✛✥✙✛ {ij, ji}✦★ ✟✓✂ ✦✢✬✗✘ ✗✢✬✗✢✛ ✷ ✫✗ ✚✗✤✗✚ ✛✣

Mn(D)
✙★ ✛✥✗ ✓✝✟ ✞✂✠ ✄ ✝✠ ✜✙✛✚✣✦✬ ✣✢

D
✷ ✫✚✦✛✗

M→
n = Mn(K

→
n )

✷

✁ ✂✂ ✄✠✆✄✍✄✎ ✠✟✎✆✝✆✝☎✠☛
�✣✚ ✙ ★✗✺✰✗✢✧✗ λ = (λ1, . . . , λr)

✸ ✬✗✴✢✗ |λ| =
∑r

i=1 λi
✷ ✠✙✾ ✛✥✙✛

λ
✦★ ✙ ✠ ✂✞✂✝✂✝✓✟ ✣✤

n
✦✤
λ1 ≥ · · · ≥ λr ≥ 1

✙✢✬ |λ| = n
✑ ✝✗ ✝ ✚✦✛✗ ✛✥✦★ ✙★

λ ⊢ n ✷ ✔✾ ✧✣✢✭✗✢✛✦✣✢ ✸ ✝✗ ★✗✛
λi

✗✺✰✙✪ ✛✣ 0
✝✥✗✢✗✭✗✚

i > r
✷ ✹✢✗ ✜ ✙✾ ✦✢✛✗✚✘✚✗✛

λ
✙★ ✛✥✗ ★✗✛ {(i, j) : 1 ≤ j ≤ λi}

✣✤
✪✙✛✛✦✧✗ ✘✣✦✢✛★ ✸ ✝✥✗✚✗

(i, j)
✦★ ✛✥✗ ✪✙✛✛✦✧✗ ✘✣✦✢✛ ✦✢ ✛✥✗

ith
✚✣✝ ✙✢✬

jth
✧✣✪✰✜✢ ✷ ✫✚✦✛✗



✌✌ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ � ✁✆ ✄✄✁✠✄ ✁✄✁✂� ✆ ✁✂ ✞ ✂☎ ✄ ✂✄ ✆ ✄☎☎ ✆

Dλ = {(i, i) : λi ≥ i} ✑ ✛✥ ✦★ ✦★ ✛✥✗ ✓✝✂✟ ✓✟✂✆ ✣✤
λ
✷ ✏✣✦✢✛★

(i, j)
★✰✧✥ ✛✥✙✛

i < j
✙✚✗

✂✔✓�☎ ✛✥✗ ✬✦✙✮✣✢✙✪ ✸ ✝✥✗✚✗✙★ ✘✣✦✢✛★
(i, j)

★✰✧✥ ✛✥✙✛
i > j

✙✚✗ ✔☎✆✓✝ ✛✥✗ ✬✦✙✮✣✢✙✪ ✷
✌ ✦✭✗✢ ✛✝✣ ✘✙✚✛✦✛✦✣✢★

λ
✙✢✬

µ
✣✤
n
✸ ✝✗ ★✙✾ ✛✥✙✛

λ ✓✓✡ ✝✟✂✂☎✞ µ ✦✤

k
∑

i=1

λi ≥
k
∑

i=1

µi

✤✣✚ ✙✪✪
i ≥ 1

✷ �✥✗ ✠✓✟✁ ✂✟ ✂✂☎ λT ✣✤ ✙ ✘✙✚✛✦✛✦✣✢
λ = (λ1, . . . , λr)

✦★ ✛✥✗ ★✗✺✰✗✢✧✗
(µ1, . . . , µλ1)

✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✘✚✣✘ ✗✚✛✾ ✛✥✙✛
µj

✦★ ✛✥✗ ✪✙✚✮✗★✛
m

★✰✧✥ ✛✥✙✛
λm ≥ j

✷ ✓✺✰✦✭✙☎
✪✗✢✛✪✾✸ ✛✥✗ ✪✗✢✮✛✥ ✣✤ ✛✥✗

jth
✚✣✝ ✦✢

λT
✗✺✰✙✪★ ✛✥✗ ✪✗✢✮✛✥ ✣✤ ✛✥✗

jth
✧✣✪✰✜✢ ✦✢

λ
✤✣✚

✗✙✧✥
j
✷
λ

✦★ ✞☎✆☎ ✂✠✓✟✁ ✂✟ ✂✂☎ ✦✤
λ = λT

✷



�✁✁✂✄✄✂ �

✆✟✞✡ ✁✟✆✟☎ ✁ ✂✁✡✁ ✁✁✄✝

✫✗ ✘✚✗★✗✢✛ ✙ ✻✚✦✗✤ ✣✭✗✚✭✦✗✝ ✣✤ ✛✥✗ ✛✥✗✣✚✾ ✣✤ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✙✢✬ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✤✣✚ ★✦✜✘✪✦☎
✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✙✢✬ ✺✰✣✛✦✗✢✛★ ✣✤ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷ ✫✗ ✙✪★✣ ✪✦★✛ ★✣✜ ✗ ✣✤ ✛✥✗
✜✣★✛ ✦✜✘✣✚✛✙✢✛ ✧✪✙★★✗★ ✣✤ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ★✰✧✥ ✙★ ✧✣✢✛✚✙✧✛✦✻✪✗ ✙✢✬ ★✥✗✪✪✙✻ ✪✗
✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷

✂✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ✖ ✷☛✸ ✝✗ ✧✣✢★✦✬✗✚ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✛✥✗✣✚✾✸ ★✛✙✛✦✢✮ ✛✥✗ ✜ ✙✦✢ ✬✗✴✢✦☎
✛✦✣✢★ ✙✢✬ ✘✚✗★✗✢✛✦✢✮ ✛✥✗ ✦✜✘✣✚✛✙✢✛ ✆ ✙✾✗✚☎✑ ✦✗✛✣✚✦★ ✗✵✙✧✛ ★✗✺✰✗✢✧✗ ✷ ✂✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ✖ ✷✌ ✸
✝✗ ✘✚✣ ✧✗✗✬ ✝ ✦✛✥ ✚✗✪✙✛✦✭✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✙✢✬ ✘✚✗★✗✢✛ ✛✥✗ ✪✣✢✮ ✗✵✙✧✛ ★✗✺✰✗✢✧✗ ✤✣✚ ✘✙✦✚★
✣✤ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷ ✫✗ ✙✪★✣ ★✛✙✛✗ ✛✥✗ ✜ ✙✦✢ ✚✗★✰ ✪✛ ✙✻✣✰✛ ✄ ✪✗✵✙✢✬✗✚ ✬✰✙✪✦✛✾✷
✠✗✧✛✦✣✢ ✖ ✷✖ ✘✚✣✭✦✬✗★ ✛✥✗ ✻✙★✦✧ ✬✗✴✢✦✛✦✣✢★ ✤✚✣✜ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✛✥✗✣✚✾✷ ✂✢ ✠✗✧☎
✛✦✣✢ ✖ ✷☞ ✸ ✝✗ ✬✦★✧✰★★ ✙✧✾✧✪✦✧ ✸ ✧✣✢✛✚✙✧✛✦✻✪✗ ✸ ✧✣✪✪✙✘ ★✦✻✪✗ ✸ ✙✢✬ ✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷ ✫✗
✝ ✦✪✪ ✢✗✗✬ ★✣✜ ✗ ✚✗★✰✪✛★ ✙✻✣✰✛ ✺✰✣✛✦✗✢✛ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✸ ✜ ✣★✛ ✢✣✛✙✻✪✾ ✛✥✗ ✎✣✢✛✚✙✧✛✦✻✪✗
✠✰✻ ✧✣✜✘✪✗✵ ✍✗✜✜✙ ✑ ✝✗ ✘✚✗★✗✢✛ ✛✥✗★✗ ✚✗★✰✪✛★ ✦✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ✖ ✷✞ ✷ ✠✗✧✛✦✣✢ ✖ ✷☞ ✦★ ✬✗✭✣✛✗✬
✛✣ ✎✣✥✗✢☎✆ ✙✧✙✰✪✙✾✸ ✧✣✢★✛✚✰✧✛✦✻✪✗ ✸ ★✥✗✪✪✙✻✪✗ ✸ ✙✢✬ ✭✗✚✛✗✵☎✬✗✧✣✜✘✣★✙✻ ✪✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷
✫✗ ✘✚✣ ✧✗✗✬ ✝ ✦✛✥ ✻✙✪✪★ ✙✢✬ ★✘✥✗✚✗★ ✦✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ✖ ✷✟ ✙✢✬ ✧✣✢✧✪✰✬✗ ✛✥✗ ✧✥✙✘✛✗✚ ✦✢ ✠✗✧☎
✛✦✣✢ ✖ ✷✍ ✝ ✦✛✥ ✙ ✤✗✝ ✧✣✜✜✗✢✛★ ✙✻✣✰✛ ✛✥✗ ✝✗✪✪☎✩✢✣✝✢ ✠✛✙✢✪✗✾☎✁✗✦★✢✗✚ ✧✣✚✚✗★✘✣✢✬✗✢✧✗
✻✗✛✝✗✗✢ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✙✢✬ ✜✣✢✣✜ ✦✙✪ ✚✦✢✮★ ✙✢✬ ✦✬✗✙✪★ ✷

✄ ✂✁ ☎✝✆✠ ✝✝☞✝✟ ✝ ✡☎✆ ☎ ✝☎✍✌
✫✗ ✚✗✭✦✗✝ ✛✥✗ ✻✙★✦✧ ✧✣✢✧✗✘✛★ ✣✤ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✥✣✜✣✪✣✮✾✷ ✠✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✦★ ✝✗✪✪☎
✩✢✣✝✢ ✛✣ ✧✣✦✢✧✦✬✗ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✚✗★✛✚✦✧✛✦✣✢ ✣✤ ★✦✢✮✰✪✙✚ ✣✚ ✧✗✪✪✰ ✪✙✚ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✛✣ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪
✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✑ ★✗✗ ✆✰✢✩✚✗★ ✠✕✝ ✸ ☎✖☞ ✸ ☎✖✕✡ ✷

�✥✚✣✰✮✥✣✰✛ ✛✥ ✦★ ★✗✧✛✦✣✢ ✸ ✪✗✛
F

✻✗ ✙ ✴✗✪✬ ✣✚
Z
✸ ✛✥✗ ✚✦✢✮ ✣✤ ✦✢✛✗✮✗✚★ ✷

✙✌✖✕✍ ✙✏✑✓✛✘
✍✗✛

∆
✻✗ ✙ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✷ �✣✚

d ≥ −1
✸ ✪✗✛

C̃d(∆; F)
✻✗ ✛✥✗ ✤✚✗✗

F
☎✜✣✬✰✪✗

✝ ✦✛✥ ✣✢✗ ✻✙★✦★ ✗✪✗✜✗✢✛ ✸ ✬✗✢✣✛✗✬ ✙★
[s1] ∧ · · · ∧ [sd+1]

✸ ✤✣✚ ✗✙✧✥
d
☎✬✦✜ ✗✢★✦✣✢✙✪ ✤✙✧✗

{s1, . . . , sd+1}
✣✤

∆
✷ �✥✦★ ✜ ✗✙✢★ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✚✙✢✩ ✣✤

C̃d(∆; F)
✗✺✰✙✪★ ✛✥✗ ✢✰✜✻✗✚ ✣✤

✌✖



✌☞ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ ✂ ✡☎✂ ✁✡ ✠✡✁✁ �✁✂ ✁✁✁✄✄

✤✙✧✗★ ✣✤
∆

✣✤ ✬✦✜✗✢★✦✣✢
d
✷ ✔✾ ✧✣✢✭✗✢✛✦✣✢ ✸ ✝✗ ★✗✛

C̃d(∆; F)
✗✺✰✙✪ ✛✣ 0

✤✣✚
d < −1

✙✢✬
✤✣✚

d > dim∆
✷ �✣✚ ✙✢✾ ✘✗✚✜✰✛✙✛✦✣✢

π ∈ S[d+1]
✙✢✬ ✙✢✾ ✤✙✧✗

σ = {s1, . . . , sd+1}
✸

✝✗ ✬✗✴✢✗

[sπ(1)] ∧ [sπ(2)] ∧ · · · ∧ [sπ(d+1)] =
★✮✢

(π) · [s1] ∧ [s2] ∧ · · · ∧ [sd+1].
☞✖ ✷☛✎

✫✗ ✝ ✦✪✪ ✴✢✬ ✦✛ ✧✣✢✭✗✢✦✗✢✛ ✛✣ ✝ ✚✦✛✗
[σ] = [s1]∧ [s2]∧ . . .∧ [sd+1]

✸ ✦✜ ✘✪✦✧✦✛ ✪✾ ✙★★✰✜ ✦✢✮
✛✥✙✛ ✝✗ ✥✙✭✗ ✙ ✴✵✗✬ ✪✦✢✗✙✚ ✣✚✬✗✚ ✣✢ ✛✥✗

0
☎✧✗✪✪★ ✦✢

∆
✷ ✫ ✥✗✢✗✭✗✚

σ
✙✢✬

τ
✙✚✗ ✬✦★✶ ✣ ✦✢✛

✤✙✧✗★ ★✰✧✥ ✛✥✙✛
σ ∪ τ ∈ ∆

✸ ✝✗ ✬✗✴✢✗
[σ] ∧ [τ ]

✦✢ ✛✥✗ ✢✙✛✰✚✙✪ ✜ ✙✢✢✗✚ ✷ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛
[∅] ∧ z = z

✤✣✚ ✙✪✪
z
✷

✗✑✓✍✒✖✏✁ ✍ ✖✛
�✥✗ ✔✓✂✟✓✂✞✏ ✡ ✂✠ ∂d : C̃d(∆; F) → C̃d−1(∆; F)

✦★ ✛✥✗ ✥✣✜✣✜✣✚✘✥✦★✜ ✬✗✴✢✗✬ ✻✾

∂d([s1] ∧ . . . ∧ [sd+1]) =
d+1
∑

i=1

(−1)i−1[s1] ∧ . . . ∧ [si−1] ∧ [si+1] ∧ . . . ∧ [sd+1].

✹✢✗ ✗✙★✦✪✾ ✧✥✗✧✩★ ✛✥✙✛ ✛✥✦★ ✬✗✴✢✦✛✦✣✢ ✦★ ✧✣✢★✦★✛✗✢✛ ✝ ✦✛✥ ☞✖ ✷☛✎ ✷ ✎✣✜✻✦✢✦✢✮ ✙✪✪
∂d

✸ ✝✗
✣✻✛✙✦✢ ✙✢ ✣✘✗✚✙✛✣✚

∂
✣✢ ✛✥✗ ✬✦✚✗✧✛ ★✰✜

C̃(∆; F)
✣✤ ✙✪✪

C̃d(∆; F)
✷ ✂✛ ✦★ ✝✗✪✪☎✩✢✣✝✢

✙✢✬ ✗✙★✾ ✛✣ ★✗✗ ✛✥✙✛
∂2 = 0

✷ �✥✦★ ✜ ✗✙✢★ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✘✙✦✚
(C̃(∆; F), ∂)

✤✣✚✜ ★ ✙ ☞✮✚✙✬✗✬ ✎
✠✄ ✂✝✟ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✷

✍✗✛
∆1

✙✢✬
∆2

✻✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✣✢ ✬✦★✶ ✣ ✦✢✛ ★✗✛★ ✣✤
0
☎✧✗✪✪★ ✷ ✌ ✦✭✗✢ ✙✢✾ ✗✪✗✜✗✢✛★

c1 ∈ C̃d1(∆1; F)
✙✢✬

c2 ∈ C̃d2(∆2; F)
✸ ✛✥✗ ✗✪✗✜ ✗✢✛

c1 ∧ c2 ∈ C̃d1+d2+1(∆1 ∗ ∆2; F)★✙✛✦★✴✗★ ✛✥✗ ✤✣ ✪✪✣✝ ✦✢✮ ✦✬✗✢✛✦✛✾ ✿

∂(c1 ∧ c2) = ∂(c1) ∧ c2 + (−1)d1+1c1 ∧ ∂(c2).
☞✖ ✷✌✎

✁✑✍ ✑ ✆✑✙✁
�✣✚ ✛✥✗ ✧✥✙✦✢ ✧✣✜✘✪✗✵

(C̃(∆; F), ∂)
✣✢ ✛✥✗ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵

∆
✸ ✝✗ ✚✗✤✗✚ ✛✣ ✗✪✗✜✗✢✛★

✦✢
∂−1({0}) ✙★ ✠✏✠✆☎✞ ✙✢✬ ✗✪✗✜ ✗✢✛★ ✦✢

∂(C̃(∆; F))
✙★ ✔✓✂✟✓✂✞✝☎✞ ✷ ✒✗✴✢✗ ✛✥✗

dth
✞☎✓✂✠☎✓ ✄ ✓✡ ✓✆✓✟✏ ✟ ✞✓✂✠ ✣✤

∆
✝ ✦✛✥ ✧✣✗✟ ✧✦✗✢✛★ ✦✢

F
✙★ ✛✥✗ ✺✰✣✛✦✗✢✛ F

☎✜ ✣✬✰✪✗

H̃d(∆; F) := ∂−1
d ({0})/∂d+1(C̃d(∆; F)) = ker ∂d/

✦✜
∂d+1.

✒✗✴✢✦✢✮
C̃−1(∆; F)

✛✣ ✻✗ ☛✗✚✣ ✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✂✟✞☎✓✂✠☎✓ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✮✚✣✰✘★ ✸ ✬✗✢✣✛✗✬
Hd(∆; F)

☞✡
H

☛ ✦✢ ★✛✗✙✬ ✣✤ ✡
H̃

☛✎ ✷ ✫✗ ✝ ✦✪✪ ✻ ✗ ✜ ✙✦✢✪✾ ✧✣✢✧✗✚✢✗✬ ✝ ✦✛✥ ✚✗✬✰✧✗✬ ✥✣✜✣✪☎
✣✮✾✷

✽✰★✛ ✛✣ ✮✦✭✗ ✙ ★✦✜✘✪✗ ✗✵✙✜✘✪✗ ✸ ✝✗ ✢✣✛✗ ✛✥✙✛
H̃d(∆; F) = 0

✤✣✚ ✙✪✪
d
✝✥✗✢✗✭✗✚

∆ = Conex(Σ)
✤✣✚ ★✣✜✗

Σ
✷ ✡ ✙✜ ✗✪✾✸ ✝✗ ✜ ✙✾ ✝ ✚✦✛✗ ✙✢✾ ✗✪✗✜✗✢✛

c
✦✢
C̃(Conex(Σ); F)✙★

c = [x] ∧ c1 + c2
✸ ✝✥✗✚✗

c1
✙✢✬

c2
✙✚✗ ✧✥✙✦✢ ✮✚✣✰✘ ✗✪✗✜ ✗✢✛★ ✦✢

Σ
✷ ✂✤

c
✦★ ✙

✧✾✧✪✗ ✸ ✛✥✗✢
∂(c2) = −c1

✸ ✝✥✦✧✥ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛
∂([x] ∧ c2) = c

✑ ✥✗✢✧✗ ✗✭✗✚✾ ✧✾✧✪✗ ✦★ ✙
✻✣✰✢✬✙✚✾✷



� ✆� ✆ � ☎✁✁ ✄✡ ☞☎ �✁☎ ✁✁✁✄✄ ✌✞

✁✱✠✝✤✠✴ ✫ ✁✢ ✂✡✠✠ ✡ ✦✞✄✤✠✡ ☎✓✔ ✆ ✁✱ ✁ ✬☛ ✁✢✝✞ ✠✓✞ ✂✟✏ ✠ ✂✝✞ ✓☎ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡ ✂
✠ ✆☎☛ ☎✞

∆ ✂✟✓ Γ
✆ ✝ ☎ ✄ ✂�☎ ✂✄ ☎ ✒ ✂✏☎✞✂ �✝☎✂✓✞✝✞ ✆✓✟✟ ☎☛ ✂✠✂ ✞☎✞✂☎✟ ✠☎

· · · −→ H̃d+1(∆; F) ⊕ H̃d+1(Γ; F) −→ H̃d+1(∆ ∪ Γ; F)

−→ H̃d(∆ ∩ Γ; F) −→ H̃d(∆; F) ⊕ H̃d(Γ; F) −→ H̃d(∆ ∪ Γ; F)

−→ H̃d−1(∆ ∩ Γ; F) −→ H̃d−1(∆; F) ⊕ H̃d−1(Γ; F) −→ · · ·

�

✆✝✤✝ ��★✤✳ ✫ ✁✬ ✟☎✂
∆ ✂✟✓ Γ ✔☎ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ☎✞ ✡ ✎✄ ☎✟ ✂✄ ☎ ✝ ☎✓✟ ☎ ∆ ∨ Γ

✝ ✝✂✄
✞☎✞✠ ☎✠✂ ✂✓ ✂✟✏ ✝✓☎✟ ✂✝✆ ☎✓ 0

✂✠☎✆ ✆✞ x ∈ ∆ ✂✟✓ y ∈ Γ
✞✂✂✝✞✆ ☎✞

H̃d(∆ ∨ Γ; F) ∼= H̃d(∆; F) ⊕ H̃d(Γ; F).

☎ ✓✞ ✂✆ ✆ d ≥ −1 ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✫✗ ✥✙✭✗ ✛✥✙✛
∆∩ Γ = {∅, x} ✸ ✝✥✦✧✥ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛

H̃d(∆∩ Γ; F) = 0
✤✣✚ ✙✪✪

d
✷

✔✾ ✛✥✗ ✆ ✙✾✗✚☎✑ ✦✗✛✣✚✦★ ★✗✺✰✗✢✧✗ ☞�✥✗✣✚✗✜ ✖ ✷☛✎ ✸ ✝✗ ✙✚✗ ✬✣✢✗ ✷
�

✒ ☎✡ ✂✞✒ ✡ �✥✚✣✰✮✥✣✰✛ ✛✥✦★ ✛✥✗★✦★ ✸ ✝✥✗✢✗✭✗✚ ✝✗ ✬✦★✧✰★★ ✛✥✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✣✤ ✙ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪
✧✣✜✘✪✗✵ ✸ ✝✗ ✙✚✗ ✚✗✤✗✚✚✦✢✮ ✛✣ ✛✥✗ ✚✗✬✰✧✗✬

Z
☎✥✣✜✣✪✣✮✾ ✰✢✪✗★★ ✣✛✥✗✚✝ ✦★✗ ★✘✗✧✦✴✗✬ ✷

✄ ✂✁ ✠ ✄ ✝✟✆✝✞✄ ✡☎✆ ☎ ✝☎✍✌
✍✗✛

∆ ⊂ Γ
✻✗ ✛✝✣ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷ ✫✗ ✚✗✤✗✚ ✛✣ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾

Γ \ ∆
✙★ ✙ ✞✂✓✂✝☎✟ ✂

✠✓✡✠ ✆☎☛ ✙✢✬ ✬✗✢✣✛✗ ✦✛ ✙★
Γ/∆

✷ ✫✗ ✬✗✴✢✗ ✛✥✗ ✞☎✆✂✂✝�☎ ✧✥✙✦✢ ✧✣✜✘✪✗✵ ✤✣✚
Γ/∆✦✢ ✛✥✗ ✤✣ ✪✪✣✝ ✦✢✮ ✜ ✙✢✢✗✚ ✿ ✒✗✴✢✗ ✛✥✗

dth ✧✥✙✦✢ ✮✚✣✰✘
C̃d(Γ/∆; F)

✙★ ✛✥✗ ✺✰✣✛✦✗✢✛
✮✚✣✰✘

C̃d(Γ; F)/C̃d(∆; F)
✷ �✥✦★ ✜ ✗✙✢★ ✛✥✙✛

C̃d(Γ/∆; F)
✦★ ✙ ✤✚✗✗

F
☎✜ ✣✬✰✪✗ ✝ ✦✛✥

✣✢✗ ✮✗✢✗✚✙✛✣✚
[σ]

✤✣✚ ✗✙✧✥ ✤✙✧✗
σ ∈ Γ \ ∆

✷ ✠✦✢✧✗ ✛✥✗ ✻✣✰✢✬✙✚✾ ✜✙✘ ✣✢
C̃d(Γ; F)✜✙✘★ ✗✪✗✜ ✗✢✛★ ✦✢

C̃d(∆; F)
✛✣ ✗✪✗✜ ✗✢✛★ ✦✢

C̃d−1(∆; F)
✸ ✛✥ ✦★ ✻✣✰✢✬✙✚✾ ✜ ✙✘ ✦✢✬✰✧✗★

✙ ✻✣✰✢✬✙✚✾ ✜✙✘
∂d : C̃d(Γ/∆; F) → C̃d−1(Γ/∆; F)

✷ ✂✤
∆

✦★ ✛✥✗ ✭✣✦✬ ✧✣✜✘✪✗✵ ✸ ✛✥✗✢
✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✗ ✣✚✬✦✢✙✚✾ ✧✥✙✦✢ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤

Γ
✷

✒✗✴✢✗ ✛✥✗
dth ✞☎✆✂✂✝�☎ ✄ ✓✡ ✓✆✓✟✏ ✟ ✞✓✂✠ ✣✤

∆
✝ ✦✛✥ ✧✣✗✟ ✧✦✗✢✛★ ✦✢

F
✙★ ✛✥✗ ✺✰✣✛✦✗✢✛

F
☎✜✣✬✰✪✗

H̃d(Γ/∆; F) := ∂−1
d ({0})/∂d+1(C̃d(∆/Γ; F)) = ker ∂d/

✦✜
∂d+1.

✂✛ ✦★ ✧✪✗✙✚ ✛✥✙✛ ✛✥✦★ ✬✗✴✢✦✛✦✣✢ ✬✗✘✗✢✬★ ✣✢✪✾ ✣✢
Γ \ ∆

✷ ✠✘✗✧✦✴✧✙✪✪✾✸ ✝✗ ✜ ✙✾ ✚✗✘✪✙✧✗
Γ

✙✢✬
∆
✝ ✦✛✥ ✙✢✾

Γ′ ✙✢✬ ∆′ ★✰✧✥ ✛✥✙✛
Γ′ \ ∆′ = Γ \ ∆

✝ ✦✛✥✣✰✛ ✙✳✗✧✛✦✢✮ ✛✥✗ ✧✥✙✦✢
✧✣✜✘✪✗✵ ★✛✚✰✧✛✰✚✗ ✷

✡✣✛✗ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✛✚✙✬✦✛✦✣✢✙✪ ✢✣✛✙✛✦✣✢ ✦★
H̃d(Γ,∆; F)

✚✙✛✥✗✚ ✛✥✙✢ ✛✥✗ ✜✣✚✗ ★✛✚✗✙✜ ☎
✪✦✢✗✬

H̃d(Γ/∆; F)
✛✥✙✛ ✝✗ ✥✙✭✗ ✧✥✣★✗✢ ✷



✌☞ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ ✂ ✡☎✂ ✁✡ ✠✡✁✁ �✁✂ ✁✁✁✄✄

✁✱✠✝✤✠✴ ✫ ✁✫ ✂✡✠✠ ✡ ✦✞✄✤✠✡ ☎✓✔ ✆ ✁✱ ✁ ✬✫ ✁✫✝✞ ✠✓✞ ✂✟✏ ✠ ✂✝✞ ✓☎ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡ ✂
✠ ✆☎☛ ☎✞

∆ ⊂ Γ
✆ ✝ ☎ ✄ ✂�☎ ✂✄ ☎ ☎ ✓✆ ✆✓✝ ✝✟✟ ✆✓✟✟ ☎☛ ✂✠✂ ✞☎✞✂☎✟✠☎ ☎ ✓✞ ✂✄ ☎ ✠ ✂✝✞ (Γ,∆) �

· · · −−−−→ H̃d+1(Γ; F) −−−−→ H̃d+1(Γ/∆; F)

f−−−−→ H̃d(∆; F) −−−−→ H̃d(Γ; F) −−−−→ H̃d(Γ/∆; F)

f−−−−→ H̃d−1(∆; F) −−−−→ H̃d−1(Γ; F) −−−−→ · · ·

☞✖ ✷✖✎

✎✄ ☎ ✡ ✂✠ f ✝✞ ✝✟✓✂✠☎✓ ✔✏ ✂✄ ☎ ✔✓✂✟✓✂✞✏ ✓✠ ☎✞✂✂✓✞ ∂ ✝✟ ✂✄ ☎ ✠✄ ✂✝✟ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✓☎ Γ ✡ ✎✄ ☎
✓✂✄ ☎✞ ✡ ✂✠ ✞ ✂✞☎ ✓☎✆ ✟☎✓ ✝✟ ✂✄ ☎ ✟✂✂✂✞✂✆ ✡ ✂✟✟☎✞✡

�

✄ ★✦✜✘✪✗ ✣✻★✗✚✭✙✛✦✣✢ ✦★ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✚✗✪✙✛✦✭✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✣✤ ✛✥✗ ✘✙✦✚
(Γ,∆)

✧✣✦✢✧✦✬✗★ ✝ ✦✛✥
✛✥✗ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✣✤

Γ∪Cone(∆)
✑ ✧✣✢★✦✬✗✚ ✛✥✗ ✪✣✢✮ ✗✵✙✧✛ ★✗✺✰✗✢✧✗ ✤✣✚ ✛✥✗ ✘✙✦✚

(Γ∪Cone(∆),Cone(∆))
✙✢✬ ✣✻★✗✚✭✗ ✛✥✙✛

Cone(∆)
✥✙★ ✭✙✢✦★✥✦✢✮ ✚✗✬✰✧✗✬ ✥✣✜✣✪✣✮✾

✦✢ ✙✪✪ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢★ ✷
✍✗✛

σ ∈ Γ
✙✢✬ ✝ ✚✦✛✗

∆ = fdelΓ(σ)
✷ ✂✛ ✦★ ✦✜✜✗✬✦✙✛✗ ✤✚✣✜ ✛✥✗ ✬✗✴✢✦✛✦✣✢ ✛✥✙✛

H̃d(Γ/∆; F) ∼= H̃d−|σ|(lkΓ(σ); F).

✔✾ �✥✗✣✚✗✜ ✖ ✷✖ ✸ ✝✗ ✛✥✰★ ✥✙✭✗ ✙ ✪✣✢✮ ✗✵✙✧✛ ★✗✺✰✗✢✧✗ ✚✗✪✙✛✦✢✮
Γ

✙✢✬ ✛✥✗ ✪✦✢✩ ✙✢✬
✤✙✧✗ ✬✗✪✗✛✦✣✢ ✣✤

Γ
✝ ✦✛✥ ✚✗★✘ ✗✧✛ ✛✣

σ
✷ ✫✗ ✝ ✦✪✪ ✰★✗ ✛✥✦★ ✤✙✧✛ ✦✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ✞ ✷✌ ✷☛ ✝✥✗✢ ✝✗

✗✵✙✜ ✦✢✗ ★✗✜ ✦☎✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✙✢✬ ★✗✜ ✦☎✧✣✪✪✙✘★✦✻ ✪✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷
✂✢ ★✦✛✰✙✛✦✣✢★ ✝✥✗✚✗ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✢✣ ✛✣✚★✦✣✢ ✸ ✛✥✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✣✤ ✛✥✗ ✄ ✪✗✵✙✢✬✗✚ ✬✰✙✪ ✣✤

✙ ✧✣✜✘✪✗✵ ✦★ ✗✙★✾ ✛✣ ✧✣✜✘✰✛✗ ✭✦✙ ✚✗✪✙✛✦✭✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✿
✁✱✠✝✤✠✴ ✫ ✁✟ ✟☎✂

F ✔☎ ✂ ✆ ☎✆✓ ✓✞ Z ✂✟✓ ✆☎✂
∆ ✔☎ ✂ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✓✟ ✂ ✟✓✟☎✡✠ ✂✏

✞☎✂
X

✝ ✝✂✄
F

✂☎ ✞☎☎ ✄ ✓✡ ✓✆✓✟✏ ✡ ✎✄ ☎✟

H̃d(∆; F) ∼= H̃|X|−d−3(∆
∗
X ; F).

☞✖ ✷☞ ✎

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✔✾ �✥✗✣✚✗✜ ✖ ✷✖ ✸
H̃d(∆; F) ∼= H̃d+1(2

X/∆; F)
✤✣✚ ✙✪✪

d
✷ ✄ ✪✜ ✣★✛ ✻✾ ✬✗✴✢✦✛✦✣✢ ✸

✝✗ ✥✙✭✗ ✛✥✙✛
H̃d+1(2

X/∆; F) ∼= H̃ |X|−d−3(∆∗
X ; F)

✸ ✝✥✗✚✗
H̃i(∆∗

X ; F)
✬✗✢✣✛✗★ ✛✥✗

ith ✠✓✄ ✓✡ ✓✆✓✟✏ ✟ ✞✓✂✠ ✑ ★✗✗ ✆✰✢✩✚✗★ ✠✕✝✡ ✷ ✄✘✘✪✾✦✢✮ ✬✰✙✪✦✛✾ ✻ ✗✛✝✗✗✢ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✙✢✬
✧✣✥✣✜✣✪✣✮✾ ✤✣✚ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✝ ✦✛✥ ✤✚✗✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ☞★✗✗ ✆✰✢✩✚✗★ ✠✕✝ ✸ �✥ ✷ ☞✞ ✷✍ ✡✎ ✸ ✝✗
✣✻✛✙✦✢ ✛✥✗ ✬✗★✦✚✗✬ ✚✗★✰✪✛ ✷

�

✫✗ ✧✙✢✢✣✛ ✬✚✣✘ ✛✥✗ ✧✣✢✬✦✛✦✣✢ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✻✗ ✤✚✗✗ ✑ ★✗✗ ✆✰✢✩✚✗★ ✠✕✝✡ ✷

✄ ✂✄ ✁☎✆ ☎✆☎✠✌ ✆✡✄☎✎✌
✄ ✠ ✓✝✟ ✂☎✓ ✞✠ ✂✠☎ ✦★ ✙ ✛✣✘✣✪✣✮✦✧✙✪ ★✘✙✧✗

X
✛✣✮✗✛✥✗✚ ✝ ✦✛✥ ✙ ✔✂✞☎ ✠ ✓✝✟ ✂

x0 ∈ X
✷ ✍✗✛

X
✙✢✬

Y
✻✗ ✘✣✦✢✛✗✬ ★✘✙✧✗★ ✝ ✦✛✥ ✻✙★✗ ✘✣✦✢✛★

x0 ∈ X
✙✢✬

y0 ∈ Y
✷ ✄ �✠ ✓✝✟ ✂☎✓✁ ✡ ✂✠

✤✚✣✜
X

✛✣
Y

✦★ ✙ ✧✣✢✛✦✢✰✣✰★ ✤✰✢✧✛✦✣✢
f : X → Y

★✰✧✥ ✛✥✙✛
f(x0) = y0

✷ ✍✗✛
I
✻✗

✛✥✗ ✦✢✛✗✚✭✙✪
[0, 1] = {x ∈ R : 0 ≤ x ≤ 1} ✷ �✣✚ ✜ ✙✘★

f, g : X → Y
✸ ✙ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✏ ✤✚✣✜



� ✆� ✆ � ✁☎ ✁✄✁✂✄ ✄� ☎✁✄✄ ✌✟

f
✛✣
g
✦★ ✙ ✧✣✢✛✦✢✰✣✰★ ✤✰✢✧✛✦✣✢

F : I ×X → Y
★✰✧✥ ✛✥✙✛

Ft(x0) := F (t, x0) = y0✤✣✚ ✙✪✪
t ∈ I

✙✢✬ ★✰✧✥ ✛✥✙✛
F0(x) = f(x)

✙✢✬
F1(x) = g(x)

✤✣✚ ✙✪✪
x ∈ X

✷ ✫✗ ★✙✾
✛✥✙✛

f
✙✢✬

g
✙✚✗ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✝✠ ✦✤ ★✰✧✥ ✙ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✗✵ ✦★✛★ ✷

X
✙✢✬

Y
✙✚✗ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✏ ☎✞✂ ✝�✂✆☎✟ ✂✸ ✬✗✢✣✛✗✬

X ≃ Y
✸ ✦✤ ✛✥✗✚✗ ✗✵ ✦★✛ ✜ ✙✘★

f : X →
Y

✙✢✬
h : Y → X

★✰✧✥ ✛✥✙✛
h ◦ f : X → X

✦★ ✥✣✜✣✛✣✘✦✧ ✛✣ ✛✥✗ ✦✬✗✢✛✦✛✾ ✜ ✙✘ ✣✢
X

✙✢✬
f ◦ h : Y → Y

✦★ ✥✣✜✣✛✣✘✦✧ ✛✣ ✛✥✗ ✦✬✗✢✛✦✛✾ ✜ ✙✘ ✣✢
Y
✷ ✫✗ ✝ ✦✪✪ ★✣✜✗✛✦✜ ✗★

✗✵✘✚✗★★ ✛✥✦★ ✙★ ★✙✾✦✢✮ ✛✥✙✛
X

✥✙★ ✛✥✗ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✏ ✂✏✠ ☎ ✣✤
Y
✷ �✥✗ ✧✥✣✦✧✗ ✣✤ ✻✙★✗ ✘✣✦✢✛

✜ ✙✩✗★ ✙ ✬✦✳✗✚✗✢✧✗ ✣✢✪✾ ✦✤ ✛✥✗ ★✘✙✧✗ ✦★ ✢✣✛ ✘✙✛✥☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✷ ✄ ★ ✙✪✜ ✣★✛ ✙✪✪ ✣✰✚ ★✘✙✧✗★
✛✰✚✢ ✣✰✛ ✛✣ ✻✗ ✘✙✛✥☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✸ ✝✗ ✝ ✦✪✪ ★✰✘✘✚✗★★ ✛✥✗ ✢✣✛✦✣✢ ✣✤ ✻✙★✗ ✘✣✦✢✛ ✤✚✣✜ ✢✣✝
✣✢ ✷
✁✠✴✴★ ✫ ✁☛ ✟☎✂

Y ✔☎ ✂ ✂✓✠ ✓✆✓✟ ✝✠✂✆ ✞✠ ✂✠☎ ✂✟✓ ✆☎✂
X ✔☎ ✂ ✞✂✔✞✠ ✂✠☎✡ ✌✂✠✠ ✓✞☎ ✂✄ ✂✂

✂✄ ☎✞☎ ✝✞ ✂ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✏
F : I × Y → Y

✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ F0
✝✞ ✂✄ ☎ ✝✓☎✟ ✂✝✂✏✆ ✂✄ ☎ ✞☎✞✂✞✝✠✂✝✓✟ ✓☎

F1
✂✓ X ✝✞ ✂✄ ☎ ✝✓☎✟ ✂✝✂✏✆ ✂✟✓ F1(Y ) = X ✡ ✎✄ ☎✟

X ✂✟✓ Y ✂✞☎ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✏ ☎✞✂ ✝�✂✆☎✟ ✂✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✒✗✴✢✗
f : Y → X

✻✾
f(x) = F1(x)

✙✢✬
g : X → Y

✻✾
g(x) = F0(x) = x

✷
✫✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✙✛

f ◦g ✦★ ✛✥✗ ✦✬✗✢✛✦✛✾ ✣✢
X

✙✢✬ ✛✥✙✛
g◦f = F1

✷ ✠✦✢✧✗
F1

✦★ ✥✣✜✣✛✣✘ ✦✧
✛✣ ✛✥✗ ✦✬✗✢✛✦✛✾

F0
✣✢

Y
✸ ✝✗ ✙✚✗ ✬✣✢✗ ✷

�

✍✗✛
∆

✻✗ ✙ ✢✣✢✭✣✦✬ ✙✻★✛✚✙✧✛ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✢ ✙ ★✗✛
X

✸ ★✙✾
X = [n]

✷ ✔✾ ★✣✜ ✗
✙✻✰★✗ ✣✤ ✢✣✛✙✛✦✣✢ ✸ ✝✗ ✬✗✴✢✗ ✛✥✗ ✂✓✠ ✓✆✓✟ ✝✠✂✆ ✞☎✂✆✝✂✂✂✝✓✟ ✣✤

∆
✙★ ✙✢✾ ✛✣✘✣✪✣✮✦✧✙✪ ★✘✙✧✗

✥✣✜ ✗✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣ ✛✥✗ ✤✣ ✪✪✣✝ ✦✢✮ ★✘✙✧✗ ‖∆‖ ✿ ✍✗✛ e1, . . . , en
✻✗ ✙✢ ✣✚✛✥✣✢✣✚✜ ✙✪ ✻✙★✦★

✤✣✚ ✓✰✧✪✦✬✗✙✢ ★✘✙✧✗
Rn

✷ �✣✚ ✙ ✤✙✧✗
σ
✸ ✪✗✛ ‖σ‖ ✬✗✢✣✛✗ ✛✥✗ ★✗✛

{

∑

x∈σ
λxex :

∑

x∈σ
λx = 1, λx > 0

✤✣✚ ✙✪✪
x ∈ σ

}

.

✒✗✴✢✗ ‖∆‖ ✙★ ✛✥✗ ✰✢✦✣✢ ⋃
σ∈∆ ‖σ‖ ✑ ✛✥✦★ ✦★ ✙ ✬✦★✶ ✣✦✢✛ ✰✢✦✣✢ ✷ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛ ‖2σ‖ =

⋃

τ⊆σ ‖τ‖
✑ ✛✥✦★ ✦★ ✛✥✗ ✧✣✢✭✗✵ ✥✰✪✪ ✣✤ ✛✥✗ ★✗✛ {ex : x ∈ σ} ✷ ✄ ✪★✣ ✢✣✛✗ ✛✥✙✛ ‖{x}‖ =

{ex}
✷ ✫✗ ✚✗✤✗✚ ✛✣ ‖∆‖ ✙★ ✛✥✗ ✠✂✟✓✟✝✠✂✆ ✞☎✂✆✝✂✂✂✝✓✟ ✣✤

∆✹✢✗ ✗✙★✦✪✾ ✧✥✗✧✩★ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✧✙✢✣✢✦✧✙✪ ✚✗✙✪✦☛✙✛✦✣✢ ✣✤ ✛✥✗ ✶ ✣✦✢
∆ ∗ Γ

✦★ ✛✥✗ ★✗✛

{λx+ (1 − λ)y : x ∈ ‖∆‖, y ∈ ‖Γ‖, λ ∈ [0, 1]}.
�✥✗ ✶ ✣✦✢ ✣✘✗✚✙✛✦✣✢ ✘✚✗★✗✚✭✗★ ✥✣✜ ✗✣✜✣✚✘✥✦★✜ ★ ✙✢✬ ✥✣✜✣✛✣✘✦✗★ ✿
✁✠✴✴★ ✫ ✁☞ ✁☎ ‖∆1‖ ∼= ‖∆2‖ ✂✟✓ ‖Γ1‖ ∼= ‖Γ2‖

✆ ✂✄ ☎✟ ‖∆1 ∗ Γ1‖ ∼= ‖∆2 ∗ Γ2‖ ✡ ✁☎

‖∆1‖ ≃ ‖∆2‖ ✂✟✓ ‖Γ1‖ ≃ ‖Γ2‖
✆ ✂✄ ☎✟ ‖∆1 ∗ Γ1‖ ≃ ‖∆2 ∗ Γ2‖ ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✌ ✦✭✗✢ ✥✣✜ ✗✣✜✣✚✘✥✦★✜ ★
f : ‖∆1‖ → ‖∆2‖

✙✢✬
g : ‖Γ1‖ → ‖Γ2‖

✸ ✙ ✥✣✜✗✣☎
✜✣✚✘✥✦★✜

h : ‖∆1∗Γ1‖ → ‖∆2∗Γ2‖
✦★ ✮ ✦✭✗✢ ✻✾

h(λx+(1−λ)y) = λf(x)+(1−λ)g(y)✤✣✚ ✗✙✧✥
x ∈ ‖∆‖ ✸ y ∈ ‖Γ‖ ✸ ✙✢✬ λ ∈ [0, 1]

✷ ✂✢ ✛✥✗ ★✙✜✗ ✜ ✙✢✢✗✚ ✸ ✣✢✗ ✗✙★✦✪✾ ✗★✛✙✻ ✪✦★✥✗★
✛✥✗ ★✛✙✛✗✜✗✢✛ ✙✻✣✰✛ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✧✗ ✷

�

✫✗ ★✙✾ ✛✥✙✛ ✙✢ ✙✻★✛✚✙✧✛ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵
∆

✦★ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✛✣ ✙ ✘✣✦✢✛✗✬



✌✍ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ ✂ ✡☎✂ ✁✡ ✠✡✁✁ �✁✂ ✁✁✁✄✄

★✘✙✧✗
X

✦✤ ✛✥✗ ✛✣✘✣✪✣✮✦✧✙✪ ✚✗✙✪✦☛✙✛✦✣✢ ✣✤
∆

✦★ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✛✣ X ✷ ✆ ✣✚✗ ✮✗✢☎
✗✚✙✪✪✾✸ ✝✥✗✢✗✭✗✚ ✝✗ ✬✦★✧✰★★ ✛✣✘✣✪✣✮✦✧✙✪ ✘✚✣✘ ✗✚✛✦✗★ ✣✤ ✙✢ ✙✻★✛✚✙✧✛ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵
∆
✸ ✝✗ ✙✚✗ ✚✗✤✗✚✚✦✢✮ ✛✣ ✦✛★ ✛✣✘✣✪✣✮✦✧✙✪ ✚✗✙✪✦☛✙✛✦✣✢ ✷
�✥✗ ✭✣✦✬ ✧✣✜✘✪✗✵ ∅ ✦★ ✻✾ ✧✣✢✭✗✢✛✦✣✢ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✛✣ ✙ ✘✣✦✢✛ ☞✦ ✷✗ ✷✸ ✙

0
☎★✦✜✘✪✗✵ ✎ ✷

✫✗ ✝ ✦✪✪ ✤✚✗✺✰✗✢✛✪✾ ✰★✗ ✛✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✝✗✪✪☎✩✢✣✝✢ ✤✙✧✛★ ✝ ✦✛✥✣✰✛ ✚✗✤✗✚✗✢✧✗ ✑ ★✗✗
✆✰✢✩✚✗★ ✠✕✝✡ ✤✣✚ ✬✗✛✙✦✪★ ✷

✄ �✝✣ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ★✙✜ ✗ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✛✾✘✗ ✥✙✭✗ ✛✥✗ ★✙✜✗ ✥✣☎
✜✣✪✣✮✾ ☞✛✥✗ ✧✣✢✭✗✚★✗ ✦★ ✢✣✛ ✛✚✰✗ ✦✢ ✮✗✢✗✚✙✪✎ ✷

✄ �✥✗ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✛✾✘✗ ✣✤ ✙ ✝✗✬✮✗ ✣✤ ✛✝✣ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★
∆

✙✢✬
Γ

✝ ✦✛✥
✚✗★✘✗✧✛ ✛✣ ✮✦✭✗✢ ✦✬✗✢✛✦✴✗✬

0
☎✧✗✪✪★

x ∈ ∆
✙✢✬

y ∈ Γ
✬✣✗★ ✢✣✛ ✬✗✘✗✢✬ ✣✢ ✛✥✗

✧✥✣✦✧✗ ✣✤
x

✙✢✬
y
✙★ ✪✣✢✮ ✙★ ✗✙✧✥ ✣✤

∆
✙✢✬

Γ
✦★ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✷

✄ ✄✢✾ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✦★ ✥✣✜ ✗✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣ ✦✛★ ✴ ✚★✛ ✻✙✚✾✧✗✢✛✚✦✧ ★✰✻✬✦✭✦★✦✣✢ ✷

✹✧✧✙★✦✣✢✙✪✪✾✸ ✝✗ ✝ ✦✪✪ ✢✗✗✬ ✛✣ ✧✣✢★✦✬✗✚ ✧✗✪✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷ �✣✚ ✙ ✭✗✧✛✣✚
x = (x1, . . . , xn)

✸
✝ ✚✦✛✗ ‖x‖ =

√

x2
1 + . . .+ x2

n

✷ �✥✗ ✰✢✦✛
n

✂✔✂✆ ✆ Bn ✦★ ✛✥✗ ★✗✛ {x = (x1, . . . , xn) :
‖x‖ ≤ 1} ✦✢

Rn
✷ �✥✗ ✰✢✦✛

(n− 1)
✂✞✠ ✄ ☎✞☎ Sn−1 ✦★ ✛✥✗ ✻✣✰✢✬✙✚✾ {x = (x1, . . . , xn) :

‖x‖ = 1} ✣✤
Bn

✷ ✔✾ ✧✣✢✭✗✢✛✦✣✢ ✸
B0 ✦★ ✙ ✘✣✦✢✛ ✙✢✬

S−1 ✦★ ✛✥✗ ✗✜✘✛✾ ★✗✛ ✷
Int Bn =

Bn \ Sn−1 ✦★ ✛✥✗ ✰✢✦✛ ✓✠ ☎✟ n✂✔✂✆ ✆✷ ✄ ✛✣✘✣✪✣✮✦✧✙✪ ★✘✙✧✗
D

✦★ ✙✢ ✓✠ ☎✟ n✂✠☎✆ ✆ ✦✤ D ✦★
✥✣✜ ✗✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣ ✙✢ ✣✘✗✢

n
☎✻✙✪✪ ✷

✄ ✏✙✰★✬✣✚✳ ✛✣✘✣✪✣✮✦✧✙✪ ★✘✙✧✗
X

✦★ ✙ ✴✢✦✛✗ ✠☎✆ ✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✦✤ ✛✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✧✣✢✬✦☎
✛✦✣✢★ ✙✚✗ ★✙✛✦★✴✗✬ ✠✕✝ ✸ ☎✖✍✡ ✿

✄ X
✦★ ✛✥✗ ✬✦★✶ ✣✦✢✛ ✰✢ ✦✣✢ ✣✤ ✙ ✴✢✦✛✗ ✢✰✜✻✗✚ ✣✤ ✣✘ ✗✢ ✧✗✪✪★ {Di : i ∈ I} ✷

✄ �✣✚ ✗✙✧✥ ✣✘✗✢ ✧✗✪✪
Di

✸ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✙ ✧✣✢✛✦✢✰✣✰★ ✜✙✘

ϕi : Bni → X

☞
ni = dimDi

✎ ★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✚✗★✛✚✦✧✛✦✣✢ ✣✤
ϕi

✛✣
Int Bni

✬✗✴✢✗★ ✙ ✥✣✜✗✣☎
✜✣✚✘✥✦★✜ ✛✣

Di
✙✢✬ ★✰✧✥ ✛✥✙✛

ϕi(S
ni−1)

✦★ ✧✣✢✛✙✦✢✗✬ ✦✢ ✛✥✗
(ni−1)

☎★✩✗✪✗✛✣✢
✣✤
X

☞✛✥✗ ✰✢✦✣✢ ✣✤ ✙✪✪ ✣✘ ✗✢ ✧✗✪✪★
Dj

✣✤ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢ ✙✛ ✜✣★✛
ni − 1

✎ ✷

✄ ✄ ★✗✛
C

✦★ ✧✪✣★✗✬ ✦✢
X

✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤
C ∩Di

✦★ ✧✪✣★✗✬ ✦✢
Di

✤✣✚ ✗✙✧✥ ✧✗✪✪
Di

✸
✝✥✗✚✗

Di = ϕi(B
ni)

✷

�✥✗ ✛✣✘✣✪✣✮✦✧✙✪ ✚✗✙✪✦☛✙✛✦✣✢ ✣✤ ✙ ✢✣✢✭✣✦✬ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵
∆

✦★ ✙ ✧✗✪✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✑
✤✣✚ ✗✭✗✚✾ ✤✙✧✗

σ
✣✤

∆
✣✤ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢

d ≥ 0
✸ ✛✥✗ ★✗✛ ‖σ‖ ✦★ ✥✣✜ ✗✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣ ✙✢ ✣✘✗✢

d
☎✧✗✪✪ ✙✢✬ ✛✥✗ ✻✣✰✢✬✙✚✾ ✣✤ ‖σ‖ ✦★ ✧✣✢✛✙✦✢✗✬ ✦✢ ✛✥✗

(d − 1)
☎★✩✗✪✗✛✣✢ ✣✤ ‖∆‖ ✷ ✄

★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✦★ ✙ ✞☎✟✂ ✆✂✞ ✧✗✪✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✸ ✜ ✗✙✢✦✢✮ ✛✥✙✛ ✗✙✧✥ ✜ ✙✘
ϕi

✬✗✴✢✗★ ✙
✥✣✜ ✗✣✜✣✚✘✥✦★✜ ✛✣ ✦✛★ ✦✜ ✙✮✗ ✙✢✬

ϕi(S
ni−1)

✦★ ✗✺✰✙✪ ✛✣ ✙ ✰✢✦✣✢ ✣✤ ★✜ ✙✪✪✗✚ ✧✗✪✪★ ✷
✫✗ ✚✗✤✗✚ ✛✣ ✏✙✛✧✥✗✚ ✠✞☞✡ ✣✚ ✆✰✢✩✚✗★ ✠✕✝✡ ✤✣✚ ✙ ✜✣✚✗ ✬✗✛✙✦✪✗✬ ✗✵✘✣★✦✛✦✣✢ ✣✢ ✧✗✪✪
✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷



� ✆� ✆ �✁✂ ✄✄✁✠✄✡✁✁☎ ✠✁☎✂ ✁☎✂ ☎✆ ✁✂ ✞ ✄� ☎✡✄ ✄☎✁✁ ✄✡ ☞☎✆ ✌✕

✠✣✜ ✗ ✚✗★✰✪✛★ ✦✢ ✛✥✦★ ✛✥✗★✦★ ✙✻✣✰✛ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✮✗✢✗✚✙✪✦☛✗ ✛✣ ✪✙✚✮✗✚ ✧✪✙★★✗★
✣✤ ✧✗✪✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✸ ✻✰✛ ✝✗ ✝ ✦✪✪ ✢✣✛ ★✛✙✛✗ ✛✥✗★✗ ✮✗✢✗✚✙✪✦☛✙✛✦✣✢★ ✰✢✪✗★★ ✝✗ ✚✗✙✪✪✾ ✢✗✗✬
✛✥✗✜ ✷

✫✗ ✣✻✛✙✦✢ ✙ ✝ ☎✓✟ ☎ ✣✤ ✛✣✘✣✪✣✮✦✧✙✪ ★✘✙✧✗★
Y1, . . . , Yr

✻✾ ✛✙✩✦✢✮ ✛✥✗ ✬✦★✶ ✣ ✦✢✛ ✰✢✦✣✢
✣✤ ✛✥✗ ★✘✙✧✗★ ✸ ✧✥✣✣★✦✢✮ ✘✣✦✢✛★

yi ∈ Yi
✸ ✙✢✬ ✦✬✗✢✛✦✤✾✦✢✮ ✛✥✗ ✘✣✦✢✛★

y1, . . . , yr
✷ ✫✗

✜ ✙✾ ✦✢✛✗✚✘✚✗✛ ✙ ✝✗✬✮✗
X

✣✤ ★✘✥✗✚✗★ ✙★ ✙ ✧✗✪✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✑ ✛✥✗ ✦✬✗✢✛✦✴✗✬ ✘✣✦✢✛
y

✦★ ✙
0
☎✧✗✪✪ ✙✢✬ ✛✥✗ ★✘✙✧✗

X \ {y} ✦★ ✙ ✬✦★✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ★✘✙✧✗ ✦✢ ✝✥✦✧✥ ✗✙✧✥ ✧✣✜✘✣✢✗✢✛ ✦★
✙ ✧✗✪✪ ✦✢

X
✷ ✆ ✙✢✾ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✦✢ ✛✥✦★ ✛✥✗★✦★ ✙✚✗ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✛✣

★✰✧✥ ✝✗✬✮✗★ ✣✤ ★✘✥✗✚✗★ ✷

✄ ✂� ✁☎✠✆✎✟☞✆✝☛ ✝✄ ☞☎✆✠ ✝✄✞✄☛ ✟✠✡ ✆✡✄ ✝✎ ✎✄ ✝✟✆✝✞✄☛
✫✗ ✬✗✴✢✗ ✛✥✗ ✧✪✙★★✗★ ✣✤ ✙✧✾✧✪✦✧ ✸ ✧✣✢✛✚✙✧✛✦✻✪✗ ✸ ✧✣✪✪✙✘ ★✦✻✪✗ ✸ ✙✢✬ ✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷
✂✢ ✛✥✦★ ✛✥✗★✦★ ✸ ✝✗ ✙✚✗ ✘✙✚✛✦✧✰✪✙✚✪✾ ✦✢✛✗✚✗★✛✗✬ ✦✢ ✛✥✗ ✪✙✛✛✗✚ ✛✝✣ ✧✪✙★★✗★ ✸ ✝✥✦✧✥ ✝✗ ✝ ✦✪✪
✮✗✢✗✚✙✪✦☛✗ ✦✢ ✎✥✙✘✛✗✚ ✞ ✷

✞ ✆✝ ✆✜ ✁✔✁✔ ✆✕✔ ✖✍✒
k✂

✖✔✁✔ ✆✕✔ ✔✑✍✛ ✆✚✎✚✘
✍✗✛

F
✻✗ ✙ ✴✗✪✬ ✣✚

Z
✷ ✄ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵

∆
✦★ ✂✠✏✠✆✝✠ ✣✭✗✚

F
✣✚

F
✂✂✠✏✠✆✝✠ ✦✤

∆
✥✙★

✢✣ ✚✗✬✰✧✗✬ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✣✭✗✚
F
✷ ✔✾ ✛✥✗ ✰✢✦✭✗✚★✙✪ ✧✣✗✟ ✧✦✗✢✛ ✛✥✗✣✚✗✜ ✠✞☞ ✸ �✥ ✷ ✖✄ ✷✖✡ ✸

✙ ✧✣✜✘✪✗✵
∆

✦★
Z
☎✙✧✾✧✪✦✧ ✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤

∆
✦★

F
☎✙✧✾✧✪✦✧ ✤✣✚ ✗✙✧✥ ✴✗✪✬

F
✷ ✏✣✝✗✭✗✚ ✸ ✤✣✚

✙✢✾ ✴✗✪✬
F
✸ ✛✥✗✚✗ ✗✵ ✦★✛

F
☎✙✧✾✧✪✦✧ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✛✥✙✛ ✙✚✗ ✢✣✛

Z
☎✙✧✾✧✪✦✧ ✷ �✣✚ ✗✵✙✜✘✪✗ ✸ ✙✢✾

✛✚✦✙✢✮✰✪✙✛✦✣✢ ✣✤ ✛✥✗ ✚✗✙✪ ✘✚✣✶ ✗✧✛✦✭✗ ✘✪✙✢✗ ☞✗ ✷✮ ✷✸ ✛✥✗ ✣✢✗ ✦✢ � ✦✮✰✚✗ ✞ ✷✖ ✦✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ✞ ✷✌ ✷☛✎
✦★

F
☎✙✧✾✧✪✦✧ ✝✥✗✢✗✭✗✚

F
✦★ ✙ ✴✗✪✬ ✣✤ ✣✬✬ ✣✚ ☛✗✚✣ ✧✥✙✚✙✧✛✗✚✦★✛✦✧ ✻✰✛ ✢✣✛

Z2
☎✙✧✾✧✪✦✧ ✣✚

Z
☎✙✧✾✧✪✦✧ ✷
✄ ✧✣✜✘✪✗✵

∆
✦★
k
☎ ✂✠✏✠✆✝✠ ✣✭✗✚

F
✦✤ ✛✥✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✮✚✣✰✘

H̃d(∆; F)
✭✙✢✦★✥✗★ ✤✣✚

d ≤ k
✷ ✂✤ ✙ ✧✣✜✘✪✗✵

∆
✦★
k
☎✙✧✾✧✪✦✧ ✣✭✗✚

Z
✸ ✛✥✗✢

∆
✦★
k
☎✙✧✾✧✪✦✧ ✣✭✗✚

F
✤✣✚ ✗✭✗✚✾ ✴✗✪✬ ✸

✻✰✛ ✛✥✗ ✧✣✢✭✗✚★✗ ✦★ ✙✮✙✦✢ ✤✙✪★✗ ✤✣✚
k ≥ 1

✷
✒ ✤✝✰ ✝✡☞✟☞✝✞ ✫ ✁✑ ✟☎✂

d1, d2 ≥ 0 ✡ ✁☎
∆

✝✞
(d1 − 1)

✂✂✠✏✠✆✝✠ ✓�☎✞ F ✂✟✓ Γ
✝✞

(d2 − 1)
✂

✂✠✏✠✆✝✠ ✓�☎✞ F
✆ ✂✄ ☎✟

∆ ∗ Γ
✝✞

(d1 + d2)
✂✂✠✏✠✆✝✠ ✓�☎✞ F ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ �✥✚✣✰✮✥✣✰✛ ✛✥ ✦★ ✘✚✣✣✤ ✸
ci

✙✢✬
ĉi

✬✗✢✣✛✗ ✗✪✗✜ ✗✢✛★ ✦✢
C̃i(∆; F)

✙✢✬
c′j

✬✗✢✣✛✗★
✙✢ ✗✪✗✜ ✗✢✛ ✦✢

C̃j(Γ; F)
✷ ✍✗✛

a ≤ d1 +d2
✙✢✬ ✪✗✛

z
✻✗ ✙ ✢✣✢☛✗✚✣ ✧✾✧✪✗ ✦✢

C̃a(∆∗Γ; F)
✷

✫✗ ✧✙✢ ✝ ✚✦✛✗

z =

s
∑

i=r

ci ∧ c′a−i−1

☞✖ ✷✞✎

✤✣✚ ★✣✜ ✗
r ≤ s

✸ ✝✥✗✚✗ ✛✥✗ ✴✚★✛ ✛✗✚✜ ✙✢✬ ✛✥✗ ✪✙★✛ ✛✗✚✜ ✙✚✗ ✻✣✛✥ ✢✣✢☛✗✚✣ ✷ ✂✛ ✦★
✧✪✗✙✚ ✛✥✙✛

cr
✙✢✬

c′a−s−1

✙✚✗ ✧✾✧✪✗★ ✷ ✠✦✢✧✗
a ≤ d1 + d2

✙✢✬
s ≥ r

✸ ✝✗ ✧✙✢✢✣✛ ✥✙✭✗
✛✥✙✛

r ≥ d1
✙✢✬

a − s − 1 ≥ d2
✷ ✔✾ ★✾✜✜✗✛✚✾✸ ✝✗ ✜ ✙✾ ✙★★✰✜ ✗ ✛✥✙✛

r ≤ d1 − 1
✑

✥✗✢✧✗ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✙✢ ✗✪✗✜✗✢✛
ĉr+1

★✰✧✥ ✛✥✙✛
∂(ĉr+1) = cr

✷ ✎✣✢★✦✬✗✚ ✛✥✗ ✗✪✗✜ ✗✢✛
ẑ = ∂(ĉr+1 ∧ c′a−r−1) = cr ∧ c′a−r−1 ± ĉr+1 ∧ ∂(c′a−r−1)

✷ ✂✤
r = s

✸ ✛✥✗✢
ẑ = z

✑ ✥✗✢✧✗
z

✦★ ✙ ✻✣✰✢✬✙✚✾✷ ✹✛✥✗✚✝ ✦★✗ ✸
z − ẑ

✦★ ✙ ★✰✜ ✙★ ✦✢ ☞✖ ✷✞✎ ✻✰✛ ✤✚✣✜
r + 1

✛✣
s
✷ ✔✾

✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✣✢
s− r

✸
z − ẑ

✦★ ✙ ✻✣✰✢✬✙✚✾✸ ✝✥✦✧✥ ✧✣✢✧✪✰✬✗★ ✛✥✗ ✘✚✣✣✤ ✷
�



✖✝ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ ✂ ✡☎✂ ✁✡ ✠✡✁✁ �✁✂ ✁✁✁✄✄

✞ ✆✝ ✆✂ ✙✑✍✎✏✖✔✎✕✂ ✆✚ ✖✍✒
k✂

✔✑✍✍✚✔✎✚✒ ✔✑✍✛ ✆✚✎✚✘
✄ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵

∆
✦★ ✠✓✟ ✂✞✂✠✂✝✔✆☎ ✦✤

∆
✦★ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✛✣ ✙ ★✦✢✮✪✗ ✘✣✦✢✛ ✷

✄ ✧✣✢✛✚✙✧✛✦✻✪✗ ✧✣✜✘✪✗✵
∆

✦★ ✙✧✾✧✪✦✧ ✣✭✗✚
Z
✸ ✻✰✛ ✛✥✗ ✧✣✢✭✗✚★✗ ✦★ ✢✣✛ ✢✗✧✗★★✙✚✦✪✾ ✛✚✰✗

✰✢✪✗★★
∆

✦★ ★✦✜✘✪✾ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✑ ✛✥✗ ✤✙✜✣✰★ ✏✣✦✢✧✙✚� ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✖☎★✘✥✗✚✗ ✠✕✞✡ ✦★ ✣✢✗
✗✵✙✜✘✪✗ ✷ �✣✚

k ≥ 0
✸ ✙ ✛✣✘✣✪✣✮✦✧✙✪ ★✘✙✧✗

X
✦★
k

✂✠✓✟✟☎✠✂☎✓ ✦✤ ✛✥✗ ✤✣ ✪✪✣✝ ✦✢✮ ✥✣✪✬★ ✤✣✚
✙✪✪

d ∈ [0, k]
✿

✄ ✓✭✗✚✾ ✧✣✢✛✦✢✰✣✰★ ✜✙✘
f : Sd → X

✥✙★ ✙ ✧✣✢✛✦✢✰✣✰★ ✗✵✛✗✢★✦✣✢
g : Bd+1 → X

✷
✔✾ ✧✣✢✭✗✢✛✦✣✢ ✸

X
✦★

(−1)
☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤

X
✦★ ✢✣✢✗✜✘✛✾✷ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛

X
✦★

0
☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤

X
✦★ ✘✙✛✥☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✷ ✹✢✗ ✛✾✘✦✧✙✪✪✾ ✚✗✤✗✚★ ✛✣

1
☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬

✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✙★ ✞✝✡✠ ✆✏ ✠✓✟✟☎✠✂☎✓ ✷ �✥✗ ✠✓✟✟☎✠✂✝� ✝✂✏ ✓☎✟ ✞☎☎ ✣✤
X

✦★ ✛✥✗ ✪✙✚✮✗★✛ ✦✢✛✗✮✗✚
k

★✰✧✥ ✛✥✙✛
X

✦★
k
☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ☞

+∞ ✦✤
X

✦★
k
☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✤✣✚ ✙✪✪

k
✎ ✷ ✂✢✧✚✗✙★✦✢✮ ✛✥✗

✧✣✢✢✗✧✛✦✭ ✦✛✾ ✬✗✮✚✗✗ ✻✾ ✣✢✗ ✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✗ ✞✄ ✝☎ ✂☎✓ ✧✣✢✢✗✧✛✦✭ ✦✛✾ ✬✗✮✚✗✗ ✑ ✛✥✦★ ✭✙✪✰✗
✦★ ✛✥✗ ★✜ ✙✪✪✗★✛ ✦✢✛✗✮✗✚

k
★✰✧✥ ✛✥✙✛

X
✦★ ✢✣✛

k
☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✷ ✂✢ ✜ ✙✢✾ ★✦✛✰✙✛✦✣✢★ ✸

✛✥✗ ★✥✦✤✛✗✬ ✧✣✢✢✗✧✛✦✭ ✦✛✾ ✬✗✮✚✗✗ ✧✣✦✢✧✦✬✗★ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ★✜ ✙✪✪✗★✛ ✦✢✛✗✮✗✚
d
★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✛✥✗

✥✣✜✣✪✣✮✾ ✦✢ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢
d
✦★ ✢✣✢✭✙✢✦★✥✦✢✮ ✿

✁✱✠✝✤✠✴ ✫ ✁✞ ✂✡✠✠ ✁ ★✟✧✱✠✤ ☎☛✟ ✆ ✁✱ ✁ ✟ ✁✫✬✝✞ ✠✓✞ k ≥ 1
✆ ✂ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛

∆
✝✞
k

✂✠✓✟✟☎✠✂☎✓ ✝☎ ✂✟✓ ✓✟ ✆✏ ✝☎
∆

✝✞
k

✂✂✠✏✠✆✝✠ ✓�☎✞ Z ✂✟✓ ✞✝✡✠ ✆✏ ✠✓✟✟☎✠✂☎✓ ✡ ∆
✝✞

✠✓✟ ✂✞✂✠✂✝✔✆☎ ✝☎ ✂✟✓ ✓✟✆✏ ✝☎
∆

✝✞ ✂✠✏✠✆✝✠ ✓�☎✞ Z ✂✟✓ ✞✝✡✠ ✆✏ ✠✓✟✟☎✠✂☎✓ ✡ ✠✓✞ k ∈ {−1, 0} ✆
✂ ✠✓✡✠ ✆☎☛

∆
✝✞
k

✂✠✓✟✟☎✠✂☎✓ ✝☎ ✂✟✓ ✓✟✆✏ ✝☎
∆

✝✞
k

✂✂✠✏✠✆✝✠✡
�

✆✝✤✝ ��★✤✳ ✫ ✁✓ ✠✓✞ k ≥ 0
✆ ✝☎

∆1
✂✟✓ ∆2

✂✞☎ k ✂✠✓✟✟☎✠✂☎✓ ✂✟✓ ∆1 ∩ ∆2
✝✞

(k − 1)
✂

✠✓✟✟☎✠✂☎✓✆ ✂✄ ☎✟
∆1 ∪ ∆2

✝✞
k

✂✠✓✟✟☎✠✂☎✓ ✡
✄ ✞✓✓☎ ✡ �✥✗ ✧✣✚✣✪✪✙✚✾ ✦★ ✧✪✗✙✚ ✦✤

k = 0
✷ ✄ ★★✰✜ ✗ ✛✥✙✛

k ≥ 1
✷ ✔✾ ✛✥✗ ✆ ✙✾✗✚☎

✑ ✦✗✛✣✚✦★ ✗✵✙✧✛ ★✗✺✰✗✢✧✗ ☞�✥✗✣✚✗✜ ✖ ✷☛✎ ✸
∆1 ∪∆2

✥✙★ ✢✣ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✻✗✪✣✝ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢
k
✷ ✡✣✝ ✸

∆1
✙✢✬

∆2
✙✚✗ ★✦✜✘✪✾ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✸ ✝✥✗✚✗✙★

∆1 ∩ ∆2
✦★ ✘✙✛✥☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✷

✄★ ✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸ ∆1 ∪ ∆2
✦★ ★✦✜✘✪✾ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✻✾ ✛✥✗ ✭✙✢ ✎✙✜✘✗✢ ✛✥✗✣✚✗✜ ☞★✗✗

✏✙✛✧✥✗✚ ✠✞☞ ✸ �✥ ✷ ☛✷✌✝ ✡✎ ✷ �✥✰★ ✝✗ ✙✚✗ ✬✣✢✗ ✻✾ �✥✗✣✚✗✜ ✖ ✷✍ ✷
�

✆✝✤✝ ��★✤✳ ✫ ✁✢✔ ✁☎
∆

✝✞ ✂ k
✂✠✓✟✟☎✠✂☎✓ ✞✂✔✠✓✡✠ ✆☎☛ ✓☎ Γ ✂✟✓ ✂✄ ☎ ✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟ ✓☎ ☎✂✠✄

☎ ✂✠☎ ✓☎ Γ \ ∆
✝✞ ✂✂ ✆☎✂✞✂ k + 1

✆ ✂✄ ☎✟
Γ

✝✞
k

✂✠✓✟✟☎✠✂☎✓ ✡
✄ ✞✓✓☎ ✡ ✫✗ ✙✚✗ ✬✣✢✗ ✦✤

∆ = Γ
✷ ✹✛✥✗✚✝ ✦★✗ ✸ ✪✗✛

σ
✻✗ ✙ ✜✙✵✦✜ ✙✪ ✤✙✧✗ ✣✤

Γ \ ∆
✑

✻✾ ✙★★✰✜✘✛✦✣✢ ✸
dimσ > k

✷ ✔✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✸
Γ \ {σ} ✦★

k
☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✷ ✡✣✝ ✸

2σ
✦★

k
☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✸ ✝✥✗✚✗✙★

∂2σ
✦★

(k − 1)
☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✷ ✠✦✢✧✗

Γ = (Γ \ {σ}) ∪ 2σ
✙✢✬

∂2σ = (Γ \ {σ}) ∩ 2σ
✸ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ✖ ✷✕ ✾✦✗✪✬★ ✛✥✙✛

Γ
✦★
k
☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✷

�

✁✱✠✝✤✠✴ ✫ ✁✢✢ ✁☎
∆

✝✞ ✠✓✟✟☎✠✂☎✓ ✂✟✓ dimΓ ≥ 0
�✝✡☎✡✆ Γ

✝✞
(−1)

✂✠✓✟✟☎✠✂☎✓✁ ✆ ✂✄ ☎✟

∆ ∗ Γ
✝✞ ✞✝✡✠ ✆✏ ✠✓✟✟☎✠✂☎✓ ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✂✤ Γ = {∅, {x}} ✸ ✛✥✗✢ ∆∗Γ
✦★ ✙ ✧✣✢✗ ✙✢✬ ✥✗✢✧✗ ★✦✜✘✪✾ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✷ ✹✛✥✗✚✝ ✦★✗ ✸

✪✗✛
x

✻✗ ✙
0
☎✧✗✪✪ ✦✢

Γ
✙✢✬ ✝ ✚✦✛✗

Γ1 = delΓ(x)
✙✢✬

Γ2 = Conex(lkΓ(x))
✷ ✂✛ ✦★ ✧✪✗✙✚

✛✥✙✛
Γ = Γ1 ∪ Γ2

✙✢✬ ✛✥✙✛
∆ ∗ (Γ1 ∩ Γ2)

✦★ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✷ ✔✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✸
∆ ∗ Γ1

✙✢✬
∆∗Γ2

✙✚✗ ★✦✜✘✪✾ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✑ ✗✙✧✥ ✣✤
Γ1

✙✢✬
Γ2

✦★
(−1)

☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✷ ✔✾ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ✖ ✷✕ ✸
✦✛ ✤✣ ✪✪✣✝ ★ ✛✥✙✛

∆ ∗ Γ
✦★ ★✦✜✘✪✾ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✷

�



� ✆� ✆ �✁✂ ✄✄✁✠✄✡✁✁☎ ✠✁☎✂ ✁☎✂ ☎✆ ✁✂ ✞ ✄� ☎✡✄ ✄☎✁✁ ✄✡ ☞☎✆ ✖ ☛

✆✝✤✝ ��★✤✳ ✫ ✁✢✬ ✟☎✂
d1, d2 ≥ 0 ✡ ✁☎

∆
✝✞

(d1 − 1)
✂✂✠✏✠✆✝✠ ✓�☎✞ Z ✂✟✓ Γ

✝✞
(d2 − 1)

✂
✂✠✏✠✆✝✠ ✓�☎✞ Z

✆ ✂✄ ☎✟
∆ ∗ Γ

✝✞
(d1 + d2)

✂✠✓✟✟☎✠✂☎✓ ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ �✥✗ ✧✣✚✣✪✪✙✚✾ ✦★ ✧✪✗✙✚✪✾ ✛✚✰✗ ✤✣✚
d1 = d2 = 0

✷ ✄ ★★✰✜ ✗ ✛✥✙✛
d1 + d2 ≥ 1

✷ ✔✾
✏ ✚✣✘✣★✦✛✦✣✢ ✖ ✷✟ ✸

∆∗Γ
✦★

(d1 +d2)
☎✙✧✾✧✪✦✧ ✷ �✥✗✣✚✗✜ ✖ ✷☛☛ ✾✦✗✪✬★ ✛✥✙✛

∆∗Γ
✦★ ★✦✜✘✪✾

✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✑ ✥✗✢✧✗ ✝✗ ✙✚✗ ✬✣✢✗ ✻✾ �✥✗✣✚✗✜ ✖ ✷✍ ✷
�

✁✱✠✝✤✠✴ ✫ ✁✢✫ ✟☎✂
d ≥ 0 ✡ ✁☎

∆
✝✞

(d − 1)
✂✠✓✟✟☎✠✂☎✓ ✂✟✓ dim∆ ≤ d

✆ ✂✄ ☎✟
∆

✝✞
✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✏ ☎✞✂ ✝�✂✆☎✟ ✂ ✂✓ ✂ ✝ ☎✓✟ ☎ ✓☎ ✞✠ ✄ ☎✞☎✞ ✓☎ ✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟ d ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ �✥✗ ✛✥✗✣✚✗✜ ✦★ ✛✚✦✭ ✦✙✪ ✤✣✚
d = 0

✷ ✂✤
d = 1

✸ ✛✥✗✢
∆

✦★ ✙ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✮✚✙✘✥ ✸ ✝✥✦✧✥
✦★ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✛✣ ✙ ✝✗✬✮✗ ✣✤ ✧✦✚✧✪✗★ ✷ ✹✛✥✗✚✝ ✦★✗ ✸

∆
✦★ ★✦✜✘✪✾ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✙✢✬

(d−1)
☎✙✧✾✧✪✦✧ ✻✾ �✥✗✣✚✗✜ ✖ ✷✍ ✷ ✄ ★ ✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸ ✙✪✪ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✣✤

∆
✦★ ✧✣✢✧✗✢✛✚✙✛✗✬

✦✢ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢
d
✷ ✠✦✢✧✗

dim∆ ≤ d
✸ ✛✥ ✦★ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✜✰★✛ ✻ ✗ ✛✣✚★✦✣✢☎✤✚✗✗ ✙✢✬ ✥✗✢✧✗

✣✤ ✛✥✗ ✤✣✚✜
Zr

✤✣✚ ★✣✜✗
r ≥ 0

✷ ✔✾ ✛✥✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✭✗✚★✦✣✢ ✣✤ ✫ ✥✦✛✗✥✗✙✬ ✠★ ✛✥✗✣✚✗✜
☞★✗✗ ✏✙✛✧✥✗✚ ✠✞☞ ✸ ✏ ✚✣✘ ✷ ☞✎ ✷☛✡✎ ✸ ✛✥ ✦★ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛

∆
✦★ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✛✣ ✙

✧✗✪✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✧✣✢★✦★✛✦✢✮ ✣✤
r
✧✗✪✪★ ✣✤ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢

d
✙✢✬ ✣✢✗

0
☎✧✗✪✪ ✸ ✥✗✢✧✗ ✙ ✝✗✬✮✗ ✣✤

r★✘✥✗✚✗★ ✣✤ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢
d
✷
�

✞ ✆✝ ✆✞ ✙✑ ✆✆✖✛✘✕✂ ✆✚ ✔✑✍✛ ✆✚✎✚✘
✁✗✧✙✪✪ ✛✥✙✛ ✙ ✧✣✜✘✪✗✵ ✦★ ✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✦✤ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✦★ ✭✣✦✬ ✣✚ ✧✙✢ ✻✗ ✧✣✪✪✙✘★✗✬ ✛✣
✙ ✘✣✦✢✛ {∅, {v}} ✷ ✎✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✙✚✗ ✧✣✢✛✚✙✧✛✦✻✪✗ ✸ ✻✰✛ ✢✣✛ ✙✪✪ ✧✣✢✛✚✙✧✛✦✻✪✗
✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✙✚✗ ✧✣✪✪✙✘★✦✻ ✪✗ ✑ ✛✥✗ ✬✰✢✧✗ ✥✙✛ ✠☛✖☞✡ ✦★ ✣✢✗ ✗✵✙✜✘✪✗ ✷ ✹✢✗ ✜✙✾ ✧✥✙✚✙✧✛✗✚✦☛✗
✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✦✢ ✛✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✜ ✙✢✢✗✚ ✿

✠ ✠�✞☞✟☞✝✞ ✫ ✁✢✟ ✫✗ ✬✗✴✢✗ ✛✥✗ ✧✪✙★★ ✣✤ ✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✚✗✧✰✚★✦✭✗✪✾
✙★ ✤✣ ✪✪✣✝ ★ ✿

☞✦✎ �✥✗ ✭✣✦✬ ✧✣✜✘✪✗✵ ∅ ✙✢✬ ✙✢✾ ✝☎★✦✜✘✪✗✵ {∅, {v}} ✙✚✗ ✧✣✪✪✙✘ ★✦✻✪✗ ✷

☞✦✦✎ ✂✤
∆

✧✣✢✛✙✦✢ ★ ✙ ✢✣✢✗✜✘✛✾ ✤✙✧✗
σ

★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✤✙✧✗☎✬✗✪✗✛✦✣✢
fdel∆(σ)

✙✢✬ ✛✥✗
✪✦✢✩

lk∆(σ)
✙✚✗ ✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✸ ✛✥✗✢

∆
✦★ ✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✷

✫✗ ✬✦★✧✰★★ ✤✰✚✛✥✗✚ ✘✚✣✘ ✗✚✛✦✗★ ✣✤ ✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✦✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ✞ ✷☞ ✷

✞ ✆✝ ✆✝ ✁✑✍✚✠✖✘✕✠✚ ✔✑✍✛ ✆✚✎✚✘
�✣ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✗ ✧✪✙★★ ✣✤ ✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✸ ✝✗ ✰★✗ ✒✗✴✢✦✛✦✣✢ ✖ ✷☛☞ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✚✗☎
★✛✚✦✧✛✦✣✢ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✤✙✧✗

σ
✦✢ ☞✦✦✎ ✜✰★✛ ✻ ✗ ✙

0
☎✧✗✪✪ ✿

✠ ✠�✞☞✟☞✝✞ ✫ ✁✢☛ ✫✗ ✬✗✴✢✗ ✛✥✗ ✧✪✙★★ ✣✤ ✟✓✟☎�✂✞✝�☎ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✚✗✧✰✚★✦✭✗✪✾
✙★ ✤✣ ✪✪✣✝ ★ ✿

☞✦✎ �✥✗ ✭✣✦✬ ✧✣✜✘✪✗✵ ∅ ✙✢✬ ✙✢✾ ✝☎★✦✜✘✪✗✵ {∅, {v}} ✙✚✗ ✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✷



✖✌ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ ✂ ✡☎✂ ✁✡ ✠✡✁✁ �✁✂ ✁✁✁✄✄

☞✦✦✎ ✂✤
∆

✧✣✢✛✙✦✢★ ✙
0
☎✧✗✪✪

x
★✰✧✥ ✛✥✙✛

del∆(x)
✙✢✬

lk∆(x)
✙✚✗ ✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✸ ✛✥✗✢

∆✦★ ✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✷

�✣✚ ✗✵✙✜✘✪✗ ✸ ✧✣✢✗★ ✙✚✗ ✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✷ ✄ ✧✣✜✘✪✗✵ ✦★ ☎�✂✞✝�☎ ✦✤ ✦✛ ✦★ ✢✣✛ ✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✷
✫✗ ✗✵✘✪✙✦✢ ✛✥✦★ ✛✗✚✜ ✦✢✣✪✣✮✾ ✦✢ ✎✥✙✘✛✗✚ ✞ ✷ ✄ ★ ✎✙✥✢ ✸ ✠✙✩★ ✸ ✙✢✬ ✠✛✰✚✛✗✭✙✢✛ ✠☞✕✡
✣✻★✗✚✭✗✬ ✸ ✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✙✚✗ ✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✷ �✥✗ ✧✣✢✭✗✚★✗ ✦★ ✢✣✛ ✛✚✰✗ ✦✢ ✮✗✢✗✚✙✪ ✑
✦✢ ✏ ✚✣✘✣★✦✛✦✣✢ ✞ ✷☛✖ ✸ ✝✗ ✘✚✗★✗✢✛ ✙ ✧✣✰✢✛✗✚✗✵✙✜✘✪✗ ✬✰✗ ✛✣ ✔✶ ✱✚✢✗✚ ✷ ✫✗ ✬✦★✧✰★★ ✤✰✚✛✥✗✚
✘✚✣✘ ✗✚✛✦✗★ ✣✤ ✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✦✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ✞ ✷☞ ✷

✄ ✂✂ �✏☎✆✝✄✠✆ ☞☎✆✠ ✝✄✞✄☛
✍✗✛

X ⊆ Y
✻✗ ✛✝✣ ✛✣✘✣✪✣✮✦✧✙✪ ★✘✙✧✗★ ★✰✧✥ ✛✥✙✛

X
✦★ ✢✣✢✗✜✘✛✾✷ ✍✗✛

p
✻✗ ✙✢ ✦★✣✪✙✛✗✬

✘✣✦✢✛ ✢✣✛ ✦✢
Y
✷ ✹✢✗ ✬✗✴✢✗★ ✛✥✗ ✞✂✓✂✝☎✟ ✂ ✞✠ ✂✠☎ Y/X ✙★ ✛✥✗ ★✗✛

(Y \X)∪{p} ✗✺✰✦✘✘ ✗✬✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✛✣✘✣✪✣✮✾ ✦✢✬✰✧✗✬ ✻✾ ✛✥✗ ✜ ✙✘
α : Y → (Y \X) ∪ {p} ✬✗✴✢✗✬ ✻✾

α(x) =

{

x
✦✤
x ∈ Y \X ;

p
✦✤
x ∈ X.

�✥✙✛ ✦★ ✸
M

✦★ ✣✘ ✗✢ ✦✢
Y/X

✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤
α−1(M)

✦★ ✣✘ ✗✢ ✦✢
Y
✷ ✔✾ ✧✣✢✭✗✢✛✦✣✢ ✸ ✝✗

★✗✛
Y/∅ ✗✺✰✙✪ ✛✣ ✛✥✗ ✰✢✦✣✢ ✣✤

Y
✙✢✬ ✙ ✬✦★✧✚✗✛✗ ✘✣✦✢✛ {p} ✢✣✛ ✦✢

Y
✷

✍✗✛
∆ ⊆ Γ

✻✗ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ★✰✧✥ ✛✥✙✛
∆

✦★ ✢✣✢✭✣✦✬ ✷ ✫✗ ✬✗✴✢✗ ✛✥✗
✂✓✠ ✓✆✓✟ ✝✠✂✆ ✞☎✂✆✝✂✂✂✝✓✟ ✣✤ ✛✥✗ ✺✰✣✛✦✗✢✛ ✧✣✜✘✪✗✵

Γ/∆
✛✣ ✻ ✗ ✙✢✾ ★✘✙✧✗ ✥✣✜ ✗✣✜✣✚✘✥✦✧

✛✣ ‖Γ‖/‖∆‖ ✷ ✹✢✗ ✗✙★✦✪✾ ✧✥✗✧✩★ ✬✦✚✗✧✛✪✾ ✤✚✣✜ ✛✥✗ ✬✗✴✢✦✛✦✣✢ ✛✥✙✛ ‖Γ‖/‖∆‖ ✦★ ✥✣✜✗✣☎
✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣ ‖Γ′‖/‖∆′‖ ✝✥✗✢✗✭✗✚

Γ\∆ = Γ′ \∆′ ✷ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛ ‖Γ‖/‖{∅}‖ = ‖Γ‖∪{p} ✸✻ ✗✧✙✰★✗ ‖{∅}‖ = ∅ ✷✹✢✗ ✜ ✙✾ ✦✢✛✗✚✘✚✗✛ ✛✥✗ ★✘✙✧✗ ‖Γ‖/‖∆‖ ✙★ ✙ ✧✗✪✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✷ ✠✘✗✧✦✴✧✙✪✪✾✸ ✝✗ ✥✙✭✗
✣✢✗ ✧✗✪✪ ‖σ‖ ✤✣✚ ✗✙✧✥ ✤✙✧✗

σ ∈ Γ \∆
✘✪✰★ ✣✢✗ ✙✬✬✦✛✦✣✢✙✪

0
☎✧✗✪✪ {p} ✧✣✚✚✗★✘✣✢✬✦✢✮ ✛✣

∆
✷ �✥✗ ✻✣✰✢✬✙✚✾ ✣✤ ‖2σ‖ ✦★ ✛✥✗ ★✙✜✗ ✙★ ✦✢ ‖Γ‖ ✗✵✧✗✘✛ ✛✥✙✛ ✝✗ ✦✬✗✢✛✦✤✾ ✙✪✪ ✘ ✣✦✢✛★

✦✢ ‖∂2σ‖ ∩ ‖∆‖ ✝ ✦✛✥
p
✷

✫ ✥✗✢✗✭✗✚ ✝✗ ✛✙✪✩ ✙✻✣✰✛ ✛✥✗ ✛✣✘✣✪✣✮✾ ✣✤
Γ/∆

✸ ✝✗ ✙✚✗ ✚✗✤✗✚✚✦✢✮ ✛✣ ✛✥✗ ★✘✙✧✗
‖Γ‖/‖∆‖ ✷ �✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✪✗✜✜✙ ✦★ ✩✢✣✝✢ ✙★ ✛✥✗ ✝✓✟ ✂✞✂✠✂✝✔✆☎ ✌✂✔✠✓✡✠ ✆☎☛ ✟☎✡✡ ✂ ✷
✁✠✴✴★ ✫ ✁✢☞ ✂✡✠✠ ✁ ★✟✧✱✠✤ ☎☛✟ ✆ ✒ ✤✝✰ ✁ ✔ ✁✢✑✝✞ ✟☎✂

Γ ✂✟✓ ∆ ✔☎ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡ ✂
✠ ✆☎☛ ☎✞ ✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ ∆

✝✞ ✂ ✠✓✟ ✂✞✂✠✂✝✔✆☎ ✞✂✔✠✓✡✠ ✆☎☛ ✓☎ Γ ✡ ✎✄ ☎✟
Γ/∆ ✂✟✓ Γ ✂✞☎ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✏

☎✞✂ ✝�✂✆☎✟ ✂ ✡
✄ ✞✓✓☎ ✡ ✍✗✛

E
✻✗ ✛✥✗ ★✗✛ ✣✤

0
☎✧✗✪✪★ ✦✢

Γ
✷ ✂✛ ✦★ ✝✗✪✪☎✩✢✣✝✢ ✙✢✬ ✗✙★✾ ✛✣ ✘✚✣✭✗ ✛✥✙✛

✛✥✗✚✗ ✦★ ✙ ✥✣✜ ✗✣✜✣✚✘✥✦★✜ ✤✚✣✜ ‖Γ‖ ✛✣ ‖sd(Γ)‖ ★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✚✗★✛✚✦✧✛✦✣✢ ✛✣ ‖∆‖ ✦★
✙ ✥✣✜ ✗✣✜✣✚✘✥✦★✜ ✛✣ ‖sd(∆)‖ ✷ ✂✢ ✘✙✚✛✦✧✰✪✙✚ ✸ ‖Γ‖/‖∆‖ ✙✢✬ ‖sd(Γ)‖/‖sd(∆)‖ ✙✚✗
✥✣✜ ✗✣✜✣✚✘✥✦✧ ✷ ✄ ★ ✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸ ✝✗ ✜ ✙✾ ✙★★✰✜ ✗ ✝ ✦✛✥✣✰✛ ✪✣★★ ✣✤ ✮✗✢✗✚✙✪✦✛✾ ✛✥✙✛
∆

✧✣✦✢✧✦✬✗★ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✦✢✬✰✧✗✬ ★✰✻ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤
Γ

✣✢ ★✣✜ ✗ ★✗✛
E0 ⊂ E

✣✤
0
☎✧✗✪✪★ ✑ ✛✥✰★

∆ = Γ ∩ 2E0
✷ ✍✗✛

∆⊥ ✻✗ ✛✥✗ ✦✢✬✰✧✗✬ ★✰✻ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✢ ✛✥✗ ★✗✛
E \ E0

✷
✍✗✛

F : I×‖∆‖ → ‖∆‖ ✻✗ ✙ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✤✚✣✜ ✛✥✗ ✦✬✗✢✛✦✛✾ ✛✣ ✙ ✧✣✢★✛✙✢✛ ✤✰✢✧✛✦✣✢ ✑
F0(x) = x

✙✢✬
F1(x) = y

✤✣✚ ★✣✜ ✗
y ∈ ‖∆‖ ✷ ✓✙✧✥ ✗✪✗✜ ✗✢✛

x
✦✢ ‖Γ‖ ✥✙★ ✙ ✰✢✦✺✰✗



� ✆� ✆ �✟✁✄✡☎✂ ✄ ✠✁☎✂ ✁☎✂ ☎✆ ✖✖

✚✗✘✚✗★✗✢✛✙✛✦✣✢
x = λq + (1 − λ)r

✸ ✝✥✗✚✗
q ∈ ‖∆‖ ✸ r ∈ ‖∆⊥‖ ✸ ✙✢✬ λ ∈ I

✷ ✒✗✴✢✗
G : I × ‖Γ‖ → ‖Γ‖ ✛✣ ✻ ✗ ✛✥✗ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✮✦✭✗✢ ✻✾

Gt(λq + (1 − λ)r) =

{

(1 + t)λq + (1 − (1 + t)λ)r
✦✤
λ ≤ 1/(1 + t);

F(t+1)λ−1(q)
✦✤
λ ≥ 1/(1 + t)

✤✣✚ ✙✪✪ ✚✗✪✗✭✙✢✛
q ∈ ‖∆‖ ✙✢✬

r ∈ ‖∆⊥‖ ✷ �✥✦★ ✦★ ✦✢✬✗✗✬ ✙ ✥✣✜✣✛✣✘✾✸ ✻✗✧✙✰★✗
λ = 1/(t+ 1)

✾✦✗✪✬★ ✛✥✗ ★✙✜ ✗ ✚✗★✰✪✛
q
✦✢ ✻✣✛✥ ✤✣✚✜✰✪✙★ ✷

✫✗ ✥✙✭✗ ✛✥✙✛
Gt

✦✢✬✰✧✗★ ✙ ✥✣✜✣✛✣✘✾
G̃t : ‖Γ‖/‖∆‖ → ‖Γ‖/‖∆‖ ✷ ✆ ✣✚✗✣✭✗✚ ✸

G1
✦✢✬✰✧✗★ ✙ ✧✣✢✛✦✢✰✣✰★ ✜ ✙✘

Ĝ1 : ‖Γ‖/‖∆‖ → ‖Γ‖ ✑
G1

✜✙✘★ ✛✥✗ ✗✢✛✦✚✗✛✾ ✣✤ ‖∆‖✛✣
F1(‖∆‖) = {y} ✷ ✒✗✴✢✗

α : ‖Γ‖ → ‖Γ‖/‖∆‖ ✛✣ ✻ ✗ ✛✥✗ ✘✚✣✶ ✗✧✛✦✣✢ ✜ ✙✘ ✷ ✡✣✝ ✸
Ĝ1 ◦α = G1

✸ ✝✥✦✧✥ ✦★ ✥✣✜✣✛✣✘ ✦✧ ✛✣ ✛✥✗ ✦✬✗✢✛✦✛✾
G0

✷ ✆ ✣✚✗✣✭✗✚ ✸
α ◦ Ĝ1 = G̃1

✸ ✝✥✦✧✥
✦★ ✥✣✜✣✛✣✘✦✧ ✛✣ ✛✥✗ ✦✬✗✢✛✦✛✾

G̃0
✑ ✥✗✢✧✗ ✝✗ ✙✚✗ ✬✣✢✗ ✷

�

✆✝✤✝ ��★✤✳ ✫ ✁✢✑ ✟☎✂
Γ ✔☎ ✂ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✂✟✓ ✆☎✂

∆ ✔☎ ✂ ✞✂✔✠✓✡✠ ✆☎☛ ✓☎ Γ ✡ ✟☎✂

Σ ✔☎ ✂ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✓✟ ✂ 0
✂✠☎✆ ✆ ✞☎✂ ✓✝✞✁ ✓✝✟ ✂ ☎ ✞✓✡ ✂✄ ☎

0
✂✠☎✆ ✆ ✞☎✂ ✓☎ Γ

✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂
Σ ∗ ∆

✝✞
✠✓✟ ✂✞✂✠✂✝✔✆☎✡ ✎✄ ☎✟

Γ/∆
✝✞ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✏ ☎✞✂ ✝�✂✆☎✟ ✂ ✂✓ Γ ∪ (Σ ∗ ∆) ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✠✦✢✧✗
Γ/∆ = (Γ∪(Σ∗∆))/(Σ∗∆)

✸ ✛✥✗ ✎✣✢✛✚✙✧✛✦✻ ✪✗ ✠✰✻✧✣✜✘✪✗✵ ✍✗✜✜✙ ✖ ✷☛☞
✦✜ ✘✪✦✗★ ✛✥✗ ✬✗★✦✚✗✬ ✚✗★✰✪✛ ✷

�

✁✠✴✴★ ✫ ✁✢✞ ✟☎✂
Γ ✔☎ ✂ ✠✓✟ ✂✞✂✠✂✝✔✆☎ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✂✟✓ ✆☎✂

∆ ✔☎ ✂ ✞✂✔✠✓✡ ✂
✠ ✆☎☛ ✓☎ Γ ✡ ✎✄ ☎✟

Γ/∆
✝✞ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✏ ☎✞✂ ✝�✂✆☎✟ ✂ ✂✓ ✂✄ ☎ ✞✂✞✠ ☎✟✞✝✓✟ ✓☎ ∆ ✡ ✒ ✓✞☎✓�☎✞✆

H̃i+1(Γ/∆; F) = H̃i(∆; F)
☎ ✓✞ i ≥ −1 ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✍✗✛
x

✙✢✬
y
✻✗ ✛✝✣

0
☎✧✗✪✪★ ✢✣✛ ✦✢

Γ
✷ ✔✾ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ✖ ✷☛✟ ✸

Γ/∆
✦★ ✥✣✜✣✛✣✘✾

✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✛✣
Γ ∪ Conex(∆)

✷ ✠✦✢✧✗
Γ

✦★ ✧✣✢✛✚✙✧✛✦✻ ✪✗ ✸ ✛✥✗ ✎✣✢✛✚✙✧✛✦✻✪✗ ✠✰✻ ✧✣✜✘✪✗✵
✍✗✜✜✙ ✖ ✷☛☞ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛

Γ∪Conex(∆)
✦★ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✛✣ (Γ∪Conex(∆))/Γ✙✢✬ ✥✗✢✧✗ ✛✣

Conex(∆)/∆
✷ ✄✢✣✛✥✗✚ ✙✘✘✪✦✧✙✛✦✣✢ ✣✤ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ✖ ✷☛✟ ✾✦✗✪✬★ ✛✥✙✛

Conex(∆)/∆
✦★ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✛✣ Conex(∆)∪Coney(∆) = Suspx,y(∆)

✸ ✝✥✦✧✥
✧✣✢✧✪✰✬✗★ ✛✥✗ ✘✚✣✣✤ ✷ �✣✚ ✛✥✗ ✪✙★✛ ✧✪✙✦✜ ✸ ✰★✗ ✛✥✗ ✪✣✢✮ ✗✵✙✧✛ ★✗✺✰✗✢✧✗ ✦✢ �✥✗✣✚✗✜ ✖ ✷✖ ✷
�

✂✢ ✛✥✦★ ✧✣✢✛✗✵✛ ✸ ✦✛ ✜ ✦✮✥✛ ✻✗ ✝✣✚✛✥ ★✛✙✛✦✢✮ ✛✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✤✙✧✛ ✙✻✣✰✛ ★✰★✘ ✗✢★✦✣✢★ ✷
✁✠✴✴★ ✫ ✁✢✓ ✂�✁ ✂✤✞✠✤ ★✞✥ ✄✠�✄✠✤ ☎✢☛ ✆ ✁✠✴✴★ ✬ ✁☛✝✞ ✁☎

∆ ≃ ∨

i∈I S
di

✆ ✂✄ ☎✟

Susp(∆) ≃ ∨i∈I Sdi+1 ✡
�

�✥✗ ✧✣✢✭✗✚★✗ ✦★ ✢✣✛ ✛✚✰✗ ✷ �✣✚ ✗✵✙✜✘✪✗ ✸ ✛✥✗ ★✰★✘ ✗✢★✦✣✢ ✣✤ ✙
d
☎✬✦✜ ✗✢★✦✣✢✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵

✝ ✦✛✥ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✣✢✪✾ ✦✢ ✛✣✘ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢
d ≥ 1

✦★ ★✦✜✘✪✾ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✻✾ �✥✗✣✚✗✜ ✖ ✷☛☛
✙✢✬ ✥✗✢✧✗ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✛✣ ✙ ✝✗✬✮✗ ✣✤ ★✘✥✗✚✗★ ✻✾ �✥✗✣✚✗✜ ✖ ✷☛✖ ✷

�✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✪✗✜✜✙ ✦★ ✙ ★✘✗✧✦✙✪ ✧✙★✗ ✣✤ ✙ ✜✰✧✥ ✜✣✚✗ ✮✗✢✗✚✙✪ ✚✗★✰ ✪✛ ✙✻✣✰✛
✥✣✜✣✛✣✘✾ ✛✾✘✗ ✻✗✦✢✮ ✘✚✗★✗✚✭✗✬ ✰✢✬✗✚ ✶ ✣ ✦✢ ✷
✁✠✴✴★ ✫ ✁✬✔ ✟☎✂

∆ ✔☎ ✂ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✂✟✓ ✆☎✂
Γ ✂✟✓ Γ′ ✔☎ ✞✂✓✂✝☎✟ ✂ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ☎✞ ✡

✁☎
Γ ≃ Γ′ ✆ ✂✄ ☎✟

∆ ∗ Γ ≃ ∆ ∗ Γ′ ✡



✖☞ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ ✂ ✡☎✂ ✁✡ ✠✡✁✁ �✁✂ ✁✁✁✄✄

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✫✚✦✛✗
Γ = Γ1/Γ0

✸ ✝✥✗✚✗
Γ1

✙✢✬
Γ0

✙✚✗ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷ ✔✾ ✎✣✚✣✪☎
✪✙✚✾ ✖ ✷☛✟ ✸

∆ ∗ Γ =
∆ ∗ Γ1

∆ ∗ Γ0
≃ (∆ ∗ Γ1) ∪ Conex(∆ ∗ Γ0) = ∆ ∗ (Γ1 ∪ Conex(Γ0)).

✔✾ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ✖ ✷☛✟ ✙✢✬ ✍✗✜✜✙ ✖ ✷☞ ✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✛✾✘✗ ✣✤
∆ ∗ Γ

✦★
✰✢✦✺✰✗✪✾ ✬✗✛✗✚✜ ✦✢✗✬ ✻✾ ✛✥✗ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✛✾✘✗ ✣✤ ✗✙✧✥ ✣✤

∆
✙✢✬

Γ
✸ ✝✥✦✧✥ ✧✣✢✧✪✰✬✗★

✛✥✗ ✘✚✣✣✤ ✷
�

✄ ✂� ☎✡✄ ✝✝✟☛ ✝✄ ☞☎✆✠ ✝✄✞✄☛ ✟✠✡ ✆✡✄ ✝✎ ✎✄ ✝✟✆✝✞✄☛
✫✗ ✬✗✴✢✗ ✛✥✗ ✧✪✙★★✗★ ✣✤ ✎✣✥✗✢☎✆ ✙✧✙✰✪✙✾✸ ✧✣✢★✛✚✰✧✛✦✻✪✗ ✸ ★✥✗✪✪✙✻✪✗ ✸ ✙✢✬ ✭✗✚✛✗✵☎
✬✗✧✣✜✘✣★✙✻✪✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✙✪✣✢✮ ✝ ✦✛✥ ✢✣✢✘✰✚✗ ✭✗✚★✦✣✢★ ✷ ✂✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ✖ ✷☞ ✷✞ ✸ ✝✗ ✘✚✗★✗✢✛
★✣✜ ✗ ✻✙★✦✧ ✛✣✘✣✪✣✮✦✧✙✪ ✚✗★✰✪✛★ ✙✻✣✰✛ ✛✥✗★✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷ �✣✚ ✣✰✚ ✘✰✚✘✣★✗★ ✸ ✛✥✗ ✧✪✙★★
✣✤ ✭✗✚✛✗✵☎✬✗✧✣✜✘✣★✙✻✪✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✦★ ✻✾ ✤✙✚ ✛✥✗ ✜✣★✛ ✦✜✘✣✚✛✙✢✛ ✷ ✠✗✗ ✠✗✧✛✦✣✢ ☞ ✷✖
✤✣✚ ★✣✜ ✗ ★✘ ✗✧✦✴ ✧ ✚✗★✰✪✛★ ✚✗✪✙✛✗✬ ✛✣ ✛✥ ✦★ ✧✪✙★★ ✷

✞ ✆� ✆✜ ✙✑✌✚✍
✂✁ ✖✔✖✓ ✆✖✁ ✔✑✍✛ ✆✚✎✚✘

✠ ✠�✞☞✟☞✝✞ ✫ ✁✬✢ ✍✗✛
∆

✻✗ ✙ ✘✰✚✗ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✷
∆

✦★ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✝✠✂✆ ✆✏ ✝✓✄ ☎✟✂
✒ ✂✠✂✂ ✆✂✏ ☞

CM
✎ ✦✤

lk∆(σ)
✦★

(dim lk∆(σ) − 1)
☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✤✣✚ ✗✙✧✥

σ
✦✢

∆
✷ ✍✗✛

F✻✗ ✙ ✴✗✪✬ ✣✚
Z
✷

∆
✦★ ✝✓✄ ☎✟✂✒ ✂✠✂✂ ✆✂✏ ✓�☎✞ F

☞✬✗✢✣✛✗✬ ✙★
CM/F

✎ ✦✤
lk∆(σ)

✦★
(dim lk∆(σ) − 1)

☎✙✧✾✧✪✦✧ ✤✣✚ ✗✙✧✥
σ

✦✢
∆
✷

✔✾ �✥✗✣✚✗✜ ✖ ✷☛✖ ✸
lk∆(σ)

✦★
(dim lk∆(σ) − 1)

☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤
lk∆(σ)

✦★
✥✣✜✣✛✣✘✾ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✛✣ ✙ ✝✗✬✮✗ ✣✤ ★✘✥✗✚✗★ ✣✤ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢

dim lk∆(σ)
✷ ✠✗✗ ✠✗✧✛✦✣✢ ✖ ✷✍

✤✣✚ ✛✥✗ ✚✦✢✮☎✛✥✗✣✚✗✛✦✧ ✜ ✣✛✦✭✙✛✦✣✢ ✣✤ ✒✗✴✢✦✛✦✣✢ ✖ ✷✌ ☛✷
✒✗✴✢✗ ✛✥✗ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✝✠✂✆ ✓☎✠ ✂✄ ✣✤ ✙ ✧✣✜✘✪✗✵

∆
✙★ ✛✥✗ ✪✙✚✮✗★✛ ✦✢✛✗✮✗✚

k
★✰✧✥ ✛✥✙✛

✛✥✗
k
☎★✩✗✪✗✛✣✢ ✣✤

∆
✦★ ✥✣✜✣✛✣✘✦✧✙✪✪✾

CM
✷ ✒✗✴✢✗ ✛✥✗ ✓☎✠ ✂✄ ✓�☎✞ F

✣✤
∆

✙★ ✛✥✗
✪✙✚✮✗★✛ ✦✢✛✗✮✗✚

k
★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✛✥✗

k
☎★✩✗✪✗✛✣✢ ✣✤

∆
✦★
CM/F

✷ ✓✺✰✦✭✙✪✗✢✛✪✾✸ ✛✥✗ ✬✗✘✛✥
✣✭✗✚

F
✗✺✰✙✪★

min{m : H̃m−|σ|(lk∆(σ),F) 6= 0
✤✣✚ ★✣✜ ✗

σ ∈ ∆}.
�✥✦★ ✦★ ✧✪✣★✗✪✾ ✚✗✪✙✛✗✬ ✛✣ ✛✥✗ ✚✦✢✮☎✛✥✗✣✚✗✛✦✧ ✧✣✢✧✗✘✛ ✣✤ ✬✗✘✛✥ ✑ ★✗✗ ✠✗✧✛✦✣✢ ✖ ✷✍ ✷

✒✗✴✢✗ ✛✥✗ ✠ ✂✞☎
d
✂✞✒ ☎✆☎✂✓✟ ∆[d] ✣✤ ∆

✙★ ✛✥✗ ★✰✻ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤
∆

✮✗✢✗✚✙✛✗✬ ✻✾ ✙✪✪
d
☎

✬✦✜ ✗✢★✦✣✢✙✪ ✤✙✧✗★ ✣✤
∆
✷ ✠✛✙✢ ✪✗✾ ✠☛☛✟✡ ✗✵✛✗✢✬✗✬ ✛✥✗ ✧✣✢✧✗✘✛ ✣✤ ✎✣✥✗✢☎✆ ✙✧✙✰✪✙✾✢✗★★

✛✣ ✢✣✢✘✰✚✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✿

✠ ✠�✞☞✟☞✝✞ ✫ ✁✬✬ ✄ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵
∆

✦★ ✞☎✞✂☎✟ ✂✝✂✆ ✆✏ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✏✂
CM

✦✤ ✛✥✗ ✘✰✚✗
d
☎★✩✗✪✗✛✣✢

∆[d] ✦★ ✥✣✜✣✛✣✘✦✧✙✪✪✾
CM

✤✣✚ ✗✭✗✚✾
d ≥ 0

✷ ✍✗✛
F

✻✗ ✙ ✴✗✪✬ ✣✚
Z
✷

∆
✦★

✞☎✞✂☎✟ ✂✝✂✆ ✆✏ CM/F
✦✤ ✛✥✗ ✘✰✚✗

d
☎★✩✗✪✗✛✣✢

∆[d] ✦★ CM/F
✤✣✚ ✗✭✗✚✾

d ≥ 0
✷



� ✆� ✆ ✂� ☎✁✁✁ ✁✁☎ ✠✁☎✂ ✁☎✂ ☎✆ ✁✂ ✞ ✄� ☎✡✄ ✄☎✁✁ ✄✡☞☎✆ ✖✞

✞ ✆� ✆✂ ✙✑✍✘✎✏✓✔✎✕✂ ✆✚ ✔✑✍✛ ✆✚✎✚✘
✠ ✠�✞☞✟☞✝✞ ✫ ✁✬✫ ✫✗ ✬✗✴✢✗ ✛✥✗ ✧✪✙★★ ✣✤ ✠✓✟✞✂✞✂✠✂✝✔✆☎ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✚✗✧✰✚☎
★✦✭✗✪✾ ✙★ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✿
☞✦✎ ✓✭✗✚✾ ★✦✜✘✪✗✵ ☞✦✢✧✪✰✬✦✢✮ ∅ ✙✢✬ {∅}✎ ✦★ ✧✣✢★✛✚✰✧✛✦✻✪✗ ✷

☞✦✦✎ ✂✤
∆1

✙✢✬
∆2

✙✚✗ ✧✣✢★✛✚✰✧✛✦✻✪✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✣✤ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢
d

✙✢✬
∆1 ∩ ∆2

✦★ ✙
✧✣✢★✛✚✰✧✛✦✻✪✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢

d− 1
✸ ✛✥✗✢

∆1 ∪ ∆2
✦★ ✧✣✢★✛✚✰✧✛✦✻✪✗ ✷

✏✣✧✥★✛✗✚ ✠✞✍✡ ✦✢✛✚✣✬✰✧✗✬ ✧✣✢★✛✚✰✧✛✦✻✪✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷
✍✗✛ ✰★ ✗✵✛✗✢✬ ✛✥✗ ✧✣✢✧✗✘✛ ✣✤ ✧✣✢★✛✚✰✧✛✦✻✦✪✦✛✾ ✛✣ ✢✣✢✘✰✚✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷ �✣✚ ✙

★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵
∆
✸ ✬✗✴✢✗ F(∆)

✛✣ ✻✗ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ✜ ✙✵✦✜ ✙✪ ✤✙✧✗★ ✣✤
∆
✷

✠ ✠�✞☞✟☞✝✞ ✫ ✁✬✟ ✫✗ ✬✗✴✢✗ ✛✥✗ ✧✪✙★★ ✣✤ ✞☎✡ ✝✠ ✂✞☎ ✠✓✟✞✂✞✂✠✂✝✔✆☎ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★
✚✗✧✰✚★✦✭✗✪✾ ✙★ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✿
☞✦✎ ✓✭✗✚✾ ★✦✜✘✪✗✵ ☞✦✢✧✪✰✬✦✢✮ ∅ ✙✢✬ {∅}✎ ✦★ ★✗✜ ✦✘✰✚✗ ✧✣✢★✛✚✰✧✛✦✻✪✗ ✷

☞✦✦✎ ✠✰✘✘✣★✗ ✛✥✙✛
∆1

✸
∆2

✸ ✙✢✬
Γ = ∆1 ∩∆2

✙✚✗ ★✗✜ ✦✘✰✚✗ ✧✣✢★✛✚✰✧✛✦✻✪✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★
★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✤✣ ✪✪✣✝ ✦✢✮ ✧✣✢✬✦✛✦✣✢★ ✙✚✗ ★✙✛✦★✴✗✬ ✿

☞✙ ✎ F(∆1 ∪ ∆2)
✦★ ✛✥✗ ✬✦★✶ ✣✦✢✛ ✰✢✦✣✢ ✣✤ F(∆1)

✙✢✬ F(∆2)
✷

☞✻ ✎ ✓✭✗✚✾ ✜ ✗✜✻✗✚ ✣✤ F(Γ)
✦★ ✙ ✜ ✙✵✦✜ ✙✪ ✤✙✧✗ ✣✤ ✗✦✛✥✗✚

∆1\F(∆1)
✣✚

∆2\F(∆2)☞✘✣★★✦✻ ✪✾ ✣✤ ✻✣✛✥ ✎ ✷

�✥✗✢
∆1 ∪ ∆2

✦★ ★✗✜ ✦✘✰✚✗ ✧✣✢★✛✚✰✧✛✦✻ ✪✗ ✷

✓✵✘✚✗★★✗✬ ✦✢ ✛✗✚✜ ★ ✣✤ ✘✰✚✗ ★✩✗✪✗✛✣✢★ ✸ ✧✣✢✬✦✛✦✣✢ ☞✻ ✎ ✦★ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✛✣ ✛✥✗ ✦✬✗✢✛✦✛✾

∆1
[d] ∩ ∆2

[d] = Γ[d−1] ∪ Γ[d]

✤✣✚ ✗✙✧✥
d
✷

✹✢✗ ✜ ✙✾ ✚✗✤✗✚ ✛✣ ★✗✜ ✦✘✰✚✗ ✧✣✢★✛✚✰✧✛✦✻✪✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✛✥✙✛ ✙✚✗ ✢✣✛ ✘✰✚✗ ✙★ ✟✓✟✠ ✂✞☎
✠✓✟✞✂✞✂✠✂✝✔✆☎✷

✞ ✆� ✆✞ ✁✌✚ ✆✆✖✂ ✆✚ ✔✑✍✛ ✆✚✎✚✘
�✥✗ ✧✪✙★★ ✣✤ ★✥✗✪✪✙✻ ✪✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✦★ ✙✚✮✰✙✻✪✾ ✛✥✗ ✜✣★✛ ✝✗✪✪☎★✛✰✬✦✗✬ ✧✪✙★★ ✣✤ ✎✣✥✗✢☎
✆ ✙✧✙✰✪✙✾ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷ ✂✢✬✗✗✬ ✸ ✘✚✣✭✦✢✮ ★✥✗✪✪✙✻✦✪✦✛✾ ✦★ ✦✢ ✜ ✙✢✾ ★✦✛✰✙✛✦✣✢★ ✛✥✗ ✜✣★✛
✗✟ ✧✦✗✢✛ ✝✙✾ ✣✤ ✗★✛✙✻✪✦★✥✦✢✮ ✎✣✥✗✢☎✆ ✙✧✙✰✪✙✾✢✗★★ ✑ ★✗✗ ✔✶ ✱✚✢✗✚ ✙✢✬ ✫✙✧✥★ ✠☛☛✡ ✤✣✚
✶ ✰★✛ ✣✢✗ ✣✤ ✜ ✙✢✾ ✗✵✙✜✘✪✗★ ✷ ✂✢ ✛✥✦★ ✚✗★✘✗✧✛ ✸ ✛✥✦★ ✛✥✗★✦★ ✧✣✢★✛✦✛✰✛✗★ ✙✢ ✗✵✧✗✘✛✦✣✢ ✸
✙★ ✣✰✚ ✘✚✣✣✤★ ✣✤ ✎✣✥✗✢☎✆ ✙✧✙✰✪✙✾✢✗★★ ✛✾✘✦✧✙✪✪✾ ✮✣ ✭✦✙ ✭✗✚✛✗✵☎✬✗✧✣✜✘✣★✙✻ ✦✪✦✛✾ ☞★✗✗
✠✗✧✛✦✣✢ ✖ ✷☞ ✷☞ ✎ ✷ �✥✗✚✗✤✣✚✗ ✸ ✝✗ ✧✣✢✴✢✗ ✣✰✚★✗✪✭✗★ ✛✣ ✘✚✗★✗✢✛✦✢✮ ✻✙★✦✧ ✬✗✴✢✦✛✦✣✢★ ✙✢✬
✚✗✤✗✚ ✛✥✗ ✦✢✛✗✚✗★✛✗✬ ✚✗✙✬✗✚ ✛✣ ✔✶ ✱✚✢✗✚ ✠✍✡ ✤✣✚ ✜ ✣✚✗ ✦✢✤✣✚✜ ✙✛✦✣✢ ✙✢✬ ✤✰✚✛✥✗✚ ✚✗✤✗✚✗✢✧✗★ ✷



✖☞ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ ✂ ✡☎✂ ✁✡ ✠✡✁✁ �✁✂ ✁✁✁✄✄

✠ ✠�✞☞✟☞✝✞ ✫ ✁✬☛ ✫✗ ✬✗✴✢✗ ✛✥✗ ✧✪✙★★ ✣✤ ✞✄ ☎✆ ✆✂✔✆☎ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✚✗✧✰✚★✦✭✗✪✾
✙★ ✤✣ ✪✪✣✝ ★ ✿
☞✦✎ ✓✭✗✚✾ ★✦✜✘✪✗✵ ☞✦✢✧✪✰✬✦✢✮ ∅ ✙✢✬ {∅}✎ ✦★ ★✥✗✪✪✙✻ ✪✗ ✷
☞✦✦✎ ✂✤

∆
✦★ ✘✰✚✗ ✙✢✬ ✧✣✢✛✙✦✢★ ✙ ✢✣✢✗✜✘✛✾ ✤✙✧✗

σ
✞ ✙ ✞✄ ☎✓✓✝✟✟ ☎ ✂✠☎ ✞ ★✰✧✥ ✛✥✙✛

fdel∆(σ)
✙✢✬

lk∆(σ)
✙✚✗ ★✥✗✪✪✙✻ ✪✗ ✸ ✛✥✗✢

∆
✦★ ✙✪★✣ ★✥✗✪✪✙✻✪✗ ✷

�✥✦★ ✝✙✾ ✣✤ ✬✗✴✢✦✢✮ ★✥✗✪✪✙✻✦✪✦✛✾ ✦★ ✗✙★✦✪✾ ★✗✗✢ ✛✣ ✻ ✗ ✗✺✰ ✦✭✙✪✗✢✛ ✛✣ ✜✣✚✗ ✧✣✢✭✗✢✛✦✣✢✙✪
✙✘✘✚✣✙✧✥✗★ ✑ ★✗✗ ✏ ✚✣✭✙✢ ✙✢✬ ✔✦✪✪✗✚✙ ✠✕✟✡ ✷

✫✗ ★✙✾ ✛✥✙✛ ✙ ✪✦✤✛✗✬ ✧✣✜✘✪✗✵
Σ = ∆ ∗ {ρ} ☞★✗✗ ✠✗✧✛✦✣✢ ✌ ✷✖ ✷✟✎ ✦★ ★✥✗✪✪✙✻✪✗ ✦✤ ✛✥✗

✰✢✬✗✚✪✾ ✦✢✮ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵
∆

✦★ ★✥✗✪✪✙✻✪✗ ✷ ✄ ★✗✺✰✗✢✧✗ (Σ1, . . . ,Σr = Σ)
✦★ ✙

✞✄ ☎✆ ✆✝✟✟ ✣✤
Σ

✦✤ ✗✙✧✥
Σi

✦★ ✙ ✘✰✚✗ ✪✦✤✛✗✬ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✭✗✚
ρ

✣✤ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢
dim Σ

★✰✧✥
✛✥✙✛

Σi \Σi−1
✥✙★ ✙ ✰✢✦✺✰✗ ✜ ✙✵✦✜ ✙✪ ✤✙✧✗

τi
✙✢✬ ✙ ✰✢✦✺✰✗ ✜ ✦✢✦✜ ✙✪ ✤✙✧✗

σi
✤✣✚ ✗✙✧✥

i ∈ [1, r]
✑
Σ0 = ∅ ✷ �✥✗

ith
✞✄ ☎✆ ✆✝✟✟ ✠ ✂✝✞ ✦★ ✛✥✗ ✘✙✦✚

(σi, τi)
✷ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛

σ1 = ρ
✷

✍✗✛
∆

✻✗ ✙ ✪✦✤✛✗✬ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✭✗✚
ρ
✷ �✥✗ ✚✗✧✰✚★✦✭✗ ✘✚✣✧✗✬✰✚✗ ✦✢ ☞✦✦✎ ✣✤ ✒✗✴✢✦☎

✛✦✣✢ ✖ ✷✌✞ ✮✦✭✗★ ✚✦★✗ ✛✣ ✙ ★✥✗✪✪✦✢✮ ✣✤
∆
✷ ✠✘✗✧✦✴✧✙✪✪✾✸ ✙★★✰✜✗ ✦✢✬✰✧✛✦✭✗✪✾ ✛✥✙✛ ✝✗ ✥✙✭✗

★✥✗✪✪✦✢✮★
(∆1, . . . ,∆q)

✣✤
fdel∆(σ)

✙✢✬
(∆q+1, . . . ,∆r)

✣✤
∆(σ, ∅) ☞✝✗ ✪✦✤✛ ✛✥✗ ✪✦✢✩

lk∆(σ)
✎ ✷ ✂✤

∆ = lk∆(σ) ∗ 2σ
✸ ✛✥✗✢

(∆q+1 ∗ 2σ, . . . ,∆r ∗ 2σ)
✦★ ✙ ★✥✗✪✪✦✢✮ ✣✤

∆
✷ ✹✛✥☎

✗✚✝ ✦★✗ ✸
(∆1, . . . ,∆q,∆q+1, . . . ,∆r)

✦★ ✙ ★✥✗✪✪✦✢✮ ✣✤
∆

✑ ✛✥✗ ✰✢✦✺✰✗ ✜ ✦✢✦✜ ✙✪ ✗✪✗✜ ✗✢✛
✦✢

∆q+1 \ ∆q
✦★
σ
✷

✎✣✢✭✗✚★✗✪✾✸ ✦✛ ✦★ ✗✙★✾ ✛✣ ✘✚✣✭✗ ✛✥✙✛
∆

✙✬✜ ✦✛★ ✙ ★✥✗✪✪✦✢✮ ✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤
∆

✦★ ★✥✗✪✪✙✻ ✪✗
✦✢ ✛✗✚✜ ★ ✣✤ ✒✗✴✢✦✛✦✣✢ ✖ ✷✌✞ ✑ ✰★✗ ✛✥✗ ✪✙★✛ ✜ ✦✢✦✜ ✙✪ ✤✙✧✗

σr
✙★ ✛✥✗ ✴✚★✛ ★✥✗✬✬✦✢✮ ✤✙✧✗ ✷

✔✶ ✱✚✢✗✚ ✙✢✬ ✫✙✧✥★ ✠☛✌✡ ✗✵✛✗✢✬✗✬ ★✥✗✪✪✙✻✦✪✦✛✾ ✛✣ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✛✥✙✛ ✙✚✗ ✢✣✛ ✢✗✧✗★☎
★✙✚✦✪✾ ✘✰✚✗ ✿

✠ ✠�✞☞✟☞✝✞ ✫ ✁✬☞ ✫✗ ✬✗✴✢✗ ✛✥✗ ✧✪✙★★ ✣✤ ✞☎✡ ✝✠ ✂✞☎ ✞✄ ☎✆ ✆✂✔✆☎ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★
✚✗✧✰✚★✦✭✗✪✾ ✙★ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✿
☞✦✎ ✓✭✗✚✾ ★✦✜✘✪✗✵ ☞✦✢✧✪✰✬✦✢✮ ∅ ✙✢✬ {∅}✎ ✦★ ★✗✜ ✦✘✰✚✗ ★✥✗✪✪✙✻✪✗ ✷
☞✦✦✎ ✂✤

∆
✧✣✢✛✙✦✢★ ✙ ✢✣✢✗✜✘✛✾ ✤✙✧✗

σ
✞ ✙ ✞✄ ☎✓✓✝✟✟ ☎ ✂✠☎ ✞ ★✰✧✥ ✛✥✙✛

fdel∆(σ)
✙✢✬

lk∆(σ)
✙✚✗ ★✗✜ ✦✘✰✚✗ ★✥✗✪✪✙✻✪✗ ✙✢✬ ★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✗✭✗✚✾ ✜✙✵✦✜ ✙✪ ✤✙✧✗ ✣✤

fdel∆(σ)
✦★

✙ ✜ ✙✵✦✜ ✙✪ ✤✙✧✗ ✣✤
∆
✸ ✛✥✗✢

∆
✦★ ✙✪★✣ ★✗✜ ✦✘✰✚✗ ★✥✗✪✪✙✻✪✗ ✷

�✣ ★✗✗ ✛✥✙✛ ✒✗✴✢✦✛✦✣✢ ✖ ✷✌☞ ✦★ ✗✺✰ ✦✭✙✪✗✢✛ ✛✣ ✛✥✗ ✣✚✦✮✦✢✙✪ ✬✗✴✢✦✛✦✣✢ ✠☛✌ ✸ ✒✗✤ ✷ ✌ ✷☛✡ ✸
✙✬✙✘✛ ✛✥✗ ✘✚✣✣✤ ✣✤ ✔✶ ✱✚✢✗✚ ✙✢✬ ✫✙✧✥★ ✠☛✖ ✸ �✥ ✷ ☛☛✷✖✡ ✷ ✹✢✗ ✜✙✾ ✚✗✤✗✚ ✛✣ ★✗✜ ✦✘✰✚✗
★✥✗✪✪✙✻✪✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✛✥✙✛ ✙✚✗ ✢✣✛ ✘✰✚✗ ✙★ ✟✓✟✠ ✂✞☎ ✞✄ ☎✆ ✆✂✔✆☎✷

✞ ✆� ✆✝ ✗✚✏✎✚✎
✂
✒✚✔✑✍✛✑✘✖✂ ✆✚ ✔✑✍✛ ✆✚✎✚✘

✠ ✠�✞☞✟☞✝✞ ✫ ✁✬✑ ✫✗ ✬✗✴✢✗ ✛✥✗ ✧✪✙★★ ✣✤ �☎✞✂☎☛ ✂✓☎✠✓✡✠ ✓✞✂✔✆☎ ☞
V D

✎ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜ ☎
✘✪✗✵✗★ ✚✗✧✰✚★✦✭✗✪✾ ✙★ ✤✣ ✪✪✣✝ ★ ✿
☞✦✎ ✓✭✗✚✾ ★✦✜✘✪✗✵ ☞✦✢✧✪✰✬✦✢✮ ∅ ✙✢✬ {∅}✎ ✦★

V D
✷



� ✆� ✆ ✂� ☎✁✁✁ ✁✁☎ ✠✁☎✂ ✁☎✂ ☎✆ ✁✂ ✞ ✄� ☎✡✄ ✄☎✁✁ ✄✡☞☎✆ ✖✟

☞✦✦✎ ✂✤
∆

✦★ ✘✰✚✗ ✙✢✬ ✧✣✢✛✙✦✢★ ✙
0
☎✧✗✪✪

x
✞ ✙ ✞✄ ☎✓✓✝✟✟ �☎✞✂☎☛ ✞ ★✰✧✥ ✛✥✙✛

del∆(x)✙✢✬
lk∆(x)

✙✚✗
V D

✸ ✛✥✗✢
∆

✦★ ✙✪★✣
V D

✷

✑✗✚✛✗✵☎✬✗✧✣✜✘✣★✙✻✪✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✝✗✚✗ ✦✢✛✚✣✬✰✧✗✬ ✻✾ ✏ ✚✣✭✙✢ ✙✢✬ ✔✦✪✪✗✚✙ ✠✕✟✡ ✷
✄ ★ ✤✣✚ ★✥✗✪✪✙✻ ✦✪✦✛✾✸ ✣✢✗ ✚✗✙✬✦✪✾ ✗✵✛✗✢✬★ ✭✗✚✛✗✵☎✬✗✧✣✜✘✣★✙✻ ✦✪✦✛✾ ✛✣ ✪✦✤✛✗✬ ✧✣✜ ☎

✘✪✗✵✗★ ✷ ✄✢ ✙✪✛✗✚✢✙✛✦✭✗ ✙✘✘✚✣✙✧✥ ✛✣ ✭✗✚✛✗✵☎✬✗✧✣✜✘✣★✙✻✦✪✦✛✾ ✦✢✧✪✰✬✦✢✮ ✪✦✤✛✗✬ ✧✣✜ ☎
✘✪✗✵✗★ ✦★ ✙★ ✤✣ ✪✪✣✝ ★ ✿

✠ ✠�✞☞✟☞✝✞ ✫ ✁✬✞ ✫✗ ✬✗✴✢✗ ✛✥✗ ✧✪✙★★ ✣✤
V D

✪✦✤✛✗✬ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✚✗✧✰✚★✦✭✗✪✾ ✙★ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✷
☞✦✎ ✓✭✗✚✾ ★✦✜✘✪✗✵ ☞✦✢✧✪✰✬✦✢✮ ∅ ✙✢✬ {∅}✎ ✦★

V D
✷

☞✦✦✎ ✂✤
∆

✧✣✢✛✙✦✢★ ✙
0
☎✧✗✪✪

v
★✰✧✥ ✛✥✙✛

∆(v, ∅) ✙✢✬
∆(∅, v) ✙✚✗

V D
✣✤ ✛✥✗ ★✙✜ ✗

✬✦✜ ✗✢★✦✣✢ ✸ ✛✥✗✢
∆

✦★ ✙✪★✣
V D

✷
☞✦✦✦✎ ✂✤

∆
✦★ ✙ ✧✣✢✗ ✣✭✗✚ ✙

V D
✧✣✜✘✪✗✵

∆′ ✸ ✛✥✗✢ ∆
✦★ ✙✪★✣

V D
✷

☞✦✭ ✎ ✂✤
∆ = Σ ∗ {σ} ✙✢✬

Σ
✦★
V D

✸ ✛✥✗✢
∆

✦★ ✙✪★✣
V D

✷

�✥✗ ✚✗★✛✚✦✧✛✦✣✢ ✣✤ ✛✥✦★ ✬✗✴✢✦✛✦✣✢ ✛✣ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✦★ ✗✙★✦✪✾ ★✗✗✢ ✛✣ ✻✗ ✗✺✰ ✦✭☎
✙✪✗✢✛ ✛✣ ✛✥✗ ✣✚✦✮ ✦✢✙✪ ✒✗✴✢✦✛✦✣✢ ✖ ✷✌✟ ✷

✽✰★✛ ✙★ ✤✣✚ ★✥✗✪✪✙✻✦✪✦✛✾✸ ✔✶ ✱✚✢✗✚ ✙✢✬ ✫✙✧✥★ ✠☛✌✡ ✗✵✛✗✢✬✗✬ ✛✥✗ ✧✣✢✧✗✘✛ ✣✤ ✭✗✚✛✗✵☎
✬✗✧✣✜✘✣★✙✻✦✪✦✛✾ ✛✣ ✢✣✢✘✰✚✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✿

✠ ✠�✞☞✟☞✝✞ ✫ ✁✬✓ ✫✗ ✬✗✴✢✗ ✛✥✗ ✧✪✙★★ ✣✤ ✞☎✡ ✝✠ ✂✞☎
V D

★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✚✗✧✰✚☎
★✦✭✗✪✾ ✙★ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✿
☞✦✎ ✓✭✗✚✾ ★✦✜✘✪✗✵ ☞✦✢✧✪✰✬✦✢✮ ∅ ✙✢✬ {∅}✎ ✦★ ★✗✜ ✦✘✰✚✗

VD
✷

☞✦✦✎ ✂✤
∆

✧✣✢✛✙✦✢★ ✙
0
☎✧✗✪✪

x
✞ ✙ ✞✄ ☎✓✓✝✟✟ �☎✞✂☎☛ ✞ ★✰✧✥ ✛✥✙✛

del∆(x)
✙✢✬

lk∆(x)
✙✚✗

★✗✜ ✦✘✰✚✗
V D

✙✢✬ ★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✗✭✗✚✾ ✜ ✙✵✦✜ ✙✪ ✤✙✧✗ ✣✤
del∆(x)

✦★ ✙ ✜ ✙✵✦✜ ✙✪ ✤✙✧✗
✣✤

∆
✸ ✛✥✗✢

∆
✦★ ✙✪★✣ ★✗✜ ✦✘✰✚✗

V D
✷

✹✢✗ ✜ ✙✾ ✚✗✤✗✚ ✛✣ ★✗✜ ✦✘✰✚✗
V D

✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✛✥✙✛ ✙✚✗ ✢✣✛ ✘✰✚✗ ✙★ ✟✓✟✠ ✂✞☎
V D

✷

✞ ✆� ✆✂ ☎✑✛✑ ✆✑✙ ✕✔✖ ✆ ✛✏✑✛✚✏✎✕✚✘ ✖✍✒ ✏✚ ✆✖✎✕✑✍✘ ✂ ✚✎✡✚✚✍ ✒ ✕�✚✏✚✍✎
✔ ✆✖✘✘✚✘

✁✱✠✝✤✠✴ ✫ ✁✫✔ ✎✄ ☎ ✠ ✞✓✠ ☎✞✂✝☎✞ ✓☎ ✔☎✝✟✟ CM ✆ ✞☎✞✂☎✟ ✂✝✂✆ ✆✏ CM ✆ ✠✓✟✞✂✞✂✠✂✝✔✆☎✆ ✞☎✡ ✝✂
✠ ✂✞☎ ✠✓✟✞✂✞✂✠✂✝✔✆☎✆ ✞✄ ☎✆ ✆✂✔✆☎✆ ✞☎✡ ✝✠ ✂✞☎ ✞✄ ☎✆ ✆✂✔✆☎✆ V D ✆ ✂✟✓ ✞☎✡ ✝✠ ✂✞☎

V D ✂✞☎ ✂✆ ✆
✠✆✓✞☎✓ ✂✟✓☎✞ ✂✂✒ ✝✟✟ ✆✝✟✒ ✂✟✓ ✁ ✓✝✟ ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ �✥✗ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✻ ✗✦✢✮ ✧✪✣★✗✬ ✰✢✬✗✚ ✛✙✩✦✢✮ ✪✦✢✩ ✦★ ★✛✚✙✦✮✥✛✤✣✚✝✙✚✬ ✛✣ ✘✚✣✭✗ ✦✢
✙✪✪ ✧✙★✗★ ✷ �✥✗

CM/F
✙✢✬ ★✗✺✰✗✢✛✦✙✪✪✾ CM/F

✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✙✚✗ ✧✪✣★✗✬ ✰✢✬✗✚ ✛✙✩✦✢✮
✶ ✣✦✢ ✸ ✻ ✗✧✙✰★✗ ✛✥✗ ✶ ✣ ✦✢ ✣✤ ✙

(d1 − 1)
☎✙✧✾✧✪✦✧ ✧✣✜✘✪✗✵ ✙✢✬ ✙

(d2 − 1)
☎✙✧✾✧✪✦✧ ✧✣✜✘✪✗✵



✖✍ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ ✂ ✡☎✂ ✁✡ ✠✡✁✁ �✁✂ ✁✁✁✄✄

✦★
(d1 + d2)

☎✙✧✾✧✪✦✧ ✻✾ ✏ ✚✣✘✣★✦✛✦✣✢ ✖ ✷✟ ✷ ✔✾ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ✖ ✷☛✌ ✸ ✛✥✗ ✥✣✜✣✛✣✘ ✦✧✙✪✪✾
CM✙✢✬ ★✗✺✰✗✢✛✦✙✪✪✾ ✥✣✜✣✛✣✘✾☎

CM
✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✙✚✗ ✙✪★✣ ✧✪✣★✗✬ ✰✢✬✗✚ ✛✙✩✦✢✮ ✶ ✣✦✢ ✷

�✣✚ ✛✥✗ ✚✗✜ ✙✦✢✦✢✮ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✸ ✰★✗ ✙ ★✦✜✘✪✗ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✙✚✮✰✜✗✢✛ ✸ ✬✗✧✣✜✘✣★✦✢✮
✝ ✦✛✥ ✚✗★✘✗✧✛ ✛✣ ✛✥✗ ✴✚★✛ ✧✣✜✘✪✗✵ ✦✢ ✛✥✗ ✶ ✣✦✢ ✙✢✬ ✩✗✗✘✦✢✮ ✛✥✗ ✣✛✥✗✚ ✧✣✜✘✪✗✵ ✴✵✗✬ ✷
✂✢ ✗✙✧✥ ✧✙★✗ ✸ ✛✥✗ ✻✙★✗ ✧✙★✗ ✦★ ✙ ✶ ✣✦✢ ✣✤ ✛✝✣ ★✦✜✘✪✦✧✗★ ✸ ✝✥✦✧✥ ✦★ ✙✮✙✦✢ ✙ ★✦✜✘✪✗✵ ✷

�✣✚ ✗✵✙✜✘✪✗ ✸ ★✰✘✘✣★✗ ✛✥✙✛
∆ = ∆1 ∪ ∆2

✙✢✬
∆′ ✙✚✗ ★✗✜ ✦✘✰✚✗ ✧✣✢★✛✚✰✧✛✦✻ ✪✗

✙✢✬ ✛✥✙✛
∆1

✙✢✬
∆2

★✙✛✦★✤✾ ✛✥✗ ✘✚✣✘ ✗✚✛✦✗★ ✦✢ ☞✦✦✎ ✦✢ ✒✗✴✢✦✛✦✣✢ ✖ ✷✌☞ ✷ ✔✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✸
∆1 ∗∆′ ✸ ∆2 ∗∆′ ✸ ✙✢✬ (∆1 ∩∆2) ∗∆′ ✙✚✗ ✙✪✪ ★✗✜ ✦✘✰✚✗ ✧✣✢★✛✚✰✧✛✦✻ ✪✗ ✷ ✆ ✣✚✗✣✭✗✚ ✸ ✣✢✗
✗✙★✦✪✾ ✧✥✗✧✩★ ✛✥✙✛ ✧✣✢✬✦✛✦✣✢★ ☞✙ ✎ ✙✢✬ ☞✻ ✎ ✦✢ ✒✗✴✢✦✛✦✣✢ ✖ ✷✌☞ ✥✣✪✬ ✤✣✚

∆1 ∗ ∆′ ✙✢✬
∆2 ∗ ∆′ ✷ ✂✛ ✥✗✢✧✗ ✤✣ ✪✪✣✝ ★ ✛✥✙✛

(∆1 ∪ ∆2) ∗ ∆′ ✦★ ★✗✜ ✦✘✰✚✗ ✧✣✢★✛✚✰✧✛✦✻✪✗ ✙★ ✬✗★✦✚✗✬ ✷
�✥✗ ✛✚✗✙✛✜ ✗✢✛ ✣✤ ✛✥✗ ✣✛✥✗✚ ✘✚✣✘ ✗✚✛✦✗★ ✦★ ✗✺✰✙✪✪✾ ★✛✚✙✦✮✥✛✤✣✚✝✙✚✬ ✷

�

✒ ✤✝✰ ✝✡☞✟☞✝✞ ✫ ✁✫✢ ✎✄ ☎ ☎ ✓✆ ✆✓✝ ✝✟✟ ✠ ✞✓✠ ☎✞✂✝☎✞ ✄ ✓✆✓ ☎ ✓✞ ✂✟✏ ✠ ✂✞☎ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛
∆ �

☞✦✎
∆

✝✞ ✞☎✞✂☎✟ ✂✝✂✆ ✆✏ CM ✝☎ ✂✟✓ ✓✟✆✏ ✝☎
∆

✝✞
CM

✝✟ ✂✄ ☎ ✞☎✟✞☎ ✓☎ ✑ ☎✆ ✟✝✂✝✓✟ ✍ ✡✡✞ ✡
☞✦✦✎

∆
✝✞ ✞☎✡ ✝✠ ✂✞☎ ✠✓✟✞✂✞✂✠✂✝✔✆☎ ✝☎ ✂✟✓ ✓✟ ✆✏ ✝☎

∆
✝✞ ✠✓✟✞✂✞✂✠✂✝✔✆☎ ✝✟ ✂✄ ☎ ✞☎✟✞☎ ✓☎

✑ ☎✆ ✟✝✂✝✓✟ ✍ ✡✡✍ ✡
☞✦✦✦✎

∆
✝✞ ✞☎✡ ✝✠ ✂✞☎ ✞✄ ☎✆ ✆✂✔✆☎ ✝☎ ✂✟✓ ✓✟ ✆✏ ✝☎

∆
✝✞ ✞✄ ☎✆ ✆✂✔✆☎ ✝✟ ✂✄ ☎ ✞☎✟✞☎ ✓☎ ✑ ☎✆ ✟✝✂

✂✝✓✟ ✍ ✡✡� ✡
☞✦✭ ✎

∆
✝✞ ✞☎✡ ✝✠ ✂✞☎ V D ✝☎ ✂✟✓ ✓✟ ✆✏ ✝☎

∆
✝✞
V D

✝✟ ✂✄ ☎ ✞☎✟✞☎ ✓☎ ✑ ☎✆ ✟✝✂✝✓✟ ✍ ✡✡ ✂✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ ☞✦✎ �✥✦★ ✦★ ✣✻✭✦✣✰★ ✷
☞✦✦✎ ✹✢✗ ✗✙★✦✪✾ ✧✥✗✧✩★ ✛✥✙✛ ✗✭✗✚✾ ✧✣✢★✛✚✰✧✛✦✻✪✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✦★ ★✗✜ ✦✘✰✚✗ ✧✣✢★✛✚✰✧✛✦✻✪✗ ✷

�✥✗ ✣✛✥✗✚ ✬✦✚✗✧✛✦✣✢ ✦★ ✣✻✭✦✣✰★ ✦✤
∆

★✙✛✦★✴✗★ ☞✦✎ ✦✢ ✒✗✴✢✦✛✦✣✢ ✖ ✷✌☞ ✷ ✠✰✘✘✣★✗ ✛✥✙✛
∆ = ∆1 ∪∆2

✙✢✬ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✧✣✢✬✦✛✦✣✢★ ✦✢ ☞✦✦✎ ✙✚✗ ★✙✛✦★✴✗✬ ✷ ✎✣✢✬✦✛✦✣✢ ☞✙✎ ✾✦✗✪✬★ ✛✥✙✛
∆1

✙✢✬
∆2

✙✚✗ ✘✰✚✗ ✸ ✝✥✗✚✗✙★ ✧✣✢✬✦✛✦✣✢ ☞✻ ✎ ✾✦✗✪✬★ ✛✥✙✛ ✛✥✗✦✚ ✦✢✛✗✚★✗✧✛✦✣✢ ✦★ ✘✰✚✗ ✣✤
✬✦✜✗✢★✦✣✢ ✣✢✗ ✪✗★★ ✛✥✙✢

∆1
✙✢✬

∆2
✷ ✔✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✸ ✙✪✪ ✛✥✗★✗ ✛✥✚✗✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✙✚✗

✧✣✢★✛✚✰✧✛✦✻✪✗ ✸ ✝✥✦✧✥ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ★✙✜✗ ✦★ ✛✚✰✗ ✤✣✚
∆
✷

☞✦✦✦✎ ✂✛ ✦★ ✧✪✗✙✚ ✛✥✙✛
∆

✦★ ★✥✗✪✪✙✻ ✪✗ ✦✤
∆

✦★ ★✗✜ ✦✘✰✚✗ ★✥✗✪✪✙✻✪✗ ✷ �✥✗ ✣✛✥✗✚ ✬✦✚✗✧✛✦✣✢
✦★ ✦✜✜✗✬✦✙✛✗ ✸ ✗✵✧✗✘✛ ✛✥✙✛ ✝✗ ✢✗✗✬ ✛✣ ✧✥✗✧✩ ✛✥✗ ✧✙★✗ ✛✥✙✛ ✝✗ ✥✙✭✗ ✙ ★✥✗✬✬✦✢✮ ✤✙✧✗

σ✦✢ ✒✗✴✢✦✛✦✣✢ ✖ ✷✌✞ ★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢ ✣✤
fdel∆(σ)

✦★ ★✛✚✦✧✛✪✾ ★✜ ✙✪✪✗✚ ✛✥✙✢ ✛✥✙✛ ✣✤
∆
✷ �✥✦★ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛

∆ = 2σ ∗ lk∆(σ)
✷ ✡✙✜ ✗✪✾✸

∆
✦★ ✮✗✢✗✚✙✛✗✬ ✻✾ ✛✥✗ ✜ ✙✵✦✜ ✙✪ ✤✙✧✗★

✣✤ ✛✥✗ ✪✦✤✛✗✬ ✧✣✜✘✪✗✵
∆(σ, ∅) ✷ ✔✾ �✥✗✣✚✗✜ ✖ ✷✖✝ ✸ ★✗✜ ✦✘✰✚✗ ★✥✗✪✪✙✻✦✪✦✛✾ ✦★ ✘✚✗★✗✚✭✗✬

✰✢✬✗✚ ✶ ✣✦✢ ✸ ✝✥✦✧✥ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛
∆

✦★ ★✗✜ ✦✘✰✚✗ ★✥✗✪✪✙✻✪✗ ✙★ ✬✗★✦✚✗✬ ✷
☞✦✭ ✎ �✥✦★ ✦★ ✘✚✣✭✗✬ ✦✢ ✗✵✙✧✛✪✾ ✛✥✗ ★✙✜ ✗ ✜ ✙✢✢✗✚ ✙★ ☞✦✦✦✎ ✷

�

✁✠✴✴★ ✫ ✁✫✬ ✟☎✂
∆1

✂✟✓ ∆2
✔☎ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✝✠✂✆ ✆✏ CM ✓☎ ✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟ d

✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ ✂✄ ☎

(d− 1)
✂✞✒ ☎✆☎✂✓✟ ✓☎ ∆1 ∩∆2

✝✞ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✝✠✂✆ ✆✏ CM ✡ ✎✄ ☎✟
∆1 ∪ ∆2

✝✞ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✝✠✂✆ ✆✏
CM ✡
✄ ✞✓✓☎ ✡ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛

lk∆1∪∆2(σ) = lk∆1(σ) ∪ lk∆2(σ)
✙✢✬ ✙✢✙✪✣✮✣✰★✪✾ ✤✣✚ ✛✥✗ ✦✢✛✗✚★✗✧☎

✛✦✣✢ ✷ ✄ ★ ✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸ ✛✥✗ ✪✗✜✜✙ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✦✜✜✗✬✦✙✛✗✪✾ ✤✚✣✜ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ✖ ✷✕ ✷
�



� ✆� ✆ ✂� ☎✁✁✁ ✁✁☎ ✠✁☎✂ ✁☎✂ ☎✆ ✁✂ ✞ ✄� ☎✡✄ ✄☎✁✁ ✄✡☞☎✆ ✖✕

✁✱✠✝✤✠✴ ✫ ✁✫✫ ✁☎ ✄ ✂�☎ ✂✄ ☎ ☎ ✓✆ ✆✓✝ ✝✟✟ ✝✡✠ ✆✝✠✂✂✝✓✟✞
�

V D =⇒ ✌✄ ☎✆ ✆✂✔✆☎ =⇒ ✝✓✟✞✂✞✂✠✂✝✔✆☎ =⇒ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✝✠✂✆ ✆✏ CM.

✎✄ ☎ ✂✟✂✆✓✟ ✓✂✞ ✝✡✠ ✆✝✠✂✂✝✓✟✞ ✄ ✓✆✓ ☎ ✓✞ ✂✄ ☎ ✞☎✡ ✝✠ ✂✞☎ �✂✞✝✂✟ ✂✞ ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✔✾ ✏ ✚✣✘✣★✦✛✦✣✢ ✖ ✷✖ ☛✸ ✦✛ ★✰✟ ✧✗★ ✛✣ ✘✚✣✭✗ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✦✜✘✪✦✧✙✛✦✣✢★ ✥✣✪✬ ✤✣✚ ✛✥✗
★✗✜ ✦✘✰✚✗ ✭✙✚✦✙✢✛★ ✷

✌ ☎✡ ✝✠ ✂✞☎
V D =⇒ ✌ ☎✡ ✝✠ ✂✞☎ ✞✄ ☎✆ ✆✂✔✆☎ ✷ �✚✦✭✦✙✪ ✷

✌ ☎✡ ✝✠ ✂✞☎ ✞✄ ☎✆ ✆✂✔✆☎ =⇒ ✌ ☎✡ ✝✠ ✂✞☎ ✠✓✟✞✂✞✂✠✂✝✔✆☎ ✷ �✥✗ ✛✥✗✣✚✗✜ ✦★ ✣✻✭✦✣✰★ ✦✤
∆

✦★
✙ ★✦✜✘✪✗✵ ✷ ✹✛✥✗✚✝ ✦★✗ ✸ ✪✗✛

σ
✻✗ ✙ ★✥✗✬✬✦✢✮ ✤✙✧✗ ✙★ ✦✢ ☞✦✦✎ ✦✢ ✒✗✴✢✦✛✦✣✢ ✖ ✷✌☞ ✷ ✫✚✦✛✗

∆1 = fdel∆(σ)
✙✢✬

∆2 = 2σ ∗ lk∆(σ)
✑ ✦✛ ✦★ ✧✪✗✙✚ ✛✥✙✛

∆ = ∆1 ∪ ∆2
✷ ✡✣✝ ✸

∆1
✦★

★✗✜ ✦✘✰✚✗ ★✥✗✪✪✙✻✪✗ ✻✾ ✙★★✰✜✘✛✦✣✢ ✷ ✆✣✚✗✣✭✗✚ ✸ ✻✾ �✥✗✣✚✗✜ ✖ ✷✖✝ ✸
∆2 = 2σ ∗ lk∆(σ)✦★ ★✗✜ ✦✘✰✚✗ ★✥✗✪✪✙✻✪✗ ✷ � ✦✢✙✪✪✾✸ ✛✥✗ ✦✢✛✗✚★✗✧✛✦✣✢

∆1 ∩ ∆2
✗✺✰✙✪★ ∂2σ ∗ lk∆(σ)

✷ �✥✗
✻✣✰✢✬✙✚✾ ✣✤ ✙ ★✦✜✘✪✗✵ ✦★ ✝✗✪✪☎✩✢✣✝✢ ✛✣ ✻✗ ★✥✗✪✪✙✻✪✗ ✙✢✬ ✥✗✢✧✗ ★✗✜ ✦✘✰✚✗ ★✥✗✪✪✙✻✪✗ ✑
✥✗✢✧✗

∆1 ∩ ∆2
✦★ ★✗✜ ✦✘✰✚✗ ★✥✗✪✪✙✻✪✗ ✷ ✂✢✬✰✧✛✦✣✢ ✾✦✗✪✬★ ✛✥✙✛ ✙✪✪ ✛✥✗★✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✙✚✗

★✗✜ ✦✘✰✚✗ ✧✣✢★✛✚✰✧✛✦✻✪✗ ✷
✂✛ ✚✗✜ ✙✦✢★ ✛✣ ✘✚✣✭✗ ✛✥✙✛ ✧✣✢✬✦✛✦✣✢★ ☞✙✎ ✙✢✬ ☞✻ ✎ ✦✢ ✒✗✴✢✦✛✦✣✢ ✖ ✷✌☞ ✙✚✗ ★✙✛✦★✴✗✬ ✷

✎✣✢✬✦✛✦✣✢ ☞✙✎ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✦✜✜✗✬✦✙✛✗✪✾ ✤✚✣✜ ✒✗✴✢✦✛✦✣✢ ✖ ✷✌☞ ✷ �✣ ✘✚✣✭✗ ✧✣✢✬✦✛✦✣✢ ☞✻ ✎ ✸
✧✣✢★✦✬✗✚ ✙ ✜ ✙✵✦✜ ✙✪ ✤✙✧✗

(σ − x) ∪ τ ✣✤
∂2σ ∗ lk∆(σ)

✑
τ ∈ F(lk∆(σ))

✷ ✹✢✗ ✗✙★✦✪✾
✧✥✗✧✩★ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✣✢ ✪✾ ✜ ✙✵✦✜ ✙✪ ✤✙✧✗ ✣✤

∆2 = 2σ ∗ lk∆(σ)
✧✣✢✛✙✦✢✦✢✮ ✛✥✦★ ✤✙✧✗ ✦★

σ∪ τ ✑✛✥✰★ ✝✗ ✙✚✗ ✬✣✢✗ ✷
✌ ☎✡ ✝✠ ✂✞☎ ✠✓✟✞✂✞✂✠✂✝✔✆☎ =⇒ ✌ ☎✞✂☎✟ ✂✝✂✆ ✆✏ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✏✂CM ✷ �✥✦★ ✦★ ✣✻✭✦✣✰★ ✦✤

∆★✙✛✦★✴✗★ ☞✦✎ ✦✢ ✒✗✴✢✦✛✦✣✢ ✖ ✷✌☞ ✷ ✠✰✘✘✣★✗ ✛✥✙✛
∆ = ∆1 ∪ ∆2

✙✢✬ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✧✣✢✬✦✛✦✣✢★
✦✢ ☞✦✦✎ ✙✚✗ ★✙✛✦★✴✗✬ ✷ ✫✗ ✢✗✗✬ ✛✣ ✘✚✣✭✗ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✘✰✚✗

d
☎★✩✗✪✗✛✣✢

∆[d] ✦★ CM ✤✣✚ ✗✭✗✚✾
d ≥ 0

✷
✔✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✸ ✗✙✧✥ ✣✤

∆1
[d] ✙✢✬ ∆2

[d] ✦★ CM ✷ ✆ ✣✚✗✣✭✗✚ ✸ ✻✾ ✧✣✢★✛✚✰✧✛✦✣✢ ✸
∆1

[d]∩
∆2

[d] = Γ[d−1] ∪ Γ[d] ✸ ✝✥✗✚✗
Γ = ∆1 ∪ ∆2

✷ ✔✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✸ ✗✙✧✥ ✣✤
Γ[d−1] ✙✢✬ Γ[d] ✦★

CM
✷ �✥✗✦✚ ✦✢✛✗✚★✗✧✛✦✣✢ ✗✺✰✙✪★ ✛✥✗

(d− 1)
☎★✩✗✪✗✛✣✢ ✣✤

Γ[d] ✙✢✬ ✦★ ✥✗✢✧✗
CM

✷ ✄ ★ ✙
✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸ ✍✗✜✜✙ ✖ ✷✖✌ ✾✦✗✪✬★ ✛✥✙✛ ✛✥✗

(d − 1)
☎★✩✗✪✗✛✣✢ ✣✤

∆1
[d] ∩ ∆2

[d] ✦★
CM

✷
✄✢✣✛✥✗✚ ✙✘✘✪✦✧✙✛✦✣✢ ✣✤ ✛✥✗ ★✙✜ ✗ ✪✗✜✜✙ ✾✦✗✪✬★ ✛✥✙✛

∆[d] = ∆1
[d] ∪ ∆2

[d] ✦★
CM

✸
✝✥✦✧✥ ✧✣✢✧✪✰✬✗★ ✛✥✗ ✘✚✣✣✤ ✷

�

✄✪✪ ✦✜✘✪✦✧✙✛✦✣✢★ ✦✢ �✥✗✣✚✗✜ ✖ ✷✖✖ ✛✰✚✢ ✣✰✛ ✛✣ ✻ ✗ ★✛✚✦✧✛ ✑ ★✗✗ ✏ ✚✣✘✣★✦✛✦✣✢ ✞ ✷☛✖ ✸ ✏ ✚✣✘✣☎
★✦✛✦✣✢ ✞ ✷☛☞ ✸ ✙✢✬ ✔✶✱✚✢✗✚ ✠✍ ✸ ☎☛☛✷☛✝ ✡ ✷ ✫✗ ✙✪★✣ ✥✙✭✗ ✛✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✦✜✘✪✦✧✙✛✦✣✢★ ✤✣✚ ✙✢✾
✴✗✪✬

F
✿

✥✣✜✣✛✣✘✦✧✙✪✪✾
CM =⇒ CM/Z =⇒ CM/F.

�✥✗★✗ ✦✜✘✪✦✧✙✛✦✣✢★ ✙✚✗ ✭✙✪✦✬ ✙✪★✣ ✤✣✚ ★✗✺✰✗✢✛✦✙✪✪✾ CM ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷ ✄✮✙✦✢ ✸ ✙✪✪ ✦✜✘✪✦☎
✧✙✛✦✣✢★ ✙✚✗ ★✛✚✦✧✛ ✷

✆✝✤✝ ��★✤✳ ✫ ✁✫✟ ✟☎✂
∆ ✔☎ ✂ ✠ ✂✞☎ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✓☎ ✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟ d ✡ ✁☎

∆
✝✞
VD

✆ ✞✄ ☎✆ ✆✂✔✆☎✆
✠✓✟✞✂✞✂✠✂✝✔✆☎✆ ✓✞ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✝✠✂✆ ✆✏ CM ✆ ✂✄ ☎✟ ✂✄ ☎ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✝✠✂✆ ✓☎✠ ✂✄ ✓☎ ∆

✝✞ ☎✞✂✂✆ ✂✓ d ✡
�



☞✝ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ ✂ ✡☎✂ ✁✡ ✠✡✁✁ �✁✂ ✁✁✁✄✄

✔✾ ✛✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✚✗★✰✪✛ ✬✰✗ ✛✣ ✔✶ ✱✚✢✗✚ ✸ ✫✙✧✥★ ✸ ✙✢✬ ✫✗✪✩✗✚ ✸ ★✗✺✰✗✢✛✦✙✪✪✾ CM ✧✣✜ ☎
✘✪✗✵✗★ ✥✙✭✗ ✙ ✢✦✧✗ ✛✣✘✣✪✣✮✦✧✙✪ ★✛✚✰✧✛✰✚✗ ✷
✁✱✠✝✤✠✴ ✫ ✁✫☛ ✂�✁ ✂✤✞✠✤ ✠✟ ★ � ✁ ☎✢✟✝✞ ☛ ✞✞✂✡ ☎ ✂✄ ✂✂ ∆

✝✞ ✞☎✞✂☎✟ ✂✝✂✆ ✆✏ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✏✂

CM ✡ ✎✄ ☎✟
∆

✝✞ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✏ ☎✞✂ ✝�✂✆☎✟ ✂ ✂✓ ✂ ✝ ☎✓✟ ☎ ✓☎ ✞✠ ✄ ☎✞☎✞ ✡ ✒ ✓✞☎✓�☎✞✆ ✂✄ ☎✞☎ ✝✞
✟✓ ✞✠ ✄ ☎✞☎ ✓☎ ✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟ d

✝✟ ✂✄ ✝✞ ✝ ☎✓✟ ☎ ✂✟✆☎✞✞ ✂✄ ☎✞☎ ✂✞☎ ✡ ✂☛ ✝✡ ✂✆ ☎ ✂✠☎✞ ✓☎ ∆ ✓☎
✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟ d ✡

�

✔✶✱✚✢✗✚ ✙✢✬ ✫✙✧✥★ ✠☛✌ ✸ �✥ ✷ ☞ ✷☛✡ ✗✙✚✪✦✗✚ ✘✚✣✭✗✬ �✥✗✣✚✗✜ ✖ ✷✖✞ ✦✢ ✛✥✗ ★✘ ✗✧✦✙✪ ✧✙★✗
✛✥✙✛

∆
✦★ ★✗✜ ✦✘✰✚✗ ★✥✗✪✪✙✻✪✗ ✷

✍✗✛ ✰ ★ ✘✚✣✭✗ ✛✥✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✭✗✚★✦✣✢ ✣✤ �✥✗✣✚✗✜ ✖ ✷✖✞ ✷
✒ ✤✝✰ ✝✡☞✟☞✝✞ ✫ ✁✫☞ ✂✄★✧✱✡ ☎✢✬✞✝✞ ☛ ✞✞✂✡ ☎ ✂✄ ✂✂ ∆

✝✞ ✞☎✞✂☎✟ ✂✝✂✆ ✆✏ CM/Z ✡ ✎✄ ☎✟
✂✄ ☎ ✄ ✓✡ ✓✆✓✟✏ ✓☎ ∆

✝✞ ✂✓✞✞✝✓✟ ✂☎ ✞☎☎✡ ✒ ✓✞☎✓�☎✞✆ ✂✄ ☎✞☎ ✝✞ ✟✓ ✄ ✓✡ ✓✆✓✟✏ ✝✟ ✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟ d✂✟✆☎✞✞ ✂✄ ☎✞☎ ✂✞☎ ✡ ✂☛ ✝✡ ✂✆ ☎ ✂✠☎✞ ✓☎ ∆ ✓☎ ✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟ d ✡ ✁✟✓☎☎✓✆ ✂✄ ☎ ✄ ✓✡ ✓✡ ✓✞✠ ✄ ✝✞✡
ι∗ : H̃d(∆ \ F(∆); Z) → H̃d(∆; Z)

✝✟✓✂✠☎✓ ✔✏ ✂✄ ☎ ✝✟ ✠✆✂✞✝✓✟ ✡ ✂✠ ✝✞ ✂☎✞✓ ☎ ✓✞ ✂✆ ✆ d ✡
✄ ✞✓✓☎ ✡ ✫✗ ✧✙✢ ✝ ✚✦✛✗

ι∗
✙★ ✙ ✧✣✜✘✣★✦✛✦✣✢

H̃d(∆ \ F(∆); Z) → H̃d(∆
[d+1]; Z) → H̃d(∆; Z)

✣✤ ✜ ✙✘★ ✦✢✬✰✧✗✬ ✻✾ ✦✢✧✪✰★✦✣✢ ✜ ✙✘★ ✑ ✗✭✗✚✾
d
☎✬✦✜ ✗✢★✦✣✢✙✪ ✤✙✧✗ ✣✤

∆ \ F(∆)
✦★ ✧✣✢☎

✛✙✦✢✗✬ ✦✢ ✙
(d + 1)

☎✬✦✜ ✗✢★✦✣✢✙✪ ✤✙✧✗ ✣✤
∆
✷ ✠✦✢✧✗

∆[d+1] ✦★
CM/Z

✸ ✝✗ ✥✙✭✗ ✛✥✙✛
H̃d(∆

[d+1]; Z) = 0
✙✢✬ ✥✗✢✧✗ ✛✥✙✛

ι∗ = 0
✙★ ✬✗★✦✚✗✬ ✷ ✔✾ ✛✥✗ ✪✣✢✮ ✗✵✙✧✛ ★✗✺✰✗✢✧✗ ✤✣✚

✛✥✗ ✘✙✦✚
(∆,∆ \ F(∆))

✸ ✦✛ ✤✣ ✪✪✣✝ ★ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✣✤
∆

✦★ ✛✣✚★✦✣✢☎✤✚✗✗ ✷
�

✄ ✂� ✁✟ ✝✝☛ ✟✠✡ ☛✠✡✄✎✄☛
✫✗ ★✰✜✜✙✚✦☛✗ ★✣✜ ✗ ✝✗✪✪☎✩✢✣✝✢ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✣✤ ✻✙✪✪★ ✙✢✬ ★✘✥✗✚✗★ ✷ ✠✰✧✥ ✣✻✶ ✗✧✛★ ✬✣
✢✣✛ ✘✪✙✾ ✙ ✧✗✢✛✚✙✪ ✘✙✚✛ ✦✢ ✛✥ ✦★ ✛✥✗★✦★ ✸ ✻✰✛ ✛✥✗✾ ✙✚✗ ✣✤ ★✣✜ ✗ ✦✢✛✗✚✗★✛ ✦✢ ✛✥✗ ✙✢✙✪✾★✦★
✣✤ ✛✥✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✣✤ ✧✗✚✛✙✦✢ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷ ✠✘ ✗✧✦✴✧✙✪✪✾✸ ✦✢ ★✣✜ ✗ ★✦✛✰✙✛✦✣✢★ ✸ ✣✢✗ ✜ ✙✾
✦✢✛✗✚✘✚✗✛ ✛✥✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✦✢ ✛✗✚✜ ★ ✣✤ ✤✰✢✬✙✜ ✗✢✛✙✪ ✧✾✧✪✗★ ✣✤ ★✘✥✗✚✗★ ✑ ★✗✗ ✎✥✙✘✛✗✚★ ☛✕
✙✢✬ ✌✝ ✤✣✚ ✛✥✗ ✜✣★✛ ✢✣✛✙✻✪✗ ✗✵✙✜✘✪✗★ ✷

✄ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵
∆

✦★ ✙
d
✂✔✂✆ ✆ ✦✤ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✙ ✥✣✜ ✗✣✜✣✚✘✥✦★✜ ‖∆‖ → Bd

✷
∆

✦★ ✙
d
✂✞✠ ✄ ☎✞☎ ✦✤ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✙ ✥✣✜ ✗✣✜✣✚✘✥✦★✜ ‖∆‖ → Sd

✷ �✣✚ ✗✵✙✜✘✪✗ ✸ ✛✥✗ ✤✰✪✪
d
☎★✦✜✘✪✗✵ ✦★ ✙

d
☎✻✙✪✪ ✸ ✝✥✗✚✗✙★ ✛✥✗ ✻✣✰✢✬✙✚✾ ✣✤ ✙

d
☎★✦✜✘✪✗✵ ✦★ ✙

(d− 1)
☎★✘✥✗✚✗ ✷ ✫✗

✬✗✴✢✗ ✛✥✗ ✔✓✂✟✓✂✞✏ ∂∆
✣✤ ✙

d
☎✻✙✪✪

∆
✙★ ✛✥✗ ✘✰✚✗

(d−1)
☎✬✦✜ ✗✢★✦✣✢✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✝ ✦✛✥

✛✥✗ ✘✚✣✘ ✗✚✛✾ ✛✥✙✛
σ

✦★ ✙ ✜✙✵✦✜ ✙✪ ✤✙✧✗ ✣✤
∂∆

✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤
σ

✦★ ✧✣✢✛✙✦✢✗✬ ✦✢ ✗✵✙✧✛✪✾
✣✢✗ ✜ ✙✵✦✜ ✙✪ ✤✙✧✗ ✣✤

∆
✷

✂✢ ✮✗✢✗✚✙✪ ✸ ✻✙✪✪★ ✙✢✬ ★✘✥✗✚✗★ ✙✚✗ ✢✣✛ ✙★ ✢✦✧✗ ✙★ ✣✢✗ ✜ ✙✾ ★✰★✘ ✗✧✛ ✷ �✣✚ ✗✵✙✜✘✪✗ ✸
✛✥✗✾ ✙✚✗ ✢✣✛ ✢✗✧✗★★✙✚✦✪✾ ✥✣✜✣✛✣✘✦✧✙✪✪✾

CM
✑ ★✗✗ ✔✶ ✱✚✢✗✚ ✠✍ ✸ ☎☛☛✷☛✝✡ ✷ ✏✣✝✗✭✗✚ ✸ ✛✥✗

✻✙✪✪★ ✙✢✬ ★✘✥✗✚✗★ ✛✣ ✻ ✗ ✧✣✢★✦✬✗✚✗✬ ✦✢ ✛✥✦★ ✛✥✗★✦★ ✙✚✗ ✦✢✬✗✗✬ ✢✦✧✗ ✷
✂✤ ✙ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵

∆
✦★ ✥✣✜ ✗✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣ ✙

d
☎✬✦✜ ✗✢★✦✣✢✙✪ ★✘✥✗✚✗ ✸ ✛✥✗✢

H̃d(∆; Z)
✦★ ✮✗✢✗✚✙✛✗✬ ✻✾ ✙ ✧✾✧✪✗

z
✛✥✙✛ ✦★ ✰✢ ✦✺✰✗ ✰✘ ✛✣ ★✦✮✢ ✷ ✫✗ ✚✗✤✗✚ ✛✣

z
✙★ ✛✥✗

☎ ✂✟✓✂✡ ☎✟ ✂✂✆ ✠✏✠✆☎ ✣✤
∆
✷



� ✆� ✆ ✂ ✄✁✂ ✁☎✄ ✁� ☎✡✆✂ ☎✄ ✄✡✂✄ ✆ ☞ ☛

✄ ★✗✛
P ⊂ Rn

✦★ ✙ ✠✓✟�☎☛ ✠ ✓✆✏✂✓✠ ☎ ✦✤
P

✦★ ✛✥✗ ✧✣✢✭✗✵ ✥✰✪✪ ✣✤ ✙ ✴✢✦✛✗ ★✗✛
P0

✣✤
✘✣✦✢✛★ ✦✢ ✧✣✢✭✗✵ ✘✣★✦✛✦✣✢ ✑ ✢✣ ✘✣✦✢✛

p
✦✢
P0

✦★ ✦✢ ✛✥✗ ✧✣✢✭✗✵ ✥✰✪✪ ✣✤
P0 \ {p} ✷ P ✦★

✥✣✜ ✗✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣ ✙
d
☎✻✙✪✪ ✤✣✚ ★✣✜✗

d ≤ n
✑ ✥✗✢✧✗

P
✥✙★ ✙ ✝✗✪✪☎✬✗✴✢✗✬ ✻✣✰✢✬✙✚✾

∂P
✸ ✝✥✦✧✥ ✦★ ✥✣✜ ✗✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣ ✙

(d−1)
☎★✘✥✗✚✗ ✷ ✄ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵

∆
✝ ✦✛✥

0
☎✧✗✪✪

★✗✛
∆0

✦★ ✛✥✗ ✔✓✂✟✓✂✞✏ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✣✤
P

✦✤ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✙ ✻✦✶ ✗✧✛✦✣✢
ϕ : ∆0 → P0

★✰✧✥ ✛✥✙✛
✙ ✘✣✦✢✛ ∑

i∈∆0
λiϕ(i)

☞∑
i λi = 1

✸
λi ≥ 0

✎ ✻✗✪✣✢✮★ ✛✣
∂P

✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤ {i : λi > 0}✦★ ✙ ✤✙✧✗ ✣✤
∆
✷ ✫✗ ✚✗✤✗✚ ✛✣ ★✰✧✥ ✙ ✧✣✜✘✪✗✵

∆
✙★ ✠ ✓✆✏✂✓✠ ✂✆✷ ✂✤

∆
✦★ ✛✥✗ ✻✣✰✢✬✙✚✾

✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✙ ✘✣✪✾✛✣✘ ✗ ✸ ✛✥✗✢
∆

✦★ ✙ ★✥✗✪✪✙✻✪✗ ★✘✥✗✚✗ ✑ ★✗✗ ✔✚✰✮✮✗★★✗✚ ✙✢✬ ✆✙✢✦ ✠✌☛✡ ✷

✄ ✂✂ ☎✆✟✠ ✝✄✌✄✠ ✄ ✝☛✠✄✎ ✎✝✠✍☛
✫✗ ✧✣✢✧✪✰✬✗ ✛✥✦★ ✧✥✙✘✛✗✚ ✝ ✦✛✥ ✙ ✤✗✝ ✝✣✚✬★ ✙✻✣✰✛ ✠✛✙✢✪✗✾☎✁✗✦★✢✗✚ ✚✦✢✮★ ✷ ✫✗ ✝ ✦✪✪
✣✢✪✾ ✣ ✧✧✙★✦✣✢✙✪✪✾ ✬✦★✧✰★★ ★✰✧✥ ✚✦✢✮★ ✙✢✬ ✦✢✧✪✰✬✗ ✛✥✦★ ★✗✧✛✦✣✢ ✜ ✗✚✗✪✾ ✤✣✚ ✧✣✜✘✪✗✛✗✢✗★★ ✷

✍✗✛
∆

✻✗ ✙ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✢ ✛✥✗ ★✗✛
Y

✙✢✬ ✪✗✛
F

✻✗ ✙ ✴✗✪✬ ✷ ✍✗✛
R

✬✗✢✣✛✗
✛✥✗ ✧✣✜✜✰✛✙✛✦✭✗ ✘✣✪✾✢✣✜ ✦✙✪ ✚✦✢✮

F[xi : i ∈ Y ]
✷ �✣✚ ✗✙✧✥ ★✗✛

σ ⊆ Y
✸ ✦✬✗✢✛✦✤✾

σ
✝ ✦✛✥

✛✥✗ ✜✣✢✣✜ ✦✙✪
xσ =

∏

i∈σ xi
✷ ✒✗✴✢✗

I(∆)
✛✣ ✻ ✗ ✛✥✗ ✜✣✢✣✜ ✦✙✪ ✦✬✗✙✪ ✦✢

R
✮✗✢✗✚✙✛✗✬

✻✾ ✛✥✗ ☞✜✦✢✦✜ ✙✪✎ ✢✣✢✤✙✧✗★ ✣✤
∆
✷ �✥✦★ ✜ ✗✙✢★ ✛✥✙✛ ✙ ✜✣✢✣✜ ✦✙✪

m
✻✗✪✣✢✮★ ✛✣

I(∆)✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤
xσ

✬✦✭✦✬✗★
m

✤✣✚ ★✣✜ ✗
σ /∈ ∆

✷ �✥✗ ✌ ✂✂✟✆☎✏✂✒ ☎✝✞✟☎✞ ✞✝✟✟ ✣✚ ☎ ✂✠☎ ✞✝✟✟
✣✤

∆
✦★
R(∆) = R/I(∆)

✷
✍✗✛

∆
✻✗ ✙

(d − 1)
☎✬✦✜ ✗✢★✦✣✢✙✪ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✝ ✦✛✥ ✬✗✘✛✥

p − 1
✣✭✗✚

F
✷

✠✣✜ ✗ ✝✗✪✪☎✩✢✣✝✢ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✣✤ ✛✥✗ ✠✛✙✢ ✪✗✾☎✁✗✦★✢✗✚ ✚✦✢✮
R(∆)

✙✚✗ ✙★ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✑ ★✗✗ ✙
✛✗✵✛✻✣✣✩ ✣✢ ✧✣✜✜✰✛✙✛✦✭✗ ✙✪✮✗✻✚✙ ✠✌✖ ✸ ☞✝✡ ✤✣✚ ✚✦✢✮☎✛✥✗✣✚✗✛✦✧ ✬✗✴✢✦✛✦✣✢★ ✷

✄ �✥✗ ✎✚✰✪✪ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢ ✣✤
R(∆)

✦★ ✗✺✰✙✪ ✛✣ d ✷

✄ �✥✗ ✬✗✘✛✥ ✣✤
R(∆)

✦★ ✗✺✰✙✪ ✛✣ p ✷

✄ R(∆)
✦★ ✙ ✎✣✥✗✢☎✆ ✙✧✙✰✪✙✾ ✚✦✢✮ ✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤

∆
✦★
CM/F

✷

✄ �✥✗ ✜✰✪✛✦✘ ✪✦✧✦✛✾ ✣✤
R(∆)

✦★ ✗✺✰✙✪ ✛✣ ✛✥✗ ✢✰✜✻✗✚ ✣✤
d
☎✬✦✜ ✗✢★✦✣✢✙✪ ✤✙✧✗★ ✣✤

∆
✷

✫✗ ✚✗✤✗✚ ✛✥✗ ✚✗✙✬✗✚ ✛✣ ✠✗✧✛✦✣✢ ☞ ✷✌ ✸ ✁✗✦★✢✗✚ ✠☛✝ ☛✡ ✸ ✙✢✬ ✠✛✙✢✪✗✾ ✠☛☛✟✡ ✤✣✚ ✬✗✛✙✦✪★ ✙✢✬
✤✰✚✛✥✗✚ ✚✗✤✗✚✗✢✧✗★ ✷

✡✣✛✗ ✛✥✙✛ ✛✥✦★ ✧✣✚✚✗★✘✣✢✬✗✢✧✗ ✘✚✣✭✦✬✗★ ★✣✜ ✗ ✜✣✛✦✭✙✛✦✣✢ ✤✣✚ ✗✵✙✜ ✦✢ ✦✢✮ ✛✥✗
✛✣✘✣✪✣✮✾ ✣✤ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✑ ✛✥✗ ✘✚✣✻✪✗✜ ★ ✣✤ ✧✣✰✢✛✦✢✮ ✤✙✧✗★ ✣✤ ✜ ✙✵✦✜ ✙✪ ✬✦☎
✜ ✗✢★✦✣✢ ✙✢✬ ✗✵✙✜ ✦✢✦✢✮ ✎✣✥✗✢☎✆ ✙✧✙✰✪✙✾ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✣✤ ✙ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✦✢✬✗✗✬
✥✙✭✗ ✭✗✚✾ ✢✙✛✰✚✙✪ ✚✦✢✮☎✛✥✗✣✚✗✛✦✧ ✧✣✰✢✛✗✚✘✙✚✛★ ✷ ✆✣✚✗✣✭✗✚ ✸ ✰✢✬✗✚ ✤✙✭✣✚✙✻✪✗ ✧✦✚✧✰✜ ☎
★✛✙✢✧✗★ ✸ ✦✛ ✦★ ✘ ✣★★✦✻✪✗ ✛✣ ✧✣✜✻✦✢✗ ✛✥✗ ✛✥✗✣✚✾ ✣✤ ✠✛✙✢✪✗✾ ✙✢✬ ✁✗✦★✢✗✚ ✝ ✦✛✥ ✌ ✚✱✻✢✗✚
✻✙★✦★ ✛✥✗✣✚✾ ✛✣ ✣✻✛✙✦✢ ✦✜✘✣✚✛✙✢✛ ✦✢✤✣✚✜ ✙✛✦✣✢ ✙✻✣✰✛ ✚✦✢✮★ ✛✥✙✛ ✙✚✗ ✢✣✛ ✢✗✧✗★★✙✚✦✪✾
✠✛✙✢✪✗✾☎✁✗✦★✢✗✚ ✚✦✢✮★ ✷ �✣✚ ✙✢ ✗✵✙✜✘✪✗ ✸ ★✗✗ ✛✥✗ ✝✣✚✩ ✣✢ ✬✗✛✗✚✜ ✦✢✙✢✛✙✪ ✦✬✗✙✪★ ✻✾
✏✗✚☛✣✮ ✙✢✬ �✚✰✢✮ ✠✞✟✡ ✷
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✂✁✁ ✁☎
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�✁✁✂✄✄✂ �

✁ ✟☎✆✁✂✄✂ ✂ ✁✁☎✂ ✂☎✂✁✁✝

� ✁✣✻✦✢ �✣✚✜ ✙✢ ✠★ ✬✦★✧✚✗✛✗ ✆✣✚★✗ ✛✥✗✣✚✾ ✠☞☞✡ ✦★ ✦✢★✛✚✰✜ ✗✢✛✙✪ ✦✢ ✛✥✗ ✙✢✙✪✾★✦★ ✣✤ ✜ ✙✢✾
✣✤ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✦✢ ✛✥✦★ ✛✥✗★✦★ ✷ �✥✣✰✮✥ ✣★✛✗✢★✦✻✪✾ ★✦✜✘✪✗ ✸ ✛✥✦★ ✛✥✗✣✚✾ ✥✙★ ✘✚✣✭✗✢ ✛✣
✻✗ ✙ ✘✣✝✗✚✤✰✪ ✛✣✣✪ ✤✣✚ ✙✢✙✪✾☛ ✦✢✮ ✛✥✗ ✛✣✘✣✪✣✮✾ ✣✤ ✙ ✝ ✦✬✗ ✚✙✢✮✗ ✣✤ ✬✦✳✗✚✗✢✛ ✧✣✜✘✪✗✵✗★
✠✖ ✸ ✌✕ ✸ ✖✖ ✸ ✞✞ ✸ ✍✖ ✸ ✍☞ ✸ ☛✝☞✡ ✷ �✣✚ ✙✢ ✦✢✛✗✚✗★✛✦✢✮ ✙✘✘✪✦✧✙✛✦✣✢ ✣✤ ✬✦★✧✚✗✛✗ ✆✣✚★✗ ✛✥✗✣✚✾
✛✣ ✮✗✣✜ ✗✛✚✾✸ ★✗✗ ✎✚✣✝ ✪✗✾ ✠✖ ☛✡ ✷

✂✢ ✛✥✦★ ✛✥✗★✦★ ✸ ✝✗ ✧✣✢✴✢✗ ✣✰✚★✗✪✭✗★ ✛✣ ✬✦★✧✚✗✛✗ ✆ ✣✚★✗ ✛✥✗✣✚✾ ✤✣✚ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜ ☎
✘✪✗✵✗★ ✷ �✣✚ ✛✥✗ ✜✣✚✗ ✮✗✢✗✚✙✪ ✛✥✗✣✚✾✸ ★✗✗ �✣✚✜ ✙✢ ✠★ ✣✚✦✮ ✦✢✙✪ ✘✙✘✗✚ ✠☞☞✡ ✙✢✬ ✛✥✗
✧✣✜✻✦✢✙✛✣✚✦✙✪ ✦✢✛✗✚✘✚✗✛✙✛✦✣✢★ ✬✰✗ ✛✣ ✎✥✙✚✦ ✠✌✕ ✡ ✙✢✬ ✠✥✙✚✗★✥✦✙✢ ✠☛✝☞✡ ✷

�✣ ✤✙✧✦✪✦✛✙✛✗ ✙✢✙✪✾★✦★ ✣✤ ✛✥✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✣✤ ✧✗✚✛✙✦✢ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✸ ✝✗ ✬✗✭✗✪✣✘ ✙ ✭✗✚✾
✗✪✗✜ ✗✢✛✙✚✾ ✙✪✮✗✻✚✙✦✧ ✭✗✚★✦✣✢ ✣✤ ✬✦★✧✚✗✛✗ ✆✣✚★✗ ✛✥✗✣✚✾ ✑ ★✗✗ ✠✩✱✪✬✻ ✗✚✮ ✠☛☛✌✡ ✙✢✬ ✽✱✪☎
✪✗✢✻✗✧✩ ✙✢✬ ✫✗✪✩✗✚ ✠☞ ☛✡ ✤✣✚ ✙ ✜✣✚✗ ✛✥✣✚✣✰✮✥ ✛✚✗✙✛✜ ✗✢✛ ✷ ✄ ✬✦★✧✚✗✛✗ ✆✣✚★✗ ✜✙✛✧✥✦✢✮
✣✢ ✙ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✮✦✭✗★ ✚✦★✗ ✛✣ ✙ ✬✦★✧✚✗✛✗ ✮✚✙✬✦✗✢✛ ✭✗✧✛✣✚ ✑ ★✗✗ �✣✚✜ ✙✢ ✠☞☞✡ ✷
✹✢✗ ✜ ✙✾ ✰★✗ ✛✥ ✦★ ✮✚✙✬✦✗✢✛ ✭✗✧✛✣✚ ✛✣ ✬✗✛✗✚✜ ✦✢✗ ✙ ✻✙★✦★ ✤✣✚ ✛✥✗ ✚✗★✰✪✛✦✢✮ ✆✣✚★✗ ✧✥✙✦✢
✧✣✜✘✪✗✵ ✦✢ ✛✗✚✜ ★ ✣✤ ✛✥✗ ✧✙✢✣✢✦✧✙✪ ✻✙★✦★ ✤✣✚ ✛✥✗ ✣✚✦✮✦✢✙✪ ✧✥✙✦✢ ✧✣✜✘✪✗✵ ✷ ✹✰✚ ✜✙✦✢
✣✻✶ ✗✧✛ ✦★ ✛✣ ✘✚✣✭✦✬✗ ★✥✣✚✛✧✰✛★ ✤✣✚ ✬✗✚✦✭ ✦✢✮ ✛✥✦★ ✻✙★✦★ ☞✣✚ ✘✙✚✛★ ✛✥✗✚✗✣✤ ✎ ✝ ✦✛✥✣✰✛
✥✙✭✦✢✮ ✛✣ ✗✵✙✜ ✦✢✗ ✛✥✗ ✗✵✘✪✦✧✦✛ ✮✚✙✬✦✗✢✛ ✭✗✧✛✣✚ ✷ ✹✰✚ ✜ ✗✛✥✣✬★ ✙✚✗ ✜ ✙✦✢✪✾ ✰★✗✤✰✪ ✦✢
★✦✛✰✙✛✦✣✢★ ✝✥✗✚✗ ✦✛ ✦★ ✘✣★★✦✻✪✗ ✛✣ ✮✰✗★★ ✛✥✗ ✻✙★✦★ ✷

✂✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ☞ ✷✌ ✸ ✝✗ ✘✚✣✭✦✬✗ ✛✥✗ ✧✣✜✻✦✢✙✛✣✚✦✙✪ ✻✙✧✩✮✚✣✰✢✬ ✷ �✥✗ ✜✙✦✢ ✛✣✘✣✪✣✮✦✧✙✪
✚✗★✰ ✪✛★ ✙✘✘✗✙✚ ✦✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ☞ ✷✖ ✸ ✝✥✗✚✗✙★ ✠✗✧✛✦✣✢ ☞ ✷☞ ✧✣✢✛✙✦✢★ ✣✰✚ ★✦✜✘✪✦✴✗✬ ✙✪✮✗✻✚✙✦✧
✆✣✚★✗ ✛✥✗✣✚✾✷

� ✂✁ ✄✠ ✄☎ ✎✆ ✟ ✝ ✡ ✝☛☞✏☛☛✝☎ ✠

✔✗✤✣✚✗ ✘✚✣✧✗✗✬✦✢✮ ✸ ✪✗✛ ✰★ ✮✦✭✗ ✙✢ ✦✢✤✣✚✜✙✪ ✣✭✗✚✭✦✗✝ ✣✤ ✛✥✗ ✻✙★✦✧ ✦✬✗✙★ ✣✤ ✬✦★✧✚✗✛✗
✆✣✚★✗ ✛✥✗✣✚✾✷

✍✗✛
∆

✻✗ ✙ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✷ ✹✢✗ ✜ ✙✾ ✭✦✗✝ ✬✦★✧✚✗✛✗ ✆✣✚★✗ ✛✥✗✣✚✾ ✙★ ✙
✮✗✢✗✚✙✪✦☛✙✛✦✣✢ ✣✤ ✛✥✗ ✛✥✗✣✚✾ ✣✤ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✪✪✙✘★✗★ ☞★✗✗ ✠✗✧✛✦✣✢ ✌ ✷✖ ✷✖ ✎ ✷ ✍✗✛ {σ, τ}

✑✒✓✥✜ ✭✓✖✕✫✔✗ ✥✜ ✖ ✗✔✠ ✥✜✔✦ ✖✧✦ ✔✡✫✔✧✦✔✦ ✠✔✗✜✥✬✧ ✬✝ ☎✔✭✫✥✬✧✜ ☎ ✖✧✦ ✆ ✥✧ ✖ ✕✖✕✔✗ ✘✆✙✚ ✕✢✣✤✥✜✓✔✦
✥✧ ✝✞✟✠✡☞✍ ✞☛ ☞✞✌ ✍✌✡☞☛✞✠✌☞✍ ✎✏✑✞✠✒✓ ✔ ✑✠✌✑✕ ✖ ✯

☞✞



☞☞ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ � ✡✆✠✄☎ ✄☎ � ✁✄✆☎ �� ☎✁✄✄

✻✗ ✙ ✘✙✦✚ ✣✤ ✤✙✧✗★ ✣✤
∆

★✰✧✥ ✛✥✙✛
σ ⊂ τ

✙✢✬
dimσ = dim τ − 1

✷ �✣✚ ✛✥✦★ ✘✙✦✚ ✛✣
✦✢✬✰✧✗ ✙✢ ✣✚✬✦✢✙✚✾ ✗✪✗✜ ✗✢✛✙✚✾ ✧✣✪✪✙✘ ★✗ ✸ ✚✗✧✙✪✪ ✛✥✙✛ ✝✗ ✚✗✺✰✦✚✗ τ ✛✣ ✻ ✗ ✙ ✜ ✙✵✦✜ ✙✪
✤✙✧✗ ✙✢✬ ✛✥✗ ✣✢✪✾ ✤✙✧✗ ✣✤

∆
✧✣✢✛✙✦✢✦✢✮

σ
✑ ✝✗ ✚✗✤✗✚ ✛✣ ✛✥✦★ ✙★ ★✙✾✦✢✮ ✛✥✙✛ {σ, τ} ✦★

☎ ✞☎☎ ✦✢
∆
✷ ✒ ✚✣✘✘✦✢✮ ✛✥✦★ ✧✣✢✬✦✛✦✣✢ ✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✝✥✙✛ ✝✗ ✝ ✦✪✪ ✚✗✤✗✚ ✛✣ ✙★ ✙ ✟ ☎✟☎✞✂✆✝✂ ☎✓

✗✪✗✜ ✗✢✛✙✚✾ ✧✣✪✪✙✘★✗ ☞✛✥ ✦★ ✛✗✚✜ ✦✢✣✪✣✮✾ ✦★ ✣✢✪✾ ✤✣✚ ✛✥✗ ✘✰✚✘✣★✗★ ✣✤ ✛✥✦★ ★✗✧✛✦✣✢ ✎ ✷
✌✗✣✜ ✗✛✚✦✧✙✪✪✾✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✙ ✮✗✢✗✚✙✪✦☛✗✬ ✗✪✗✜✗✢✛✙✚✾ ✧✣✪✪✙✘★✗ ✝ ✦✛✥ ✚✗★✘✗✧✛ ✛✣

σ✙✢✬
τ

✻✾ ✴✚★✛ ✚✗✜✣✭✦✢✮ ✛✥✗ ✣✘✗✢ ★✗✛ ‖τ‖ ✤✚✣✜ ‖∆‖ ✙✢✬ ✛✥✗✢ ✦✬✗✢✛✦✤✾✦✢✮ ‖2σ‖✝ ✦✛✥ ‖∂2τ \σ‖ ★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✧✣✜✜✣✢ ✻✣✰✢✬✙✚✾ ✣✤ ✛✥✗ ✛✝✣ ✻✙✪✪★ ‖2σ‖ ✙✢✬ ‖∂2τ \σ‖✚✗✜ ✙✦✢★ ✛✥✗ ★✙✜ ✗ ✷ ✠✘✗✧✦✴✧✙✪✪✾✸ ✙★★✰✜ ✦✢✮ ✛✥✙✛
τ
✦★ ✙ ✚✗✮✰✪✙✚ ★✦✜✘✪✗✵ ☞✙✪✪ ✗✬✮✗ ✪✗✢✮✛✥★

✙✚✗ ✛✥✗ ★✙✜✗ ✎ ✸ ✝✗ ✦✬✗✢✛✦✤✾ ✙ ✘✣✦✢✛ ✦✢ ‖∂2τ\σ‖ ✝ ✦✛✥ ✦✛★ ✣✚✛✥✣✮✣✢✙✪ ✘✚✣✶ ✗✧✛✦✣✢ ✣✢ ‖2σ‖ ✷✠✗✗ � ✦✮✰✚✗ ☞ ✷☛ ✤✣✚ ✙✢ ✗✵✙✜✘✪✗ ✷ �✥✦★ ✦✬✗✢✛✦✴ ✧✙✛✦✣✢ ✧✣✚✚✗★✘✣✢✬★ ✛✣ ✡✧✣✢✛✚✙✧✛✦✢✮☛ ✛✥✗
✝✥✣✪✗ ✣✤ ‖2τ‖ ✣✢✛✣ ‖∂2τ \ σ‖ ✷ ✂✢ ✘✙✚✛✦✧✰ ✪✙✚ ✸ ✙ ✮✗✢✗✚✙✪✦☛✗✬ ✗✪✗✜ ✗✢✛✙✚✾ ✧✣✪✪✙✘★✗ ✬✣✗★
✢✣✛ ✙✳✗✧✛ ✛✥✗ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✛✾✘✗ ✷ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✚✗★✰✪✛✦✢✮ ✧✣✜✘✪✗✵ ✦★ ✢✣✛ ✢✗✧✗★★✙✚✦✪✾ ✙
★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✻✰✛ ✚✙✛✥✗✚ ✙ ✜✣✚✗ ✮✗✢✗✚✙✪ ✧✗✪✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✷
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w
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� ✦✮✰✚✗ ☞ ✷☛✿ ✌✗✢✗✚✙✪✦☛✗✬ ✗✪✗✜ ✗✢✛✙✚✾ ✧✣✪✪✙✘★✗ ✝ ✦✛✥ ✚✗★✘✗✧✛ ✛✣
σ
✙✢✬

τ
✦✢ ✛✥✗ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪

✧✣✜✘✪✗✵ ✝ ✦✛✥ ✜ ✙✵✦✜ ✙✪ ✤✙✧✗★
τ = wxz

✙✢✬
π = xyz

✷ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✚✗★✰✪✛✦✢✮ ✧✣✜✘✪✗✵
✦★ ✢✣✛ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✑ ✛✥✗ ✢✗✝ ✤✙✧✗

π
✥✙★ ✤✣✰✚ ✻✣✰✢✬✙✚✾ ✗✬✮✗★ ✷

✽✰★✛ ✙★ ✝✗ ✜✙✾ ✧✣✜✻✦✢✗ ✜ ✙✢✾ ✗✪✗✜ ✗✢✛✙✚✾ ✧✣✪✪✙✘★✗★ ✛✣ ✤✣✚✜ ✙ ✪✙✚✮✗✚ ✧✣✪✪✙✘★✗
✝ ✦✛✥✣✰✛ ✙✳✗✧✛✦✢✮ ✛✥✗ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✛✾✘✗ ✸ ✝✗ ✜ ✙✾ ✧✣✜✻✦✢✗ ✜ ✙✢✾ ✮✗✢✗✚✙✪✦☛✗✬ ✗✪✗✜✗✢✛✙✚✾
✧✣✪✪✙✘★✗★ ✛✣ ✤✣✚✜ ✙ ✪✙✚✮✗✚ ✮✗✢✗✚✙✪✦☛✗✬ ✧✣✪✪✙✘★✗ ✸ ✙✮✙✦✢ ✝ ✦✛✥✣✰✛ ✙✳✗✧✛✦✢✮ ✛✥✗ ✥✣✜✣✛✣✘✾
✛✾✘✗ ✷ �✥✦★ ✦★ ✦✢✬✗✗✬ ✛✥✗ ✜ ✙✦✢ ✘✚✦✢✧✦✘ ✪✗ ✣✤ ✬✦★✧✚✗✛✗ ✆✣✚★✗ ✛✥✗✣✚✾✷

✫✗ ✛✥✰★ ✥✙✭✗ ✙ ✢✰✜✻✗✚ ✣✤ ✘✙✦✚★ {σ1, τ1}, . . . , {σr, τr}
✛✣ ✻ ✗ ✧✣✪✪✙✘★✗✬ ✸ ✦✢ ✛✥✦★

✣✚✬✗✚ ✷ ✹✢✗ ✜ ✙✾ ✭✦✗✝ ✛✥✗ ★✗✛ ✣✤ ✙✪✪ ★✰✧✥ ✘✙✦✚★ ✙★ ✙ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✣✢
∆
✷ ✄✧✧✣✚✬✦✢✮✪✾✸ ✝✗

✚✗✤✗✚ ✛✣ ✤✙✧✗★ ✧✣✢✛✙✦✢✗✬ ✦✢ ★✣✜ ✗ ✘✙✦✚ ✙★ ✡ ✂✂✠✄ ☎✓ ✙✢✬ ✣✛✥✗✚ ✤✙✧✗★ ✙★ ✂✟✡ ✂✂✠✄ ☎✓✷
✍✗✛

∆i−1
✻✗ ✛✥✗ ✚✗★✰✪✛✦✢✮ ✧✗✪✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✙✤✛✗✚ ✛✥✗ ✴✚★✛

i− 1
✮✗✢✗✚✙✪✦☛✗✬ ✗✪✗✜✗✢☎

✛✙✚✾ ✧✣✪✪✙✘★✗★ ✷ ✁✗✧✙✪✪ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✚✰✪✗ ✤✣✚ ✛✥✗ ✘✙✦✚★ ✛✣ ✤✣✚✜ ✙ ★✗✺✰✗✢✧✗ ✣✤ ✣✚✬✦✢✙✚✾
✗✪✗✜ ✗✢✛✙✚✾ ✧✣✪✪✙✘★✗★ ✦★ ✛✥✙✛ ✗✙✧✥ ✢✗✝ ✘✙✦✚ {σi, τi}

★✥✣✰✪✬ ✻ ✗ ✤✚✗✗ ✦✢
∆i−1

✷ �✣✚ ✮✗✢☎
✗✚✙✪✦☛✗✬ ✗✪✗✜ ✗✢✛✙✚✾ ✧✣✪✪✙✘★✗★ ✸ ✝✗ ✙✬✣✘✛ ✛✥✗ ★✙✜ ✗ ✚✰✪✗ ✸ ✗✵✧✗✘✛ ✛✥✙✛ ✝✗ ✚✗★✛✚✦✧✛ ✣✰✚
✙✛✛✗✢✛✦✣✢ ✛✣ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ✡ ✂✂✠✄ ☎✓ ✤✙✧✗★ ✷ ✆✣✚✗ ✘✚✗✧✦★✗✪✾✸ ✝✗ ✬✣ ✢✣✛ ✚✗✺✰✦✚✗ {σi, τi}✛✣ ✻✗ ✤✚✗✗ ✦✢

∆i−1
✸ ✻✰✛

τi
✥✙★ ✛✣ ✻✗ ✜ ✙✵✦✜✙✪ ✙✜✣✢✮ ✡ ✂✂✠✄ ☎✓ ✤✙✧✗★ ✣✤

∆i−1
✙✢✬ ✛✥✗

✣✢✪✾ ✡ ✂✂✠✄ ☎✓ ✤✙✧✗ ✧✣✢✛✙✦✢ ✦✢✮
σi

✷ ✫✗ ✝ ✦✪✪ ✚✗✤✗✚ ✛✣ ✙ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✣✢
∆

✙✬✜ ✦✛✛✦✢✮ ✙✢
✣✚✬✗✚✦✢✮ ✝ ✦✛✥ ✛✥✦★ ✘✚✣✘✗✚✛✾ ✙★ ✂✠✏✠✆✝✠✷ �✥✦★ ✛✗✚✜ ✦✢✣✪✣✮✾ ✦★ ✤✣✚ ✚✗✙★✣✢★ ✛✥✙✛ ✝✗ ✝ ✦✪✪
✗✵✘✪✙✦✢ ✦✢ ✜✣✚✗ ✬✗✛✙✦✪ ✦✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ☞ ✷✌ ✷



� ✆� ✆ � ✠✄ ✠✁✡✠ ☎ ✁ ✄✠�✡✂✄ ✆ ☞✟

�✥✗ ✜ ✙✦✢ ✛✥✗✣✚✗✜ ✣✤ ✬✦★✧✚✗✛✗ ✆✣✚★✗ ✛✥✗✣✚✾ ★✛✙✛✗★ ✛✥✙✛ ✙✢ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮
✦✢✬✰✧✗★ ✙ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✧✗ ✻ ✗✛✝✗✗✢

∆
✙✢✬ ✛✥✗ ✧✗✪✪ ✧✣✜✘✪✗✵

∆r
✚✗★✰✪✛✦✢✮ ✤✚✣✜

✛✥✗ ✧✣✚✚✗★✘✣✢✬✦✢✮ ✮✗✢✗✚✙✪✦☛✗✬ ✧✣✪✪✙✘★✗ ✷ ✄ ★ ✙✢ ✦✜✜✗✬✦✙✛✗ ✧✣✚✣✪✪✙✚✾✸
∆

✦★ ✥✣✜✣✛✣✘✾
✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✛✣ ✙ ✧✗✪✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✝ ✦✛✥ ✶ ✰★✛ ✙★ ✜✙✢✾ ✧✗✪✪★ ✣✤ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢

d
✙★ ✛✥✗✚✗ ✙✚✗

✰✢✜ ✙✛✧✥✗✬ ✤✙✧✗★ ✣✤
∆

✣✤ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢
d
✷ ✂✢ ✘✙✚✛✦✧✰✪✙✚ ✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✰✘✘✗✚ ✻✣✰✢✬★ ✣✢

✛✥✗ ✚✙✢✩★ ✣✤ ✛✥✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✮✚✣✰✘★ ✣✤
∆
✷

✂✤ ✝✗ ✝✙✢✛ ✜✣✚✗ ✗✵✙✧✛ ✚✗★✰✪✛★ ✙✻✣✰✛ ✛✥✗ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✛✾✘✗ ✙✢✬ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✣✤
∆
✸ ✝✗

✛✾✘✦✧✙✪✪✾ ✥✙✭✗ ✛✣ ✗✵✙✜ ✦✢✗ ✛✥✗ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✞ ✙✢✬ ✛✥✗ ✧✣✚✚✗★✘✣✢✬✦✢✮ ✮✗✢✗✚✙✪✦☛✗✬
✗✪✗✜ ✗✢✛✙✚✾ ✧✣✪✪✙✘ ★✗★ ✞ ✦✢ ✜✰✧✥ ✮✚✗✙✛✗✚ ✬✗✛✙✦✪ ✷ ✏✣✝✗✭✗✚ ✸ ✦✢ ✧✗✚✛✙✦✢ ★✘ ✗✧✦✙✪ ✧✙★✗★ ✸
✦✢✤✣✚✜✙✛✦✣✢ ✙✻✣✰✛ ✛✥✗ ✢✰✜✻✗✚ ✣✤ ✧✗✪✪★ ✦✢ ✗✙✧✥ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢ ✦★ ★✰✟ ✧✦✗✢✛ ✛✣ ✰✢✙✜✻✦✮✰☎
✣✰★✪✾ ✬✗✛✗✚✜ ✦✢✗

∆r
✙✢✬ ✥✗✢✧✗ ✛✥✗ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✛✾✘✗ ✣✤

∆
✷ �✣✚ ✗✵✙✜✘✪✗ ✸ ✛✥✦★ ✦★ ✛✥✗

✧✙★✗ ✦✤ ✙✪✪ ✰✢✜ ✙✛✧✥✗✬ ✧✗✪✪★ ✙✚✗ ✣✤ ✛✥✗ ★✙✜ ✗ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢
d
✑ ✦✢ ✛✥✦★ ✧✙★✗ ✸

∆r
✦★ ✙ ✝✗✬✮✗

✣✤
d
☎✬✦✜ ✗✢★✦✣✢✙✪ ★✘✥✗✚✗★ ✷ ✂✢ ✛✥✦★ ✛✥✗★✦★ ✸ ✛✥ ✦★ ★✦✛✰✙✛✦✣✢ ✦★ ✢✣✛ ✙✛ ✙✪✪ ✰✢✧✣✜✜✣✢ ✷

1 2 3

4 5 6

≃

2

35

� ✦✮✰✚✗ ☞ ✷✌ ✿
∆

✦★ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✛✣ ✙ ✧✦✚✧✪✗ ✷ ✄ ✚✚✣✝ ★ ✦✢✬✦✧✙✛✗ ✤✙✧✗★ ✛✣ ✻ ✗
✜ ✙✛✧✥✗✬ ✷

�✁ ☞✌✂ ✍✑ ✄ ☎✬✧✜✥✦✔✗ ✫✓✔ ✜✥✆ ✕✤✥✭✥✖✤ ✭✬✆ ✕✤✔✡
∆

✬✧ ✫✓✔ ✜✔✫
{1, 2, 3, 4, 5, 6}

✭✬✧✜✥✜✫✥✧✎ ✬✝ ✖✤✤ ✜✢✣✜✔✫✜ ✬✝

124, 245, 23, 35
✪ ✖✧✦

36 ✆ 124 ✦✔✧✬✫✔✜ ✫✓✔ ✜✔✫
{1, 2, 4}

✖✧✦ ✜✬ ✬✧ ✯ ✝✧ ✞ ✥✎✢✗✔ ✟ ✯✙ ✪ ✖ ✎✔✬✆ ✔✫✗✥✭ ✗✔✖✤✥✠✖✡
✫✥✬✧ ✬✝

∆
✥✜ ✥✤✤✢✜✫✗✖✫✔✦ ✯ ✒✓✔ ✞✎✢✗✔ ✥✤✤✢✜✫✗✖✫✔✜ ✖✧ ✖✭✮✭✤✥✭ ✆ ✖✫✭✓✥✧✎ ✬✧

∆
✛ ✥✫✓ ✫✓✔ ✕✗✬✕✔✗✫✮ ✫✓✖✫

35✥✜ ✫✓✔ ✬✧✤✮ ✭✗✥✫✥✭✖✤ ✝✖✭✔ ✆ ✖✧ ✖✗✗✬✛ ✝✗✬✆ ✫✓✔ ✝✖✭✔
σ

✫✬ ✫✓✔ ✝✖✭✔
τ

✆ ✔✖✧✜ ✫✓✖✫
σ

✖✧✦
τ

✖✗✔ ✆ ✖✫✭✓✔✦ ✯
☛✔ ✆ ✖✮ ✖✤✜✬ ✆ ✖✫✭✓

2
✖✧✦ ✫✓✔ ✔✆ ✕✫✮ ✜✔✫ ✯ ☞✬✛✔✠✔✗ ✪ ✜✥✧✭✔ ✫✓✔ ✔✆ ✕✫✮ ✜✔✫ ✓✖✜ ✧✬ ✬✣✠ ✥✬✢✜ ✎✔✬✆ ✔✫✗✥✭

✥✧✫✔✗✕✗✔✫✖✫✥✬✧ ✪ ✥✫ ✥✜ ✭✬✧✠✔✧✥✔✧✫ ✫✬ ✭✬✧✜✥✦✔✗ ✙ ✖✜ ✖ ✭✗✥✫ ✥✭✖✤ ✕✬✥✧✫ ✥✧ ✫✓✔ ✎✔✬✆ ✔✫✗✥✭ ✗✔✖✤✥✠✖✫✥✬✧ ✯ ✌✬✫✔
✫✓✖✫

∆
✥✜ ✓✬✆ ✬✫✬✕✮ ✔✟✢✥✠✖✤✔✧✫ ✫✬ ✖ ✭✔✤✤ ✭✬✆ ✕✤✔✡ ✭✬✧✜✥✜✫✥✧✎ ✬✝ ✖ ★✡✭✔✤✤ ✭✬✗✗✔✜✕ ✬✧✦✥✧✎ ✫✬

35
✖✧✦ ✖

✍✡✭✔✤✤ ✭✬✗✗✔✜✕ ✬✧✦✥✧✎ ✫✬
2

✯

� ✂✁ ☎☞✌☞ ✝✝☞ ✆ ✟✆ ☞✡ ✝✠ ✍☛
✫✗ ★✛✙✚✛ ✣✰✚ ✗✵✘✣★✦✛✦✣✢ ✻✾ ✗✵✙✜ ✦✢✦✢✮ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮★ ✣✢ ✤✙✜ ✦✪✦✗★ ✣✤ ★✗✛★ ✷ �✥✦★
★✗✧✛✦✣✢ ✦★ ✘✰✚✗✪✾ ✧✣✜✻✦✢✙✛✣✚✦✙✪ ✙✢✬ ✬✣✗★ ✢✣✛ ✧✣✢✛✙✦✢ ✙✢✾ ✛✣✘✣✪✣✮✾✷

✍✗✛
X

✻✗ ✙ ★✗✛ ✙✢✬ ✪✗✛
∆

✻✗ ✙ ✴✢✦✛✗ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ✴✢✦✛✗ ★✰✻★✗✛★ ✣✤
X

✷ ✄ ✡ ✂✂✠✄ ✝✟✟
✣✢

∆
✦★ ✙ ✤✙✜ ✦✪✾ M ✣✤ ✘✙✦✚★ {σ, τ} ✝ ✦✛✥

σ, τ ∈ ∆
★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✢✣ ★✗✛ ✦★ ✧✣✢✛✙✦✢✗✬ ✦✢

✜✣✚✗ ✛✥✙✢ ✣✢✗ ✘✙✦✚ ✦✢ M ✷ ✄ ★✗✛
σ

✦✢
∆

✦★ ✠✞✝✂✝✠✂✆ ✣✚ ✂✟✡ ✂✂✠✄ ☎✓ ✝ ✦✛✥ ✚✗★✘✗✧✛ ✛✣
M ✦✤

σ
✦★ ✢✣✛ ✧✣✢✛✙✦✢✗✬ ✦✢ ✙✢✾ ✘✙✦✚ ✦✢ M ✷



☞✍ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ � ✡✆✠✄☎ ✄☎ � ✁✄✆☎ �� ☎✁✄✄

✫✗ ★✙✾ ✛✥✙✛ ✙ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ M ✣✢
∆

✦★ ✙✢ ☎✆☎✡ ☎✟ ✂ ✡ ✂✂✠✄ ✝✟✟ ✦✤ ✗✭✗✚✾ ✘✙✦✚ ✦✢ M ✦★
✣✤ ✛✥✗ ✤✣✚✜ {σ−x, σ+ x} ✤✣✚ ★✣✜ ✗

x ∈ X
✙✢✬

σ ⊆ X
✷ ✄ ✪✪ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮★ ✧✣✢★✦✬✗✚✗✬ ✦✢

✛✥✦★ ✧✥✙✘✛✗✚ ✙✚✗ ✗✪✗✜ ✗✢✛ ✜✙✛✧✥✦✢✮★ ✷
✎✣✢★✦✬✗✚ ✙✢ ✗✪✗✜ ✗✢✛ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ M ✣✢ ✙ ✤✙✜ ✦✪✾

∆
✷ ✍✗✛

D = D(∆,M)
✻✗ ✛✥✗

✬✦✮✚✙✘✥ ✝ ✦✛✥ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛
∆

✙✢✬ ✝ ✦✛✥ ✙ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✗✬✮✗ ✤✚✣✜
σ
✛✣
τ
✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤ ✗✦✛✥✗✚

✣✤ ✛✥✗ ✤✣ ✪✪✣✝ ✦✢✮ ✥✣✪✬★ ✿
☛✷ {σ, τ} ∈ M ✙✢✬

τ = σ + x
✤✣✚ ★✣✜✗

x /∈ σ
✷

✌ ✷ {σ, τ} /∈ M ✙✢✬
σ = τ + x

✤✣✚ ★✣✜✗
x /∈ τ

✷
�✥✰★ ✗✭✗✚✾ ✗✬✮✗ ✦✢

D
✧✣✚✚✗★✘✣✢✬★ ✛✣ ✙✢ ✗✬✮✗ ✦✢ ✛✥✗ ✏✙★★✗ ✬✦✙✮✚✙✜ ✣✤

∆
✣✚✬✗✚✗✬

✻✾ ★✗✛ ✦✢✧✪✰★✦✣✢ ✑ ✗✬✮✗★ ✧✣✚✚✗★✘✣✢✬✦✢✮ ✛✣ ✘✙✦✚★ ✣✤ ✜ ✙✛✧✥✗✬ ★✗✛★ ✙✚✗ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✤✚✣✜ ✛✥✗
★✜ ✙✪✪✗✚ ★✗✛ ✛✣ ✛✥✗ ✪✙✚✮✗✚ ★✗✛ ✸ ✝✥✗✚✗✙★ ✛✥✗ ✣✛✥✗✚ ✗✬✮✗★ ✙✚✗ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✛✥✗ ✣✛✥✗✚ ✝✙✾
✙✚✣✰✢✬ ✷ ✫✗ ✝ ✚✦✛✗

σ −→ τ
✦✤ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✙ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✘✙✛✥ ✤✚✣✜

σ
✛✣
τ
✦✢
D

✷ �✣✚ ✤✙✜ ✦✪✦✗★
V ✙✢✬ W ✸ ✝✗ ✝ ✚✦✛✗ V −→ W ✦✤ ✛✥✗✚✗ ✙✚✗

V ∈ V ✙✢✬
W ∈ W ★✰✧✥ ✛✥✙✛

V −→ W
✷

�✥✗ ★✾✜✻✣✪ 6−→ ✦★ ✰★✗✬ ✛✣ ✬✗✢✣✛✗ ✛✥✗ ✢✣✢☎✗✵ ✦★✛✗✢✧✗ ✣✤ ★✰✧✥ ✙ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✘✙✛✥ ✷
✄✢ ✗✪✗✜ ✗✢✛ ✜✙✛✧✥✦✢✮ M ✦★ ✙✢ ✂✠✏✠✆✝✠ ✡ ✂✂✠✄ ✝✟✟ ✦✤

D
✦★ ✙✧✾✧✪✦✧ ✸ ✛✥✙✛ ✦★ ✸

σ −→ τ✙✢✬
τ −→ σ

✦✜ ✘✪✦✗★ ✛✥✙✛
σ = τ

✷ ✹✢✗ ✗✙★✦✪✾ ✘✚✣✭✗★ ✛✥✙✛ ✙✢✾ ✧✾✧✪✗ ✦✢ ✙ ✬✦✮✚✙✘✥
D✧✣✚✚✗★✘✣✢✬✦✢✮ ✛✣ ✙✢ ✗✪✗✜ ✗✢✛ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✦★ ✣✤ ✛✥✗ ✤✣✚✜

(σ0, τ0, σ1, τ1, . . . , σr−1, τr−1)✝ ✦✛✥
r > 1

★✰✧✥ ✛✥✙✛

σi, σ(i+1) mod r ⊂ τi
✙✢✬ {σi, τi} ∈ M ☞☞ ✷☛✎

☞✤✣✚ ✬✗✛✙✦✪★ ✸ ★✗✗ ✠✥✙✚✗★✥✦✙✢ ✠☛✝☞✡✎ ✷ ✠✗✗ � ✦✮✰✚✗ ☞ ✷✖ ✤✣✚ ✙✢ ✦✪✪✰ ★✛✚✙✛✦✣✢ ✷ �✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮
✛✝✣ ✪✗✜✜✙★ ✘✚✣✭✦✬✗ ★✦✜✘✪✗ ✻✰✛ ✰★✗✤✰✪ ✜ ✗✛✥✣✬★ ✤✣✚ ✬✦✭✦✬✦✢✮ ✙ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ★✗✛★ ✦✢✛✣
★✜ ✙✪✪✗✚ ★✰✻✤✙✜ ✦✪✦✗★ ★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✙✢✾ ★✗✛ ✣✤ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮★ ✣✢ ✛✥✗ ★✗✘✙✚✙✛✗ ★✰✻✤✙✜ ☎
✦✪✦✗★ ✧✙✢ ✻✗ ✧✣✜✻✦✢✗✬ ✛✣ ✤✣✚✜ ✣✢✗ ★✦✢✮✪✗ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✣✢ ✛✥✗ ✣✚✦✮✦✢✙✪ ✤✙✜ ✦✪✾✷

τ0 τ1 τ2 τ3 · · · τr−2 τr−1

σ0 σ1 σ2 σ3 · · · σr−2 σr−1

� ✦✮✰✚✗ ☞ ✷✖ ✿ ✎✾✧✪✗ ✦✢ ✙ ✬✦✮✚✙✘✥ ✧✣✚✚✗★✘✣✢✬✦✢✮ ✛✣ ✙ ✢✣✢☎✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✷

✁✠✴✴★ ✟ ✁✢ ✟☎✂
∆ ⊆ 2X ✂✟✓ x ∈ X ✡ ✑ ☎✆ ✟☎

Mx = {{σ − x, σ + x} : σ − x, σ + x ∈ ∆};
∆x = {σ : σ − x, σ + x ∈ ∆}.

✟☎✂ M′ ✔☎ ✂✟ ✂✠✏✠✆✝✠ ✡ ✂✂✠✄ ✝✟✟ ✓✟ ∆′ := ∆ \ ∆x
✡ ✎✄ ☎✟ M := Mx ∪ M′ ✝✞ ✂✟

✂✠✏✠✆✝✠ ✡ ✂✂✠✄ ✝✟✟ ✓✟ ∆ ✡



� ✆� ✆ ✂ ✡☎✂ ✁✡✠✡✁ ✁ � ✁✄✆☎ ✄� ☎✁✄✄ ☞✕

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✄★★✰✜ ✗ ✛✥✙✛
(σ0, τ0, . . . , σr−1, τr−1)

✦★ ✙ ✧✾✧✪✗ ✦✢
D(∆,M)

★✙✛✦★✤✾ ✦✢✮ ☞☞ ✷☛✎ ✷
✠✦✢✧✗ M′ ✦★ ✙✢ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✣✢

∆′ ✸ ✛✥✗✚✗ ✜✰★✛ ✻ ✗ ★✣✜ ✗ ✘✙✦✚ {σi, τi}
✛✥✙✛ ✦★

✦✢✧✪✰✬✗✬ ✦✢ Mx
✚✙✛✥✗✚ ✛✥✙✢ ✦✢ M′ ✑ ✻✾ ✧✣✢★✛✚✰✧✛✦✣✢ ✸ ✝✗ ✛✥✗✢ ✥✙✭✗ ✛✥✙✛

τi = σi +x
✷

�✣✚ ★✦✜✘✪✦✧✦✛✾✸ ✙★★✰✜ ✗ ✛✥✙✛
i = 0

✷ ✠✦✢✧✗
τr−1

✦★ ✢✣✛ ✜ ✙✛✧✥✗✬ ✝ ✦✛✥
σ0

✸ ✝✗ ✜✰★✛ ✥✙✭✗
✛✥✙✛

x /∈ τr−1
✷ �✥✦★ ✜ ✗✙✢★ ✛✥✙✛ ✛✥✗✚✗ ✦★ ★✣✜✗

j ∈ [1, r − 1]
★✰✧✥ ✛✥✙✛

x ∈ τj−1
✙✢✬

x /∈ τj
✷ ✏✣✝✗✭✗✚ ✸ ✛✥ ✦★ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛

τj−1 = σj + x
✸ ✝✥✦✧✥ ✦★ ✙ ✧✣✢✛✚✙✬✦✧✛✦✣✢ ✸ ✻✗✧✙✰★✗

✝✗ ✝✣✰✪✬ ✛✥✗✢ ✥✙✭✗ ✛✥✙✛
(σj , τj−1) ∈ Mx

✻✾ ✧✣✢★✛✚✰✧✛✦✣✢ ✷
�

✁✠✴✴★ ✟ ✁✬ �✝✆✂✞✂☎✞ ✟☎✡✡ ✂✁ ✟☎✂
∆ ⊆ 2X ✂✟✓ ✆☎✂

f : ∆ → Q ✔☎ ✂ ✠ ✓✞☎✂ ✡ ✂✠ ✆
✝✄ ☎✞☎

Q
✝✞ ✂✟ ✂✞✔✝✂✞✂✞✏ ✠ ✓✞☎✂ ✡ ✠✓✞ q ∈ Q

✆ ✆☎✂ Mq
✔☎ ✂✟ ✂✠✏✠✆✝✠ ✡ ✂✂✠✄ ✝✟✟ ✓✟ f−1(q) ✡✟☎✂

M =
⋃

q∈Q
Mq.

✎✄ ☎✟ M ✝✞ ✂✟ ✂✠✏✠✆✝✠ ✡ ✂✂✠✄ ✝✟✟ ✓✟ ∆ ✡

✒ ☎✡ ✂✞✒ ✡ ✏✗✚★✥ ✠✞✞✡ ✬✦★✧✣✭✗✚✗✬ ✍✗✜✜✙ ☞ ✷✌ ✦✢✬✗✘✗✢✬✗✢✛✪✾ ✣✤ ✣✰✚ ✝✣✚✩ ✷ ✔✶ ✱✚✢✗✚
☞✘✗✚★✣✢✙✪ ✧✣✜✜✰✢✦✧✙✛✦✣✢ ✎ ★✰✮✮✗★✛✗✬ ✛✥✗ ✤✣✚✜✰✪✙✛✦✣✢ ✦✢ ✛✗✚✜ ★ ✣✤ ✘✣★✗✛ ✜ ✙✘★ ✷

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✍✗✛
(σ0, τ0, . . . , σr−1, τr−1)

✻✗ ✙ ✧✾✧✪✗ ✦✢
D(∆,M)

★✙✛✦★✤✾ ✦✢✮ ☞☞ ✷☛✎ ✷ ✍✗✛
q0, . . . , qr−1

✻✗ ★✰✧✥ ✛✥✙✛
σk, τk ∈ f−1(qk)

✤✣✚
0 ≤ k ≤ r−1

✷ ✠✦✢✧✗
σ(k+1) mod r ⊂ τk

✸
✦✛ ✦★ ✧✪✗✙✚ ✛✥✙✛

q(k+1) mod r = f(σ(k+1) mod r) ≤ f(σk) = qk
✷ ✑ ✦✙ ✙ ★✦✜✘✪✗ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢

✙✚✮✰✜ ✗✢✛ ✸ ✛✥✦★ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛
qk′ ≤ qk

✤✣✚ ✙✢✾ ✘✙✦✚
k, k′

✷ ✠✝✙✘✘✦✢✮
k

✙✢✬
k′
✸ ✝✗

✣✻✛✙✦✢
qk ≤ qk′

✸ ✝✥✦✧✥ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛
qk = qk′

✑
Q

✦★ ✙ ✘✣★✗✛ ✷ ✏✗✢✧✗ ✙✪✪ ★✗✛★ ✦✢ ✛✥✗
✧✾✧✪✗ ✙✚✗ ✧✣✢✛✙✦✢✗✬ ✦✢ ✣✢✗ ★✦✢✮✪✗ ✤✙✜ ✦✪✾

f−1(q)
✸ ✝✥✦✧✥ ✦★ ✙ ✧✣✢✛✚✙✬✦✧✛✦✣✢ ✷

�

�✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✚✗★✰✪✛ ✦★ ✙✢ ✙✪✜ ✣★✛ ✛✚✦✭ ✦✙✪ ★✘✗✧✦✙✪ ✧✙★✗ ✣✤ ✍✗✜✜✙ ☞ ✷✌ ✷

✁✠✴✴★ ✟ ✁✫ ✟☎✂
∆0

✂✟✓ ∆1
✔☎ ✓✝✞✁ ✓✝✟ ✂ ☎ ✂✡ ✝✆✝☎✞ ✓☎ ✞✂✔✞☎✂✞ ✓☎ ✂ ✆ ✟✝✂☎ ✞☎✂ ✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂

τ 6⊂ σ
✝☎
σ ∈ ∆0

✂✟✓ τ ∈ ∆1
✡ ✁☎ Mi

✝✞ ✂✟ ✂✠✏✠✆✝✠ ✡ ✂✂✠✄ ✝✟✟ ✓✟ ∆i
☎ ✓✞ i = 0, 1

✆ ✂✄ ☎✟

M0 ∪M1
✝✞ ✂✟ ✂✠✏✠✆✝✠ ✡ ✂✂✠✄ ✝✟✟ ✓✟ ∆0 ∪ ∆1

✡
�

� ✂✄ ☎✝✆✠ ✝✝☞✝✟ ✝ ✄☎✎☛✄ ✆✡✄☎✎✌
�✥✚✣✰✮✥✣✰✛ ✛✥✦★ ★✗✧✛✦✣✢ ✸

∆
✦★ ✙ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✧✣✢✛✙✦✢ ✦✢✮ ✙✛ ✪✗✙★✛ ✣✢✗

0
☎✧✗✪✪ ✙✢✬

M ✦★ ✙✢ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✣✢ M ✷ ✫✗ ✜ ✙✾ ✝ ✦✛✥✣✰✛ ✪✣★★ ✣✤ ✮✗✢✗✚✙✪✦✛✾ ✙★★✰✜ ✗ ✛✥✙✛
✛✥✗ ✗✜✘✛✾ ★✗✛ ✦★ ✧✣✢✛✙✦✢✗✬ ✦✢ ★✣✜ ✗ ✘✙✦✚ ✦✢ M ✷ ✡ ✙✜ ✗✪✾✸ ✦✤ ✙✪✪

0
☎✤✙✧✗★ ✙✚✗ ✜ ✙✛✧✥✗✬

✝ ✦✛✥ ✪✙✚✮✗✚ ✤✙✧✗★ ✸ ✛✥✗✢ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✙ ✧✾✧✪✗ ✦✢ ✛✥✗ ✬✦✮✚✙✘✥
D(∆,M)

✷
�✣✚✜ ✙✢ ✠★ ✣✚✦✮✦✢✙✪ ✬✦★✧✚✗✛✗ ✆✣✚★✗ ✛✥✗✣✚✾ ✠☞☞✡ ✙✘✘✪✦✗★ ✛✣ ✙ ✜✰✧✥ ✪✙✚✮✗✚ ✧✪✙★★ ✣✤

✧✗✪✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✛✥✙✢ ✶✰★✛ ✛✥✗ ✧✪✙★★ ✣✤ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷ �✣✚ ✛✥✦★ ✚✗✙★✣✢ ✸ ✝✗ ✚✗✤✗✚
✛✣ ✛✥✗ ✛✥✗✣✚✾ ✦✢ ✛✥✗ ✘✚✗★✗✢✛ ★✗✧✛✦✣✢ ✙★ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✒ ✓✞✞☎ ✂✄ ☎✓✞✏ ✷

✫✗ ✻✗✮✦✢ ✝ ✦✛✥ ★✣✜ ✗ ★✘✗✧✦✙✪ ✧✙★✗★ ✙✢✬ ✘✣★✛✘✣✢✗ ✛✥✗ ✜✣★✛ ✮✗✢✗✚✙✪ ✚✗★✰✪✛ ✰✢✛✦✪
✛✥✗ ✗✢✬ ✣✤ ✛✥✗ ★✗✧✛✦✣✢ ✷



✞✝ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ � ✡✆✠✄☎ ✄☎ � ✁✄✆☎ �� ☎✁✄✄

✁✱✠✝✤✠✴ ✟ ✁✟ ✂☎✝✤✴★✞ ☎✟☞✝✞ ✌✂✠✠ ✓✞☎ ✂✄ ✂✂ ∆0
✝✞ ✂ ✞✂✔✠✓✡✠ ✆☎☛ ✓☎ ∆

✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂

∆0 6−→ ∆ \ ∆0
✂✟✓ ✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ ✂✆ ✆ ✠✞✝✂✝✠✂✆ ☎ ✂✠☎✞ ✔☎✆✓✟✟ ✂✓ ∆0

✡ ✎✄ ☎✟ ✝✂ ✝✞ ✠ ✓✞✞✝✔✆☎ ✂✓
✠✓✆ ✆✂✠ ✞☎

∆
✂✓ ∆0

✡ ✁✟ ✠ ✂✞✂✝✠✂ ✆✂✞✆ ∆ ✂✟✓ ∆0
✂✞☎ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✏ ☎✞✂ ✝�✂✆☎✟ ✂ ✡ ✄ ☎✟ ✠☎ ∆

✄ ✂✞
✟✓ ✄ ✓✡ ✓✆✓✟✏ ✝✟ ✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟✞ ✞✂✞✝✠✂✆✏ ✟ ✞☎✂✂☎✞ ✂✄ ✂✟ dim∆0

✡
✄ ✞✓✓☎ ✡ ✔✾ ✙★★✰✜✘✛✦✣✢ ✸ ✛✥✗ ✚✗★✛✚✦✧✛✦✣✢ ✣✤ ✛✥✗ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✛✣

∆\∆0
✦★ ✙ ✘✗✚✤✗✧✛

✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮ ✷ ✡✙✜✗✪✾✸ ✦✤
τ ∈ ∆

✦★ ✜ ✙✛✧✥✗✬ ✝ ✦✛✥
σ ∈ ∆0

✸ ✛✥✗✢
σ ⊂ τ

✸ ✝✥✦✧✥ ✦✜✘✪✦✗★
✛✥✙✛

σ −→ τ
✸ ✙ ✧✣✢✛✚✙✬✦✧✛✦✣✢ ✷ ✫✗ ✰★✗ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✣✭✗✚ |∆ \∆0|

✛✣ ✘✚✣✭✗ ✛✥✗ ✪✗✜✜✙ ✷
✂✤

∆ = ∆0
✸ ✛✥✗✢ ✝✗ ✙✚✗ ✬✣✢✗ ✷ ✹✛✥✗✚✝ ✦★✗ ✸ ✪✗✛

σ
✻✗ ✙ ✤✙✧✗ ✣✤

∆ \ ∆0
★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✢✣

✗✬✮✗ ✦✢ ✛✥✗ ✬✦✮✚✙✘✥
D

✧✣✚✚✗★✘✣✢✬✦✢✮ ✛✣ ✛✥✗ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✗✢✬★ ✦✢
σ
✑ ★✰✧✥ ✙ ✤✙✧✗ ✗✵✦★✛★

✻✾ ✙✧✾✧✪✦✧✦✛✾ ✣✤
D

✙✢✬ ✻✾ ✛✥✗ ✙★★✰✜✘✛✦✣✢ ✛✥✙✛
∆0 6−→ ∆ \ ∆0

✷ ✂✛ ✦★ ✧✪✗✙✚ ✛✥✙✛
σ✦★ ✜ ✙✛✧✥✗✬ ✝ ✦✛✥ ✙ ✪✙✚✮✗✚ ✤✙✧✗

τ
✙✢✬ ✛✥✙✛

σ
✦★ ✢✣✛ ✧✣✢✛✙✦✢✗✬ ✦✢ ✙✢✾ ✣✛✥✗✚ ✤✙✧✗ ✷ ✂✢

✘✙✚✛✦✧✰ ✪✙✚ ✸ ✝✗ ✧✙✢ ✧✣✪✪✙✘★✗
∆

✛✣ ✛✥✗ ★✰✻✧✣✜✘✪✗✵
∆ \ {σ, τ} ✷ ✔✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✸ ✝✗ ✜ ✙✾

✧✣✪✪✙✘★✗
∆ \ {σ, τ} ✛✣

∆0
✸ ✝✥✦✧✥ ✧✣✢✧✪✰✬✗★ ✛✥✗ ✘✚✣✣✤ ✷

�

✍✗✛ ✰ ★ ✮✦✭✗ ✙ ✭✗✚✾ ★✦✜✘✪✗ ✗✵✙✜✘✪✗ ✛✣ ✦✪✪✰★✛✚✙✛✗ ✛✥✗ ✛✗✧✥✢✦✺✰✗ ✷

✒ ✤✝✰ ✝✡☞✟☞✝✞ ✟ ✁☛ ✟☎✂
∆ ✔☎ ✂ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✂✟✓ ✆☎✂

x ✔☎ ✂ 0
✂✠☎✆ ✆ ✝✟

∆ ✡ ✟☎✂
y

✔☎ ✂ ✟☎✝
0
✂✠☎✆ ✆ ✂✟✓ ✓☎✆ ✟☎

∆′ ✂✓ ✔☎ ✂✄ ☎ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✓✔✂✂✝✟☎✓ ☎ ✞✓✡ ∆ ✔✏ ✂✓✓✝✟✟ σ + y
✂✟✓ σ + x + y

✝✄ ☎✟☎�☎✞
σ + x ∈ ∆ ✡ ✎✄ ☎✟

∆ ✂✟✓ ∆′ ✂✞☎ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✏ ☎✞✂ ✝�✂✆☎✟ ✂✡
✁✟ ✠ ✂✞✂✝✠✂ ✆✂✞✆ ✝☎

∆
✝✞ ✂ ✟ ✞✂✠ ✄ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✂✟✓ ∆̂

✝✞ ✂✄ ☎ ✂✞✝�✝✂✆ ☎☛ ✂☎✟✞✝✓✟ ✓☎ ∆
�✞☎☎

✌ ☎✠✂✝✓✟ ✡ ✡✍ ✡✆✁ ✆ ✂✄ ☎✟
∆ ✂✟✓ ∆̂ ✂✞☎ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✏ ☎✞✂ ✝�✂✆☎✟ ✂ ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛
∆′ ✦★ ✛✥✗ ✬✦★✶ ✣ ✦✢✛ ✰✢✦✣✢ ✣✤

∆(∅, y) = ∆
✙✢✬

∆(y, ∅) = {{y}} ∗
∆(x, ∅) ✷ ✔✾ ✍✗✜✜✙ ☞ ✷✖ ✸ ✙✢✾ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮★ ✣✢ ✛✥✗★✗ ✛✝✣ ✤✙✜ ✦✪✦✗★ ✾✦✗✪✬ ✙✢ ✙✧✾✧✪✦✧
✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮ ✣✢

∆′ ✷ ✡✣✝ ✸ ✬✗✴✢✗ ✙ ✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮ ✣✢
∆(y, ∅) ✻✾ ✘✙✦✚✦✢✮

σ − x
✝ ✦✛✥

σ + x
✷

�✥✦★ ✦★ ✧✪✗✙✚✪✾ ✙ ✘✗✚✤✗✧✛ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮ ✸ ✝✥✦✧✥ ✾✦✗✪✬★ ✙✢ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮ ✣✢
∆′

★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✙ ✤✙✧✗ ✦★ ✧✚✦✛✦✧✙✪ ✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤ ✛✥✗ ✤✙✧✗ ✻ ✗✪✣✢✮★ ✛✣
∆
✷ ✄ ★ ✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸

�✥✗✣✚✗✜ ☞ ✷☞ ✾✦✗✪✬★ ✙ ✧✣✪✪✙✘★✗ ✤✚✣✜
∆′ ✛✣ ∆

✷ ✔✾ ✙ ★✦✜✘✪✗ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✙✚✮✰✜ ✗✢✛ ✸ ✛✥✗
✪✙★✛ ✧✪✙✦✜ ✦✢ ✛✥✗ ✘✚✣✘✣★✦✛✦✣✢ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✷

�

✆✝✤✝ ��★✤✳ ✟ ✁☞ ✁☎
∆ ✓✓☎✞ ✟✓✂ ✠✓✟ ✂✂✝✟ ✂✟✏ ✠✞✝✂✝✠✂✆ ☎ ✂✠☎✞✆ ✂✄ ☎✟

∆
✝✞ ✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎ ✂✟✓

✄ ☎✟✠☎ ✠✓✟ ✂✞✂✠✂✝✔✆☎ ✂✓ ✂ ✠ ✓✝✟ ✂✡
�

✁✱✠✝✤✠✴ ✟ ✁✑ ✂☎✝✤✴★✞ ☎✟☞✝✞ ✁☎ ✂✆ ✆ ✠✞✝✂✝✠✂✆ ☎ ✂✠☎✞ ✓☎ ∆
✄ ✂�☎ ✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟ ✂✂ ✆☎✂✞✂ d✆✂✄ ☎✟

∆
✝✞

(d− 1)
✂✠✓✟✟☎✠✂☎✓ ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✍✗✛
∆0

✻✗ ✛✥✗ ★✰✻ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤
∆

✧✣✢★✦★✛✦✢✮ ✣✤ ✙✪✪ ✤✙✧✗★ ✣✤ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢ ✪✗★★
✛✥✙✢

d
✘✪✰★ ✙✪✪ ✤✙✧✗★ ✣✤ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢

d
✛✥✙✛ ✙✚✗ ✜ ✙✛✧✥✗✬ ✝ ✦✛✥ ★✜ ✙✪✪✗✚ ✤✙✧✗★ ✷ ✠✦✢✧✗

✛✥✗ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✚✗★✛✚✦✧✛★ ✛✣ ✙ ✘ ✗✚✤✗✧✛ ✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮ ✣✢
∆0

✸
∆0

✦★ ✧✣✢✛✚✙✧✛✦✻✪✗ ✙✢✬
✥✗✢✧✗

(d− 1)
☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✷ ✠✦✢✧✗

∆0
✧✣✢✛✙✦✢★ ✛✥✗ ✗✢✛✦✚✗

(d− 1)
☎★✩✗✪✗✛✣✢ ✣✤

∆
✸ ✝✗ ✙✚✗

✬✣✢✗ ✻✾ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ✖ ✷☛✝ ✷
�

✁✱✠✝✤✠✴ ✟ ✁✞ ✂☎✝✤✴★✞ ☎✟☞✝✞ ✁☎ ✂✆ ✆ ✠✞✝✂✝✠✂✆ ☎ ✂✠☎✞ ✓☎ ∆ ✂✞☎ ✓☎ ✂✄ ☎ ✞✂✡ ☎ ✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟

d
✆ ✂✄ ☎✟

∆
✝✞ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✏ ☎✞✂ ✝�✂✆☎✟ ✂ ✂✓ ✂ ✝ ☎✓✟ ☎ ✓☎ ✞✠ ✄ ☎✞☎✞ ✓☎ ✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟ d ✡



� ✆� ✆ ✂ ✡☎✂ ✁✡✠✡✁ ✁ � ✁✄✆☎ ✄� ☎✁✄✄ ✞☛

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✍✗✛ C ✻✗ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ✧✚✦✛✦✧✙✪ ✤✙✧✗★ ✷ ✍✗✛
∆0

✻✗ ✙★ ✦✢ ✛✥✗ ✘✚✣✣✤ ✣✤ �✥✗✣✚✗✜ ☞ ✷✟ ✑
∆0

✧✣✢✛✙✦✢★ ✙✪✪ ✤✙✧✗★ ✣✤ ✬✦✜✗✢★✦✣✢ ✪✗★★ ✛✥✙✢
d
✘✪✰★ ✙✪✪ ✤✙✧✗★ ✣✤ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢

d
✛✥✙✛ ✙✚✗

✜ ✙✛✧✥✗✬ ✝ ✦✛✥ ★✜ ✙✪✪✗✚ ✤✙✧✗★ ✷ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✮✦✭✗✢ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮ ✚✗★✛✚✦✧✛★ ✛✣ ✙
✘✗✚✤✗✧✛ ✜✙✛✧✥✦✢✮ ✣✢

∆0
✙✢✬ ✙✪★✣ ✣✢

∆ \ (∆0 ∪C)
✷ ✔✾ �✥✗✣✚✗✜ ☞ ✷☞ ✸ ✝✗ ✧✙✢ ✧✣✪✪✙✘★✗

∆
✛✣

∆0∪C
✷ ✆ ✣✚✗✣✭✗✚ ✸ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ☞ ✷☞ ✙✢✬ ✛✥✗ ✎✣✢✛✚✙✧✛✦✻✪✗ ✠✰✻✧✣✜✘✪✗✵ ✍✗✜✜✙ ✖ ✷☛☞

✦✜ ✘✪✾ ✛✥✙✛
∆0∪C ✦★ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✛✣ (∆0∪C)/∆0 = C ✙✢✬ ✥✗✢✧✗ ✛✣ ✙ ✝✗✬✮✗

✣✤ |C| ★✘✥✗✚✗★ ✣✤ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢
d
✷
�

✔✗✤✣✚✗ ✘✚✣ ✧✗✗✬✦✢✮ ✸ ✪✗✛ ✰★ ✙✘✘✪✾ ✬✦★✧✚✗✛✗ ✆✣✚★✗ ✛✥✗✣✚✾ ✛✣ ✙ ★✦✛✰✙✛✦✣✢ ✝✥✗✚✗ ✝✗
✙✪✚✗✙✬✾ ✩✢✣✝ ✛✥✗ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✛✾✘✗ ✷
✒ ✤✝✰ ✝✡☞✟☞✝✞ ✟ ✁✓ ✟☎✂

X ✔☎ ✂ ✟✓✟☎✡✠ ✂✏ ✆ ✟✝✂☎ ✞☎✂ ✡ ✎✄ ☎✟
sd(∂2X) ✂✓✡ ✝✂✞ ✂✟ ✂✠✏✠✆✝✠

✡ ✂✂✠✄ ✝✟✟ ✝ ✝✂✄ ✓✟☎ ✂✟✡ ✂✂✠✄ ☎✓ ☎ ✂✠☎ ✓☎ ✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟ |X |−2 ✡ ☛ ✞ ✂ ✠✓✟✞☎✞✂☎✟ ✠☎✆ sd(∂2X)✝✞ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✏ ☎✞✂ ✝�✂✆☎✟ ✂ ✂✓ ✂ ✞✠ ✄ ☎✞☎ ✓☎ ✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟ |X | − 2 ✡
✒ ☎✡ ✂✞✒ ✡ ✹✢✗ ✜✙✾ ✭✦✗✝ ✛✥✦★ ✘✚✣✘✣★✦✛✦✣✢ ✙★ ✙ ★✘ ✗✧✦✙✪ ✧✙★✗ ✣✤ ✛✥✗ ✜✣✚✗ ✮✗✢✗✚✙✪
�✥✗✣✚✗✜ ✞ ✷✖ ☛✷ �✥✗ ✘✚✣✘✣★✦✛✦✣✢ ✙✪★✣ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✤✚✣✜ ✛✥✗ ✤✙✧✛ ✛✥✙✛

sd(∂2X)
✦★ ★✥✗✪✪✙✻ ✪✗

✠☛☛✡ ✑ ✙✘✘✪✾ ✏ ✚✣✘✣★✦✛✦✣✢ ✞ ✷☛☛✷

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✏ ✦✧✩ ✙✢ ✗✪✗✜ ✗✢✛
x ∈ X

✷ �✣✚ ✗✙✧✥
S ⊆ X \ x ✸ ✪✗✛ G(S)

✻✗ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ✤✙✧✗★
τ
✣✤

sd(∂2X)
✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✘✚✣✘✗✚✛✾ ✛✥✙✛

S
✦★ ✜ ✙✵✦✜ ✙✪ ✦✢

τ
✙✜✣✢✮ ★✗✛★ ✢✣✛ ✧✣✢✛✙✦✢ ✦✢✮

x
✷ ✍✗✛

Q
✻✗ ✛✥✗ ✘✣★✗✛ ✣✤ ✙✪✪ ★✰✻★✗✛★ ✣✤

X \ x ✣✚✬✗✚✗✬ ✻✾ ★✗✛ ✦✢✧✪✰★✦✣✢ ✷ ✒✗✴✢✗
f : P (sd(∂2X)) → Q

✻✾
f−1(S) = G(S)

✷ �✥✦★ ✦★ ✧✪✗✙✚✪✾ ✙ ✘✣★✗✛ ✜✙✘ ✸ ✝✥✦✧✥ ✦✜✘✪✦✗★
✛✥✙✛ ✛✥✗ ✎ ✪✰★✛✗✚ ✍✗✜✜✙ ☞ ✷✌ ✙✘✘✪✦✗★ ✷ �✣✚

S 6= X \ x ✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✙ ✘✗✚✤✗✧✛ ✜✙✛✧✥✦✢✮
✣✢ G(S)

✻✾ ✘✙✦✚✦✢✮
σ − (S ∪ {x}) ✙✢✬

σ + (S ∪ {x}) ✷ �✥✗ ✚✗✜ ✙✦✢✦✢✮ ✤✙✜ ✦✪✾ ✦★
G(X \ x) ✸ ✝✥✦✧✥ ✧✪✗✙✚✪✾ ✗✺✰✙✪★ {X \ x} ∗ sd(∂2X\x)

✷ ✔✾ ✙✢ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✙✚✮✰✜ ✗✢✛ ✸
sd(∂2X\x)

✙✬✜ ✦✛★ ✙✢ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✝ ✦✛✥ ✣✢✗ ✧✚✦✛✦✧✙✪ ✤✙✧✗ ✣✤ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢ |X | − 3
✷

✄✘✘✪✾✦✢✮ ✛✥✗ ✎ ✪✰★✛✗✚ ✍✗✜✜✙ ☞ ✷✌ ✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✙✢ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✣✢
sd(∂2X)

✝ ✦✛✥
✬✗★✦✚✗✬ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✷ �✥✗ ✪✙★✛ ★✛✙✛✗✜ ✗✢✛ ✦★ ✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✣✤ �✥✗✣✚✗✜ ☞ ✷✍ ✷

�

�✣✚ ✙✢ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮ M ✣✢ ✙ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵
∆
✸ ✪✗✛ U(∆,M)

✻✗ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾
✣✤ ✧✚✦✛ ✦✧✙✪ ✤✙✧✗★ ✣✤

∆
✝ ✦✛✥ ✚✗★✘ ✗✧✛ ✛✣ M ✷ �✣✚ ✙ ☞✘✣★★✦✻✪✾ ✭✣✦✬ ✎ ✤✙✜ ✦✪✾ V ⊆ U(∆,M)

✸
✪✗✛

∆V = {σ ∈ ∆ : V −→ σ} ∪ {∅, {x}}, ☞☞ ✷✌✎
✝✥✗✚✗ {x} ✦★ ✛✥✗

0
☎✤✙✧✗ ✜ ✙✛✧✥✗✬ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✗✜✘✛✾ ★✗✛ ✦✢ M ✷ ✂✤ V ✦★ ✢✣✢✭✣✦✬ ✸ ✛✥✗✢

∆V = {σ ∈ ∆ : V −→ σ} ✷
✁✠✴✴★ ✟ ✁✢✔

∆V
✝✞ ✂ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✡ ✎✄ ✂✂ ✝✞✆ ✝☎ {σ, τ} ∈ M ✝ ✝✂✄

σ ⊂ τ ✂✟✓
τ ∈ ∆V

✆ ✂✄ ☎✟
σ ∈ ∆V

✡ ✁✟ ✠ ✂✞✂✝✠✂ ✆✂✞✆

U(∆V ,MV) = ∆V ∩ U(∆,M),

✝✄ ☎✞☎ MV
✝✞ ✂✄ ☎ ✞☎✞✂✞✝✠✂✝✓✟ ✓☎ M ✂✓ ∆V

✡
✄ ✞✓✓☎ ✡ ✄★★✰✜✗ ✛✥✗ ✣✘✘✣★✦✛✗ ✙✢✬ ✪✗✛

σ
✻✗ ✙ ✪✙✚✮✗★✛ ✤✙✧✗ ★✰✧✥ ✛✥✙✛

σ /∈ ∆V
✙✢✬ ★✰✧✥

✛✥✙✛ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✙✢ ✗✪✗✜ ✗✢✛
y ∈ X

✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✘✚✣✘ ✗✚✛✾ ✛✥✙✛
σ + y ∈ ∆V

✷ ✠✦✢✧✗ ✛✥✗✚✗ ✦★



✞✌ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ � ✡✆✠✄☎ ✄☎ � ✁✄✆☎ �� ☎✁✄✄

✙
V ∈ V ★✰✧✥ ✛✥✙✛

V −→ σ + y
✸ ✝✗ ✥✙✭✗ ✛✥✙✛ {σ, σ + y} ∈ M ✑ ✣✛✥✗✚✝ ✦★✗

(σ + y, σ)✝✣✰✪✬ ✻✗ ✙✢ ✗✬✮✗ ✦✢
D

✷ ✂✢ ✘✙✚✛✦✧✰ ✪✙✚ ✸
σ + y /∈ U(∆,M)

✷ �✥✦★ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛ ✛✥✗✚✗
✜✰★✛ ✻✗ ✙✢ ✗✬✮✗

(τ, σ+ y)
✦✢
D

★✰✧✥ ✛✥✙✛
τ ∈ ∆V

✷ ✎ ✪✗✙✚✪✾
σ+ y ⊂ τ

✑ ✛✥✰★ ✛✥✗✚✗ ✦★
✙
z 6= y

★✰✧✥ ✛✥✙✛
τ = σ ∪ {y, z} ✷ ✠✦✢✧✗

σ
✦★ ✜ ✙✵✦✜ ✙✪ ✙✜✣✢✮ ★✗✛★ ✚✦✮✥✛ ✻✗✪✣✝

∆V
✸

✝✗ ✜✰★✛ ✥✙✭✗ ✛✥✙✛
σ + z ∈ ∆V

✷ ✏✣✝✗✭✗✚ ✸
(σ + z, σ)

✦★ ✙✢ ✗✬✮✗ ✦✢
D

✸ ✝✥✦✧✥ ✮✦✭✗★ ✙
✧✣✢✛✚✙✬✦✧✛✦✣✢ ✷

�

✫✗ ✢✣✝ ★✛✙✛✗ ✙✢✬ ✘✚✣✭✗ ✙ ★✦✜✘✪✗ ✚✗★✰✪✛ ✛✥✙✛ ✦★ ✦✢✬✦★✘ ✗✢★✙✻✪✗ ✤✣✚ ★✗✭✗✚✙✪ ✘✚✣✣✤★ ✦✢
✛✥✦★ ✛✥✗★✦★ ✷ ✂✢ ✝✣✚✬★ ✸ ✦✛ ★✙✾★ ✛✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✿ ✠✰✘✘✣★✗ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ✧✚✦✛✦✧✙✪ ✤✙✧✗★
✝ ✦✛✥ ✚✗★✘✗✧✛ ✛✣ ✙✢ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✣✢ ✙ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✧✙✢ ✻✗ ✬✦✭✦✬✗✬ ✦✢✛✣
✛✝✣ ★✰✻✤✙✜ ✦✪✦✗★ ★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✛✥✗✚✗ ✙✚✗ ✢✣ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✘✙✛✥★ ✻ ✗✛✝✗✗✢ ✛✥✗ ✛✝✣ ★✰✻✤✙✜ ✦✪✦✗★
✦✢ ✛✥✗ ✰✢✬✗✚✪✾✦✢✮ ✬✦✮✚✙✘✥ ✷ �✥✗✢ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✦★ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✛✣ ✙ ✝✗✬✮✗ ✣✤
✛✝✣ ★✗✘✙✚✙✛✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✮✗✢✗✚✙✛✗✬ ✙★ ✦✢ ☞☞ ✷✌✎ ✤✚✣✜ ✛✥✗ ✛✝✣ ★✰✻✤✙✜ ✦✪✦✗★ ✷
✁✱✠✝✤✠✴ ✟ ✁✢✢ ✌✂✠✠ ✓✞☎ ✂✄ ✂✂ V ⊆ U = U(∆,M)

✄ ✂✞ ✂✄ ☎ ✠ ✞✓✠ ☎✞✂✏ ✂✄ ✂✂ U \V 6−→ V
✂✟✓ V 6−→ U \ V ✡ ✎✄ ☎✟

∆
✝✞ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✏ ☎✞✂ ✝�✂✆☎✟ ✂ ✂✓ ∆V ∨ ∆U\V

✡ ✁✟ ✠ ✂✞✂✝✠✂ ✆✂✞✆ ∆✝✞ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✏ ☎✞✂ ✝�✂✆☎✟ ✂ ✂✓ ∆U
✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✔✾ �✥✗✣✚✗✜ ☞ ✷☞ ✙✢✬ ✍✗✜✜✙ ☞ ✷☛✝ ✸
∆

✦★ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✛✣
∆U

✑ ✛✥✰★
✝✗ ✜ ✙✾ ✙★★✰✜✗ ✛✥✙✛

∆ = ∆U = ∆V ∪∆U\V .
✍✗✛

Σ = ∆V ∩∆U\V
✷ ✔✾ ✙★★✰✜✘✛✦✣✢ ✸

Σ
✧✣✢✛✙✦✢★ ✢✣ ✧✚✦✛✦✧✙✪ ✤✙✧✗★ ✙✢✬ ✦★ ✢✣✢✭✣✦✬ ☞∅, {x} ∈ Σ

✎ ✷ ✔✾ ✍✗✜✜✙ ☞ ✷☛✝ ✙✘✘✪✦✗✬
✛✣ ✗✙✧✥ ✣✤

∆V
✙✢✬

∆U\V
✸ ✛✥✗ ✚✗★✛✚✦✧✛✦✣✢ ✣✤ M ✛✣

Σ
✦★ ✙ ✘ ✗✚✤✗✧✛ ✜✙✛✧✥✦✢✮ ✷ ✔✾

✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ☞ ✷☞ ✸ ✛✥ ✦★ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛
Σ

✦★ ✧✣✢✛✚✙✧✛✦✻✪✗ ✛✣ ✙ ✘✣✦✢✛ ✷ ✔✾ ✛✥✗ ✎✣✢✛✚✙✧✛✦✻✪✗
✠✰✻ ✧✣✜✘✪✗✵ ✍✗✜✜✙ ✖ ✷☛☞ ✸

∆
✦★ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✛✣ ✛✥✗ ✺✰✣✛✦✗✢✛ ✧✣✜✘✪✗✵

∆/Σ
✷

✔✾ ✛✥✗ ★✙✜ ✗ ✪✗✜✜✙ ✸
∆V ∨ ∆U\V

✦★ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✛✣
(∆V/Σ) ∨ (∆U\V/Σ)

✷
✠✦✢✧✗ ✧✪✗✙✚✪✾

∆/Σ ∼= (∆V/Σ) ∨ (∆U\V/Σ),
✛✥✗ ✘✚✣✣✤ ✦★ ✴✢✦★✥✗✬ ✷

�

✑ ✦✙ ✙ ★✦✜✘✪✗ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✙✚✮✰✜✗✢✛ ✸ �✥✗✣✚✗✜ ☞ ✷☛☛ ✾✦✗✪✬★ ✛✥✗ ✤✣ ✪✪✣✝ ✦✢✮ ✚✗★✰✪✛ ✿
✆✝✤✝ ��★✤✳ ✟ ✁✢✬ ✁☎ U ✝✞ ✂✄ ☎ ✓✝✞✁ ✓✝✟ ✂ ✂✟✝✓✟ ✓☎ ☎ ✂✡ ✝✆✝☎✞ V1, . . . ,Vr

✝ ✝✂✄ ✂✄ ☎ ✠ ✞✓✠ ☎✞✂✏
✂✄ ✂✂ Vi 6−→ Vj

✝☎
i 6= j

✆ ✂✄ ☎✟
∆

✝✞ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✏ ☎✞✂ ✝�✂✆☎✟ ✂ ✂✓ ∨r
i=1 ∆Vi

✡
�

✄✢ ✦✜✘✣✚✛✙✢✛ ★✘ ✗✧✦✙✪ ✧✙★✗ ✦★ ✙★ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✑ ✰★✗ �✥✗✣✚✗✜ ☞ ✷✍ ✷
✆✝✤✝ ��★✤✳ ✟ ✁✢✫ ✟☎✂ V ⊆ U = U(∆,M) ✔☎ ✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ U \ {V } 6−→ V ✂✟✓ V 6−→
U \ {V } ☎ ✓✞ ☎�☎✞✏

V ∈ V ✡ ✎✄ ☎✟
∆

✝✞ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✏ ☎✞✂ ✝�✂✆☎✟ ✂ ✂✓
(

∨

V ∈V
S|V |−1

)

∨ ∆U\V . �

✆✙✢✾ ✚✗★✰✪✛★ ✣✤ ✛✥✦★ ★✗✧✛✦✣✢ ✙✚✗ ★✘ ✗✧✦✙✪ ✧✙★✗★ ✣✤ ✛✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✮✗✢✗✚✙✪ ✛✥✗✣✚✗✜ ✸
✝✥✦✧✥ ✣✢✗ ✜✙✾ ✚✗✤✗✚ ✛✣ ✙★ ✛✥✗ ✡�✰✢✬✙✜✗✢✛✙✪ �✥✗✣✚✗✜ ✣✤ ✠✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✆✣✚★✗ �✥✗✣✚✾☛ ✿



� ✆� ✆ � ✡✆✠✄☎ ✄☎ � ✁✄✆☎ ✄� ☎✁✄✄ ✁✂ ✠✁☎✂ ✁☎✂ ☎✆ ✁� ✄ ✄✁✟✂ ✆ ✞✖

✁✱✠✝✤✠✴ ✟ ✁✢✟ ✂☎✝✤✴ ★✞ ☎✟☞✝✞ ✟☎✂
∆ ✔☎ ✂ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✂✟✓ ✆☎✂ M ✔☎ ✂✟

✂✠✏✠✆✝✠ ✡ ✂✂✠✄ ✝✟✟ ✓✟ ∆
✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ ✂✄ ☎ ☎✡✠ ✂✏ ✞☎✂ ✝✞ ✟✓✂ ✠✞✝✂✝✠✂✆✡ ✎✄ ☎✟

∆
✝✞ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✏

☎✞✂ ✝�✂✆☎✟ ✂ ✂✓ ✂ ✠☎✆ ✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✝ ✝✂✄ ✓✟☎ ✠☎✆ ✆ ✓☎ ✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟ p ≥ 0
☎ ✓✞ ☎✂✠✄ ✠✞✝✂✝✠✂✆ ☎ ✂✠☎

✓☎ ∆ ✓☎ ✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟ p ✠ ✆✂✞ ✓✟☎ ✂✓✓✝✂✝✓✟✂✆ 0
✂✠☎✆ ✆✡

�

�✣✚ ✙ ✘✚✣✣✤ ★✩✗✛✧✥ ✣✤ �✥✗✣✚✗✜ ☞ ✷☛☞ ✸ ★✗✗ ✛✥✗ ✦✢✤✣✚✜ ✙✪ ✬✦★✧✰★★✦✣✢ ✦✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ☞ ✷☛✸ ✝✥✗✚✗
✝✗ ✣✰✛✪✦✢✗ ✛✥✗ ✛✚✙✢★✤✣✚✜ ✙✛✦✣✢ ✣✤

∆
✦✢✛✣ ✙ ✧✗✪✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✝ ✦✛✥ ✬✗★✦✚✗✬ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✷

�✣✚✜ ✙✢ ✠☞☞✡ ✘✚✣✭✦✬✗★ ✙ ✜✰✧✥ ✜✣✚✗ ✬✗✛✙✦✪✗✬ ✬✗★✧✚✦✘✛✦✣✢ ✣✤ ✛✥✦★ ✛✚✙✢★✤✣✚✜ ✙✛✦✣✢ ✷ �✥✗
✚✗★✰ ✪✛✦✢✮ ✧✗✪✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✦★ ✛✥✗ ✓✝✞✠✞☎✂☎ ✒ ✓✞✞☎ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✣✤

∆
✝ ✦✛✥ ✚✗★✘✗✧✛ ✛✣ M ✷

� ✦✢✙✪✪✾✸ ✝✗ ✘✚✗★✗✢✛ ✛✥✗ ✡✝✗✙✩ ✆✣✚★✗ ✦✢✗✺✰✙✪✦✛ ✦✗★☛ ✑ ✛✥✗✾ ✙✚✗ ✙✢ ✦✜✜✗✬✦✙✛✗ ✧✣✢☎
★✗✺✰✗✢✧✗ ✣✤ �✥✗✣✚✗✜ ☞ ✷☛☞ ✙✢✬ ✛✥✗ ✗✵✦★✛✗✢✧✗ ✣✤ ✙ ✢✙✛✰✚✙✪ ✦★✣✜✣✚✘✥✦★✜ ✻✗✛✝✗✗✢
★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✙✢✬ ✧✗✪✪✰ ✪✙✚ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✠✕✝ ✸ ☎✖✕✡ ✷ ✹✢✗ ✜✙✾ ✙✪★✣ ✬✗✬✰✧✗ ✛✥✗ ✦✢✗✺✰✙✪✦✛✦✗★
✤✚✣✜ ✛✥✗ ✛✥✗✣✚✾ ✬✗✭✗✪✣✘ ✗✬ ✦✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ☞ ✷☞ ✑ ★✗✗ �✥✗✣✚✗✜ ☞ ✷☛☞ ✷
✁✱✠✝✤✠✴ ✟ ✁✢☛ ✂☎✝✤✴ ★✞ ☎✟☞✝✞ ✟☎✂

F ✔☎ ✂ ✆ ☎✆✓✆ ✆☎✂
∆ ✔☎ ✂ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✆ ✂✟✓

✆☎✂ M ✔☎ ✂✟ ✂✠✏✠✆✝✠ ✡ ✂✂✠✄ ✝✟✟ ✓✟ ∆ ✡ ✎✄ ☎✟ ✂✄ ☎ ✟✂✡ ✔☎✞ ✓☎ ✠✞✝✂✝✠✂✆ ☎ ✂✠☎✞ ✓☎ ✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟

d
✝✞ ✂✂ ✆☎✂✞✂ dim H̃d(∆; F)

☎ ✓✞ ☎✂✠✄ d ≥ −1 ✡
�

� ✂� ✁ ✝☛☞✎✄✆✄ ✄☎✎☛✄ ✆✡✄☎✎✌ ☎✠ ☞☎✆✠ ✝✄✞✄☛ ☎ ✄ ✍✎☎✏✠☛
✫✗ ✮✦✭✗ ✙✢ ✙✪✮✗✻✚✙✦✧ ✮✗✢✗✚✙✪✦☛✙✛✦✣✢ ✣✤ �✣✚✜ ✙✢ ✠★ ✬✦★✧✚✗✛✗ ✆✣✚★✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✠☞☞✡ ✷ ✫✗
✬✗✭✗✪✣✘ ✛✥✗ ✛✥✗✣✚✾ ✦✢ ✘✚✗✘✙✚✙✛✦✣✢ ✤✣✚ ✠✗✧✛✦✣✢★ ☛✟ ✷✌ ✙✢✬ ✌✝ ✷✌ ✸ ✝✥✗✚✗ ✝✗ ✬✗✛✗✚✜ ✦✢✗
✪✦✢✗✙✚✪✾ ✦✢✬✗✘ ✗✢✬✗✢✛ ✗✪✗✜ ✗✢✛★ ✦✢ ✛✥✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✣✤ ✛✥✗ ✺✰✣✛✦✗✢✛ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✣✤ ✏✙✜ ✦✪☎
✛✣✢✦✙✢ ✮✚✙✘✥★ ✙✢✬ ✖☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✮✚✙✘✥★ ✸ ✚✗★✘ ✗✧✛✦✭✗✪✾✷ ✠✩✱✪✬✻✗✚✮ ✠☛☛✌✡ ✙✢✬ ✽✱✪✪✗✢✻ ✗✧✩
✙✢✬ ✫✗✪✩✗✚ ✠☞ ☛✡ ✬✗✭✗✪✣✘✗✬ ★✦✜ ✦✪✙✚ ✻✰✛ ✜✣✚✗ ✮✗✢✗✚✙✪ ✙✢✬ ✘✣✝✗✚✤✰ ✪ ✙✪✮✗✻✚✙✦✧ ✦✢✛✗✚☎
✘✚✗✛✙✛✦✣✢★ ✣✤ ✬✦★✧✚✗✛✗ ✆✣✚★✗ ✛✥✗✣✚✾✷

✍✗✛
C : · · · ∂n+2−−−−→ Cn+1

∂n+1−−−−→ Cn
∂n−−−−→ Cn−1

∂n−1−−−−→ · · ·
☞☞ ✷✖✎

✻✗ ✙ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✙✻ ✗✪✦✙✢ ✮✚✣✰✘★ ✑
∂n−1 ◦ ∂n = 0

✷ ✍✗✛

C =
⊕

n

Cn
✙✢✬

∂ =
⊕

n

∂n.

✠✰✘✘✣★✗ ✛✥✙✛ ✛✥✗✚✗ ✙✚✗ ✮✚✣✰✘★
A =

⊕

nAn
✸
B =

⊕

nBn
✸ ✙✢✬

U =
⊕

n Un
★✰✧✥

✛✥✙✛
Cn = An ⊕Bn ⊕ Un

✙✢✬ ★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✤✰✢✧✛✦✣✢
f : B → A

✬✗✴✢✗✬ ✙★

f = α ◦ ∂
✦★ ✙✢ ✦★✣✜✣✚✘✥✦★✜ ✸ ✝✥✗✚✗

α(a + b + u) = a
✤✣✚

a ∈ A, b ∈ B, u ∈ U
✷ ✫✗ ★✙✾ ✛✥✙✛

✛✥✗ ✘✙✦✚
(A,B)

✦★ ✞☎✡ ✓�✂✔✆☎✷
✄ ★ ✙✢ ✗✵✙✜✘✪✗ ✸ ✧✣✢★✦✬✗✚ ✙✢ ✗✪✗✜✗✢✛ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✣✢ ✙ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✷ ✍✗✛

A✻✗ ✛✥✗ ✤✚✗✗ ✮✚✣✰✘ ✮✗✢✗✚✙✛✗✬ ✻✾ ✤✙✧✗★ ✜ ✙✛✧✥✗✬ ✝ ✦✛✥ ✪✙✚✮✗✚ ✤✙✧✗★ ✸ ✪✗✛
B

✻✗ ✛✥✗ ✤✚✗✗



✞☞ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ � ✡✆✠✄☎ ✄☎ � ✁✄✆☎ �� ☎✁✄✄

✮✚✣✰✘ ✮✗✢✗✚✙✛✗✬ ✻✾ ✤✙✧✗★ ✜ ✙✛✧✥✗✬ ✝ ✦✛✥ ★✜ ✙✪✪✗✚ ✤✙✧✗★ ✸ ✙✢✬ ✪✗✛
U

✻✗ ✛✥✗ ✤✚✗✗ ✮✚✣✰✘
✮✗✢✗✚✙✛✗✬ ✻✾ ✰✢✜ ✙✛✧✥✗✬ ✤✙✧✗★ ✷ ✫✗ ✧✪✙✦✜ ✛✥✙✛ ✦✤ ✛✥✗ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✦★ ✙✧✾✧✪✦✧ ✸ ✛✥✗✢

(A,B)✦★ ✙ ✚✗✜✣✭✙✻✪✗ ✘✙✦✚ ✷ ✡✙✜ ✗✪✾✸ ★✦✢✧✗ ✛✥✗ ✬✦✮✚✙✘✥
D

✧✣✚✚✗★✘✣✢✬✦✢✮ ✛✣ ✛✥✗ ✙✧✾✧✪✦✧
✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮ ✦★ ✙✧✾✧✪✦✧ ✸ ✝✗ ✜ ✙✾ ✙★★✰✜ ✗ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✜✙✛✧✥✗✬ ✘✙✦✚★ {σ1, τ1}, . . . , {σr, τr}✝ ✦✛✥

σk ⊂ τk
✤✣✚

1 ≤ k ≤ r
✥✙✭✗ ✛✥✗ ✘✚✣✘ ✗✚✛✾ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✻✣✰✢✬✙✚✾ ✣✤

τk
✬✣✗★ ✢✣✛

✧✣✢✛✙✦✢ ✙✢✾ ✣✤ ✛✥✗ ✤✙✧✗★
σ1, . . . , σk−1

✤✣✚
2 ≤ k ≤ r

✷ �✥✦★ ✜ ✗✙✢★ ✛✥✙✛ ✝✗ ✧✙✢ ✝ ✚✦✛✗

f(τi) =
∑

j

µijσj ,
☞☞ ✷☞ ✎

✝✥✗✚✗
µij = 0

✦✤
j < i

✙✢✬
µii = ±1

✷
✁✗✛✰✚✢ ✛✣ ✛✥✗ ✮✗✢✗✚✙✪ ✧✙★✗ ✷ ✫✗ ✝✙✢✛ ✛✣ ✬✗✴✢✗ ✙ ✧✣✜✘✪✗✵

U
✧✣✚✚✗★✘✣✢✬✦✢✮ ✛✣

�✣✚✜ ✙✢ ✠★ ✬✦★✧✚✗✛✗ ✆✣✚★✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✠☞☞✡ ✷ ✍✗✛
β : C → B

✻✗ ✬✗✴✢✗✬ ✙★

β = f−1 ◦ α ◦ ∂.
✆✣✚✗✣✭✗✚ ✸ ✪✗✛

Â = ∂(B)
✙✢✬

Û = (Id − β)(U).
☞☞ ✷✞✎

✁✱✠✝✤✠✴ ✟ ✁✢☞ ✁✝✂✄ ✟✓✂✂✂✝✓✟ ✂✞ ✂✔✓�☎✆ ✂✄ ☎ ✞☎✞✂☎✟ ✠☎

U : · · · ∂n+2−−−−→ Ûn+1
∂n+1−−−−→ Ûn

∂n−−−−→ Ûn−1
∂n−1−−−−→ · · ·

☞☞ ✷☞✎
✝✞ ✂ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✝ ✝✂✄ ✂✄ ☎ ✞✂✡ ☎ ✄ ✓✡ ✓✆✓✟✏ ✂✞ ✂✄ ☎ ✓✞✝✟ ✝✟ ✂✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛ C

✝✟ ☞☞ ✷✖ ✎ � ✂✄ ☎ ✔✓✂✟✓✂
✂✞✏ ✓✠ ☎✞✂✂✓✞✞ ✂✞☎ ✂✄ ☎ ✞☎✞✂✞✝✠✂✝✓✟✞ ✓☎ ✂✄ ☎ ✓✞✝✟ ✝✟ ✂✆ ✔✓✂✟✓✂✞✏ ✓✠ ☎✞✂✂✓✞✞ ✡
✄ ✞✓✓☎ ✡ ✹✰✚ ✴✚★✛ ✧✪✙✦✜ ✦★ ✛✥✙✛

C ∼= Â⊕B ⊕ Û .
☞☞ ✷✟✎

�✣ ✘✚✣✭✗ ☞☞ ✷✟✎ ✸ ✝✗ ✴✚★✛ ★✥✣✝ ✛✥✙✛

Â⊕B ⊕ Û ∼= A⊕B ⊕ Û .
☞☞ ✷✍✎

✡✣✝ ✸ ☞☞ ✷✍ ✎ ✦★ ✙✢ ✦✜✜✗✬✦✙✛✗ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✣✤ ✛✥✗ ✤✙✧✛ ✛✥✙✛
f = α ◦ ∂ : B → A

✦★ ✙✢
✦★✣✜✣✚✘✥✦★✜ ✷ ✡✙✜✗✪✾✸ ✛✥✦★ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛

α : ∂(B) → A
✦★ ✙✢ ✦★✣✜✣✚✘✥✦★✜ ✸ ✝✥✦✧✥ ✦✢

✛✰✚✢ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛
α∗ : Â⊕B ⊕ Û → A⊕B ⊕ Û

✬✗✴✢✗✬ ✻✾
α∗(â, b, û) = (α(â), b, û)✦★ ✙✢ ✦★✣✜✣✚✘✥✦★✜ ✷ ✡✗✵✛ ✸ ✝✗ ★✥✣✝ ✛✥✙✛

A⊕B ⊕ Û ∼= A⊕B ⊕ U.
☞☞ ✷✕✎

�✥✦★ ✦★ ✬✣✢✗ ✻✾ ✣✻★✗✚✭✦✢✮ ✛✥✙✛
u 7→ u−β(u)

✦★ ✙✢ ✦★✣✜✣✚✘✥✦★✜
U → Û

✑ ✛✥✗ ✦✢✭✗✚★✗
✦★ ✛✥✗ ✧✙✢✣✢✦✧✙✪ ✘✚✣✶ ✗✧✛✦✣✢ ✤✰✢✧✛✦✣✢

A ⊕ B ⊕ U → U
✚✗★✛✚✦✧✛✗✬ ✛✣

Û
✷ ✎✣✜✻✦✢✦✢✮

☞☞ ✷✍ ✎ ✙✢✬ ☞☞ ✷✕✎ ✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ☞☞ ✷✟✎ ✷
✫✗ ✘✚✣ ✧✗✗✬ ✝ ✦✛✥ ✙ ✘✚✣✣✤ ✣✤ ✛✥✗ ✧✪✙✦✜ ✛✥✙✛

∂(Û) ⊂ Û .
☞☞ ✷☛✝✎



� ✆� ✆ � ✡✆✠✄☎ ✄☎ � ✁✄✆☎ ✄� ☎✁✄✄ ✁✂ ✠✁☎✂ ✁☎✂ ☎✆ ✁� ✄ ✄✁✟✂ ✆ ✞✞

✍✗✛
û = u − β(u) ∈ Û

✙✢✬ ✝ ✚✦✛✗
∂(û) = a + b + v̂

✸ ✝✥✗✚✗
a ∈ A

✸
b ∈ B

✸ ✙✢✬
v̂ = v − β(v) ∈ Û

✷ ✠✦✢✧✗

α ◦ ∂(û) = α ◦ ∂(u) − α ◦ ∂ ◦ β(u)

= α ◦ ∂(u) − f ◦ f−1 ◦ α ◦ ∂(u) = 0,

✝✗ ✜✰★✛ ✥✙✭✗
a = 0

✷ ✆ ✣✚✗✣✭✗✚ ✸

0 = f−1 ◦ α ◦ ∂2(û) = β(b + v̂) = β(b) + β(v) − β2(v) = b.

✏✗✢✧✗
∂(û) = v̂ ∈ Û

✸ ✙✢✬ ✛✥✗ ✧✪✙✦✜ ☞☞ ✷☛✝✎ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✷
✡✣✝ ✸ ✻✾ ☞☞ ✷✟✎ ✙✢✬ ☞☞ ✷☛✝ ✎ ✸ ✝✗ ✥✙✭✗ ✛✥✙✛

∂(C) ∼= Â ⊕ ∂(Û)
✙✢✬

ker ∂ ∼= Â ⊕
(ker ∂ ∩ Û)

✸ ✝✥✦✧✥ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛

ker ∂n/∂n+1(Cn) ∼= (ker ∂n ∩ Ûn)/∂(Ûn+1);

✥✗✢✧✗ ✝✗ ✙✚✗ ✬✣✢✗ ✷
�

✝ ✆✝ ✆✜ ✌✍✒✚✛✚✍✒✚✍✎ ✘✚✎✘ ✕✍ ✎✌✚ ✌✑✍ ✑ ✆✑✙✁ ✑ ☛ ✖ ✔✑✍✛ ✆✚✎
✫✗ ✢✣✝ ✛✰✚✢ ✣✰✚ ✙✛✛✗✢✛✦✣✢ ✛✣ ✛✥✗ ✜✣✚✗ ★✘ ✗✧✦✴✧ ✘✚✣✻✪✗✜ ✣✤ ✴✢✬✦✢✮ ✙ ✤✰ ✪✪ ✣✚ ✘✙✚✛✦✙✪
✻✙★✦★ ✤✣✚ ✛✥✗ ✚✗★✰✪✛✦✢✮ ✧✣✜✘✪✗✵

U
✦✢ �✥✗✣✚✗✜ ☞ ✷☛☞ ✷ ✂✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ✌✝ ✷✌ ✸ ✝✗ ✝ ✦✪✪ ✰★✗ ✛✥✗

✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✚✗★✰✪✛ ✛✣ ✬✗✛✗✚✜ ✦✢✗ ✙ ✻✙★✦★ ✤✣✚ ✛✥✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✣✤ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✖☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬
✮✚✙✘✥★ ✷ �✣✚ ✛✥✗ ✚✗✜ ✙✦✢✬✗✚ ✣✤ ✛✥✦★ ✧✥✙✘✛✗✚ ✸

F
✦★ ✙✢ ✦✢✛✗✮✚✙✪ ✬✣✜ ✙✦✢ ✷ ✫ ✥✦✪✗ ✦✛ ✝✣✰✪✬

✻✗ ✘✣★★✦✻✪✗ ✛✣ ✮✗✢✗✚✙✪✦☛✗ ✜ ✙✢✾ ✣✤ ✣✰✚ ✚✗★✰✪✛★ ✛✣ ✙✚✻✦✛✚✙✚✾ ✧✣✜✜✰✛✙✛✦✭✗ ✚✦✢✮★ ✝ ✦✛✥
✰✢✦✛✾✸ ✝✗ ✚✗★✛✚✦✧✛ ✣✰✚ ✙✛✛✗✢✛✦✣✢ ✛✣ ✚✦✢✮★ ✝ ✦✛✥✣✰✛ ☛✗✚✣ ✬✦✭✦★✣✚★ ✑ ✛✥✦★ ✦★ ✛✣ ✩✗✗✘ ✛✥✗
✧✣✜✘✪✗✵✦✛✾ ✣✤ ✘✚✣✣✤★ ✙✛ ✙ ✜ ✦✢ ✦✜✰✜ ✷ ✍✗✛

An
✸
Bn

✸ ✙✢✬
Un

✻✗
F
☎✜✣✬✰✪✗★ ✷

✆✝✤✝ ��★✤✳ ✟ ✁✢✑ ✠✓✞ ☎�☎✞✏
u ∈ U

✆ ✂✄ ☎✞☎ ✝✞ ✂ ✂✟✝✞✂☎
b ∈ B

✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ u− b ∈ Û ✡ ☛ ✞
✂ ✠✓✟✞☎✞✂☎✟ ✠☎✆ ✝☎

Un
✝✞ ✂ ☎ ✞☎☎

F
✂✡ ✓✓✂ ✆☎ ✂✟✓ {u1, . . . , uk}

✝✞ ✂✟ F
✂✔✂✞✝✞ ☎ ✓✞ Un

✆ ✂✄ ☎✟
✂✄ ☎✞☎ ✂✞☎ ✂✟✝✞✂☎ ☎✆☎✡ ☎✟ ✂✞

b1, . . . , bk ∈ Bn
✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ {u1 − b1, . . . , uk − bk}

☎ ✓✞✡ ✞
✂✟ F

✂✔✂✞✝✞ ☎ ✓✞ Ûn ✡ ✁☎
∂n+1(Ûn+1) = ∂n(Ûn) = 0

✆ ✂✄ ☎✟ ✂✄ ✝✞ ✔✂✞✝✞ ☎ ✓✞✡ ✞ ✂ ✔✂✞✝✞ ☎ ✓✞

Hn(C) ✂✞ ✝ ☎✆ ✆✆ ✂✟✓ bi
✝✞ ✂✟✝✞✂☎ ✝✟

Bn
✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ ∂n(ui − bi) = 0 ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ �✥✗ ✧✪✙✦✜ ★ ✙✚✗ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗★ ✣✤ ✛✥✗ ✬✦★✧✰★★✦✣✢ ✦✢ ✛✥✗ ✘✚✗✭✦✣✰★ ★✗✧✛✦✣✢ ✑
β(u)✦★ ✛✥✗ ✰✢✦✺✰✗ ✗✪✗✜ ✗✢✛

b
★✰✧✥ ✛✥✙✛

u− b ∈ Û
✷

�

✂✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ☛✟ ✷✌ ✸ ✝✗ ✝ ✦✪✪ ★✥✣✝ ✛✥✙✛ ✙ ✧✗✚✛✙✦✢ ✻✙★✦★ ✤✣✚ ✛✥✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✣✤ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵
✣✤ ✌☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✮✚✙✘✥★ ✚✗✜ ✙✦✢★ ✙✢ ✦✢✬✗✘ ✗✢✬✗✢✛ ★✗✛ ✦✢ ✛✥✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✣✤ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵
✣✤ ✏✙✜ ✦✪✛✣✢✦✙✢ ✮✚✙✘✥★ ✷ �✥✦★ ✚✗✺✰✦✚✗★ ✙ ★✛✚✣✢✮✗✚ ✭✗✚★✦✣✢ ✣✤ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ☞ ✷☛✟ ✑ ✛✥✗
★✦✛✰✙✛✦✣✢ ✦★ ✙★ ✦✢ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ☞ ✷☛✖ ✝ ✦✛✥ U \ V ✢✣✢✭✣✦✬ ✷

✫✗ ✚✗★✛✚✦✧✛ ✣✰✚ ✙✛✛✗✢✛✦✣✢ ✛✣ ✛✥✗ ★✘✗✧✦✙✪ ✧✙★✗ ✛✥✙✛
C,A,B,

✙✢✬
U

✙✚✗ ☎ ✞☎☎
F
☎

✜ ✣✬✰✪✗★ ✷ ✫✗ ✙★★✰✜ ✗ ✛✥✙✛
An

✙✢✬
Bn

✙✚✗ ✴✢✦✛✗✪✾ ✮✗✢✗✚✙✛✗✬ ✤✣✚ ✗✙✧✥
n
✸ ✻✰✛ ✝✗ ✘✰✛

✢✣ ✚✗★✛✚✦✧✛✦✣✢★ ✣✢
Un

✷ ✆ ✣✚✗✣✭✗✚ ✸
A

✙✢✬
B

✜✙✾ ✝✗✪✪ ✻ ✗ ✣✤ ✦✢✴✢✦✛✗ ✚✙✢✩ ✦✤
Cn

✦★
✢✣✢☛✗✚✣ ✤✣✚ ✦✢✴✢✦✛✗✪✾ ✜✙✢✾

n
✷



✞☞ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ � ✡✆✠✄☎ ✄☎ � ✁✄✆☎ �� ☎✁✄✄

✍✗✛ C ✻✗ ✙ ✮✚✙✬✗✬ ✻✙★✦★ ✤✣✚
C

★✰✧✥ ✛✥✙✛

C = A ∪ B ∪ U ,
✝✥✗✚✗ A,B ✸ ✙✢✬ U ✙✚✗ ✻✙★✗★ ✤✣✚

A
✸
B
✸ ✙✢✬

U
✸ ✚✗★✘ ✗✧✛✦✭✗✪✾✷ �✣✚ ✙✢✾

c1, c2 ∈ C ✸✬✗✴✢✗ 〈c1, c2〉
✛✣ ✻✗ ☛ ✦✤

c1 = c2
✙✢✬ ✝ ✣✛✥✗✚✝ ✦★✗ ✷ ✓✵✛✗✢✬ 〈·, ·〉 ✛✣ ✙✢ ✦✢✢✗✚ ✘✚✣✬✰✧✛

C × C → F
✷

�✣✚ ✙ ✻✙★✦★ ✗✪✗✜ ✗✢✛
c ∈ C ✙✢✬ ✙✢ ✙✚✻✦✛✚✙✚✾ ✗✪✗✜ ✗✢✛

x ∈ C
✸ ★✙✾ ✛✥✙✛

c ≺ x
✦✤

〈c, ∂(x)〉 6= 0
✑ ✛✥✗ ✚✗✪✙✛✦✣✢ ≺ ✬✣✗★ ✢✣✛ ✬✗✘✗✢✬ ✣✢ ✝✥✗✛✥✗✚ 〈c, ∂(x)〉 ✦★ ✙ ✰✢✦✛ ✣✚ ✢✣✛ ✷

✍✗✛ M ✻✗ ✙ ✘✗✚✤✗✧✛ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✻✗✛✝✗✗✢ A ✙✢✬ B ★✰✧✥ ✛✥✙✛
a ≺ b

✝✥✗✢✗✭✗✚
a ∈ A✙✢✬

b ∈ B ✙✚✗ ✜ ✙✛✧✥✗✬ ✷ ✠✰✧✥ ✙ ✘✗✚✤✗✧✛ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✗✵ ✦★✛★ ✸ ✻ ✗✧✙✰★✗ ✛✥✗ ✬✗✛✗✚✜ ✦✢✙✢✛
✙★★✣ ✧✦✙✛✗✬ ✝ ✦✛✥

f
✦★ ✢✣✢☛✗✚✣ ✷ ✏✣✝✗✭✗✚ ✸ ✛✥✗ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✢✗✗✬ ✢✣✛ ✻✗ ✰✢✦✺✰✗ ✦✢ ✮✗✢✗✚✙✪

✰✢✪✗★★
f

✦★ ✰✘✘✗✚ ✛✚✦✙✢✮✰✪✙✚ ✙★ ✦✢ ☞☞ ✷☞ ✎ ✷ ✍✗✛
D

✻✗ ✛✥✗ ✬✦✮✚✙✘✥ ✝ ✦✛✥ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛ C★✰✧✥ ✛✥✙✛
(c1, c2)

✦★ ✙✢ ✗✬✮✗ ✦✢
D

✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤

({c1, c2} ∈ M, c1 ∈ A, ✙✢✬
c2 ∈ B)

✣✚
({c1, c2} /∈ M ✙✢✬

c2 ≺ c1) .

✡✣✛✗ ✛✥✙✛
D

✦★ ✢✣✛ ✢✗✧✗★★✙✚✦✪✾ ✙✧✾✧✪✦✧ ✷ ✄ ★ ✦✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ☞ ✷✖ ✸ ✝✗ ✪✗✛
c1 −→ c2

✜✗✙✢
✛✥✙✛ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✙ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✘✙✛✥ ✤✚✣✜

c1
✛✣
c2

✦✢
D

✷
✹✢✗ ✜✙✾ ✭✦✗✝ ✛✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✪✗✜✜✙ ✙★ ✙✢ ✙✪✮✗✻✚✙✦✧ ✭✗✚★✦✣✢ ✣✤ ✍✗✜✜✙ ☞ ✷☛✝ ✷

✁✠✴✴★ ✟ ✁✢✞ ✟☎✂
v ✔☎ ✂✟ ☎✆☎✡ ☎✟ ✂ ✝✟ U ✡ ✟☎✂ A+ ✔☎ ✂✄ ☎ ✞☎✂ ✓☎ ✂✆ ✆ a ∈ A ✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂

v −→ a
✆ ✂✟✓ ✆☎✂ B+ ✔☎ ✂✄ ☎ ✞☎✂ ✓☎ ✂✆ ✆ b ∈ B ✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ v −→ b ✡ ✎✄ ☎✟

b ∈ B+ ✝☎ ✂✟✓
✓✟ ✆✏ ✝☎ ✂✄ ☎ ☎✆☎✡ ☎✟ ✂

a ✡ ✂✂✠✄ ☎✓ ✝ ✝✂✄
b

✝✞ ✝✟ A+ ✡
✄ ✞✓✓☎ ✡ ✄★★✰✜✗ ✛✥✗ ✣✘✘✣★✦✛✗ ✙✢✬ ✪✗✛

n
✻✗ ✜ ✙✵✦✜ ✙✪ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✘✚✣✘✗✚✛✾ ✛✥✙✛ A \ A+

✧✣✢✛✙✦✢★ ✙✢ ✗✪✗✜ ✗✢✛
a
✤✚✣✜

An
★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✗✪✗✜ ✗✢✛

b
✜✙✛✧✥✗✬ ✝ ✦✛✥

a
✦★ ✧✣✢✛✙✦✢✗✬

✦✢ B+ ✷ ✠✦✢✧✗
v −→ b

✸ ✛✥✗✚✗ ✜✰★✛ ✻ ✗ ✙✢
x

★✰✧✥ ✛✥✙✛
v −→ x

✙✢✬
b ≺ x

✷ ✠✦✢✧✗
∂2(x) = 0

✙✢✬
a ≺ b

✸ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✙
c 6= b

★✰✧✥ ✛✥✙✛
a ≺ c ≺ x

✑ ✥✗✚✗ ✝✗ ✰★✗ ✛✥✗ ✤✙✧✛ ✛✥✙✛
F

✦★ ✙✢ ✦✢✛✗✮✚✙✪ ✬✣✜ ✙✦✢ ✷ ✂✤ {c, x} ∈ M ✸ ✛✥✗✢
x ∈ B+ ✑ ✛✥✗ ✜ ✙✵✦✜ ✙✪✦✛✾ ✣✤

a
✦✜ ✘✪✦✗★

✛✥✙✛
c ∈ A+ ✷ ✏✣✝✗✭✗✚ ✸ ✛✥ ✦★ ✦★ ✙ ✧✣✢✛✚✙✬✦✧✛✦✣✢ ✸ ★✦✢✧✗

v −→ c −→ a
✷ ✂✤ {c, x} /∈ M ✸

✛✥✗✢
v −→ x −→ c −→ a

✸ ✙✢✬ ✙✢✣✛✥✗✚ ✧✣✢✛✚✙✬✦✧✛✦✣✢ ✦★ ✣✻✛✙✦✢✗✬ ✷
�

✁✱✠✝✤✠✴ ✟ ✁✢✓ ✟☎✂ V ✔☎ ✂ ✞✂✔✞☎✂ ✓☎ U ✡ ✌✂✠✠ ✓✞☎ ✂✄ ✂✂ U \V 6−→ V ✂✟✓ V 6−→ U \V ✡
✟☎✂

V =
⊕

n Vn
✔☎ ✂✄ ☎ ✞✂✔✡ ✓✓✂ ✆☎ ✟ ☎✟☎✞✂✂☎✓ ✔✏ V ✆ ✂✟✓ ✆☎✂

W =
⊕

nWn
✔☎ ✂✄ ☎

✞✂✔✡ ✓✓✂ ✆☎ ✟ ☎✟☎✞✂✂☎✓ ✔✏ W = U \V ✡ ✟☎✂
V̂n = (Id−β)(Vn) ✂✟✓ Ŵn = (Id−β)(Wn) ✡✎✄ ☎✟ ✂✄ ☎ ✠✓✡✠ ✆☎☛

U
✝✟ �✏ ✡✁✁ ✞✠ ✆✝✂✞ ✝✟ ✂✓ ✂✝ ✓ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ☎✞

V : · · · ∂n+2−−−−→ V̂n+1
∂n+1−−−−→ V̂n

∂n−−−−→ V̂n−1
∂n−1−−−−→ · · · ;

W : · · · ∂n+2−−−−→ Ŵn+1
∂n+1−−−−→ Ŵn

∂n−−−−→ Ŵn−1
∂n−1−−−−→ · · · .

✎✄ ✝✞ ✝✡✠ ✆✝☎✞ ✂✄ ✂✂

H∗(U) = H∗(V) ⊕H∗(W).
✁✟ ✠ ✂✞✂✝✠✂ ✆✂✞✆ ✝☎ V ⊆ Un

☎ ✓✞ ✞✓✡ ☎
n
✆ ✂✄ ☎✟ {v − β(v) : v ∈ V} ✝✞ ✂✟ F

✂✝✟✓☎✠ ☎✟✓☎✟ ✂
✞☎✂ ✝✟

Hn(U) ✡



� ✆� ✆ � ✡✆✠✄☎ ✄☎ � ✁✄✆☎ ✄� ☎✁✄✄ ✁✂ ✠✁☎✂ ✁☎✂ ☎✆ ✁� ✄ ✄✁✟✂ ✆ ✞✟

✄ ✞✓✓☎ ✡ �✣ ✘✚✣✭✗ ✛✥✙✛
∂(V̂ ) ⊂ V̂

✸ ✦✛ ★✰✟ ✧✗★ ✛✣ ★✥✣✝ ✛✥✙✛ ✦✤
v ∈ V ✙✢✬

w ∈ W ✸ ✛✥✗✢
w 6≺ v̂

✸ ✝✥✗✚✗
v̂ = v−β(v)

✷ ✂✢ ✤✙✧✛ ✸ ★✦✢✧✗
w 6≺ v

✻✾ ✙★★✰✜✘✛✦✣✢ ✸ ✝✗ ✢✗✗✬ ✣✢✪✾ ✘✚✣✭✗
✛✥✙✛

w 6≺ β(v)
✷

✎✣✢★✦✬✗✚ ✙ ✻✙★✦★ ✗✪✗✜✗✢✛
v ∈ V ✑ ✪✗✛

k
✻✗ ★✰✧✥ ✛✥✙✛

v ∈ Vk
✷ ✍✗✛ A+ ✻✗ ✛✥✗ ★✗✛ ✣✤

✙✪✪
a ∈ A ★✰✧✥ ✛✥✙✛

v −→ a
✸ ✙✢✬ ✪✗✛ B+ ✻✗ ✛✥✗ ★✗✛ ✣✤ ✙✪✪

b ∈ B ★✰✧✥ ✛✥✙✛
v −→ b

✷
✡✣✛✗ ✛✥✙✛

b ∈ Bm
✤✣✚ ★✣✜ ✗

m ≤ k
✷ ✂✢ ✘✙✚✛✦✧✰ ✪✙✚ ✸ ✛✥✗ ★✗✛ {m : Bm ∩ B+ 6= ∅} ✥✙★

✙✢ ✰✘✘✗✚ ✻✣✰✢✬ ✷ ✍✗✛ A− = A \ A+ ✙✢✬ B− = B \ B+ ✷
✒✗✴✢✗

µab = 〈a, ∂(b)〉 = 〈a, f(b)〉
✤✣✚

a ∈ A ✙✢✬
b ∈ B ✷ �✥✦★ ✜ ✗✙✢★ ✛✥✙✛

f(b) =
∑

a∈A
µab · a.

✡✣✛✗ ✛✥✙✛
µab = 0

✦✤
b ∈ B+ ✙✢✬

a ∈ A− ✷ ✡ ✙✜ ✗✪✾✸ ✍✗✜✜✙ ☞ ✷☛✍ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛
{a, b} /∈ M ✷ ✠✦✢✧✗

f : Bn → An−1
✦★ ✙✢ ✦★✣✜✣✚✘✥✦★✜ ✸ ✝✗ ✛✥✗✚✗✤✣✚✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✙✛ ✛✥✗

✜ ✙✛✚✦✵
(µab)a∈An−1∩A−,b∈Bn∩B−

☞☞ ✷☛☛✎
✦★ ✦✢✭✗✚✛✦✻✪✗ ✑ ✛✥✗ ✜ ✙✛✚✦✵ ✦★ ✙ ★✺✰✙✚✗ ✜ ✙✛✚✦✵ ✻✾ ✍✗✜✜✙ ☞ ✷☛✍ ✷ ✂✢ ✘✙✚✛✦✧✰✪✙✚ ✸ ✤✣✚
✙✢✾ ✢✣✢✛✚✦✭ ✦✙✪ ✪✦✢✗✙✚ ✧✣✜✻✦✢✙✛✦✣✢

y
✣✤ ✗✪✗✜✗✢✛★ ✤✚✣✜

Bn ∩ B− ✸ ✛✥✗✚✗ ✦★ ★✣✜ ✗
a ∈

An−1 ∩A− ★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✧✣✗✟ ✧✦✗✢✛ ✣✤
a
✦✢
∂(y)

✦★ ✢✣✢☛✗✚✣ ✷ ✠✦✢✧✗
α ◦ ∂(v̂) = 0

✙✢✬
a 6≺ v

✦✤
a ∈ A− ✸ ✛✥✗ ✗✪✗✜ ✗✢✛

β(v)
✦★ ✙ ✪✦✢✗✙✚ ✧✣✜✻✦✢✙✛✦✣✢ ✣✤ ✗✪✗✜ ✗✢✛★ ✦✢ B+ ✷ ✏✗✢✧✗

✦✤
w ≺ β(v)

✸ ✛✥✗✢
v −→ w

✸ ✝✥✦✧✥ ✦★ ✢✣✛ ✛✚✰✗ ✷
✔✾ ★✾✜✜✗✛✚✾✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✙✛

∂(Ŵ ) ⊂ Ŵ
✸ ✝✥✦✧✥ ✧✣✢✧✪✰✬✗★ ✛✥✗ ✘✚✣✣✤ ✷

�

✒ ☎✡ ✂✞✒ ✡ ✫✗ ✗✜✘✥✙★✦☛✗ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✧✣✢✧✪✰★✦✣✢ ✦✢ �✥✗✣✚✗✜ ☞ ✷☛✕ ✜ ✦✮✥✛ ✻ ✗ ✤✙✪★✗ ✝ ✦✛✥✣✰✛
✛✥✗ ✚✗✺✰ ✦✚✗✜ ✗✢✛ ✛✥✙✛

An
✙✢✬

Bn
✻✗ ✴✢✦✛✗✪✾ ✮✗✢✗✚✙✛✗✬ ✷ �✥✗ ✘✚✣✻✪✗✜ ✦★ ✛✥✙✛ ✝✗ ✜ ✦✮✥✛

✥✙✭✗ ✙ ✢✣✢✛✚✦✭ ✦✙✪ ✪✦✢✗✙✚ ✧✣✜✻✦✢✙✛✦✣✢
x

✣✤ ✗✪✗✜✗✢✛★ ✦✢ B− ★✰✧✥ ✛✥✙✛
α ◦ ∂(x)

✦★ ✙
✪✦✢✗✙✚ ✧✣✜✻✦✢✙✛✦✣✢ ✣✤ ✗✪✗✜ ✗✢✛★ ✦✢ A+ ✷ ✡✙✜✗✪✾✸ ✛✥✗ ✜✙✛✚✦✵ ☞☞ ✷☛☛✎ ✬✣✗★ ✢✣✛ ✥✙✭✗ ✛✣
✻✗ ✦✢✭✗✚✛✦✻✪✗ ✦✤ ✦✛★ ★✦☛✗ ✦★ ✦✢✴✢ ✦✛✗ ✷ ✂✢ ✘✙✚✛✦✧✰✪✙✚ ✸ ✦✛ ✜ ✦✮✥✛ ✻ ✗ ✛✥✗ ✧✙★✗ ✛✥✙✛

w ≺ β(v)✗✭✗✢ ✦✤
v 6−→ w

✙✢✬
w 6−→ v

✷
✒✬ ✥✤✤✢✜✫✗✖✫✔ ✫✓✔ ✕✗✬✣✤✔✆ ✪ ✜✢✕✕✬✜✔ ✫✓✖✫

C1 = B ⊕ (v · F)
✖✧✦

C0 = A ⊕ (w · F)
✛ ✥✫✓

B
✎✔✧✔✗✖✫✔✦

✣✮
{bi : i ∈ Z}

✖✧✦
A

✎✔✧✔✗✖✫✔✦ ✣✮
{ai : i ∈ Z}

✯ �✔✫
Ci = 0

✝✬✗
i 6= 0, 1

✯ ✁ ✔✞✧✔
∂

✣✮

∂(b2k) = a2k−1 + a2k + a2k+1 + δk0w;

∂(b2k−1) = a2k−1 + a2k ;

∂(v) = a1

✂
δij = 1

✥✝
i = j

✖✧✦ ✍ ✬✫✓✔✗✛ ✥✜✔✄ ✯
f : B → A

✥✜ ✔✖✜✥✤✮ ✜✔✔✧ ✫✬ ✣✔ ✣✥☎ ✔✭✫✥✠✔ ✯ ✆ ✬✗✔✬✠✔✗ ✪ ✛ ✥✫✓
bi✆ ✖✫✭✓✔✦ ✛ ✥✫✓

ai

✝✬✗ ✖✤✤
i
✪
v 6−→ w

✖✧✦
w 6−→ v

✯ ☞✬✛✔✠✔✗ ✪
w ≺ β(v) ✆ ✧✖✆ ✔✤✮✪

β(v) = b0 − b−1✖✧✦
∂(b0 − b−1) = a1 + w

✯ ✝✧ ✝✖✭✫ ✪
∂ : C1 → C0

✥✜ ✖ ✣✥☎ ✔✭✫✥✬✧ ✪ ✛ ✓✥✭✓ ✥✆ ✕✤✥✔✜ ✫✓✖✫ ✫✓✔ ✓✬✆ ✬✤✬✎✮
✠✖✧✥✜✓✔✜ ✯ ✝✝ ✫✓✔ ✜✫✖✫✔✆ ✔✧✫ ✥✧ ✒✓✔✬✗✔✆ ✟ ✯★✩ ✛✔✗✔ ✫✗✢✔ ✝✬✗ ✫✓✥✜ ✕✖✗✫✥✭✢✤✖✗ ✭✖✜✔ ✪ ✫✓✔✧ ✛✔ ✛✬✢✤✦ ✓✖✠✔
✓✖✦

H1(C) = H0(C) = F
✯



✞✍ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ � ✡✆✠✄☎ ✄☎ � ✁✄✆☎ �� ☎✁✄✄

✝ ✆✝ ✆✂ ✁ ✕✍✛ ✆✚ ✖✛✛ ✆✕✔✖✎✕✑✍✘
✫✗ ✧✣✢✧✪✰✬✗ ✛✥✦★ ✧✥✙✘✛✗✚ ✝ ✦✛✥ ✛✝✣ ✙✘✘✪✦✧✙✛✦✣✢★ ✣✤ ✙✪✮✗✻✚✙✦✧ ✆ ✣✚★✗ ✛✥✗✣✚✾✷ � ✦✚★✛ ✸
✝✗ ✗✵✙✜ ✦✢✗ ✛✥✗ ✛✗✢★✣✚ ✘✚✣✬✰✧✛ ✣✤ ✛✝✣ ✧✥✙✦✢ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷ ✄ ★ ✙ ✻✾✘✚✣✬✰✧✛ ✸ ✝✗ ✬✗✚✦✭✗
✝✗✪✪☎✩✢✣✝✢ ✚✗★✰✪✛★ ✙✻✣✰✛ ✛✥✗ ✶ ✣✦✢ ✣✤ ✛✝✣ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷ ✠✗✧✣✢✬ ✸ ✝✗ ✘✚✗★✗✢✛
✛✥✗ ✝✗✪✪☎✩✢✣✝✢ ✧✣✚✚✗★✘✣✢✬✗✢✧✗ ✻✗✛✝✗✗✢ ✛✥✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✣✤ ✙ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✙✢✬
✛✥✙✛ ✣✤ ✦✛★ ✻✙✚✾✧✗✢✛✚✦✧ ★✰✻✬✦✭✦★✦✣✢ ✷ ✫✗ ★✛✚✗★★ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✜ ✙✦✢ ✘✰✚✘✣★✗ ✣✤ ✛✥✗ ★✗✧✛✦✣✢
✦★ ✜ ✗✚✗✪✾ ✛✣ ✦✪✪✰★✛✚✙✛✗ ✛✥✗ ✛✗✧✥✢✦✺✰✗ ✷✍✗✛

F
✻✗ ✙ ✘✚✦✢✧✦✘✙✪ ✦✬✗✙✪ ✬✣✜ ✙✦✢ ✷ ✫ ✦✛✥ ✢✣✛✙✛✦✣✢ ✙★ ✻✗✤✣✚✗ ✸ ✧✣✢★✦✬✗✚ ✙ ✧✥✙✦✢

✧✣✜✘✪✗✵
C

✝ ✦✛✥ ✧✣✚✚✗★✘✣✢✬✦✢✮
F
☎✜ ✣✬✰✪✗★

A
✸
B
✸ ✙✢✬

U
✷ ✍✗✛

C′ ✻✗ ✙✢✣✛✥✗✚ ✧✥✙✦✢
✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤

F
☎✜✣✬✰✪✗★ ✷ �✥✚✣✰✮✥✣✰✛ ✛✥✦★ ★✗✧✛✦✣✢ ✸ ⊗ ✬✗✢✣✛✗★ ✛✗✢★✣✚ ✘✚✣✬✰✧✛ ✝ ✦✛✥

✚✗★✘ ✗✧✛ ✛✣
F

✑
λ(c1 ⊗ c2) = c1 ⊗ (λc2) = (λc1) ⊗ c2

✝✥✗✢✗✭✗✚
λ ∈ F

✷
�✣✚ ✙ ✮✦✭✗✢ ✧✣✢★✛✙✢✛ ✦✢✛✗✮✗✚

κ
✸ ✧✣✢★✦✬✗✚ ✛✥✗ ✧✥✙✦✢ ✧✣✜✘✪✗✵

(C⊗, ∂⊗)
✬✗✴✢✗✬ ✻✾

C⊗
n+κ =

⊕

r+s=n

Cr ⊗ C′
s;

☞☞ ✷☛✌✎

∂⊗(c⊗ c′) = ∂(c) ⊗ c′ + (−1)r+1(c⊗ ∂′(c′))
☞☞ ✷☛✖✎

✤✣✚
c ∈ Cr

✙✢✬
c′ ∈ C′

s

✷ ✫✚✦✛✗

B⊗
n+κ =

⊕

r+s=n

Br ⊗ C′
s,

✙✢✬ ✬✗✴✢✗
A⊗
n+κ

✙✢✬
U⊗
n+κ

✙✢✙✪✣✮✣✰★✪✾✷ ✂✛ ✦★ ✧✪✗✙✚ ✛✥✙✛
C⊗
n = A⊗

n ⊕ B⊗
n ⊕ U⊗

n

✷
✄ ✪★✣ ✸

f⊗ = α⊗ ◦ ∂⊗ ✦★ ✙✢ ✦★✣✜✣✚✘✥✦★✜
B⊗ → A⊗ ✸ ✝✥✗✚✗

α⊗(a + b + u) = a
✤✣✚

a ∈ A⊗, b ∈ B⊗, u ∈ U⊗ ✷ ✡ ✙✜ ✗✪✾✸ ✤✣✚
b ∈ B

✙✢✬
c′ ∈ C′ ✸ ✝✗ ✥✙✭✗ ✛✥✙✛

f⊗(b⊗ c′) = α⊗ ◦ ∂⊗(b ⊗ c′) = α⊗(∂(b) ⊗ c′ ± b⊗ ∂′(c′))

= α⊗(∂(b) ⊗ c′) = (α ◦ ∂(b)) ⊗ c′ = f(b) ⊗ c′.
✠✦✢✧✗

β⊗(u ⊗ c′) = β(u) ⊗ c′
✸ ✦✛ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✛✥✙✛ �✥✗✣✚✗✜ ☞ ✷☛☞ ✙✘✘✪✦✗★ ✛✣ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵

✝ ✦✛✥ ✧✥✙✦✢ ✮✚✣✰✘★
Û⊗
n+κ =

⊕

r+s=n Ûr ⊗ C′
s

✷ ✠✘ ✗✧✦✴ ✧✙✪✪✾✸ ✝✗ ✥✙✭✗ ✛✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮
✚✗★✰ ✪✛ ✷
✁✱✠✝✤✠✴ ✟ ✁✬✔ ✁✝✂✄ ✟✓✂✂✂✝✓✟ ✂✞ ✂✔✓�☎✆ ✝☎

Ur ∼= Hr(C)
☎ ✓✞ ✂✆ ✆ r

✆ ✂✄ ☎✟

Hn+κ(C
⊗) ∼=

⊕

r+s=n

Hr(C) ⊗Hs(C
′).

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✫ ✦✛✥
û ∈ Ûr

✙✢✬
c′ ∈ C′ ✸ ✝✗ ✥✙✭✗ ✛✥✙✛

∂⊗(û ⊗ c′) = (−1)r+1(û ⊗ ∂′(c′))
✷

✄ ★ ✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸ ✛✥✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ★✘✪✦✛★ ✑

Hn+κ(C
⊗) ∼=

⊕

r+s=n

(Ûr ⊗ ker∂′s)/(Ûr ⊗ ∂′s+1(C
′
s+1))

∼=
⊕

r+s=n

Ûr ⊗ (ker ∂′s/∂
′
s+1(C

′
s+1))

∼= Ûr ⊗Hs(C
′). �



� ✆� ✆ � ✡✆✠✄☎ ✄☎ � ✁✄✆☎ ✄� ☎✁✄✄ ✁✂ ✠✁☎✂ ✁☎✂ ☎✆ ✁� ✄ ✄✁✟✂ ✆ ✞✕

✒ ✤✝✰ ✝✡☞✟☞✝✞ ✟ ✁✬✢ ☛ ✞✞✂✡ ☎ ✂✄ ✂✂ F
✝✞ ✂ ✠ ✞✝✟ ✠✝✠ ✂✆ ✝✓☎✂✆ ✓✓✡ ✂✝✟ ✡ ✁☎ ✂✆ ✆ ✄ ✓✡ ✓✆✓✟✏ ✓☎

C
✝✞ ☎ ✞☎☎✆ ✂✄ ☎✟ ✝ ☎ ✡ ✂✏ ✝✞✝✂☎

C = A⊕ B ⊕ U
✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ (A,B)

✝✞ ✂ ✞☎✡ ✓�✂✔✆☎ ✠ ✂✝✞
✂✟✓ ✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ Hd(C) ∼= Ud

☎ ✓✞ ✂✆ ✆ d ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✠✦✢✧✗
F

✦★ ✙ ✘✚✦✢✧✦✘✙✪ ✦✬✗✙✪ ✬✣✜ ✙✦✢ ✸ ✛✣✚★✦✣✢☎✤✚✗✗ ✜✣✬✰✪✗★ ✙✢✬ ★✰✻✜✣✬✰✪✗★
✣✤ ✤✚✗✗ ✜✣✬✰✪✗★ ✙✚✗ ✤✚✗✗ ✑ ★✗✗ ✂★✙✙✧★ ✠☞✝ ✸ �✥ ✷ ☛☞ ✷✌✍✡ ✷ ✫✚✦✛✗

Zd = ∂−1
d ({0}) ✑ ✛✥✦★

✦★ ✙ ✤✚✗✗
F
☎✜ ✣✬✰✪✗ ✷ ✍✗✛

Bd ⊆ Cd
✻✗ ★✰✧✥ ✛✥✙✛

Cd = Zd ⊕ Bd
✑ ★✰✧✥ ✙

Bd
✗✵ ✦★✛★ ✸

✻✗✧✙✰★✗
Cd/Zd

✦★ ✛✣✚★✦✣✢☎✤✚✗✗ ✙✢✬ ✥✗✢✧✗ ✤✚✗✗ ✷ ✒✗✴✢✗
Ad = ∂(Bd+1)

✑ ✛✥✦★ ✦★ ✙✮✙✦✢ ✙
✤✚✗✗

F
☎✜ ✣✬✰✪✗ ✷ ✍✗✛

Ud ⊆ Zd
✻✗ ★✰✧✥ ✛✥✙✛

Zd = Ad ⊕ Ud
✑ ★✰✧✥ ✙

Ud
✗✵✦★✛★ ✸ ✻✗✧✙✰★✗

Hd(C) = Zd/∂(Cd+1) = Zd/Ad
✦★ ✤✚✗✗ ✻✾ ✙★★✰✜✘✛✦✣✢ ✷ �✥✗ ✬✗★✦✚✗✬ ✚✗★✰✪✛ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✷

�

✆✝✤✝ ��★✤✳ ✟ ✁✬✬ ✁✝✂✄ ✟✓✂✂✂✝✓✟ ✂✞ ✂✔✓�☎✆ ✝☎
C

✝✞ ✂ ✠✄ ✂✝✟ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✓☎ ☎ ✞☎☎
F

✂✡ ✓✓✂ ✆☎✞
✝ ✝✂✄

F
✂☎ ✞☎☎ ✄ ✓✡ ✓✆✓✟✏✆ ✂✄ ☎✟

Hn+κ(C
⊗) ∼=

⊕

r+s=n

Hr(C) ⊗Hs(C
′).

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✔✾ ✏ ✚✣✘✣★✦✛✦✣✢ ☞ ✷✌ ☛✸ ✝✗ ✜ ✙✾ ✝ ✚✦✛✗
C = A ⊕ B ⊕ U

★✰✧✥ ✛✥✙✛
(A,B)

✦★ ✙
✚✗✜✣✭✙✻✪✗ ✘✙✦✚ ✙✢✬ ★✰✧✥ ✛✥✙✛

Ur ∼= Hr(C)
✤✣✚ ✙✪✪

r
✷ ✏ ✗✢✧✗ ✝✗ ✥✙✭✗ ✛✥✗ ★✦✛✰✙✛✦✣✢ ✦✢

�✥✗✣✚✗✜ ☞ ✷✌✝ ✷
�

�✣✚ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ☞✣✚ ✺✰✣✛✦✗✢✛ ✎ ✧✣✜✘✪✗✵✗★
∆

✙✢✬
Γ
✸ ✛✥✗ ✚✗✬✰✧✗✬ ✧✥✙✦✢ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✛✥✗

✶ ✣✦✢
∆ ∗ Γ

✦★ ✧✪✗✙✚✪✾ ✣✤ ✛✥✗ ✤✣✚✜ ☞☞ ✷☛✌✎ ✝ ✦✛✥
κ = 1

✙✢✬ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✻✣✰✢✬✙✚✾ ✣✘✗✚✙✛✣✚
✮✦✭✗✢ ✻✾ ☞☞ ✷☛✖✎ ✑ ✧✣✜✘✙✚✗ ✛✣ ☞✖ ✷✌✎ ✷ �✥✗ ★✙✜ ✗ ✥✣✪✬★ ✤✣✚ ✛✥✗ ✂✟✞☎✓✂✠☎✓ ✧✥✙✦✢ ✧✣✜✘✪✗✵
✣✤ ✛✥✗ ✧✗✪✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ‖∆‖ × ‖Γ‖ ✻✰✛ ✝ ✦✛✥

κ = 0
✑ ★✗✗ ✆✰✢✩✚✗★ ✠✕✝ ✸ �✥ ✷ ✞✟ ✷☛✡ ✷

✆✝✤✝ ��★✤✳ ✟ ✁✬✫ ✟☎✂
∆ ✂✟✓ Γ ✔☎ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ☎✞ ✂✟✓ ✆☎✂

F ✔☎ ✂ ✆ ☎✆✓ ✓✞ Z ✡ ✁☎

H̃n(∆; F)
✝✞ ☎ ✞☎☎ ☎ ✓✞ ✂✆ ✆ n

�✂✄ ✝✞ ✝✞ ✓☎ ✠✓✂✞✞☎ ✂✆✝ ✂✏✞ ✂✞✂☎ ☎ ✓✞ ✆ ☎✆✓✞✁ ✆ ✂✄ ☎✟

H̃n+1(∆ ∗ Γ; F) ∼=
n+1
⊕

r=−1

H̃r(∆; F) ⊗ H̃n−r(Γ; F);

Hn(‖∆‖ × ‖Γ‖; F) ∼=
n
⊕

r=0

Hr(∆; F) ⊗Hn−r(Γ; F). �

�✥✗ ✤✣✚✜✰✪✙ ✤✣✚ ✶ ✣✦✢ ✚✗✜ ✙✦✢★ ✛✚✰✗ ✦✤
∆

✣✚
Γ
✙✚✗ ✺✰✣✛✦✗✢✛ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷ �✥✗ ★✦✛✰✙✛✦✣✢ ✦★

✜ ✣✚✗ ✧✣✜✘✪✦✧✙✛✗✬ ✦✤
F = Z

✙✢✬ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✛✣✚★✦✣✢ ✦✢ ✛✥✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✣✤ ✻✣✛✥ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✑
★✗✗ ✆✰✢✩✚✗★ ✠✕✝ ✸ ✠✗✧ ✷ ✞✕✡ ✷
✒ ✤✝✰ ✝✡☞✟☞✝✞ ✟ ✁✬✟ ✟☎✂

∆ ✔☎ ✂ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✡ ✠✓✞ ☎✂✠✄ σ ∈ ∆
✆ ✆☎✂

z(σ) ✔☎ ✂✄ ☎
☎ ✂✟✓✂✡ ☎✟ ✂✂✆ ✠✏✠✆☎ ✓☎ sd(∂2σ)

✆ ✂✠✠ ✞✓✠ ✞✝✂✂☎✆✏ ✞✝✟✟☎✓ ✡ ✎✄ ☎✟ ✂✄ ☎ ✡ ✂✠ σ 7→ [{σ}]∧z(σ)✝✟✓✂✠☎✞ ✂✟ ✝✞✓✡ ✓✞✠ ✄ ✝✞✡ ☎ ✞✓✡ H̃d(∆; F)
✂✓ H̃d(sd(∆); F) ✡



☞✝ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ � ✡✆✠✄☎ ✄☎ � ✁✄✆☎ �� ☎✁✄✄

✄ ✞✓✓☎ ✡ �✣✚ σ ∈ ∆
✸ ✪✗✛ F(σ)

✻✗ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ✧✥✙✦✢★ ✦✢
P (∆)

✝ ✦✛✥ ✜✙✵✦✜ ✙✪ ✗✪✗✜ ✗✢✛
σ
✷

✂✛ ✦★ ✧✪✗✙✚ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✦✗★ F(σ)
★✙✛✦★✤✾ ✛✥✗ ✎ ✪✰★✛✗✚ ✍✗✜✜✙ ☞ ✷✌ ✷ ✡✣✝ ✸ ✗✙✧✥ F(σ)

✦★
✣✤ ✛✥✗ ✤✣✚✜ {σ} ∗ sd(∂2σ)

✷ ✔✾ ✏ ✚✣✘✣★✦✛✦✣✢ ☞ ✷✕ ✸
sd(∂2σ)

✙✬✜ ✦✛★ ✙✢ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮
✝ ✦✛✥ ✣✢✗ ✰✢✜✙✛✧✥✗✬ ✤✙✧✗ ✣✤ ✬✦✜✗✢★✦✣✢

dimσ− 1
✷ �✥✦★ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✜✰★✛ ✥✙✭✗

✛✥✗ ✘✚✣✘ ✗✚✛✾ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✚✗★✰✪✛✦✢✮ ✧✥✙✦✢ ✧✣✜✘✪✗✵ ✦✢ �✥✗✣✚✗✜ ☞ ✷☛☞ ✦★ ✮✗✢✗✚✙✛✗✬ ✻✾ ✛✥✗
✤✰✢✬✙✜ ✗✢✛✙✪ ✧✾✧✪✗

z(σ)
✷ ✡✙✜ ✗✪✾✸ ✛✥ ✦★ ✦★ ✰✘ ✛✣ ✙ ✧✣✢★✛✙✢✛ ✛✥✗ ✣✢✪✾ ✧✾✧✪✗ ✣✤ ✜ ✙✵✦✜✰✜

✬✦✜✗✢★✦✣✢
dimσ − 1

✦✢ ✛✥✗ ✧✥✙✦✢ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤
sd(∂2σ)

✷
✎✣✜✻✦✢✦✢✮ ✛✥✗ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮★ ✣✢ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✦✗★ F(σ)

✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✙✢ ✙✧✾✧✪✦✧
✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮ ✣✢

sd(∆)
✝ ✦✛✥ ✗✵✙✧✛✪✾ ✣✢✗ ✧✥✙✦✢ ✣✤ ✪✗✢✮✛✥ |σ| ✝ ✦✛✥ ✛✣✘ ✗✪✗✜ ✗✢✛

σ
✤✣✚ ✗✙✧✥

✤✙✧✗
σ ∈ ∆

✷ ✔✾ ✛✥✗ ✙✻✣✭✗ ✬✦★✧✰★★✦✣✢ ✸ ✛✥✗ ✧✣✚✚✗★✘✣✢✬✦✢✮ ✗✪✗✜ ✗✢✛
û

✦✢ ✛✥✗ ✧✥✙✦✢
✧✣✜✘✪✗✵

U
✦✢ �✥✗✣✚✗✜ ☞ ✷☛☞ ✧✣✦✢✧✦✬✗★ ✰✘ ✛✣ ★✦✮✢ ✝ ✦✛✥

[{σ}] ∧ z(σ)
✷ ✆ ✣✚✗✣✭✗✚ ✸

∂([{σ}] ∧ z(σ)) = z(σ) =
∑

τ

±[{τ}] ∧ z(τ),

✝✥✗✚✗ ✛✥✗ ★✰✜ ✦★ ✣✭✗✚ ✙✪✪
τ ⊂ σ

★✰✧✥ ✛✥✙✛
dim τ = dim σ − 1

✷ �✥✦★ ✣✘ ✗✚✙✛✣✚ ✦★
✧✪✗✙✚✪✾ ✦★✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣ ✛✥✗ ✣✚✬✦✢✙✚✾ ✻✣✰✢✬✙✚✾ ✣✘✗✚✙✛✣✚ ✤✣✚ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷ ✂✢
✘✙✚✛✦✧✰ ✪✙✚ ✸ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵

U
✦★ ✦★✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣ ✛✥✗ ✧✥✙✦✢ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤

∆
✸ ✝✥✦✧✥ ✧✣✢✧✪✰✬✗★

✛✥✗ ✘✚✣✣✤ ✷
�



�✁✁✂✄✄✂ �

✁ ✂✆✟☎✟✁✂ ✂✁✂✂☎

� ✫✗ ✗✵✙✜ ✦✢✗ ✛✣✘✣✪✣✮✦✧✙✪ ✘✚✣✘ ✗✚✛✦✗★ ✣✤ ✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗★ ✣✢ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✸ ✛✥✗
✗✜✘✥✙★✦★ ✻✗✦✢✮ ✣✢ ✥✣✝ ✣✢✗ ✜ ✙✾ ✙✘✘✪✾ ✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗★ ✛✣ ✘✚✣✻✪✗✜ ★ ✦✢ ✛✣✘✣✪✣✮✦✧✙✪
✧✣✜✻✦✢✙✛✣✚✦✧★ ✷ ✹✰✚ ✝✣✚✩ ✦★ ✛✣ ✙ ✮✚✗✙✛ ✗✵✛✗✢✛ ✻✙★✗✬ ✣✢ �✣✚✜ ✙✢ ✠★ ★✗✜ ✦✢✙✪ ✘✙✘✗✚★
✠☞☞ ✸ ☞✟✡ ✷

✍✗✛
∆

✻✗ ✙ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✢ ✛✥✗ ★✗✛
E
✷ ✹✢✗ ✜ ✙✾ ✭✦✗✝ ✙ ✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ✣✢

✛✥✗ ✘✙✦✚
(∆, E)

✙★ ✙ ✬✗✛✗✚✜ ✦✢✦★✛✦✧ ✙✪✮✣✚✦✛✥✜
A

✛✥✙✛ ✣✢ ✦✢✘✰✛ ✙ ★✗✧✚✗✛ ★✗✛
σ ⊆ E✙★✩★ ✚✗✘✗✙✛✗✬ ✺✰✗★✛✦✣✢★ ✣✤ ✛✥✗ ✤✣✚✜ ✡ ✂★ ✛✥✗ ✗✪✗✜✗✢✛

x
✧✣✢✛✙✦✢✗✬ ✦✢

σ✁☛ ✰✢✛✦✪ ✙✪✪
✺✰✗★✛✦✣✢★ ✻✰✛ ✣✢✗ ✥✙✭✗ ✻✗✗✢ ✙★✩✗✬ ✷

A
✦★ ✙✪✪✣✝✗✬ ✛✣ ✻✗ ✙✬✙✘✛✦✭✗ ✸ ✜ ✗✙✢✦✢✮ ✛✥✙✛ ✗✙✧✥

✺✰✗★✛✦✣✢ ✜ ✙✾ ✬✗✘✗✢✬ ✣✢ ✚✗★✘✣✢★✗★ ✛✣ ✗✙✚✪✦✗✚ ✺✰✗★✛✦✣✢★ ✷ ✍✗✛ xσ ✻✗ ✛✥✗ ✣✢✗ ✗✪✗✜ ✗✢✛
✛✥✙✛

A
✢✗✭✗✚ ✺✰✗✚✦✗★ ✷ σ ✦★ ✟✓✟☎�✂✞✝�☎ ☞✙✢✬

A
★✰✧✧✗★★✤✰✪✎ ✦✤

σ − xσ
✙✢✬

σ + xσ
✙✚✗

✗✦✛✥✗✚ ✻✣✛✥ ✦✢
∆

✣✚ ✻✣✛✥ ✣✰✛★✦✬✗
∆
✷ ✹✛✥✗✚✝ ✦★✗ ✸

σ
✦★ ☎�✂✞✝�☎✷

✂✢ ✛✥✦★ ✛✥✗★✦★ ✸ ✝✗ ✙✬✣✘✛ ✙✢ ✡ ✦✢✛✚✦✢ ★✦✧☛ ✙✘✘✚✣✙✧✥ ✸ ✜ ✗✙✢✦✢✮ ✛✥✙✛ ✝✗ ✚✗★✛✚✦✧✛ ✣✰✚
✙✛✛✗✢✛✦✣✢ ✛✣ ✛✥✗ ✤✙✧✗★ ✣✤

∆
✑ ✝✥✗✛✥✗✚ ✣✚ ✢✣✛ ✙ ✮✦✭✗✢ ★✰✻★✗✛ ✣✤

E
✣✰✛★✦✬✗

∆
✦★ ✗✭✙★✦✭✗

✦★ ✣✤ ✢✣ ✦✢✛✗✚✗★✛ ✛✣ ✰★ ✷ ✫✗ ✜✙✾ ✛✥✰★ ✦✢✛✗✚✘✚✗✛
A

✙★ ✙✢ ✙✪✮✣✚✦✛✥✜ ✛✥✙✛ ✛✙✩✗★ ✙★ ✦✢✘✰✛
✙ ★✗✧✚✗✛ ✤✙✧✗

σ ∈ ∆
✙✢✬ ✛✚✦✗★ ✛✣ ★✙✭✗ ✙ ✺✰✗✚✾ xσ

✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✘✚✣✘✗✚✛✾ ✛✥✙✛
σ − xσ✙✢✬

σ + xσ
✙✚✗ ✻✣✛✥ ✦✢

∆
✷ ✎ ✪✗✙✚✪✾✸ ✙ ✤✙✧✗

σ
✦★ ✗✭✙★✦✭✗ ✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤

σ + xσ /∈ ∆
✷

✄ ✪✦✮✢✦✢✮ ✝ ✦✛✥ ✛✥✦★ ✦✢✛✚✦✢★✦✧ ✙✘✘✚✣✙✧✥ ✸ ✝✗ ✝ ✦✪✪ ✙✪✝✙✾★ ✙★★✰✜ ✗ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✰✢✬✗✚✪✾✦✢✮
★✗✛

E
✦★ ✗✵✙✧✛✪✾ ✛✥✗ ★✗✛ ✣✤

0
☎✧✗✪✪★ ✦✢

∆
✷

✌ ✦✭✗✢ ✙ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵
∆
✸ ✙ ✢✙✛✰✚✙✪ ✮✣✙✪ ✦★ ✛✣ ✴✢✬ ✙ ✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ✝ ✦✛✥ ✙★

✤✗✝ ✗✭✙★✦✭✗ ✤✙✧✗★ ✙★ ✘✣★★✦✻✪✗ ✷ ✂✢ ✮✗✢✗✚✙✪ ✸ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✢✣ ✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✙✪✪
✤✙✧✗★ ✙✚✗ ✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✷ ✠✘✗✧✦✴✧✙✪✪✾✸ ✦✤

∆
✦★ ✢✣✛ ✧✣✢✛✚✙✧✛✦✻✪✗ ✸ ✛✥✗✢ ★✰✧✥ ✙ ✬✗✧✦★✦✣✢

✛✚✗✗ ✧✙✢✢✣✛ ✗✵ ✦★✛ ✑ ✎✙✥✢ ✸ ✠✙✩★ ✸ ✙✢✬ ✠✛✰✚✛✗✭✙✢✛ ✠☞✕✡ ✝✗✚✗ ✛✥✗ ✴✚★✛ ✛✣ ✣✻★✗✚✭✗ ✛✥ ✦★ ✷
✆✣✚✗ ✮✗✢✗✚✙✪✪✾✸ �✣✚✜ ✙✢ ✠☞✟✡ ✥✙★ ✬✗✜✣✢★✛✚✙✛✗✬ ✛✥✙✛ ✙ ✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ✣✢

∆
✮✦✭✗★ ✚✦★✗

✛✣ ✙✢ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✣✢
∆

☞★✗✗ ✎✥✙✘✛✗✚ ☞ ✎ ★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✙ ✤✙✧✗ ✦★ ✰✢✜✙✛✧✥✗✬ ✦✤
✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤ ✛✥✗ ✤✙✧✗ ✦★ ✗✭✙★✦✭✗ ✷ ✹✢✗ ✬✗✴✢✗★ ✛✥✗ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✻✾ ✘✙✦✚✦✢✮

σ − xσ
✝ ✦✛✥

σ + xσ
✤✣✚ ✗✙✧✥ ✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✤✙✧✗

σ
✸ ✝✥✗✚✗

xσ
✦★ ✛✥✗ ✗✪✗✜ ✗✢✛ ✢✣✛ ✺✰✗✚✦✗✬ ✤✣✚

σ
✷ ✄ ★ ✙

✑✒✓✥✜ ✭✓✖✕✫✔✗ ✥✜ ✖ ✗✔✠ ✥✜✔✦ ✖✧✦ ✔✡✫✔✧✦✔✦ ✠✔✗✜✥✬✧ ✬✝ ✖ ✕✖✕✔✗ ✘✆✂✚ ✕✢✣✤✥✜✓✔✦ ✥✧ ✎✏✑ � ✍✑✄☛✠✞✡ ✌✄✝✞✟✠✡☞✍ ✞☛ ☞✞✌ ✍✌✡☞☛✞✠✌✄✕✯

☞ ☛



☞✌ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ � ☎✠✡✆✡✁✂ �✄☎☎✆

✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✣✤ ✬✦★✧✚✗✛✗ ✆ ✣✚★✗ ✛✥✗✣✚✾✸ ✛✥✗✚✗ ✙✚✗ ✙✛ ✪✗✙★✛
dim H̃i(∆; F)

✗✭✙★✦✭✗ ✤✙✧✗★
✣✤

∆
✣✤ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢

i
✤✣✚ ✙✢✾ ✮✦✭✗✢ ✴✗✪✬

F
✷

�✥✗ ✮✣✙✪ ✣✤ ✛✥✦★ ✧✥✙✘✛✗✚ ✦★ ✛✝✣☎✤✣✪✬ ✿

✄ �✥✗ ✴✚★✛ ✮✣✙✪ ✦★ ✛✣ ✬✗✭✗✪✣✘ ★✣✜ ✗ ✗✪✗✜ ✗✢✛✙✚✾ ✛✥✗✣✚✾ ✙✻✣✰✛ ✡✣✘✛✦✜ ✙✪☛ ✬✗✧✦☎
★✦✣✢ ✛✚✗✗★ ✷ �✣✚ ✙ ✮✦✭✗✢ ✴✗✪✬

F
✸ ✙ ✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ✣✢ ✙ ✧✣✜✘✪✗✵

∆
✦★

F
✂✓✠ ✂✝✡ ✂✆

✦✤ ✛✥✗ ✢✰✜✻✗✚ ✣✤ ✗✭✙★✦✭✗ ✤✙✧✗★ ✣✤ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢
i
✦★ ✗✺✰✙✪ ✛✣ ✛✥✗ ✔✗✛✛✦ ✢✰✜✻✗✚

dim H̃i(∆; F)
✤✣✚ ✗✙✧✥

i
✷ ✫✗ ✮✦✭✗ ✙ ✚✗✧✰✚★✦✭✗ ✬✗✴✢✦✛✦✣✢ ✣✤ ✛✥✗ ✧✪✙★★ ✣✤ ✞☎✡ ✝✂

✟✓✟☎�✂✞✝�☎ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✛✥✙✛ ✙✬✜ ✦✛ ✙✢
F
☎✣✘✛✦✜ ✙✪ ✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ✷ ✫✗

✙✪★✣ ✮✗✢✗✚✙✪✦☛✗ ✛✥✗ ✧✣✢✧✗✘✛ ✣✤ ✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗★ ✛✣ ✙✪✪✣✝ ✺✰✗★✛✦✣✢★ ✣✤ ✛✥✗ ✤✣✚✜
✡ ✂★ ✛✥✗ ★✗✛

τ
✙ ★✰✻★✗✛ ✣✤

σ✁☛ �✥✦★ ✛✰✚✢★ ✣✰✛ ✛✣ ✾✦✗✪✬ ✙✢ ✙✪✛✗✚✢✙✛✦✭✗ ✧✥✙✚✙✧☎
✛✗✚✦☛✙✛✦✣✢ ✣✤ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✆ ✣✚★✗ ✛✥✗✣✚✾✷ ✄ ★ ✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸ ✝✗ ✜ ✙✾ ✧✥✙✚✙✧✛✗✚✦☛✗
F
☎✣✘✛✦✜ ✙✪ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮★ ✞ ✬✗✴✢✗✬ ✦✢ ✛✥✗ ✢✙✛✰✚✙✪ ✜ ✙✢✢✗✚ ✞ ✦✢ ✛✗✚✜ ★ ✣✤

✮✗✢✗✚✙✪✦☛✗✬ ✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗★ ✷ ✫✗ ✝ ✦✪✪ ✚✗✤✗✚ ✛✣ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✙✬✜ ✦✛✛✦✢✮
F
☎✣✘✛✦✜ ✙✪

✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮★ ✙★ ✞☎✡ ✝✂✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✸ ✙✪✦✮✢✦✢✮ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✤✙✧✛ ✛✥✙✛
✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✙✚✗ ✛✥✣★✗ ✙✬✜ ✦✛✛✦✢✮ ✙ ✘✗✚✤✗✧✛ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮ ✷ ✑✗✚✛✗✵☎
✬✗✧✣✜✘✣★✙✻ ✪✗ ✙✢✬ ★✥✗✪✪✙✻✪✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✧✣✢★✛✦✛✰✛✗ ✦✜✘✣✚✛✙✢✛ ✗✵✙✜✘✪✗★ ✣✤ ★✗✜ ✦☎
✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✙✢✬ ★✗✜ ✦☎✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✸ ✚✗★✘✗✧✛✦✭✗✪✾✷

✄ �✥✗ ★✗✧✣✢✬ ✮✣✙✪ ✦★ ✛✣ ✦✢✭✗★✛✦✮✙✛✗ ✰✢✬✗✚ ✝✥✙✛ ✧✣✢✬✦✛✦✣✢★ ✛✥✗ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✣✤ ✻ ✗✦✢✮
★✗✜ ✦☎✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✙✢✬ ★✗✜ ✦☎✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✙✚✗ ✘✚✗★✗✚✭✗✬ ✰✢✬✗✚ ★✛✙✢✬✙✚✬ ✣✘✗✚✙✛✦✣✢★
★✰✧✥ ✙★ ✛✙✩✦✢✮ ✛✥✗ ✶ ✣✦✢ ✣✤ ✛✝✣ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✣✚ ✤✣✚✜ ✦✢✮ ✛✥✗ ✻✙✚✾✧✗✢✛✚✦✧ ★✰✻✬✦✭✦★✦✣✢
✣✚ ✄ ✪✗✵✙✢✬✗✚ ✬✰✙✪ ✣✤ ✙ ✧✣✜✘✪✗✵ ✷ �✥✗ ✚✗★✰✪✛★ ✙✢✬ ✘✚✣✣✤★ ✙✚✗ ★✦✜ ✦✪✙✚ ✦✢ ✢✙✛✰✚✗
✛✣ ✛✥✣★✗ ✫✗✪✩✗✚ ✠☛✖✝✡ ✘✚✣✭✦✬✗✬ ✤✣✚ ✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✙✢✬ ✧✣✪✪✙✘★✦✻ ✪✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷

✹✘✛✦✜ ✙✪ ✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗★ ✙✘✘✗✙✚ ✦✢ ✛✥✗ ✝✣✚✩ ✣✤ �✣✚✜ ✙✢ ✠☞✟✡ ✙✢✬ ✠✣✪✪ ✠☛☛✞✡ ✑ ✎✥✙✚✙✪✙✜☎
✻✣✰★ ✠✌✟✡ ✧✣✢★✦✬✗✚✗✬ ✚✗✪✙✛✗✬ ✛✗✧✥✢✦✺✰✗★ ✷ ✁✗✧✗✢✛✪✾✸ ✏✗✚★✥ ✠✞✞✡ ✬✗✭✗✪✣✘✗✬ ✘✣✝✗✚✤✰✪
✛✗✧✥✢✦✺✰✗★ ✤✣✚ ✣✘✛✦✜ ✦☛ ✦✢✮ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮★ ✑ ★✗✗ ✏✗✚★✥ ✙✢✬ ✫✗✪✩✗✚ ✠✞☞✡ ✤✣✚ ✙✢ ✙✘☎
✘✪✦✧✙✛✦✣✢ ✷ �✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✦✛✾☎✛✥✗✣✚✗✛✦✧ ✙★✘ ✗✧✛ ✣✤ ✣✘✛✦✜ ✦☛✙✛✦✣✢ ✙✘✘✗✙✚★ ✦✢ ✛✥✗ ✝✣✚✩ ✣✤
✍✗✝ ✦✢✗✚ ✸ ✍✣✘✗★ ✸ ✙✢✬ �✙✭✙✚✗★ ✠✍✌ ✸ ✍✝ ✸ ✍ ☛✡ ✷ �✣✚ ✜✣✚✗ ✦✢✤✣✚✜ ✙✛✦✣✢ ✙✻✣✰✛ ✛✥✗ ✧✣✢✢✗✧☎
✛✦✣✢ ✻✗✛✝✗✗✢ ✗✭✙★✦✭✗✢✗★★ ✙✢✬ ✛✣✘✣✪✣✮✾✸ ✛✥✗✚✗ ✙✚✗ ★✗✭✗✚✙✪ ✘✙✘✗✚★ ✠☛✝✌ ✸ ☛✝✖ ✸ ✟✖ ✸ ☞✕ ✸ ✌✞✡
✙✢✬ ★✰✚✭✗✾★ ✠✍ ✸ ☛✍✡ ✛✣ ✧✣✢★✰ ✪✛ ✷

✄ ✪✪ ✛✣✘✣✪✣✮✦✧✙✪ ✙✢✬ ✥✣✜✣✪✣✮✦✧✙✪ ✧✣✢✧✗✘✛★ ✙✢✬ ✚✗★✰✪✛★ ✦✢ ✛✥✦★ ✧✥✙✘✛✗✚ ✙✚✗ ✬✗✴✢✗✬
✙✢✬ ★✛✙✛✗✬ ✦✢ ✛✗✚✜ ★ ✣✤ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷ �✥✗✚✗ ✙✚✗ ✘✣✛✗✢✛✦✙✪ ✮✗✢✗✚✙✪✦☛✙✛✦✣✢★ ✣✤
✛✥✗★✗ ✧✣✢✧✗✘✛★ ✙✢✬ ✚✗★✰✪✛★ ✸ ✗✦✛✥✗✚ ✦✢ ✙ ✛✣✘✣✪✣✮✦✧✙✪ ✬✦✚✗✧✛✦✣✢ ✞ ✙✪✪✣✝ ✦✢✮ ✤✣✚ ✙ ✜✣✚✗
✮✗✢✗✚✙✪ ✧✪✙★★ ✣✤ ✎✫ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✞ ✣✚ ✦✢ ✙ ✥✣✜✣✪✣✮✦✧✙✪ ✬✦✚✗✧✛✦✣✢ ✞ ✙✪✪✣✝ ✦✢✮ ✤✣✚ ✙ ✜✣✚✗
✮✗✢✗✚✙✪ ✧✪✙★★ ✣✤ ✧✥✙✦✢ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷ �✣✚ ★✦✜✘✪✦✧✦✛✾ ✙✢✬ ✧✪✙✚✦✛✾✸ ✙✢✬ ✦✢ ✙✪✦✮✢✜ ✗✢✛ ✝ ✦✛✥
✛✥✗ ✜ ✙✦✢ ✮✣✙✪★ ✣✤ ✛✥✦★ ✛✥✗★✦★ ✸ ✝✗ ✚✗★✛✚✦✧✛ ✣✰✚ ✙✛✛✗✢✛✦✣✢ ✛✣ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷

�✣✚ ✻✙★✦✧ ✬✗✴✢✦✛✦✣✢★ ✙✢✬ ✚✗★✰✪✛★ ✙✻✣✰✛ ✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗★ ✸ ★✗✗ ✠✗✧✛✦✣✢ ✞ ✷☛✷ ✔✙★✦✧
✚✗★✰ ✪✛★ ✙✻✣✰✛ ✣✘✛✦✜ ✙✪ ✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗★ ✙✘✘✗✙✚ ✦✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ✞ ✷✌ ✑ ★✗✗ ✠✗✧✛✦✣✢ ✞ ✷☞ ✤✣✚ ★✣✜ ✗
✣✘✗✚✙✛✦✣✢★ ✛✥✙✛ ✘✚✗★✗✚✭✗ ✣✘✛✦✜ ✙✪✦✛✾✷ ✂✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ✞ ✷✖ ✸ ✝✗ ✘✚✗★✗✢✛ ★✣✜ ✗ ✰★✗✤✰✪ ✧✣✢☎
★✛✚✰✧✛✦✣✢★ ✛✥✙✛ ✝✗ ✝ ✦✪✪ ✰★✗ ✛✥✚✣✰✮✥✣✰✛ ✛✥✗ ✛✥✗★✦★ ✷ ✫✗ ✚✣✰✢✬ ✰✘ ✛✥✗ ✧✥✙✘✛✗✚ ✦✢
✠✗✧✛✦✣✢ ✞ ✷✞ ✝ ✦✛✥ ✙ ✘✣✛✗✢✛✦✙✪ ✮✗✢✗✚✙✪✦☛✙✛✦✣✢ ✣✤ ✛✥✗ ✧✣✢✧✗✘✛ ✣✤ ★✗✜ ✦☎✧✣✪✪✙✘★✦✻ ✦✪✦✛✾✷
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1

2

3 4

Win(4) Win(4) Win(3) Lose

Win(2)
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n y n y
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2
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∆ =

� ✦✮✰✚✗ ✞ ✷☛✿ �✥✗ ✗✪✗✜ ✗✢✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗
(1, (2, (3,Win,Win), (4,Win, Lose)),Win)

✣✢
✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵

∆
✷ ✡✫ ✦✢ ☞

v
✎☛ ✜✗✙✢★ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✧✣✚✚✗★✘✣✢✬✦✢✮ ✛✣ ✛✥✗ ✮✦✭✗✢ ✪✗✙✤

✦★ {∅, {v}} ✑ ✡✍✣★✗☛ ✜✗✙✢★ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✦★ {∅} ✷

✂ ✂✁ ✁✟☛✝☞ ✠✎☎✠ ✄✎✆✝✄☛ ☎ ✄ ✡✄☞✝☛✝☎✠ ✆✎✄✄☛
✫✗ ✬✦★✧✰★★ ✗✪✗✜ ✗✢✛✙✚✾ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✣✤ ✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗★ ✙✢✬ ✦✢✛✚✣✬✰✧✗ ✛✥✗ ✮✗✢✗✚✙✪✦☛✗✬
✧✣✢✧✗✘✛ ✣✤ ★✗✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗★ ✸ ✛✥✗ ✮✗✢✗✚✙✪✦☛✙✛✦✣✢ ✻✗✦✢✮ ✛✥✙✛ ✙✚✻✦✛✚✙✚✾ ★✗✛★ ✚✙✛✥✗✚
✛✥✙✢ ★✦✢✮✪✗ ✗✪✗✜ ✗✢✛★ ✙✚✗ ✺✰✗✚✦✗✬ ✷ �✣ ✬✦★✛✦✢✮✰ ✦★✥ ✻ ✗✛✝✗✗✢ ✛✥✗ ✛✝✣ ✢✣✛✦✣✢★ ✸ ✝✗ ✝ ✦✪✪
✚✗✤✗✚ ✛✣ ✣✚✬✦✢✙✚✾ ✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗★ ✙★ ✡✗✪✗✜ ✗✢✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗★☛ ✷

✂ ✆✜ ✆✜ ✁ ✆✚✍ ✚✍✎
✂
✒✚✔✕✘✕✑✍ ✎✏✚✚✘

� ✦✚★✛ ✸ ✝✗ ✮✦✭✗ ✙ ✚✗✧✰✚★✦✭✗ ✬✗✴✢✦✛✦✣✢ ✸ ★✰✦✛✙✻✪✗ ✤✣✚ ✣✰✚ ✘✰✚✘✣★✗★ ✸ ✣✤ ✗✪✗✜ ✗✢✛☎✬✗✧✦★✦✣✢
✛✚✗✗★ ✷ ✫✗ ✙✚✗ ✜ ✙✦✢✪✾ ✦✢✛✗✚✗★✛✗✬ ✦✢ ✛✚✗✗★ ✣✢ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✸ ✻✰✛ ✦✛ ✦★ ✧✣✢✭✗✢ ✦✗✢✛
✛✣ ✥✙✭✗ ✛✥✗ ✧✣✢✧✗✘✛ ✬✗✴✢✗✬ ✤✣✚ ✙✚✻✦✛✚✙✚✾ ✤✙✜ ✦✪✦✗★ ✣✤ ★✗✛★ ✷ ✔✗✪✣✝ ✸ ✛✥✗ ✛✗✚✜ ★ ✡✗✪✗☎
✜ ✗✢✛★☛ ✙✢✬ ✡ ★✗✛★☛ ✙✪✝✙✾★ ✚✗✤✗✚ ✛✣ ✗✪✗✜ ✗✢✛★ ✙✢✬ ✴✢✦✛✗ ★✰✻★✗✛★ ✣✤ ★✣✜ ✗ ✴✵✗✬ ✮✚✣✰✢✬
★✗✛ ★✰✧✥ ✙★ ✛✥✗ ★✗✛ ✣✤ ✦✢✛✗✮✗✚★ ✷

✠ ✠�✞☞✟☞✝✞ ☛ ✁✢ �✥✗ ✧✪✙★★ ✣✤ ☎✆☎✡ ☎✟ ✂✂✓☎✠✝✞✝✓✟ ✂✞☎☎✞ ✸ ✗✙✧✥ ✙★★✣ ✧✦✙✛✗✬ ✛✣ ✙ ✴✢✦✛✗ ✤✙✜ ☎
✦✪✾ ✣✤ ✴✢ ✦✛✗ ★✗✛★ ✸ ✦★ ✬✗✴✢✗✬ ✚✗✧✰✚★✦✭✗✪✾ ✙★ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✿
☞✦✎

T = Win
✦★ ✙✢ ✗✪✗✜ ✗✢✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ✣✢ ∅ ✙✢✬ ✣✢ ✙✢✾ ✝☎★✦✜✘✪✗✵ {∅, {v}} ✷

☞✦✦✎
T = Lose

✦★ ✙✢ ✗✪✗✜ ✗✢✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ✣✢ {∅} ✙✢✬ ✣✢ ✙✢✾ ★✦✢✮✪✗✛✣✢ ★✗✛ {{v}} ✷
☞✦✦✦✎ ✂✤

∆
✦★ ✙ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ★✗✛★ ✸ ✦✤

x
✦★ ✙✢ ✗✪✗✜✗✢✛ ✸ ✦✤

T0
✦★ ✙✢ ✗✪✗✜✗✢✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗

✣✢
del∆(x)

✸ ✙✢✬ ✦✤
T1

✦★ ✙✢ ✗✪✗✜ ✗✢✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ✣✢
lk∆(x)

✸ ✛✥✗✢ ✛✥✗ ✛✚✦✘ ✪✗
(x, T0, T1)

✦★ ✙✢ ✗✪✗✜ ✗✢✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ✣✢
∆
✷

✁✗✛✰✚✢ ✛✣ ✛✥✗ ✬✦★✧✰★★✦✣✢ ✦✢ ✛✥✗ ✦✢✛✚✣✬✰✧✛✦✣✢ ✷ ✹✢✗ ✜ ✙✾ ✦✢✛✗✚✘✚✗✛ ✛✥✗ ✛✚✦✘✪✗
(x, T0, T1)✙★ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✤✣✚ ✙ ✮✦✭✗✢ ★✗✛

σ
✛✣ ✻ ✗ ✗✵✙✜ ✦✢✗✬ ✿ �✥✗ ✗✪✗✜✗✢✛ ✻ ✗✦✢✮ ✺✰✗✚✦✗✬ ✦★

x
✷ ✂✤

x /∈ σ
✸

✛✥✗✢ ✘✚✣ ✧✗✗✬ ✝ ✦✛✥
del∆(x)

✸ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ★✗✛★ ✢✣✛ ✧✣✢✛✙✦✢✦✢✮
x
✷ ✹✛✥✗✚✝ ✦★✗ ✸ ✘✚✣ ✧✗✗✬

✝ ✦✛✥
lk∆(x)

✸ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾ ✝ ✦✛✥ ✣✢✗ ★✗✛
τ − x

✤✣✚ ✗✙✧✥ ★✗✛
τ
✧✣✢✛✙✦✢ ✦✢✮

x
✷ ✏ ✚✣ ✧✗✗✬✦✢✮



☞☞ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ � ☎✠✡✆✡✁✂ �✄☎☎✆

✚✗✧✰✚★✦✭✗✪✾✸ ✝✗ ✴✢✙✪✪✾ ✙✚✚✦✭✗ ✙✛ ✙ ✪✗✙✤ ✸ ✗✦✛✥✗✚
Win

✣✚
Lose

✷ �✥✗ ✰✢✬✗✚✪✾✦✢✮ ✤✙✜ ✦✪✾
✻✗✦✢✮ ✙ ✝☎★✦✜✘✪✗✵ {∅, {v}} ✜✗✙✢★ ✛✥✙✛

σ + v ∈ ∆
✙✢✬

σ − v ∈ ∆
✑ ✝✗ ✝ ✦✢ ✙★

v✚✗✜ ✙✦✢★ ✛✣ ✻ ✗ ✺✰✗✚✦✗✬ ✷ �✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾ ✻ ✗✦✢✮ {∅} ✣✚ {{v}} ✜✗✙✢★ ✛✥✙✛ ✝✗ ✧✙✢✢✣✛ ✛✗✪✪
✝✥✗✛✥✗✚

σ ∈ ∆
✝ ✦✛✥✣✰✛ ✺✰✗✚✾✦✢✮ ✙✪✪ ✗✪✗✜ ✗✢✛★ ✑ ✝✗ ✪✣★✗ ✷

✡✣✛✗ ✛✥✙✛ ✝✗ ✙✪✪✣✝ ✤✣✚ ✛✥✗ ✡ ★✛✰✘✦✬☛ ✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗
(v, Lose, Lose)

✣✢ {∅, {v}} ✑ ✛✥✦★
✛✚✗✗ ✺✰✗✚✦✗★ ✛✥✗ ✗✪✗✜ ✗✢✛

v
✝✥✦✪✗ ✦✛ ★✥✣✰✪✬ ✢✣✛ ✷ ✄ ✪★✣ ✸ ✝✗ ✙✪✪✣✝ ✛✥✗ ✗✪✗✜ ✗✢✛

x
✦✢ ☞✦✦✦✎

✛✣ ✥✙✭✗ ✛✥✗ ✘✚✣✘ ✗✚✛✾ ✛✥✙✛ ✢✣ ★✗✛ ✦✢
∆

✧✣✢✛✙✦✢★
x
✸ ✝✥✦✧✥ ✜ ✗✙✢★ ✛✥✙✛

lk∆(x) = ∅ ✸ ✣✚✛✥✙✛ ✙✪✪ ★✗✛★ ✦✢
∆

✧✣✢✛✙✦✢
x
✸ ✝✥✦✧✥ ✜✗✙✢★ ✛✥✙✛

del∆(x) = ∅ ✷✄ ★✗✛
τ ∈ ∆

✦★ ✟✓✟☎�✂✞✝�☎ ✝ ✦✛✥ ✚✗★✘✗✧✛ ✛✣ ✙✢ ✗✪✗✜ ✗✢✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗
T

✣✢
∆

✦✤
✗✦✛✥✗✚ ✣✤ ✛✥✗ ✤✣ ✪✪✣✝ ✦✢✮ ✥✣✪✬★ ✿

☛✷
T = Win

✷
✌ ✷
T = (x, T0, T1)

✤✣✚ ★✣✜ ✗
x
✢✣✛ ✦✢

τ
✙✢✬

τ
✦★ ✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✝ ✦✛✥ ✚✗★✘✗✧✛ ✛✣

T0
✷

✖ ✷
T = (x, T0, T1)

✤✣✚ ★✣✜ ✗
x
✦✢
τ
✙✢✬

τ − x
✦★ ✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✝ ✦✛✥ ✚✗★✘ ✗✧✛ ✛✣

T1
✷

�✥✦★ ✜✗✙✢★ ✛✥✙✛
T

✞ ✭✦✗✝✗✬ ✙★ ✙✢ ✙✪✮✣✚✦✛✥✜ ✞ ✗✢✬★ ✰✘ ✣✢ ✙
Win

✪✗✙✤ ✣✢ ✦✢✘✰✛
τ
✑ ✰★✗

✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✷ ✂✤ ✙ ★✗✛
τ ∈ ∆

✦★ ✢✣✛ ✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✸ ✛✥✗✢
τ
✦★ ☎�✂✞✝�☎✷ �✣✚ ✗✵✙✜✘✪✗ ✸ ✛✥✗ ✗✬✮✗

24
✦★ ✛✥✗ ✣✢✪✾ ✗✭✙★✦✭✗ ✤✙✧✗ ✝ ✦✛✥ ✚✗★✘ ✗✧✛ ✛✣ ✛✥✗ ✗✪✗✜ ✗✢✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ✦✢ � ✦✮✰✚✗ ✞ ✷☛✷

�✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ★✦✜✘✪✗ ✻✰✛ ✘✣✝✗✚✤✰ ✪ ✛✥✗✣✚✗✜ ✦★ ✙ ✮✗✢✗✚✙✪✦☛✙✛✦✣✢ ✻✾ �✣✚✜ ✙✢ ✠☞✟✡ ✣✤ ✙✢
✣✻★✗✚✭✙✛✦✣✢ ✻✾ ✎✙✥✢ ✸ ✠✙✩★ ✸ ✙✢✬ ✠✛✰✚✛✗✭✙✢✛ ✠☞✕✡ ✷
✁✱✠✝✤✠✴ ☛ ✁✬ ✂☎✝✤✴★✞ ☎✟✑✝✞ ✟☎✂

∆ ✔☎ ✂ ✆ ✟✝✂☎ ☎ ✂✡ ✝✆✏ ✓☎ ✆ ✟✝✂☎ ✞☎✂✞ ✂✟✓ ✆☎✂
T ✔☎

✂✟ ☎✆☎✡ ☎✟ ✂✂✓☎✠✝✞✝✓✟ ✂✞☎☎ ✓✟ ∆ ✡ ✎✄ ☎✟ ✂✄ ☎✞☎ ✝✞ ✂✟ ✂✠✏✠✆✝✠ ✡ ✂✂✠✄ ✝✟✟ ✓✟ ∆
✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂

✂✄ ☎ ✠✞✝✂✝✠✂✆ ✞☎✂✞ ✂✞☎ ✠ ✞☎✠✝✞☎✆✏ ✂✄ ☎ ☎�✂✞✝�☎ ✞☎✂✞ ✝✟
∆

✝ ✝✂✄ ✞☎✞✠ ☎✠✂ ✂✓ T ✡ ✁✟ ✠ ✂✞✂✝✠✂ ✆✂✞✆
✝☎

∆
✝✞ ✂ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✆ ✂✄ ☎✟

∆
✝✞ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✏ ☎✞✂ ✝�✂✆☎✟ ✂ ✂✓ ✂ ✝✁ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✝ ✝✂✄

☎☛ ✂✠✂✆✏ ✓✟☎ ✠☎✆ ✆ ✓☎ ✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟ p
☎ ✓✞ ☎✂✠✄ ☎�✂✞✝�☎ ✞☎✂ ✝✟

∆ ✓☎ ✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟ p ✂✟✓ ✓✟☎
✂✓✓✝✂✝✓✟ 0

✂✠☎✆ ✆✡
✄ ✞✓✓☎ ✡ ❀★✗ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✣✢ ✛✥✗ ★✦☛✗ ✣✤

T
✷ ✂✛ ✦★ ✗✙★✾ ✛✣ ✧✥✗✧✩ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✛✥✗✣✚✗✜ ✥✣✪✬★

✦✤
T = Win

✣✚
T = Lose

✑ ✜✙✛✧✥ ∅ ✙✢✬
v
✦✤

∆ = {∅, v} ✙✢✬
T = Win

✷ ✠✰✘✘✣★✗ ✛✥✙✛
T = (x, T0, T1)

✷ ✔✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✸ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✙✢ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✣✢
del∆(x)

✝ ✦✛✥ ✧✚✦✛✦✧✙✪
★✗✛★ ✗✵✙✧✛✪✾ ✛✥✣★✗

σ
✦✢

del∆(x)
✛✥✙✛ ✙✚✗ ✗✭✙★✦✭✗ ✝ ✦✛✥ ✚✗★✘ ✗✧✛ ✛✣

T0
✷ ✄ ✪★✣ ✸ ✛✥✗✚✗ ✦★

✙✢ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮ ✣✢
lk∆(x)

✝ ✦✛✥ ✧✚✦✛✦✧✙✪ ★✗✛★ ✗✵✙✧✛✪✾ ✛✥✣★✗
τ
✦✢

lk∆(x)
✛✥✙✛ ✙✚✗

✗✭✙★✦✭✗ ✝ ✦✛✥ ✚✗★✘✗✧✛ ✛✣
T1

✷ ✎✣✜✻✦✢✦✢✮ ✛✥✗★✗ ✛✝✣ ✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮★ ✦✢ ✛✥✗ ✣✻✭✦✣✰★ ✜ ✙✢✢✗✚ ✸
✝✗ ✥✙✭✗ ✙ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✝ ✦✛✥ ✧✚✦✛✦✧✙✪ ★✗✛★ ✗✵✙✧✛✪✾ ✛✥✗ ✗✭✙★✦✭✗ ★✗✛★ ✝ ✦✛✥ ✚✗★✘ ✗✧✛ ✛✣

T
✑ ✻✾

✍✗✜✜✙ ☞ ✷✖ ✸ ✛✥✗ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✦★ ✙✧✾✧✪✦✧ ✷
�

✂ ✆✜ ✆✂ ✁✚✎
✂
✒✚✔✕✘✕✑✍ ✎✏✚✚✘

✫✗ ✘✚✣✭✦✬✗ ✙ ✢✙✛✰✚✙✪ ✮✗✢✗✚✙✪✦☛✙✛✦✣✢ ✣✤ ✛✥✗ ✧✣✢✧✗✘✛ ✣✤ ✗✪✗✜ ✗✢✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗★ ✷
✠ ✠�✞☞✟☞✝✞ ☛ ✁✫ �✥✗ ✧✪✙★★ ✣✤ ✞☎✂✂✓☎✠✝✞✝✓✟ ✂✞☎☎✞ ✸ ✗✙✧✥ ✙★★✣ ✧✦✙✛✗✬ ✛✣ ✙ ✴✢✦✛✗ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤
✴✢✦✛✗ ★✗✛★ ✸ ✦★ ✬✗✴✢✗✬ ✚✗✧✰✚★✦✭✗✪✾ ✙★ ✤✣ ✪✪✣✝ ★ ✿
☞✦✎

T = Win
✦★ ✙ ★✗✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ✣✢ ∅ ✙✢✬ ✣✢ ✙✢✾ ✝☎★✦✜✘✪✗✵ {∅, {v}} ✷



� ✆☎✆ � ✁✆✡ ✠ ✂ ✄✁✂ ☎✄ ✄✡☎✆ ✁� ✞☎✠✡✆✡✁✂ ✄✄☎☎✆ ☞✞

234

34

3

1
12

2

4

Win(1) Win(1)

Win(4)

Win(4)
Win(2) Win(2)

Win(1)

Lose

no yes

n y

n y

n y
n y

n y

n y

� ✦✮✰✚✗ ✞ ✷✌ ✿ ✄ ★✗✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ✣✢ ✛✥✗ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✝ ✦✛✥ ✜✙✵✦✜ ✙✪ ✤✙✧✗★
123, 124, 134, 234

✷

☞✦✦✎
T = Lose

✦★ ✙ ★✗✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ✣✢ {∅} ✙✢✬ ✣✢ ✙✢✾ ★✦✢✮✪✗✛✣✢ ★✗✛ {{v}} ✷

☞✦✦✦✎ ✂✤
∆

✦★ ✙ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ★✗✛★ ✸ ✦✤
σ

✦★ ✙ ✢✣✢✗✜✘✛✾ ★✗✛ ✸ ✦✤
T0

✦★ ✙ ★✗✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ✣✢
fdel∆(σ)

✸ ✙✢✬ ✦✤
T1

✦★ ✙ ★✗✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ✣✢
lk∆(σ)

✸ ✛✥✗✢ ✛✥✗ ✛✚✦✘✪✗
(σ, T0, T1)✦★ ✙ ★✗✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ✣✢

∆
✷

✄ ★✦✜✘✪✗ ✗✵✙✜✘✪✗ ✦★ ✘✚✣✭✦✬✗✬ ✦✢ � ✦✮✰✚✗ ✞ ✷✌ ✷ ✄ ★✗✛
τ ∈ ∆

✦★ ✟✓✟☎�✂✞✝�☎ ✝ ✦✛✥ ✚✗★✘✗✧✛
✛✣ ✙ ★✗✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗

T
✣✢

∆
✦✤ ✗✦✛✥✗✚ ✣✤ ✛✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✥✣✪✬★ ✿

☛✷
T = Win

✷

✌ ✷
T = (σ, T0, T1)

✤✣✚ ★✣✜ ✗
σ 6⊆ τ

✙✢✬
τ
✦★ ✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✝ ✦✛✥ ✚✗★✘✗✧✛ ✛✣

T0
✷

✖ ✷
T = (σ, T0, T1)

✤✣✚ ★✣✜ ✗
σ ⊆ τ

✙✢✬
τ \ σ ✦★ ✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✝ ✦✛✥ ✚✗★✘ ✗✧✛ ✛✣

T1
✷

✂✤ ✙ ★✗✛
τ ∈ ∆

✦★ ✢✣✛ ✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✸ ✛✥✗✢
τ
✦★ ☎�✂✞✝�☎✷

✁✱✠✝✤✠✴ ☛ ✁✟ ✟☎✂
∆ ✔☎ ✂ ✆ ✟✝✂☎ ☎ ✂✡ ✝✆✏ ✓☎ ✆ ✟✝✂☎ ✞☎✂✞ ✂✟✓ ✆☎✂

T ✔☎ ✂ ✞☎✂✂✓☎✠✝✞✝✓✟
✂✞☎☎ ✓✟ ∆ ✡ ✎✄ ☎✟ ✂✄ ☎✞☎ ✝✞ ✂✟ ✂✠✏✠✆✝✠ ✡ ✂✂✠✄ ✝✟✟ ✓✟ ∆

✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ ✂✄ ☎ ✠✞✝✂✝✠✂✆ ✞☎✂✞ ✂✞☎
✠ ✞☎✠✝✞☎✆✏ ✂✄ ☎ ☎�✂✞✝�☎ ✞☎✂✞ ✝✟

∆
✝ ✝✂✄ ✞☎✞✠ ☎✠✂ ✂✓ T ✡ ✝✓✟�☎✞✞☎✆✏✆ ✟ ✝�☎✟ ✂✟ ✂✠✏✠✆✝✠

✡ ✂✂✠✄ ✝✟✟ M ✓✟ ∆
✆ ✂✄ ☎✞☎ ✝✞ ✂ ✞☎✂✂✓☎✠✝✞✝✓✟ ✂✞☎☎

T ✓✟ ∆
✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ ✂✄ ☎ ☎�✂✞✝�☎ ✞☎✂✞

✂✞☎ ✠ ✞☎✠✝✞☎✆✏ ✂✄ ☎ ✠✞✝✂✝✠✂✆ ✞☎✂✞ ✝ ✝✂✄ ✞☎✞✠ ☎✠✂ ✂✓ M ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ �✣✚ ✛✥✗ ✴✚★✛ ✘✙✚✛ ✸ ✛✥✗ ✘✚✣✣✤ ✦★ ✦✬✗✢✛✦✧✙✪ ✛✣ ✛✥✗ ✘✚✣✣✤ ✣✤ �✥✗✣✚✗✜ ✞ ✷✌ ✷ �✣✚
✛✥✗ ★✗✧✣✢✬ ✘✙✚✛ ✸ ✴ ✚★✛ ✧✣✢★✦✬✗✚ ✛✥✗ ✧✙★✗ ✛✥✙✛

∆
✦★ ✙ ✧✣✜✘✪✗✵ ✙★ ✦✢ ☞✦✎ ✣✚ ☞✦✦✎ ✦✢

✒✗✴✢✦✛✦✣✢ ✞ ✷✖ ✷ ✂✤
∆ = ∅ ✸ ✛✥✗✢ T = Win

✦★ ✙ ★✗✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✬✗★✦✚✗✬
✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✸ ✝✥✗✚✗✙★

T = Lose
✦★ ✛✥✗ ✬✗★✦✚✗✬ ✛✚✗✗ ✦✤

∆ = {∅} ✣✚
∆ = {{v}} ✷ �✣✚

∆ = {∅, {v}} ✸ T = Win
✬✣✗★ ✛✥✗ ✛✚✦✧✩ ✦✤ ∅ ✙✢✬ {v} ✙✚✗ ✜✙✛✧✥✗✬ ✸ ✝✥✗✚✗✙★

T =
(v, Lose, Lose)

✦★ ✛✥✗ ✛✚✗✗ ✝✗ ✙✚✗ ✪✣✣✩✦✢✮ ✤✣✚ ✦✤ ∅ ✙✢✬ {v} ✙✚✗ ✢✣✛ ✜ ✙✛✧✥✗✬ ✷



☞☞ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ � ☎✠✡✆✡✁✂ �✄☎☎✆

✡✣✝ ✸ ✙★★✰✜✗ ✛✥✙✛
∆

✦★ ★✣✜ ✗ ✣✛✥✗✚ ✤✙✜ ✦✪✾✷ ✏ ✦✧✩ ✙✢ ✙✚✻✦✛✚✙✚✾ ★✗✛
ρ ∈ ∆

✣✤
✜ ✙✵✦✜ ✙✪ ★✦☛✗ ✙✢✬ ✮✣ ✻✙✧✩✝✙✚✬★ ✦✢ ✛✥✗ ✬✦✮✚✙✘✥

D
✣✤ ✛✥✗ ✜✙✛✧✥✦✢✮ M ✰✢✛✦✪ ✙ ★✣✰✚✧✗

σ
✦✢
D

✦★ ✤✣✰✢✬ ✑ ✛✥✗✚✗ ✙✚✗ ✢✣ ✗✬✮✗★ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✛✣
σ
✷ ✠✰✧✥ ✙

σ
✗✵ ✦★✛★ ✙★

D
✦★ ✙✧✾✧✪✦✧ ✷

✂✛ ✦★ ✣✻✭✦✣✰★ ✛✥✙✛ |ρ| − 1 ≤ |σ| ≤ |ρ| ✑ ✦✢ ✙✢✾ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✘✙✛✥ ✦✢
D

✸ ✙ ★✛✗✘ ✰✘ ✦★ ✙✪✝✙✾★
✤✣✪✪✣✝✗✬ ✻✾ ✙✢✬ ✘✚✗✧✗✬✗✬ ✻✾ ✙ ★✛✗✘ ✬✣✝✢ ☞✰✢✪✗★★ ✛✥✗ ★✛✗✘ ✦★ ✛✥✗ ✴✚★✛ ✣✚ ✛✥✗ ✪✙★✛ ✦✢
✛✥✗ ✘✙✛✥ ✎ ✷ ✂✢ ✘✙✚✛✦✧✰✪✙✚ ✸

σ
✦★ ✙✬✶ ✙✧✗✢✛ ✦✢

D
✛✣ ✙✢✾ ★✗✛

τ
✧✣✢✛✙✦✢✦✢✮

σ
✷ ✠✦✢✧✗

σ
✦★

✜ ✙✛✧✥✗✬ ✝ ✦✛✥ ✙✛ ✜✣★✛ ✣✢✗ ★✰✧✥
τ
✙✢✬ ★✦✢✧✗

σ
✦★ ✙ ★✣✰✚✧✗ ✦✢

D
✸ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✙✛ ✜✣★✛ ✣✢✗

★✗✛ ✧✣✢✛✙✦✢✦✢✮
σ
✷

� ✦✚★✛ ✸ ★✰✘✘✣★✗ ✛✥✙✛
σ
✦★ ✧✣✢✛✙✦✢✗✬ ✦✢ ✙ ★✗✛

τ
✙✢✬ ✥✗✢✧✗ ✜ ✙✛✧✥✗✬ ✝ ✦✛✥

τ
✦✢ M ✷ ✔✾

✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✸ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✙ ★✗✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗
T0

✣✢
fdel∆(σ) = ∆ \ {σ, τ} ✝ ✦✛✥ ✗✭✙★✦✭✗ ★✗✛★

✗✵✙✧✛✪✾ ✛✥✗ ✧✚✦✛✦✧✙✪ ★✗✛★ ✝ ✦✛✥ ✚✗★✘ ✗✧✛ ✛✣ ✛✥✗ ✚✗★✛✚✦✧✛✦✣✢ ✣✤ M ✛✣
fdel∆(σ)

✷ ✆ ✣✚✗✣✭✗✚ ✸
lk∆(σ) = {∅, τ \σ} ✷ ✠✦✢✧✗ T1 = Win

✦★ ✙ ★✗✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ✣✢
lk∆(σ)

✝ ✦✛✥ ✢✣ ✗✭✙★✦✭✗
★✗✛★ ✸ ✦✛ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✛✥✙✛

(σ, T0, T1)
✦★ ✙ ✛✚✗✗ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✬✗★✦✚✗✬ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✷ ✡✗✵✛ ✸ ★✰✘✘✣★✗

✛✥✙✛
σ
✦★ ✜ ✙✵✦✜ ✙✪ ✦✢

∆
✙✢✬ ✥✗✢✧✗ ✧✚✦✛✦✧✙✪ ✷ ✔✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✸ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✙ ★✗✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗

T0
✣✢

fdel∆(σ) = ∆ \ {σ} ✝ ✦✛✥ ✗✭✙★✦✭✗ ★✗✛★ ✗✵✙✧✛✪✾ ✛✥✗ ✧✚✦✛✦✧✙✪ ★✗✛★ ✝ ✦✛✥ ✚✗★✘✗✧✛
✛✣ ✛✥✗ ✚✗★✛✚✦✧✛✦✣✢ ✣✤ M ✛✣

fdel∆(σ)
✷ ✆ ✣✚✗✣✭✗✚ ✸

lk∆(σ) = {∅} ✑ ★✦✢✧✗ T1 = Lose
✦★ ✙

★✗✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ✣✢
lk∆(σ)

✝ ✦✛✥ ✣✢✗ ✗✭✙★✦✭✗ ★✗✛ ✸
(σ, T0, T1)

✦★ ✙ ✛✚✗✗ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✬✗★✦✚✗✬
✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✷

�

✂ ✂✁ ✁ ✝✄✎✟✎☞✡✌ ☎ ✄ ✟ ✝✆ ☎☛✆ ✠☎✠✄✞✟☛✝✞✄ ☞☎✆✠ ✝✄✞✄☛
�✥✗ ✘✰✚✘✣★✗ ✣✤ ✛✥✦★ ★✗✧✛✦✣✢ ✦★ ✛✣ ✦✢✛✚✣✬✰✧✗ ✛✝✣ ✤✙✜ ✦✪✦✗★ ✣✤ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✚✗✪✙✛✗✬ ✛✣ ✛✥✗
✧✣✢✧✗✘✛ ✣✤ ✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗★ ✿

✄ ✌ ☎✡ ✝✂✟✓✟☎�✂✞✝�☎ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ☎✞ ✙✬✜ ✦✛ ✙✢ ✗✪✗✜ ✗✢✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ✝ ✦✛✥ ✗✭✙★✦✭✗ ✤✙✧✗★
✗✢✰✜✗✚✙✛✗✬ ✻✾ ✛✥✗ ✚✗✬✰✧✗✬ ✔✗✛✛✦ ✢✰✜✻✗✚★ ✣✭✗✚ ✙ ✮✦✭✗✢ ✴✗✪✬ ✷

✄ ✌ ☎✡ ✝✂✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ☎✞ ✙✬✜ ✦✛ ✙ ★✗✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ✝ ✦✛✥ ✗✭✙★✦✭✗ ✤✙✧✗★ ✗✢✰☎
✜ ✗✚✙✛✗✬ ✻✾ ✛✥✗ ✚✗✬✰✧✗✬ ✔✗✛✛✦ ✢✰✜✻✗✚★ ✣✭✗✚ ✙ ✮✦✭✗✢ ✴✗✪✬ ✷ ✓✺✰✦✭✙✪✗✢✛✪✾✸ ★✰✧✥
✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✙✬✜ ✦✛ ✙✢ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮ ✝ ✦✛✥ ✧✚✦✛✦✧✙✪ ✤✙✧✗★ ✗✢✰✜✗✚✙✛✗✬ ✻✾ ✚✗☎
✬✰✧✗✬ ✔✗✛✛✦ ✢✰✜✻✗✚★ ✷

✹✢✗ ✜ ✙✾ ✭✦✗✝ ✛✥✗★✗ ✤✙✜ ✦✪✦✗★ ✙★ ✮✗✢✗✚✙✪✦☛✙✛✦✣✢★ ✣✤ ✛✥✗ ✝✗✪✪☎✩✢✣✝✢ ✤✙✜ ✦✪✦✗★ ✣✤ ✢✣✢✗✭✙☎
★✦✭✗ ✙✢✬ ✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✬✗✴✢✗✬ ✦✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ✖ ✷☞ ✿

✄ ✁ ✓✟☎�✂✞✝�☎ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ☎✞ ✙✬✜ ✦✛ ✙✢ ✗✪✗✜ ✗✢✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ✝ ✦✛✥ ✢✣ ✗✭✙★✦✭✗ ✤✙✧✗★ ✷

✄ ✝✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ☎✞ ✙✬✜ ✦✛ ✙ ★✗✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ✝ ✦✛✥ ✢✣ ✗✭✙★✦✭✗ ✤✙✧✗★ ✷ ✓ ✺✰✦✭☎
✙✪✗✢✛✪✾✸ ★✰✧✥ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✙✬✜ ✦✛ ✙ ✘ ✗✚✤✗✧✛ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✷

✂✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ✞ ✷✌ ✷✌ ✸ ✝✗ ✬✦★✧✰★★ ✥✣✝ ✙✪✪ ✛✥✗★✗ ✧✪✙★★✗★ ✚✗✪✙✛✗ ✛✣ ✝✗✪✪☎✩✢✣✝✢ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★
★✰✧✥ ✙★ ✻✗✦✢✮ ★✥✗✪✪✙✻ ✪✗ ✙✢✬ ✭✗✚✛✗✵☎✬✗✧✣✜✘✣★✙✻ ✪✗ ✷ �✥✗ ✜✙✦✢ ✧✣✢✧✪✰★✦✣✢ ✦★ ✛✥✙✛ ✛✥✗
✤✙✜ ✦✪✦✗★ ✣✤ ★✗✜ ✦☎✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✙✢✬ ★✗✜ ✦☎✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✧✣✢✛✙✦✢ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✦✗★ ✣✤
✭✗✚✛✗✵☎✬✗✧✣✜✘✣★✙✻✪✗ ✙✢✬ ★✥✗✪✪✙✻✪✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✸ ✚✗★✘✗✧✛✦✭✗✪✾✷

✒ ☎✡ ✂✞✒ ✡ ✹✢✗ ✜ ✙✾ ✧✥✙✚✙✧✛✗✚✦☛✗ ★✗✜ ✦☎✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✙★ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✷ ✌ ✦✭✗✢ ✙✢



� ✆� ✆ � ✡☎✄✁✄ ✠�✄ ✁� ✁✁☎ ✁✆ ✄ ✂✁✂☎☞✁✆✡☞☎ ✠✁☎✂ ✁☎✂ ☎✆ ☞✟

✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮ ✣✢ ✙ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵
∆
✸ ✝✗ ✜ ✙✾ ✣✚✬✗✚ ✛✥✗ ✧✚✦✛✦✧✙✪ ✤✙✧✗★ ✙★

σ1, . . . , σn
✙✢✬ ✤✣✚✜ ✙ ★✗✺✰✗✢✧✗ ∅ = ∆0 ⊂ ∆1 ⊂ . . . ⊂ ∆n−1 ⊂ ∆n ⊆ ∆

✣✤
★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✦★ ✙✧✥✦✗✭✗✬ ✿

∆
✦★ ✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✛✣

∆n
✸
σi✦★ ✙ ✜ ✙✵✦✜ ✙✪ ✤✙✧✗ ✣✤

∆i
✸ ✙✢✬

∆i \ {σi}
✦★ ✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✛✣

∆i−1
✤✣✚

i ∈ [n]
✑ ✧✣✜✘✙✚✗

✛✣ ✛✥✗ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✘✚✣✣✤ ✣✤ �✥✗✣✚✗✜ ✞ ✷☞ ☞★✗✗ ✙✪★✣ �✣✚✜✙✢ ✠☞☞ ✸ �✥ ✷ ✖ ✷✖☎✖ ✷☞ ✡✎ ✷ ✄
✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮ ✻✗✦✢✮ ✣✘✛✦✜ ✙✪ ✜ ✗✙✢★ ✛✥✙✛

σi
✦★ ✧✣✢✛✙✦✢✗✬ ✦✢ ✙ ✢✣✢✭✙✢✦★✥ ✦✢✮ ✧✾✧✪✗ ✦✢ ✛✥✗

✥✣✜✣✪✣✮✾ ✣✤
∆i

✤✣✚ ✗✙✧✥
i ∈ [n]

✑ ✣✛✥✗✚✝ ✦★✗ ✛✥✗ ✚✗✜✣✭✙✪ ✣✤
σi

✝✣✰✪✬ ✦✢✛✚✣✬✰✧✗ ✢✗✝
✥✣✜✣✪✣✮✾✸ ✚✙✛✥✗✚ ✛✥✙✢ ✩✦✪✪ ✗✵✦★✛✦✢✮ ✥✣✜✣✪✣✮✾✷ ✫ ✦✛✥ ✙✢ ✡✗✪✗✜✗✢✛✙✚✾ ★✗✜ ✦☎✧✣✪✪✙✘★✗☛
✬✗✴✢✗✬ ✗✦✛✥✗✚ ✙★ ✙✢ ✣✚✬✦✢✙✚✾ ✗✪✗✜ ✗✢✛✙✚✾ ✧✣✪✪✙✘★✗ ✣✚ ✙★ ✛✥✗ ✚✗✜✣✭✙✪ ✣✤ ✙ ✜ ✙✵✦✜ ✙✪
✤✙✧✗ ✧✣✢✛✙✦✢✗✬ ✦✢ ✙ ✧✾✧✪✗ ✸ ★✗✜ ✦☎✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✙✚✗ ✗✵✙✧✛✪✾ ✛✥✣★✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★
✛✥✙✛ ✧✙✢ ✻✗ ✛✚✙✢★✤✣✚✜ ✗✬ ✦✢✛✣ ✛✥✗ ✭✣✦✬ ✧✣✜✘✪✗✵ ✭✦✙ ✙ ★✗✺✰✗✢✧✗ ✣✤ ✗✪✗✜ ✗✢✛✙✚✾ ★✗✜ ✦☎
✧✣✪✪✙✘★✗★ ✷

✂ ✆✂ ✆✜ ✁✚✍ ✕
✂
✍✑✍✚✠✖✘✕✠✚ ✖✍✒ ✘✚✍ ✕

✂
✔✑ ✆✆✖✛✘✕✂ ✆✚ ✔✑✍✛ ✆✚✎✚✘

✍✗✛
F

✻✗ ✙ ✴✗✪✬ ✣✚
Z
✷ ✄ ★✗✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ☞✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛✪✾✸ ✙✢ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✎ ✣✢ ✙

★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵
∆

✦★
F
☎ ✓✠ ✂✝✡ ✂✆ ✦✤ ✸ ✤✣✚ ✗✙✧✥ ✦✢✛✗✮✗✚

i
✸
dim H̃i(∆; F)

✦★ ✛✥✗ ✢✰✜✻✗✚
✣✤ ✗✭✙★✦✭✗ ☞✧✚✦✛✦✧✙✪✎ ✤✙✧✗★ ✣✤ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢

i
✑
dim H̃i(∆; Z)

✦★ ✛✥✗ ✚✙✢✩ ✣✤ ✛✥✗ ✛✣✚★✦✣✢☎✤✚✗✗
✘✙✚✛ ✣✤

H̃i(∆; Z)
✷ ✫✗ ✬✗✴✢✗

F
☎✣✘✛✦✜ ✙✪ ✗✪✗✜ ✗✢✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗★ ✙✢✙✪✣✮✣✰★✪✾✷ ✂✢ ✛✥✦★

★✗✧✛✦✣✢ ✸ ✝✗ ✬✗✴✢✗ ✛✥✗ ✧✪✙★★✗★ ✣✤ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✛✥✙✛ ✙✬✜ ✦✛
F
☎✣✘✛✦✜ ✙✪ ✗✪✗✜✗✢✛☎

✬✗✧✦★✦✣✢ ✣✚ ★✗✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗★ ✷ ✠✗✗ �✣✚✜ ✙✢ ✠☞✟✡ ✙✢✬ ✠✣✪✪ ✠☛☛✞✡ ✤✣✚ ✜ ✣✚✗ ✬✦★✧✰★★✦✣✢
✣✢ ✣✘✛✦✜ ✙✪ ✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗★ ✷
✠ ✠�✞☞✟☞✝✞ ☛ ✁☛ ✫✗ ✬✗✴✢✗ ✛✥✗ ✧✪✙★★ ✣✤ ✞☎✡ ✝✂✟✓✟☎�✂✞✝�☎ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✣✭✗✚
F

✚✗✧✰✚★✦✭✗✪✾ ✙★ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✿
☞✦✎ �✥✗ ✭✣✦✬ ✧✣✜✘✪✗✵ ∅ ✸ ✛✥✗ (−1)

☎★✦✜✘✪✗✵ {∅} ✸ ✙✢✬ ✙✢✾ ✝☎★✦✜✘✪✗✵ {∅, {v}} ✙✚✗
★✗✜ ✦☎✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✣✭✗✚

F
✷

☞✦✦✎ ✠✰✘✘✣★✗
∆

✧✣✢✛✙✦✢★ ✙
0
☎✧✗✪✪

x
✞ ✙ ✞✄ ☎✓✓✝✟✟ �☎✞✂☎☛ ✞ ★✰✧✥ ✛✥✙✛

del∆(x)
✙✢✬

lk∆(x)
✙✚✗ ★✗✜ ✦☎✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✣✭✗✚

F
✙✢✬ ★✰✧✥ ✛✥✙✛

H̃d(∆; F) ∼= H̃d(del∆(x); F) ⊕ H̃d−1(lk∆(x); F)
☞✞ ✷☛✎

✤✣✚ ✗✙✧✥
d
✷ �✥✗✢

∆
✦★ ★✗✜ ✦☎✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✣✭✗✚

F
✷

✠ ✠�✞☞✟☞✝✞ ☛ ✁☞ ✫✗ ✬✗✴✢✗ ✛✥✗ ✧✪✙★★ ✣✤ ✞☎✡ ✝✂✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✣✭✗✚
F✚✗✧✰✚★✦✭✗✪✾ ✙★ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✿

☞✦✎ �✥✗ ✭✣✦✬ ✧✣✜✘✪✗✵ ∅ ✸ ✛✥✗ (−1)
☎★✦✜✘✪✗✵ {∅} ✸ ✙✢✬ ✙✢✾ ✝☎★✦✜✘✪✗✵ {∅, {v}} ✙✚✗

★✗✜ ✦☎✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✣✭✗✚
F
✷

☞✦✦✎ ✠✰✘✘✣★✗ ✛✥✙✛
∆

✧✣✢✛✙✦✢ ★ ✙ ✢✣✢✗✜✘✛✾ ✤✙✧✗
σ

✞ ✙ ✞✄ ☎✓✓✝✟✟ ☎ ✂✠☎ ✞ ★✰✧✥ ✛✥✙✛
fdel∆(σ)

✙✢✬
lk∆(σ)

✙✚✗ ★✗✜ ✦☎✧✣✪✪✙✘★✦✻ ✪✗ ✣✭✗✚
F

✙✢✬ ★✰✧✥ ✛✥✙✛

H̃d(∆; F) ∼= H̃d(fdel∆(σ); F) ⊕ H̃d−|σ|(lk∆(σ); F)
☞✞ ✷✌✎

✤✣✚ ✗✙✧✥
d
✷ �✥✗✢

∆
✦★ ★✗✜ ✦☎✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✣✭✗✚

F
✷



☞✍ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ � ☎✠✡✆✡✁✂ �✄☎☎✆

✎ ✪✗✙✚✪✾✸ ✙ ★✗✜ ✦☎✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✭✗✚
F

✦★ ✙✪★✣ ★✗✜ ✦☎✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✣✭✗✚
F
✷

✒ ☎✡ ✂✞✒ ✡ ✍✗✛ ✰★ ✬✦★✧✰★★ ✛✥✗ ✦✬✗✢✛✦✛✾ ☞✞ ✷✌✎ ✑ ✛✥✗ ✬✦★✧✰★★✦✣✢ ✙✪★✣ ✙✘✘✪✦✗★ ✛✣ ✛✥✗ ★✘✗✧✦✙✪
✧✙★✗ ☞✞ ✷☛✎ ✷ ✍✗✛

∆0 = fdel∆(σ)
✷ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✮✚✣✰✘

H̃d(∆/∆0) =
H̃d(∆/∆0; F)

✦★ ✦★✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣
H̃d−|σ|(lk∆(σ))

✤✣✚ ✗✙✧✥
d
✷ ✄ ★★✰✜ ✗ ✛✥✙✛

F
✦★ ✙ ✴✗✪✬ ✷

✔✾ ✛✥✗ ✪✣✢✮ ✗✵✙✧✛ ★✗✺✰✗✢✧✗

. . . −→ H̃d(∆0) −→ H̃d(∆) −→ H̃d(∆/∆0) −→ H̃d−1(∆0) −→ . . .
☞✞ ✷✖✎

✤✣✚ ✛✥✗ ✘✙✦✚
(∆,∆0)

☞✰★✗ �✥✗✣✚✗✜ ✖ ✷✖✎ ✸ ☞✞ ✷✌✎ ✦★ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✛✣ ✛✥✗ ✦✢✬✰✧✗✬ ✜ ✙✘
∂∗d : H̃d(∆,∆0) −→ H̃d−1(∆0)

✻✗✦✢✮ ☛✗✚✣ ✤✣✚ ✗✙✧✥
d
✸ ✝✥✗✚✗

∂d(z)
✦★ ✧✣✜✘✰✛✗✬ ✦✢

C̃(∆)
✷ �✥✦★ ✦★ ✛✥✗ ✧✙★✗ ✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤ ✸ ✤✣✚ ✗✭✗✚✾ ✧✾✧✪✗

z ∈ C̃(∆/∆0)
✸ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✙

c ∈ C̃(∆0)
✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ★✙✜✗ ✻✣✰✢✬✙✚✾ ✙★

z
✦✢
C̃(∆)

✷ ✄ ★ ✙✢ ✦✜✘✣✚✛✙✢✛ ★✘ ✗✧✦✙✪ ✧✙★✗ ✸
✝✗ ✥✙✭✗ ✛✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✣✻★✗✚✭✙✛✦✣✢ ✿
✒ ✤✝✰ ✝✡☞✟☞✝✞ ☛ ✁✑ ✁☎

H̃d(fdel∆(σ); F) = 0
✝✄ ☎✟☎�☎✞

H̃d−|σ|+1(lk∆(σ); F) 6= 0
✆ ✂✄ ☎✟

☞✞ ✷✌✎ ✄ ✓✆✓✞ ✡ ✄ ☎✟✠☎ ✝☎
H̃d(del∆(x); F) = 0

✝✄ ☎✟☎�☎✞
H̃d(lk∆(x); F) 6= 0

✆ ✂✄ ☎✟ ☞✞ ✷☛✎
✄ ✓✆✓✞ ✡

�

�✥✗ ✜ ✙✦✢ ✚✗★✰✪✛ ✣✤ ✛✥ ✦★ ★✗✧✛✦✣✢ ✦★ ✙★ ✤✣ ✪✪✣✝ ★ ✑ ✝✗ ✘✣★✛✘✣✢✗ ✛✥✗ ✧✙★✗
F = Z

✰✢✛✦✪ ✛✥✗
✗✢✬ ✣✤ ✛✥✗ ★✗✧✛✦✣✢ ✷
✁✱✠✝✤✠✴ ☛ ✁✞ ✟☎✂

F ✔☎ ✂ ✆ ☎✆✓ ✡ ☛ ✠✓✡✠ ✆☎☛
∆

✝✞ ✞☎✡ ✝✂✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎ ✓�☎✞ F
✝☎ ✂✟✓

✓✟ ✆✏ ✝☎
∆ ✂✓✡ ✝✂✞ ✂✟ F

✂✓✠ ✂✝✡ ✂✆ ✞☎✂✂✓☎✠✝✞✝✓✟ ✂✞☎☎ �☎✞✂ ✝�✂✆☎✟ ✂✆✏✆ ✂✟ F
✂✓✠ ✂✝✡ ✂✆ ✂✠✏✠✆✝✠

✡ ✂✂✠✄ ✝✟✟✁ ✡ ∆
✝✞ ✞☎✡ ✝✂✟✓✟☎�✂✞✝�☎ ✓�☎✞ F

✝☎ ✂✟✓ ✓✟✆✏ ✝☎
∆ ✂✓✡ ✝✂✞ ✂✟ F

✂✓✠ ✂✝✡ ✂✆
☎✆☎✡ ☎✟ ✂✂✓☎✠✝✞✝✓✟ ✂✞☎☎ ✡
✄ ✞✓✓☎ ✡ � ✦✚★✛ ✸ ✝✗ ★✥✣✝ ✛✥✙✛ ✗✭✗✚✾ ★✗✜ ✦☎✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✧✣✜✘✪✗✵

∆
✣✭✗✚

F
✙✬✜ ✦✛★ ✙✢

F
☎✣✘✛✦✜ ✙✪ ★✗✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ✷ �✥✦★ ✦★ ✧✪✗✙✚ ✦✤

∆
✦★ ✙★ ✦✢ ☞✦✎ ✦✢ ✒✗✴✢✦✛✦✣✢ ✞ ✷☞ ✷ ❀ ★✗

✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✙✢✬ ✧✣✢★✦✬✗✚ ✙ ✧✣✜✘✪✗✵ ✬✗✚✦✭✗✬ ✙★ ✦✢ ☞✦✦✎ ✦✢ ✒✗✴✢✦✛✦✣✢ ✞ ✷☞ ✷ ✔✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✸
fdel∆(σ)

✙✢✬
lk∆(σ)

✙✬✜ ✦✛
F
☎✣✘✛✦✜ ✙✪ ★✗✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗★

T0
✙✢✬

T1
✸ ✚✗★✘✗✧✛✦✭✗✪✾✷

✎✣✜✻✦✢ ✦✢✮ ✛✥✗★✗ ✛✝✣ ✛✚✗✗★ ✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✙ ★✗✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗
T = (σ, T0, T1)

✣✢
∆
✷

☞✞ ✷✌✎ ✦✜✜✗✬✦✙✛✗✪✾ ✾✦✗✪✬★ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✗✭✙★✦✭✗ ✤✙✧✗★ ✣✤
∆

✙✚✗ ✗✢✰✜✗✚✙✛✗✬ ✻✾ ✛✥✗ ✔✗✛✛✦
✢✰✜✻✗✚★ ✣✤

∆
✸ ✙✢✬ ✝✗ ✙✚✗ ✬✣✢✗ ✷

✡✗✵✛ ✸ ★✰✘✘✣★✗ ✛✥✙✛ ✝✗ ✥✙✭✗ ✙✢
F
☎✣✘✛✦✜ ✙✪ ★✗✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗

T = (σ, T0, T1)
✑
T0

✦★
✙ ✛✚✗✗ ✣✢

fdel∆(σ)
✸ ✝✥✗✚✗✙★

T1
✦★ ✙ ✛✚✗✗ ✣✢

lk∆(σ)
✷ ✫✗ ✥✙✭✗ ✛✥✙✛

dim H̃d(∆) = ed
✸

✝✥✗✚✗
ed

✦★ ✛✥✗ ✢✰✜✻✗✚ ✣✤ ✗✭✙★✦✭✗ ✤✙✧✗★ ✣✤ ✬✦✜✗✢★✦✣✢
d
✝ ✦✛✥ ✚✗★✘ ✗✧✛ ✛✣

T
✷ ✍✗✛

ad
✙✢✬

bd
✻✗ ✛✥✗ ✢✰✜✻✗✚ ✣✤ ✗✭✙★✦✭✗ ✤✙✧✗★ ✣✤ ✬✦✜✗✢★✦✣✢

d
✝ ✦✛✥ ✚✗★✘✗✧✛ ✛✣ ✛✥✗ ★✗✛☎✬✗✧✦★✦✣✢

✛✚✗✗★
T0

✙✢✬
T1

✸ ✚✗★✘✗✧✛✦✭✗✪✾ ✑ ✧✪✗✙✚✪✾✸
ed = ad + bd−|σ|

✷ ✔✾ �✥✗✣✚✗✜ ☞ ✷☛✞ ✸ ✝✗ ✜✰★✛
✥✙✭✗

ad ≥ dim H̃d(fdel∆(σ))
✙✢✬

bd−|σ| ≥ dim H̃d−|σ|(lk∆(σ))
✷ ✫✗ ✝✙✢✛ ✛✣ ✘✚✣✭✗

✛✥✙✛ ✗✺✰✙✪✦✛✾ ✥✣✪✬★ ✤✣✚ ✻✣✛✥
ad

✙✢✬
bd−|σ|

✷ ✡✙✜✗✪✾✸ ✛✥ ✦★ ✝ ✦✪✪ ✦✜✘✪✾ ☞✞ ✷✌✎ ✙✢✬ ✾✦✗✪✬
✛✥✙✛

T0
✙✢✬

T1
✙✚✗

F
☎✣✘✛✦✜ ✙✪ ★✗✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗★ ✑ ✻✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✸ ✝✗ ✝ ✦✪✪ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✙✛

✗✙✧✥ ✣✤
fdel∆(σ)

✙✢✬
lk∆(σ)

✦★ ★✗✜ ✦☎✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✙✢✬ ✥✗✢✧✗ ✛✥✙✛
∆

✦★ ★✗✜ ✦☎✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✷
✡✣✝ ✸ ✛✥✗ ✪✣✢✮ ✗✵✙✧✛ ★✗✺✰✗✢✧✗ ☞✞ ✷✖✎ ✦✜✜✗✬✦✙✛✗✪✾ ✾✦✗✪✬★ ✛✥✙✛

ed = dim H̃d(∆) ≤ dim H̃d(fdel∆(σ)) + dim H̃d−|σ|(lk∆(σ)).
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23
✙✢✬

456
✑
1
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✙✚✗ ★✗✜ ✦✘✰✚✗
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✔✾ �✥✗✣✚✗✜ ✖ ✷✖✖ ✙✢✬ ✏ ✚✣✘✣★✦✛✦✣✢ ✖ ✷✖☞ ✸ ✝✗ ✩✢✣✝ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✣✤ ✙✢✾
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✥✣✜✣✜✣✚✘✥✦★✜

ι∗i : H̃d(∆1 ∩ ∆2; Z) → H̃d(∆i; Z)
✦✢✬✰✧✗✬ ✻✾ ✛✥✗ ✦✢✧✪✰★✦✣✢ ✜ ✙✘ ✦★ ☛✗✚✣ ✤✣✚

i ∈ {1, 2} ✑ ✙✘✘✪✾ ✛✥✗ ✆ ✙✾✗✚☎✑ ✦✗✛✣✚✦★ ★✗☎
✺✰✗✢✧✗ ☞�✥✗✣✚✗✜ ✖ ✷☛✎ ✷ ✡✣✝ ✸ ✻✾ ✧✣✢★✛✚✰✧✛✦✣✢ ✸

∆1 ∩∆2 ⊆ ∆i \F(∆i)
✸ ✝✥✗✚✗ F(∆i)✦★ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ✜ ✙✵✦✜ ✙✪ ✤✙✧✗★ ✣✤

∆i
✷ ✏✗✢✧✗ ✝✗ ✧✙✢ ✝ ✚✦✛✗

ι∗i
✙★ ✙ ✧✣✜✘✣★✦✛✦✣✢

H̃d(∆1 ∩ ∆2; Z) → H̃d(∆i \ F(∆i); Z) → H̃d(∆i; Z)

✣✤ ✜ ✙✘★ ✦✢✬✰✧✗✬ ✻✾ ✦✢✧✪✰ ★✦✣✢ ✜✙✘★ ✷ ✄ ★ ✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸ �✥✗✣✚✗✜ ✖ ✷✖✖ ✙✢✬ ✏ ✚✣✘✣★✦☎
✛✦✣✢ ✖ ✷✖☞ ✾✦✗✪✬ ✛✥✙✛

ι∗i
✦★ ✦✢✬✗✗✬ ☛✗✚✣ ✷
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✠✗✜ ✦☎✻✰✦✪✬✙✻✪✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✙✚✗ ✝✗✪✪☎✻✗✥✙✭✗✬ ✦✢ ✛✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ★✗✢★✗ ✿

✒ ✤✝✰ ✝✡☞✟☞✝✞ ☛ ✁✬✔ ✟☎✂
∆ ✔☎ ✂ ✞☎✡ ✝✂✔✂ ✝✆✓✂✔✆☎ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✓�☎✞ Z ✡ ✎✄ ☎✟

∆
✝✞
k

✂✂✠✏✠✆✝✠
✓�☎✞ Z

✝☎ ✂✟✓ ✓✟ ✆✏ ✝☎
∆

✝✞
k

✂✠✓✟✟☎✠✂☎✓ ✡
✄ ✞✓✓☎ ✡ ✔✾ �✥✗✣✚✗✜ ✖ ✷✍ ✸ ✦✛ ★✰✟ ✧✗★ ✛✣ ✘✚✣✭✗ ✛✥✙✛

∆
✦★ ★✦✜✘✪✾ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✝✥✗✢✗✭✗✚

∆✦★
1
☎✙✧✾✧✪✦✧ ✷ �✥✦★ ✦★ ✧✪✗✙✚ ✦✤

∆
✦★ ✙ ★✦✜✘✪✗✵ ✷ ✹✛✥✗✚✝ ✦★✗ ✸ ✝✗ ✥✙✭✗ ✛✥✙✛

∆ = ∆1 ∪ ∆2✙✢✬ ✛✥✙✛
∆1,∆2

✸ ✙✢✬
∆1∩∆2

✙✚✗ ★✗✜ ✦☎✻✰✦✪✬✙✻✪✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ★✙✛✦★✤✾✦✢✮ ☞✞ ✷☞ ✎ ✷ ✠✦✢✧✗
∆✦★

1
☎✙✧✾✧✪✦✧ ✸ ☞✞ ✷☞ ✎ ✦✜ ✘✪✦✗★ ✛✥✙✛

∆1
✙✢✬

∆2
✙✚✗

1
☎✙✧✾✧✪✦✧ ✙✢✬ ✛✥✙✛

∆1∩∆2
✦★

0
☎✙✧✾✧✪✦✧

✙✢✬ ✥✗✢✧✗
0
☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✷ ✂✢✬✰✧✛✦✣✢ ✾✦✗✪✬★ ✛✥✙✛

∆1
✙✢✬

∆2
✙✚✗ ★✦✜✘✪✾ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✷ ✄ ★

✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸ ∆1 ∪ ∆2
✦★ ★✦✜✘✪✾ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✻✾ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ✖ ✷✕ ✷

�

�✥✗ ✚✗★✰✪✛★ ✦✢ ✛✥✦★ ★✗✧✛✦✣✢ ✧✣✜✻✦✢✗✬ ✝ ✦✛✥ ✗✙✚✪✦✗✚ ✚✗★✰ ✪✛★ ☞★✗✗ ✠✗✧✛✦✣✢ ✖ ✷☞ ✷✞ ✙✢✬
✔✶✱✚✢✗✚ ✠✍✡✎ ✾✦✗✪✬ ✛✥✗ ✬✦✙✮✚✙✜ ✣✤ ✦✜✘✪✦✧✙✛✦✣✢★ ✦✢ � ✦✮✰✚✗ ✞ ✷☞ ✑ ✡✛✣✚★✦✣✢☎✤✚✗✗☛ ✚✗✤✗✚★ ✛✣
✛✥✗

Z
☎✥✣✜✣✪✣✮✾✷ ✫✗ ✧✣✢✶ ✗✧✛✰✚✗ ✛✥✙✛ ✙✪✪ ✦✜ ✘✪✦✧✙✛✦✣✢★ ✙✚✗ ★✛✚✦✧✛ ✑ ✛✥✦★ ✦★ ✩✢✣✝✢ ✛✣ ✻✗

✛✚✰✗ ✦✢ ✙✪✪ ✻✰✛ ✛✝✣ ✧✙★✗★ ✿

✒ ✤✝✮ �✠✴ ☛ ✁✬✢ ☛ ✞☎ ✂✄ ☎✞☎ ✠✓✟ ✂✞✂✠✂✝✔✆☎ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ☎✞ ✂✄ ✂✂ ✂✞☎ ✟✓✂ ✔✂ ✝✆✓✂✔✆☎ � ☛ ✞☎ ✂✄ ☎✞☎
✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✝✠✂✆ ✆✏ ✝✓✄ ☎✟ ✂✒ ✂✠✂✂ ✆✂✏ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ☎✞ ✂✄ ✂✂ ✂✞☎ ✟✓✂ ✞☎✡ ✝✂✔✂ ✝✆✓✂✔✆☎ �



� ✆� ✆ ✂✁☎ ☎ ✟✆☎�✟✁ ✠✁✂✆ ✄✄ ✟✠✄✡✁✂✆ ✟✖

Z
✡✖✭✮✭✤✥✭

=⇒
✒✬✗✜✥✬✧✡✝✗✔✔

⇐=

☎✔✟✢✔✧✫✥✖✤✤✮
CM/Z ⇐= CM/Z

⇑ ⇑ ⇑
☎✬✧✫✗✖✭✫✥✣ ✤✔

⇑
☎✔✟✢✔✧✫✥✖✤✤✮

✓✬✆ ✬✫✬✕✮ ✡
CM

⇐=
☞✬✆ ✬✫✬✕✮ ✡

CM

⇑ ⇑ ⇑
�✢✥✤✦✖✣✤✔

=⇒
☎✔✆ ✥✡

✣✢✥✤✦✖✣✤✔ ⇐=

☎✔✆ ✥✕✢✗✔
✭✬✧✜✫✗✢✭✫✥✣✤✔ ⇐=

☎✬✧✜✫✗✢✭✫✥✣ ✤✔

⇑ ⇑ ⇑ ⇑
☎✬✤✤✖✕✜✥✣✤✔

=⇒
✁✂✄ ☎✆

✝✞ ✟✟✠✡☛☎☞ ✟✂ ⇐=

☎✔✆ ✥✕✢✗✔
✜✓✔✤✤✖✣✤✔ ⇐=

☎✓✔✤✤✖✣✤✔

⇑ ⇑ ⇑ ⇑
✌✬✧✔✠✖✜✥✠✔

=⇒
✁✂✄ ☎✆

✌✞✌✂✍✠☛☎✍✂ ⇐=

☎✔✆ ✥✕✢✗✔
V D

⇐= V D
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∆(I, E) = {I} ∗ lkdel∆(E)(I)
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✝☎ ✂✟✓ ✓✟✆✏ ✝☎
∆ ∼∑i≥−1 dim H̃i(∆; F)ti ✡ ✒ ✓✞☎✓�☎✞✆ ∆

✝✞
✞☎✡ ✝✂✟✓✟☎�✂✞✝�☎ ✓�☎✞ Z

✝☎ ✂✟✓ ✓✟✆✏ ✝☎
∆ ∼∑i≥−1 dim H̃i(∆; Q)ti ✡



✟☞ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ � ☎✠✡✆✡✁✂ �✄☎☎✆

☞✖ ✎ ✟☎✂
v ✔☎ ✂ 0

✂✠☎✆ ✆✡ ✁☎
del∆(v) ∼ f∅(t)

✂✟✓ lk∆(v) ∼ fv(t)
✆ ✂✄ ☎✟

∆ ∼ f∅(t) +
fv(t)t

✡
☞☞ ✎ ✟☎✂

B ✔☎ ✂ ✞☎✂ ✓☎ 0
✂✠☎✆ ✆✞ ✡ ✁☎

∆(A,B \ A) ∼ fA(t)
�✄ ☎✟✠☎ lkdel∆(B\A)(A) ∼

fA(t)/t|A|✁ ☎ ✓✞ ☎✂✠✄ A ⊆ B
✆ ✂✄ ☎✟

∆ ∼∑A⊆B fA(t) ✡

☞✞✎ ☛ ✞✞✂✡ ☎ ✂✄ ✂✂ ∆
✝✞ ✂ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ ∆ ∼ ctd ✡ ✎✄ ☎✟

∆
✝✞ ✞☎✡ ✝✂

✟✓✟☎�✂✞✝�☎ ✂✟✓ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✏ ☎✞✂ ✝�✂✆☎✟ ✂ ✂✓ ✂ ✝ ☎✓✟ ☎ ✓☎ c ✞✠ ✄ ☎✞☎✞ ✓☎ ✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟ d ✡

☞☞ ✎ ☛ ✞✞✂✡ ☎ ✂✄ ✂✂ ∆
✝✞ ✂ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ ∆ ∼ f(t)td

☎ ✓✞ ✞✓✡ ☎ ✠ ✓✆✏✟✓✂
✡ ✝✂✆ f(t) ✡ ✎✄ ☎✟

∆
✝✞

(d− 1)
✂✠✓✟✟☎✠✂☎✓ ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ ☞☛✎ ✦★ ✣✻✭✦✣✰★ ✷ �✣ ✘✚✣✭✗ ☞✌✎ ✸ ✰ ★✗ �✥✗✣✚✗✜ ✞ ✷✍ ✙✢✬ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ✞ ✷☛✝ ✷ ☞✖✎ ✦★
✣✻✭✦✣✰★ ✸ ✝✥✗✚✗✙★ ☞☞ ✎ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✤✚✣✜ ☞✖✎ ✻✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✣✢ |B| ✷ � ✦✢✙✪✪✾✸ ✻✾ �✥✗✣✚✗✜ ✞ ✷☞ ✸
☞✞✎ ✙✢✬ ☞☞ ✎ ✙✚✗ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗★ ✣✤ �✥✗✣✚✗✜ ☞ ✷✍ ✙✢✬ �✥✗✣✚✗✜ ☞ ✷✟ ✸ ✚✗★✘✗✧✛✦✭✗✪✾✷

�

✹✢✗ ✜✙✾ ✮✦✭✗ ✙✢✙✪✣✮✣✰★ ✬✗✴✢✦✛✦✣✢★ ✙✢✬ ✚✗★✰✪✛★ ✤✣✚ ★✗✜ ✦☎✧✣✪✪✙✘ ★✦✻✪✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✸ ✻✰✛
✝✗ ✝ ✦✪✪ ✢✣✛ ✢✗✗✬ ✛✥✗✜ ✷

✂✢ ✎✥✙✘✛✗✚ ☛☞ ✸ ✝✗ ✢✗✗✬ ✛✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✚✗★✰✪✛ ✷
✁✠✴✴★ ☛ ✁✬✫ ✟☎✂

∆ ✔☎ ✂ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✓✟ ✂ ✞☎✂
E ✡ ✁☎

∆ ∼ f(t)
✆ ✂✄ ☎✟ ✂✄ ☎

☛ ✆☎☛ ✂✟✓☎✞ ✓✂✂✆ ∆∗
E

✝ ✝✂✄ ✞☎✞✠ ☎✠✂ ✂✓ E ✞✂✂✝✞✆ ☎✞
∆∗
E ∼ t|E|−3f(1/t) ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ ❀★✗ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✣✢ ✛✥✗ ★✦☛✗ ✣✤
X

✑ ✢✣✛✗ ✛✥✙✛
del∆∗

E
(x) = (lk∆(x))∗E−x

✙✢✬
lk∆∗(E)(x) = (del∆(x))∗E−x

✷
�

✠ ✠�✞☞✟☞✝✞ ☛ ✁✬✟ ✍✗✛
∆

✻✗ ✙ ✴✢✦✛✗ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ✴✢ ✦✛✗ ★✗✛★ ✷ ✍✗✛
W = (w1, . . . , wm)

✻✗
✙ ★✗✺✰✗✢✧✗ ✣✤ ✬✦★✛✦✢✧✛ ✗✪✗✜ ✗✢✛★ ✷ �✥✗ ✆ ✞✞✂✂✄ ✝✂ ✓☎✠✓✡✠ ✓✞✝✂✝✓✟ ✣✤

∆
✝ ✦✛✥ ✚✗★✘✗✧✛ ✛✣

W
✦★ ✛✥✗ ★✗✺✰✗✢✧✗ ✧✣✢★✦★✛✦✢✮ ✣✤ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✦✗★

∆(wj , {w1, . . . , wj−1})
✤✣✚

j ∈ [m]
✙✢✬

✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾
∆(∅, {w1, . . . , wm}) ✷

�✥✗ ✛✗✚✜ ✡✴✚★✛☎✥✦✛☛ ✚✗✤✗✚★ ✛✣ ✛✥✗ ✢✙✛✰✚✙✪ ✦✢✛✗✚✘✚✗✛✙✛✦✣✢ ✣✤ ✛✥✗ ✧✣✢✧✗✘✛ ✦✢ ✛✗✚✜ ★ ✣✤
✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗★ ✑ ✤✣✚ ✙ ✮✦✭✗✢ ★✗✛ ✛✣ ✻ ✗ ✧✥✗✧✩✗✬ ✸ ✺✰✗✚✾ ✗✪✗✜ ✗✢✛★ ✦✢ ✛✥✗ ★✗✺✰✗✢✧✗ ✰✢✛✦✪
★✣✜ ✗ ✗✪✗✜ ✗✢✛ ✤✚✣✜ ✛✥✗ ★✗✛ ✦★ ✤✣✰✢✬ ☞✙ ✴✚★✛ ✥✦✛✎ ✷
✁✠✴✴★ ☛ ✁✬☛ ✟☎✂

∆ ✔☎ ✂ ✆ ✟✝✂☎ ☎ ✂✡ ✝✆✏ ✓☎ ✆ ✟✝✂☎ ✞☎✂✞ ✂✟✓ ✠✓✟✞✝✓☎✞ ✂✄ ☎ ✆ ✞✞✂✂✄ ✝✂ ✓☎✠✓✡ ✂
✠ ✓✞✝✂✝✓✟ ✓☎ ∆

✝ ✝✂✄ ✞☎✞✠ ☎✠✂ ✂✓ ✂ ✟ ✝�☎✟ ✞☎✞✂☎✟ ✠☎ (w1, . . . , wm) ✓☎ ☎✆☎✡ ☎✟ ✂✞ ✡ ✌✂✠✠ ✓✞☎
✂✄ ✂✂

∆(wj , {w1, . . . , wj−1}) ∼ fj(t) (j ∈ [m]);

∆(∅, {w1, . . . , wm}) ∼ g(t).

✎✄ ☎✟
∆ ∼ g(t) +

m
∑

j=1

fj(t)
✡



� ✆� ✆ �✟✄ ✄� ☎✄ ✂ ✄✁✂ ☎✄ ✄✡☎✆ ✁� ✁✁☎ ✁✆ ✄ ✂ ✁✂☎☞✁✆✡ ☞☎ ✠✁☎✂ ✁☎✂ ☎✆ ✟✞

✒ ☎✡ ✂✞✒ ✡ ✹✢✗ ✜ ✙✾ ✭✦✗✝ ✍✗✜✜✙ ✞ ✷✌✞ ✙★ ✙ ✬✗✧✦★✦✣✢☎✛✚✗✗ ✭✗✚★✦✣✢ ✣✤ ✙ ✚✗★✰✪✛ ✙✻✣✰✛
✭✗✚✛✗✵☎✬✗✧✣✜✘✣★✙✻✦✪✦✛✾ ✬✰✗ ✛✣ ✄✛✥✙✢✙★✦✙✬✦★ ✠☛✸ ✍✗✜✜✙ ✌ ✷✌✡ ✷
✄ ✞✓✓☎ ✡ ✫✗ ✧✪✙✦✜ ✛✥✙✛

∆(∅, {w1, . . . , wi}) ∼ g(t) +
∑m

j=i+1 fj(t)
✤✣✚

0 ≤ i ≤ m
✑

✤✣✚
i = 0

✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✗ ✪✗✜✜✙ ✷ �✥✗ ✧✪✙✦✜ ✦★ ✣✻✭✦✣✰★ ✤✣✚
i = m

✷ �✣✚
i < m

✸ ✝✗
✜ ✙✾ ✙★★✰✜ ✗ ✻✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✛✥✙✛

∆(∅, {w1, . . . , wi+1}) ∼ g(t) +
∑m

j=i+2 fj(t)
✷ ✠✦✢✧✗

∆(wi+1, {w1, . . . , wi}) ∼ fi+1(t)
✸ ✛✥✗ ✧✪✙✦✜ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✻✾ ✍✗✜✜✙ ✞ ✷✌✌ ✷

�

✫✗ ✧✣✢✧✪✰✬✗ ✛✥✦★ ★✗✧✛✦✣✢ ✝ ✦✛✥ ✙ ✭✗✚✾ ★✦✜✘✪✗ ✗✵✙✜✘✪✗ ✸ ✶ ✰★✛ ✙★ ✙✢ ✦✪✪✰★✛✚✙✛✦✣✢ ✷
✒ ✤✝✰ ✝✡☞✟☞✝✞ ☛ ✁✬☞ ✟☎✂

G = (V,E) ✔☎ ✂ ✞✝✡✠ ✆☎ ✠✓✟✟☎✠✂☎✓ ✟ ✞✂✠ ✄ ✝ ✝✂✄
e

☎✓✟ ☎✞ ✂✟✓ n�☎✞✂✝✠☎✞ ✡ ✎✄ ☎✟
G ∼ (e− n+ 1)t ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ G ✦★ ✧✪✗✙✚✪✾ ✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✦✤
G

✥✙★ ✣✢✗ ✭✗✚✛✗✵ ✷ ✠✰✘✘✣★✗ ✛✥✙✛
G

✥✙★ ✙✛ ✪✗✙★✛
✛✝✣ ✭✗✚✛✦✧✗★ ✷ ✍✗✛

v
✻✗ ✙ ✭✗✚✛✗✵ ★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✦✢✬✰✧✗✬ ★✰✻✮✚✙✘✥

G′ = G(V \ {v}) =
delG(v)

✣✻✛✙✦✢✗✬ ✻✾ ✚✗✜✣✭✦✢✮
v

✦★ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ☞✪✗✛
v

✻✗ ✙ ✪✗✙✤ ✦✢ ✙ ★✘✙✢✢✦✢✮ ✛✚✗✗ ✎ ✷
✔✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✙✛

delG(v) ∼ (e − |Nv| − (n − 1) + 1)t
✷ ✆ ✣✚✗✣✭✗✚ ✸

lkG(v)
✧✣✢★✦★✛★ ✣✤ ✛✥✗ ✗✜✘✛✾ ★✗✛ ✙✢✬ ✛✥✗ ✭✗✚✛✦✧✗★ ✦✢

Nv = {w : vw ∈ G} ✑ ✧✪✗✙✚✪✾✸
lkG(v) ∼ (|Nv|−1)

✷ ✔✾ ✍✗✜✜✙ ✞ ✷✌✌ ✸
G ∼ (|Nv|−1)t+(e−|Nv|−n+2)t = (e−n+1)t✙★ ✬✗★✦✚✗✬ ✷

�

✂ ✂� ✁✏✎✆✡✄✎ ✠✎☎✠ ✄✎✆✝✄☛ ☎ ✄ ✟ ✝✆ ☎☛✆ ✠☎✠✄✞✟☛✝✞✄ ☞☎✆✠ ✝✄✞✄☛
✫✗ ✗✵✙✜ ✦✢✗ ✛✣ ✝✥✙✛ ✗✵✛✗✢✛ ★✗✜ ✦☎✢✣✢✗✭✙★✦✭✗✢✗★★ ✙✢✬ ★✗✜ ✦☎✧✣✪✪✙✘★✦✻✦✪✦✛✾ ✙✚✗ ✘✚✗☎
★✗✚✭✗✬ ✰✢✬✗✚ ✶ ✣✦✢ ✸ ✻✙✚✾✧✗✢✛✚✦✧ ★✰✻✬✦✭✦★✦✣✢ ✸ ✬✦✚✗✧✛ ✘✚✣✬✰✧✛ ✸ ✙✢✬ ✄✪✗✵✙✢✬✗✚ ✬✰✙✪✦✛✾✷
�✥✗ ✚✗★✰✪✛★ ✙✚✗ ✗✦✛✥✗✚ ✮✗✢✗✚✙✪✦☛✙✛✦✣✢★ ✣✤ ✚✗★✰✪✛★ ✬✰✗ ✛✣ ✫✗✪✩✗✚ ✠☛✖✝✡ ✣✚ ✮✗✢✗✚✙✪✦☛✙☎
✛✦✣✢★ ✣✤ ✝✗✙✩✗✚ ✚✗★✰✪✛★ ✷ ✹✘✗✢ ✘✚✣✻ ✪✗✜ ★ ✙✚✗ ✪✦★✛✗✬ ✙✛ ✛✥✗ ✗✢✬ ✣✤ ✛✥✗ ★✗✧✛✦✣✢ ✷
✁✱✠✝✤✠✴ ☛ ✁✬✑ ✂✄✠ �✄✠✤ ☎✢✫✔✝✞ ✁☎ ✂✂ ✆☎✂✞✂ ✓✟☎ ✓☎ ∆ ✂✟✓ Γ

✝✞ ✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎ �✟✓✟ ✂
☎�✂✞✝�☎✁ ✆ ✂✄ ☎✟ ✂✄ ☎ ✁ ✓✝✟ ∆ ∗ Γ

✝✞ ✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎ �✟✓✟☎�✂✞✝�☎✁ ✡ ✁☎
∆ ∗ Γ

✝✞ ✟✓✟☎�✂✞✝�☎✆
✂✄ ☎✟ ✂✂ ✆☎✂✞✂ ✓✟☎ ✓☎ ∆ ✂✟✓ Γ

✝✞ ✟✓✟☎�✂✞✝�☎✡
�

✁✱✠✝✤✠✴ ☛ ✁✬✞ ✁☎
∆ ✂✟✓ Γ ✂✞☎ ✔✓✂✄ ✞☎✡ ✝✂✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎ �✞☎✡ ✝✂✟✓✟☎�✂✞✝�☎✁ ✓�☎✞

F
✆

✂✄ ☎✟ ✂✄ ☎ ✁ ✓✝✟ ∆ ∗ Γ
✝✞ ✞☎✡ ✝✂✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎ �✞☎✡ ✝✂✟✓✟☎�✂✞✝�☎✁ ✓�☎✞ F ✡ ✁☎

∆ ∗ Γ
✝✞ ✞☎✡ ✝✂

✟✓✟☎�✂✞✝�☎ ✓�☎✞ F ✂✟✓ ☎�✂✞✝�☎✆ ✂✄ ☎✟ ☎✂✠✄ ✓☎ ∆ ✂✟✓ Γ
✝✞ ✞☎✡ ✝✂✟✓✟☎�✂✞✝�☎ ✓�☎✞

F
✂✟✓ ☎�✂✞✝�☎ ✡
✄ ✞✓✓☎ ✡ � ✦✚★✛ ✸ ✧✣✢★✦✬✗✚ ★✗✜ ✦☎✧✣✪✪✙✘★✦✻✦✪✦✛✾✷ ✂✤

∆
★✙✛✦★✴✗★ ☞✦✎ ✦✢ ✒✗✴✢✦✛✦✣✢ ✞ ✷☞ ✸ ✛✥✗✢

∆ ∗ Γ
✦★ ✗✦✛✥✗✚ ∅ ✸ Γ

✸ ✣✚ ✙ ✧✣✢✗ ✣✭✗✚
Γ
✷ ✓✙✧✥ ✣✤ ✛✥✗★✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✦★ ★✗✜ ✦☎✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗

✻✾ ✙★★✰✜✘✛✦✣✢ ✷ ✠✰✘✘✣★✗
∆

★✙✛✦★✴✗★ ☞✦✦✎ ✦✢ ✒✗✴✢✦✛✦✣✢ ✞ ✷☞ ✝ ✦✛✥ ★✥✗✬✬✦✢✮ ✤✙✧✗
σ
✷

✔✾ ✙★★✰✜✘✛✦✣✢ ✸
fdel∆(σ)

✙✢✬
lk∆(σ)

✙✚✗ ✻✣✛✥ ★✗✜ ✦☎✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✸ ✝✥✦✧✥ ✦✜✘✪✦✗★ ✻✾
✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✛✥✙✛

fdel∆∗Γ(σ)
✙✢✬

lk∆∗Γ(σ)
✙✚✗ ★✗✜ ✦☎✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✷ �✣✚ ✙✢✾ ✧✣✜✘✪✗✵

Σ
✸

✪✗✛
β̃Σ(t) =

∑

i≥−1 dim H̃i(Σ,F)ti
✷ ✔✾ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ☞ ✷✌✖ ✸ ✝✗ ✥✙✭✗ ✛✥✙✛

β̃∆∗Γ(t)/t = β̃∆(t)β̃Γ(t) = (β̃∆(∅,σ)(t) + t|σ|β̃∆(σ,∅)(t))β̃Γ(t)

= (β̃∆(∅,σ)∗Γ(t) + t|σ|β̃∆(σ,∅)∗Γ(t))/t,



✟☞ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ � ☎✠✡✆✡✁✂ �✄☎☎✆

✝✥✗✚✗ ✛✥✗ ★✗✧✣✢✬ ✦✬✗✢✛✦✛✾ ✤✣ ✪✪✣✝ ★ ✤✚✣✜ ✛✥✗ ✤✙✧✛ ✛✥✙✛ ☞✞ ✷✌✎ ✥✣✪✬★ ✤✣✚
∆

✙✢✬
σ
✷ �✥✰★

☞✞ ✷✌✎ ✥✣✪✬★ ✤✣✚
∆∗Γ

✙✢✬
σ
✸ ✙✢✬ ✝✗ ✙✚✗ ✬✣✢✗ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✴✚★✛ ★✛✙✛✗✜✗✢✛ ✷ ✽✣✦✢ ✘✚✗★✗✚✭✦✢✮

★✗✜ ✦☎✢✣✢✗✭✙★✦✭✗✢✗★★ ✦★ ✘✚✣✭✗✬ ✦✢ ✗✵✙✧✛✪✾ ✛✥✗ ★✙✜ ✗ ✜ ✙✢✢✗✚ ✷
�✣✚ ✛✥✗ ★✗✧✣✢✬ ★✛✙✛✗✜ ✗✢✛ ✸ ★✰✘✘✣★✗ ✛✥✙✛

∆ ∗Γ
✦★ ★✗✜ ✦☎✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✙✢✬ ✗✭✙★✦✭✗ ✷ ✂✤

∆ ∗ Γ = {∅} ✸ ✛✥✗✢ ✝✗ ✙✚✗ ✬✣✢✗ ✷ ✹✛✥✗✚✝ ✦★✗ ✸ ✪✗✛
x

✻✗ ✛✥✗ ✴✚★✛ ★✥✗✬✬✦✢✮ ✭✗✚✛✗✵ ✑ ✝✗
✜ ✙✾ ✙★★✰✜ ✗ ✛✥✙✛ {x} ∈ ∆

✷ ✠✦✢✧✗
∆ ∗ Γ

✦★ ✗✭✙★✦✭✗ ✸ ✗✦✛✥✗✚ ✛✥✗ ✪✦✢✩ ✣✚ ✛✥✗ ✬✗✪✗✛✦✣✢
☞✣✚ ✻✣✛✥ ✎ ✝ ✦✛✥ ✚✗★✘✗✧✛ ✛✣

x
✦★ ✗✭✙★✦✭✗ ✷ ✔✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✸

del∆(x) ∗Γ
☞
lk∆(x) ∗Γ

✎ ✻✗✦✢✮
★✗✜ ✦☎✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✙✢✬ ✗✭✙★✦✭✗ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ★✙✜ ✗ ✥✣✪✬★ ✤✣✚ ✻✣✛✥

del∆(x)
☞
lk∆(x)

✎
✙✢✬

Γ
✷ ✄ ✪★✣ ✸

del∆(x)∗Γ
☞
lk∆(x)∗Γ

✎ ✻✗✦✢✮ ✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛
del∆(x)

☞
lk∆(x)

✎
✜✰★✛ ✻ ✗ ✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✻✾ �✥✗✣✚✗✜ ✞ ✷✌✟ ✑

Γ
✦★ ✗✭✙★✦✭✗ ✻✾ ✙★★✰✜✘✛✦✣✢ ✷ ✄ ★ ✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸

del∆(x)
✙✢✬

lk∆(x)
✙✚✗ ✻✣✛✥ ★✗✜ ✦☎✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✷ ✠✦✢✧✗

∆ ∗ Γ
✙✢✬

x
★✙✛✦★✤✾ ☞✞ ✷☛✎ ✸ ✝✗

✣✻✛✙✦✢ ✛✥✙✛

tβ̃∆(t)β̃Γ(t) = β̃∆∗Γ(t) = β̃∆(∅,x)∗Γ(t) + tβ̃∆(x,∅)∗Γ(t)

= t(β̃∆(∅,x)(t) + tβ̃∆(x,∅)(t))β̃Γ(t).

Γ
✻✗✦✢✮ ★✗✜ ✦☎✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✙✢✬ ✗✭✙★✦✭✗ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛

β̃Γ(t)
✦★ ✢✣✢☛✗✚✣ ✙✢✬ ✥✗✢✧✗ ✧✙✢✧✗✪★

✣✰✛ ✦✢ ✛✥✦★ ✗✺✰✙✛✦✣✢ ✷ ✄ ★ ✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸ β̃∆(t) = β̃∆(∅,x)(t) + tβ̃∆(x,∅)(t)
✸ ✝✥✦✧✥

✜ ✗✙✢★ ✗✵✙✧✛✪✾ ✛✥✙✛ ☞✞ ✷☛✎ ✥✣✪✬★ ✤✣✚
∆

✙✢✬
x
✷ ✫✗ ✙✚✗ ✛✥✰★ ✬✣✢✗ ✻✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✷

�

❀★✦✢✮ ✗✵✙✧✛✪✾ ✛✥✗ ★✙✜ ✗ ✛✗✧✥✢✦✺✰✗ ✙★ ✦✢ ✛✥✗ ✘✚✣✣✤ ✣✤ �✥✗✣✚✗✜ ✞ ✷✌✍ ✸ ✣✢✗ ✣✻✛✙✦✢ ★ ✛✥✗
✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✜✣✚✗ ✮✗✢✗✚✙✪ ✚✗★✰✪✛ ✷
✁✱✠✝✤✠✴ ☛ ✁✬✓ ✟☎✂

∆ ✂✟✓ Γ ✔☎ ✂✟✏ ☎ ✂✡ ✝✆✝☎✞ ✓☎ ✞☎✂✞ ✓✟ ✓✝✞✁ ✓✝✟ ✂ ✟ ✞✓✂✟✓ ✞☎✂✞ ✡ ✁✝✂✄
✟✓✂✂✂✝✓✟ ✂✞ ✝✟ ✌ ☎✠✂✝✓✟ � ✡✍✆ ✝☎

∆ ∼ f(t) ✂✟✓ Γ ∼ g(t)
✆ ✂✄ ☎✟

∆ ∗ Γ ∼ tg(t)f(t) ✡✒ ✓✞☎✓�☎✞✆ ✞✂✠✠ ✓✞☎ ✂✄ ✂✂ T∆
✂✟✓ TΓ

✂✞☎ ✓☎✠✝✞✝✓✟ ✂✞☎☎✞ ✓✟ ∆ ✂✟✓ Γ
✆ ✞☎✞✠ ☎✠✂✝�☎✆✏ ✡

✎✄ ☎✟ ✂✄ ☎✞☎ ✝✞ ✂ ✓☎✠✝✞✝✓✟ ✂✞☎☎
T∆∗Γ

✓✟ ∆ ∗Γ
✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ σ ∈ ∆ ✂✟✓ τ ∈ Γ ✂✞☎ ☎�✂✞✝�☎

✝ ✝✂✄ ✞☎✞✠ ☎✠✂ ✂✓ T∆
✂✟✓ TΓ

✆ ✞☎✞✠ ☎✠✂✝�☎✆✏✆ ✝☎ ✂✟✓ ✓✟✆✏ σ ∪ τ ✝✞ ☎�✂✞✝�☎ ✝ ✝✂✄ ✞☎✞✠ ☎✠✂ ✂✓
T∆∗Γ

✡ ✎✄ ☎ ✂✟✂✆✓✟ ✓✂✞ ✠ ✞✓✠ ☎✞✂✏ ✄ ✓✆✓✞ ☎ ✓✞ ✞☎✂✂✓☎✠✝✞✝✓✟ ✂✞☎☎✞ �✝✡☎ ✡✆ ✂✠✏✠✆✝✠ ✡ ✂✂✠✄ ✝✟✟ ✞✁ ✡
�

✁✱✠✝✤✠✴ ☛ ✁✫✔ ✂✄✠ �✄✠✤ ☎✢✫✔✝✞ ✁☎
∆

✝✞ ✂ ✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✆ ✂✄ ☎✟ ✂✄ ☎
✔✂✞✏✠☎✟ ✂✞✝✠ ✞✂✔✓✝� ✝✞✝✓✟ sd(∆) ✓☎ ∆

✝✞ ✟✓✟☎�✂✞✝�☎ ✡
�

✁✱✠✝✤✠✴ ☛ ✁✫✢ ✁☎
∆

✝✞ ✞☎✡ ✝✂✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎ ✓�☎✞ F
✆ ✂✄ ☎✟ ✂✄ ☎ ✔✂✞✏✠☎✟ ✂✞✝✠ ✞✂✔✓✝� ✝✞✝✓✟

sd(∆) ✓☎ ∆
✝✞ ✞☎✡ ✝✂✟✓✟☎�✂✞✝�☎ ✓�☎✞ F ✡

✒ ☎✡ ✂✞✒ ✡ �✥✗✣✚✗✜ ★ ✞ ✷✖✝ ✙✢✬ ✞ ✷✖ ☛ ✙✚✗ ✧✪✣★✗✪✾ ✚✗✪✙✛✗✬ ✛✣ ✙ ✛✥✗✣✚✗✜ ✣✤ ✏ ✚✣✭✙✢ ✙✢✬
✔✦✪✪✗✚✙ ✠✕✟ ✸ ✎✣✚ ✷ ✖ ✷✖ ✷✌✡ ★✛✙✛✦✢✮ ✛✥✙✛

sd(∆)
✦★ ✭✗✚✛✗✵☎✬✗✧✣✜✘✣★✙✻✪✗ ✝✥✗✢✗✭✗✚

∆
✦★

★✥✗✪✪✙✻✪✗ ✷

✄ ✞✓✓☎ ✡ �✥✚✣✰✮✥✣✰✛ ✛✥✦★ ✘✚✣✣✤ ✸ ✝✗ ✝ ✦✪✪ ✤✚✗✗✪✾ ✰★✗ ✛✥✗ ✤✙✧✛ ✛✥✙✛ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✦★ ✘✚✗★✗✚✭✗✬
✰✢✬✗✚ ✻✙✚✾✧✗✢✛✚✦✧ ★✰✻✬✦✭✦★✦✣✢ ✑ ✛✥✦★ ✦★ ✏ ✚✣✘✣★✦✛✦✣✢ ☞ ✷✌☞ ✷ ✫✚✦✛✗

Σ = sd(∆)
✷ ✂✤

∆★✙✛✦★✴✗★ ☞✦✎ ✦✢ ✒✗✴✢✦✛✦✣✢ ✞ ✷☞ ✸ ✛✥✗✢
Σ

★✙✛✦★✴✗★ ☞✦✎ ✦✢ ✒✗✴✢✦✛✦✣✢ ✞ ✷✞ ✷ ✠✰✘✘✣★✗ ✛✥✙✛
∆★✙✛✦★✴✗★ ☞✦✦✎ ✦✢ ✒✗✴✢✦✛✦✣✢ ✞ ✷☞ ✝ ✦✛✥

σ
✙★ ✛✥✗ ★✥✗✬✬✦✢✮ ✤✙✧✗ ✷ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛

lkΣ(σ) ∼= sd(∂2σ) ∗ sd(lk∆(σ)).



� ✆� ✆ �✟✄ ✄� ☎✄ ✂ ✄✁✂ ☎✄ ✄✡☎✆ ✁� ✁✁☎ ✁✆ ✄ ✂ ✁✂☎☞✁✆✡ ☞☎ ✠✁☎✂ ✁☎✂ ☎✆ ✟✟

✡✙✜✗✪✾✸ ✗✙✧✥ ✧✥✙✦✢ ✦✢
lkΣ(σ)

✧✣✢★✦★✛★ ✣✤ ✢✣✢✗✜✘✛✾ ✤✙✧✗★ ✛✥✙✛ ✙✚✗ ✗✦✛✥✗✚ ✘✚✣✘ ✗✚
★✰✻★✗✛★ ✣✤

σ
☞✦ ✷✗ ✷✸ ✧✣✢✛✙✦✢✗✬ ✦✢

∂2σ \ {∅}✎ ✣✚ ✘✚✣✘ ✗✚ ★✰✘✗✚★✗✛★ ✣✤
σ

☞✦ ✷✗ ✷✸ ✣✤ ✛✥✗ ✤✣✚✜
σ ∪ τ ✤✣✚ ★✣✜ ✗

τ ∈ lk∆(σ) \ {∅}✎ ✷ ✠✦✢✧✗
∂2σ

✙✢✬
lk∆(σ)

✙✚✗ ✻✣✛✥ ★✗✜ ✦☎✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✸
✛✥✗ ✧✣✚✚✗★✘✣✢✬✦✢✮ ✻✙✚✾✧✗✢✛✚✦✧ ★✰✻✬✦✭✦★✦✣✢★ ✙✚✗ ★✗✜ ✦☎✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✻✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✣✢
✛✥✗ ★✦☛✗ ✣✤

∆
✷ ✔✾ �✥✗✣✚✗✜ ✞ ✷✌✍ ✸ ✛✥ ✦★ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛

lkΣ(σ)
✦★ ★✗✜ ✦☎✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✷ ✔✾

✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ☞ ✷✌✖ ✸ ✝✗ ✥✙✭✗ ✛✥✙✛

H̃i(lkΣ(σ)) ∼=
⊕

a+b=i−1

H̃a(∂2σ) ⊗ H̃b(lk∆(σ)) ∼= H̃i+1−|σ|(lk∆(σ)).
☞✞ ✷✞✎

�✣✚ ✛✥✗ ✬✗✪✗✛✦✣✢
delΣ(σ)

✸ ✪✗✛
τ1, . . . , τr

✻✗ ✛✥✗ ✤✙✧✗★ ✣✤
∆

✛✥✙✛ ✘✚✣✘✗✚✪✾ ✧✣✢☎
✛✙✦✢

σ
✸ ✙✚✚✙✢✮✗✬ ✦✢ ✦✢✧✚✗✙★✦✢✮ ✣✚✬✗✚ ☞|τi| < |τj | ⇒ i < j

✎ ✷ ✎✣✢★✦✬✗✚ ✛✥✗ ✴✚★✛☎✥ ✦✛
✬✗✧✣✜✘✣★✦✛✦✣✢ ✣✤

delΣ(σ)
✝ ✦✛✥ ✚✗★✘ ✗✧✛ ✛✣

(τ1, . . . , τr)
✑ ★✗✗ ✒✗✴✢✦✛✦✣✢ ✞ ✷✌☞ ✷

✫✗ ✥✙✭✗ ✛✥✙✛

Σ(τi, {σ, τ1, . . . , τi−1}) ∼= sd(fdel2τi (σ)) ∗ {τi} ∗ sd(lk∆(τi)).

✡✙✜✗✪✾✸ ✙✪✪ ✤✙✧✗★
ρ

★✰✧✥ ✛✥✙✛
σ ⊂ ρ ⊂ τi

✙✚✗ ✙✜✣✢✮ ✛✥✗ ✤✙✧✗★
τ1, . . . , τi−1

✙✢✬
✥✗✢✧✗ ✬✗✪✗✛✗✬ ✸ ✝✥✗✚✗✙★ ✙✪✪ ✤✙✧✗★

ρ
★✰✧✥ ✛✥✙✛

τi ⊂ ρ
✙✚✗ ✙✜✣✢✮ ✛✥✗ ✤✙✧✗★

τi+1, . . . , τr✙✢✬ ✥✗✢✧✗ ✢✣✛ ✾✗✛ ✬✗✪✗✛✗✬ ✷ ✂✛ ✦★ ✧✪✗✙✚ ✛✥✙✛ ✙✢✾ ✗✪✗✜ ✗✢✛ ✦✢
τi \ σ

✦★ ✙ ✧✣✢✗ ✘✣✦✢✛
✦✢

fdel2τi (σ)
✸ ✝✥✦✧✥ ✦✜✘✪✦✗★ ✻✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✧✣✚✚✗★✘✣✢✬✦✢✮ ✻✙✚✾✧✗✢✛✚✦✧ ★✰✻☎

✬✦✭✦★✦✣✢ ✦★ ✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✷ ✔✾ �✥✗✣✚✗✜ ✞ ✷✌✟ ✸ ✦✛ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✛✥✙✛
Σ(τi, {σ, τ1, . . . , τi−1})

✦★
✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✷

� ✦✢✙✪✪✾✸
Σ(∅, {σ, τ1, . . . , τr}) = sd(fdel∆(σ))

✸ ✝✥✦✧✥ ✦★ ★✗✜ ✦☎✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✻✾ ✦✢✬✰✧☎
✛✦✣✢ ✷ ✔✾ ✍✗✜✜✙ ✞ ✷✌✞ ☞✙✢✬ ✏ ✚✣✘✣★✦✛✦✣✢ ✞ ✷✟✎ ✸

delΣ(σ)
✦★ ★✗✜ ✦☎✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗

★✙✜ ✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✙★
fdel∆(σ)

✷ ✔✾ ✙★★✰✜✘✛✦✣✢ ✸ ☞✞ ✷✌✎ ✥✣✪✬★ ✤✣✚
∆

✙✢✬
σ
✸ ✝✥✦✧✥ ✦✜✘✪✦✗★

✻✾ ☞✞ ✷✞✎ ✛✥✙✛ ☞✞ ✷☛✎ ✥✣✪✬★ ✤✣✚
Σ

✙✢✬
σ
✸ ✙✢✬ ✝✗ ✙✚✗ ✬✣✢✗ ✷

�

✔✗✤✣✚✗ ✘✚✣ ✧✗✗✬✦✢✮ ✝ ✦✛✥ ✬✦✚✗✧✛ ✘✚✣✬✰✧✛★ ✸ ✝✗ ✘✚✣✭✗ ✙ ✪✗✜✜✙ ✛✥✙✛ ✜ ✙✾ ✙✪★✣ ✻✗ ✣✤
★✣✜ ✗ ✰★✗ ✦✢ ✣✛✥✗✚ ★✦✛✰✙✛✦✣✢★ ✷ ✍✗✛

∆
✙✢✬

Γ
✻✗ ✤✙✜ ✦✪✦✗★ ✣✤ ★✗✛★ ✷ ✠✙✾ ✛✥✙✛ ✙ ✜ ✙✘

ϕ : Γ → ∆
✦★ ✓✞✓☎✞✂✠ ✞☎✞☎✞� ✝✟✟ ✦✤

γ1 ⊆ γ2
✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛

ϕ(γ1) ⊆ ϕ(γ2)
✷ �✣✚

σ ∈ ∆
✸

✪✗✛
Γσ = ϕ−1(σ)

✷

✁✠✴✴★ ☛ ✁✫✬ ✠✓✞ ✟✓✟�✓✝✓ ✆ ✟✝✂☎ ☎ ✂✡ ✝✆✝☎✞
∆ ✂✟✓ Γ ✓☎ ✆ ✟✝✂☎ ✞☎✂✞✆ ✆☎✂ M∆

✔☎ ✂✟
✂✠✏✠✆✝✠ ✡ ✂✂✠✄ ✝✟✟ ✓✟ ∆ ✂✟✓ ✆☎✂

ϕ : Γ → ∆ ✔☎ ✂✟ ✓✞✓☎✞✂✠ ✞☎✞☎✞�✝✟✟ ✡ ✂✠ ✡ ✠✓✞ ☎✂✠✄
✠✞✝✂✝✠✂✆ ✞☎✂

ρ
✝ ✝✂✄ ✞☎✞✠ ☎✠✂ ✂✓ M∆

✆ ✆☎✂ Mρ
✔☎ ✂✟ ✂✠✏✠✆✝✠ ✡ ✂✂✠✄ ✝✟✟ ✓✟ Γρ

✡ ✠✓✞ ☎✂✠✄
✡ ✂✂✠✄ ☎✓ ✠ ✂✝✞ {σ, τ} ✝ ✝✂✄ ✞☎✞✠ ☎✠✂ ✂✓ M∆

✆ ✆☎✂ Mσ,τ
✔☎ ✂✟ ✂✠✏✠✆✝✠ ✡ ✂✂✠✄ ✝✟✟ ✓✟ Γσ∪Γτ

✡
✎✄ ☎✟ ✂✄ ☎ ✂✟✝✓✟ MΓ

✓☎ ✂✆ ✆ ✡ ✂✂✠✄ ✝✟✟✞ Mρ
✂✟✓ Mσ,τ

✝✞ ✂✟ ✂✠✏✠✆✝✠ ✡ ✂✂✠✄ ✝✟✟ ✓✟ Γ ✡
✒ ☎✡ ✂✞✒ ✡ ✫✥✗✢ M∆

✦★ ✗✜✘✛✾✸ ✍✗✜✜✙ ✞ ✷✖✌ ✚✗✬✰✧✗★ ✛✣ ✛✥✗ ✎ ✪✰★✛✗✚ ✍✗✜✜✙ ☞ ✷✌ ✷

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✎✣✢★✦✬✗✚ ✙ ★✗✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗
T

✧✣✚✚✗★✘✣✢✬✦✢✮ ✛✣ M∆
✑ ✰★✗ �✥✗✣✚✗✜ ✞ ✷☞ ✷ ✂✤

∆ = {∅} ✣✚
∆ = {∅, {v}} ✝ ✦✛✥ ∅ ✙✢✬ {v} ✜✙✛✧✥✗✬ ✸ ✛✥✗✢ ✛✥✗ ✪✗✜✜✙ ✦★ ✛✚✦✭ ✦✙✪ ★✦✢✧✗ ✝✗

✧✣✢★✦✬✗✚ ✛✥✗ ✰✢✦✣✢ ✣✤ ✣✢✗ ★✦✢✮✪✗ ✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮ ✷ ✹✛✥✗✚✝ ✦★✗ ✸ ★✰✘✘✣★✗ ✛✥✙✛
T = (σ, T0, T1)

✷
✍✗✛

ΓD =
⋃

τ∈fdel∆(σ) Γτ
✙✢✬

ΓL =
⋃

τ∈lk∆(σ) Γσ∪τ
✷ ✔✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✸ ✛✥✗ ✰✢✦✣✢ ✣✤



✟✍ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ � ☎✠✡✆✡✁✂ �✄☎☎✆

✙✪✪ ✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮★ Mρ
✙✢✬ Mσ,τ

✤✣✚
ρ, σ, τ ∈ fdel∆(σ)

✦★ ✙✢ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✣✢
ΓD

✑
✛✥✗ ✙✢✙✪✣✮✣✰★ ✘✚✣✘✗✚✛✾ ✙✪★✣ ✥✣✪✬★ ✤✣✚

ΓL
✷ ✡✣✝ ✸ ✛✥✗✚✗ ✙✚✗ ✢✣ ✗✬✮✗★ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✤✚✣✜

ΓD
✛✣

ΓL
✦✢ ✛✥✗ ✬✦✮✚✙✘✥ ✣✤ MΓ

✷ ✡✙✜ ✗✪✾✸ ✛✥✙✛ ✝✣✰✪✬ ✦✜✘✪✾ ✗✦✛✥✗✚ ✛✥✙✛ ★✣✜ ✗
γ0 ∈ ΓD

✦★ ✜ ✙✛✧✥✗✬ ✝ ✦✛✥ ★✣✜ ✗
γ1 ∈ ΓL

☞✝✥✦✧✥ ✦★ ✦✜✘✣★★✦✻✪✗✎ ✣✚ ✛✥✙✛ ★✣✜✗
γ0 ∈ ΓD✧✣✢✛✙✦✢★ ★✣✜ ✗

γ1 ∈ ΓL
☞✝✥✦✧✥ ✧✣✢✛✚✙✬✦✧✛★ ✛✥✗ ✤✙✧✛ ✛✥✙✛

ϕ
✦★ ✣✚✬✗✚☎✘✚✗★✗✚✭✦✢✮ ✎ ✷ ✄ ★

✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸ MΓ
✦★ ✙✧✾✧✪✦✧ ✷

�

✁✱✠✝✤✠✴ ☛ ✁✫✫ ✂✄✠ �✄✠✤ ☎✢✫✔✝✞ ✁☎
P ✂✟✓ Q ✂✞☎ ✠ ✓✞☎✂✞ ✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂

∆(P ) ✂✟✓ ∆(Q)
✂✞☎ ✔✓✂✄ ✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎ �✟✓✟☎�✂✞✝�☎✁ ✆ ✂✄ ☎✟

∆(P × Q)
✝✞ ✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎ �✟✓✟☎�✂✞✝�☎✁ ✡ ✎✄ ☎

✠✓✟�☎✞✞☎ ✝✞ ☎ ✂✆✞☎ ☎ ✓✞ ✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ☎✞ ✡
�

✒ ☎✡ ✂✞✒ ✡ ✹✢✗ ✗✙★✦✪✾ ✙✬✙✘✛★ ✫✗✪✩✗✚ ✠★ ✘✚✣✣✤ ✣✤ �✥✗✣✚✗✜ ✞ ✷✖✖ ✛✣ ✙ ✘✚✣✣✤ ✛✥✙✛
∆(P×Q)✦★ ★✗✜ ✦☎✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✝✥✗✢✗✭✗✚

∆(P )
✦★ ✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✙✢✬

∆(Q)
✦★ ★✗✜ ✦☎✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✷

✁✱✠✝✤✠✴ ☛ ✁✫✟ ✁☎
P ✂✟✓ Q ✂✞☎ ✠ ✓✞☎✂✞ ✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ ∆(P ) ✂✟✓ ∆(Q) ✂✞☎ ✔✓✂✄ ✞☎✡ ✝✂

✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎ ✓�☎✞ F
✆ ✂✄ ☎✟

∆(P ×Q)
✝✞ ✞☎✡ ✝✂✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎ ✓�☎✞ F ✡ ✎✄ ☎ ✠✓✟�☎✞✞☎ ✝✞ ☎ ✂✆✞☎✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✹✰✚ ✮✣✙✪ ✦★ ✛✣ ✧✣✢★✛✚✰✧✛ ✙✢ ✣✘✛✦✜ ✙✪ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✣✢
Γ = ∆(P ×

Q)
✮✦✭✗✢ ✣✘✛✦✜ ✙✪ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮★ MP

✙✢✬ MQ
✣✢

∆(P )
✙✢✬

∆(Q)
✸ ✚✗★✘✗✧☎

✛✦✭✗✪✾✷ �✣✚ ✛✗✧✥✢✦✧✙✪ ✚✗✙★✣✢★ ✸ ✝✗ ✪✗✙✭✗ ✛✥✗ ✗✜✘✛✾ ★✗✛ ✰✢✜✙✛✧✥✗✬ ✦✢ ✻✣✛✥ ✜ ✙✛✧✥☎
✦✢✮★ ☞✥✗✢✧✗ ✛✥✗ ✜✙✛✧✥✦✢✮★ ✙✚✗ ✣✢✪✾ ✙✪✜ ✣★✛ ✣✘✛✦✜ ✙✪✎ ✷ �✣✚ ✙✢✾ ✧✣✜✘✪✗✵

Σ
✸ ✪✗✛

βΣ(t) =
∑

i≥0 dimHi(Σ,F)ti
☞✂✟✞☎✓✂✠☎✓ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✎ ✷ ✠✦✢✧✗

Γ ≃ ‖∆(P )‖ × ‖∆(Q)‖☞★✗✗ ✔✶ ✱✚✢✗✚ ✠✍ ✸ ☞✕ ✷☞ ✎✡✎ ✸ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ☞ ✷✌✖ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛
βΓ(t) = β∆(P )(t)β∆(Q)(t)

✷ ✂✢
✘✙✚✛✦✧✰ ✪✙✚ ✸ ✝✗ ✝✙✢✛ ✛✣ ✴✢✬ ✙✢ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮ ✝ ✦✛✥ ✣✢✗ ✧✚✦✛✦✧✙✪ ✤✙✧✗ ✣✤ ★✦☛✗

i+j−1✤✣✚ ✗✙✧✥ ✘✙✦✚ ✣✤ ✢✣✢✗✜✘✛✾ ✧✚✦✛✦✧✙✪ ✤✙✧✗★
σ ∈ ∆(P )

✙✢✬
τ ∈ ∆(Q)

✣✤ ★✦☛✗
i
✙✢✬

j
✸

✚✗★✘ ✗✧✛✦✭✗✪✾✷
✍✗✛

ΠP : ∆(P × Q) → ∆(P )
✻✗ ✛✥✗ ✘✚✣✶ ✗✧✛✦✣✢ ✜✙✘ ✑

ΠP ({(xi, yi) : i ∈ I}) =
{xi : i ∈ I} ✷ �✣✚

σ ∈ ∆(P )
✸ ✪✗✛

Γσ = Π−1
P (σ)

✷ ✂✛ ✦★ ✧✪✗✙✚ ✛✥✙✛
ΠP

✦★ ✣✚✬✗✚☎✘✚✗★✗✚✭✦✢✮ ✷
✠✘ ✗✧✦✴✧✙✪✪✾✸ ✮✦✭✗✢ ✙✢ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✣✢

Γσ1∪Γσ2

✤✣✚ ✗✙✧✥ ✘✙✦✚ {σ1, σ2} ∈ MP
✙✢✬

✙✢ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✣✢
Γρ

✤✣✚ ✗✙✧✥ ✧✚✦✛✦✧✙✪ ✤✙✧✗
ρ
✝ ✦✛✥ ✚✗★✘ ✗✧✛ ✛✣ MP

✸ ✍✗✜✜✙ ✞ ✷✖✌
✾✦✗✪✬★ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✰✢✦✣✢ ✣✤ ✙✪✪ ✛✥✗★✗ ✜✙✛✧✥✦✢✮★ ✦★ ✙✢ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✣✢

Γ
✷

� ✦✚★✛ ✸ ✪✗✛ ✰★ ✰★✗ ✙ ✧✣✢★✛✚✰✧✛✦✣✢ ✤✚✣✜ ✫✗✪✩✗✚ ✠★ ✘✚✣✣✤ ✠☛✖✝✡ ✣✤ �✥✗✣✚✗✜ ✞ ✷✖✖ ✛✣
✣✻✛✙✦✢ ✙ ✘✗✚✤✗✧✛ ✜✙✛✧✥✦✢✮ ✣✢

Γσ1 ∪Γσ2

✤✣✚ ✗✙✧✥ {σ1, σ2} ∈ MP
✑
σ2 = σ1 +x

✷ ✠✦✢✧✗
σ2

✧✣✢✛✙✦✢★ ✙✛ ✪✗✙★✛ ✛✝✣ ✗✪✗✜ ✗✢✛★ ✸
x
✦★ ✗✦✛✥✗✚ ✢✣✛ ✜ ✙✵✦✜✙✪ ✣✚ ✢✣✛ ✜ ✦✢✦✜ ✙✪ ✦✢

σ2
✑ ✻✾

★✾✜✜✗✛✚✾✸ ✝✗ ✜ ✙✾ ✙★★✰✜ ✗ ✛✥✙✛
x

✦★ ✢✣✛ ✜ ✙✵✦✜ ✙✪ ✷ ✍✗✛
x′

✻✗ ✛✥✗ ★✜ ✙✪✪✗★✛ ✗✪✗✜ ✗✢✛
✦✢
σ2

✛✥✙✛ ✦★ ✪✙✚✮✗✚ ✛✥✙✢
x
✷ �✣✚ ✙ ✮✦✭✗✢ ✗✪✗✜ ✗✢✛

γ
✦✢

Γσ1 ∪ Γσ2

✪✗✛
bγ

✻✗ ✜ ✦✢✦✜ ✙✪
★✰✧✥ ✛✥✙✛

(x′, bγ) ∈ Γ
✷ ✫✗ ✣✻✛✙✦✢ ✙ ✘✗✚✤✗✧✛ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✻✾ ✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮

γ − (x, bγ)
✝ ✦✛✥

γ + (x, bγ)
✷ ✡✙✜✗✪✾✸ ✙✬✬✦✢✮ ✣✚ ✚✗✜✣✭✦✢✮

(x, bγ)
✬✣✗★ ✢✣✛ ✙✳✗✧✛

bγ
✸ ✙✢✬ ✙✬✬✦✢✮

(x, bγ)
✪✗✙✬★ ✛✣ ✙ ✢✗✝ ✧✥✙✦✢ ✬✰✗ ✛✣ ✛✥✗ ✜ ✦✢✦✜ ✙✪✦✛✾ ✣✤

bγ
✷ �✥✗ ✜✙✛✧✥✦✢✮ ✦★ ✙✧✾✧✪✦✧ ✸

✙★ ✦✛ ✧✣✚✚✗★✘✣✢✬★ ✛✣ ✙✢ ✗✪✗✜ ✗✢✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ✦✢ ✝✥✦✧✥ ✝✗ ✴✚★✛ ✺✰✗✚✾ ✙✪✪ ✗✪✗✜✗✢✛★
(a, b)

★✰✧✥ ✛✥✙✛
a 6= x

✙✢✬ ✛✥✗✢ ✺✰✗✚✾ ✙✪✪ ✚✗✜ ✙✦✢✦✢✮ ✗✪✗✜ ✗✢✛★ ✗✵✧✗✘✛
(x, bγ)

☞✝✥✦✧✥
✣✢✪✾ ✬✗✘✗✢✬★ ✣✢ ✗✪✗✜ ✗✢✛★ ✺✰✗✚✦✗✬ ✦✢ ✛✥✗ ✴✚★✛ ✚✣✰✢✬ ✎ ✷

✡✗✵✛ ✸ ✝✗ ✝✙✢✛ ✛✣ ✴✢✬ ✙ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✣✢
Γρ

✤✣✚ ✗✙✧✥ ✧✚✦✛✦✧✙✪ ✤✙✧✗
ρ
✣✤

∆(P )
✷ ✎✣✢★✦✬✗✚

✛✥✗ ✣✚✬✗✚☎✘✚✗★✗✚✭✦✢✮ ✘✚✣✶ ✗✧✛✦✣✢ ✜ ✙✘
ΠQ : Γρ → ∆(Q)

✙✢✬ ✪✗✛
Γρ,τ = Π−1

Q (τ)
✷ ✔✾



� ✆� ✆ �✟✄ ✄� ☎✄ ✂ ✄✁✂ ☎✄ ✄✡☎✆ ✁� ✁✁☎ ✁✆ ✄ ✂ ✁✂☎☞✁✆✡ ☞☎ ✠✁☎✂ ✁☎✂ ☎✆ ✟✕

✍✗✜✜✙ ✞ ✷✖✌ ✸ ✮ ✦✭✗✢ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮★ ✣✢
Γρ,τ1 ∪Γρ,τ2

✤✣✚ {τ1, τ2} ∈ MQ
✙✢✬ ✙✧✾✧✪✦✧

✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮★ ✣✢
Γρ,τ

✤✣✚
τ

✧✚✦✛✦✧✙✪ ✸ ✛✥✗ ✰✢✦✣✢ ✣✤ ✙✪✪ ✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮★ ✦★ ✙✢ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮
✣✢

Γρ
✷ ✫✗ ✗✙★✦✪✾ ✣✻✛✙✦✢ ✙ ✘✗✚✤✗✧✛ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✣✢

Γρ,τ1 ∪ Γρ,τ2
✦✢ ✗✵✙✧✛✪✾ ✛✥✗

★✙✜ ✗ ✜ ✙✢✢✗✚ ✙★ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢✗✬ ✛✥✗ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✣✢
Γσ1 ∪ Γσ2

✙✻✣✭✗ ✷ ✫ ✥✙✛ ✚✗✜✙✦✢★ ✦★
✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾

Γρ,τ
✤✣✚ ✗✙✧✥ ✘✙✦✚ ✣✤ ✢✣✢✗✜✘✛✾ ✧✚✦✛✦✧✙✪ ✤✙✧✗★

ρ ∈ ∆(P )
✙✢✬

τ ∈ ∆(Q)
✷

✫✚✦✛✗
ρ = x1x2 . . . xk

✙✢✬
τ = y1y2 . . . yr

✑
xi < xi+1

✙✢✬
yj < yj+1

✷ ✂✛ ✦★ ✧✪✗✙✚ ✛✥✙✛
✗✭✗✚✾ ✤✙✧✗ ✣✤

Γρ,τ
✧✣✢✛✙✦✢★

(x1, y1)
✷ ✫✗ ✰★✗ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✣✢

k = |ρ| ✛✣ ★✥✣✝ ✛✥✙✛ ✛✥✗✚✗
✦★ ✙✢ ✗✪✗✜ ✗✢✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ✣✢

Γρ,τ
✝ ✦✛✥ ✗✵✙✧✛✪✾ ✣✢✗ ✧✚✦✛✦✧✙✪ ✤✙✧✗ ✣✤ ★✦☛✗ |ρ|+ |τ |− 1

✑
✛✥✦★ ✝ ✦✪✪ ✾ ✦✗✪✬ ✛✥✗ ✛✥✗✣✚✗✜ ✷

�✣✚ |ρ| = 1
✸
Γρ,τ

✧✣✢★✦★✛★ ✣✤ ✣✢✗ ★✦✢✮✪✗ ✤✙✧✗ ✣✤ ★✦☛✗ |τ | = |ρ|+ |τ |− 1
✷ �✣✚ |ρ| > 1

✸
✢✣✛✗ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✬✗✪✗✛✦✣✢

Γρ,τ (∅, (x1, y1))
✦★ ✭✣✦✬ ✑

(x1, y1)
✦★ ✘✚✗★✗✢✛ ✦✢ ✗✭✗✚✾ ✤✙✧✗ ✣✤

Γρ,τ
✷ ✫✚✦✛✗

Λ = Γρ,τ ((x1, y1), ∅)
✙✢✬ ✘✚✣✧✗✗✬ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✴✚★✛☎✥✦✛ ✬✗✧✣✜✘✣★✦✛✦✣✢ ✣✤

Λ✝ ✦✛✥ ✚✗★✘ ✗✧✛ ✛✣
((x2, y1), (x2, y2), . . . , (x2, yk))

✑ ★✗✗ ✒✗✴✢✦✛✦✣✢ ✞ ✷✌☞ ✷ ✫✗ ✥✙✭✗ ✛✥✙✛

Λ((x2, y1), ∅) = {{(x1, y1)}} ∗ Γρ−x1,τ ((x2, y1), ∅).
✔✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✸

Γρ−x1,τ ((x2, y1), ∅)
✙✬✜ ✦✛★ ✙✢ ✗✪✗✜✗✢✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ✝ ✦✛✥ ✣✢✗ ✧✚✦✛✦✧✙✪

✤✙✧✗ ✣✤ ★✦☛✗ |ρ|−1+|τ |−1
✷ ✄✬✬✦✢✮

(x1, y1)
✾✦✗✪✬★ ✙ ✤✙✧✗ ✣✤ ✛✥✗ ✬✗★✦✚✗✬ ★✦☛✗ |ρ|+|τ |−1

✷
✂✢

Λi = Λ((x2, yi), {(x2, yj) : j < i}) ✸ (x1, yi)
✦★ ✙ ✧✣✢✗ ✘✣✦✢✛ ✷ ✡✙✜✗✪✾✸ ✝✗ ✜ ✙✾ ✙✬✬

✛✥✗ ✗✪✗✜ ✗✢✛ ✝ ✦✛✥✣✰✛ ✬✗★✛✚✣✾✦✢✮ ✛✥✗ ✧✥✙✦✢ ★✛✚✰✧✛✰✚✗ ✸ ✙✢✬ ✝✗ ✜✙✾ ✬✗✪✗✛✗ ✦✛ ✸ ✻✗✧✙✰★✗
✻✣✛✥

x1
✙✢✬

yi
✙✚✗ ✙✪✚✗✙✬✾ ✧✣✢✛✙✦✢✗✬ ✦✢

(x1, y1)
✙✢✬

(x2, yi)
✸ ✚✗★✘✗✧✛✦✭✗✪✾✷ �✥✰★

Λi✦★ ✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✸ ✙✢✬ ✝✗ ✙✚✗ ✬✣✢✗ ✻✾ ✍✗✜✜✙ ✞ ✷✌✞ ✷
�✥✗ ✴✢✙✪ ★✛✙✛✗✜ ✗✢✛ ✦★ ✙✢ ✦✜✜✗✬✦✙✛✗ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✣✤ �✥✗✣✚✗✜ ✞ ✷✖✖ ✷

�

✒ ✤✝✰ ✝✡☞✟☞✝✞ ☛ ✁✫☛ ✂✄✠ �✄✠✤ ☎✢✫✔✝✞ ☛ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ∆ ✓✟ ✂ ✞☎✂
X

✝✞ ✟✓✟ ✂
☎�✂✞✝�☎ ✝☎ ✂✟✓ ✓✟✆✏ ✝☎ ✂✄ ☎ ☛ ✆☎☛ ✂✟✓☎✞ ✓✂✂✆ ∆∗

X

✝✞ ✟✓✟☎�✂✞✝�☎✡ ✄ ✓✝ ☎�☎✞✆ ✂✄ ☎ ☛ ✆☎☛ ✂✟✓☎✞
✓✂✂✆ ✓☎ ✂ ✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✝✞ ✟✓✂ ✟☎✠☎✞✞✂✞✝✆✏ ✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎ ✡

�

✒ ✤✝✰ ✝✡☞✟☞✝✞ ☛ ✁✫☞ ☛ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ∆ ✓✟ ✂ ✞☎✂
X

✝✞ ✞☎✡ ✝✂✟✓✟☎�✂✞✝�☎ ✓�☎✞ F✝☎ ✂✟✓ ✓✟ ✆✏ ✝☎ ✂✄ ☎ ☛ ✆☎☛ ✂✟✓☎✞ ✓✂✂✆ ∆∗
X

✝✞ ✞☎✡ ✝✂✟✓✟☎�✂✞✝�☎ ✓�☎✞ F ✡ ✄ ✓✝ ☎�☎✞✆ ✂✄ ☎
☛ ✆☎☛ ✂✟✓☎✞ ✓✂✂✆ ✓☎ ✂ ✞☎✡ ✝✂✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✝✞ ✟✓✂ ✟☎✠☎✞✞✂✞✝✆✏ ✞☎✡ ✝✂✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎✡
✄ ✞✓✓☎ ✡ ❀★✗ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✣✢ ✛✥✗ ★✦☛✗ ✣✤

X
✑
del∆∗

X
(x) = (lk∆(x))∗X−x

✙✢✬
lk∆∗

X
(x) =

(del∆(x))∗X−x
✷ ✔✾ ☞✖ ✷☞ ✎ ✸ ☞✞ ✷☛✎ ✥✣✪✬★ ✤✣✚

∆∗
X

✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤ ✦✛ ✥✣✪✬★ ✤✣✚
∆
✷ ✂✢ ✛✥✗ ✻✙★✗

✧✙★✗ ✸ ✝✗ ✥✙✭✗ ✛✥✗ ✄ ✪✗✵✙✢✬✗✚ ✬✰✙✪ ✣✤ ∅ ✸ {∅} ✸ ✣✚ {∅, {v}} ✑ ✙✪✪ ✛✥✚✗✗ ✬✰✙✪★ ✙✚✗ ✗✙★✦✪✾
★✗✗✢ ✛✣ ✻✗ ★✗✜ ✦☎✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✣✭✗✚ ✙✢✾ ✴✗✪✬ ✷ �✣✚ ✛✥✗ ✴✢✙✪ ★✛✙✛✗✜ ✗✢✛ ✸ ✙ ✧✣✢✛✚✙✧✛✦✻✪✗
✧✣✜✘✪✗✵ ✦★ ✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✦★ ★✗✜ ✦☎✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✷ �✥✦★ ✦✜✘✪✦✗★
✻✾ ✏ ✚✣✘✣★✦✛✦✣✢ ✞ ✷✖✞ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✄ ✪✗✵✙✢✬✗✚ ✬✰✙✪ ✣✤ ✙ ★✗✜ ✦☎✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✦★ ✢✣✛
✢✗✧✗★★✙✚✦✪✾ ★✗✜ ✦☎✧✣✪✪✙✘★✦✻ ✪✗ ✷

�

� ✦✢✙✪✪✾✸ ✝✗ ✘✚✗★✗✢✛ ✙ ✤✗✝ ✦✜ ✘✣✚✛✙✢✛ ✣✘ ✗✢ ✘✚✣✻✪✗✜ ★ ✑ ★✣✜ ✗ ✣✤ ✛✥✗✜ ✙✚✗ ✬✰✗ ✛✣ ✫✗✪✩✗✚
✠☛✖✝✡ ✷
✒ ✤✝✮ �✠✴ ☛ ✁✫✑ ✁☎

∆ ∗ Γ
✝✞ ✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎✆ ✝✞ ✝✂ ✂✞✂☎ ✂✄ ✂✂ ✂✂ ✆☎✂✞✂ ✓✟☎ ✓☎ ∆ ✂✟✓ Γ

✝✞
✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎ �



✍✝ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ � ☎✠✡✆✡✁✂ �✄☎☎✆

✒ ✤✝✮ �✠✴ ☛ ✁✫✞ ✁☎
∆ ∗ Γ

✝✞ ✞☎✡ ✝✂✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎ ✔✂ ✂ ✟✓✂ ✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎✆ ✝✞ ✝✂ ✂✞✂☎ ✂✄ ✂✂ ☎✂✠✄
✓☎ ∆ ✂✟✓ Γ

✝✞ ✞☎✡ ✝✂✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎ �

✒ ✤✝✮ �✠✴ ☛ ✁✫✓ ✁☎ ✂✄ ☎ ✔✂✞✏✠☎✟ ✂✞✝✠ ✞✂✔✓✝� ✝✞✝✓✟ ✓☎ ∆
✝✞ ✟✓✟☎�✂✞✝�☎✆ ✝✞ ✝✂ ✂✞✂☎ ✂✄ ✂✂ ∆

✝✞
✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎ � ✒ ✓✞☎ ✟ ☎✟☎✞✂✆ ✆✏✆ ✝☎ ✂✄ ☎ ✔✂✞✏✠☎✟ ✂✞✝✠ ✞✂✔✓✝�✝✞✝✓✟ ✓☎ ∆

✝✞ ✞☎✡ ✝✂✟✓✟☎�✂✞✝�☎✆
✝✞ ✝✂ ✂✞✂☎ ✂✄ ✂✂ ∆

✝✞ ✞☎✡ ✝✂✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎ �

✒ ✤✝✮ �✠✴ ☛ ✁✟✔ ✁☎ ✂✄ ☎ ✔✂✞✏✠☎✟ ✂✞✝✠ ✞✂✔✓✝�✝✞✝✓✟ ✓☎ ∆
✝✞ ✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎✆ ✝✞ ✝✂ ✂✞✂☎ ✂✄ ✂✂ ✂✄ ✝✞

✞✂✔✓✝�✝✞✝✓✟ ✝✞ ✝✟ ☎ ✂✠✂ ✟✓✟☎�✂✞✝�☎ � ✒ ✓✞☎ ✟ ☎✟☎✞✂✆ ✆✏✆ ✝☎ ✂✄ ☎ ✔✂✞✏✠☎✟ ✂✞✝✠ ✞✂✔✓✝� ✝✞✝✓✟ ✓☎
∆

✝✞ ✞☎✡ ✝✂✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎✆ ✝✞ ✝✂ ✂✞✂☎ ✂✄ ✂✂ ✂✄ ✝✞ ✞✂✔✓✝� ✝✞✝✓✟ ✝✞ ✝✟ ☎ ✂✠✂ ✞☎✡ ✝✂✟✓✟☎�✂✞✝�☎ �

✒ ✤✝✮ �✠✴ ☛ ✁✟ ✢ ✁☎
∆(P ×Q)

✝✞ ✟✓✟☎�✂✞✝�☎✆ ✝✞ ✝✂ ✂✞✂☎ ✂✄ ✂✂
∆(P ) ✂✟✓ ∆(Q) ✂✞☎ ✔✓✂✄

✟✓✟☎�✂✞✝�☎ �

✒ ✤✝✮ �✠✴ ☛ ✁✟✬ ✁☎
∆(P ) ✂✟✓ ∆(Q) ✂✞☎ ✞☎✡ ✝✂✟✓✟☎�✂✞✝�☎ ✂✟✓ ☎�✂✞✝�☎✆ ✝✞ ✝✂ ✂✞✂☎ ✂✄ ✂✂

∆(P ×Q)
✝✞ ✞☎✡ ✝✂✟✓✟☎�✂✞✝�☎ �

✆✙✢✾ ✣✤ ✛✥✗★✗ ✘✚✣✻✪✗✜ ★ ✙✚✗ ✪✦✩✗✪✾ ✛✣ ✻✗ ✭✗✚✾ ✬✦✟ ✧✰✪✛ ✷

✂ ✂✂ ☎ ✠☎✆✄✠✆✝✟ ✝ ✍✄✠✄✎✟ ✝✝�✟✆✝☎✠

✄ ✘✣✛✗✢✛✦✙✪ ✮✗✢✗✚✙✪✦☛✙✛✦✣✢ ✣✤ ✛✥✗ ✧✣✢✧✗✘✛ ✣✤ ★✗✜ ✦☎✧✣✪✪✙✘★✦✻ ✦✪✦✛✾ ✜ ✦✮✥✛ ✻ ✗ ✙★ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✿
✠ ✠�✞☞✟☞✝✞ ☛ ✁✟✫ ✍✗✛ C ✻✗ ✙ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷ ✫✗ ✬✗✴✢✗ ✛✥✗ ✧✪✙★★ ✣✤
C ✂✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✣✭✗✚ ✛✥✗ ✴✗✪✬

F
✚✗✧✰✚★✦✭✗✪✾ ✙★ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✿

☞✦✎ �✥✗ ✭✣✦✬ ✧✣✜✘✪✗✵ ∅ ✙✢✬ ✙✢✾ ✧✣✜✘✪✗✵ ✦★✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣ ✙ ✧✣✜✘✪✗✵ ✦✢ C ✙✚✗ C☎✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✣✭✗✚
F
✷

☞✦✦✎ ✂✤
∆

✧✣✢✛✙✦✢★ ✙ ✢✣✢✗✜✘✛✾ ✤✙✧✗
σ

★✰✧✥ ✛✥✙✛
lk∆(σ)

✙✢✬
fdel∆(σ)

✙✚✗ ✻✣✛✥ C☎✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✣✭✗✚
F

✙✢✬ ★✰✧✥ ✛✥✙✛

H̃d(∆; F) ∼= H̃d(fdel∆(σ); F) ⊕ H̃d−|σ|(lk∆(σ); F)

✤✣✚ ✗✙✧✥
d
✸ ✛✥✗✢

∆
✦★ C☎✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✣✭✗✚

F
✷

C☎✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✙✚✗ ✬✗✴✢✗✬ ✙✢✙✪✣✮✣✰★✪✾✷ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛ ✦✤ C ✧✣✢★✦★✛★ ✣✤ {∅, {v}} ✸✛✥✗✢ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✗ ✧✣✪✪✙✘ ★✦✻✪✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✸ ✝✥✗✚✗✙★ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾ ✧✣✢★✦★✛✦✢✮ ✣✤ {∅} ✙✢✬
{∅, {v}} ✾✦✗✪✬★ ✛✥✗ ★✗✜ ✦☎✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✷ ✫✗ ✬✣ ✢✣✛ ✩✢✣✝ ✝✥✗✛✥✗✚ ✛✥✗ ✮✦✭✗✢
✮✗✢✗✚✙✪✦☛✙✛✦✣✢ ✪✗✙✬★ ✛✣ ✙✢✾✛✥✦✢✮ ✰★✗✤✰✪ ✷



�✁✁✂✄✄✂ �

✂ ✟☎✆✂ ✁✁☎✂✂✁✞☎ ✁ ✂☎✞ ✁✄☎

✫✗ ✘✚✗★✗✢✛ ★✣✜ ✗ ✚✗★✰✪✛★ ✸ ✜ ✙✦✢✪✾ ✤✚✣✜ ✛✥✗ ✪✦✛✗✚✙✛✰✚✗ ✸ ✛✥✙✛ ✝ ✦✪✪ ✻ ✗ ✣✤ ★✣✜ ✗ ✰★✗ ✦✢
✪✙✛✗✚ ★✗✧✛✦✣✢★ ✷ ✠✗✧✛✦✣✢ ☞ ✷☛ ✦★ ✬✗✭✣✛✗✬ ✛✣ ✛✥✗ ✛✣✘✣✪✣✮✾ ✣✤ ✘✣★✗✛★ ✷ ✠✗✧✛✦✣✢ ☞ ✷✌ ✧✣✢✛✙✦✢★
✙ ✬✦★✧✰★★✦✣✢ ✙✻✣✰✛ ✛✥✗ ✧✣✢✧✗✘✛ ✣✤ ✬✗✘✛✥ ✸ ✝✥✗✚✗✙★ ✠✗✧✛✦✣✢ ☞ ✷✖ ✬✗✙✪★ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✚✗✪✙✛✗✬
✧✣✢✧✗✘✛ ✣✤ ✭✗✚✛✗✵☎✬✗✧✣✜✘✣★✙✻✦✪✦✛✾✷ ✂✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ☞ ✷☞ ✙✛ ✛✥✗ ✗✢✬ ✣✤ ✛✥✗ ✧✥✙✘✛✗✚ ✸ ✝✗
✘✚✗★✗✢✛ ✙ ✤✗✝ ★✦✜✘✪✗ ✗✢✰✜ ✗✚✙✛✦✭✗ ✚✗★✰ ✪✛★ ✷

� ✂✁ ✂☎☛✄✆☛
✍✗✛

P
✙✢✬

Q
✻✗ ✘✣★✗✛★ ✷ ✄ ✠ ✓✞☎✂ ✡ ✂✠ f : P → Q

✦★ ✙ ✤✰✢✧✛✦✣✢ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✘✚✣✘ ✗✚✛✾
✛✥✙✛

f(x) ≤ f(y)
✝✥✗✢✗✭✗✚

x ≤ y
✷ ✄ ✘✣★✗✛ ✜ ✙✘

f : P → P
✦★ ✙ ✠✆✓✞✂✞☎ ✓✠ ☎✞✂✂✓✞ ✦✤

f(x) ≥ x
✙✢✬

f(f(x)) = f(x)
✷

✁✠✴✴★ ☞ ✁✢ ✂✆ �✝✡✦✤✠ ✁✠✴✴★ ✂ ✡✠✠ �✁ ✂✤✞✠✤ ☎✞✝✞ ✟☎✂
P ✔☎ ✂ ✠ ✓✞☎✂ ✂✟✓ ✆☎✂

f :
P → P ✔☎ ✂ ✠✆✓✞✂✞☎ ✓✠ ☎✞✂✂✓✞ ✓✟ P ✡ ✎✄ ☎✟

∆(P ) ✂✟✓ ∆(f(P )) ✂✞☎ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✏ ☎✞✂ ✝�✂
✂✆☎✟ ✂✆ ✂✟✓ f ✝✟✓✂✠☎✞ ✂✟ ✝✞✓✡ ✓✞✠ ✄ ✝✞✡ ✔☎✂✝ ☎☎✟ ✂✄ ☎ ✄ ✓✡ ✓✆✓✟✏ ✓☎ ∆(P ) ✂✟✓ ∆(f(P )) ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✫✚✦✛✗
Σ1 = ∆(P )

✙✢✬
Σ0 = ∆(f(P ))

✷ �✣✚ ✙ ✤✙✧✗
σ

✣✤
Σ1 \ Σ0

✸ ✪✗✛
x(σ)

✻✗
✜ ✙✵✦✜ ✙✪ ✦✢

σ
★✰✧✥ ✛✥✙✛

x /∈ f(P )
✷ �✣✚ ✗✙✧✥

x ∈ P\f(P )
✸ ✬✗✴✢✗ G(x)

✛✣ ✻✗ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾
✣✤ ✤✙✧✗★

σ
✣✤

Σ1 \Σ0
★✰✧✥ ✛✥✙✛

x(σ) = x
✷ ✹✢✗ ✚✗✙✬✦✪✾ ✭✗✚✦✴✗★ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✦✗★ G(x)★✙✛✦★✤✾ ✛✥✗ ✎ ✪✰★✛✗✚ ✍✗✜✜✙ ☞ ✷✌ ✷ ✡✣✝ ✸ ✦✤
σ ∈ G(x)

✸ ✛✥✗✢
σ + f(x) ∈ G(x)

✷ ✡✙✜ ✗✪✾✸
✧✣✢★✦✬✗✚ ✙✢ ✗✪✗✜ ✗✢✛

y ∈ σ
✷ ✂✤

y ≤ x
✸ ✛✥✗✢ ✧✪✗✙✚✪✾

y ≤ f(x)
✸ ✻ ✗✧✙✰★✗

x < f(x)
✷ ✂✤

x ≤ y
✸ ✛✥✗✢

f(x) ≤ y
✸ ✻ ✗✧✙✰★✗

y = f(y)
✻✾ ✛✥✗ ✜ ✙✵✦✜ ✙✪✦✛✾ ✣✤

x
✷ ✄ ★ ✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸

σ + f(x)
✚✗✜ ✙✦✢★ ✙ ✧✥✙✦✢ ✙✢✬ ✦★ ✛✥✗✚✗✤✣✚✗ ✙✢ ✗✪✗✜ ✗✢✛ ✦✢ G(x)

✷ ✂✢ ✘✙✚✛✦✧✰ ✪✙✚ ✸ ✝✗
✣✻✛✙✦✢ ✙ ✘✗✚✤✗✧✛ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✣✢ G(x)

✻✾ ✘✙✦✚✦✢✮
σ− f(x)

✙✢✬
σ+ f(x)

✷ ✏✗✢✧✗
Σ1

✦★ ✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✛✣
Σ0

✻✾ �✥✗✣✚✗✜ ☞ ✷☞ ✷
�

✄✛ ✙ ✤✗✝ ✣ ✧✧✙★✦✣✢★ ✸ ✝✗ ✝ ✦✪✪ ✢✗✗✬ ✛✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ★✘✗✧✦✙✪ ✧✙★✗ ✣✤ ✛✥✗ ✡✗✚✭✗ �✥✗✣✚✗✜
☞★✗✗ ✔✶ ✱✚✢✗✚ ✠✍✡✎ ✿

✍ ☛



✍✌ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ � ✡✆✠☎✁✁✁✂ ☎✁✟✆ � ☎✆✟✁ ✄✆

✁✱✠✝✤✠✴ ☞ ✁✬ ✠✓✞ ✂ ✟ ✝�☎✟ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛
Γ

✆ ✆☎✂ ✂✄ ☎ ✢✗✚✭✗
N(Γ) ✓☎ Γ ✔☎ ✂✄ ☎

✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✝ ✝✂✄ ✓✟☎
0
✂✠☎✆ ✆ ☎ ✓✞ ☎✂✠✄ ✡ ✂☛ ✝✡ ✂✆ ☎ ✂✠☎ ✓☎ Γ ✂✟✓ ✝ ✝✂✄ {σi : i ∈ I}

✂ ☎ ✂✠☎ ✓☎ N(Γ)
✝☎ ✂✟✓ ✓✟ ✆✏ ✝☎ ✂✄ ☎ ✝✟ ✂☎✞✞☎✠✂✝✓✟ ⋂

i∈I σi
✝✞ ✟✓✟☎✡✠ ✂✏ ✡ ✎✄ ☎✟

Γ ✂✟✓
N(Γ) ✂✞☎ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✏ ☎✞✂ ✝�✂✆☎✟ ✂ ✡
✄ ✞✓✓☎ ✡ ✫✗ ✣✻✛✙✦✢ ✙ ✧✪✣★✰✚✗ ✣✘ ✗✚✙✛✣✚

f
✣✢

P (Γ)
✻✾ ✬✗✴✢✦✢✮

f(σ)
✙★ ✛✥✗ ✤✙✧✗

σ′
✣✻✛✙✦✢✗✬ ✤✚✣✜

σ
✻✾ ✙✬✬✦✢✮ ✙✪✪ ✗✪✗✜✗✢✛★

x
✛✥✙✛ ✙✚✗ ✧✣✢✗ ✘✣✦✢✛★ ✦✢

lkΓ(σ)
✷ �✥✗

✚✗★✰ ✪✛✦✢✮ ✘✣★✗✛
Q

✥✙★ ✛✥✗ ✘✚✣✘ ✗✚✛✾ ✛✥✙✛
σ
✻✗✪✣✢✮★ ✛✣

Q
✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤

lkΓ(σ)
✧✣✢✛✙✦✢★

✢✣ ✧✣✢✗ ✘✣✦✢✛★ ✷ ✔✾ ✍✗✜✜✙ ☞ ✷☛ ✸
Γ

✙✢✬
∆(Q)

✙✚✗ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✷
�✣✚ ✙ ✤✙✧✗ X ✣✤

N(Γ)
✸ ✝ ✚✦✛✗ ∩X =

⋂

τ∈X τ
✷ ✫✗ ✣✻✛✙✦✢ ✙ ✧✪✣★✰✚✗ ✣✘✗✚✙✛✣✚

g
✣✢

P (N(Γ))
✻✾ ✬✗✴✢✦✢✮

g(X )
✙★ ✛✥✗ ✤✙✧✗ X ′ ✣✻✛✙✦✢✗✬ ✤✚✣✜ X ✻✾ ✙✬✬✦✢✮ ✙✪✪ ✜ ✙✵✦✜ ✙✪

✤✙✧✗★ ✣✤
Γ
✧✣✢✛✙✦✢✦✢✮ ∩X ✷ ✂✢ ✛✥✗ ✚✗★✰ ✪✛✦✢✮ ✘✣★✗✛

Q′ ✸ ✝✗ ✜ ✙✾ ✦✬✗✢✛✦✤✾ ✙ ✮✦✭✗✢ ✗✪✗✜ ✗✢✛
X ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✤✙✧✗

σ(X ) = ∩X ∈ Γ
✷ ✡✙✜✗✪✾✸ ✦✤ ✛✝✣ ✗✪✗✜ ✗✢✛★ X ✙✢✬ X ′ ✦✢

Q′ ✾✦✗✪✬
✛✥✗ ★✙✜ ✗ ✤✙✧✗

σ
✸ ✛✥✗✢ ∩(X ∪ X ′) = σ

✸ ✝✥✦✧✥ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛ ✝✗ ✜✰★✛ ✥✙✭✗ X = X ′ ✷
✡✣✛✗ ✛✥✙✛ X ✦★ ★✜ ✙✪✪✗✚ ✛✥✙✢ Y ✦✢

Q′ ✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤
σ(Y)

✦★ ✧✣✢✛✙✦✢✗✬ ✦✢
σ(X )

✷ ✔✾
✍✗✜✜✙ ☞ ✷☛✸

N(Γ)
✙✢✬

∆(Q′)
✙✚✗ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✷

✂✛ ✚✗✜✙✦✢★ ✛✣ ✘✚✣✭✗ ✛✥✙✛ ✙ ✤✙✧✗
σ
✦★ ✙✢ ✗✪✗✜✗✢✛ ✦✢

Q
✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤

σ
✦★ ✙✢ ✗✪✗✜ ✗✢✛

✦✢
Q′ ✑ ✛✥✦★ ✝ ✦✪✪ ✦✜ ✘✪✾ ✛✥✙✛

Q
✙✢✬

Q′ ✧✣✦✢✧✦✬✗ ☞✗✵✧✗✘✛ ✛✥✙✛ ✙✪✪ ✣✚✬✗✚ ✚✗✪✙✛✦✣✢★ ✙✚✗
✚✗✭✗✚★✗✬ ✦✢

Q′✎ ✷ ✡✣✝ ✸
σ

✻✗✪✣✢✮★ ✛✣
Q

✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤
lkΓ(σ)

✧✣✢✛✙✦✢ ★ ✢✣ ✧✣✢✗ ✘✣✦✢✛★ ✷
✓✺✰✦✭✙✪✗✢✛✪✾✸ ✤✣✚ ✗✭✗✚✾

x /∈ σ
✸ ✛✥✗✚✗ ✦★ ★✣✜ ✗ ✜✙✵✦✜ ✙✪ ✤✙✧✗ ✣✤

Γ
✧✣✢✛✙✦✢✦✢✮

σ
✻✰✛

✢✣✛
x
✷ �✥✦★ ✜ ✗✙✢★ ✗✵✙✧✛✪✾ ✛✥✙✛

σ = ∩X ✤✣✚ ★✣✜ ✗ ✤✙✜ ✦✪✾ X ✣✤ ✜ ✙✵✦✜✙✪ ✤✙✧✗★ ✣✤
Γ
✷

✏✗✢✧✗
σ ∈ Q

✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤
σ ∈ Q′ ✸ ✝✥✦✧✥ ✧✣✢✧✪✰✬✗★ ✛✥✗ ✘✚✣✣✤ ✷

�

� ✂✁ ✁ ✄✠✆✡
✫✗ ✬✦★✧✰★★ ✛✥✗ ✧✣✢✧✗✘✛ ✣✤ ✬✗✘✛✥ ✸ ✙ ✘✙✚✙✜✗✛✗✚ ✛✥✙✛ ✝✗ ✝ ✦✪✪ ✤✚✗✺✰✗✢✛✪✾ ✧✣✢★✦✬✗✚
✛✥✚✣✰✮✥✣✰✛ ✛✥ ✦★ ✛✥✗★✦★ ✷ �✥✗ ✜✙✦✢ ✣✻✶ ✗✧✛✦✭✗ ✣✤ ✛✥✗ ★✗✧✛✦✣✢ ✦★ ✛✣ ★✥✣✝ ✛✥✙✛ ✝✗ ✜ ✙✾
✬✗✴✢✗ ✛✥✗ ✬✗✘✛✥ ✣✭✗✚ ✙ ✴✗✪✬ ✣✚

Z
✣✤ ✙ ✧✣✜✘✪✗✵ ✦✢ ✛✗✚✜ ★ ✣✤ ✬✗✪✗✛✦✣✢★ ✚✙✛✥✗✚ ✛✥✙✢ ✦✢

✛✗✚✜ ★ ✣✤ ✪✦✢✩★ ✷ �✥✦★ ✦★ ✙ ✝✗✪✪☎✩✢✣✝✢ ✤✙✧✛ ✙✜✣✢✮ ✚✦✢✮ ✛✥✗✣✚✦★✛★ ✠☛☛☞✡ ✸ ✻✰✛ ✝✗ ✦✢✧✪✰✬✗
✙ ✧✣✜✘✪✗✛✗ ✘✚✣✣✤ ✤✣✚ ✚✗✤✗✚✗✢✧✗ ✷ ✄✛ ✛✥✗ ✗✢✬ ✣✤ ✛✥✗ ★✗✧✛✦✣✢ ✸ ✝✗ ✬✦★✧✰★★ ✛✥✗ ★✦✛✰✙✛✦✣✢
✤✣✚ ✥✣✜✣✛✣✘✦✧✙✪ ✬✗✘✛✥ ✸ ✝✥✦✧✥ ✦★ ✧✣✢★✦✬✗✚✙✻✪✾ ✜✣✚✗ ✧✣✜✘✪✦✧✙✛✗✬ ✷

✍✗✛
F

✻✗ ✙ ✴✗✪✬ ✣✚
Z

✙✢✬ ✪✗✛
∆

✻✗ ✙ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✢ ✛✥✗
0
☎✧✗✪✪ ★✗✛

E
✷

✁✗✧✙✪✪ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✬✗✘✛✥ ✣✭✗✚
F

✣✤
∆

✦★ ✬✗✴✢✗✬ ✻✾

depthF(∆) = min{m : H̃m−|σ|(lk∆(σ); F) 6= 0
✤✣✚ ★✣✜ ✗

σ ⊆ E}.
✒✗✴✢✗ ✛✥✗ ✓☎✆☎✂✝✓✟ ✂✓☎✠ ✂✄ ✣✭✗✚

F
✻✾

deldepthF(∆) = min{m : H̃m−|σ|(del∆(σ); F) 6= 0
✤✣✚ ★✣✜ ✗

σ ⊆ E}.
✁✱✠✝✤✠✴ ☞ ✁✫ ✂✭✦✡�★✞✥✠✤��✦✧✱✡✮★✦✴ ✁✱✠✝✤✠✴ ✞ ✠✓✞ ✂✟✏ ✠✓✡✠ ✆☎☛

∆ ✓✟ ✂✄ ☎

0
✂✠☎✆ ✆ ✞☎✂

E
✆
depthF(∆) = deldepthF(∆) ✡

✒ ☎✡ ✂✞✒ ✡ �✣✚ ✚✦✢✮☎✛✥✗✣✚✗✛✦✧ ✻✙✧✩✮✚✣✰✢✬ ✙✢✬ ✚✙✛✦✣✢✙✪✗ ✤✣✚ ✙✛✛✚✦✻✰✛✦✢✮ ✛✥✗ ✛✥✗✣✚✗✜
✛✣ ✄✰★✪✙✢✬✗✚ ✙✢✬ ✔✰✧✥★✻✙✰✜ ✸ ★✗✗ ✪✙✛✗✚ ✦✢ ✛✥✦★ ★✗✧✛✦✣✢ ✑ ✝✗ ✚✗✤✗✚ ✛✣ ✠✜ ✦✛✥ ✠☛☛☞✡ ✤✣✚
✬✗✛✙✦✪★ ✷



� ✆� ✆ � ☎✂ ✄� ✍✖

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✍✗✛ m ✻✗ ✜ ✦✢✦✜ ✙✪ ★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✙ ★✗✛
σ
✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✘✚✣✘ ✗✚✛✾ ✛✥✙✛

H̃m−|σ|(∆(∅, σ)) 6= 0;

✝✗ ★✰✘✘✚✗★★
F

✤✚✣✜ ✢✣✛✙✛✦✣✢ ✷ ✫✗ ✝✙✢✛ ✛✣ ★✥✣✝ ✛✥✙✛ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✙ ✤✙✧✗
τ ∈ ∆

✙✢✬ ✙✢
✦✢✛✗✮✗✚

a ≥ 0
★✰✧✥ ✛✥✙✛

H̃m−a(∆(τ, ∅)) 6= 0
✷ �✥✦★ ✝ ✦✪✪ ✦✜ ✘✪✾ ✛✥✙✛

depthF(∆)
✦★ ✪✗★★

✛✥✙✢ ✣✚ ✗✺✰✙✪ ✛✣ m− a
✙✢✬ ✥✗✢✧✗ ✙✛ ✜✣★✛ ✗✺✰✙✪ ✛✣ deldepthF(∆)

✷
✂✤
σ = ∅ ✸ ✛✥✗✢ ✝✗ ✙✚✗ ✬✣✢✗ ✸ ✙★ ✝✗ ✜ ✙✾ ✧✥✣✣★✗

τ = ∅ ✙✢✬
a = 0

✷ ✹✛✥✗✚✝ ✦★✗ ✸ ✪✗✛
x ∈ σ

✷ ✫✗ ✥✙✭✗ ✛✥✗ ✗✵✙✧✛ ★✗✺✰✗✢✧✗

H̃m+1−|σ|(∆(x, σ − x)) −→ H̃m−|σ|(∆(∅, σ)) −→ H̃m−|σ|(∆(∅, σ − x)),

✝✥✗✚✗ ✛✥✗ ✮✚✣✰✘ ✦✢ ✛✥✗ ✜ ✦✬✬✪✗ ✦★ ✢✣✢☛✗✚✣ ✻✾ ✙★★✰✜✘✛✦✣✢ ✷ ✠✦✢✧✗
m− |σ| = m− 1−

|σ − x| ✸ ✛✥✗ ✮✚✣✰✘ ✛✣ ✛✥✗ ✚✦✮✥✛ ✦★ ☛✗✚✣ ✻✾ ✜ ✦✢✦✜ ✙✪✦✛✾ ✣✤
m

✸ ✝✥✦✧✥ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛ ✛✥✗
✮✚✣✰✘ ✛✣ ✛✥✗ ✪✗✤✛ ✦★ ✢✣✢☛✗✚✣ ✷ ✡✣✝ ✸

H̃m+1−|σ|(∆(x, σ − x)) = H̃m−1−|σ−x|((lk∆(x))(∅, σ − x)).

✠✦✢✧✗ ✛✥✦★ ✮✚✣✰✘ ✦★ ✢✣✢☛✗✚✣ ✸ ✝✗ ✥✙✭✗ ✻✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✣✢ ✛✥✗ ★✦☛✗ ✣✤
∆

✛✥✙✛ ✛✥✗✚✗ ✗✵✦★✛★
✙
τ ′

✙✢✬ ✙✢ ✦✢✛✗✮✗✚
a ≥ 0

★✰✧✥ ✛✥✙✛
H̃m−1−a((lk∆(x))(τ ′, ∅)) 6= 0

✷ ✠✦✢✧✗

H̃m−1−a((lk∆(x))(τ ′, ∅)) = H̃m−a(∆(τ ′ + x, ∅)),
✛✥✗ ✧✪✙✦✜ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✷

✡✗✵✛ ✸ ✪✗✛
m

✻✗ ✛✥✗ ✬✗✘✛✥ ✣✤
∆

✣✭✗✚
F

✙✢✬ ✪✗✛
τ
✻✗ ✜ ✦✢✦✜ ✙✪ ★✰✧✥ ✛✥✙✛

H̃m(∆(τ, ∅)) 6= 0.

�✥✦★ ✛✦✜ ✗ ✸ ✝✗ ✝✙✢✛ ✛✣ ★✥✣✝ ✛✥✙✛ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✙ ★✗✛
σ

✙✢✬ ✙✢ ✦✢✛✗✮✗✚
a ≥ 0

★✰✧✥ ✛✥✙✛
H̃m−|σ|−a(∆(∅, σ)) 6= 0

✷ �✥✦★ ✝ ✦✪✪ ✦✜ ✘✪✾ ✛✥✙✛
deldepthF(∆)

✦★ ✪✗★★ ✛✥✙✢ ✣✚ ✗✺✰✙✪ ✛✣
m− a

✙✢✬ ✥✗✢✧✗ ✙✛ ✜✣★✛ ✗✺✰✙✪ ✛✣ depthF(∆)
✷

✂✤
τ = ∅ ✸ ✛✥✗✢ ✝✗ ✙✚✗ ✬✣✢✗ ✸ ✙★ ✝✗ ✜ ✙✾ ✧✥✣✣★✗

σ = ∅ ✙✢✬
a = 0

✷ ✹✛✥✗✚✝ ✦★✗ ✸ ✪✗✛
x ∈ τ

✷ ✫✗ ✥✙✭✗ ✛✥✗ ✗✵✙✧✛ ★✗✺✰✗✢✧✗

H̃m(∆(τ − x, ∅)) −−−−→ H̃m(∆(τ, ∅)) −−−−→ H̃m−1(∆(τ − x, x)),

✝✥✗✚✗ ✛✥✗ ✮✚✣✰✘ ✦✢ ✛✥✗ ✜ ✦✬✬✪✗ ✦★ ✢✣✢☛✗✚✣ ✻✾ ✙★★✰✜✘✛✦✣✢ ✷ ✔✾ ✜ ✦✢✦✜ ✙✪✦✛✾ ✣✤
τ
✸ ✛✥✗

✮✚✣✰✘ ✛✣ ✛✥✗ ✪✗✤✛ ✦★ ☛✗✚✣ ✸ ✝✥✦✧✥ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✮✚✣✰✘ ✛✣ ✛✥✗ ✚✦✮✥✛ ✦★ ✢✣✢☛✗✚✣ ✷ ✡✣✝ ✸

H̃m−1(∆(τ − x, x)) = H̃m−1((del∆(x))(τ − x, ∅)).
✠✦✢✧✗ ✛✥✦★ ✮✚✣✰✘ ✦★ ✢✣✢☛✗✚✣ ✸ ✝✗ ✥✙✭✗ ✻✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✣✢ ✛✥✗ ★✦☛✗ ✣✤

∆
✛✥✙✛ ✛✥✗✚✗ ✗✵✦★✛★

✙
σ′ ✙✢✬ ✙✢ ✦✢✛✗✮✗✚

a ≥ 0
★✰✧✥ ✛✥✙✛

H̃m−1−|σ′|−a((del∆(x))(∅, σ′)) 6= 0
✷ ✠✦✢✧✗

H̃m−1−|σ′|−a((del∆(x))(∅, σ′)) = H̃m−|σ′+x|−a(∆(∅, σ′ + x)),

✛✥✗ ✧✪✙✦✜ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✷ �✥✦★ ✧✣✢✧✪✰✬✗★ ✛✥✗ ✘✚✣✣✤ ✷
�



✍☞ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ � ✡✆✠☎✁✁✁✂ ☎✁✟✆ � ☎✆✟✁ ✄✆

✆✝✤✝ ��★✤✳ ☞ ✁✟ ✂✁ ✝✧✱✡✟✠✤ ☎☛✞✝✞ ✟☎✂
∆ ✔☎ ✂ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✡ ✎✄ ☎✟

∆
✝✞
CM/F✝☎ ✂✟✓ ✓✟ ✆✏ ✝☎

H̃i−|σ|(del∆(σ); F) = 0
✝✄ ☎✟☎�☎✞

i < dim∆
☎ ✓✞ ✂✆ ✆ σ ⊆ E ✡ ✒ ✓✞☎✟ ☎✟☎✞✂✆ ✆✏✆ ✆☎✂

m ✔☎ ✂✟ ✝✟ ✂☎✟ ☎✞✡ ✎✄ ☎✟ ✂✄ ☎
m

✂✞✒ ☎✆☎✂✓✟ ✓☎ ∆
✝✞
CM/F

✝☎ ✂✟✓ ✓✟✆✏ ✝☎

H̃i−|σ|(del∆(σ); F) = 0
✝✄ ☎✟☎�☎✞

i < m
☎ ✓✞ ✂✆ ✆ σ ✡

�

✄★ ✘✚✣✜ ✦★✗✬ ✸ ✝✗ ✢✣✝ ✮✦✭✗ ★✣✜ ✗ ✚✦✢✮☎✛✥✗✣✚✗✛✦✧ ✻✙✧✩✮✚✣✰✢✬ ✸ ✚✣✰✮✥✪✾ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✠✜ ✦✛✥
✠☛☛☞✡ ✷ ✍✗✛

R(∆)
✻✗ ✛✥✗ ✠✛✙✢✪✗✾☎✁✗✦★✢✗✚ ✚✦✢✮ ✣✤

∆
✑ ★✗✗ ✠✗✧✛✦✣✢ ✖ ✷✍ ✤✣✚ ✬✗✴✢✦✛✦✣✢★ ✙✢✬

✙ ✛✗✵✛✻✣✣✩ ✣✢ ✧✣✜✜✰✛✙✛✦✭✗ ✙✪✮✗✻✚✙ ✠✌✖ ✸ ☞✝✡ ✤✣✚ ✚✦✢✮☎✛✥✗✣✚✗✛✦✧ ✬✗✴✢✦✛✦✣✢★ ✷ ✄ ★★✰✜ ✗
✛✥✙✛

∆
✦★

(d − 1)
☎✬✦✜ ✗✢★✦✣✢✙✪ ✙✢✬ ✛✥✙✛

depthF(∆) = p − 1
✷ ✄ ★ ✜ ✗✢✛✦✣✢✗✬ ✦✢

✠✗✧✛✦✣✢ ✖ ✷✍ ✸ ✛✥ ✦★ ✜ ✗✙✢★ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✎✚✰✪✪ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢ ✣✤
R(∆)

✦★
d
✙✢✬ ✛✥✗ ✬✗✘✛✥ ✦★

p
✷

✍✗✛
n

✻✗ ✛✥✗ ★✦☛✗ ✣✤ ✛✥✗ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛
E

✣✤
∆
✷ ✔✾ ✙ ✛✥✗✣✚✗✜ ✣✤ ✏✣✧✥★✛✗✚ ✠✞✍✡ ✸ ✛✥✗

✥✣✜✣✪✣✮✦✧✙✪ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢
hd(R(∆))

✣✤
R(∆)

★✙✛✦★✴✗★

hd(R(∆)) = max{i : H̃n−|σ|−i−1(del∆(σ)) 6= 0
✤✣✚ ★✣✜ ✗

σ}.
�✥✗ ✄✰★✪✙✢✬✗✚☎✔✰✧✥★✻✙✰✜ ✛✥✗✣✚✗✜ ✠☞✝ ✸ �✥ ✷ ☛✕ ✷✕ ✡ ★✛✙✛✗★ ✛✥✙✛

depth(R(∆)) + hd(R(∆)) = n,

✝✥✦✧✥ ✦✜✜✗✬✦✙✛✗✪✾ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛

depth(R(∆)) = min{n− i : H̃n−|σ|−i−1(del∆(σ)) 6= 0
✤✣✚ ★✣✜ ✗

σ}.
✁✗✘✪✙✧✦✢✮

n− i
✝ ✦✛✥

m
✙✢✬ ✰★✦✢✮ ✛✥✗ ✦✬✗✢✛✦✛✾

depthF(∆) = depth(R(∆)) − 1
✸ ✝✗

✣✻✛✙✦✢ �✥✗✣✚✗✜ ☞ ✷✖ ✷ ✂✢ ✘✙✚✛✦✧✰ ✪✙✚ ✸ ✜✣✬✰✪✣ ✏✣✧✥★✛✗✚ ✠★ ✛✥✗✣✚✗✜ ✸ ✛✥✗ ✄✰★✪✙✢✬✗✚☎
✔✰✧✥★✻✙✰✜ �✥✗✣✚✗✜ ✠☞✝ ✸ �✥ ✷ ☛✕ ✷✕✡ ✦★ ✛✥✗ ✚✦✢✮☎✛✥✗✣✚✗✛✦✧ ✧✣✰✢✛✗✚✘✙✚✛ ✛✣ �✥✗✣☎
✚✗✜ ☞ ✷✖ ✷

✍✗✛
F
✻✗ ✙ ✴✗✪✬ ✙✢✬ ✪✗✛

E
✻✗ ✛✥✗ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛ ✣✤

∆
✷ ✔✾ ✄✪✗✵✙✢✬✗✚ ✬✰✙✪✦✛✾✸ ✝✗ ✥✙✭✗

✛✥✙✛

H̃i(del∆(σ); F) = H̃|E|−i−|σ|−3(lk∆∗
E
(σ); F);

H̃i(lk∆(σ); F) = H̃|E|−i−|σ|−3(del∆∗
E
(σ); F).

✄★ ✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸ ✝✗ ✥✙✭✗ ✛✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✚✗★✰ ✪✛ ✿
✆✝✤✝ ��★✤✳ ☞ ✁☛ ✟☎✂

∆ ✔☎ ✂ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✓✟ ✂✄ ☎ �☎✞✂☎☛ ✞☎✂
E

� ✝✞✝✂☎
n = |E| ✡✎✄ ☎✟

depthF(∆∗
E) = min{i : H̃n−i−3(del∆(σ); F) 6= 0

☎ ✓✞ ✞✓✡ ☎
σ}

= min{i : H̃n−i−3(lk∆(σ); F) 6= 0
☎ ✓✞ ✞✓✡ ☎

σ}.
✁✟ ✠ ✂✞✂✝✠✂ ✆✂✞✆ ✝☎

H̃j(lk∆(σ); F) = 0
✝✄ ☎✟☎�☎✞

j > m
✆ ✂✄ ☎✟ ✂✄ ☎

(n−m− 3)
✂✞✒ ☎✆☎✂✓✟

✓☎ ∆∗
E

✝✞
CM/F ✡

�

✒✗✴✢✗ ✛✥✗ ✓✂✂✆ ✓☎✠ ✂✄ ✣✭✗✚
F

✣✤
∆

✻✾

depth∗
F(∆) = max{i : H̃i(lk∆(σ); F) 6= 0

✤✣✚ ★✣✜✗
σ}.

✔✾ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ☞ ✷✞ ✸
depth∗

F(∆) + depthF(∆∗
E) = |E| − 3

✷



� ✆� ✆ � ☎✂ ✄� ✍✞

✆✝✤✝ ��★✤✳ ☞ ✁☞ ✟☎✂
∆ ✔☎ ✂ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✡ ✎✄ ☎✟

depth∗
F(∆) = max{i : H̃i(del∆(σ); F) 6= 0

☎ ✓✞ ✞✓✡ ☎
σ}. �

✄ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✝ ✦✛✥ ✬✰✙✪ ✬✗✘✛✥ ✙✛ ✜✣★✛
d − 1

✦★ ★✣✜ ✗✛✦✜ ✗★ ✚✗✤✗✚✚✗✬ ✛✣ ✙★
✙
d
✂✟☎✞✂✏ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✷ ✫✗ ✘✚✣ ✧✗✗✬ ✝ ✦✛✥ ✙ ✜ ✦✢✣✚ ✚✗★✰✪✛ ✛✥✙✛ ✝ ✦✪✪ ✻ ✗ ✣✤ ★✣✜ ✗ ✰★✗ ✦✢

✎✥✙✘✛✗✚ ☛✕ ✷
✒ ✤✝✰ ✝✡☞✟☞✝✞ ☞ ✁✑ ✟☎✂

∆ ✔☎ ✂ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✝ ✝✂✄ ✓✂✂✆ ✓☎✠ ✂✄
c ✂✟✓ ✆☎✂

σ ✔☎ ✂
✟✓✟☎✡✠ ✂✏ ✞☎✂✡ ✁☎

H̃c(del∆(τ); F) = 0
☎ ✓✞ ✞✓✡ ☎

τ ⊆ σ ✂✟✓ ✂✄ ☎ ✓✂✂✆ ✓☎✠ ✂✄ ✓☎ lk∆(y)✝✞ ✆☎✞✞ ✂✄ ✂✟ c
☎ ✓✞ ✂✆ ✆ y ∈ σ \ τ ✆ ✂✄ ☎✟

H̃c(del∆(σ); F) = 0 ✡
✄ ✞✓✓☎ ✡ ✂✤

σ = τ
✸ ✛✥✗✢ ✝✗ ✙✚✗ ✬✣✢✗ ✷ ✹✛✥✗✚✝ ✦★✗ ✸ ✪✗✛

y ∈ σ \ τ ✙✢✬ ✙★★✰✜✗ ✛✥✙✛
H̃c(∆(∅, σ))

✦★ ✢✣✢☛✗✚✣ ✷ ✔✾ ✛✥✗ ✗✵✙✧✛ ★✗✺✰✗✢✧✗

H̃c+1(∆(y, σ − y)) −−−−→ H̃c(∆(∅, σ)) −−−−→ H̃c(∆(∅, σ − y)),

✛✥✦★ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛
H̃c+1(∆(y, σ − y))

✦★ ✢✣✢☛✗✚✣ ✑ ✛✥✗ ✮✚✣✰✘ ✛✣ ✛✥✗ ✚✦✮✥✛ ✦★ ☛✗✚✣ ✻✾
✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✣✢ ✛✥✗ ★✦☛✗ ✣✤

σ
✷ ✠✦✢✧✗

H̃c+1(∆(y, σ − y)) = H̃c((lk∆(y))(∅, σ − y))
✸ ✛✥✗

✬✰✙✪ ✬✗✘✛✥ ✣✤
lk∆(y)

✦★ ✙✛ ✪✗✙★✛
c
✻✾ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ☞ ✷☞ ✸ ✙ ✧✣✢✛✚✙✬✦✧✛✦✣✢ ✷

�

✔✾ ✛✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✛✥✗✣✚✗✜ ✸ ✛✥✗ ✥✣✜✣✛✣✘ ✦✧✙✪ ✬✗✘✛✥ ✣✤ ✙ ✧✣✜✘✪✗✵
∆

✣✢ ✛✥✗
0
☎✧✗✪✪ ★✗✛
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✦★ ✢✣✛ ✙✪✝✙✾★ ✗✺✰✙✪ ✛✣ ✛✥✗ ✥✣✜✣✛✣✘✦✧✙✪ ✬✗✪✗✛✦✣✢☎✬✗✘✛✥ ☞✬✗✴✢✗✬ ✦✢ ✛✥✗ ✢✙✛✰✚✙✪

✜ ✙✢✢✗✚✎ ✷
✁✱✠✝✤✠✴ ☞ ✁✞ ✌✂✠✠ ✓✞☎ ✂✄ ✂✂ ∆

✝✞ ✂ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✓✟ ✂✄ ☎
0
✂✠☎✆ ✆ ✞☎✂

E
✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂

✂✄ ☎ ✓☎✠ ✂✄
d ✓�☎✞ Z ✓☎ ∆

✝✞ ✞✂✞✝✠✂✆✏ ✟ ✞☎✂✂☎✞ ✂✄ ✂✟ ✂✄ ☎ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✝✠✂✆ ✓☎✠ ✂✄ ✓☎ ∆ ✡ ✠✓✞ ✂
✞☎✂

Y ✓☎ 0
✂✠☎✆ ✆✞ ✓✝✞✁ ✓✝✟ ✂ ☎ ✞✓✡ E

✆ ✆☎✂
ΣY

✔☎ ✂✄ ☎
0
✂✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟✂✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✝ ✝✂✄

0
✂✠☎✆ ✆ ✞☎✂

Y ✡ ✁☎ |Y | ≥ d
✆ ✂✄ ☎✟ ✂✄ ☎ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✝✠✂✆ ✓☎✠ ✂✄ ✓☎ Γ = ∆ ∗ ΣY

✝✞ ✞✂✞✝✠✂✆✏ ✞✡ ✂✆ ✆☎✞ ✂✄ ✂✟

d+ 1
✆ ✝✄ ☎✞☎✂✞ ✂✄ ☎ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✝✠✂✆ ✓☎✆☎✂✝✓✟ ✂✓☎✠ ✂✄ ✝✞ ☎✞✂✂✆ ✂✓ d+ 1 ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ �✣✚ ✙✢✾
y ∈ Y

✸
lkΓ(y)

✧✣✦✢✧✦✬✗★ ✝ ✦✛✥
∆
✸ ✤✣✚ ✝✥✦✧✥ ✛✥✗ ✥✣✜✣✛✣✘✦✧✙✪ ✬✗✘✛✥ ✦★

★✛✚✦✧✛✪✾ ★✜ ✙✪✪✗✚ ✛✥✙✢
d
✷ ✂✛ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✥✣✜✣✛✣✘✦✧✙✪ ✬✗✘✛✥ ✣✤

Γ
✦★ ★✛✚✦✧✛✪✾ ★✜ ✙✪✪✗✚

✛✥✙✢
d+ 1

✷
✂✛ ✚✗✜ ✙✦✢★ ✛✣ ✘✚✣✭✗ ✛✥✙✛

delΓ(σ)
✦★

(d − |σ|)☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✤✣✚ ✗✭✗✚✾
σ ⊆ E ∪ Y✔✾ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✣✤ ✶ ✣✦✢ ☞✙✘✘✪✾ ✏ ✚✣✘✣★✦✛✦✣✢ ✖ ✷✟✎ ✸ ✛✥✗ ✬✗✘✛✥ ✣✭✗✚

Z
✣✤

Γ
✦★
d + 1

✷ ✔✾
�✥✗✣✚✗✜ ★ ✖ ✷✍ ✙✢✬ ☞ ✷✖ ✸ ✦✛ ★✰✟ ✧✗★ ✛✣ ✘✚✣✭✗ ✛✥✙✛

delΓ(σ)
✦★ ★✦✜✘✪✾ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✝✥✗✢✗✭✗✚

d− |σ| ≥ 1
✷ ✫✚✦✛✗

σ = A ∪X ✸ ✝✥✗✚✗
A ⊆ E

✙✢✬
X ⊆ Y

✷ ✫✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✙✛

delΓ(σ) = del∆(A) ∗ delΣY
(X) = del∆(A) ∗ ΣY \X .

✠✦✢✧✗ |σ| ≤ d − 1
✸ ✝✗ ✥✙✭✗ ✛✥✙✛ |A| ≤ d − 1

✙✢✬ |Y | ≤ d − 1
✷ ✂✢ ✘✙✚✛✦✧✰ ✪✙✚ ✸

del∆(A)
✦★

0
☎✙✧✾✧✪✦✧ ✙✢✬ ✥✗✢✧✗

0
☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✸ ✝✥✗✚✗✙★

ΣY \X
✦★

(−1)
☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✷ ✄ ★

✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸ delΓ(σ)
✦★ ★✦✜✘✪✾ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✻✾ �✥✗✣✚✗✜ ✖ ✷☛☛✷
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✦✤ ✛✥✗
d
☎★✩✗✪✗✛✣✢ ✦★

V D
✷ ✁✗✤✗✚ ✛✣ ✛✥✗

✧✣✜✘✪✗✵ ✙★
V D+(d)

✦✤ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✦★
V D(d)

✙✢✬ ✙✬✜ ✦✛★ ✙ ✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ✝ ✦✛✥ ✙✪✪
✗✭✙★✦✭✗ ★✗✛★ ✣✤ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢
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✷ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛ ✙

V D(d)
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✙✢✬ ✛✥✙✛ ✙
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✭✣✦✬ ✧✣✜✘✪✗✵ ✦★
V D(d)

✙✢✬
V D+(d)

✤✣✚ ✗✭✗✚✾
d
✷

✁✠✴✴★ ☞ ✁✓ ✟☎✂
∆ ✔☎ ✂ ✆✝☎ ✂☎✓ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✂✟✓ ✆☎✂

v ✔☎ ✂ �☎✞✂☎☛ ✡ ✁☎
lk∆(v)

✝✞
V D(d−1)

✂✟✓ del∆(v)
✝✞
V D(d)

✆ ✂✄ ☎✟
∆

✝✞
V D(d) ✡ ✁☎

lk∆(v)
✝✞
VD+(d− 1) ✂✟✓ del∆(v)

✝✞

V D+(d)
✆ ✂✄ ☎✟

∆
✝✞
V D+(d) ✡
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�

✁✠✴✴★ ☞ ✁✢✔ ✟☎✂
∆ ✔☎ ✂ ✆✝☎ ✂☎✓ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✂✟✓ ✆☎✂

B ✔☎ ✂ �☎✞✂☎☛ ✞☎✂ ✡ ✁☎
∆(A,B \A)

✝✞

V D ✓☎ ✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟ d
☎ ✓✞ ☎✂✠✄ A ⊆ B

✆ ✂✄ ☎✟
∆

✝✞
V D ✓☎ ✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟ d ✡ ✁☎

∆(A,B \A)✝✞
V D(d)

☎ ✓✞ ☎✂✠✄ A ⊆ B
✆ ✂✄ ☎✟

∆
✝✞
V D(d) ✡ ✁☎

∆(A,B \ A)
✝✞
V D+(d)

☎ ✓✞ ☎✂✠✄

A ⊆ B
✆ ✂✄ ☎✟

∆
✝✞
V D+(d) ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ �✥✦★ ✦★ ✦✜✜✗✬✦✙✛✗ ✻✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✣✢ ✛✥✗ ★✦☛✗ ✣✤
B

✑ ✰★✗ ✒✗✴✢✦✛✦✣✢ ✖ ✷✌✍ ✙✢✬
✍✗✜✜✙ ☞ ✷✕ ✷

�

�✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ★✦✜✘✪✗ ✪✗✜✜✙ ✦★ ★✣✜ ✗✛✦✜ ✗★ ✰★✗✤✰ ✪ ✷
✁✠✴✴★ ☞ ✁✢✢ ✟☎✂

∆1, . . . ,∆k
✔☎ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ☎✞ ✂✟✓ ✆☎✂

d1, . . . , dk
✔☎ ✝✟ ✂☎✟ ☎✞✞

✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ ∆i
✝✞
VD(di)

☎ ✓✞ ☎✂✠✄ i
�
di ≥ −1 ✡ ✎✄ ☎✟ ✂✄ ☎ ✁ ✓✝✟ ∆1 ∗ . . . ∗ ∆k

✝✞

V D(
∑

i di + k − 1) ✡ ✎✄ ☎ ✁ ✓✝✟ ✝✞
VD+(

∑

i di + k − 1)
✝☎ ☎✂✠✄ ∆i

✝✞
V D+(di)

✡
✄ ✞✓✓☎ ✡ ❀★✗ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✣✢ ✛✥✗ ★✦☛✗ ✣✤

∆1 ∗ · · · ∗ ∆k
✙✢✬

d =
∑

i di + k
✷ ✂✤

d = 0
✸

✛✥✗✢ ✝✗ ✙✚✗ ✬✣✢✗ ✷ ✹✛✥✗✚✝ ✦★✗ ✸ ✪✗✛
i
✻✗ ★✰✧✥ ✛✥✙✛

di ≥ 0
✑ ★✙✾ ✛✥✙✛

i = k
✷ ✍✗✛

v
✻✗ ✙

★✥✗✬✬✦✢✮ ✭✗✚✛✗✵ ✤✣✚ ✛✥✗
dk

☎★✩✗✪✗✛✣✢
Σk

✣✤
∆k

✑
lkΣk

(v)
✙✢✬

delΣk
(v)

✙✚✗
V D

✷ ✫✚✦✛✗
∆ = ∆1 ∗ . . . ∗ ∆k−1

✷
✂✤
v
✦★ ✙ ✧✣✢✗ ✘✣✦✢✛ ✦✢

Σk
✸ ✛✥✗✢

Σk = ∆k
✸ ✙✢✬ ★✣ ✛✥✗

(d−1)
☎★✩✗✪✗✛✣✢ ✣✤

del∆k
(v) =

lk∆k
(v)

✧✣✦✢✧✦✬✗★ ✝ ✦✛✥
delΣk

(v) = lkΣk
(v)

✷ ✔✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✸
∆∗ lk∆k

(v)
✦★
V D(d−1)

✷
∆ ∗ ∆k

✦★ ✛✥✗ ✧✣✢✗ ✣✭✗✚ ✛✥✦★ ✧✣✜✘✪✗✵ ✙✢✬ ✥✗✢✧✗
V D(d)

✷
✂✤
v
✦★ ✢✣✛ ✙ ✧✣✢✗ ✘✣✦✢✛ ✦✢

Σk
✸ ✛✥✗✢

del∆k
(v)

✦★
V D(d)

✙✢✬
lk∆k

(v)
✦★
V D(d−1)

✷
✔✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✸

∆ ∗ del∆k
(v)

✦★
V D(d)

✸ ✝✥✗✚✗✙★
∆ ∗ lk∆k

(v)
✦★
V D(d − 1)

✷ ✔✾
✍✗✜✜✙ ☞ ✷✕ ✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✙✛

∆
✦★
V D(d)

✸ ✙✢✬ ✝✗ ✙✚✗ ✬✣✢✗ ✷
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✙✢✬ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ☞ ✷✌✖ ✷
�
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∆
✷ ✫✗ ✚✗✤✗✚ ✛✣ ★✰✧✥ ✙ ★✥✗✪✪✦✢✮ ✙★ ✙

V D
✂✞✄ ☎✆ ✆✝✟✟ ✑ ✗✙✧✥ ★✥✗✬✬✦✢✮ ✤✙✧✗ ✦★ ✙ ✭✗✚✛✗✵ ✷



� ✆� ✆ �✂✟☎ ☎✄✁ ✄✡✁✂ ✍✟

✁✠✴✴★ ☞ ✁✢✬ ✟☎✂
∆ ✔☎ ✂ ✞✄ ☎✆ ✆✂✔✆☎ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✓✟ ✂✄ ☎ ✞☎✂

E
✝ ✝✂✄ ✞✄ ☎✆ ✆✝✟✟

✠ ✂✝✞✞ (σ1, τ1), . . . , (σr, τr)
✂✟✓ ✆☎✂

Σ ✔☎ ✂ ✞✂✔✠✓✡✠ ✆☎☛ ✓☎ ∆ ✡ ✟☎✂
d ✔☎ ✂ ✆ ☛ ☎✓ ✝✟ ✂☎✟ ☎✞✡

☞✦✎ ✁☎
Σ(σi, E \ τi)

✝✞ ✞✄ ☎✆ ✆✂✔✆☎ ✓☎ ✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟ d
☎ ✓✞ ☎✂✠✄ ✞✄ ☎✆ ✆✝✟✟ ✠ ✂✝✞ (σi, τi)

✆ ✂✄ ☎✟
✞✓ ✝✞

Σ ✡
☞✦✦✎ ☛ ✞✞✂✡ ☎ ✂✄ ✂✂ ∆

✝✞
V D ✡ ✁☎

Σ(σi, E \ τi)
✝✞
V D ✓☎ ✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟ d

☎ ✓✞ ☎✂✠✄ V D ✂
✞✄ ☎✆ ✆✝✟✟ ✠ ✂✝✞ (σi, τi)

✆ ✂✄ ☎✟ ✞✓ ✝✞
Σ ✡ ✁☎

Σ(σi, E \ τi)
✝✞
V D(d)

☎ ✓✞ ☎✂✠✄ ✞✄ ☎✆ ✆✝✟✟
✠ ✂✝✞ (σi, τi)

✆ ✂✄ ☎✟ ✞✓ ✝✞
Σ ✡

☞✦✦✦✎ ✁☎
Σ(σi, E \ τi) ✂✓✡ ✝✂✞ ✂✟ ✂✠✏✠✆✝✠ ✡ ✂✂✠✄ ✝✟✟ ✝ ✝✂✄ ✂✆ ✆ ✠✞✝✂✝✠✂✆ ☎ ✂✠☎✞ ✓☎ ✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟

d
☎ ✓✞ ☎✂✠✄ ✞✄ ☎✆ ✆✝✟✟ ✠ ✂✝✞ (σi, τi)

✆ ✂✄ ☎✟ ✞✓ ✓✓☎✞ Σ ✡
☞✦✭ ✎ ☛ ✞✞✂✡ ☎ ✂✄ ✂✂ ∆

✝✞
V D ✡ ✁☎

Σ(σi, E \ τi) ✂✓✡ ✝✂✞ ✂ ✓☎✠✝✞✝✓✟ ✂✞☎☎ ✝ ✝✂✄ ✂✆ ✆ ☎�✂✞✝�☎
☎ ✂✠☎✞ ✓☎ ✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟ d

☎ ✓✞ ☎✂✠✄ V D ✂✞✄ ☎✆ ✆✝✟✟ ✠ ✂✝✞ (σi, τi)
✆ ✂✄ ☎✟ ✞✓ ✓✓☎✞ Σ ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ ☞✦✎ ✂✤ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✣✢ ✪✾ ✣✢✗ ★✥✗✪✪✦✢✮ ✘✙✦✚ ✸ ✛✥✗✢ ✝✗ ✙✚✗ ✬✣✢✗ ✷ ✹✛✥✗✚✝ ✦★✗ ✸ ✧✣✢★✦✬✗✚
✛✥✗ ✴✚★✛ ★✥✗✬✬✦✢✮ ✤✙✧✗

σ
✣✤

∆
✦✢ ✒✗✴✢✦✛✦✣✢ ✖ ✷✌✞ ☞✦✦✎ ✷ ✒✗✧✣✜✘✣★✦✢✮ ✝ ✦✛✥ ✚✗★✘ ✗✧✛ ✛✣

σ
✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✙ ✘✙✚✛✦✛✦✣✢ ✣✤ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ★✥✗✪✪✦✢✮ ✘✙✦✚★ ✦✢✛✣ ✛✝✣ ★✰✻✤✙✜ ✦✪✦✗★ ✷ �✥✗

✴✚★✛ ★✰✻✤✙✜ ✦✪✾ ✧✣✢★✛✦✛✰✛✗★ ✙ ★✥✗✪✪✦✢✮ ✣✤
fdel∆(σ)

✙✢✬ ✛✥✗ ✣✛✥✗✚ ★✰✻✤✙✜ ✦✪✾ ✧✣✢★✛✦✛✰✛✗★
✙ ★✥✗✪✪✦✢✮ ✣✤

∆(σ, ∅) ✷ ✔✾ ✙✢ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✙✚✮✰✜✗✢✛ ✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✙ ★✥✗✪✪✦✢✮ ✣✤ ✗✙✧✥ ✣✤
fdelΣ(σ)

✙✢✬
Σ(σ, ∅) ✸ ✝✥✦✧✥ ✧✣✢✧✪✰✬✗★ ✛✥✗ ✘✚✣✣✤ ✷

�✥✗ ✘✚✣✣✤★ ✣✤ ☞✦✦✎☎ ☞✦✭ ✎ ✙✚✗ ✙✪✜✣★✛ ✦✬✗✢✛✦✧✙✪ ✛✣ ✛✥✙✛ ✣✤ ☞✦✎ ✑ ✬✗✧✣✜✘✣★✗ ✝ ✦✛✥ ✚✗★✘✗✧✛
✛✣ ✛✥✗ ✴✚★✛ ★✥✗✬✬✦✢✮ ✤✙✧✗ ✣✚ ★✥✗✬✬✦✢✮ ✭✗✚✛✗✵ ✙✢✬ ✰★✗ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✷

�

� ✂� ✁✠✏✆ ✄✎✟✆✝☎✠

✫✗ ✝ ✦✪✪ ✙✘✘✪✾ ✛✥✗ ✤✣ ✪✪✣✝ ✦✢✮ ★✦✜✘✪✗ ✘✣✪✾✢✣✜ ✦✙✪ ✤✣✚✜✰✪✙ ✝✥✗✢ ✗✵✙✜ ✦✢ ✦✢✮ ✧✣✜✘✪✗✵✗★
✣✤ ✻✦✘✙✚✛✦✛✗ ✮✚✙✘✥★ ✙✢✬ ✮✚✙✘✥★ ✙✬✜ ✦✛✛✦✢✮ ✙

p
☎✧✣✭✗✚ ✷

✒ ✤✝✰ ✝✡☞✟☞✝✞ ☞ ✁✢✫ ✂☎✝ �✄ �✝✤✠✞ ✟☎✂
d ≥ 0 ✂✟✓ ✆☎✂

f ✔☎ ✂ ✠ ✓✆✏✟✓✡ ✝✂✆ ✓☎ ✓☎✟ ✞☎☎ ✂✂
✡ ✓✞✂ d ✡ ✎✄ ☎✟ ✆ ☎ ✓✞ ✂✟✏ ✝✟ ✂☎✟ ☎✞

s ✂✟✓ ✠✓✡✠ ✆☎☛ ✟✂✡ ✔☎✞ x✆

f(x) =

d+s
∑

k=s

(−1)d+s−k
(

x− s

k − s

)(

x− 1 − k

d+ s− k

)

f(k);

✂✄ ☎ ✔✝✟✓✡ ✝✂✆ ✠✓☎✂ ✠✝☎✟ ✂✞ ✂✞☎ ✝✟ ✂☎✞✠ ✞☎✂☎✓ ✂✞ ✠ ✓✆✏✟✓✡ ✝✂✆✞ ✝✟ ✂✄ ☎ ✟✂✂✂✞✂✆ ✡ ✂✟✟☎✞✡
✄ ✞✓✓☎ ✡ ✹✢✗ ✗✙★✦✪✾ ✧✥✗✧✩★ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✪✗✤✛☎✥✙✢✬ ✙✢✬ ✚✦✮✥✛☎✥✙✢✬ ★✦✬✗★ ✧✣✦✢✧✦✬✗ ✤✣✚

x =
s, 1 + s, . . . , d + s

✷ ✠✦✢✧✗ ✛✥✗ ✭✙✪✰✗★ ✣✢ ✙✢✾
d + 1

✘✣✦✢✛★ ✰✢✦✺✰✗✪✾ ✬✗✛✗✚✜ ✦✢✗ ✙
✘✣✪✾✢✣✜ ✦✙✪ ✣✤ ✬✗✮✚✗✗ ✙✛ ✜✣★✛

d
✸ ✛✥✗ ✘✚✣✘✣★✦✛✦✣✢ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✷

�

✒ ✤✝✰ ✝✡☞✟☞✝✞ ☞ ✁✢✟ ✂✡✠✠ ✲✟★✞ �✠✳ ☎✢✢✞✝✞ ✟☎✂
P ✔☎ ✂✄ ☎ ✞☎✂ ✓☎ ✠ ✓✞✝✂✝�☎ ✝✟ ✂☎✟ ☎✞✞ ✡ ✠✓✞

✂ ☎ ✂✟✠✂✝✓✟ f : P → Z ✂✟✓ ✂ ✠ ✂✞✂✝✂✝✓✟ U = {U1, . . . , Uk} ✓☎ ✂ ✆ ✟✝✂☎ ✞✂✔✞☎✂ ✓☎ P
✆

✓☎✆ ✟☎

f(U) = f(|U1|) · · · f(|Uk|).



✍✍ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ � ✡✆✠☎✁✁✁✂ ☎✁✟✆ � ☎✆✟✁ ✄✆

✟☎✂
t ✔☎ ✂ ✞☎✂✆ ✟✂✡ ✔☎✞✡ ✠✓✞ n ≥ 1

✆ ✓☎✆ ✟☎

ht(n) =
∑

U∈Πn

f(U)t|U|,
☞☞ ✷☛✎

✝✄ ☎✞☎
Πn

✝✞ ✂✄ ☎ ✠ ✂✞✂✝✂✝✓✟ ✆✂✂✂✝✠☎ ✓✟ ✂✄ ☎ ✞☎✂
[n] ✂✟✓ |U| ✝✞ ✂✄ ☎ ✟✂✡ ✔☎✞ ✓☎ ✞☎✂✞ ✝✟ ✂✄ ☎

✠ ✂✞✂✝✂✝✓✟ U ✡ ✎✄ ☎✟ ✂✄ ☎ ☎☛✠ ✓✟☎✟ ✂✝✂✆ ✟ ☎✟☎✞✂✂✝✟✟ ☎ ✂✟✠✂✝✓✟✞ F (x) =
∑

n≥1 f(n)xn/n!
✂✟✓ Ht(x) =

∑

n≥1 ht(n)xn/n!
✞✂✂✝✞☎ ✏

Ht(x) = etF (x) − 1.

✄ ✞✓✓☎ ✡ �✣✚ ✙ ★✰✻★✗✛
T

✣✤
[n − 1]

✸ ✪✗✛
Πn(T )

✻✗ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ✘✙✚✛✦✛✦✣✢★ ✣✤
[n]✧✣✢✛✙✦✢✦✢✮ ✛✥✗ ★✗✛

T + n
✷ ✂✛ ✦★ ✧✪✗✙✚ ✛✥✙✛

ht(n)

(n− 1)!
− tf(n)

(n− 1)!
=

∑

T$[n−1]

∑

U∈Πn(T+n)

f(U)t|U|

(n− 1)!

=
∑

T$[n−1]

tf(|T | + 1)ht(n− 1 − |T |)
(n− 1)!

=

n−1
∑

i=1

(

n− 1

i− 1

)

tf(i)ht(n− i)

(n− 1)!
=

n−1
∑

i=1

tf(i)

(i− 1)!

ht(n− i)

(n− i)!
.

�✥✰★
H ′
t(x) − tF ′(x) = tF ′(x)Ht(x)

✷ ✎ ✪✗✙✚✪✾✸
Ht(x) = etF (x) − 1

✦★ ✛✥✗ ✰✢✦✺✰✗
★✣✪✰✛✦✣✢ ✛✣ ✛✥✦★ ✗✺✰✙✛✦✣✢ ✛✥✙✛ ★✙✛✦★✴✗★

Ht(0) = 0
✷
�

✍✗✛ |G| ✻✗ ✛✥✗ ✢✰✜✻✗✚ ✣✤ ✗✬✮✗★ ✦✢ ✛✥✗ ✮✚✙✘✥
G
✷ ✫✗ ✦✢✛✗✚✘✚✗✛ ✏ ✚✣✘✣★✦✛✦✣✢ ☞ ✷☛☞ ✦✢

✛✗✚✜ ★ ✣✤ ✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✦✢ ✛✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✝✙✾✷
✆✝✤✝ ��★✤✳ ☞ ✁✢☛ ✠✓✞ ☎✂✠✄ n ≥ 1

✆ ✆☎✂
∆n

✔☎ ✂ ✟ ✞✂✠ ✄ ✠ ✞✓✠ ☎✞✂✏ ✓✟ n
�☎✞✂✝✠☎✞ ✞✂✠✄

✂✄ ✂✂ ✂✆ ✆ ✟ ✞✂✠ ✄✞ ✝✟
∆n

✂✞☎ ✠✓✟✟☎✠✂☎✓ �✂✄✂✞
∆n

✝✞ ✟✓✂ ✡ ✓✟✓✂✓✟☎ ✂✟✆☎✞✞
n = 1

✁ ✡
✟☎✂

Σn
✔☎ ✂✄ ☎ ☎ ✂✡ ✝✆✏ ✓☎ ✟ ✞✂✠ ✄✞

G ✓✟ n
�☎✞✂✝✠☎✞ ✝ ✝✂✄ ✂✄ ☎ ✠ ✞✓✠ ☎✞✂✏ ✂✄ ✂✂ G(U)

✝✞
✝✞✓✡ ✓✞✠ ✄ ✝✠ ✂✓ ✂ ✟ ✞✂✠ ✄ ✝✟

∆|U|
☎ ✓✞ ☎✂✠✄ ✠✓✟✟☎✠✂☎✓ ✠✓✡✠ ✓✟☎✟ ✂

U
✝✟
G ✡ ✟☎✂

t ✔☎ ✂
✞☎✂✆ ✟✂✡ ✔☎✞✡ ✎✄ ☎✟ ✂✄ ☎ ☎☛✠ ✓✟☎✟ ✂✝✂✆ ✟ ☎✟☎✞✂✂✝✟✟ ☎ ✂✟ ✠✂✝✓✟✞

F (x) =
∑

n≥1 χ̃(∆n)xn/n!
✂✟✓ Ht(x) =

∑

n≥1

∑

G∈Σn
(−1)|G|−1tc(G)xn/n!

✞✂✂✝✞☎ ✏

Ht(x) = 1 − e−tF (x).

✁✟ ✠ ✂✞✂✝✠✂ ✆✂✞✆
Ht(x) = 1 − (1 −H1(x))

t;
✟✓✂☎ ✂✄ ✂✂ H1(x) =

∑

n≥1 χ̃(Σn)x
n/n! ✡ ✎✄ ☎ ✂✟✂✆✓✟ ✓✂✞ ✞☎✞✂ ✆✂ ✄ ✓✆✓✞ ☎ ✓✞ ✄✏✠ ☎✞✟ ✞✂✠ ✄

✠ ✞✓✠ ☎✞✂✝☎✞ ✂✟✓ ✓✝✟ ✞✂✠ ✄ ✠ ✞✓✠ ☎✞✂✝☎✞ ✡



� ✆� ✆ �✂✟☎ ☎✄✁ ✄✡✁✂ ✍✕

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✒✗✴✢✗
f(n) = −χ̃(∆n)

✙✢✬
ht(n) = −∑G∈Σn

(−1)|G|−1tc(G) ✷ ✂✛ ✦★ ✗✙★✾ ✛✣
★✗✗ ✛✥✙✛

f
✙✢✬

ht
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−Ht(x) = e−tF (x) − 1
☞✢✣✛✗ ✛✥✗ ✧✥✙✢✮✗ ✣✤ ★✦✮✢ ✧✣✜✘✙✚✗✬ ✛✣ ✛✥✗ ✘✚✣✘✣★✦✛✦✣✢ ✎ ✷
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✆☎✂
Σsn

✔☎ ✂✄ ☎ ✞✂✔☎ ✂✡ ✝✆✏ ✓☎ Σn
✠✓✟✞✝✞✂✝✟✟ ✓☎ ✂✆ ✆ ✟ ✞✂✠ ✄ ✞ ✝ ✝✂✄ ✂✂ ✆☎✂✞✂ s ✠✓✟✟☎✠✂☎✓

✠✓✡✠ ✓✟☎✟ ✂✞ ✡ ✎✄ ☎✟

∑

n≥1

∑

G∈Σs
n

(−1)|G|−1tc(G)xn/n! =

s−1
∑

r=0

(−tF (x))r

r!
− e−tF (x).
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✄ ✄ ✞✓✠ ☎✞✂✝☎✞ ✓☎✆ ✟☎✓ ✝✟ ✂☎✞✡ ✞ ✓☎ �☎✞✂☎☛ ✓☎✟ ✞☎☎✡ �✥✗ ✜✣★✛ ✦✜✘✣✚✛✙✢✛ ✗✵✙✜✘✪✗
✦★ ✛✥✗ ✘✚✣✘ ✗✚✛✾ ✣✤ ✻✗✦✢✮ ✙ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✸ ✜✗✙✢✦✢✮ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✬✗✮✚✗✗ ✣✤ ✗✙✧✥ ✭✗✚✛✗✵
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✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✙✢✬ ✻✗✦✢✮ ✢✣✛
k
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✌✬ ✠✔✗✫✔✡ ✬✝ ✦✔✎✗✔✔
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∨
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✂✟
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∨
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✂✂
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∨

fp(n)
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✂★☎
NEC2

n

✌✬✫
2
✡✔✦✎✔✡✭✬✧✧✔✭✫✔✦ ☎✧✤✮ ✕✖✗✫✥✖✤✤✮ ✄✧✬✛ ✧ ✙☎

✂★✟
NFC2k−1

✌✬✫ ✝✖✭✫✬✗✡✭✗✥✫✥✭✖✤ ∨

(2k−3)!!

S3k−5
✙☎ ✯☎

✂★✂
NMn,k

✌✬
k
✡✆ ✖✫✭✓✥✧✎ ∨

gk(n)

S3k−4
✙✟

✂★✆
Coltn t

✡✭✬✤✬✗✖✣✤✔ ✞✧✬✛ ✧ ✝✬✗
t = 2, t ≥ n − 3

✙✂
✂★✆

Covn,p p
✡✭✬✠✔✗✖✣✤✔ ☞✬✆ ✬✤✬✎✮ ✄✧✬✛ ✧ ✝✬✗

p ≤ 3
✙✆

✂★✝
⋫n

✒✗✥✖✧✎ ✤✔✡✝✗✔✔ ☎✧✤✮ ✕✖✗✫✥✖✤✤✮ ✄✧✬✛ ✧ ✙✆ ✯✆

� ✂✁ ✟ ✝☛✆ ☎ ✄ ☞☎✆✠ ✝✄✞✄☛
✔✗✪✣✝ ✸ ✝✗ ✘✚✗★✗✢✛ ✛✥✗ ✜✙✦✢ ✜✣✢✣✛✣✢✗ ✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✛✣ ✻ ✗ ✗✵✙✜ ✦✢✗✬ ✦✢ ✛✥✦★
✛✥✗★✦★ ✷ ✠✗✗ ✠✗✧✛✦✣✢ ✟ ✷✌ ✤✣✚ ✦✪✪✰★✛✚✙✛✦✣✢★ ✙✢✬ �✙✻✪✗ ✟ ✷☛ ✤✣✚ ✙ ★✰✜✜✙✚✾ ✣✤ ✛✥✗ ✜✙✦✢
✚✗★✰ ✪✛★ ✷ ✆ ✙✢✾ ✣✤ ✛✥✗★✗ ✚✗★✰✪✛★ ✙✚✗ ✬✰✗ ✛✣ ✣✛✥✗✚ ✙✰✛✥✣✚★ ✑ ★✗✗ ✛✥✗ ✚✗✪✗✭✙✢✛ ★✗✧✛✦✣✢★
✤✣✚ ✬✗✛✙✦✪★ ✷



�✆☎✆ � ✡✆ ✄ ✁� ✠✁☎✂ ✁☎✂ ☎✆ ✕✞

β = 2 β = 3 β = 1 β = 2

� ✦✮✰✚✗ ✟ ✷☛✿ �✥✗ ✻✙✪✙✢✧✗ ✢✰✜✻✗✚ ✣✤ ★✣✜ ✗ ✻✦✘✙✚✛✦✛✗ ✮✚✙✘✥★ ✣✢ ★✦✵ ✭✗✚✛✦✧✗★ ✷ ✂✢ ✗✙✧✥
✧✙★✗ ✸ ✙ ★✜ ✙✪✪✗★✛ ✘✣★★✦✻✪✗ ★✗✛ ✦✢ ✙ ✻✦✘✙✚✛✦✛✦✣✢ ✦★ ✦✢✬✦✧✙✛✗✬ ✝ ✦✛✥ ✧✦✚✧✪✗★ ✷

✝ ✏✑✛ ✚✏✎✕✚✘ ✒✚✟✍✚✒ ✕✍ ✎✚✏✍ ✘ ✑ ☛ ✠✚✏✎✚✎ ✒✚✙✏✚✚
☎☛ ✒ ✂✂✠✄ ✝✟✟ ✞ ✡ ✒✗✴✢✗

Mn
✛✣ ✻✗ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮★ ✣✢

n
✭✗✚✛✦✧✗★ ✷ ✂✢

✠✗✧✛✦✣✢ ☛☛✷✌ ✸ ✝✗ ✬✦★✧✰★★ ✛✥✗ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✧✣✜✘✪✗✵ ✷

☎✌ ✟ ✓✂✟✓☎✓✂✓☎✟ ✞☎☎ ✟ ✞✂✠ ✄✞ ✡ ✍✗✛
n ≥ 1

✙✢✬
d ≥ 1

✷ ✒✗✴✢✗
BDdn

✙★ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤
✮✚✙✘✥★

G
✣✢

n
✭✗✚✛✦✧✗★ ★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✬✗✮✚✗✗ ✣✤ ✗✙✧✥ ✭✗✚✛✗✵ ✦✢

G
✦★ ✙✛ ✜ ✣★✛

d
✷ ✫✗ ✬✗✭✣✛✗ ✠✗✧✛✦✣✢ ☛✌ ✷☛ ✛✣

BDdn
✷ ✂✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ☛✌ ✷✌ ✸ ✝✗ ✬✦★✧✰★★ ✙ ✭✙✚✦✙✢✛ ✣✤

BDdn
✦✢ ✝✥✦✧✥ ✝✗ ✙✪✪✣✝ ✪✣✣✘★ ✷ ✄ ✪✣✣✘ ✦★ ✙✢ ✗✬✮✗ ✝ ✦✛✥ ✻✣✛✥ ✗✢✬✘✣✦✢✛★ ✦✢ ✛✥✗

★✙✜ ✗ ✭✗✚✛✗✵ ✸ ✝✥✦✧✥ ✜ ✗✙✢★ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✙✬✬✦✛✦✣✢ ✣✤ ✙ ✪✣✣✘ ✛✣ ✙ ✭✗✚✛✗✵ ✦✢✧✚✗✙★✗★
✛✥✗ ✬✗✮✚✗✗ ✣✤ ✛✥✗ ✭✗✚✛✗✵ ✻✾ ✛✝✣ ✷ �✥✦★ ✭✙✚✦✙✢✛ ✥✙★ ✧✗✚✛✙✦✢ ✙✘✘✪✦✧✙✛✦✣✢★ ✛✣ ✚✦✢✮
✛✥✗✣✚✾ ✠✖✖ ✸ ✕✕ ✸ ☛✌✕✡ ✙✢✬ ✦★ ✤✣✚ ✛✥✦★ ✚✗✙★✣✢ ✜✰✧✥ ✜✣✚✗ ✝✗✪✪☎★✛✰✬✦✗✬ ✛✥✙✢

BDdn
✷

✝ ✏✑✛ ✚✏✎✕✚✘ ✒✚✟✍✚✒ ✕✍ ✎✚✏✍ ✘ ✑ ☛ ☛✑✏✂ ✕✒✒✚✍ ✔✁✔ ✆✚✘
☎✖ ✠✓✞☎✞✂✞ ✡ ✍✗✛

Fn
✬✗✢✣✛✗ ✛✥✗ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✤✣✚✗★✛★ ✣✢

n
✭✗✚✛✦✧✗★ ✑ ✛✥✗

✜ ✙✵✦✜✙✪ ✤✙✧✗★ ✣✤
Fn

✙✚✗ ★✘✙✢✢✦✢✮ ✛✚✗✗★ ✷ ✔✗✦✢✮ ✛✥✗ ✦✢✬✗✘✗✢✬✗✢✧✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤
✙ ✜ ✙✛✚✣✦✬ ✸

Fn
✥✙★ ✙ ✭✗✚✾ ✙✛✛✚✙✧✛✦✭✗ ✛✣✘✣✪✣✮✦✧✙✪ ★✛✚✰✧✛✰✚✗ ✑ ★✗✗ ✠✗✧✛✦✣✢ ☛✖ ✷☛ ✤✣✚

✬✗✛✙✦✪★ ✷

☎☞ ✟ ✝✠ ✂✞✂✝✂☎ ✟ ✞✂✠ ✄✞ ✡ ✒✗✴✢✗
Bn

✙★ ✛✥✗ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✻✦✘✙✚✛✦✛✗ ✮✚✙✘✥★ ✣✢
n✭✗✚✛✦✧✗★ ✷ ✂✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ☛☞ ✷☛✸ ✝✗ ✗✵✙✜ ✦✢✗

Bn
✷

☎✞ ✁✟✔✂✆✂✟✠☎✓ ✔✝✠ ✂✞✂✝✂☎ ✟ ✞✂✠ ✄ ✞ ✡ ✒✗✴✢✗ ✛✥✗ ✔✂✆✂✟✠☎ ✟✂✡ ✔☎✞ β(G)
✣✤ ✙ ✻✦✘✙✚✛✦✛✗

✮✚✙✘✥ ✣✢
n

✭✗✚✛✦✧✗★ ✙★ ✛✥✗ ★✜✙✪✪✗★✛ ✦✢✛✗✮✗✚
r
★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✙ ✻✦✘✙✚✛✦✛✦✣✢

(U,W )
✣✤
G

✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✘✚✣✘✗✚✛✾ ✛✥✙✛ ✣✢✗ ✣✤
U

✙✢✬
W

✥✙★ ★✦☛✗
r
✷ �✥✦★ ✜✗✙✢★ ✛✥✙✛

G
✦★ ✙ ★✰✻✮✚✙✘✥ ✣✤ ✙ ✧✣✘✾ ✣✤ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✛✗ ✻✦✘✙✚✛✦✛✗ ✮✚✙✘✥

Kr,n−r
✷ ✠✗✗ � ✦✮✰✚✗ ✟ ✷☛

✤✣✚ ★✣✜ ✗ ✗✵✙✜✘✪✗★ ✷ �✣ ✶✰ ★✛✦✤✾ ✛✥✦★ ✛✗✚✜ ✦✢✣✪✣✮✾✸ ✚✗✧✙✪✪ ✛✥✙✛ ✙ ✻✦✘✙✚✛✦✛✦✣✢
(U,W )✦★ ✛✾✘✦✧✙✪✪✾ ✚✗✤✗✚✚✗✬ ✛✣ ✙★ ✔✂✆✂✟✠☎✓ ✦✤ |U | = |W | ✷ ✍✗✛

Bn,p
✻✗ ✛✥✗ ★✰✻ ✧✣✜✘✪✗✵

✣✤
Bn

✧✣✢★✦★✛✦✢✮ ✣✤ ✙✪✪ ✻ ✦✘✙✚✛✦✛✗ ✮✚✙✘✥★ ✣✢
n

✭✗✚✛✦✧✗★ ✝ ✦✛✥ ✻✙✪✙✢✧✗ ✢✰✜✻✗✚ ✙✛
✜✣★✛

p
✷ ✫✗ ✙✢✙✪✾☛✗

Bn,p
✦✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ☛☞ ✷✖ ✷

☎☞ ✁ ✓✟✂✄ ✂✡ ✝✆✂✓✟✝✂✟ ✟ ✞✂✠ ✄✞ ✡ ✍✗✛
NHamn

✻✗ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✮✚✙✘✥★ ✣✢
n

✭✗✚✛✦✧✗★
✝ ✦✛✥✣✰✛ ✏✙✜ ✦✪✛✣✢ ✦✙✢ ✧✾✧✪✗★ ✷ ✫✗ ✗✵✙✜ ✦✢✗

NHamn
✦✢ ✎✥✙✘✛✗✚ ☛✟ ✷



✕☞ ��✁✂ ✄☎✄ �✆ ✁✄✁✂� ✁ ✄✁✂ ☎✄ ✄✡☎✆

✝ ✏✑✛ ✚✏✎✕✚✘ ✒✚✟✍✚✒ ✕✍ ✎✚✏✍ ✘ ✑ ☛ ✔✑✍✍✚✔✎✕✠ ✕✎✁
☎✟ ✑ ✝✞✠✓✟✟☎✠✂☎✓ ✟ ✞✂✠ ✄✞ ✡ ✍✗✛

NCn
✻✗ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✬✦★✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✮✚✙✘✥★ ✣✢

n✭✗✚✛✦✧✗★ ✷ ✫✗ ✬✦★✧✰★★
NCn

✦✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ☛✍ ✷☛✷

☎✍ ☞✞✂✠ ✄✞ ✝ ✝✂✄ ✟✓ ✆✂✞✟ ☎ ✠✓✡✠ ✓✟☎✟ ✂✞ ✡ ✍✗✛
NLCn,k

✻✗ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✮✚✙✘✥★ ✣✢
n

✭✗✚✛✦✧✗★ ✝ ✦✛✥ ✙✪✪ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✧✣✜✘✣✢✗✢✛★ ✣✤ ★✦☛✗ ✙✛ ✜✣★✛
k
✑ ✡

NLC
☛ ★✛✙✢✬★ ✤✣✚

✡✡✣ ✍✙✚✮✗ ✎✣✜✘✣✢✗✢✛★ ✷☛ �✣✚ ✗✵✙✜✘✪✗ ✸
NLCn,2

✦★ ✛✥✗ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✧✣✜✘✪✗✵
Mn

✸
✝✥✗✚✗✙★

NLCn,n−1
✗✺✰✙✪★ NCn

✷ ✫✗ ✗✵✙✜ ✦✢✗
NLCn,k

✦✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ☛✍ ✷✌ ✷

☎✕ ☞✞✂✠ ✄✞ ✝ ✝✂✄ ✞✓✡ ☎ ✞✡ ✂✆ ✆ ✠✓✡✠ ✓✟☎✟ ✂✞ ✡ ✂✢★✛✗✙✬ ✣✤ ✘✰✛✛✦✢✮ ✚✗★✛✚✦✧✛✦✣✢★ ✣✢ ✙✪✪
✧✣✜✘✣✢✗✢✛★ ✸ ✣✢✗ ✜ ✙✾ ✚✗✺✰✦✚✗ ✶ ✰★✛ ✙ ✤✗✝ ✛✥✗✜ ✛✣ ✻✗ ★✜ ✙✪✪ ✷ ✍✗✛

n ≥ 2
✙✢✬

k, s ≥
1
✷ ✒✗✴✢✗

SSCk,sn
☞✡✠✣✜✗ ✠✜ ✙✪✪ ✎✣✜✘✣✢✗✢✛★☛ ✎ ✛✣ ✻ ✗ ✛✥✗ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤

✮✚✙✘✥★
G

✣✢
n
✭✗✚✛✦✧✗★ ★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✙✛ ✪✗✙★✛

s
✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✧✣✜✘✣✢✗✢✛★ ✦✢

G
✧✣✢✛✙✦✢

k
✣✚ ✤✗✝✗✚ ✭✗✚✛✦✧✗★ ✷ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛

SSCn−1,1
n

✦★ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵
NCn

✣✤ ✬✦★✧✣✢✢✗✧✛✗✬
✮✚✙✘✥★ ✑ ★✗✗ ☎✟ ✷ ✆✣✚✗✣✭✗✚ ✸

SSC1,s
n

✦★ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✮✚✙✘✥★ ✝ ✦✛✥ ✙✛ ✪✗✙★✛
s✦★✣ ✪✙✛✗✬ ✭✗✚✛✦✧✗★ ✷ ✫✗ ✬✦★✧✰★★ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵

SSCk,sn
✦✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ☛✍ ✷✖ ✷

☎☛✝ ☞✞✂✠ ✄✞ ✝ ✝✂✄ ✞✓✡ ☎
p
✂✝✟✓✝� ✝✞✝✔✆☎ ✠✓✡✠ ✓✟☎✟ ✂✡ �✣✚

p ∈ [n]
★✰✧✥ ✛✥✙✛

p
✬✦✭✦✬✗★

n
✸

✪✗✛
NCn,p

✻✗ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✮✚✙✘✥★ ✣✢
n

✭✗✚✛✦✧✗★ ★✰✧✥ ✛✥✙✛ ★✣✜ ✗ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬
✧✣✜✘✣✢✗✢✛ ✥✙★ ✙ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛ ✣✤ ★✦☛✗ ✟✓✂ ✬✦✭✦★✦✻ ✪✗ ✻✾

p
✷ ✠✗✗ ✠✗✧✛✦✣✢★ ☛✖ ✷☞ ✷☛ ✙✢✬

☛✍ ✷☞ ✤✣✚ ✙ ✛✚✗✙✛✜✗✢✛ ✣✤ ✛✥✦★ ✧✣✜✘✪✗✵ ✷

�✣✚
1 ≤ k ≤ n−1

✸ ✪✗✛
NCkn

✻✗ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✢✣✛
k
☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✮✚✙✘✥★ ✣✢

n
✭✗✚✛✦✧✗★ ✷

✡✣✛✗ ✛✥✙✛
NC1

n = NCn
✸ ✝✥✦✧✥ ✝✗ ✧✣✢★✦✬✗✚✗✬ ✦✢ ☎✟ ✷

☎☛☛ ✁ ✓✂ 2
✂✠✓✟✟☎✠✂☎✓ ✟ ✞✂✠ ✄✞ ✡ ✹✢✗ ✣✤ ✛✥✗ ✜✣★✛ ✦✜✘✣✚✛✙✢✛ ✣✻✶ ✗✧✛★ ✦✢ ✛✥✦★ ✛✥✗★✦★ ✦★

✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵
NC2

n

✣✤ ✢✣✛
2
☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✮✚✙✘✥★ ✣✢

n
✭✗✚✛✦✧✗★ ✑ ★✗✗ ✎✥✙✘✛✗✚ ☛✕ ✤✣✚

✙✢ ✣✭✗✚✭✦✗✝ ✷

☎☛✌ ✁ ✓✂ k ✂✠✓✟✟☎✠✂☎✓ ✟ ✞✂✠ ✄✞ ☎ ✓✞ k ≥ 3 ✡ ✂✢ ✎✥✙✘✛✗✚ ✌✝ ✸ ✝✗ ✗✵✙✜ ✦✢✗ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵
NC3

n

✣✤ ✢✣✛
3
☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✮✚✙✘✥★ ✣✢

n
✭✗✚✛✦✧✗★ ✙✢✬ ✙✪★✣

NCkn
✤✣✚ ✪✙✚✮✗✚

k
✷

☎☛✖ ✁ ✓✂ k ✂☎✓✟ ☎✂✠✓✟✟☎✠✂☎✓ ✟ ✞✂✠ ✄✞ ✡ �✣✚ ✙ ✮✚✙✘✥
G = (V,E)

✸ ✬✗✴✢✗ ✛✥✗ ☎✓✟ ☎ ✠✓✟✟☎✠✂
✂✝�✝✂✏ ✣✤

G
✙★ ✛✥✗ ★✦☛✗ ✣✤ ✙ ★✜✙✪✪✗★✛ ★✰✻★✗✛

S
✣✤
E

★✰✧✥ ✛✥✙✛
G−S = (V,E\S)

✦★
✬✦★✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✷

G
✦★
k
✂☎✓✟ ☎✂✠✓✟✟☎✠✂☎✓ ✦✤

G
✥✙★ ✗✬✮✗ ✧✣✢✢✗✧✛✦✭ ✦✛✾ ✙✛ ✪✗✙★✛

k
✷ ✍✗✛

NECkn
✻✗ ✛✥✗ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✢✣✛

k
☎✗✬✮✗☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✮✚✙✘✥★ ✣✢

n
✭✗✚✛✦✧✗★ ✷

�✣✚
k = 1

✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵
NCn

✣✤ ✬✦★✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✮✚✙✘✥★ ✷ ✂✢ ✎✥✙✘✛✗✚ ✌✖ ✸
✝✗ ✬✦★✧✰★★

NECkn
✸ ✧✣✢✧✗✢✛✚✙✛✦✢✮ ✙✪✜ ✣★✛ ✗✢✛✦✚✗✪✾ ✣✢

NEC2
n

✷

☎☛☞ ✁ ✓✂ ☎ ✂✠✂✓✞✂✠✞✝✂✝✠✂✆ ✟ ✞✂✠ ✄ ✞ ✡ �✣✚
n

✣✬✬ ✸ ✙ ✮✚✙✘✥
G

✣✢
n

✭✗✚✛✦✧✗★ ✦★ ☎ ✂✠✂✓✞✂✠✞✝✂✝✠✂✆
✦✤
G([n] \ {v}) ✧✣✢✛✙✦✢★ ✙ ✘ ✗✚✤✗✧✛ ✜✙✛✧✥✦✢✮ ✤✣✚ ✗✙✧✥

v ∈ [n]
✷ �✣✚

k ≥ 1
✸

✪✗✛
NFC2k−1

✻✗ ✛✥✗ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✢✣✛ ✤✙✧✛✣✚☎✧✚✦✛ ✦✧✙✪ ✮✚✙✘✥★ ✣✢
2k − 1✭✗✚✛✦✧✗★ ✷

NFC2k−1
✦★ ✧✪✣★✗✪✾ ✚✗✪✙✛✗✬ ✛✣ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵

NM2k,k
✣✤ ✮✚✙✘✥★ ✣✢

2k✭✗✚✛✦✧✗★ ✢✣✛ ✙✬✜ ✦✛✛✦✢✮ ✙ ✘✗✚✤✗✧✛ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✑ ★✗✗ ☎☛✞ ✷ ✏✣✝✗✭✗✚ ✸ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵
✙✘✘✗✙✚★ ✙✪✚✗✙✬✾ ✦✢ ✛✥✗ ✙✢✙✪✾★✦★ ✣✤

NEC2
n

✦✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ✌✖ ✷✖ ✷



�✆☎✆ � ✡✆ ✄ ✁� ✠✁☎✂ ✁☎✂ ☎✆ ✕✟

✝ ✏✑✛ ✚✏✎✕✚✘ ✒✚✟✍✚✒ ✕✍ ✎✚✏✍ ✘ ✑ ☛ ✔ ✆✕�✓✚✘ ✖✍✒ ✘✎✖✂ ✆✚ ✘✚✎✘
☎☛✞ ☞✞✂✠ ✄✞ ✝ ✝✂✄ ✔✓✂✟✓☎✓ ✡ ✂✂✠✄ ✝✟✟ ✞✝✂ ☎ ✡ ✍✗✛ NMn,k

✻✗ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✮✚✙✘✥★ ✣✢
n✭✗✚✛✦✧✗★ ✛✥✙✛ ✬✣ ✢✣✛ ✧✣✢✛✙✦✢ ✙

k
☎✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ☞✦ ✷✗ ✷✸

k
✘✙✦✚✝ ✦★✗ ✬✦★✶ ✣ ✦✢✛ ✗✬✮✗★✎ ✷ ✫✗

★✰✜✜✙✚✦☛✗ ✩✢✣✝✢ ✚✗★✰ ✪✛★ ✙✻✣✰✛ ✛✥ ✦★ ✧✣✜✘✪✗✵ ✦✢ ✎✥✙✘✛✗✚ ✌☞ ✷
☎☛☞

t
✂✠✓✆✓✞✂✔✆☎ ✟ ✞✂✠ ✄ ✞ ✡ �✣✚

1 ≤ t ≤ n − 1
✸ ✪✗✛

Coltn
✻✗ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤

t
☎✧✣✪✣✚✙✻✪✗

✮✚✙✘✥★ ✣✢
n

✭✗✚✛✦✧✗★ ✷ �✣✚
t = 2

✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵
Bn

✣✤ ✻✦✘✙✚✛✦✛✗ ✮✚✙✘✥★ ✑
★✗✗ ☎☞ ✷ ✄ ✠✆✝✞✂☎ ✠ ✂✞✂✝✂✝✓✟ ✣✤ ✙ ✮✚✙✘✥

G
✦★ ✙ ✘✙✚✛✦✛✦✣✢ {U1, . . . , Ut}

✣✤ ✛✥✗ ✭✗✚✛✗✵
★✗✛ ✣✤

G
★✰✧✥ ✛✥✙✛

G(Ui)
✦★ ✙ ✧✣✜✘✪✗✛✗ ✮✚✙✘✥ ✤✣✚ ✗✙✧✥

i ∈ [t]
✷ ✍✗✛

NQPn,t
☞✡✡✣

✧✪✦✄✰✗ ✏✙✚✛✦✛✦✣✢☛ ✎ ✻✗ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✮✚✙✘✥★ ✣✢
n

✭✗✚✛✦✧✗★ ✢✣✛ ✙✬✜ ✦✛✛✦✢✮ ✙✢✾
✧✪✦✺✰✗ ✘✙✚✛✦✛✦✣✢ ✝ ✦✛✥

t
★✗✛★ ✷ �✣✚

t ≤ 0
✸ ✦✛ ✛✰✚✢★ ✣✰✛ ✛✣ ✻ ✗ ✧✣✢✭✗✢ ✦✗✢✛ ✛✣ ✬✗✴✢✗

NQPn,t
✙★ ✛✥✗ ✤✰✪✪ ★✦✜✘✪✗✵ ✣✢ ✛✥✗ ★✗✛ ([n]

2

) ✷ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛
NQPn,t

✦★ ✛✥✗ ✄ ✪✗✵✙✢✬✗✚
✬✰✙✪ ✣✤

Coltn
✷ ✂✢ ✎✥✙✘✛✗✚ ✌✞ ✸ ✝✗ ✘✚✣✭✦✬✗ ✙✢ ✣✭✗✚✭✦✗✝ ✣✤ ✩✢✣✝✢ ✚✗★✰✪✛★ ✙✻✣✰✛

Coltn
✙✢✬

NQPn,t
✷

☎☛✟
p
✂✠✓�☎✞✂✔✆☎ ✟ ✞✂✠ ✄ ✞ ✡ �✥✗ ✠✓�☎✞✝✟✟ ✟✂✡ ✔☎✞ ✣✤ ✙ ✮✚✙✘✥

G
✦★ ✛✥✗ ★✦☛✗ ✣✤ ✙ ★✜ ✙✪✪✗★✛

✭✗✚✛✗✵ ★✗✛
W

★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✗✙✧✥ ✗✬✮✗ ✦✢
G

✧✣✢✛✙✦✢ ★ ★✣✜ ✗ ✭✗✚✛✗✵ ✤✚✣✜
W

✷ �✣✚
1 ≤ p ≤ n − 1

✸ ✪✗✛
Covn,p

✻✗ ✛✥✗ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✮✚✙✘✥★ ✣✢
n

✭✗✚✛✦✧✗★
✝ ✦✛✥ ✧✣✭✗✚✦✢✮ ✢✰✜✻✗✚ ✙✛ ✜✣★✛

p
✷ ✫✗ ✬✗✭✣✛✗ ✎✥✙✘✛✗✚ ✌☞ ✛✣

Covn,p
✷

☎☛✍ ✎✞✝✂✟✟ ✆☎✂☎ ✞☎☎ ✟ ✞✂✠ ✄ ✞ ✡ ✍✗✛
⋫n

✻✗ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✛✚✦✙✢✮✪✗☎✤✚✗✗ ✮✚✙✘✥★ ✣✢
n

✭✗✚☎
✛✦✧✗★ ✑ ✮✚✙✘✥★ ✦✢

⋫n
✬✣ ✢✣✛ ✧✣✢✛✙✦✢ ✙✢✾ ✧✪✦✺✰✗★ ✣✤ ★✦☛✗ ✛✥✚✗✗ ✷ ✠✗✗ ✠✗✧✛✦✣✢ ✌☞ ✷✟

✤✣✚ ✙ ✻✚✦✗✤ ✬✦★✧✰ ★★✦✣✢ ✙✻✣✰✛
⋫n

✷

�✙✻✪✗ ✟ ✷✌ ✿ ✠✣✜✗ ✦✢✛✗✚✗★✛✦✢✮ ✄ ✪✗✵✙✢✬✗✚ ✬✰✙✪★ ✣✤ ✜ ✣✢✣✛✣✢✗ ✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ★✛✰✬✦✗✬
✦✢ ✛✥✦★ ✛✥✗★✦★ ✷

✂ �✗✬✕ ✔✗✫✮ ✁ ✤✔✡✖✧✦✔✗ ✦✢✖✤
✂★

Mn NCn−2
n✂✙

BDd
n

☎✬✆ ✔ ✠✔✗✫✔✡ ✬✝ ✦✔✎✗✔✔
≤ n − d − 2

✂✟
Bn NQPn,2✂✆
NCn

✌✬ ✭✬✆ ✕✤✔✫✔ ✣✥✕✖✗✫✥✫✔ ✜✢✣✎✗✖✕✓
✂★✆

Coltn NQPn,t✂★✆
Covn,p

✌✬ ✭✤✥✟✢✔ ✬✝ ✜✥✠✔
n − p

✂★✝
⋫n Covn,n−3

� ✚✍ ✖✏✄✘
✠✣✜✗ ✣✤ ✛✥✗ ✪✦★✛✗✬ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✥✙✭✗ ✦✢✛✗✚✗★✛✦✢✮ ✄✪✗✵✙✢✬✗✚ ✬✰✙✪★ ✑ ★✗✗ �✙✻✪✗ ✟ ✷✌ ✷
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☎✮✣✢ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✭✗✚✛✦✧✗★

1, . . . , n
✙✚✚✙✢✮✗✬

✦✢ ✧✪✣ ✧✩✝ ✦★✗ ✬✦✚✗✧✛✦✣✢ ✷ ✁✗✘✚✗★✗✢✛✦✢✮ ✙ ✮✦✭✗✢ ✗✬✮✗
ij
✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✣✘✗✢ ✪✦✢✗ ★✗✮✜ ✗✢✛

✻✗✛✝✗✗✢ ✛✥✗ ✘✣✦✢✛★ ✚✗✘✚✗★✗✢✛✦✢✮
i
✙✢✬

j
✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✗ ✠ ✓✆✏✟ ✓✟ ✞☎✠ ✞☎✞☎✟ ✂✂✂✝✓✟ ✣✤ ✙

✮✚✙✘✥ ✷ �✥✗ ✢✙✛✰✚✙✪ ✙✧✛✦✣✢ ✣✤
Dn

✣✢ ✛✥ ✦★ ✮✚✙✘✥ ✦★ ★✦✜✘✪✾ ✛✥✗ ✙✧✛✦✣✢ ✦✢✬✰✧✗✬ ✻✾ ✛✥✗
✢✙✛✰✚✙✪ ✙✧✛✦✣✢ ✣✤

Dn
✣✢ ✛✥✗

n
☎✮✣✢ ✷

✫ ✦✛✥ ✛✥✦★ ✮✗✣✜ ✗✛✚✦✧ ✚✗✘✚✗★✗✢✛✙✛✦✣✢ ✦✢ ✜ ✦✢✬ ✸ ✝✗ ✜✙✾ ✬✦✭✦✬✗ ✛✥✗ ✜✣✢✣✛✣✢✗ ✬✦✥✗☎
✬✚✙✪ ✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✛✣ ✻ ✗ ✗✵✙✜ ✦✢✗✬ ✦✢✛✣ ✛✝✣ ✮✚✣✰✘★ ✿

✄ ✄ ✞✓✠ ☎✞✂✝☎✞ ✓☎✆ ✟☎✓ ✝✟ ✂☎✞✡ ✞ ✓☎ ☎ ✓✞✔✝✓✓☎✟ ✠✞✓✞✞✝✟✟ ✞ ✡ �✝✣ ✗✬✮✗★ ✧✚✣★★ ✦✤ ✛✥✗✦✚
✚✗✘✚✗★✗✢✛✙✛✦✣✢★ ✙★ ✣✘ ✗✢ ✪✦✢✗ ★✗✮✜ ✗✢✛★ ✝ ✦✛✥ ✦✢ ✛✥✗

n
☎✮✣✢ ✧✚✣★★ ✷ �✥✗ ✜✣★✛ ✦✜ ☎

✘✣✚✛✙✢✛ ✗✵✙✜✘✪✗ ✣✤ ✙ ✜✣✢✣✛✣✢✗ ✬✦✥✗✬✚✙✪ ✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✾ ✙✭✣✦✬✦✢✮ ✧✚✣★★✦✢✮★ ✦★
✛✥✗ ✙★★✣ ✧✦✙✥✗✬✚✣✢ ✸ ✦✢ ✝✥✦✧✥ ✗✙✧✥ ✜✙✵✦✜ ✙✪ ✤✙✧✗ ✦★ ✙ ✛✚✦✙✢✮✰✪✙✛✦✣✢ ✣✤ ✛✥✗

n
☎✮✣✢ ✷

✫✗ ✣✻✛✙✦✢ ✤✰✚✛✥✗✚ ✗✵✙✜✘✪✗★ ✻✾ ✧✣✜✻✦✢✦✢✮ ✛✥✗ ✘✚✣✘✗✚✛✾ ✣✤ ✙✭✣✦✬✦✢✮ ✧✚✣★★✦✢✮★
✝ ✦✛✥ ✙ ✜✣✢✣✛✣✢✗ ✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✾✷ �✣✚ ✗✵✙✜✘✪✗ ✸ ✝✗ ✧✣✢★✦✬✗✚ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✣✤
✢✣✢✧✚✣★★✦✢✮ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮★ ✸ ✤✣✚✗★✛★ ✸ ✙✢✬ ✻✦✘✙✚✛✦✛✗ ✮✚✙✘✥★ ✷

✄ ✄ ✞✓✠ ☎✞✂✝☎✞ ✓☎✆ ✟☎✓ ✝✟ ✂☎✞✡ ✞ ✓☎ ✠✓✟✟☎✠✂✝� ✝✂✏ ✡ ✂✢ ✛✥✦★ ✧✙★✗ ✸ ✝✗ ✙✮✙✦✢ ✪✣✣✩ ✙✛
✛✥✗ ✘✣✪✾✮✣✢ ✚✗✘✚✗★✗✢✛✙✛✦✣✢ ✣✤ ✙ ✮✦✭✗✢ ✮✚✙✘✥ ✙✢✬ ✗✵✙✜ ✦✢✗ ✝✥✗✛✥✗✚ ✦✛ ✦★ ✬✦★☎
✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✣✚ ★✗✘✙✚✙✻✪✗ ✙★ ✙ ✛✣✘✣✪✣✮✦✧✙✪ ★✘✙✧✗ ✸ ✛✥✗ ✚✗★✛✚✦✧✛✦✣✢ ✦✢ ✛✥✗ ✪✙✛✛✗✚
✧✙★✗ ✻✗✦✢✮ ✛✥✙✛ ✝✗ ✣✢✪✾ ✧✣✢★✦✬✗✚ ✧✰✛ ✘✣✦✢✛★ ✛✥✙✛ ✧✣✚✚✗★✘✣✢✬ ✛✣ ✭✗✚✛✦✧✗★ ✦✢ ✛✥✗
✮✚✙✘✥ ✷ ✫✗ ✙✪★✣ ✧✣✢★✦✬✗✚ ✛✥✗ ✘✚✣✘ ✗✚✛✾ ✣✤ ✥✙✭✦✢✮ ✙ ✛✝✣☎★✗✘✙✚✙✻ ✪✗ ✘✣✪✾✮✣✢ ✚✗✘☎
✚✗★✗✢✛✙✛✦✣✢ ✸ ✜ ✗✙✢✦✢✮ ✛✥✙✛ ✝✗ ✧✙✢ ✧✰✛ ✛✥✗ ✚✗✘✚✗★✗✢✛✙✛✦✣✢ ✙✪✣✢✮ ✙ ✪✦✢✗ ★✗✮✜ ✗✢✛
✦✢✛✣ ✛✝✣ ✘✦✗✧✗★ ✝ ✦✛✥✣✰✛ ✧✚✣★★✦✢✮ ✙✢✾ ✣✛✥✗✚ ✪✦✢✗ ★✗✮✜✗✢✛ ✷

✓✵✧✗✘✛ ✤✣✚ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✢✣✢✧✚✣★★✦✢✮ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮★ ✸ ✙✪✪ ✬✦✥✗✬✚✙✪ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ★✛✰✬✦✗✬ ✦✢
✛✥✦★ ✛✥✗★✦★ ✥✙✭✗ ✛✥✗ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✛✾✘✗ ✣✤ ✙ ✝✗✬✮✗ ✣✤ ★✘✥✗✚✗★ ✦✢ ✙ ✴✵✗✬ ✬✦✜✗✢★✦✣✢ ✷

✄★ ✦✛ ✛✰✚✢★ ✣✰✛ ✸ ✝✗ ✜ ✙✾ ✗✵✘✪✣✦✛ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✣✤ ✛✥✗ ✙★★✣ ✧✦✙✥✗✬✚✣✢ ✦✢ ✣✰✚ ✙✢✙✪✾★✦★
✣✤ ✜ ✙✢✾ ✣✤ ✛✥✗ ✣✛✥✗✚ ✜✣✢✣✛✣✢✗ ✬✦✥✗✬✚✙✪ ✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✷ ✆✣✚✗✣✭✗✚ ✸ ✙★ ✠✥✙✚✗★✥ ✦✙✢

☛✝ ☛



☛✝✌ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ � ✡� ☎✞✄✁✁ ✁✄✁✂� ✁ ✄✁✂ ☎✄ ✄✡☎✆

7
1

2

3
4

5

6

� ✦✮✰✚✗ ✍ ✷☛✿ �✥✗ ✘✣✪✾✮✣✢ ✚✗✘✚✗★✗✢✛✙✛✦✣✢ ✣✤ ✛✥✗ ✮✚✙✘✥ ✝ ✦✛✥ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛
[7]

✙✢✬ ✗✬✮✗
★✗✛ {12, 23, 26, 35, 37, 56, 57, 67} ✙✪✣✢✮ ✝ ✦✛✥ ✙ ✬✙★✥✗✬ ✰✢✦✛ ✧✦✚✧✪✗ ✷

✙✢✬ ✫✙✧✥★ ✣✻★✗✚✭✗✬ ✠☛✝☞✡ ✸ ✛✥✗ ✙★★✣ ✧✦✙✥✗✬✚✣✢ ✘✪✙✾★ ✙✢ ✦✜✘✣✚✛✙✢✛ ✚✣✪✗ ✦✢ ✛✥✗ ✙✢✙✪✾★✦★
✣✤ ✛✥✗ ✜✣✢✣✛✣✢✗ ✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✾ ✣✤ ✻✗✦✢✮ ✢✣✛

2
☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✑ ★✗✗ ✎✥✙✘✛✗✚ ☛✕ ✷

✂ ✂✁ ✁✟☛✝☞ ✡✄�✠✝✆✝☎✠☛
✄ ✓✝✄ ☎✓✞✂✆ ✟ ✞✂✠ ✄ ✠ ✞✓✠ ☎✞✂✏ ✦★ ✙ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ✮✚✙✘✥★ ✣✢ ✛✥✗ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛

[n]
★✰✧✥ ✛✥✙✛

✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾ ✦★ ✧✪✣★✗✬ ✰✢✬✗✚ ✛✥✗ ✢✙✛✰✚✙✪ ✙✧✛✦✣✢ ✣✤ ✛✥✗ ✬✦✥✗✬✚✙✪ ✮✚✣✰✘ ✣✢
[n]

✑ ✛✥✦★
✙✧✛✦✣✢ ✥✙★ ✙★ ✮✗✢✗✚✙✛✣✚★ ✛✥✗ ✚✣✛✙✛✦✣✢ ✜ ✙✘

i 7→ (i+1) mod n
✙✢✬ ✛✥✗ ✚✗�✗✧✛✦✣✢ ✜ ✙✘

i 7→ n + 1 − i
✷ ✂✤ ✛✥✗ ✬✦✥✗✬✚✙✪ ✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✾

Σ
✦★ ✙ ✮✚✙✘✥ ✧✣✜✘✪✗✵ ☞✦ ✷✗ ✷✸ ✧✪✣★✗✬

✰✢✬✗✚ ✬✗✪✗✛✦✣✢ ✣✤ ✗✬✮✗★✎ ✸ ✛✥✗✢
Σ

✦★ ✙ ✡ ✓✟✓✂✓✟☎ ✓✝✄ ☎✓✞✂✆ ✟ ✞✂✠ ✄ ✠ ✞✓✠ ☎✞✂✏ ✷
✫ ✥✗✢ ✗✵✙✜ ✦✢✦✢✮ ✬✦✥✗✬✚✙✪ ✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✸ ✝✗ ✦✪✪✰★✛✚✙✛✗ ✙ ✮✚✙✘✥ ✦✢ ✛✥✗ ✘✪✙✢✗

✻✾ ✚✗✘✚✗★✗✢✛✦✢✮ ✛✥✗ ✭✗✚✛✦✧✗★ ✙★ ✘✣✦✢✛★ ✙✚✣✰✢✬ ✛✥✗ ✰✢✦✛ ✧✦✚✧✪✗ ✙✚✚✙✢✮✗✬ ✗✭✗✢✪✾ ★✘✙✧✗✬
✦✢ ✧✪✣ ✧✩✝ ✦★✗ ✬✦✚✗✧✛✦✣✢ ✷ ✆ ✣✚✗ ✘✚✗✧✦★✗✪✾✸ ✮ ✦✭✗✢ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛ ✦★

[n]
✸ ✝✗ ✦✬✗✢✛✦✤✾

✛✥✗ ✭✗✚✛✗✵
k

✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✘✣✦✢✛
(cos(2πk/n), sin(−2πk/n))

✙✢✬ ✛✥✗ ✗✬✮✗
ij

✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✪✦✢✗
★✗✮✜ ✗✢✛ ✻ ✗✛✝✗✗✢ ✛✥✗ ✘✣✦✢✛★ ✚✗✘✚✗★✗✢✛✦✢✮ ✛✥✗ ✭✗✚✛✦✧✗★

i
✙✢✬

j
✷ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛ ✣✢✗ ✜ ✙✾

✭✦✗✝ ✛✥✗ ✘✣✦✢✛★ ✚✗✘✚✗★✗✢✛✦✢✮ ✛✥✗ ✭✗✚✛✦✧✗★ ✙★ ✛✥✗ ✧✣✚✢✗✚★ ✣✤ ✙ ✚✗✮✰✪✙✚
n
☎✮✣✢ ✷ �✣✚ ✛✥✦★

✚✗✙★✣✢ ✸ ✝✗ ✚✗✤✗✚ ✛✣ ✛✥✦★ ✚✗✘✚✗★✗✢✛✙✛✦✣✢ ✣✤ ✙ ✮✚✙✘✥ ✙★ ✛✥✗ ✠ ✓✆✏✟ ✓✟ ✞☎✠ ✞☎✞☎✟ ✂✂✂✝✓✟ ✑ ★✗✗
� ✦✮✰✚✗ ✍ ✷☛ ✤✣✚ ✙✢ ✗✵✙✜✘✪✗ ✷

✫✗ ✜✙✾ ✭✦✗✝ ✛✥✗ ✘✣✪✾✮✣✢ ✚✗✘✚✗★✗✢✛✙✛✦✣✢ ✣✤ ✙ ✮✚✙✘✥
G

✙★ ✙ ★✰✻★✗✛ ✣✤
R2 ✧✣✢☎

★✦★✛✦✢✮ ✣✤ ✛✥✗ ✘✣✦✢✛★ ✦✬✗✢✛✦✤✾ ✦✢✮ ✛✥✗ ✭✗✚✛✦✧✗★ ✦✢
G

✙✪✣✢✮ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✪✦✢✗ ★✗✮✜ ✗✢✛★ ✦✬✗✢☎
✛✦✤✾ ✦✢✮ ✛✥✗ ✗✬✮✗★ ✦✢

G
✷ ✂✢ ✘✙✚✛✦✧✰ ✪✙✚ ✸ ✝✗ ✜ ✙✾ ✦✢✛✗✚✘✚✗✛ ✛✥✗ ✘✣✪✾✮✣✢ ✚✗✘✚✗★✗✢✛✙✛✦✣✢

✙★ ✙ ✛✣✘✣✪✣✮✦✧✙✪ ★✘✙✧✗ ✷
✫✚✦✛✗

{

Bdn = {12, 23, . . . , (n− 1)n, 1n};
Intn =

(

[n]
2

)

\ Bdn.
✫✗ ✚✗✤✗✚ ✛✣ ✗✬✮✗★ ✦✢

Bdn
✙★ ✔✓✂✟✓✂✞✏ ☎✓✟ ☎✞ ✙✢✬ ✗✬✮✗★ ✦✢

Intn
✙★ ✝✟ ✂☎✞✝✓✞ ☎✓✟ ☎✞

☞★✣✜ ✗ ✙✰✛✥✣✚★ ✝✣✰✪✬ ✘ ✗✚✥✙✘★ ✚✗✤✗✚ ✛✣ ✦✢✛✗✚✦✣✚ ✗✬✮✗★ ✙★ ✠✄ ✓✞✓✞ ✣✚ ✓✝✂✟ ✓✟✂✆✞ ✎ ✷
�✝✣ ✗✬✮✗★

ac
✙✢✬

bd ✠✞✓✞✞ ✦✤ ✛✥✗ ✧✣✚✚✗★✘✣✢✬✦✢✮ ✓✠ ☎✟ ✪✦✢✗ ★✗✮✜ ✗✢✛★ ✦✢✛✗✚★✗✧✛ ✷
✫ ✦✛✥

a < c
✸
a ≤ b

✸ ✙✢✬
b < d

✸ ✛✥ ✦★ ✜ ✗✙✢★ ✛✥✙✛
a < b < c < d

✝ ✦✛✥ ★✛✚✦✧✛ ✦✢✗✺✰✙✪✦✛✦✗★ ✷
✫✗ ✚✗✤✗✚ ✛✣ ✙ ✮✚✙✘✥ ✝ ✦✛✥✣✰✛ ✧✚✣★★✦✢✮ ✗✬✮✗★ ✙★ ✙ ✟✓✟✠✞✓✞✞✝✟✟ ✮✚✙✘✥ ✷



� ✆� ✆ � ✡✆ ✄ ✁� ✠✁☎✂ ✁☎✂ ☎✆ ☛✝✖

✄ ✠✆✓✞☎✓ ✝✟ ✂☎✞�✂✆ ✦★ ✙ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛ ✣✤ ✛✥✗ ✤✣✚✜

[a, b] =

{

{c : a ≤ c ≤ b} ✦✤
1 ≤ a ≤ b ≤ n;

{c : a ≤ c ≤ n} ∪ {c : 1 ≤ c ≤ b} ✦✤
1 ≤ b ≤ a ≤ n.

�✥✰★
[a, b]

✧✣✢★✦★✛★ ✣✤ ✛✥✣★✗ ✭✗✚✛✦✧✗★ ✘✙★★✗✬ ✞ ✗✢✬✘✣✦✢✛★ ✦✢✧✪✰✬✗✬ ✞ ✝✥✗✢ ✝✙✪✩✦✢✮
✤✚✣✜

a
✛✣
b
✦✢ ✧✪✣ ✧✩✝ ✦★✗ ✬✦✚✗✧✛✦✣✢ ✷ ✫✗ ✬✗✴✢✗ ✛✥✗ ✣✘✗✢ ✦✢✛✗✚✭✙✪

(a, b)
✙★ ✛✥✗ ★✗✛

✣✻✛✙✦✢✗✬ ✤✚✣✜
[a, b]

✻✾ ✚✗✜✣✭✦✢✮ ✛✥✗ ✗✢✬✘✣✦✢✛★
a

✙✢✬
b
✷ �✥✗ ✥✙✪✤☎✣✘ ✗✢ ✦✢✛✗✚✭✙✪★

[a, b)
✙✢✬

(a, b]
✙✚✗ ✬✗✴✢✗✬ ✦✢ ✛✥✗ ✢✙✛✰✚✙✪ ✜ ✙✢✢✗✚ ✷

�✙✻✪✗ ✍ ✷☛ ✿ ✍ ✦★✛ ✣✤ ✜ ✣✢✣✛✣✢✗ ✬✦✥✗✬✚✙✪ ✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ★✛✰✬✦✗✬ ✦✢ ✛✥✦★ ✛✥✗★✦★ ✷
Cn

✦★
✛✥✗ ✎✙✛✙✪✙✢ ✢✰✜✻✗✚ 1

n+1

(

2n
n

) ✸ ✝✥✗✚✗✙★
Fn

✦★ ✛✥✗ � ✦✢✗ ✢✰✜✻✗✚ ✚✗✧✰✚★✦✭✗✪✾ ✬✗✴✢✗✬
✻✾

Fn = (Cn−1 − Fn−1)/2
✝ ✦✛✥

F1 = 1
✷

✂ ✌✖✆ ✔ ✁ ✔✜✭✗✥✕✫✥✬✧ ☞✬✆ ✬✫✬✕✮ ✫✮✕✔ ☎✔✭ ✯
✂★

NXn

✌✬✧✭✗✬✜✜✥✧✎
n
✡✝✬✤✦ ✭✬✧✔ ✬✠✔✗

An

★✆ ✯✙
An

✁ ✜ ✖✣✬✠✔ ✛ ✥✫✓✬✢✫ ✭✬✧✔ ✕✬✥✧✫✜
Sn−4

✂✙
NXMn

✌✬✧✭✗✬✜✜✥✧✎ ✆ ✖✫✭✓✥✧✎ ☎✧✤✮ ✕✖✗✫✥✖✤✤✮ ✄✧✬✛ ✧ ★✆ ✯☎
✂☎

NXFn

✌✬✧✭✗✬✜✜✥✧✎ ✖✧✦ ✭✮✭✤✔✡✝✗✔✔ ∨

Sn−2
★✆ ✯✟

✂✟
NXBn

✌✬✧✭✗✬✜✜✥✧✎ ✖✧✦ ✣✥✕✖✗✫✥✫✔ ∨

Fn

Sn−2
★✆ ✯✂

✂✂
NCR

0,0
n

✁ ✥✜✭✬✧✧✔✭✫✔✦ ✕✬✤✮✎✬✧ ✗✔✕✗✔✜✔✧✫✖✫✥✬✧ ∨

Cn−1

Sn−3
✙ ★✯✙

� ∩NXn

✁ ✜ ✖✣✬✠✔ ✖✧✦ ✧✬✧✭✗✬✜✜✥✧✎
✂✆

NCR
1,0
n

☎✔✕✖✗✖✣✤✔ ✕✬✤✮✎✬✧ ✗✔✕✗✔✜✔✧✫✖✫✥✬✧
S2n−5

✙ ★✯☎
� ∩NXn

✁ ✜ ✖✣✬✠✔ ✖✧✦ ✧✬✧✭✗✬✜✜✥✧✎
✂✆

NCR
1,1
n

✒✛✬✡✜✔✕✖✗✖✣✤✔ ✕✬✤✮✎✬✧ ✗✔✕✗✔✜✔✧✫✖✫✥✬✧
n
✡✝✬✤✦ ✭✬✧✔ ✬✠✔✗

NCR
1,1
n

✙ ★✯✟

NCR
1,1
n

✁ ✜ ✖✣✬✠✔ ✛ ✥✫✓✬✢✫ ✭✬✧✔ ✕✬✥✧✫✜
Sn−4

✂ ✂✁ ✟ ✝☛✆ ☎ ✄ ☞☎✆✠ ✝✄✞✄☛
✒✗✴✢✦✛✦✣✢★ ✣✤ ✛✥✗ ✭✙✚✦✣✰★ ✜✣✢✣✛✣✢✗ ✬✦✥✗✬✚✙✪ ✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✛✣ ✻✗ ✗✵✙✜ ✦✢✗✬ ✙✚✗
✙★ ✤✣ ✪✪✣✝ ★ ✑ ★✗✗ ✠✗✧✛✦✣✢ ✍ ✷✖ ✤✣✚ ✦✪✪✰ ★✛✚✙✛✦✣✢★ ✷ �✙✻✪✗ ✍ ✷☛ ✘✚✣✭✦✬✗★ ✙ ★✥✣✚✛ ★✰✜✜✙✚✾ ✣✤
✛✥✗ ✜ ✙✦✢ ✩✢✣✝✢ ✚✗★✰✪✛★ ✷ �✙✻✪✗ ✍ ✷✌ ✪✦★✛★ ✛✥✗ ✬✦✥✗✬✚✙✪ ✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✙✪✣✢✮ ✝ ✦✛✥
✚✗✪✙✛✗✬ ✜✣✢✣✛✣✢✗ ✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✷ ✠✗✗ ✛✥✗ ✚✗✪✗✭✙✢✛ ★✗✧✛✦✣✢★ ✤✣✚ ✜✣✚✗ ✬✗✛✙✦✪★ ✙✻✣✰✛
✛✥✗ ✚✗★✰✪✛★ ✙✢✬ ✝✥✣✜ ✛✣ ✙✛✛✚✦✻✰✛✗ ✛✥✗✜ ✛✣ ✷

✝ ✏✑✛ ✚✏✎✕✚✘ ✒✚✟✍✚✒ ✕✍ ✎✚✏✍ ✘ ✑ ☛ ☛✑✏✂ ✕✒✒✚✍ ✔✏✑✘✘✕✍✙✘
☎☛ ✁ ✓✟✠✞✓✞✞✝✟✟ ✟ ✞✂✠ ✄ ✞ ✡ ✫✗ ✬✗✴✢✗ ✛✥✗ ✂✞✞✓✠✝✂✄ ☎✓✞✓✟ An

✙★ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✙✪✪
✮✚✙✘✥★ ✣✢

n
✭✗✚✛✦✧✗★ ✝ ✦✛✥ ✢✣ ✧✚✣★★✦✢✮ ✗✬✮✗★ ✙✢✬ ✝ ✦✛✥ ✢✣ ✻✣✰✢✬✙✚✾ ✗✬✮✗★ ☞✛✥✙✛

✦★ ✸ ✢✣ ✗✬✮✗★ ✤✚✣✜
Bdn

✎ ✷ ✍✗✛
NXn

✻✗ ✛✥✗
n
☎✤✣✪✬ ✧✣✢✗ ✣✭✗✚

An
✝ ✦✛✥ ✚✗★✘✗✧✛ ✛✣ ✛✥✗

✻✣✰✢✬✙✚✾ ✗✬✮✗ ★✗✛
Bdn

✷ ✫✗ ✜ ✙✾ ✙✬✬ ✙✢✾ ✗✬✮✗ ✦✢
Bdn

✛✣ ✙ ✮✚✙✘✥ ✦✢
An

✝ ✦✛✥✣✰✛
✦✢✛✚✣✬✰✧✦✢✮ ✧✚✣★★✦✢✮★ ✑ ✛✥✰★

NXn
✦★ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✙✪✪ ✢✣✢✧✚✣★★✦✢✮ ✮✚✙✘✥★ ✣✢

[n]
✷ ✫✗ ✬✦★✧✰★★

NXn
✙✢✬

An
✦✢ ✠✗✧✛✦✣✢★ ☛☞ ✷☛ ✙✢✬ ☛☞ ✷✌ ✷



☛✝☞ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ � ✡� ☎✞✄✁✁ ✁✄✁✂� ✁ ✄✁✂ ☎✄ ✄✡☎✆

�✙✻✪✗ ✍ ✷✌ ✿ ✎✣✜✘✙✚✦★✣✢ ✻✗✛✝✗✗✢ ★✣✜✗ ✦✜✘✣✚✛✙✢✛ ✜✣✢✣✛✣✢✗ ✬✦✥✗✬✚✙✪ ✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚☎
✛✦✗★ ☞✆✒✌✏ ★✎ ✙✢✬ ✜✣✢✣✛✣✢✗ ✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ☞✆✌✏ ★✎ ✷

✂ ✆✁�� ☞✬✆ ✬✫✬✕✮ ✫✮✕✔ ✁✔✤✖✫✔✦
✆��

✁ ✔✜✭✗✥✕✫✥✬✧ ☞✬✆ ✬✫✬✕✮ ✫✮✕✔ ☎✔✭ ✯

✂✙
NXMn

☎✧✤✮ ✕✖✗✫✥✖✤✤✮
✄✧✬✛ ✧ Mn

✆ ✖✫✭✓✥✧✎ Q
✡✓✬✆ ✬✤✬✎✮

✄✧✬✛ ✧ ★★✯✙

✂☎
NXFn

∨

Sn−2 Fn

✞✬✗✔✜✫ ∨

Sn−2
★☎ ✯★

✂✟
NXBn

∨

Fn

Sn−2 Bn
� ✥✕✖✗✫✥✫✔ ∨

Sn−2
★✟ ✯★

✂✂
NCR

0,0
n

∨

Cn−1

Sn−3 NCn

✁ ✥✜✭✬✧✧✔✭✫✔✦ ∨

(n−1)!

Sn−3
★✝ ✯★

✂✆
NCR

1,0
n S2n−5 NC2

n

✌✬✫
2
✡✭✬✧✧✔✭✫✔✦ ∨

(n−2)!

S2n−5
★✩

✂✆
NCR

1,1
n ✂

☎✬✧✔
n(Sn−4)

�

NC3
n

✌✬✫
3
✡✭✬✧✧✔✭✫✔✦ ∨

(n−3)
(n−2)!

2

S2n−4
✙✍

☎✌ ✁ ✓✟✠✞✓✞✞✝✟✟ ✡ ✂✂✠✄ ✝✟✟✞ ✡ ✒✗✴✢✗
NXMn

✙★ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✢✣✢✧✚✣★★✦✢✮ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮★
✣✢

n
✭✗✚✛✦✧✗★ ✑

NXMn = Mn ∩ NXn
✷ ✂✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ☛☞ ✷✖ ✸ ✝✗ ✗✵✙✜ ✦✢✗

NXMn
✷

☎✖ ✁ ✓✟✠✞✓✞✞✝✟✟ ☎ ✓✞☎✞✂✞ ✡ ✍✗✛
NXFn

✻✗ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✢✣✢✧✚✣★★✦✢✮ ✤✣✚✗★✛★ ✣✢
n✭✗✚✛✦✧✗★ ✑

NXFn = Fn ∩ NXn
✷ ✫✗ ✬✦★✧✰★★

NXFn
✦✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ☛☞ ✷☞ ✷

☎☞ ✁ ✓✟✠✞✓✞✞✝✟✟ ✔✝✠ ✂✞✂✝✂☎ ✟ ✞✂✠ ✄✞ ✡ ✫✗ ✬✗✴✢✗
NXBn

✛✣ ✻ ✗ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✢✣✢✧✚✣★★✦✢✮
✻✦✘✙✚✛✦✛✗ ✮✚✙✘✥★ ✣✢

n
✭✗✚✛✦✧✗★ ✑

NXBn = Bn ∩NXn
✷ �✥✦★ ✦★ ✗✵✙✧✛✪✾ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵

✣✤ ✢✣✢✧✚✣★★✦✢✮ ✮✚✙✘✥★ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✘✚✣✘✗✚✛✾ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✻✣✰✢✬✙✚✾ ✣✤ ✗✙✧✥ ✚✗✮✦✣✢ ✦✢
✛✥✗ ✘✣✪✾✮✣✢ ✚✗✘✚✗★✗✢✛✙✛✦✣✢ ✧✣✢✛✙✦✢ ★ ✙✢ ✗✭✗✢ ✢✰✜✻✗✚ ✣✤ ✗✬✮✗★ ✷ ✡✙✜✗✪✾✸ ★✦✢✧✗
✛✥✗ ✭✗✚✛✦✧✗★ ✙✚✗ ✦✢ ✧✣✢✭✗✵ ✘✣★✦✛✦✣✢ ✸ ✛✥ ✦★ ✦★ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✛✣ ✗✙✧✥ ✧✾✧✪✗ ✧✣✢✛✙✦✢ ✦✢✮
✙✢ ✗✭✗✢ ✢✰✜✻✗✚ ✣✤ ✗✬✮✗★ ✷

✝ ✏✑✛ ✚✏✎✕✚✘ ✒✚✟✍✚✒ ✕✍ ✎✚✏✍ ✘ ✑ ☛ ✔✑✍✍✚✔✎✕✠ ✕✎✁
�✣✚ ✢✣✢✢✗✮✙✛✦✭✗ ✦✢✛✗✮✗✚★

n, k, l
★✰✧✥ ✛✥✙✛

0 ≤ k + l ≤ n − 2
✸ ✪✗✛

NCRk,ln
✻✗ ✛✥✗

✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✮✚✙✘✥★ ✣✢
n

✭✗✚✛✦✧✗★ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✤✣ ✪✪✣✝ ✦✢✮ ✘✚✣✘✗✚✛✾ ✿
✎✄ ☎✞☎ ☎☛ ✝✞✂ ✂✝ ✓ ✓✝✞✁ ✓✝✟ ✂ ✄ ✂✆☎ ✂✓✠ ☎✟ ✝✟ ✂☎✞�✂✆✞ (a−k, a] ✂✟✓ (b− l, b] ✓☎ ✞✝✂ ☎

k ✂✟✓ l ✆✞☎✞✠ ☎✠✂✝�☎✆✏✆ ✓✝� ✝✓✝✟✟ ✂✄ ☎ ✞☎✡ ✂✝✟ ✝✟✟ �☎✞✂☎☛ ✞☎✂ ✝✟ ✂✓ ✂✝ ✓ ✟✓✟☎✡✠ ✂✏ ✠ ✝☎✠☎✞ (a, b−l] ✂✟✓
(b, a− k]

✝ ✝✂✄ ✂✄ ☎ ✠ ✞✓✠ ☎✞✂✏ ✂✄ ✂✂ ✂✄ ☎✞☎ ✂✞☎ ✟✓ ☎✓✟ ☎✞ ✔☎✂✝ ☎☎✟ ✂✄ ☎ ✂✝ ✓ ✠ ✝☎✠☎✞ (a, b− l]
✂✟✓ (b, a− k]

�
a− k ✂✟✓ b− l ✂✞☎ ✠✓✡✠ ✂ ✂☎✓ ✡ ✓✓✂ ✆✓ n ✡

✄✛ ✴✚★✛ ★✦✮✥✛ ✸ ✛✥ ✦★ ✧✣✢★✛✚✰✧✛✦✣✢ ✜ ✙✾ ✙✘✘✗✙✚ ✙★ ✙ ✻✦✛ ✙✚✛✦✴ ✧✦✙✪ ✷ ✏✣✝✗✭✗✚ ✸ ✤✣✚ ★✜ ✙✪✪
✭✙✪✰✗★ ✣✤

k
✙✢✬

l
✸ ✛✥✗✚✗ ✙✚✗ ✭✗✚✾ ✢✙✛✰✚✙✪ ✦✢✛✗✚✘✚✗✛✙✛✦✣✢★ ✿

☎✞ ☞✞✂✠ ✄✞ ✝ ✝✂✄ ✂ ✓✝✞✠✓✟✟☎✠✂☎✓ ✠ ✓✆✏✟ ✓✟ ✞☎✠ ✞☎✞☎✟ ✂✂✂✝✓✟ ✡ ✫✗ ✜✙✾ ✦✢✛✗✚✘✚✗✛
NCR0,0

n✙★ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✮✚✙✘✥★ ✣✢
n

✭✗✚✛✦✧✗★ ✝ ✦✛✥ ✙ ✬✦★✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✘✣✪✾✮✣✢ ✚✗✘✚✗★✗✢☎
✛✙✛✦✣✢ ✷ ✂✢✬✗✗✬ ✸

NCR
✦★ ★✥✣✚✛ ✤✣✚ ✡✡✣✛ ✎✣✢✢✗✧✛✗✬ ✁✗✘✚✗★✗✢✛✙✛✦✣✢☛ ✷ ✡✙✜ ✗✪✾✸ ✛✥✗



� ✆� ✆ ✝✁✁✟✆ ✄✄✁ ✄✡✁✂✆ ☛✝✞

✧✣✢✬✦✛✦✣✢ ✤✣✚ ✙ ✮✚✙✘✥ ✛✣ ✻✗ ✦✢
NCR0,0

n

✦★ ✛✥✙✛ ✛✥✗✚✗ ✗✵ ✦★✛
a, b

★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✛✥✗✚✗
✙✚✗ ✢✣ ✗✬✮✗★ ✻ ✗✛✝✗✗✢

(a, b]
✙✢✬

(b, a]
✙✢✬ ★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✛✥✗★✗ ✛✝✣ ✦✢✛✗✚✭✙✪★ ✙✚✗

✢✣✢✗✜✘✛✾ ☞✛✥✰★
a 6= b

✎ ✷ ✫✗ ✧✣✢★✦✬✗✚
NCR0,0

n

✦✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ✌ ☛✷✌ ✷

☎☞ ☞✞✂✠ ✄✞ ✝ ✝✂✄ ✂ ✞☎✠ ✂✞✂✔✆☎ ✠ ✓✆✏✟ ✓✟ ✞☎✠ ✞☎✞☎✟ ✂✂✂✝✓✟ ✡ �✣✚
(k, l) = (1, 0)

✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢
✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵

NCR1,0
n

✣✤ ✮✚✙✘✥★ ✣✢
n

✭✗✚✛✦✧✗★ ✝ ✦✛✥ ✙ ✞☎✠ ✂✞✂✔✆☎ ✘✣✪✾✮✣✢ ✚✗✘✚✗☎
★✗✢✛✙✛✦✣✢ ✷ ✄ ✮✚✙✘✥

G
✥✙★ ✛✥✦★ ✘✚✣✘ ✗✚✛✾ ✦✤ ✛✥✗✚✗ ✗✵✦★✛

a, b
★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✢✣

✗✬✮✗ ✻ ✗✛✝✗✗✢
(a, b]

✙✢✬
(b, a − 1]

✦✢
G

✙✢✬ ★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✛✥✗★✗ ✛✝✣ ✦✢✛✗✚✭✙✪★ ✙✚✗
✢✣✢✗✜✘✛✾ ☞✛✥✰★

a 6= b, b+ 1
✎ ✷ ✫✗ ✚✗✤✗✚ ✛✣

a
✙★ ✙ ✠✂ ✂ ✠ ✓✝✟ ✂ ✦✢

G
✑ ✦✤ ✝✗ ✚✗✜✣✭✗

✛✥✗ ✘✣✦✢✛ ✚✗✘✚✗★✗✢✛✦✢✮ ✛✥✗ ✭✗✚✛✗✵
a
✤✚✣✜ ✛✥✗ ✘✣✪✾✮✣✢ ✚✗✘✚✗★✗✢✛✙✛✦✣✢ ✣✤

G
✸ ✛✥✗✢

✛✥✗ ✚✗★✰✪✛ ✦★ ✬✦★✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✷ ✫✗ ✬✗✭✣✛✗ ✠✗✧✛✦✣✢ ✌ ☛✷✖ ✛✣
NCR1,0

n

✷

☎✟ ☞✞✂✠ ✄✞ ✝ ✝✂✄ ✂ 2
✂✞☎✠ ✂✞✂✔✆☎ ✠ ✓✆✏✟ ✓✟ ✞☎✠ ✞☎✞☎✟ ✂✂✂✝✓✟ ✡ �✣✚

(k, l) = (1, 1)
✸ ✛✥✗ ✚✗☎

★✰✪✛✦✢✮ ✧✣✜✘✪✗✵
NCR1,1

n

✧✣✢★✦★✛★ ✣✤ ✙✪✪ ✮✚✙✘✥★ ✣✢
n
✭✗✚✛✦✧✗★ ✝ ✦✛✥ ✙ ✂✝ ✓✂✞☎✠ ✂✞✂✔✆☎

✘✣✪✾✮✣✢ ✚✗✘✚✗★✗✢✛✙✛✦✣✢ ✷ ✄ ✮✚✙✘✥
G

✥✙★ ✛✥✦★ ✘✚✣✘ ✗✚✛✾ ✦✤ ✛✥✗✚✗ ✗✵✦★✛
a, b

★✰✧✥
✛✥✙✛ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✢✣ ✗✬✮✗ ✻ ✗✛✝✗✗✢

(a, b− 1]
✙✢✬

(b, a− 1]
✦✢
G

✙✢✬ ★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✛✥✗★✗
✛✝✣ ✦✢✛✗✚✭✙✪★ ✙✚✗ ✢✣✢✗✜✘✛✾ ☞✛✥✰★

a 6= b − 1, b, b + 1
✎ ✷ ✫✗ ✚✗✤✗✚ ✛✣ {a, b} ✙★ ✙

✠✂ ✂ ✞☎✂ ✦✢
G

✑ ✦✤ ✝✗ ✚✗✜✣✭✗ ✛✥✗ ✘✣✦✢✛★ ✚✗✘✚✗★✗✢✛✦✢✮ ✛✥✗ ✭✗✚✛✦✧✗★
a
✙✢✬

b
✤✚✣✜ ✛✥✗

✘✣✪✾✮✣✢ ✚✗✘✚✗★✗✢✛✙✛✦✣✢ ✣✤
G−ab ✸ ✛✥✗✢ ✛✥✗ ✚✗★✰✪✛ ✦★ ✬✦★✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✷ ✄ ✪✪ ✻ ✣✰✢✬✙✚✾

✗✬✮✗★ ✛✰✚✢ ✣✰✛ ✛✣ ✻ ✗ ✧✣✢✗ ✘✣✦✢✛★ ✦✢
NCR1,1

n

✑ ✝✗ ✬✗✢✣✛✗ ✻✾
NCR

1,1

n

✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵
✣✻✛✙✦✢✗✬ ✻✾ ✚✗✜✣✭✦✢✮ ✙✪✪ ✛✥✗★✗ ✧✣✢✗ ✘✣✦✢✛★ ✷ ✠✗✧✛✦✣✢ ✌☛✷✖ ✬✗✙✪★ ✝ ✦✛✥

NCR1,1
n✙✢✬

NCR
1,1

n

✷

✂ ✂✄ ✄✝✝✏☛✆✎✟✆✝☎✠☛
☎☛ ✫✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✗

42
✜✙✵✦✜ ✙✪ ✮✚✙✘✥★ ✦✢

NX7
✭✦✙ ✚✣✛✙✛✦✣✢ ✙✢✬ ✚✗�✗✧✛✦✣✢ ✣✤ ✛✥✗

✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✤✣✰✚ ✮✚✙✘✥★ ✷ ✫✗ ✮✗✛ ✛✥✗ ✜ ✙✵✦✜ ✙✪ ✮✚✙✘✥★ ✦✢
A7

✻✾ ✚✗✜✣✭✦✢✮ ✛✥✗
★✗✭✗✢ ✻✣✰✢✬✙✚✾ ✗✬✮✗★ ✷

☎✌ ✫✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✗
20

✜✙✵✦✜ ✙✪ ✤✙✧✗★ ✣✤
NXM6

✭✦✙ ✚✣✛✙✛✦✣✢ ✙✢✬ ✚✗�✗✧✛✦✣✢ ✣✤ ✛✥✗
✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✤✣✰✚ ✢✣✢✧✚✣★★✦✢✮ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮★ ✷



☛✝☞ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ � ✡� ☎✞✄✁✁ ✁✄✁✂� ✁ ✄✁✂ ☎✄ ✄✡☎✆

☎✖ ✫✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✗
55

✜✙✵✦✜ ✙✪ ✤✙✧✗★ ✣✤
NXF5

✭✦✙ ✚✣✛✙✛✦✣✢ ✙✢✬ ✚✗�✗✧✛✦✣✢ ✣✤ ✛✥✗
✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ★✗✭✗✢ ✢✣✢✧✚✣★★✦✢✮ ★✘✙✢✢✦✢✮ ✛✚✗✗★ ✷

☎☞ ✫✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✗
30

✜✙✵✦✜ ✙✪ ✤✙✧✗★ ✣✤
NXB5

✭✦✙ ✚✣✛✙✛✦✣✢ ✙✢✬ ✚✗�✗✧✛✦✣✢ ✣✤ ✛✥✗
✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✤✣✰✚ ✢✣✢✧✚✣★★✦✢✮ ✻ ✦✘✙✚✛✦✛✗ ✮✚✙✘✥★ ✷

☎✞ ✫✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✗
28

✜✙✵✦✜ ✙✪ ✤✙✧✗★ ✣✤
NCR

0,0
8

✭✦✙ ✚✣✛✙✛✦✣✢ ✣✤ ✛✥✗ ✤✣ ✪✪✣✝ ✦✢✮ ✤✣✰✚
✮✚✙✘✥★ ✷ ✂✢ ✗✙✧✥ ✮✚✙✘✥ ✸

[a+ 1, b]× [b + 1, a]
✦★ ✗✜✘✛✾✷

a

b

a

b

a

b

ab

☎☞ ✫✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✗
48

✜✙✵✦✜ ✙✪ ✤✙✧✗★ ✣✤
NCR

1,0
8

✭✦✙ ✚✣✛✙✛✦✣✢ ✙✢✬ ✚✗�✗✧✛✦✣✢ ✣✤ ✛✥✗
✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✤✣✰✚ ✮✚✙✘✥★ ✷ ✂✢ ✗✙✧✥ ✮✚✙✘✥ ✸

[a+ 1, b] × [b+ 1, a− 1]
✦★ ✗✜✘✛✾✷

a

b

a

b

a

b

☎✟ ✫✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✗
20

✜✙✵✦✜ ✙✪ ✤✙✧✗★ ✣✤
NCR

1,1
8
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ab

✦★ ✙✢ ✗✬✮✗ ✦✢
D

✷ ✍✗✛
DGrn

✻✗ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✮✚✙✬✗✬ ✬✦✮✚✙✘✥★ ✣✢
n

✭✗✚✛✦✧✗★ ✙✢✬ ✪✗✛
DGrn,p

✻✗ ✛✥✗ ✪✙✚✮✗✚ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✬✦✮✚✙✘✥★ ✛✥✙✛ ✙✚✗ ✮✚✙✬✗✬
✜✣✬✰✪✣

p
✷ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛

DGrn = DGrn,p
✦✤
p > n

✷ ✎ ✪✗✙✚✪✾✸
DGrn,2

✦★ ✛✥✗ ✛✚✦✭ ✦✙✪



� ✆☎✆ � ✡✆ ✄ ✁� ✠✁☎✂ ✁☎✂ ☎✆ ☛✝✕

✗✵✛✗✢★✦✣✢ ✣✤
Bn

✷ ✄✗✛ ✸ ✤✣✚
p ≥ 3

✸
DGrn,p

✦★ ✢✣✛ ✛✚✦✭ ✦✙✪ ✷ ✫✗ ✬✦★✧✰★★
DGrn

✙✢✬
DGrn,p

✦✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ☛✞ ✷☞ ✷
☎✞ ✑ ✝✟ ✞✂✠ ✄ ✞ ✝ ✝✂✄ ✓✂ ✂ ✟✓✟ ✂✂✆✂☎✞✟✂✂✝✟✟ ✠✝✞✠✂ ✝✂✞ ✡ �✣✚ ✙ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✗✬✮✗

ij
✸ ✬✗✴✢✗

+ij =
(+1)(ij) = ij

✙✢✬ −ij = (−1)(ij) = ji
✷ ✄ ✧✦✚✧✰✦✛

π = {s1(v1v2), s2(v2v3), . . . , sr−1(vr−1vr), sr(vrv1)}
✦✢ ✛✥✗ ✬✦✮✚✙✘✥✦✧ ✜✙✛✚✣✦✬

M→
n = Mn(K

→
n )

✦★ ✂✆✂☎✞✟✂✂✝✟✟ ✦✤
r
✦★ ✗✭✗✢ ✙✢✬ ✛✥✗

★✦✮✢★
si

✤✣✚✜ ✙✢ ✙✪✛✗✚✢✙✛✦✢✮ ★✗✺✰✗✢✧✗ ✑ si+1 = −si
✤✣✚

i ∈ [r− 1]
✙✢✬

s1 = −sr
✷

✍✗✛
DOACn

✻✗ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✬✦✮✚✙✘✥★ ✣✢
n

✭✗✚✛✦✧✗★ ✝ ✦✛✥ ✢✣ ✢✣✢☎✙✪✛✗✚✢✙✛✦✢✮
✧✦✚✧✰✦✛★ ☞✡✹✢✪✾ ✄✪✛✗✚✢✙✛✦✢✮ ✎ ✦✚✧✰ ✦✛★☛ ✎ ✑ ✛✥✰★ ✙✪✪ ✧✦✚✧✰ ✦✛★ ✙✚✗ ✙✪✛✗✚✢✙✛✦✢✮ ✷ ✠✗✗
✠✗✧✛✦✣✢ ☛✞ ✷✞ ✤✣✚ ✙✢ ✙✢✙✪✾★✦★ ✣✤

DOACn
✷

☎☞ ✑ ✝✟ ✞✂✠ ✄ ✞ ✝ ✝✂✄ ✓✂ ✂ ✓✓✓ ✓✝✞☎✠✂☎✓ ✠✏✠✆☎✞ ✡ ✫✗ ✣✻✛✙✦✢ ✾✗✛ ✙✢✣✛✥✗✚ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✭✙✚✦✙✢✛
✣✤

Bn
✻✾ ✧✣✢★✦✬✗✚✦✢✮ ✬✦✮✚✙✘✥★ ✝ ✦✛✥✣✰✛ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✧✾✧✪✗★ ✣✤ ✣✬✬ ✪✗✢✮✛✥ ✷ ✒✗✴✢✗

DNOCyn
✛✣ ✻ ✗ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ★✰✧✥ ✬✦✮✚✙✘✥★ ✣✢

n
✭✗✚✛✦✧✗★ ✷ ✂✢ ✛✥✦★ ✧✙★✗ ✸ ✛✥✗✚✗

✦★ ✢✣ ✰✢✬✗✚✪✾✦✢✮ ✻✦✘✙✚✛✦✛✦✣✢ ✦✢ ✮✗✢✗✚✙✪ ✷ ✠✗✗ ✠✗✧✛✦✣✢ ☛✞ ✷☞ ✤✣✚ ✙✢ ✙✢✙✪✾★✦★ ✣✤
DNOCyn

✷

✘ ✕✏✚✔✎✚✒ ✠✖✏✕✖✍✎✘ ✑ ☛ ✒✕✘✔✑✍✍✚✔✎✚✒ ✙✏✖✛✌✘
☎✟ ✁ ✓✂ ✞✂✞✓✟✟ ✆✏ ✠✓✟✟☎✠✂☎✓ ✓✝✟ ✞✂✠ ✄✞ ✡ ✁✗✧✙✪✪ ✛✥✙✛ ✙ ✬✦✮✚✙✘✥

D
✦★ ★✛✚✣✢✮✪✾ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬

✦✤ ✗✭✗✚✾ ✘✙✦✚ ✣✤ ✭✗✚✛✦✧✗★ ✦✢
D

✦★ ✧✣✢✛✙✦✢✗✬ ✦✢ ✙ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✧✾✧✪✗ ✷ ✍✗✛
DNSCn

✻✗
✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✢✣✛ ★✛✚✣✢✮✪✾ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✬✦✮✚✙✘✥★ ✣✢

n
✭✗✚✛✦✧✗★ ✷ ✠✗✗ ✠✗✧✛✦✣✢ ✌✌ ✷☛

✤✣✚ ✙ ★✰✜✜✙✚✾ ✣✤ ✩✢✣✝✢ ✚✗★✰✪✛★ ✙✻✣✰✛
DNSCn

✷
☎✍ ✁ ✓✟✂✞✠ ✂✟✟✝✟✟ ✓✝✟ ✞✂✠ ✄ ✞ ✡ ✍✗✛ ✰★ ★✙✾ ✛✥✙✛ ✙ ✬✦✮✚✙✘✥

D
✦★ ✞✠ ✂✟✟✝✟✟ ✦✤

D
✧✣✢✛✙✦✢★

✙ ★✘✙✢✢✦✢✮ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✛✚✗✗ ✷ ✍✗✛
DNSpn

✻✗ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✢✣✢☎★✘✙✢✢✦✢✮ ✬✦✮✚✙✘✥★
✣✢
n
✭✗✚✛✦✧✗★ ✷ ✠✦✢✧✗ ✛✥✗ ✜ ✦✢ ✦✜ ✙✪ ✢✣✢✤✙✧✗★ ✣✤

DNSpn
✙✚✗ ★✘✙✢✢✦✢✮ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✛✚✗✗★ ✸

✛✥ ✦★ ✧✣✜✘✪✗✵ ✦★ ✙ ✢✙✛✰✚✙✪ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✙✢✙✪✣✮✰✗ ✣✤ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵
NCn

✣✤ ✬✦★✧✣✢✢✗✧✛✗✬
✮✚✙✘✥★ ✦✢ ✝✥✦✧✥ ✰✢✬✦✚✗✧✛✗✬ ★✘✙✢✢✦✢✮ ✛✚✗✗★ ✙✚✗ ✜ ✦✢✦✜ ✙✪ ✢✣✢✤✙✧✗★ ✷ �✣✘✣✪✣✮✦✧✙✪✪✾
✥✣✝✗✭✗✚ ✸

DNSpn
✥✙★ ✜✣✚✗ ✦✢ ✧✣✜✜✣✢ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵

NC2
n

✣✤ ✢✣✛
2
☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬

✮✚✙✘✥★ ✑ ★✗✗ ✠✗✧✛✦✣✢ ✌✌ ✷✌ ✷

✌✍✎✚✏✛✏✚✎✖✎✕✑✍✘ ✕✍ ✎✚✏✍ ✘ ✑ ☛ ✛✑✘✚✎✘
�✣✚ ✙ ✬✦✮✚✙✘✥

D
✣✢ ✙ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛

V
✸ ✬✗✴✢✗ ✙✢ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✧✗ ✚✗✪✙✛✦✣✢ ✣✢

V
✻✾ ✛✥✗ ✚✰ ✪✗

✛✥✙✛
v
✙✢✬

w
✙✚✗ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✙ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✧✾✧✪✗ ✦✢

D
✧✣✢✛✙✦✢ ✦✢✮

✻✣✛✥
v

✙✢✬
w
✷ ✓ ✺✰✦✭✙✪✗✢✛✪✾✸ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✙ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✘✙✛✥ ✤✚✣✜

v
✛✣
w

✙✢✬ ✙ ✬✦✚✗✧✛✗✬
✘✙✛✥ ✤✚✣✜

w
✛✣
v
✷ ✍✗✛

A1, . . . , Ar
✻✗ ✛✥✗ ✦✢✬✰✧✗✬ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✧✗ ✧✪✙★★✗★ ✷ �✥✗ ✘✣★✗✛

P (D) ✂✞✞✓✠✝✂✂☎✓ ✂✓ D ✦★ ✛✥✗ ✘✣★✗✛ ✝ ✦✛✥ ✣✢✗ ✗✪✗✜ ✗✢✛ ✤✣✚ ✗✙✧✥ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✧✗ ✧✪✙★★ ★✰✧✥
✛✥✙✛

Ai ≤ Aj
✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✙ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✘✙✛✥ ✤✚✣✜ ★✣✜ ✗ ✗✪✗✜ ✗✢✛ ✦✢

Ai
✛✣

★✣✜ ✗ ✗✪✗✜✗✢✛ ✦✢
Aj

✷ ✓✺✰✦✭✙✪✗✢✛✪✾✸ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✙ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✘✙✛✥ ✤✚✣✜ ✂✟✏ ✗✪✗✜ ✗✢✛ ✦✢
Ai✛✣ ✂✟✏ ✗✪✗✜ ✗✢✛ ✦✢

Aj
✷

✹✢✗ ✜ ✙✾ ✦✢✛✗✚✘✚✗✛ ★✣✜ ✗ ✣✤ ✣✰✚ ✬✦✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✦✢ ✛✗✚✜ ★ ✣✤ ✙★★✣ ✧✦✙✛✗✬ ✘✣★✗✛★ ✿



☛☛✝ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ � ✡✄✄✁✂� ✁ ✄✁✂ ☎✄ ✄✡☎✆

☎✌
D ∈ DAcyn

✝☎ ✂✟✓ ✓✟ ✆✏ ✝☎
P (D)

✄ ✂✞ n
☎✆☎✡ ☎✟ ✂✞ ✡ �✥✙✛ ✦★ ✸ ✢✣ ✛✝✣ ✭✗✚✛✦✧✗★ ✦✢

D✙✚✗ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✷
☎✖

D ∈ DBn
✝☎ ✂✟✓ ✓✟✆✏ ✝☎

P (D)
✄ ✂✞ n

☎✆☎✡ ☎✟ ✂✞ ✂✟✓ ✟✓ ✠✄ ✂✝✟ ✝✟
P (D)

✄ ✂✞ ✆☎✟✟ ✂✄
✂✄ ✞☎☎ ✡ ✡✙✜✗✪✾✸

D
✻✗✪✣✢✮★ ✛✣

DBn
✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤

D
✬✣✗★ ✢✣✛ ✧✣✢✛✙✦✢ ✙✢✾ ✬✦✚✗✧✛✗✬

✘✙✛✥ ✣✤ ✗✬✮✗ ✪✗✢✮✛✥ ✛✝✣ ✷
☎✟

D ∈ DNSCn
✝☎ ✂✟✓ ✓✟✆✏ ✝☎

P (D)
✄ ✂✞ ✂✂ ✆☎✂✞✂ ✂✝ ✓ ☎✆☎✡ ☎✟ ✂✞ ✡

☎✍
D ∈ DNSpn

✝☎ ✂✟✓ ✓✟✆✏ ✝☎
P (D)

✄ ✂✞ ✂✂ ✆☎✂✞✂ ✂✝ ✓ ✂✂✓✡ ✞ ✡
�✥✗★✗ ✦✢✛✗✚✘✚✗✛✙✛✦✣✢★ ★✰✮✮✗★✛ ✛✥✚✗✗ ✮✗✢✗✚✙✪✦☛✙✛✦✣✢★ ✿

✄ �✣✚
1 ≤ k ≤ n− 1

✸ ✬✗✴✢✗
DAcyn,k

✙★ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✙✧✾✧✪✦✧ ✬✦✮✚✙✘✥★
D

✣✢
n✭✗✚✛✦✧✗★ ✝ ✦✛✥ ✢✣ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✘✙✛✥ ✣✤ ✗✬✮✗ ✪✗✢✮✛✥

k+ 1
☞✦ ✷✗ ✷✸ ✭✗✚✛✗✵ ✪✗✢✮✛✥

k+ 2
✎ ✷

k = 1
✾✦✗✪✬★

DBn
✸ ✝✥✗✚✗✙★

k = n− 1
✾✦✗✪✬★

DAcyn
✷

✄ �✣✚
1 ≤ k ≤ n−1

✸ ✬✗✴✢✗
DNSCn,k

✙★ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✬✦✮✚✙✘✥★
D

✣✢
n
✭✗✚✛✦✧✗★

★✰✧✥ ✛✥✙✛
P (D)

✥✙★ ✙✛ ✪✗✙★✛
k + 1

✗✪✗✜✗✢✛★ ✷
k = 1

✾✦✗✪✬★
DNSCn

✸ ✝✥✗✚✗✙★
k = n− 1

✾✦✗✪✬★
DAcyn

✷

✄ �✣✚
1 ≤ k ≤ n−1

✸ ✬✗✴✢✗
DNSpn,k

✙★ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✬✦✮✚✙✘✥★
D

✣✢
n
✭✗✚✛✦✧✗★

★✰✧✥ ✛✥✙✛
P (D)

✥✙★ ✙✛ ✪✗✙★✛
k + 1

✙✛✣✜ ★ ✷ �✥✦★ ✜ ✗✙✢★ ✛✥✙✛ ✗✭✗✚✾ ✬✦✚✗✧✛✗✬
✤✣✚✗★✛ ✧✣✢✛✙✦✢✗✬ ✦✢

D
✥✙★ ✙✛ ✪✗✙★✛

k + 1
✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✧✣✜✘✣✢✗✢✛★ ✷

k = 1
✾✦✗✪✬★

DNSpn
✸ ✝✥✗✚✗✙★

k = n− 1
✾✦✗✪✬★ ✛✥✗

(−1)
☎★✦✜✘✪✗✵ {φ} ✷

✫✗ ✬✦★✧✰★★ ✛✥✗ ✴✚★✛ ✮✗✢✗✚✙✪✦☛✙✛✦✣✢ ✙✪✣✢✮ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✙✢✙✪✾★✦★ ✣✤
DBn

✦✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ☛✞ ✷✖ ✷
✫✗ ✬✗✙✪ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✣✛✥✗✚ ✛✝✣ ✮✗✢✗✚✙✪✦☛✙✛✦✣✢★ ✝✥✗✢ ✝✗ ✗✵✙✜ ✦✢✗

DNSCn
✙✢✬

DNSpn✦✢ ✎✥✙✘✛✗✚ ✌✌ ✷

✁ ✖✎✏✕✎
✂
✎✌✚✑✏✚✎✕✔ ✏✚✍ ✖✏✄

✫✗ ✜✙✾ ✦✬✗✢✛✦✤✾ ✙ ✬✦✮✚✙✘✥
D

✣✢ ✛✥✗ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛
[n]

✝ ✦✛✥ ✛✥✗
n × n

✜✙✛✚✦✵
MD✬✗✴✢✗✬ ✻✾

{

(MD)i,j = 1
✦✤
ij ∈ D;

(MD)i,j = 0
✣✛✥✗✚✝ ✦★✗

.
�✥✗ ✝✙✾ ✝✗ ✥✙✭✗ ✬✗✴✢✗✬ ✬✦✮✚✙✘✥★ ✸ ✢✣✛ ✙✪✪✣✝ ✦✢✮ ✪✣✣✘★

ii
✸ ✛✥✗ ✗✪✗✜✗✢✛★ ✣✢ ✛✥✗

✬✦✙✮✣✢✙✪ ✣✤
MD

✙✚✗ ✙✪✝✙✾★ ☛✗✚✣ ✷ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✗✪✗✜ ✗✢✛ ✣✢ ✘✣★✦✛✦✣✢
(i, j)

✦✢
Mk
D✗✺✰✙✪★ ✛✥✗ ✢✰✜✻✗✚ ✣✤ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✘✙✛✥★ ✦✢

D
✤✚✣✜

i
✛✣
j
✣✤ ✗✬✮✗ ✪✗✢✮✛✥

k
✷

�✣✚ ✙ ✬✦✮✚✙✘✥ ✧✣✜✘✪✗✵
∆
✸ ✪✗✛ ✰★ ✝ ✚✦✛✗

MD ∈ ∆
✦✤
D ∈ ∆

✷ ✫✗ ✜ ✙✾ ✦✢✛✗✚✘✚✗✛
★✣✜ ✗ ✣✤ ✣✰✚ ✬✦✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✦✢ ✛✗✚✜ ★ ✣✤ ✜ ✙✛✚✦✧✗★ ✙★ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✑ ✙✪✪ ✜ ✙✛✚✦✵ ✣✘✗✚✙✛✦✣✢★
✙✚✗ ✧✙✚✚✦✗✬ ✣✰✛ ✣✭✗✚

Z
✷

☎☛
M ∈ DFn

✝☎ ✂✟✓ ✓✟✆✏ ✝☎
Mn = 0 ✂✟✓ ☎✂✠✄ ✞✓✝ ✝✟

M ✠✓✟ ✂✂✝✟✞ ✂✂ ✡ ✓✞✂ ✓✟☎
✟✓✟✂ ☎✞✓ ☎✆☎✡ ☎✟ ✂ ✡

☎✌
M ∈ DAcyn

✝☎ ✂✟✓ ✓✟✆✏ ✝☎
Mn = 0 ✡



� ✆� ✆ ✝✁✁✟✆ ✄✄✁ ✄✡✁✂✆ ☛☛☛

☎✖
M ∈ DBn

✝☎ ✂✟✓ ✓✟✆✏ ✝☎
M2 = 0 ✡

☎☞
M ∈ DGrn,p

✝☎ ✂✟✓ ✓✟ ✆✏ ✝☎ ✂✄ ☎✞☎ ✝✞ ✂ ☎ ✂✟ ✠✂✝✓✟ f : V → [0, p − 1]
✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂

(f(b) − f(a)) mod p = 1
✝✄ ☎✟☎�☎✞

Ma,b = 1 ✡
☎☞

M ∈ DNOCyn
✝☎ ✂✟✓ ✓✟ ✆✏ ✝☎ ✂✄ ☎ ✓✝✂✟ ✓✟✂✆ ✓☎ Md ✝✞ ✂ ☎✞✓ ✝✄ ☎✟☎�☎✞

d
✝✞ ✓✓✓ ✡

☎✟
M ∈ DNSCn

✝☎ ✂✟✓ ✓✟ ✆✏ ✝☎ ✂✄ ☎✞☎ ✂✞☎ ✝✟✓✝✠☎✞ i ✂✟✓ j ✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ (Md)i,j = 0
☎ ✓✞

✂✆ ✆ d ≥ 1 ✡
☎✍

M ∈ DNSpn
✝☎ ✂✟✓ ✓✟✆✏ ✝☎ ☎ ✓✞ ☎✂✠✄ i ✂✄ ☎✞☎ ☎☛ ✝✞✂✞ ✂ j 6= i

✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ (Md)i,j = 0☎ ✓✞ ✂✆ ✆ d ≥ 1 ✡

✁ ✂✁ ✄✝✝✏☛✆✎✟✆✝☎✠☛
☎☛ ✓✙✧✥ ✣✤ ✛✥✗

64
✜✙✵✦✜✙✪ ✬✦✮✚✙✘✥★ ✦✢

DF4
☞✙✢✬ ✛✥✗ ✜ ✦✢✦✜ ✙✪ ✬✦✮✚✙✘✥★ ✢✣✛ ✦✢

DNSp4

✎ ✦★ ✦★✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣ ✣✢✗ ✣✤ ✛✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ★✘✙✢✢✦✢✮ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✛✚✗✗★ ✷

☎✌ �✥✗
24

✜✙✵✦✜ ✙✪ ✬✦✮✚✙✘✥★ ✦✢
DAcy4

✙✚✗ ✙✪✪ ✦★✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣ ✛✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✙✧✾✧✪✦✧
✬✦✮✚✙✘✥ ✷

☎✖ �✣✚ ✙✢ ✦✪✪✰★✛✚✙✛✦✣✢ ✣✤
DB4

✸ ★✗✗ ☎☞ ☞✦✦✎ ✷

☎☞ ☞✦✎ ✓✙✧✥ ✣✤ ✛✥✗
74

✜✙✵✦✜✙✪ ✬✦✮✚✙✘✥★ ✦✢
DGr4

✦★ ✦★✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣ ✣✢✗ ✣✤ ✛✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ☎
✦✢✮ ✮✚✙✬✗✬ ✬✦✮✚✙✘✥★ ✷ ✓✵✧✪✰✬✦✢✮ ✛✥✗ ✪✗✤✛✜ ✣★✛ ✬✦✮✚✙✘✥ ✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✗

62
✜✙✵✦✜ ✙✪

✬✦✮✚✙✘✥★ ✦✢ ✛✥✗ ★✰✻ ✧✣✜✘✪✗✵
DOAC4

✣✤ ✬✦✮✚✙✘✥★ ✝ ✦✛✥ ✢✣ ✢✣✢☎✙✪✛✗✚✢✙✛✦✢✮ ✧✾✧✪✗ ✷



☛☛✌ ��✁✂ ✄☎✄ � ✆ � ✡✄✄✁✂� ✁ ✄✁✂ ☎✄ ✄✡☎✆

☞✦✦✎ ✓✙✧✥ ✣✤ ✛✥✗
26

✜✙✵✦✜✙✪ ✬✦✮✚✙✘✥★ ✦✢
DGr4,3

✦★ ✦★✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣ ✣✢✗ ✣✤ ✛✥✗
✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✬✦✮✚✙✘✥★ ✸ ✙✪✪ ✮✚✙✬✗✬ ✜✣✬✰✪✣

3
✷ �✥✗ ✛✥✚✗✗ ✬✦✮✚✙✘✥★ ✛✣ ✛✥✗ ✪✗✤✛ ✾✦✗✪✬

✛✥✗
14

✜✙✵✦✜ ✙✪ ✤✙✧✗★ ✣✤ ✛✥✗ ★✰✻ ✧✣✜✘✪✗✵
DB4

✣✤ ✻✦✘✙✚✛✦✛✗ ✬✦✮✚✙✘✥★ ✷

☎✞ �✣✚ ✙✢ ✦✪✪✰★✛✚✙✛✦✣✢ ✣✤
DOAC4

✸ ★✗✗ ☎☞ ☞✦✎ ✷
☎☞ ✓✙✧✥ ✣✤ ✛✥✗

49
✜✙✵✦✜ ✙✪ ✬✦✮✚✙✘✥★ ✦✢

DNOCy4

✦★ ✦★✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣ ✣✢✗ ✣✤ ✛✥✗ ✤✣✪☎
✪✣✝ ✦✢✮ ✬✦✮✚✙✘✥★ ✝ ✦✛✥✣✰✛ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✧✾✧✪✗★ ✣✤ ✣✬✬ ✪✗✢✮✛✥ ✷

☎✟ ✓✙✧✥ ✣✤ ✛✥✗
14

✜✙✵✦✜ ✙✪ ✬✦✮✚✙✘✥★ ✦✢
DNSC4

✦★ ✦★✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣ ✣✢✗ ✣✤ ✛✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮
✢✣✛ ★✛✚✣✢✮✪✾ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✬✦✮✚✙✘✥★ ✷

☎✍ ✓✙✧✥ ✣✤ ✛✥✗
25

✜✙✵✦✜ ✙✪ ✬✦✮✚✙✘✥★ ✦✢
DNSp4

✦★ ✦★✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣ ✣✢✗ ✣✤ ✛✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮
✢✣✢☎★✘✙✢✢✦✢✮ ✬✦✮✚✙✘✥★ ✷



�✁✁✂✄✄✂ ☎�

✂ ☎ ✟✂ ✄✁☎ ✁☎ ☎✂✝ �✁✁✁ ✄ ✂✂✆☎✂ ✟✁✞✂☎

�✣✚ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✦✢✛✚✣✬✰✧✗✬ ✦✢ ✛✥✗ ✛✥✚✗✗ ✘✚✗✧✗✬✦✢✮ ✧✥✙✘✛✗✚★ ✸ ✛✥✗✚✗ ✙✚✗ ✴✭✗ ✘✙☎
✚✙✜ ✗✛✗✚★ ✛✥✙✛ ✝✗ ✙✚✗ ✘✙✚✛✦✧✰✪✙✚✪✾ ✦✢✛✗✚✗★✛✗✬ ✦✢ ✿ ☞☛✎ ✥✣✜✣✪✣✮✾✸ ☞✌✎ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✛✾✘✗ ✸
☞✖ ✎ ✬✗✘✛✥ ✸ ☞☞ ✎ ✧✣✢✢✗✧✛✦✭ ✦✛✾ ✬✗✮✚✗✗ ✸ ✙✢✬ ☞✞✎ ✓✰✪✗✚ ✧✥✙✚✙✧✛✗✚✦★✛✦✧ ✷ ✂✢ ★✣✜ ✗ ✧✙★✗★ ✸ ✣✰✚
✙✢✙✪✾★✦★ ✪✗✙✬★ ✛✣ ✜✣✚✗ ★✘✗✧✦✴✧ ✦✢✤✣✚✜ ✙✛✦✣✢ ✙✻✣✰✛ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ★✰✧✥ ✙★ ✙ ✪✙✚✮✗
✭✗✚✛✗✵☎✬✗✧✣✜✘✣★✙✻✪✗ ★✩✗✪✗✛✣✢ ✣✚ ✙✢ ✣✘✛✦✜ ✙✪ ✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ✷ ✠✛✦✪✪ ✸ ✣✰✚ ✤✣ ✧✰★ ✚✗✜ ✙✦✢★
✣✢ ✛✥✗ ✴✭✗ ✪✦★✛✗✬ ✘✙✚✙✜ ✗✛✗✚★ ✷

✁✂ ✂✁ ✁ ☎✆ ☎ ✝☎✍✌
�✣✚ ✣✻✭✦✣✰★ ✚✗✙★✣✢★ ✸ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✦★ ✙ ✧✗✢✛✚✙✪ ✛✣✘✦✧ ✣✤ ✛✥✦★ ✛✥✗★✦★ ✷ ✹✰✚ ✙✘✘✚✣✙✧✥ ✛✣ ✛✥✗
★✰✻✶ ✗✧✛ ✦★ ★✣✜✗✝✥✙✛ ★✦✜✘✪✦★✛✦✧ ✦✢ ✛✥✗ ★✗✢★✗ ✛✥✙✛ ✝✗ ✬✣ ✢✣✛ ✛✙✩✗ ✦✢✛✣ ✙✧✧✣✰✢✛ ✮✚✣✰✘
✙✧✛✦✣✢★ ★✰✧✥ ✙★ ✛✥✗ ✢✙✛✰✚✙✪ ✙✧✛✦✣✢ ✣✤ ✛✥✗ ★✾✜✜✗✛✚✦✧ ✮✚✣✰✘ ✣✢ ✙ ✮✦✭✗✢ ✜✣✢✣✛✣✢✗
✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✾✷ ✂✢★✛✗✙✬ ✸ ✝✗ ✚✗✤✗✚ ✛✥✗ ✦✢✛✗✚✗★✛✗✬ ✚✗✙✬✗✚ ✛✣ ✛✥✗ ✪✦✛✗✚✙✛✰✚✗ ✠✌ ✸ ✌✝ ✸ ✍☞ ✸
☛✝✍ ✸ ☛✌✌ ✸ ☛✌✕✡ ✤✣✚ ✦✢✤✣✚✜ ✙✛✦✣✢ ✙✢✬ ✤✰✚✛✥✗✚ ✚✗✤✗✚✗✢✧✗★ ✙✻✣✰✛ ✛✥✦★ ✦✜✘✣✚✛✙✢✛ ✙★✘✗✧✛
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✌✬✫ ✄✧✬✛ ✧ ✙✆ ✯✆

✂✝ ✯✙
NXMn

1−x−
√

1−2x+5x2

2x2

★✆ ✯☎
✂✝ ✯☎

NXFn ✁ ✂✂ ✄☎ ✆ ✝✎✆✝✝
★✆ ✯✟

✂✝ ✯✟
NXBn

1−2x−
√

1+4x
4−2x

★✆ ✯✂
✂✩ ✯✟

DGrn − 1
2

√
4ex − 3

★✂ ✯✟
DGrn,3 −(3ex − 2)1/3

DGrn,4 −(2e2x − 1)1/4

✂✩ ✯✂
DOACn

✌✬✫ ✄✧✬✛ ✧ ★✂ ✯✂
✂✩ ✯✆

DNOCyn −
√

2e−x − 1
★✂ ✯✆

✁✂ ✂✂ ✁✏ ✝✄✎ ☞✡✟ ✎✟ ☞✆✄✎✝☛✆ ✝☞

�✣✚ ★✗✭✗✚✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✦✢ ✛✥✦★ ✛✥✗★✦★ ✸ ✛✥✗ ✓✰✪✗✚ ✧✥✙✚✙✧✛✗✚✦★✛✦✧ ✙✬✜ ✦✛★ ✙ ✧✪✣★✗✬ ✗✵✘✚✗★☎
★✦✣✢ ✸ ✗✦✛✥✗✚ ✗✵✘✪✦✧✦✛ ✪✾ ✣✚ ✭✦✙ ✙ ✮✗✢✗✚✙✛✦✢✮ ✤✰✢✧✛✦✣✢ ✷ �✣✚ ✛✥✗ ✜✙✛✧✥✦✢✮ ✧✣✜✘✪✗✵

Mn✙✢✬ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵
NCn

✣✤ ✬✦★✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✮✚✙✘✥★ ✸ ✛✥✗ ✗✵ ✦★✛✗✢✧✗ ✣✤ ★✰✧✥ ✙ ✢✦✧✗ ✤✣✚✜✰✪✙
✦★ ✙✢ ✦✜✜✗✬✦✙✛✗ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✣✤ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ☞ ✷☛✞ ✸ ✻✰✛ ✦✢ ✮✗✢✗✚✙✪ ✝✗ ✢✗✗✬ ✛✣ ✝✣✚✩ ✙
✻✦✛ ✥✙✚✬✗✚ ✷ ✂✢ ★✣✜ ✗ ✦✢★✛✙✢✧✗★ ✸ ✝✗ ✧✙✢ ✬✗✬✰✧✗ ✛✥✗ ✓✰✪✗✚ ✧✥✙✚✙✧✛✗✚✦★✛✦✧ ✬✦✚✗✧✛✪✾ ✤✚✣✜
✙✢ ✗✵✘✪✦✧✦✛ ✬✗★✧✚✦✘✛✦✣✢ ✣✤ ✛✥✗ ✧✚✦✛✦✧✙✪ ✤✙✧✗★ ✝ ✦✛✥ ✚✗★✘✗✧✛ ✛✣ ✙ ✮✦✭✗✢ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮
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✣✚ ✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ✷ ✂✢ ✣✛✥✗✚ ✧✙★✗★ ✸ ✛✥✗ ✘✚✣ ✧✗✬✰✚✗ ✮✣✗★ ✭✦✙ ✮✗✢✗✚✙✛✦✢✮ ✤✰✢✧✛✦✣✢★ ✸ ✙✢✬
✛✥✗ ✜✣★✛ ✤✚✗✺✰✗✢✛✪✾ ✰★✗✬ ✙✘✘✚✣✙✧✥ ✦✢ ✛✥ ✦★ ✛✥✗★✦★ ✦★ ✛✣ ★✗✙✚✧✥ ✤✣✚ ✙ ✢✦✧✗ ✚✗✧✰✚★✦✭✗
✦✬✗✢✛✦✛✾ ✣✤ ✛✥✗ ✤✣✚✜

χ̃(∆n) = Fn(χ̃(∆1), . . . , χ̃(∆n−1)).
✂✢ ✤✙✭✣✚✙✻✪✗ ✦✢★✛✙✢✧✗★ ✸ ✝✗

✜ ✙✾ ✗✵✛✚✙✧✛ ✤✚✣✜ ✛✥✦★ ✦✬✗✢✛✦✛✾ ✙ ✧✪✣★✗✬ ✗✵✘✚✗★★✦✣✢ ✞ ✗✵✘✪✦✧✦✛ ✣✚ ✦✜✘✪✦✧✦✛ ✞ ✤✣✚ ✛✥✗
☞✗✵✘✣✢✗✢✛✦✙✪✎ ✮✗✢✗✚✙✛✦✢✮ ✤✰✢✧✛✦✣✢ ✤✣✚

χ̃(∆n)
✷ �✣✚ ✙ ✤✙✦✚✪✾ ★✛✚✙✦✮✥✛✤✣✚✝✙✚✬ ✗✵✙✜ ☎

✘✪✗ ✸ ★✗✗ �✥✗✣✚✗✜ ☛☞ ✷☛✝ ✷ ✫✗ ✘✚✗★✗✢✛ ✤✣✚✜✰✪✙★ ✤✣✚ ✛✥✗ ✓✰✪✗✚ ✧✥✙✚✙✧✛✗✚✦★✛✦✧ ✣✤ ★✣✜ ✗
✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✦✢ �✙✻✪✗ ☛✝ ✷✌ ✷

✁✂ ✂� ✠ ✄✆ ✟✎✌☛ ☎✠ ✠☎✠✄✞✟☛✝✞✄✠✄☛☛ ✟✠✡ ✎✄ ✝✟✆✄✡ ✠✎☎✠ ✄✎✆✝✄☛
✂✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ☛✷☛✸ ✝✗ ✬✦★✧✰★★✗✬ ✛✥✗ ✗✭✙★✦✭✗✢✗★★ ✧✣✢✶ ✗✧✛✰✚✗ ✷ ✍✗✛ ✰★ ★✙✾ ✛✥✙✛ ✙ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪
✧✣✜✘✪✗✵

Σ
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Σ
✝ ✦✛✥ ✚✗★✘ ✗✧✛ ✛✣ ★✣✜ ✗ ✭✗✚✛✗✵

✦★ ✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✷ �✣✚ ✗✵✙✜✘✪✗ ✸ ✭✗✚✛✗✵☎✬✗✧✣✜✘✣★✙✻ ✪✗ ✧✣✜✻✦✢✙✛✣✚✦✙✪ ★✘✥✗✚✗★ ✙✚✗ ✢✗✙✚✪✾
✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✷ ✎ ✪✗✙✚✪✾✸ ✙✢✾ ✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✸ ✛✥✗

0
☎★✦✜✘✪✗✵ ✗✵✧✪✰✬✗✬ ✸ ✦★ ✙✪★✣ ✢✗✙✚✪✾

✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✷
�✣✚ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✝ ✦✛✥ ✙ ✭✗✚✛✗✵☎✛✚✙✢★✦✛✦✭✗ ✙✰✛✣✜✣✚✘✥✦★✜ ✮✚✣✰✘ ✸ ✙ ✘✙✚✛✦✧✰✪✙✚ ✭✗✚✛✗✵

✬✗✪✗✛✦✣✢ ✦★ ✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤ ✙✪✪ ✭✗✚✛✗✵ ✬✗✪✗✛✦✣✢★ ✙✚✗ ✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✷ ✂✢ ✘✙✚✛✦✧✰☎
✪✙✚ ✸ ✜ ✣✢✣✛✣✢✗ ✮✚✙✘✥ ✙✢✬ ✬✦✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ★✙✛✦★✤✾ ✛✥✦★ ✧✣✢✬✦✛✦✣✢ ✷ ✄✢ ✦✢✛✗✚✗★✛✦✢✮
✚✗★✗✙✚✧✥ ✘✚✣✶ ✗✧✛ ✝✣✰✪✬ ✻✗ ✛✣ ✧✥✙✚✙✧✛✗✚✦☛✗ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ✢✗✙✚✪✾ ✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✜✣✢✣✛✣✢✗
✮✚✙✘✥ ✙✢✬ ✬✦✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✷ ✫ ✥✦✪✗ ✙ ✧✣✜✘✪✗✛✗ ✧✥✙✚✙✧✛✗✚✦☛✙✛✦✣✢ ✦★ ✘✚✣✻✙✻✪✾ ✭✗✚✾
✥✙✚✬ ✛✣ ✙✧✥✦✗✭✗ ✸ ✝✗ ✻ ✗✪✦✗✭✗ ✛✥✙✛ ✙✢✾ ✗✵✙✜✘✪✗ ✦★ ✪✦✩✗✪✾ ✛✣ ✥✙✭✗ ✙ ✚✦✧✥ ✙✢✬ ✻✗✙✰✛✦✤✰ ✪
★✛✚✰✧✛✰✚✗ ✸ ✛✥✙✢✩★ ✛✣ ✛✥✗ ✭✗✚✛✗✵☎✛✚✙✢★✦✛✦✭✗ ★✛✚✰✧✛✰✚✗ ✷

✠✣ ✤✙✚ ✸ ✝✗ ✥✙✭✗ ✬✦★✧✣✭✗✚✗✬ ✛✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✢✗✙✚✪✾ ✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✜✣✢✣✛✣✢✗ ✮✚✙✘✥ ✙✢✬
✬✦✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✿

✄ �✥✗ ✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✾ ✣✤ ✢✣✛ ✻✗✦✢✮ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✛✗ ✮✚✙✘✥ ✣✢
n

✭✗✚✛✦✧✗★ ✷

✄ �✥✗ ✬✦✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✾ ✣✤ ✢✣✛ ✻✗✦✢✮ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✛✗ ✬✦✮✚✙✘✥ ✣✢
n

✭✗✚✛✦✧✗★ ✷

✄ �✥✗ ✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✾
NM4,2

✣✤ ✢✣✛ ✧✣✢✛✙✦✢✦✢✮ ✙ ✘✗✚✤✗✧✛ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✣✢ ✤✣✰✚ ✭✗✚☎
✛✦✧✗★ ✷ �✣ ★✗✗ ✛✥✙✛

NM4,2
✦★ ✢✗✙✚✪✾ ✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✸ ✢✣✛✗ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✬✗✪✗✛✦✣✢ ✝ ✦✛✥

✚✗★✘✗✧✛ ✛✣ ✛✥✗ ✗✬✮✗ ☛✌ ✦★ ✙ ✧✣✢✗ ✝ ✦✛✥ ✧✣✢✗ ✘✣✦✢✛ ✖☞ ✷ ✂✢ ✤✙✧✛ ✸
NM4,2

✦★ ✦★✣✜✣✚☎
✘✥ ✦✧ ✛✣ ✛✥✗ ✣ ✧✛✙✥✗✬✚✣✢ ✷

✄ �✥✗ ✬✦✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✾ ✣✤ ✢✣✛ ✧✣✢✛✙✦✢✦✢✮ ✙ ✧✾✧✪✗
(ij, ji)

✣✤ ✪✗✢✮✛✥
2
✷ ✡✙✜ ✗✪✾✸

✛✥✗ ✬✗✪✗✛✦✣✢ ✝ ✦✛✥ ✚✗★✘ ✗✧✛ ✛✣
12

✦★ ✙ ✧✣✢✗ ✝ ✦✛✥ ✧✣✢✗ ✘✣✦✢✛
21

✷

✄ �✥✗ ✄ ✪✗✵✙✢✬✗✚ ✬✰✙✪ ✣✤ ✥✗ ✬✦✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✾
DAcyn

✣✤ ✻✗✦✢✮ ✙✧✾✧✪✦✧ ✣✢
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✄ �✥✗ ✬✦✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✾
DBn

✣✤ ✻✗✦✢✮ ✬✦✚✗✧✛✗✬ ✻✦✘✙✚✛✦✛✗ ✣✢
n

✭✗✚✛✦✧✗★ ✑ ✰★✗ ✛✥✗
✘✚✣✣✤ ✣✤ �✥✗✣✚✗✜ ☛✞ ✷✟ ✷

✄ �✥✗ ✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✾
NC2

n

✣✤ ✻ ✗✦✢✮ ✢✣✛
2
☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✣✢

n
✭✗✚✛✦✧✗★ ✑ ✰★✗ ✛✥✗ ✘✚✣✣✤
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5

6

� ✦✮✰✚✗ ☛✝ ✷☛✿ �✥✗ ✮✚✙✘✥ {12, 23, 34, 45, 46} ✷

✄✢✣✛✥✗✚ ✺✰✗★✛✦✣✢ ✚✗✪✙✛✗✬ ✛✣ ✛✥✗ ✗✭✙★✦✭✗✢✗★★ ✧✣✢✶ ✗✧✛✰✚✗ ✦★ ✝✥✗✛✥✗✚ ✛✥✗✚✗ ✙✚✗
✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✜✣✢✣✛✣✢✗ ✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✛✥✙✛ ✙✚✗ ✢✣✛ ✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✷ ✆ ✣✚✗ ✮✗✢✗✚✙✪✪✾✸ ✣✢✗
✜ ✙✾ ✙★✩ ✝✥✗✛✥✗✚ ✛✥✗✚✗ ✙✚✗ ★✗✜ ✦☎✧✣✪✪✙✘★✦✻ ✪✗ ✜✣✢✣✛✣✢✗ ✮✚✙✘✥ ✘✚✣✘✗✚✛✦✗★ ✛✥✙✛ ✙✚✗ ✢✣✛
★✗✜ ✦☎✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✷ ✡✣✛ ★✰✚✘✚✦★✦✢✮✪✾✸ ✛✥✗ ✙✢★✝✗✚ ✛✣ ✛✥✗ ★✗✧✣✢✬ ✺✰✗★✛✦✣✢ ✦★ ✾✗★ ✿

✍✗✛
∆

✻✗ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✙✪✪ ✮✚✙✘✥★ ✣✢ ✛✥✗ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛ {1, 2, 3, 4, 5} ✛✥✙✛ ✙✚✗ ✧✣✢☎
✛✙✦✢✗✬ ✦✢ ✙ ✧✣✘✾ ✣✤ {12, 34, 35} ✷ �✥✦★ ✧✣✜✘✪✗✵ ✦★ ✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✛✣ ✛✥✗ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✧✣✜✘✪✗✵
M5

✣✢ ✴✭✗ ✭✗✚✛✦✧✗★ ☞★✗✗ ✎✥✙✘✛✗✚ ☛☛✎ ✑ ✧✣✪✪✙✘ ★✗ ✙✪✪ ✘✙✦✚★
({cd, ce}, {ab, cd, ce}) ✷ ✠✦✢✧✗

M5
✦★ ★✗✜ ✦☎✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✻✾ �✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷✌✝ ✸ ✛✥✗ ★✙✜ ✗ ✦★ ✛✚✰✗ ✤✣✚

∆
✷ ✏✣✝✗✭✗✚ ✸

∆
✦★

✢✣✛ ★✗✜ ✦☎✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✷ ✡✙✜✗✪✾✸ ✛✥✗ ✛✥✚✗✗ ☛☎✧✗✪✪★ {34, 35} ✸ {34, 45} ✸ {35, 45} ✤✣✚✜ ✙
✧✾✧✪✗ ✦✢

lk∆(12)
✸ ✝✥✦✧✥ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛

lk∆(12)
✥✙★ ✢✣✢✭✙✢✦★✥✦✢✮ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✦✢ ✦✛★ ✛✣✘

✬✦✜✗✢★✦✣✢ ✑ ✻✾ ★✾✜✜✗✛✚✾✸ ✛✥✗ ★✙✜ ✗ ✦★ ✛✚✰✗ ✤✣✚
lk∆(x)

✤✣✚ ✙✢✾
x
✷ ✠✦✢✧✗

∆
✥✙★ ✢✣

✥✣✜✣✪✣✮✾ ✦✢ ✦✛★ ✛✣✘ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢ ✸ ✦✛ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✛✥✙✛
∆

✧✙✢✢✣✛ ✻✗ ★✗✜ ✦☎✢✣✢✗✭✙★✦✭✗ ✷
✂✛ ✜ ✙✾ ✙✪★✣ ✻ ✗ ✝✣✚✛✥ ✜ ✗✢✛✦✣✢✦✢✮ ✛✥✙✛ ✛✥✗✚✗ ✗✵✦★✛★ ✙

Q
☎✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✣✢✣✛✣✢✗ ✮✚✙✘✥

✘✚✣✘✗✚✛✾ ✛✥✙✛ ✦★ ✢✣✛
Z
☎✙✧✾✧✪✦✧ ✿ ✍✗✛

∆
✻✗ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✙✪✪ ✻ ✦✘✙✚✛✦✛✗ ✮✚✙✘✥★ ✣✢ ✛✥✗

✭✗✚✛✗✵ ★✗✛ {1, 2, 3, 4, 5, 6} ✛✥✙✛ ✬✣ ✢✣✛ ✧✣✢✛✙✦✢ ✙ ★✰✻✮✚✙✘✥ ✦★✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣ ✛✥✗ ✮✚✙✘✥
✦✢ � ✦✮✰✚✗ ☛✝ ✷☛✷ ❀ ★✦✢✮ ✛✥✗ ✧✣✜✘✰✛✗✚ ✘✚✣✮✚✙✜ �✁✂ ✁✄✁☎✆ ✠✖✕✡ ✸ ✣✢✗ ✜ ✙✾ ✧✣✢✧✪✰✬✗ ✛✥✙✛
✛✥✗ ✣✢✪✾ ✢✣✢☛✗✚✣ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✮✚✣✰✘ ✦★

H̃3(∆; Z) ∼= Z16
2 ⊕Z4

3 ⊕Z9
✷ ✫✗ ✥✙✭✗ ✢✣✛ ✤✣✰✢✬

✙ ★✦✜✘✪✗ ✘✚✣✣✤ ✣✤ ✛✥✦★ ✤✙✧✛ ✷



�✁✂✄ ☎�

✁✂✁✄✂� ✁ ✂✄✁✂✂

☛☛✕





�✁✁✂✄✄✂ ☎☎

✂ ☎✄✆☎ ✟✂✄☎

✫✗ ✬✦★✧✰★★ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✣✤ ✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮★ ✷ ✁✗✧✙✪✪ ✛✥✙✛ ✙ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✦★ ✙ ✮✚✙✘✥ ✦✢
✝✥✦✧✥ ✗✙✧✥ ✭✗✚✛✗✵ ✦★ ✙✬✶ ✙✧✗✢✛ ✛✣ ✙✛ ✜✣★✛ ✣✢✗ ✣✛✥✗✚ ✭✗✚✛✗✵ ✷

�✣✚ ✙✢✾ ✮✚✙✘✥
G

✣✢
n

✭✗✚✛✦✧✗★ ✸ ✪✗✛
M(G) = Mn(G)

✻✗ ✛✥✗ ★✦✜✘✪✦✧✦✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵
✣✤ ✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮★ ✧✣✢✛✙✦✢✗✬ ✦✢

G
✷ ✄✚✮✰✙✻✪✾ ✛✥✗ ✜✣★✛ ✦✜✘✣✚✛✙✢✛ ★✘✗✧✦✙✪ ✧✙★✗ ✦★ ✛✥✗ ✤✰✪✪

✧✣✜✘✪✗✵
Mn = M(Kn)

✣✤ ✙✪✪ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮★ ✣✢ ✛✥✗ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛
[n]

✷ �✣✚ ✙✢ ✗✵✧✗✪✪✗✢✛
★✰✚✭✗✾ ✣✤ ✚✗★✰✪✛★ ✣✢

Mn
✸ ★✗✗ ✫✙✧✥★ ✠☛✌✕✡ ✷ ✂✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ☛☛✷✌ ✸ ✝✗ ✮✦✭✗ ✙ ★✰✜✜✙✚✾ ✣✤

★✣✜ ✗ ✣✤ ✛✥✗★✗ ✚✗★✰ ✪✛★ ✿

✄ ✔✣✰✧ ✠✌✝✡ ✬✗✚✦✭✗✬ ✙ ✤✣✚✜✰✪✙ ✤✣✚ ✛✥✗ ✚✙✛✦✣✢✙✪ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✣✤
Mn

✑ ★✗✗ ✙✪★✣ ✛✥✗
✝✣✚✩ ✣✤ ✎✙✚✙✮✰✗☛ ✦✙✢ ✠✟☛✡ ✙✢✬ ✁✗✦✢✗✚ ✙✢✬ ✁✣✻✗✚✛★ ✠✕✕✡ ✷ ✄ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✣✤ ✛✥✗
✤✣✚✜✰✪✙ ✦★ ✛✥✙✛

H̃d(Mn; Q)
✦★ ✢✣✢☛✗✚✣ ✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤ ⌈n−⌊√n⌋−2

2

⌉

≤ d ≤
⌊

n−3
2

⌋ ✷

✄ ✠✥✙✚✗★✥✦✙✢ ✙✢✬ ✫✙✧✥★ ✠☛✝✍✡ ✘✚✣✭✦✬✗✬ ✙ ★✥✗✪✪✦✢✮ ✣✤ ✛✥✗
νn

☎★✩✗✪✗✛✣✢ ✣✤
Mn

✸
✝✥✗✚✗

νn = ⌈n−4
3 ⌉ ✸ ✛✥✗✚✗✻✾ ✮✦✭✦✢✮ ✙ ✢✗✝ ✘✚✣✣✤ ✣✤ ✙ ✚✗★✰✪✛ ✣✤ ✔✶ ✱✚✢✗✚ ✸ ✍✣✭✆★☛ ✸

✑✚✗� ✦✧✙ ✸ ✙✢✬
Ž
✦✭✙✪✶ ✗✭✦� ✙✻✣✰✛ ✛✥✗ ✧✣✢✢✗✧✛✦✭ ✦✛✾ ✬✗✮✚✗✗ ✣✤

Mn
✷ ✄✛✥✙✢✙★✦✙✬✦★ ✠☛✡

✘✚✣✭✗✬ ✛✥✙✛ ✛✥✗
νn

☎★✩✗✪✗✛✣✢ ✦★ ✦✢ ✤✙✧✛ ✭✗✚✛✗✵☎✬✗✧✣✜✘✣★✙✻✪✗ ✷

✄ ✔✣✰✧ ✠✌✝✡ ✘✚✣✭✗✬ ✛✥✙✛
Mn

✥✙★ ✢✣✢✭✙✢✦★✥✦✢✮ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✦✢ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢
νn

✤✣✚ ✙✪✪
n 6= 2

✑� ✥✗✢✧✗ ✛✥✗ ★✥✦✤✛✗✬ ✧✣✢✢✗✧✛✦✭ ✦✛✾ ✬✗✮✚✗✗ ✣✤
Mn

✦★
νn

✷ ✎✣✜✻✦✢✦✢✮ ✚✗★✰✪✛★
✣✤ ✔✣✰✧ ✝ ✦✛✥ ✢✗✝ ✦✬✗✙★ ✸ ✠✥✙✚✗★✥✦✙✢ ✙✢✬ ✫✙✧✥★ ✠☛✝✍✡ ✝✗✚✗ ✙✻✪✗ ✛✣ ✬✗✬✰✧✗ ✛✥✙✛
✛✥✗ ✮✚✣✰✘

H̃νn
(Mn; Z)

✦★ ✙ ✴✢ ✦✛✗ ✮✚✣✰✘ ✣✤ ✗✵✘✣✢✗✢✛ ✛✥✚✗✗ ✦✤
n ∈ {7, 10, 12, 13}✣✚

n ≥ 15
✷

✫✗ ✘✚✗★✗✢✛ ✙ ✘✚✣✣✤ ✣✤ ✛✥✗ ✦✜✘✣✚✛✙✢✛ ✚✗★✰✪✛ ✙✻✣✰✛ ✛✥✗ ✧✣✢✢✗✧✛✦✭ ✦✛✾ ✬✗✮✚✗✗ ✣✤
Mn

✸
✻✙★✦✧✙✪✪✾ ✤✣ ✪✪✣✝ ✦✢✮ ✛✥✗ ✙✘✘✚✣✙✧✥ ✣✤ ✠✥✙✚✗★✥ ✦✙✢ ✙✢✬ ✫✙✧✥★ ✠☛✝✍✡ ✷ ✆ ✣✚✗✣✭✗✚ ✸ ✰★✦✢✮
✛✥✗

3
☎✛✣✚★✦✣✢ ✚✗★✰✪✛ ✣✤ ✠✥✙✚✗★✥✦✙✢ ✙✢✬ ✫✙✧✥★ ✸ ✝✗ ★✥✣✝ ✛✥✙✛

H̃d(Mn; Z)
✧✣✢✛✙✦✢★

3
☎✛✣✚★✦✣✢ ✝✥✗✢✗✭✗✚

νn ≤ d ≤ n−7
2

✷ ✂✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ☛☛✷☛✸ ✝✗ ✮✗✢✗✚✙✪✦☛✗ ✄✛✥✙✢✙★✦✙✬✦★ ✠
✚✗★✰ ✪✛ ✛✣ ✮✗✢✗✚✙✪ ✮✚✙✘✥★ ✸ ✘✚✣✭✦✢✮ ✛✥✙✛

Mn(G)
✦★
V D(n−t2 − 1)

✝✥✗✢✗✭✗✚ ✛✥✗ ✭✗✚✛✗✵
★✗✛ ✣✤

G
✙✬✜ ✦✛★ ✙ ✘✙✚✛✦✛✦✣✢ ✦✢✛✣

t
✧✪✦✺✰✗★ ✣✤ ★✦☛✗ ✙✛ ✜✣★✛ ✛✥✚✗✗ ✷

✑�✬✢✭ ✦✥✦ ✧✬✫ ✔✡✕✤✥✭✥✫ ✤✮ ✆ ✔✧✫✥✬✧ ✫✓✔ ✭✖✜✔
n mod 3 = 2 ✆ ✜✔✔ ☎✓✖✗✔✜✓✥✖✧ ✖✧✦ ☛✖✭✓✜ ✘★✍✝✚ ✯

☛✌☛



☛✌✌ ��✁✂ ✄☎✄ ☎☎✆ � ✁ ✄✠�✡✂✄ ✆

✄✢✣✛✥✗✚ ✭✗✚✾ ✦✜✘✣✚✛✙✢✛ ✙✢✬ ✝✗✪✪☎★✛✰✬✦✗✬ ★✘✗✧✦✙✪ ✧✙★✗ ✦★ ✛✥✗ ✠✄ ☎✞✞✔✓✂✞✓ ✠✓✡✠ ✆☎☛
Mm,n = M(Km,n)

✸ ✝✥✗✚✗
Km,n

✦★ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✛✗ ✻ ✦✘✙✚✛✦✛✗ ✮✚✙✘✥ ✝ ✦✛✥ ✻✪✣✧✩ ★✦☛✗★
m✙✢✬

n
✷ ✄✮✙✦✢ ✸ ✛✥✗ ✚✙✛✦✣✢✙✪ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✦★ ✮✦✭✗✢ ✻✾ ✙ ✻✗✙✰✛✦✤✰ ✪ ✤✣✚✜✰✪✙ ✑ ★✗✗ �✚✦✗✬✜ ✙✢

✙✢✬ ✏✙✢✪✣✢ ✠☞✕✡ ✷ ✂✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ☛☛✷✖ ✸ ✝✗ ✪✦★✛ ★✣✜✗ ✦✜✘✣✚✛✙✢✛ ✚✗★✰ ✪✛★ ✬✰✗ ✛✣ ✔✶ ✱✚✢✗✚ ✗✛
✙✪ ✷ ✠☛✝✡ ✸ ✍ ✦✗✮✪✗✚ ✠☛✖✞✡ ✸ ✙✢✬ ✠✥✙✚✗★✥✦✙✢ ✙✢✬ ✫✙✧✥★ ✠☛✝✍✡ ✸ ✛✥✗ ✜ ✙✦✢ ✧✣✢✧✪✰★✦✣✢ ✻✗✦✢✮
✛✥✙✛ ✛✥✗ ✬✗✘✛✥ ✙✢✬ ✛✥✗ ★✥✦✤✛✗✬ ✧✣✢✢✗✧✛✦✭✦✛✾ ✬✗✮✚✗✗ ✣✤

Mm,n
✙✚✗ ✗✺✰✙✪ ✛✣ min{m−

1,
⌈

m+n−4
3

⌉

} ✷ ❀ ★✦✢✮ ✚✗★✰✪✛★ ✣✤ ✠✥✙✚✗★✥✦✙✢ ✙✢✬ ✫✙✧✥★ ✙✢✬ ✣✰✚ ✣✝✢ ✚✗★✰✪✛ ✙✻✣✰✛
3
☎✛✣✚★✦✣✢ ✦✢

H̃d(Mn; Z)
✸ ✝✗ ✘✚✣✭✗ ✛✥✙✛

H̃d(Mm,n; Z)
✧✣✢✛✙✦✢★

3
☎✛✣✚★✦✣✢ ✝✥✗✢✗✭✗✚

νm,n ≤ d ≤ m− 4
✙✢✬ ✝✥✗✢✗✭✗✚

d = m− 3
✙✢✬

m+ 2 ≤ n ≤ 2m− 5
✷

✂✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ☛☛✷☞ ✸ ✝✗ ✘✚✣✧✗✗✬ ✝ ✦✛✥ ★✣✜✗ ✚✗★✰✪✛★ ✬✰✗ ✛✣ ✎✣☛ ✪✣✭ ✠✟☞✡ ✙✻✣✰✛ ✜✙✛✧✥✦✢✮
✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✣✢ ✘✙✛✥★ ✙✢✬ ✧✾✧✪✗★ ✑ ✝✗ ✝ ✦✪✪ ✢✗✗✬ ✛✥✗★✗ ✚✗★✰ ✪✛★ ✦✢ ✪✙✛✗✚ ★✗✧✛✦✣✢★ ✷ �✥✗✚✗
✙✚✗ ✜✙✢✾ ✣✛✥✗✚ ✘✣✛✗✢✛✦✙✪✪✾ ✦✢✛✗✚✗★✛✦✢✮ ✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✸ ✗ ✷✮ ✷✸ ✣✢ ✚✗✧✛✙✢✮✰✪✙✚
✮✚✦✬★ ✸ ✥✣✢✗✾✧✣✜✻ ✮✚✙✘✥★ ✸ ✙✢✬ ✎✢✗★✗✚ ✮✚✙✘✥★ ✸ ✻✰✛ ✛✥✗ ✙✢✙✪✾★✦★ ✣✤ ★✰✧✥ ✧✣✜✘✪✗✵✗★
✤✙✪✪★ ✣✰✛★✦✬✗ ✛✥✗ ★✧✣✘✗ ✣✤ ✛✥✦★ ✛✥✗★✦★ ✷ ✠✗✗ ✙ ★✗✘✙✚✙✛✗ ✜ ✙✢✰★✧✚✦✘✛ ✠☞☞ ✡ ✤✣✚ ✙ ✛✚✗✙✛✜ ✗✢✛
✣✤ ✮✚✦✬★ ✷

✹✧✧✙★✦✣✢✙✪✪✾✸ ✝✗ ✝ ✦✪✪ ★✙✾ ✙ ✤✗✝ ✝✣✚✬★ ✙✻✣✰✛ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✣✢ ✥✾✘✗✚✮✚✙✘✥★ ✷
�✥✗ ✜✣★✛ ✦✜✘✣✚✛✙✢✛ ✗✵✙✜✘✪✗ ✦★ ✛✥✗ ✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮ ✧✣✜✘✪✗✵

HMk
n

✣✤ ✙✪✪
k
☎✥✾✘✗✚✮✚✙✘✥★

✣✢
[n]

✝ ✦✛✥ ✜✰✛✰✙✪✪✾ ✬✦★✶ ✣✦✢✛ ✗✬✮✗★ ✷
✄ ✘✣✛✗✢✛✦✙✪✪✾ ✦✢✛✗✚✗★✛✦✢✮ ✭✙✚✦✙✢✛ ✸ ✢✣✛ ✛✣ ✻ ✗ ✬✦★✧✰★★✗✬ ✦✢ ✛✥✦★ ✛✥✗★✦★ ✸ ✦★ ✛✥✗ ✧✣✜ ☎

✘✪✗✵
PM(G)

✮✗✢✗✚✙✛✗✬ ✻✾ ✛✥✗ ✘ ✗✚✤✗✧✛ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮★ ✦✢ ✙ ✮✦✭✗✢ ✮✚✙✘✥
G
✷ ✂✢ ✛✥✦★ ✧✣✜✘✪✗✵ ✸

✝✗ ✗✵✧✪✰✬✗ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮★ ✛✥✙✛ ✙✚✗ ✢✣✛ ✧✣✢✛✙✦✢✗✬ ✦✢ ✙ ✘✗✚✤✗✧✛ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✦✢
G
✷ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛

PM(K2n)
✧✣✦✢✧✦✬✗★ ✝ ✦✛✥

M2n
✙✢✬ ✛✥✙✛

PM(Kn,n)
✧✣✦✢✧✦✬✗★ ✝ ✦✛✥

Mn,n
✤✣✚ ✙✪✪

n
✷

✁✁✂✁ ☎☎✆ ✄ ✍✄✠✄✎✟ ✝ ✎✄☛✏ ✝✆☛
✫✗ ✧✣✢★✦✬✗✚ ✙ ✮✗✢✗✚✙✪ ✮✚✙✘✥

G
✙✢✬ ✘✚✗★✗✢✛ ★✣✜ ✗ ✪✣✝✗✚ ✻✣✰✢✬★ ✣✢ ✛✥✗ ✬✗✘✛✥ ✣✤

M(G)
✷

✁✱✠✝✤✠✴ ✢✢ ✁✢ ✟☎✂
G ✔☎ ✂ ✟ ✞✂✠ ✄ ✓✟ ✂✄ ☎ �☎✞✂☎☛ ✞☎✂

V ✡ ✌✂✠✠ ✓✞☎ ✂✄ ✂✂ ✂✄ ☎✞☎ ✝✞ ✂
✠ ✂✞✂✝✂✝✓✟ {U1, . . . , Ut} ✓☎ V ✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ |Ui| ≤ 3

☎ ✓✞ ☎✂✠✄ i ✂✟✓ ✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ G(Ui)
✝✞

✝✞✓✡ ✓✞✠ ✄ ✝✠ ✂✓ ☎✝✂✄ ☎✞
K1,K2,K3

✆ ✓✞ Pa3 = ([3], {12, 23}) ✡ ✌✂✠✠ ✓✞☎ ☎ ✂✞✂✄ ☎✞ ✂✄ ✂✂
✝✄ ☎✟☎�☎✞

G(Ui)
✝✞ ✓☎ ✂✄ ☎ ☎ ✓✞✡ ({a, b, c}, {ab, bc}) �✂✄✂✞ ✝✞✓✡ ✓✞✠ ✄ ✝✠ ✂✓ Pa3

✁ ✆ ✂✄ ☎
�☎✞✂☎☛

b
✝✞ ✟✓✂ ✂✓✁ ✂✠☎✟ ✂ ✂✓ ✂✟✏ ✓✂✄ ☎✞ �☎✞✂✝✠☎✞ ✝✟

G
✂✄ ✂✟ a ✂✟✓ c ✡ ✎✄ ☎✟

M(G)
✝✞

V D(ν)
✆ ✝✄ ☎✞☎

ν =

⌈ |V | − t

2

⌉

− 1.

✁✟ ✠ ✂✞✂✝✠✂ ✆✂✞✆ ✂✄ ✝✞ ✄ ✓✆✓✞ ✝✄ ☎✟☎�☎✞ {U1, . . . , Ut}
✝✞ ✂ ✠✆✝✞✂☎ ✠ ✂✞✂✝✂✝✓✟ ✓☎ G ✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂

☎✂✠✄ Ui
✄ ✂✞ ✞✝✂ ☎ ✂✂ ✡ ✓✞✂ ✂✄ ✞☎☎ ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✍✗✛
σ

✻✗ ✛✥✗ ✰✢✦✣✢ ✣✤ ✛✥✗ ★✗✛★ ✣✤ ✗✬✮✗★ ✝ ✦✛✥ ✦✢ ✛✥✗ ✦✢✬✰✧✗✬ ★✰✻✮✚✙✘✥★
G(Ui)✤✣✚

i ∈ [1, k]
✷ ✂✤ ✛✥✗ ✗✬✮✗ ★✗✛ ✣✤

G
✦★
σ
✸ ✛✥✗✢

M(G) = M(G(U1)) ∗ · · · ∗ M(G(Ut)),



☎☎✆☎✆ ✂✁☎ ☎ ✄ ☎✂ ☎✄✁✁ ✄☎✆✟✁ ✄✆ ☛✌✖

✝✥✦✧✥ ✦★
V D(ν)

✻✾ ✍✗✜✜✙ ☞ ✷☛☛ ✑
M(H)

✦★
V D(0)

✦✤
H ∈ {K2,K3,Pa3}

✙✢✬
V D(−1)✦✤

H = K1
✷ ✹✛✥✗✚✝ ✦★✗ ✸ ✪✗✛

e
✻✗ ✙✢✾ ✗✬✮✗ ✦✢

G− σ
✷ ✔✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✣✢ ✛✥✗ ✢✰✜✻✗✚ ✣✤

✗✬✮✗★ ✦✢
G
✸
delM(G)(e) = M(G− e)

✦★
V D(ν)

✷ ✆ ✣✚✗✣✭✗✚ ✸
lkM(G)(e)

✗✺✰✙✪★ M(G(V \
e))

✸ ✝✥✗✚✗
V

✦★ ✛✥✗ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛ ✣✤
G

✑ ✝✗ ✚✗✜✣✭✗ ✙✪✪ ✗✬✮✗★ ✧✣✢✛✙✦✢✦✢✮ ✗✦✛✥✗✚ ✣✤ ✛✥✗
✛✝✣ ✭✗✚✛✦✧✗★ ✦✢

e
✷ ✁✗✜✣✭✦✢✮ ✛✥✗ ✗✢✬✘✣✦✢✛★ ✣✤

e
✤✚✣✜ ✛✥✗ ✙✘✘✚✣✘✚✦✙✛✗ ★✗✛★

Ui
✦✢ ✛✥✗

✘✙✚✛✦✛✦✣✢ ✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✙ ✘✙✚✛✦✛✦✣✢ ✣✤
V \ e ✝ ✦✛✥ ✙✛ ✜✣★✛

t
★✗✛★ ✷ ✆✣✚✗✣✭✗✚ ✸ ✗✙✧✥ ✣✤ ✛✥✗

✧✣✚✚✗★✘✣✢✬✦✢✮ ✦✢✬✰✧✗✬ ★✰✻✮✚✙✘✥★ ✦★ ✗✦✛✥✗✚ ✙ ✧✣✜✘✪✗✛✗ ✮✚✙✘✥ ✣✚ ✦★✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣
Pa3

✑
✦✤ ✣✢✗ ✣✤ ✛✥✗ ✗✢✬✘✣✦✢✛★ ✣✤

e
✪✦✗★ ✦✢ ✙✢ ✦✢✬✰✧✗✬ ★✰✻✮✚✙✘✥

G(Ui)
✦★✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣

Pa3
✸

✛✥✗✢
G(Ui \ e)

✜✰★✛ ✻ ✗ ✦★✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣
K2

✻✾ ✙★★✰✜✘✛✦✣✢ ✷ ✔✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✸
G(V \ e) ✦★

✥✗✢✧✗
V D(ν′)

✸ ✝✥✗✚✗

ν′ =

⌈ |V | − 2 − t

2

⌉

− 1 = ν − 1.

✔✾ ✍✗✜✜✙ ☞ ✷☛✝ ✸ ✝✗ ✙✚✗ ✬✣✢✗ ✷
�

✄★ ✙✢ ✦✜✜✗✬✦✙✛✗ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✗ ✤✣ ✪✪✣✝ ✦✢✮ ✚✗★✰✪✛ ✿
✆✝✤✝ ��★✤✳ ✢✢ ✁✬ ✟☎✂

G ✔☎ ✂ ✟ ✞✂✠ ✄ ✓✟ ✂✄ ☎ �☎✞✂☎☛ ✞☎✂
[n] ✡ ✌✂✠✠ ✓✞☎ ✂✄ ✂✂ ✂✄ ☎✞☎ ✝✞ ✂

✠✆✝✞✂☎ ✠ ✂✞✂✝✂✝✓✟ ✓☎ G ✝✟ ✂✓ t = ⌈n3 ⌉
✠ ✂✞✂✞ ✡ ✎✄ ☎✟

M(G)
✝✞
V D(νn)

✆ ✝✄ ☎✞☎
νn = ⌈n−4

3 ⌉ ✡✁✟ ✠ ✂✞✂✝✠✂ ✆✂✞✆ ✂✄ ✝✞ ✝✞ ✂✞✂☎ ☎ ✓✞ G = Kn
✡

✒ ☎✡ ✂✞✒ ✡ ✄✛✥✙✢✙★✦✙✬✦★ ✝✙★ ✛✥✗ ✴✚★✛ ✛✣ ✘✚✣✭✗ ✛✥✙✛
Mn = M(Kn)

✦★
V D(νn)

✑ ★✗✗
✠✗✧✛✦✣✢ ☛☛✷✌ ✤✣✚ ✜✣✚✗ ✦✢✤✣✚✜✙✛✦✣✢ ✷

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✍✗✛ k ✻✗ ★✰✧✥ ✛✥✙✛
n = 3k − r

✙✢✬
r ∈ {0, 1, 2} ✷ ✫✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✙✛

⌈

n− ⌈n/3⌉
2

⌉

=

⌈

3k − r − k

2

⌉

=
⌈

k − r

2

⌉

=

⌈

k − r + 1

3

⌉

=

⌈

n− 1

3

⌉

.

�✥✰★ ✝✗ ✙✚✗ ✬✣✢✗ ✻✾ �✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷☛✷
�

�✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✧✣✚✣✪✪✙✚✾ ✛✣ �✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷☛ ✦★ ✪✗★★ ★✦✮✢✦✴✧✙✢✛ ✻✰✛ ★✛✦✪✪ ★✣✜ ✗✝✥✙✛ ✦✢✛✗✚☎
✗★✛✦✢✮ ✷
✆✝✤✝ ��★✤✳ ✢✢ ✁✫ ✟☎✂

G ✔☎ ✂ ✟ ✞✂✠ ✄ ✓✟ n
�☎✞✂✝✠☎✞ ✂✓✡ ✝✂✂✝✟✟ ✂ ✠ ☎✞☎ ☎✠✂ ✡ ✂✂✠✄ ✝✟✟ ✡ ✎✄ ☎✟

M(G)
✝✞
V D(⌈n4 ⌉ − 1) ✡ �

�✥✗ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢ ⌈n4 ⌉ − 1
✦✢ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ☛☛✷✖ ✦★ ✻ ✗★✛ ✘✣★★✦✻✪✗ ✷ ✡✙✜✗✪✾✸ ★✰✘✘✣★✗ ✛✥✙✛

G
✦★ ✙ ✮✚✙✘✥ ✝ ✦✛✥

n = 4m
✭✗✚✛✦✧✗★ ✙✢✬ ✝ ✦✛✥

m
✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✧✣✜✘✣✢✗✢✛★ ✸ ✙✪✪ ✦★✣☎

✜ ✣✚✘✥✦✧ ✛✣
Pa4 = ([4], {12, 23, 34}) ✷ �✥✗✢

G
✙✬✜ ✦✛★ ✙ ✘✗✚✤✗✧✛ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✣✤ ★✦☛✗

2m = n
2

✷ ✏✣✝✗✭✗✚ ✸ ★✦✢✧✗
M(Pa4) ∼ t0

☞✰★✗ ✏ ✚✣✘✣★✦✛✦✣✢ ☛☛✷✖✌ ✻✗✪✣✝ ✎ ✸ ✝✗ ✥✙✭✗ ✛✥✙✛
M(G) = M(Pa4) ∗ · · · ∗ M(Pa4) ∼ tm−1 ✻✾ �✥✗✣✚✗✜ ✞ ✷✌✕ ✑ ✛✥ ✦★ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛ ✛✥✗
★✥ ✦✤✛✗✬ ✧✣✢✢✗✧✛✦✭ ✦✛✾ ✬✗✮✚✗✗ ✣✤

M(G)
✦★
m− 1 = n

4 − 1
✷

✡✗✭✗✚✛✥✗✪✗★★ ✸ ✦✢ ✜ ✙✢✾ ★✘ ✗✧✦✙✪ ✧✙★✗★ ✸ ✛✥✗ ✭✙✪✰✗ ✦✢ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ☛☛✷✖ ✦★ ✝✙✾ ✻✗✪✣✝
✛✥✗ ✙✧✛✰✙✪ ✬✗✘✛✥ ✷ �✥✦★ ✦★ ✛✚✰✗ ✢✣✛ ✣✢ ✪✾ ✤✣✚ ✮✚✙✘✥★ ✙✬✜ ✦✛✛✦✢✮ ✙ ✘✙✚✛✦✛✦✣✢ ✝ ✦✛✥ ✜ ✙✢✾



☛✌☞ ��✁✂ ✄☎✄ ☎☎✆ � ✁ ✄✠�✡✂✄ ✆

✛✚✦✙✢✮✪✗★ ✙★ ✦✢ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ☛☛✷✌ ✻✰✛ ✙✪★✣ ✤✣✚ ★✗✭✗✚✙✪ ✛✚✦✙✢✮✪✗☎✤✚✗✗ ✮✚✙✘✥★ ★✰✧✥ ✙★ ✛✥✗
✧✣✜✘✪✗✛✗ ✻✦✘✙✚✛✦✛✗ ✮✚✙✘✥ ✬✦★✧✰★★✗✬ ✦✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ☛☛✷✖ ✷

�✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✘✣✝✗✚✤✰✪ ✚✗★✰✪✛ ✦★ ✝✣✚✛✥ ✜ ✗✢✛✦✣✢✦✢✮ ✤✣✚ ✦✛★ ✰★✗ ✦✢ ✛✥✗ ✝✣✚✩ ✣✤
✄✛✥✙✢✙★✦✙✬✦★ ✠☛✡ ✷ ✫✗ ✝ ✦✪✪ ✙✘✘✪✾ ✦✛ ✦✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ☛☛✷✖ ✷
✁✱✠✝✤✠✴ ✢✢ ✁✟ ✂✭✟✱★✞★✡☞★✥☞✡ ☎✢✆ ✁✱ ✁ ✟ ✁✢✝✞ ✟☎✂

G ✔☎ ✂ ✟ ✞✂✠ ✄ ✓✟ ✂✄ ☎ �☎✞✂☎☛ ✞☎✂

V
✆ ✆☎✂

d ≥ 0
✆ ✂✟✓ ✆☎✂

e = ab ✔☎ ✂✟ ☎✓✟ ☎ ✝✟
G ✡ ✌✂✠✠ ✓✞☎ ✂✄ ✂✂ M(G(V \S))

✝✞
V D(d−1)✝✄ ☎✟☎�☎✞

S = {a, x} ☎ ✓✞ ✞✓✡ ☎
x

✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ ax ∈ G
�✝✟ ✠✆✂✓✝✟✟ x = b

✁ ✓✞ S = {a, b, y}☎ ✓✞ ✞✓✡ ☎
y

✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ by ∈ G ✡ ✎✄ ☎✟
G

✝✞
V D(d) ✡ �

�✥✗ ✘✚✣✣✤ ✦✬✗✙ ✦★ ✛✣ ✬✗✧✣✜✘✣★✗
M(G)

✝ ✦✛✥ ✚✗★✘ ✗✧✛ ✛✣ ✛✥✗ ✗✬✮✗ ★✗✛ {ax : ax ∈
G, x 6= b} ✙✢✬ ✛✥✗✢ ✬✗✧✣✜✘✣★✗ ✛✥✗ ✚✗★✰✪✛✦✢✮ ✬✗✪✗✛✦✣✢ ✝ ✦✛✥ ✚✗★✘ ✗✧✛ ✛✣ ✛✥✗ ★✗✛ {yb :
yb ∈ G, y 6= a} ✷ �✥✗ ✬✗✪✗✛✦✣✢ ✝ ✦✛✥ ✚✗★✘ ✗✧✛ ✛✣ ✙✪✪ ✛✥✗★✗ ✗✬✮✗★ ✦★ ✛✥✗ ✶ ✣ ✦✢ ✣✤ {∅, ab}✙✢✬

M(G(V \ {a, b})) ✸ ✝✥✗✚✗✙★ ✗✙✧✥ ✪✦✢✩ ✦✢ ✛✥✗ ✬✗✧✣✜✘✣★✦✛✦✣✢ ✧✣✦✢✧✦✬✗★ ✝ ✦✛✥ ★✣✜ ✗
✣✤ ✛✥✗ ✣✛✥✗✚ ✦✢✬✰✧✗✬ ★✰✻ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✜ ✗✢✛✦✣✢✗✬ ✦✢ ✛✥✗ ✛✥✗✣✚✗✜ ✷

✁✁✂✁ ✁☎✆✠ ✝✄✆✄ ✍✎✟✠✡☛
✫✗ ✧✣✢★✦✬✗✚ ✛✥✗ ✤✰✪✪ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✧✣✜✘✪✗✵

Mn = M(Kn)
✷

✜✜ ✆✂ ✆✜ �✖✎✕✑✍✖ ✆ ✌✑✍ ✑ ✆✑✙✁
�✥✗ ✚✙✛✦✣✢✙✪ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✣✤

Mn
✦★ ✮✦✭✗✢ ✻✾ ✙ ★✰✚✘✚✦★✦✢✮✪✾ ✻ ✗✙✰✛✦✤✰ ✪ ✤✣✚✜✰✪✙ ✷ ✄ ✞✂✂✟ ✂

✓✂✞✓ ✞✓✂✟✟ ✂✂✔✆☎✂✂ T ✣✢ ✙ ✘✙✚✛✦✛✦✣✢
λ ⊢ n ☞★✗✗ ✠✗✧✛✦✣✢ ✌ ✷✞✎ ✦★ ✙ ✻✦✶ ✗✧✛✦✣✢ ✤✚✣✜ ✛✥✗

★✗✛
λ
✛✣

[n]
★✰✧✥ ✛✥✙✛

T (a, b) ≤ T (c, d)
✝✥✗✢✗✭✗✚

a ≤ c
✙✢✬

b ≤ d
✷ �✥✰★

T
✦✢✧✚✗✙★✗★

✙✪✣✢✮ ✗✙✧✥ ✚✣✝ ✙✢✬ ✗✙✧✥ ✧✣✪✰✜✢ ✦✢
λ
✷ �✥✗ ✄ ✓✓✒ ✣✤ ✙✢ ✗✪✗✜ ✗✢✛

(a, b)
✦✢
λ
✦★ ✛✥✗ ★✗✛

Hλ(a, b) = {(a, b′) ∈ λ : b′ ≥ b} ∪ {(a′, b) ∈ λ : a′ ≥ a}.
�✥✗ ✢✰✜✻✗✚

fλ
✣✤ ★✛✙✢✬✙✚✬ ✄✣✰✢✮ ✛✙✻ ✪✗✙✰✵ ✣✢

λ
✦★ ✮✦✭✗✢ ✻✾ ✛✥✗ ✧✗✪✗✻✚✙✛✗✬ ✄ ✓✓✒

✆☎✟✟ ✂✄ ☎ ✓✞✡ ✂ ✆✂ ✠☞✍✡ ✿

fλ =
|λ|!

∏

(a,b)∈λ |Hλ(a, b)|
.

☞☛☛✷☛✎

✁✗✧✙✪✪ ✛✥✙✛
Dλ

✦★ ✛✥✗ ★✗✛ {(i, i) : λi ≥ i} ✣✤ ✬✦✙✮✣✢✙✪ ✗✪✗✜ ✗✢✛★ ✦✢
λ
✷

✁✱✠✝✤✠✴ ✢✢ ✁☛ ✂�✝✦✧ ☎✬✔✝✞ ✟☎✂ ✟✓✂✂✂✝✓✟ ✔☎ ✂✞ ✝✟ ✌ ☎✠✂✝✓✟ ✡ ✡� ✡ ✠✓✞ n ≥ 1 ✂✟✓
d ≥ 0

✆

dim H̃d−1(Mn; Q) =
∑

λ

fλ,

✝✄ ☎✞☎ ✂✄ ☎ ✞✂✡ ✝✞ ✓�☎✞ ✂✆ ✆ ✞☎✆☎ ✂✠✓✟✁ ✂✟ ✂✂☎ ✠ ✂✞✂✝✂✝✓✟✞
λ ⊢ n

✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ |Dλ| = n − 2d
�✝✡☎✡✆ d = n−|Dλ|

2

✁ ✂✟✓ fλ
✝✞ ✂✄ ☎ ✟✂✡ ✔☎✞ ✓☎ ✞✂✂✟✓✂✞✓ ✞✓✂✟✟ ✂✂✔✆☎✂✂☛ ✓✟ λ

�✂✞☎
☎✞✂✂✂✝✓✟ ☞☛☛✷☛✎✁ ✡ ✁✟ ✠ ✂✞✂✝✠✂ ✆✂✞✆ Mn

✄ ✂✞ ✄ ✓✡ ✓✆✓✟✏ ✓�☎✞ Q
✝✟ ✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟ d

✝☎ ✂✟✓
✓✟ ✆✏ ✝☎

αn =

⌈

n− ⌊√n⌋ − 2

2

⌉

≤ d ≤
⌊

n− 3

2

⌋

.



☎☎✆� ✆ �✁☎✂ ✁☎✄☎ ✄ ✄✁✂� ✆ ☛✌✞

☛ ✞ ✂ ✠✓✟✞☎✞✂☎✟✠☎✆ ✂✄ ☎ ✓☎✠ ✂✄ ✓☎ Mn
✓�☎✞ Q

☎✞✂✂✆✞ αn ✡
�

�✣✚ ✛✥✗ ✪✙★✛ ★✛✙✛✗✜ ✗✢✛ ✦✢ �✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷✞ ✸ ✰★✗ ✛✥✗ ✤✙✧✛ ✛✥✙✛
αn−2k ≥ αn − k

✤✣✚ ✙✪✪
n, k

★✰✧✥ ✛✥✙✛
n > 2k

✷ �✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷✞ ✝✙★ ✚✗✬✦★✧✣✭✗✚✗✬ ✻✾ ✎✙✚✙✮✰✗☛ ✦✙✢ ✠✟☛✡ ✙✢✬ ✻✾
✁✗✦✢✗✚ ✙✢✬ ✁✣✻✗✚✛★ ✠✕✕✡ ✷ ✒✣✢✮ ✙✢✬ ✫✙✧✥★ ✠✖☞✡ ✮✙✭✗ ✙✢ ✗✪✗✮✙✢✛ ✘✚✣✣✤ ✦✢ ✛✗✚✜ ★ ✣✤
✛✥✗ ✧✣✜✻✦✢✙✛✣✚✦✙✪ ✍✙✘✪✙✧✦✙✢ ✷ ✠✗✗ ✫✙✧✥★ ✠ ★✰✚✭✗✾ ✠☛✌✕✡ ✤✣✚ ✜ ✣✚✗ ✦✢✤✣✚✜ ✙✛✦✣✢ ✙✻✣✰✛
✛✥✗ ✚✙✛✦✣✢✙✪ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✣✤

Mn
✷

✜✜ ✆✂ ✆✂ ✁✑✍ ✑✎✑✛ ✕✔✖ ✆ ✒✚✛✎✌ ✖✍✒ ✂✑✎✎✑✍ ✍✑✍✠✖✍✕✘✌ ✕✍✙ ✌✑✍ ✑ ✆✑✙✁
✫✚✦✛✗

νn = ⌈n−4
3 ⌉ ✷ ✔✶ ✱✚✢✗✚ ✸ ✍✣✭✆★☛ ✸ ✑✚✗� ✦✧✙ ✸ ✙✢✬ Ž

✦✭✙✪✶ ✗✭✦� ✘✚✣✭✗✬ ✛✥✗ ✴✚★✛ ★✦✮✢✦✴☎
✧✙✢✛ ✚✗★✰ ✪✛ ✙✻✣✰✛ ✛✥✗ ✥✣✜✣✛✣✘✦✧✙✪ ✬✗✘✛✥ ✣✤

Mn
✸ ✝✥✦✧✥ ✛✰✚✢★ ✣✰✛ ✛✣ ✻ ✗ ★✦✮✢ ✦✴✧✙✢✛✪✾

★✜ ✙✪✪✗✚ ✛✥✙✢ ✛✥✗ ✬✗✘✛✥ ✣✭✗✚
Q
✿

✁✱✠✝✤✠✴ ✢✢ ✁☞ ✂�✁ ✂✤✞✠✤ ✠✟ ★ � ✁ ☎✢✔✝✞ ✠✓✞ n ≥ 1
✆ ✂✄ ☎

νn
✂✞✒ ☎✆☎✂✓✟ ✓☎ Mn

✝✞ ✄ ✓✡ ✓✂
✂✓✠ ✝✠✂✆ ✆✏ CM ✡ ✒ ✓✞☎✓�☎✞✆ Mn

✄ ✂✞ ✟✓ ✄ ✓✡ ✓✆✓✟✏ ✂✔✓�☎ ✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟ ⌊n−3
2 ⌋ ✡ �

✄★ ✝✗ ✝ ✦✪✪ ★✗✗ ✸
νn

✦★ ✦✢✬✗✗✬ ✗✺✰✙✪ ✛✣ ✛✥✗ ✬✗✘✛✥ ✙✢✬ ✛✥✗ ★✥ ✦✤✛✗✬ ✧✣✢✢✗✧✛✦✭ ✦✛✾ ✬✗✮✚✗✗
✣✤

Mn
✷

✠✥✙✚✗★✥✦✙✢ ✙✢✬ ✫✙✧✥★ ✠☛✝✟✸ ☛✝✍✡ ★✛✚✗✢✮✛✥✗✢✗✬ �✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷☞ ✸ ★✥✣✝ ✦✢✮ ✛✥✙✛ ✛✥✗
νn

☎★✩✗✪✗✛✣✢ ✣✤
Mn

✦★ ★✥✗✪✪✙✻✪✗ ✷ ✄✛✥✙✢✙★✦✙✬✦★ ✠☛✡ ✗✵✛✗✢✬✗✬ ✛✥✦★ ✚✗★✰✪✛ ✛✣ ✥✾✘✗✚✮✚✙✘✥★ ✿

✁✱✠✝✤✠✴ ✢✢ ✁✑ ✂✭✟✱★✞★✡☞★✥☞✡ ☎✢✝✞ ✟☎✂
n ≥ k ≥ 2 ✡ ✎✄ ☎✟

HMk
n

✝✞
V D(νn,k)

✆
✝✄ ☎✞☎

νn,k =
⌈

n−2k
k+1

⌉ ✡
�

�✥✗ ★✘ ✗✧✦✙✪ ✧✙★✗
k = 2

✦★ ✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✣✤ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ☛☛✷✌ ✷ ✄✢✣✛✥✗✚ ✙✘✘✚✣✙✧✥
✛✣ ✘✚✣✭✦✢✮ ✛✥✦★ ★✘ ✗✧✦✙✪ ✧✙★✗ ✝✣✰✪✬ ✻✗ ✛✣ ✙✘✘✪✾ �✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷☞ ✷ ✠✘ ✗✧✦✴✧✙✪✪✾✸ ✝ ✦✛✥
✢✣✛✙✛✦✣✢ ✙✢✬ ✙★★✰✜✘✛✦✣✢★ ✙★ ✦✢ �✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷☞ ✸ ✣✢✗ ✚✗✙✬✦✪✾ ✭✗✚✦✴✗★ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✮✚✙✘✥
Kn(V \S)

✦★ ✙ ✧✣✜✘✪✗✛✗ ✮✚✙✘✥ ✣✢ ✗✦✛✥✗✚
n−3

✣✚
n−2

✭✗✚✛✦✧✗★ ✷ ✄ ★✦✜✘✪✗ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢
✙✚✮✰✜ ✗✢✛ ✾✦✗✪✬★ ✛✥✗ ✬✗★✦✚✗✬ ✚✗★✰✪✛ ✷ �✣✚

k ≥ 3
✙✢✬

n ≥ 3k + 2
✸ �✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷✟

✘✚✣✭✦✬✗★ ✙ ★✦✮✢✦✴ ✧✙✢✛ ✙✢✬ ★✰✚✘✚✦★✦✢✮ ✦✜✘✚✣✭✗✜✗✢✛ ✛✣ ✛✥✗ ✻✣✰✢✬ ⌈n−k−2
2k−1 ⌉ ✣✤ ✎ ★✣✢✛✦✢✦

✠✟✍✡ ✣✢ ✛✥✗ ★✥✦✤✛✗✬ ✧✣✢✢✗✧✛✦✭✦✛✾ ✬✗✮✚✗✗ ✣✤
HMk

n

✷ ✹✢✗ ✗✙★✦✪✾ ✧✥✗✧✩★ ✻✾ ✥✙✢✬ ✛✥✙✛
HM3

n

✦★ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✛✣ ✙ ✢✣✢✗✜✘✛✾ ✝✗✬✮✗ ✣✤ ★✘✥✗✚✗★ ✣✤ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢
νn,3

✤✣✚
n ∈ [4, 9]

✷ ✆ ✣✚✗✣✭✗✚ ✸ ✙ ✧✣✜✘✰✛✗✚ ✧✙✪✧✰✪✙✛✦✣✢ ✾✦✗✪✬★ ✛✥✙✛
H̃1(HM3

10; Z) ∼= Z42 ✷ ✙✢✬
H̃2(HM3

10; Z) ∼= Z861 ✷
✒✗✴✢✗

Pnd =

n
⊕

i=2

H̃d−1(M[2,n]\{i}; Z) · pi;

Qnd =
⊕

i6=j∈[3,n]

H̃d−2(M[3,n]\{i,j}; Z) · qi,j ;

Rnd =

2
⊕

a=1

n
⊕

i=3

H̃d−1(M[3,n]\{i}; Z) · ra,i.



☛✌☞ ��✁✂ ✄☎✄ ☎☎✆ � ✁ ✄✠�✡✂✄ ✆

✏✗✚✗ ✸
pi
✸
qi,j

✸ ✙✢✬
ra,i

✙✚✗ ✤✣✚✜ ✙✪ ✭✙✚✦✙✻✪✗★ ✙✢✬
MX

✦★ ✛✥✗ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✢ ✛✥✗
✧✣✜✘✪✗✛✗ ✮✚✙✘✥ ✝ ✦✛✥ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛

X
✷ ✍✗✛

∆n
✻✗ ✛✥✗ ★✰✻ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤

Mn
✧✣✢★✦★✛✦✢✮ ✣✤

✙✪✪ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮★
G

★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✙✛ ✪✗✙★✛ ✣✢✗ ✣✤ ✛✥✗ ✭✗✚✛✦✧✗★
1
✙✢✬

2
✦★ ✦★✣ ✪✙✛✗✬ ✦✢

G− 12
✷

�✥✰★
Mn/∆n

✧✣✢★✦★✛★ ✣✤ ✙✪✪ ✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮★
G

★✰✧✥ ✛✥✙✛
1i, 2j ∈ G

✤✣✚ ★✣✜ ✗ ✬✦★✛✦✢✧✛
i, j ∈ [3, n]

✷
✁✠✴✴★ ✢✢ ✁✞ ✂✡✠✠ �✝✦✧ ☎✬✔✝✞ ✁☎ ✄ ✂�☎ ✝✞✓✡ ✓✞✠ ✄ ✝✞✡ ✞

f : Pnd → H̃d(Mn/M[2,n]; Z);

g : Qnd → H̃d(Mn/∆n; Z);

h : Rnd → H̃d(∆n; Z)

✟ ✝�☎✟ ✠✓☎✂ ✠✝☎✟ ✂✂✝ ✝✞☎ ✔✏ f(z ·pi) = [1i]∧z ✆
g(z ·qi,j) = [1i]∧ [2j]∧z ✆ ✂✟✓ h(z ·ra,i) =

([ai] − [12]) ∧ z ✡
✄ ✞✓✓☎ ✡ � ✦✚★✛ ✸ ✧✣✢★✦✬✗✚

Mn/M[2,n]
✷ ✫✗ ✥✙✭✗ ✛✥✙✛

Mn/M[2,n] =
⋃

i∈[2,n]

{{1i}} ∗ M[2,n]\{i}.

✠✦✢✧✗ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✦✗★ ✦✢ ✛✥✗ ✰✢✦✣✢ ✤✣✚✜ ✙✢ ✙✢✛✦✧✥✙✦✢ ✝ ✦✛✥ ✚✗★✘ ✗✧✛ ✛✣ ✦✢✧✪✰★✦✣✢ ✸ ✝✗
✦✜✜✗✬✦✙✛✗✪✾ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✙✛

f
✬✗✴✢✗★ ✙✢ ✦★✣✜✣✚✘✥✦★✜ ✷

✡✗✵✛ ✸ ✢✣✛✗ ✛✥✙✛

Mn/∆n =
⋃

i6=j∈[3,n]

{{1i, 2j}} ∗ M[3,n]\{i,j}.

✄✮✙✦✢ ✸ ✝✗ ✥✙✭✗ ✙✢ ✙✢✛✦✧✥✙✦✢ ✸ ✝✥✦✧✥ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛
g
✬✗✴✢✗★ ✙✢ ✦★✣✜✣✚✘✥✦★✜ ✷

� ✦✢✙✪✪✾✸ ✧✣✢★✦✬✗✚
∆n

✷ ✫✗ ✥✙✭✗ ✛✥✙✛
∆n

✦★ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✛✣ ✛✥✗ ✺✰✣✛✦✗✢✛
✧✣✜✘✪✗✵

∆̃n = ∆n/({∅, {12}}∗M[3,n])
✻✾ ✛✥✗ ✎✣✢✛✚✙✧✛✦✻ ✪✗ ✠✰✻✧✣✜✘✪✗✵ ✍✗✜✜✙ ✖ ✷☛☞ ✷

✂✛ ✦★ ✧✪✗✙✚ ✛✥✙✛

∆̃n =

2
⋃

a=1

⋃

i∈[3,n]

{{ai}} ∗ M[3,n]\{i}.

✄★ ✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸ ✝✗ ✥✙✭✗ ✙✢ ✦★✣✜✣✚✘✥✦★✜
h̃
✤✚✣✜

Rnd
✛✣

∆̃n
✮✦✭✗✢ ✻✾

h̃(z · ra,i) =

[ai]∧ z ✷ ✡✣✝ ✸ ✣✻★✗✚✭✗ ✛✥✙✛ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢
∆̃n

✤✚✣✜
∆n

✭✦✙ ✛✥✗ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✬✗✴✢✗✬
✻✾ ✘✙✦✚✦✢✮

σ + 12
✝ ✦✛✥

σ − 12
✝✥✗✢✗✭✗✚ ✘✣★★✦✻ ✪✗ ✷ ✄✘✘✪✾✦✢✮ ✛✥✗ ✛✥✗✣✚✾ ✦✢ ✠✗✧☎

✛✦✣✢ ☞ ✷☞ ✛✣ ✛✥✦★ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✸ ✣✢✗ ✚✗✙✬✦✪✾ ✭✗✚✦✴✗★ ✛✥✙✛ ✙✢ ✦★✣✜✣✚✘✥✦★✜ ✤✚✣✜
H̃d(∆̃n; Z)✛✣

H̃d(∆n; Z)
✦★ ✮✦✭✗✢ ✻✾ ✛✥✗ ✜ ✙✘

[ai] ∧ z 7→ ([ai] − [12]) ∧ z ✷ ✎✣✜✘✣★✦✢✮ ✛✥✦★ ✜ ✙✘
✝ ✦✛✥

h̃
✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢

h
✸ ✝✥✦✧✥ ✧✣✢✧✪✰✬✗★ ✛✥✗ ✘✚✣✣✤ ✷

�

�✣✚ ✙ ✧✾✧✪✗
z
✦✢
C̃d(Mn; Z)

✙✢✬ ✙ ★✗✺✰✗✢✧✗ (e1, . . . , er)
✣✤ ✗✬✮✗★ ✸ ✝✗ ✬✗✴✢✗

ze1,...,er✙★ ✛✥✗ ✰✢✦✺✰✗ ✧✾✧✪✗ ✦✢
C̃d(M[n]\⋃i ei

; Z)
★✰✧✥ ✛✥✙✛

z − [e1] ∧ · · · ∧ [er] ∧ ze1,...,er
∈ C̃d(fdelMn

({e1, . . . , er}); Z).



☎☎✆� ✆ �✁☎✂ ✁☎✄☎ ✄ ✄✁✂� ✆ ☛✌✟

✆✝✤✝ ��★✤✳ ✢✢ ✁✓ ✠✓✞ ☎✂✠✄ n ✂✟✓ d✆ ✝ ☎ ✄ ✂�☎ ✂✟ ☎☛ ✂✠✂ ✞☎✞✂☎✟ ✠☎

H̃d(M[2,n]; Z) −−−−→ H̃d(Mn; Z)
ωn

d−−−−→ Pnd −−−−→ H̃d−1(M[2,n]; Z) −−−−→ Pnd−1,

✝✄ ☎✞☎
ωnd (z) =

∑

z1i · pi ✡
✒ ✓✞☎✓�☎✞✆ ✝ ☎ ✄ ✂�☎ ✂✟ ☎☛ ✂✠✂ ✞☎✞✂☎✟ ✠☎

Rnd
ϕn

d−−−−→ H̃d(Mn; Z)
κn

d−−−−→ Qnd
ψn

d−−−−→ Rnd−1 −−−−→ H̃d−1(Mn; Z),

✝✄ ☎✞☎
ψnd (z · qi,j) = z · r2,j − z · r1,i

✆
ϕnd (z · ra,i) = ([ai] − [12]) ∧ z

✆ ✂✟✓ κnd (z) =
∑

i,j z1i,2j · qi,j ✡
✄ ✞✓✓☎ ✡ �✥✦★ ✦★ ✙✢ ✦✜✜✗✬✦✙✛✗ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✣✤ ✍✗✜✜✙ ☛☛✷✍ ✙✢✬ ✛✥✗ ✪✣✢✮ ✗✵✙✧✛ ★✗☎
✺✰✗✢✧✗★ ✤✣✚ ✛✥✗ ✘✙✦✚★

(Mn,M[2,n])
✙✢✬

(Mn,∆n)
✑ ★✗✗ �✥✗✣✚✗✜ ✖ ✷✖ ✷

�

�✣✚
N mod 3 = 0

✸ ✬✗✴✢✗

γN = ([12] − [23]) ∧ ([45] − [56]) ∧ ([78] − [89])
☞☛☛✷✌✎

∧ · · · ∧ ([(N − 2)(N − 1)] − [(N − 1)N ]);

✛✥✦★ ✦★ ✙ ✧✾✧✪✗ ✦✢
C̃νN

(MN ; Z)
✷

✁✠✴✴★ ✢✢ ✁✢✔ ✂✲✱★✤✠✡✱☞★✞ ★✞✥ ✄★✧✱✡ ☎✢✔✞✝✞ ✁✞✝✂☎
N = 3⌊n3 ⌋

✡ ✠✓✞ n mod

3 ∈ {0, 1} ✆
H̃νn

(Mn; Z)
✝✞ ✟ ☎✟☎✞✂✂☎✓ ✔✏ {π(γN ) : π ∈ S[n]}

✆ ✂✄ ☎ ✂✠✂✝✓✟ ✓☎
S[n]

✓✟

H̃νn
(Mn; Z) ✔☎✝✟✟ ✂✄ ☎ ✓✟☎ ✝✟✓✂✠☎✓ ✔✏ ✂✄ ☎ ✟✂✂✂✞✂✆ ✂✠✂✝✓✟ ✓✟ Mn

✡
✄ ✞✓✓☎ ✡ ✹✢✗ ✗✙★✦✪✾ ✧✥✗✧✩★ ✛✥✗ ★✛✙✛✗✜ ✗✢✛ ✤✣✚

n = 3, 4
✷ ✔✾ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ☛☛✷✕ ✸ ✝✗ ✥✙✭✗ ✙✢

✗✵✙✧✛ ★✗✺✰✗✢✧✗
Rnνn

ϕ−−−−→ H̃νn
(Mn; Z) −−−−→ Qnνn

,
✝✥✗✚✗

ϕ(z · ra,i) = ([ai] − [12]) ∧ z ✷ ✡✣✝ ✸ ★✦✢✧✗
νn−2 = νn − 1

✦✤
n mod 3 ∈ {0, 1} ✸✝✗ ✥✙✭✗ ✛✥✙✛

H̃νn−2(Mn−4; Z) = 0
✙✢✬ ✥✗✢✧✗ ✛✥✙✛

Qnνn
= 0

✸ ✝✥✦✧✥ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛
ϕ✦★ ★✰✚✶ ✗✧✛✦✭✗ ✷ �✥✗ ✬✗★✦✚✗✬ ✧✪✙✦✜ ✗✙★✦✪✾ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✻✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✷

�

✁✱✠✝✤✠✴ ✢✢ ✁✢✢ ✂�✝✦✧ ☎✬✔✝✞ ✠✓✞ n ≥ 7 ✂✟✓ n mod 3 = 1
✆
H̃νn

(Mn; Z) ∼= Z3
✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✄ ✧✣✜✘✰✛✗✚ ✧✙✪✧✰✪✙✛✦✣✢ ✾✦✗✪✬★ ✛✥✗ ★✛✙✛✗✜ ✗✢✛ ✤✣✚
n = 7

✷ ✄ ★★✰✜✗ ✛✥✙✛
n ≥ 10

✷
✔✾ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ☛☛✷✕ ✸ ✝✗ ✥✙✭✗ ✙✢ ✗✵✙✧✛ ★✗✺✰✗✢✧✗

Qnνn+1
ψ−−−−→ Rnνn

−−−−→ H̃νn
(Mn; Z) −−−−→ 0,

☞☛☛✷✖✎

✝✥✗✚✗
ψ(z ·qi,j) = z · r2,j − z · r1,i

✷ �✥✗ ✚✦✮✥✛✜✣★✛ ✮✚✣✰✘ ✻✗✦✢✮ ☛✗✚✣ ✦★ ✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗
✣✤ ✍✗✜✜✙ ☛☛✷✍ ✙✢✬ ✛✥✗ ✤✙✧✛ ✛✥✙✛

νn − 2 < νn−4
✷

✡✣✝ ✸ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✣✢
n

✾✦✗✪✬★ ✛✥✙✛
H̃νn−1(M[3,n−1]; Z) ∼= Z3

✑
νn − 1 = νn−3

✷
✎✣✢★✦✬✗✚ ✛✥✗ ✧✾✧✪✗

γ
(2)
n−4 = ([34] − [45]) ∧ ([67] − [78]) ∧ · · · ∧ ([(n− 4)(n− 3)] − [(n− 3)(n− 2)]);



☛✌✍ ��✁✂ ✄☎✄ ☎☎✆ � ✁ ✄✠�✡✂✄ ✆

✛✥✦★ ✦★ ✙✢ ✗✪✗✜✗✢✛ ✦✢
H̃νn−1(M[3,n−1]; Z)

✷� ✔✾ ✍✗✜✜✙ ☛☛✷☛✝ ✙✢✬ ★✾✜✜✗✛✚✾✸ ✝✗
✜✰★✛ ✥✙✭✗ ✛✥✙✛

π(γ
(2)
n−4)

✦★ ✢✣✢☛✗✚✣ ✦✢
H̃νn−1(M[3,n−1]; Z)

✤✣✚ ✗✭✗✚✾ ✘✗✚✜✰✛✙✛✦✣✢
π ∈

S[3,n−1]
✷ ✂✢ ✘✙✚✛✦✧✰ ✪✙✚ ✸

π(γ
(2)
n−4) = ±γ(2)

n−4

✷ �✚✙✢★✘✣★✦✢✮
π(3)

✙✢✬
π(5)

✦✢
π(γ

(2)
n−4)

✸
✝✗ ✣✻✛✙✦✢ −π(γ

(2)
n−4)

✸ ✝✥✦✧✥ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛
S[3,n−1]

✙✧✛★ ✣✢
H̃νn−1(M[3,n−1]; Z)

✻✾
π(z) = sgn(π) · z ✷✍✗✛

ǫi
✻✗ ✛✥✗ ✘ ✗✚✜✰✛✙✛✦✣✢

(i, i+ 1, . . . , n− 1, n)
✦✢

S[3,n]
✑
r
✦★ ✜ ✙✘✘✗✬ ✛✣

r + 1✤✣✚
r ∈ [i, n− 1]

✙✢✬
n

✦★ ✜ ✙✘✘✗✬ ✛✣
i
✷ ✔✾ ★✾✜✜✗✛✚✾✸ ✦✛ ✦★ ✦✜✜✗✬✦✙✛✗ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✜ ✙✘

ǫ̂i : H̃νn−1(M[3,n−1]; Z) → H̃νn−1(M[3,n]\{i}; Z)
✬✗✴✢✗✬ ✻✾

ǫ̂i(z) = (−1)n−iǫi(z)
✦★

✙✢ ✦★✣✜✣✚✘✥✦★✜ ✷
✡✣✝ ✸ ✪✗✛

i, j ∈ [3, n]
✙✢✬ ✧✣✢★✦✬✗✚ ✙✢ ✗✪✗✜✗✢✛

z · qi,j
✦✢
Qnνn+1

✑ ✙✢✾ ✗✪✗✜ ✗✢✛ ✦✢
Qnνn+1

✦★ ✙ ✪✦✢✗✙✚ ✧✣✜✻✦✢✙✛✦✣✢ ✣✤ ★✰✧✥ ✗✪✗✜ ✗✢✛★ ✷ ✫✗ ✜✙✾ ✝ ✚✦✛✗
z = π(ẑ)

✸ ✝✥✗✚✗
ẑ

✦★ ✙✢ ✗✪✗✜ ✗✢✛ ✦✢
H̃νn−3(M[3,n−2]; Z)

✙✢✬
π

✦★ ✙ ✘ ✗✚✜✰✛✙✛✦✣✢ ✦✢
S[3,n]

★✰✧✥ ✛✥✙✛
π(n−1) = i

✙✢✬
π(n) = j

✷ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛ ✝✗ ✜✙✾ ✭✦✗✝
ǫi ◦π−1 ◦ (i, j)

✙★ ✙ ✘ ✗✚✜✰✛✙✛✦✣✢
✦✢

S[3,n]\{i}
✙✢✬

ǫj ◦ π−1 ✙★ ✙ ✘ ✗✚✜✰✛✙✛✦✣✢ ✦✢
S[3,n]\{j}

✷ ✆ ✣✚✗✣✭✗✚ ✸
(i, j) ◦ π(ẑ) =

π(ẑ) = z
✷ ✄ ★ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✙✛

ψ(z · qi,j) = z · r2,j − z · r1,i = π(ẑ) · r2,j − (i, j) ◦ π(ẑ) · r1,i
= sgn(ǫj ◦ π−1)ǫj(ẑ) · r2,j − sgn(ǫi ◦ π−1 ◦ (i, j))ǫi(ẑ) · r1,i
= sgn(π)

(

(−1)n−jǫj(ẑ) · r2,j − (−1)n−i−1ǫi(ẑ) · r1,i
)

= sgn(π) (ǫ̂j(ẑ) · r2,j + ǫ̂i(ẑ) · r1,i) .
✡✣✛✗ ✛✥✙✛

γ
(2)
n−4

✦★ ✙ ✮✗✢✗✚✙✛✣✚ ✣✤
H̃νn−1(M[3,n−1]; Z)

✷ ✫✗ ✬✗✴✢✗
ea,i = ǫ̂i(γ

(2)
n−4) ·

ra,i
✷ ✹✻★✗✚✭✗ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✦✜ ✙✮✗ ✰✢✬✗✚

ψ
✦★ ✮✗✢✗✚✙✛✗✬ ✻✾ {e1,i+e2,j : i, j ∈ [3, n], i 6= j} ✷✂✛ ✚✗✜ ✙✦✢★ ✛✣ ✘✚✣✭✗ ✛✥✙✛ ✛✥✦★ ✦✜ ✙✮✗ ✥✙★ ✧✣✬✦✜ ✗✢★✦✣✢ ✣✢✗ ✝✥✗✢ ✭✦✗✝✗✬ ✙★ ✙ ✭✗✧✛✣✚

★✘✙✧✗ ✣✭✗✚
Z3

✑ ✻✾ ✛✥✗ ✗✵✙✧✛✢✗★★ ✣✤ ✛✥✗ ★✗✺✰✗✢✧✗ ✦✢ ☞☛☛✷✖✎ ✸ ✛✥ ✦★ ✝ ✦✪✪ ✦✜ ✘✪✾ ✛✥✙✛
H̃νn

(Mn; Z) ∼= Z3
✷ ✡✣✝ ✸

e1,3 + e2,3 = (e1,3 + e2,5) + (e1,4 + e2,3) − (e1,4 + e2,5)

e1,3 − e1,j = (e1,3 + e2,3) − (e1,j + e2,3)

✤✣✚ ✙✢✾
j ∈ [4, n]

✸ ✝✥✦✧✥ ✾✦✗✪✬★ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✦✜ ✙✮✗ ✥✙★ ✧✣✬✦✜ ✗✢★✦✣✢ ✙✛ ✜✣★✛ ✣✢✗ ✷ ✆✣✚✗☎
✣✭✗✚ ✸ ✬✗✴✢✗

η : Rnνn
→ H̃νn−1(M[3,n−1]; Z)

✻✾
η(ea,i) = (−1)aγ

(2)
n−4

✷ ✎ ✪✗✙✚✪✾✸
η

✦★
✢✣✢☛✗✚✣ ✸ ✝✥✗✚✗✙★

η ◦ ψ = 0
✸ ✝✥✦✧✥ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛

ψ
✦★ ✢✣✛ ✣✢✛✣ ✷ ✂✛ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✛✥✙✛ ✛✥✗

✧✣✬✦✜ ✗✢★✦✣✢ ✦★ ✙✛ ✪✗✙★✛ ✣✢✗ ✙✢✬ ✥✗✢✧✗ ✗✵✙✧✛✪✾ ✣✢✗ ✷
�

✁✱✠✝✤✠✴ ✢✢ ✁✢✬ ✂�✝✦✧ ☎✬✔✝ ✆ ✲✱★✤✠✡✱☞★✞ ★✞✥ ✄★✧✱✡ ☎✢✔✞✝✞ ✠✓✞
n = 1 ✂✟✓

n ≥ 3
✆ ✂✄ ☎ ✄ ✓✡ ✓✆✓✟✏ ✟ ✞✓✂✠ H̃νn

(Mn; Z)
✝✞ ✟✓✟✂ ☎✞✓ ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✹✢✗ ✗✙★✦✪✾ ✧✥✗✧✩★
n ≤ 4

✻✾ ✥✙✢✬ ✑ ✛✥✰★ ✙★★✰✜ ✗ ✛✥✙✛
n ≥ 5

✷ ✫✗ ✗★✛✙✻✪✦★✥✗✬
✛✥✗ ✧✙★✗

n mod 3 = 1
✦✢ �✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷☛☛✷ �✣✚ ✛✥✗ ✧✙★✗

n mod 3 = 0
✸ ✧✣✢★✦✬✗✚ ✛✥✗

✁✒✓✔ ✧✢✆✣ ✔✗ ✙ ✥✧ ✫✓✔ ✔✡✕✬✧✔✧✫ ✬✝
γ
(2)
n−4

✥✧✦✥✭✖✫✔✜ ✖ ✫✛✬✡✜✫✔✕
✂
✜✓✥✝✫

� ✆ ✛✔ ✗✔✕✤✖✭✔
[ij]

✛ ✥✫✓
[(i + 2)(j + 2)]

✯ ☎✬✆ ✕✖✗✔ ✫✬ ✒✓✔✬✗✔✆ ★★✯★✆ ✯



☎☎✆� ✆ �✁☎✂ ✁☎✄☎ ✄ ✄✁✂� ✆ ☛✌✕

✗✵✙✧✛ ★✗✺✰✗✢✧✗

H̃νn
(M[2,n+1]; Z) −−−−→ H̃νn

(Mn+1; Z) −−−−→ Pn+1
νn

;

✙✘✘✪✾ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ☛☛✷✕ ✷ �✥✗ ✮✚✣✰✘
Pn+1
νn

✦★ ✙ ✬✦✚✗✧✛ ★✰✜ ✣✤ ✮✚✣✰✘★ ✦★✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣
✛✥✗ ✮✚✣✰✘

H̃νn−1(Mn−1; Z)
✷ �✥✦★ ✮✚✣✰✘ ✦★ ☛✗✚✣ ✸ ✻ ✗✧✙✰★✗

νn − 1 = νn−1 − 1
✷ ✄ ★ ✙

✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸ ✛✥✗ ✜ ✙✘
H̃νn

(M[2,n+1]; Z) → H̃νn
(Mn+1; Z)

✦★ ✣✢✛✣ ✷ ✠✦✢✧✗ ✛✥✗ ✦✜ ✙✮✗
✦★ ✢✣✢☛✗✚✣ ✻✾ �✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷☛☛✸ ✦✛ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✛✥✙✛

H̃νn
(M[2,n+1]; Z)

✦★ ✢✣✢☛✗✚✣ ✷
�✣✚ ✛✥✗ ✧✙★✗

n mod 3 = 2
✸ ✧✣✢★✦✬✗✚ ✛✥✗ ✗✵✙✧✛ ★✗✺✰✗✢✧✗

H̃νn
(Mn; Z) −−−−→ Qnνn

−−−−→ Rnνn−1.

✡✣✝ ✸
Qnνn

✦★ ✙ ✢✣✢✗✜✘✛✾ ✬✦✚✗✧✛ ★✰✜ ✣✤ ✮✚✣✰✘★ ✦★✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣
H̃νn−2(Mn−4; Z)

✙✢✬
✥✗✢✧✗ ✢✣✢☛✗✚✣ ★✦✢✧✗

νn − 2 = νn−4
✷ ✆ ✣✚✗✣✭✗✚ ✸

Rnνn−1

✦★ ✙ ✬✦✚✗✧✛ ★✰✜ ✣✤ ✮✚✣✰✘★ ✦★✣☎
✜ ✣✚✘✥✦✧ ✛✣

H̃νn−2(Mn−3; Z)
✙✢✬ ✥✗✢✧✗ ☛✗✚✣ ✷ ✂✛ ✤✣ ✪✪✣✝ ★ ✛✥✙✛

H̃νn
(Mn; Z)

✦★ ✢✣✢☛✗✚✣ ✷
�

✆✝✤✝ ��★✤✳ ✢✢ ✁✢✫ ✠✓✞ n ≥ 3
✆ ✂✄ ☎ ✞✄ ✝☎ ✂☎✓ ✠✓✟✟☎✠✂✝�✝✂✏ ✓☎✟ ✞☎☎ ✂✟✓ ✂✄ ☎ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✝✠✂✆

✓☎✠ ✂✄ ✓☎ Mn
✂✞☎ ✔✓✂✄ ☎✞✂✂✆ ✂✓ νn ✡

�

✆✝✤✝ ��★✤✳ ✢✢ ✁✢✟ ✂✲✱★✤✠✡✱☞★✞ ★✞✥ ✄★✧✱✡ ☎✢✔✞✝✞ ✠✓✞ n mod 3 ∈ {0, 1}✆ ✂✄ ☎ ✠✏✂
✠✆☎ γN ✓☎✆ ✟☎✓ ✝✟ ☞☛☛✷✖✎ ✝✞ ✂ ✟✓✟✂ ☎✞✓ ☎✆☎✡ ☎✟ ✂ ✝✟

H̃νn
(Mn; Z)

�
N = 3⌊n3 ⌋

✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✔✾ ★✾✜✜✗✛✚✾✸
H̃νn

(Mn; Z)
✦★ ✢✣✢☛✗✚✣ ✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤ ✗✭✗✚✾ ✮✗✢✗✚✙✛✣✚ ✦✢

✍✗✜✜✙ ☛☛✷☛✝ ✦★ ✢✣✢☛✗✚✣ ✷ ✔✾ �✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷☛✌ ✸ ✝✗ ✙✚✗ ✬✣✢✗ ✷
�

✆✝✤✝ ��★✤✳ ✢✢ ✁✢☛ ✟☎✂
G ✔☎ ✂ ✟ ✞✂✠ ✄ ✓✟ ✂ �☎✞✂☎☛ ✞☎✂

V ✓☎ ✞✝✂ ☎
n

✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ n mod 3 ∈
{0, 1} ✡ ✌✂✠✠ ✓✞☎ ✂✄ ✂✂ ✂✄ ☎✞☎ ✝✞ ✂ ✠ ✂✞✂✝✂✝✓✟ {U1, . . . , Ut} ✓☎ V ✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ |Ui| = 3

☎ ✓✞
☎✂✠✄ i < t ✂✟✓ |Ut| = n mod 3 ✂✟✓ ✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ G(Ui)

✝✞ ✝✞✓✡ ✓✞✠ ✄ ✝✠ ✂✓ ☎✝✂✄ ☎✞
K3✓✞ Pa3 = ([3], {12, 23}) ☎ ✓✞ ☎✂✠✄ i < t ✡ ✎✄ ☎✟

M(G)
✄ ✂✞ ✟✓✟�✂✟✝✞✄ ✝✟✟ ✄ ✓✡ ✓✆✓✟✏ ✝✟

✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟ νn ✡
✄ ✞✓✓☎ ✡ ✫✗ ✜✙✾ ✙★★✰✜✗ ✛✥✙✛

Ui = {3i− 2, 3i− 1, 3i} ✙✢✬ ✛✥✙✛
(3i− 2)(3i− 1)

✙✢✬
(3i− 1)(3i)

✻✗✪✣✢✮ ✛✣
G

✤✣✚
i < t

✷ �✥✦★ ✜ ✗✙✢★ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✧✾✧✪✗
γN

✬✗✴✢✗✬ ✦✢ ☞☛☛✷✖✎
✦★ ✙ ✧✾✧✪✗ ✦✢ ✛✥✗ ✧✥✙✦✢ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤

M(G)
✷ ✠✦✢✧✗

γN
✦★ ✢✣✛ ✙ ✻✣✰✢✬✙✚✾ ✦✢

Mn
✸ ✛✥✗

★✙✜ ✗ ✥✣✪✬★ ✦✢
M(G)

✑ ✥✗✢✧✗ ✝✗ ✙✚✗ ✬✣✢✗ ✷
�

✠✥✙✚✗★✥✦✙✢ ✙✢✬ ✫✙✧✥★ ✠☛✝✍✡ ✥✙✭✗ ✙✢ ✗✭✗✢ ✜✣✚✗ ✘✚✗✧✦★✗ ✬✗★✧✚✦✘✛✦✣✢ ✣✤ ✛✥✗ ✻✣✛✛✣✜
✢✣✢✭✙✢✦★✥✦✢✮ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✮✚✣✰✘ ✣✤

Mn
✿

✁✱✠✝✤✠✴ ✢✢ ✁✢☞ ✂✲✱★✤✠✡✱☞★✞ � ✄★✧✱✡ ☎✢✔✞✝✞ ✠✓✞ n ∈ {7, 10, 12, 13} ✂✟✓ ☎ ✓✞
n ≥ 15

✆
H̃νn

(Mn; Z)
✝✞ ✓☎ ✂✄ ☎ ☎ ✓✞✡ (Z3)

en
☎ ✓✞ ✞✓✡ ☎

en ≥ 1 ✡ ✠✓✞ n = 14
✆
H̃νn

(Mn; Z)✝✞ ✂ ✆ ✟✝✂☎ ✟ ✞✓✂✠ ✝ ✝✂✄ ✟✓✟�✂✟✝✞✄ ✝✟✟
3
✂✂✓✞✞✝✓✟ ✡

�

✔✾ �✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷☛☛✸
en = 1

✝✥✗✢✗✭✗✚
n mod 3 = 1

✙✢✬
n ≥ 7

✷ �✙✻✪✗ ☛☛✷☛ ✪✦★✛★ ✛✥✗
✥✣✜✣✪✣✮✾ ✣✤

Mn
✤✣✚

n ≤ 12
✑ ★✗✗ ✫✙✧✥★ ✠☛✌✕✡ ✤✣✚ ✜ ✣✚✗ ✦✢✤✣✚✜✙✛✦✣✢ ✷



☛✖✝ ��✁✂ ✄☎✄ ☎☎✆ � ✁ ✄✠�✡✂✄ ✆

�✙✻✪✗ ☛☛✷☛✿ �✥✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✣✤
Mn

✤✣✚
n ≤ 12

✷

H̃i(Mn; Z) i = 0
☛ ✌ ✖ ☞ ✞

n = 3 Z2 ☎ ☎ ☎ ☎ ☎

4 Z2 ☎ ☎ ☎ ☎ ☎

5
☎

Z6 ☎ ☎ ☎ ☎

6
☎

Z16 ☎ ☎ ☎ ☎

7
☎

Z3 Z20 ☎ ☎ ☎

8
☎ ☎

Z132 ☎ ☎ ☎

9
☎ ☎

Z8
3 ⊕ Z42 Z70 ☎ ☎ ☎

10
☎ ☎

Z3 Z1216 ☎ ☎ ☎

11
☎ ☎ ☎

Z45
3 ⊕ Z1188 Z252 ☎

12
☎ ☎ ☎

Z56
3 Z12440 ☎

✜✜ ✆✂ ✆✞ ☎✑✏✘✕✑✍ ✕✍ ✌ ✕✙✌✚✏
✂
✒✕✍ ✚✍✘✕✑✍✖ ✆ ✌✑✍ ✑ ✆✑✙✁ ✙✏✑✓✛✘

✫✗ ✙✘✘✪✾ ✛✥✗ ✛✥✗✣✚✾ ✦✢ ✛✥✗ ✘✚✗✧✗✬✦✢✮ ★✗✧✛✦✣✢ ✛✣ ✬✗✛✗✧✛ ✛✣✚★✦✣✢ ✦✢ ✥✦✮✥✗✚☎✬✦✜✗✢★✦✣✢✙✪
✥✣✜✣✪✣✮✾ ✮✚✣✰✘★ ✷
✁✱✠✝✤✠✴ ✢✢ ✁✢✑ ✟☎✂

k ≥ 0 ✂✟✓ r ≥ 1 ✡ ✑ ☎✆ ✟☎ ✂ ✡ ✂✠

θk,r : H̃k−1(M2k+1; Z) → H̃k−1+r(M2k+1+3r; Z)

✔✏

θk,r(z) = z ∧ γ(2k+1)
3r ,

✝✄ ☎✞☎ ✝ ☎ ✓✔✂✂✝✟ γ(2k+1)
3r

☎ ✞✓✡ γ3r
✔✏ ✞☎✠ ✆✂✠✝✟✟ [i(i+1)]

✝ ✝✂✄
[(i+2k+1)(i+2k+2)] ✡✎✄ ☎✟ ✂✄ ☎ ✝✟✓✂✠☎✓ ✄ ✓✡ ✓✡ ✓✞✠ ✄ ✝✞✡

θ̂k,r : H̃k−1(M2k+1; Z) ⊗Z Z3 → H̃k−1+r(M2k+1+3r; Z) ⊗Z Z3

✝✞ ✂ ✡ ✓✟✓✡ ✓✞✠ ✄ ✝✞✡ ✡ ✁✟ ☎ ✂✠✂✆ ☎ ✓✞ r ≥ 4
✆ ✝ ☎ ✄ ✂�☎ ✂ ✡ ✓✟✓✡ ✓✞✠ ✄ ✝✞✡

θ̂′k,r : H̃k−1(M2k+1; Z) ⊗Z Z3 → H̃k−1+r(M2k+1+3r; Z).

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✔✾ ✍✗✜✜✙ ☛☛✷☛✝ ✙✢✬ �✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷☛☞ ✸
γ3r ⊗ 1

✮✗✢✗✚✙✛✗★ ✙ ★✰✻✮✚✣✰✘ ✣✤
✣✚✬✗✚ ✛✥✚✗✗ ✦✢ ✗✙✧✥ ✣✤

H̃r−1(M3r; Z) ⊗ Z3
✙✢✬

H̃r−1(M3r+1; Z) ⊗ Z3
✤✣✚

r ≥ 1
✷

�✣✚
r ≥ 4

✸
γ3r

✮✗✢✗✚✙✛✗★ ✙ ★✰✻✮✚✣✰✘ ✣✤ ✣✚✬✗✚ ✛✥✚✗✗ ✦✢ ✗✙✧✥ ✣✤
H̃r−1(M3r; Z)

✙✢✬
H̃r−1(M3r+1; Z)

✷ ✂✢ ✘✙✚✛✦✧✰✪✙✚ ✸ ✝✗ ✜ ✙✾ ✧✣✢✧✪✰✬✗ ✛✥✙✛
θ̂′k,r

✬✗✴✢✗★ ✙ ✥✣✜✣✜✣✚✘✥✦★✜



☎☎✆� ✆ �✁☎✂ ✁☎✄☎ ✄ ✄✁✂� ✆ ☛✖ ☛

✤✣✚
r ≥ 4

✷ ✡✙✜ ✗✪✾✸ ✪✗✛
c ∈ C̃r(M[2k+2,2k+1+3r]; Z)

✻✗ ★✰✧✥ ✛✥✙✛
∂(c) = 3γ

(2k+1)
3r

✷ �✣✚
✗✙✧✥ ✧✾✧✪✗

z
✦✢
C̃k−1(M2k+1; Z)

✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✙✛

∂(z ∧ c) = ±z ∧ (3γ
(2k+1)
3r ) = ±(3z) ∧ γ(2k+1)

3r ;

✥✗✢✧✗
θk,r(3z) = 0

✙★ ✬✗★✦✚✗✬ ✷ �✣✚
r ≤ 3

✸ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✢✣ ★✰✧✥
c
✸ ✻ ✗✧✙✰★✗

γ
(2k+1)
3r✮✗✢✗✚✙✛✗★ ✙✢ ✦✢✴✢✦✛✗ ★✰✻✮✚✣✰✘ ✣✤

H̃r−1(M[2k+2,2k+1+3r]; Z)
✷

✂✛ ✚✗✜ ✙✦✢★ ✛✣ ✘✚✣✭✗ ✛✥✙✛
θ̂k,r

✬✗✴✢✗★ ✙ ✜✣✢✣✜✣✚✘✥✦★✜ ✷ ✫✗ ✰★✗ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✣✢
k
✷ �✣✚ ✛✥✗ ✻✙★✗ ✧✙★✗

k = 0
✸ ✶ ✰ ★✛ ✣✻★✗✚✭✗ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✦✜ ✙✮✗ ✣✤

θ0,r
✦★ ✛✥✗ ✝✥✣✪✗ ✮✚✣✰✘

H̃r−1(M3r+1; Z) ∼= Z3
✦✤
r ≥ 2

✙✢✬ ✙ ✮✚✣✰✘ ✦★✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣
Z

✦✤
r = 1

✷ ✄ ★★✰✜ ✗ ✛✥✙✛
k ≥ 1

✙✢✬ ✧✣✢★✦✬✗✚ ✛✥✗ ✗✵✙✧✛ ★✗✺✰✗✢✧✗

0 −−−−→ H̃k−1(M2k+1; Z)
ω2k+1

k−1−−−−→ P 2k+1
k−1 −−−−→ H̃k−2(M[2,2k+1]; Z),

✝✥✗✚✗
P 2k+1
k−1

✦★ ✛✥✗ ✮✚✣✰✘ ✦✢ ✍✗✜✜✙ ☛☛✷✍ ✑
P 2k+1
k−1

✦★ ✙ ✬✦✚✗✧✛ ★✰✜ ✣✤ ✧✣✘✦✗★ ✣✤

H̃k−2(M2k−1; Z)
✷ �✥✗ ✪✗✤✛✜ ✣★✛ ✮✚✣✰✘ ✦✢ ✛✥✗ ★✗✺✰✗✢✧✗ ✦★ ☛✗✚✣ ✸ ✻✗✧✙✰★✗

k−1 > 2k−3
2

✷
✄ ★ ✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸ ω2k+1

k−1

✦★ ✙ ✜✣✢✣✜✣✚✘✥✦★✜ ✷ ✆ ✣✚✗✣✭✗✚ ✸ ✙✪✪ ✮✚✣✰✘★ ✦✢ ✛✥✗ ✗✵✙✧✛
★✗✺✰✗✢✧✗ ✙✚✗ ✛✣✚★✦✣✢☎✤✚✗✗ ✷ ✡✙✜✗✪✾✸ ✛✥✗ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢★ ✣✤

M2k+1
✙✢✬

M2k−1
✙✚✗

k − 1✙✢✬
k − 2

✸ ✚✗★✘ ✗✧✛✦✭✗✪✾✸ ✙✢✬ ✣✢✗ ✗✙★✦✪✾ ✧✣✪✪✙✘★✗★
M[2,2k+1]

∼= M2k
✛✣ ✙ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤

✬✦✜✗✢★✦✣✢
k − 2

✷ ✄ ★ ✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸ ✛✥✗ ✦✢✬✰✧✗✬ ✥✣✜✣✜✣✚✘✥✦★✜

ω̂2k+1
k−1 : H̃k−1(M2k+1; Z) ⊗ Z3 → P 2k+1

k−1 ⊗ Z3

✚✗✜ ✙✦✢★ ✙ ✜✣✢✣✜✣✚✘✥✦★✜ ✷
✡✣✝ ✸ ✧✣✢★✦✬✗✚ ✛✥✗ ✤✣ ✪✪✣✝ ✦✢✮ ✬✦✙✮✚✙✜ ✿

H̃k−1(M2k+1; Z) ⊗ Z3

ω̂2k+1
k−1−−−−→ P 2k+1

k−1 ⊗ Z3

θ̂k,r





y

θ̂⊕
k−1,r





y

H̃k−1+r(M2k+1+3r ; Z) ⊗ Z3

ω̂2k+1+3r
k−1+r−−−−−−→ P 2k+1+3r

k−1+r ⊗ Z3;

✛✥✗ ✜ ✙✘
θ̂⊕k−1,r

✦★ ✬✗✴✢✗✬ ✻✾

θ̂⊕k−1,r((z · pi) ⊗ 1) = (z ∧ γ(2k+1)
3r · pi) ⊗ 1.

✹✢✗ ✗✙★✦✪✾ ✧✥✗✧✩★ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✬✦✙✮✚✙✜ ✧✣✜✜✰✛✗★ ✑ ✮✣✦✢✮ ✛✣ ✛✥✗ ✚✦✮✥✛ ✙✢✬ ✛✥✗✢ ✬✣✝✢
✣✚ ✮✣✦✢✮ ✬✣✝✢ ✙✢✬ ✛✥✗✢ ✛✣ ✛✥✗ ✚✦✮✥✛ ✻✣✛✥ ✜ ✗✙✢ ✜ ✙✘✘✦✢✮ ✙ ✧✾✧✪✗

z ⊗ 1
✛✣ ✛✥✗ ✧✾✧✪✗

∑2k+1
i=2 (z1i ∧ γ(2k+1)

3r · pi) ⊗ 1
☞✢✣✛✙✛✦✣✢ ✙★ ✦✢ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ☛☛✷✕ ✎ ✷ ✆ ✣✚✗✣✭✗✚ ✸

θ̂⊕k−1,r

✦★ ✙
✜✣✢✣✜✣✚✘✥✦★✜ ✸ ✻✗✧✙✰★✗ ✛✥✗ ✚✗★✛✚✦✧✛✦✣✢ ✛✣ ✗✙✧✥ ★✰✜✜✙✢✬ ✦★ ✙ ✜✣✢✣✜✣✚✘✥✦★✜ ✻✾
✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✣✢

k
✷ ✄ ★ ✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸ θ̂⊕k−1,r ◦ ω̂2k+1

k−1

✦★ ✙ ✜✣✢✣✜✣✚✘✥✦★✜ ✸ ✝✥✦✧✥ ✦✜✘✪✦✗★
✛✥✙✛

θ̂k,r
✦★ ✙ ✜✣✢✣✜✣✚✘✥✦★✜ ✷

�



☛✖✌ ��✁✂ ✄☎✄ ☎☎✆ � ✁ ✄✠�✡✂✄ ✆

✆✝✤✝ ��★✤✳ ✢✢ ✁✢✞ ✠✓✞ n ≥ 13 ✂✟✓ νn ≤ d ≤ n−7
2

✆ ✂✄ ☎✞☎ ✝✞ ✟✓✟�✂✟✝✞✄ ✝✟✟
3
✂✂✓✞✞✝✓✟

✝✟ ✂✄ ☎ ✟ ✞✓✂✠ H̃d(Mn; Z) ✡ ✒ ✓✞☎✓�☎✞✆ ☎ ✓✞ n ≥ 3
✆
H̃d(Mn; Z)

✝✞ ✟✓✟�✂✟✝✞✄ ✝✟✟ ✝✄ ☎✟☎�☎✞

νn ≤ d ≤ n−3
2

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✄★★✰✜ ✗ ✛✥✙✛
νn ≤ d ≤ n−3

2

✷ ✫✚✦✛✗
r = n− 2d− 3

✙✢✬
k = 3d−n+ 4

✑ ✥✗✢✧✗
n = 2k + 1 + 3r

✙✢✬
d = k − 1 + r

✷ ✂✤
n ≥ 2d + 7

✙✢✬ ✥✗✢✧✗
r ≥ 4

✸ ✛✥✗✢ ✛✥✗✚✗ ✦★
3
☎✛✣✚★✦✣✢ ✦✢

H̃d(Mn; Z)
✻✾ �✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷☛✟ ✷ ✡✙✜✗✪✾✸ ✛✥✗ ✮✚✣✰✘

H̃k−1(M2k+1; Z)⊗Z3✦★ ✢✣✢☛✗✚✣ ✻✾ �✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷✞ ✷ �✣✚ ✛✥✗ ★✗✧✣✢✬ ✧✪✙✦✜ ✸ ✦✤
n ≥ 2d+ 4

✙✢✬ ✥✗✢✧✗
r ≥ 1

✸
✛✥✗✢

H̃d(Mn; Z)
✦★ ✢✣✢☛✗✚✣ ✸ ✙✮✙✦✢ ✻✾ �✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷☛✟ ✷ �✥✗ ✚✗✜ ✙✦✢✦✢✮ ✧✙★✗

n = 2d+3✦★ ✙✪✚✗✙✬✾ ★✗✛✛✪✗✬ ✻✾ �✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷✞ ✷
�

✒ ☎✡ ✂✞✒ ✡ ✔✾ ✛✥✗ ✝✣✚✩ ✣✤ ✔✣✰✧ ✠✌✝✡ ✸
H̃k−1(M2k+1; Z)

✥✙★ ✚✙✢✩ (2k
k

) ✷ ✄ ★ ✙ ✧✣✢★✗☎
✺✰✗✢✧✗ ✸ ✤✣✚ r ≥ 4

✸ ✛✥✗✚✗ ✦★
3
☎✛✣✚★✦✣✢ ✣✤ ✚✙✢✩ ✙✛ ✪✗✙★✛ (2k

k

) ✦✢
H̃k−1+r(M2k+1+3r ; Z)✻✾ �✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷☛✟ ✷ �✥✦★ ✪✣✝✗✚ ✻✣✰✢✬ ✣✢ ✛✥✗

3
☎✛✣✚★✦✣✢ ✚✙✢✩ ✦★ ✧✗✚✛✙✦✢✪✾ ✢✣✛ ★✥✙✚✘ ✷

✫ ✥✗✛✥✗✚
H̃⌊n−5

2 ⌋(Mn; Z)
✧✣✢✛✙✦✢★

3
☎✛✣✚★✦✣✢ ✤✣✚

n = 13
✙✢✬

n ≥ 15
✚✗✜ ✙✦✢★ ✙✢ ✣✘✗✢

✘✚✣✻✪✗✜ ✷ ✫✗ ✧✣✢✶ ✗✧✛✰✚✗ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✙✢★✝✗✚ ✦★ ✙✟ ✚✜ ✙✛✦✭✗ ✿
✆✝✞✁ ✠✧✟✦✤✠ ✢✢ ✁✢✓ ✠✓✞ ✂✆ ✆ n ≥ 1

✆ ✂✄ ☎ ✟ ✞✓✂✠ H̃d(Mn; Z) ✠✓✟ ✂✂✝✟✞ 3
✂✂✓✞✞✝✓✟ ✝☎ ✂✟✓

✓✟ ✆✏ ✝☎
νn ≤ d ≤ ⌊n−5

2 ⌋ ✡

✜✜ ✆✂ ✆✝ �✓✏✎✌✚✏ ✛✏✑✛✚✏✎✕✚✘
✄★ ✘✚✣✜ ✦★✗✬ ✦✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ✞ ✷✌ ✷☛✸ ✝✗ ✢✣✝ ✘✚✗★✗✢✛ ✙

Z3
☎✣✘✛✦✜ ✙✪ ✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ✣✢ ✙ ✧✣✜ ☎

✘✪✗✵ ✝ ✦✛✥
3
☎✛✣✚★✦✣✢ ✦✢ ✦✛★ ✥✣✜✣✪✣✮✾✷

✁✱✠✝✤✠✴ ✢✢ ✁✬✔
M7

✝✞ ✞☎✡ ✝✂✟✓✟☎�✂✞✝�☎ ✓�☎✞ Z3
✆ ✔✂ ✂ ✟✓✂ ✓�☎✞ Z ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ �✥✗ ✢✣✢☛✗✚✣ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✮✚✣✰✘★ ✣✤
M7

✙✚✗
H̃1(M7; Z) ∼= Z3

✙✢✬
H̃2(M7; Z) ∼=

Z20 ✑ ★✗✗ �✙✻✪✗ ☛☛✷☛✷ �✥✦★ ✜ ✗✙✢★ ✛✥✙✛

H̃1(M7; Z3) ∼= Z3;

H̃2(M7; Z3) ∼= Z21
3 .

✫✗ ✝✙✢✛ ✛✣ ✴✢✬ ✙✢ ✗✪✗✜✗✢✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ✝ ✦✛✥ ☛✁✌ ☛ ✗✭✙★✦✭✗ ✤✙✧✗★ ✷ �✣✚ ✛✥✦★ ✸ ✧✣✢★✦✬✗✚
✛✥✗ ✴✚★✛☎✥✦✛ ✬✗✧✣✜✘✣★✦✛✦✣✢ ✝ ✦✛✥ ✚✗★✘ ✗✧✛ ✛✣ ✛✥✗ ★✗✺✰✗✢✧✗

(13, 14, 35, 46, 56, 12, 57, 67, 23, 24, 37, 47, 16, 25, 17, 27, 34, 36, 45, 15);

✙✪✪ ✗✬✮✗★ ✻✰✛ ✛✥✗ ✗✬✮✗ ✌☞ ✙✘✘✗✙✚ ✦✢ ✛✥✗ ★✗✺✰✗✢✧✗ ✷ ✍✗✛
bi

✻✗ ✛✥✗
ith

✗✬✮✗ ✦✢ ✛✥✗
★✗✺✰✗✢✧✗ ✙✢✬ ✪✗✛

Bk = {bi : i ≤ k} ✷ ✂✛ ✦★ ✗✙★✾ ✛✣ ✧✥✗✧✩ ✛✥✙✛
M7(bi, Bi−1) ∼ cit

2
✤✣✚

1 ≤ i ≤ 6
✸ ✝✥✗✚✗

c1 = c2 = 6
✸
c3 = 4

✸
c4 = c5 = 2

✸ ✙✢✬
c6 = 1

✑ ✛✥✗
✧✣✚✚✗★✘✣✢✬✦✢✮ ✪✦✢✩★ ✙✚✗ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✮✚✙✘✥★ ✸ ★✣ ✣✘✛✦✜ ✙✪ ✗✪✗✜ ✗✢✛☎✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗★ ✗✵ ✦★✛
✻✾ ✏ ✚✣✘✣★✦✛✦✣✢ ✞ ✷✌☞ ✷ ✆ ✣✚✗✣✭✗✚ ✸

M7(b18, B17) ∼ t
✸ ✝✥✗✚✗✙★

M7(∅, B20) ∼ 0
✙✢✬

M7(bi, Bi−1) ∼ 0
✤✣✚

i ∈ {7, . . . , 17} ∪ {19, 20} ✷ ✄✘✘✪✾✦✢✮ ✍✗✜✜✙ ✞ ✷✌✞ ✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢
✛✥✙✛

M7 ∼ t+ 21t2
✙★ ✬✗★✦✚✗✬ ✷

�



☎☎✆� ✆ �� ☎✆✆✁✁✁✄✞✆ ☛✖✖

�✣✚
p 6= 3

✸ ✢✣✻✣✬✾ ✥✙★ ✻ ✗✗✢ ✙✻✪✗ ✛✣ ✬✗✛✗✧✛
p
☎✛✣✚★✦✣✢ ✦✢ ✛✥✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✣✤ ✙✢✾ ✜✙✛✧✥✦✢✮

✧✣✜✘✪✗✵
Mn

✷ ✄ ✚✗✪✙✛✗✬ ✺✰✗★✛✦✣✢ ✦★ ✛✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✿
✒ ✤✝✮ �✠✴ ✢✢ ✁✬✢ ✠✓✞ n ≥ 9

✆ ✝✞ ✝✂ ✂✞✂☎ ✂✄ ✂✂ Mn
✝✞ ✞☎✡ ✝✂✟✓✟☎�✂✞✝�☎ ✓�☎✞ Z3

�

✄✢ ✙✟ ✚✜ ✙✛✦✭✗ ✙✢★✝✗✚ ✤✣✚ ✮✗✢✗✚✙✪
n
✝✣✰✪✬ ✻ ✗ ✙ ★✛✚✦✩ ✦✢✮ ✚✗★✰✪✛ ✷ �✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✚✗✪✙✛✗✬

✘✚✣✻✪✗✜ ✜ ✦✮✥✛ ✻✗ ✗✙★✦✗✚ ✛✣ ★✣✪✭✗ ✿
✒ ✤✝✮ �✠✴ ✢✢ ✁✬✬ ✠✓✞ ☎✂✠✄ n ✂✟✓ d✆ ✝✞ ✝✂ ✂✞✂☎ ✂✄ ✂✂

H̃d(Mn; Z) ∼= H̃d(delMn
(e); Z) ⊕ H̃d−1(Mn−2; Z),

☞☛☛✷☞ ✎

✝✄ ☎✞☎
e

✝✞ ✂✟✏ ☎✓✟ ☎ ✝✟
Kn

�

✡✣✛✗ ✛✥✙✛ ✝✗ ✧✣✢★✦✬✗✚ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✣✭✗✚
Z
✷ ✂✤ ☞☛☛✷☞ ✎ ✝✗✚✗ ✛✚✰✗ ✸ ✛✥✗✢

H̃d(Mn; Z)✝✣✰✪✬ ✧✣✢✛✙✦✢
p
☎✛✣✚★✦✣✢ ✝✥✗✢✗✭✗✚

H̃d−1(Mn−2; Z)
✧✣✢✛✙✦✢ ★

p
☎✛✣✚★✦✣✢ ✷ ✂✢ ✘✙✚✛✦✧☎

✰✪✙✚ ✸
H̃⌊n−5

2 ⌋(Mn; Z)
✝✣✰✪✬ ✧✣✢✛✙✦✢

3
☎✛✣✚★✦✣✢ ✤✣✚ ✙✪✪

n ≥ 7
✗✵✧✗✘✛

n = 8
✸ ✝✥✦✧✥

✝✣✰✪✬ ★✗✛✛✪✗ ✎✣✢✶ ✗✧✛✰✚✗ ☛☛✷☛✕ ✷ ✫✗ ✥✙✭✗ ✭✗✚✦✴✗✬ ☞☛☛✷☞ ✎ ✤✣✚
n ≤ 11

✷
�✣✚ ✧✣✜✘✪✗✛✗✢✗★★ ✸ ✝✗ ✜✗✢✛✦✣✢ ✛✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✭✗✚✾ ★✦✜✘✪✗ ✙✢✬ ✝✗✪✪☎✩✢✣✝✢ ✚✗★✰ ✪✛

✙✻✣✰✛ ✛✥✗ ✓✰✪✗✚ ✧✥✙✚✙✧✛✗✚✦★✛✦✧ ✣✤
Mn

✷
✒ ✤✝✰ ✝✡☞✟☞✝✞ ✢✢ ✁✬✫ ✟☎✂

fn,i
✔☎ ✂✄ ☎ ✟✂✡ ✔☎✞ ✓☎ ☎ ✂✠☎✞ ✓☎ Mn

✓☎ ✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟ i− 1 ✂✟✓
✓☎✆ ✟☎

fn(t) =
∑

i fn,it
i ✡ ✎✄ ☎✟

∑

n≥1

fn(t)
xn

n!
= ex+tx

2/2 − 1.

✁✟ ✠ ✂✞✂✝✠✂ ✆✂✞✆ ✂✄ ☎ ✞☎✓✂✠☎✓ ✂ ✂ ✆☎✞ ✠✄ ✂✞✂✠✂☎✞✝✞✂✝✠ ✓☎ Mn
✞✂✂✝✞✆ ☎✞

∑

n≥1

χ̃(Mn)
xn

n!
= 1 − ex−x

2/2.

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✄✘✘✪✾ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ☞ ✷☛✞ ✷
�

✁✁✂✄ ✁✡✄☛☛☛☎✟✎✡☛
✫✗ ✗✵✙✜ ✦✢✗ ✛✥✗ ✧✥✗★★✻✣✙✚✬ ✧✣✜✘✪✗✵

Mm,n
✸ ✝✥✦✧✥ ✦★ ✛✥✗ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✢

✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✛✗ ✻✦✘✙✚✛✦✛✗ ✮✚✙✘✥
Km,n

✷ ✄ ✪✦✮✢✦✢✮ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✢✣✛✙✛✦✣✢ ✣✤ ✠✥✙✚✗★✥✦✙✢ ✙✢✬
✫✙✧✥★ ✠☛✝✍✡ ✸ ✝✗ ✦✬✗✢✛✦✤✾ ✛✥✗ ✛✝✣ ✘✙✚✛★ ✣✤

Km,n
✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ★✗✛★

[m] = {1, 2, . . . ,m}✙✢✬
[n′] = {1′, 2′, . . . , n′} ✑ ✛✥✗ ✪✙✛✛✗✚ ★✗✛ ★✥✣✰✪✬ ✻ ✗ ✦✢✛✗✚✘✚✗✛✗✬ ✙★ ✙ ✬✦★✶ ✣ ✦✢✛ ✧✣✘✾ ✣✤

[n]
✷ ✏✗✢✧✗ ✗✙✧✥ ✗✬✮✗ ✦★ ✣✤ ✛✥✗ ✤✣✚✜

ij′
✸ ✝✥✗✚✗

i ∈ [m]
✙✢✬

j ∈ [n]
✷ ✠✣✜ ✗✛✦✜✗★ ✸ ✦✛

✝ ✦✪✪ ✻ ✗ ✰★✗✤✰✪ ✛✣ ✭✦✗✝
Mm,n

✙★ ✙ ★✰✻ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✛✥✗ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✧✣✜✘✪✗✵
Mm+n

✣✢
✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✛✗ ✮✚✙✘✥

Km+n
✷ ✂✢ ★✰✧✥ ★✦✛✰✙✛✦✣✢★ ✸ ✝✗ ✦✬✗✢✛✦✤✾ ✛✥✗ ✭✗✚✛✗✵

j′
✦✢
Km,n✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✭✗✚✛✗✵

m+ j
✦✢
Km+n

✤✣✚ ✗✙✧✥
j ∈ [n]

✷



☛✖☞ ��✁✂ ✄☎✄ ☎☎✆ � ✁ ✄✠�✡✂✄ ✆

�✣✚
1 ≤ m ≤ n

✸ ✬✗✴✢✗

νm,n = min{m− 1, ⌈m+n−4
3 ⌉} =

{

⌈m+n−4
3 ⌉ ✦✤

m ≤ n ≤ 2m− 2;
m− 1

✦✤
n > 2m− 2.

✁✱✠✝✤✠✴ ✢✢ ✁✬✟ ✂� ☞✠✂�✠✤ ☎✢✫☛✝✞ ✟☎✂
1 ≤ m ≤ n ✡ ✎✄ ☎✟

Mm,n
✝✞
VD(νm,n) ✡ ✁✟

✠ ✂✞✂✝✠✂ ✆✂✞✆ Mm,n
✝✞
V D

✝✄ ☎✟☎�☎✞
n ≥ 2m− 1 ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✫✗ ✙✘✘✪✾ ✄✛✥✙✢✙★✦✙✬✦★ ✠ �✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷☞ ✷ �✥✗ ✧✙★✗
m = 1

✦★ ✛✚✦✭ ✦✙✪✪✾ ✛✚✰✗ ✸ ✙★
νm,n = 0

✷ ✄ ★★✰✜ ✗ ✛✥✙✛
m > 1

✙✢✬ ✧✣✢★✦✬✗✚ ✛✥✗ ✗✬✮✗
mn′ ✷

� ✦✚★✛ ✸ ✝✗ ✢✗✗✬ ✛✣ ✘✚✣✭✗ ✛✥✙✛
M(Km,n(([m]∪ [n′]) \S))

✦★
V D(νm,n− 1)

✤✣✚ ✗✙✧✥
S = {x, n′} ★✰✧✥ ✛✥✙✛

xn′ ∈ Km,n
✷ ✔✾ ★✾✜✜✗✛✚✾✸ ✦✛ ★✰✟ ✧✗★ ✛✣ ✧✣✢★✦✬✗✚ ✛✥✗ ✧✙★✗

x = m
✷ ✡✣✝ ✸

M(Km,n(([m] ∪ [n′]) \ S)) = Mm−1,n−1
✷ ✠✦✢✧✗

νm−1,n−1 + 1 = min{m− 2, ⌈m+n−6
3 ⌉} + 1 ≥ νm,n,

✛✥✗ ✧✪✙✦✜ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✻✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✷
✠✗✧✣✢✬ ✸ ✝✗ ✢✗✗✬ ✛✣ ✘✚✣✭✗ ✛✥✙✛

M(Km,n(([m] ∪ [n′]) \ S))
✦★
V D(νm,n − 1)

✤✣✚
✗✙✧✥

S = {m, y′, n′} ★✰✧✥ ✛✥✙✛
my′ ∈ Km,n

✷ ✔✾ ★✾✜✜✗✛✚✾✸ ✦✛ ★✰✟ ✧✗★ ✛✣ ✧✣✢★✦✬✗✚
✛✥✗ ✧✙★✗

y = n − 1
✷ ✡✣✝ ✸

M(Km,n(([m] ∪ [n′]) \ S)) = Mm−1,n−2
✷ ✂✤

n > m
✸ ✢✣✛✗

✛✥✙✛
νm−1,n−2 + 1 = min{m− 2, ⌈m+n−7

3 ⌉} + 1 = νm,n.✂✤
n = m

✸ ✢✣✛✗ ✛✥✙✛
νm−2,m−1 + 1 = ⌈ 2m−7

3 ⌉ + 1 = νm,m
✷ ✄✮✙✦✢ ✸ ✛✥✗ ✧✪✙✦✜ ✤✣✪✪✣✝ ★

✻✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✸ ✙✢✬ ✝✗ ✙✚✗ ✬✣✢✗ ✷
�

✍ ✦✗✮✪✗✚ ✠☛✖✞✡ ✘✚✣✭✗✬ ✙ ✮✗✢✗✚✙✪✦☛✙✛✦✣✢ ✣✤ �✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷✌☞ ✸ ✗✵✛✗✢✬✦✢✮ ✛✣ ✧✗✚✛✙✦✢ ★✰✻☎
✮✚✙✘✥★ ✣✤

Km,n
✷ ✹✢✗ ✗✵✙✜✘✪✗ ✦★ ✛✥✗ ★✰✻✮✚✙✘✥ ✣✤

Kn,n
✣✻✛✙✦✢✗✬ ✻✾ ✚✗✜✣✭✦✢✮ ✛✥✗

✬✦✙✮✣✢✙✪ ✗✪✗✜ ✗✢✛★
ii′

✸
i ∈ [n]

✷ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛ ✣✢✗ ✜ ✙✾ ✦✬✗✢✛✦✤✾ ✛✥✗ ✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✢
✛✥✦★ ✮✚✙✘✥ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✬✦✮✚✙✘✥★ ★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✗✙✧✥ ✭✗✚✛✗✵ ✥✙★ ✦✢☎ ✙✢✬ ✣✰✛✬✗☎
✮✚✗✗ ✙✛ ✜✣★✛ ✣✢✗ ✷ ✠✗✗ ✔✶ ✱✚✢✗✚ ✙✢✬ ✫✗✪✩✗✚ ✠☛☞✡ ✙✢✬ ✠✥✙✚✗★✥✦✙✢ ✙✢✬ ✫✙✧✥★ ✠☛✝✍✡ ✤✣✚
✜ ✣✚✗ ✦✢✤✣✚✜ ✙✛✦✣✢ ✙✻✣✰✛ ✛✥✦★ ✧✣✜✘✪✗✵ ✷ ✄✛✥✙✢✙★✦✙✬✦★ ✠☛✡ ✮✗✢✗✚✙✪✦☛✗✬ �✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷✌☞
✛✣
k
☎✥✾✘✗✚✮✚✙✘✥ ✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮★ ✣✢

k
☎✬✦✜ ✗✢★✦✣✢✙✪ ✧✥✗★★✻✣✙✚✬★ ✷

�✚✦✗✬✜ ✙✢ ✙✢✬ ✏✙✢✪✣✢ ✠☞✕✡ ✘✚✣✭✗✬ ✙ ✧✥✗★★✻✣✙✚✬ ✙✢✙✪✣✮✰✗ ✣✤ ✔✣✰✧ ✠★ �✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷✞ ✑
★✗✗ ✫✙✧✥★ ✠☛✌✕✡ ✤✣✚ ✙✢ ✣✭✗✚✭✦✗✝ ✷ �✣✚ ✣✰✚ ✘✰✚✘✣★✗★ ✸ ✛✥✗ ✜✣★✛ ✦✜✘✣✚✛✙✢✛ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗
✦★ ✛✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✚✗★✰✪✛ ✿
✁✱✠✝✤✠✴ ✢✢ ✁✬☛ ✂☎✤☞✠✥✴★✞ ★✞✥ ✁ ★✞ �✝✞ ☎✟✓✝✞ ✟☎✂

1 ≤ m ≤ n ✂✟✓ n ≥ 2 ✡
✎✄ ☎ ✟ ✞✓✂✠ H̃νm,n

(Mm,n; Z)
✝✞ ✆ ✟✝✂☎ ✝☎ ✂✟✓ ✓✟ ✆✏ ✝☎

n ≤ 2m − 5 ✂✟✓ (m,n) /∈
{(6, 6), (7, 7), (8, 9)} ✡

�

✔✾ �✥✗✣✚✗✜ ★ ☛☛✷✌☞ ✙✢✬ ☛☛✷✌✞ ✸ ✛✥✗ ★✥✦✤✛✗✬ ✧✣✢✢✗✧✛✦✭ ✦✛✾ ✬✗✮✚✗✗ ✣✤
Mm,n

✦★ ✗✵✙✧✛✪✾
νm,n

✝✥✗✢✗✭✗✚
n ≥ 2m− 4

✣✚
(m,n) ∈ {(6, 6), (7, 7), (8, 9)} ✷ ✠✥✙✚✗★✥✦✙✢ ✙✢✬ ✫✙✧✥★

✠☛✝✍✡ ✗✵✛✗✢✬✗✬ ✛✥ ✦★ ✛✣ ✙✪✪
(m,n) 6= (1, 1)

✿
✁✱✠✝✤✠✴ ✢✢ ✁✬☞ ✂✲✱★✤✠✡✱☞★✞ � ✄★✧✱✡ ☎✢✔✞✝✞ ✁☎

m ≤ n ≤ 2m−5 ✂✟✓ (m,n) 6=
(8, 9)

✆ ✂✄ ☎✟ ✂✄ ☎✞☎ ✝✞ ✟✓✟�✂✟✝✞✄ ✝✟✟
3
✂✂✓✞✞✝✓✟ ✝✟

H̃νm,n
(Mm,n; Z) ✡ ✁☎ ✝✟ ✂✓✓✝✂✝✓✟ (m+

n) mod 3 = 1
✆ ✂✄ ☎✟

H̃νm,n
(Mm,n; Z) ∼= Z3

✡
�



☎☎✆� ✆ �� ☎✆✆✁✁✁✄✞✆ ☛✖✞

✆✝✞✁ ✠✧✟✦✤✠ ✢✢ ✁✬✑ ✂✲✱★✤✠✡✱☞★✞ � ✄★✧✱✡ ☎✢✔✞✝✞ ✎✄ ☎ ✟ ✞✓✂✠ H̃νm,n
(Mm,n; Z)

✝✞
✂✓✞✞✝✓✟✂☎ ✞☎☎ ✝☎ ✂✟✓ ✓✟✆✏ ✝☎

n ≥ 2m− 4 ✡

�✥✗ ✧✣✢✶ ✗✧✛✰✚✗ ✦★ ✩✢✣✝✢ ✛✣ ✻✗ ✛✚✰✗ ✦✢ ✙✪✪ ✧✙★✗★ ✻✰✛
(m,n) = (8, 9)

✸
n = 2m−4

✸ ✙✢✬
n = 2m− 3

✑ ✠✥✙✚✗★✥✦✙✢ ✙✢✬ ✫✙✧✥★ ✠☛✝✍✡ ★✗✛✛✪✗✬ ✛✥✗ ✧✙★✗
n = 2m− 2

✙✢✬ ✭✗✚✦✴✗✬
✛✥✗ ✛✝✣ ★✘ ✗✧✦✙✪ ✧✙★✗★

(m,n) ∈ {(6, 6), (7, 7)} ✰★✦✢✮ ✧✣✜✘✰✛✗✚ ✷
✆✝✤✝ ��★✤✳ ✢✢ ✁✬✞ ✂✲✱★✤✠✡✱☞★✞ � ✄★✧✱✡ ☎✢✔✞✝✞ ✠✓✞ ✂✆ ✆ (m,n)

☎☛ ✠☎✠ ✂
(m,n) =

(1, 1)
✆
H̃νm,n

(Mm,n; Z)
✝✞ ✟✓✟✂ ☎✞✓ ✡ ✁✟ ✠ ✂✞✂✝✠✂ ✆✂✞✆ ✂✄ ☎ ✞✄ ✝☎ ✂☎✓ ✠✓✟✟☎✠✂✝� ✝✂✏ ✓☎✟ ✞☎☎ ✂✟✓

✂✄ ☎ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✝✠✂✆ ✓☎✠ ✂✄ ✓☎ Mm,n
✂✞☎ ✔✓✂✄ ☎✞✂✂✆ ✂✓ νm,n ✡

�

✄★★✰✜ ✗ ✛✥✙✛
(m + n) mod 3 = 0

✙✢✬
m ≤ n ≤ 2m

✷ ✒✗✴✢✗ ✛✥✗ ✧✾✧✪✗
γm,n

✦✢
H̃νm,n

(Mm,n; Z)
✚✗✧✰✚★✦✭✗✪✾ ✙★ ✤✣ ✪✪✣✝ ★ ✸ ✛✥✗ ✻✙★✗ ✧✙★✗ ✻ ✗✦✢✮

γ1,2 = [11′] − [12′]
✿

γm,n =

{

γm−1,n−2 ∧ ([m(n− 1)′] − [mn′])
✦✤
m < n;

γm−2,n−1 ∧ ([(m− 1)n′] − [mn′])
✦✤
m = n.

✠✥✙✚✗★✥✦✙✢ ✙✢✬ ✫✙✧✥★ ✠☛✝✍✡ ✘✚✣✭✦✬✗✬ ✜✣✚✗ ✬✗✛✙✦✪✗✬ ✦✢✤✣✚✜ ✙✛✦✣✢ ✙✻✣✰✛ ✛✥✗ ★✛✚✰✧✛✰✚✗
✣✤ ✛✥✗ ✮✚✣✰✘

H̃νm,n
(Mm,n; Z)

✷ �✣✚ ✗✵✙✜✘✪✗ ✸ ✛✥✗ ✤✣ ✪✪✣✝ ✦✢✮ ✦★ ✛✚✰✗ ✿
✁✱✠✝✤✠✴ ✢✢ ✁✬✓ ✂✲✱★✤✠✡✱☞★✞ � ✄★✧✱✡ ☎✢✔✞✝✞ ☛ ✞✞✂✡ ☎ ✂✄ ✂✂ (m + n) mod 3 ∈
{0, 1} ✂✟✓ m ≤ n ≤ 2m + 1 ✡ ✁☎ ✓☎✆ ✟☎

(M,N) = (m, 3⌊n3 ⌋)
✂✟✆☎✞✞

m = n ✂✟✓
(m+ n) mod 3 = 1

✆ ✝✟ ✝✄ ✝✠✄ ✠✂✞☎ ✝ ☎ ✓☎✆ ✟☎
(M,N) = (m − 1,m) ✡ ✎✄ ☎✟

γM,N
✝✞

✂ ✟✓✟✂ ☎✞✓ ☎✆☎✡ ☎✟ ✂ ✝✟
H̃νm,n

(Mm,n; Z) ✡ ✒ ✓✞☎✓�☎✞✆ ✝☎
H̃νm,n

(Mm,n; Z)
✝✞ ✆ ✟✝✂☎✆ ✂✄ ☎✟

✂✄ ☎ ☎☛✠ ✓✟☎✟ ✂ ✓☎ γM,N
✝✟
H̃νm,n

(Mm,n; Z)
✝✞ ✓✝� ✝✞✝✔✆☎ ✔✏ ✂✄ ✞☎☎✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✫✗ ✜✙✾ ✭✦✗✝
γM,N

✙★ ✙✢ ✗✪✗✜ ✗✢✛ ✦✢
H̃νm+n

(Mm+n; Z)
✑
νm+n = νm,n

✷
✠✦✢✧✗

γM,N
✦★ ✢✣✢☛✗✚✣ ✦✢ ✛✥✦★ ✮✚✣✰✘ ✻✾ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ☛☛✷☛☞ ✸ ✛✥✗ ★✙✜ ✗ ✜✰★✛ ✻✗ ✛✚✰✗

✦✢
H̃νm,n

(Mm,n; Z)
✑ ✙✘✘✪✾ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ☛☛✷☛✞ ✷ �✣✚ ✛✥✗ ★✗✧✣✢✬ ★✛✙✛✗✜✗✢✛ ✸ ✛✥✗ ✗✵✘✣☎

✢✗✢✛ ✣✤
γM,N

✦★ ✢✣✢☛✗✚✣ ✻✾ ✛✥✗ ✴✚★✛ ★✛✙✛✗✜ ✗✢✛ ✙✢✬ ✴✢✦✛✗ ✻✾ ✙★★✰✜✘✛✦✣✢ ✷ ✡✣✝ ✸
γM,N

✥✙★ ✗✵✘✣✢✗✢✛ ✛✥✚✗✗ ✦✢
H̃νm+n

(Mm+n; Z)
✷ ✡✙✜ ✗✪✾✸ ★✦✢✧✗

m ≤ n ≤ 2m− 5
✻✾

�✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷✌✞ ✸ ✝✗ ✥✙✭✗ ✛✥✙✛
m+n ≥ 10

✑ ✥✗✢✧✗ ✛✥✗ ✧✪✙✦✜ ✦★ ✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✣✤ �✥✗☎
✣✚✗✜ ☛☛✷☛☞ ✷ ✠✦✢✧✗ ✛✥✗ ✗✵✘✣✢✗✢✛ ✣✤

γM,N
✦✢
H̃νm+n

(Mm+n; Z)
✬✦✭✦✬✗★ ✛✥✗ ✗✵✘✣✢✗✢✛

✣✤
γM,N

✦✢
H̃νm,n

(Mm,n; Z)
✸ ✝✗ ✙✚✗ ✬✣✢✗ ✷

�

✁✱✠✝✤✠✴ ✢✢ ✁✫✔ ✠✓✞ m + 2 ≤ n ≤ 2m − 5
✆ ✂✄ ☎✞☎ ✝✞

3
✂✂✓✞✞✝✓✟ ✝✟

H̃d(Mm,n; Z)✝✄ ☎✟☎�☎✞
νm,n ≤ d ≤ m−3 ✡ ✠✓✞ m ≤ n ≤ m+1

✆ ✂✄ ☎✞☎ ✝✞
3
✂✂✓✞✞✝✓✟ ✝✟

H̃d(Mm,n; Z)✝✄ ☎✟☎�☎✞
νm,n ≤ d ≤ m− 4 ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✔✗✤✣✚✗ ✘✚✣ ✧✗✗✬✦✢✮ ✸ ✣✻★✗✚✭✗ ✛✥✙✛ ✛✥✗✚✗ ✦★
3
☎✛✣✚★✦✣✢ ✦✢

H̃νm,n
(Mm,n; Z)

✝✥✗✢☎
✗✭✗✚

m ≤ n ≤ 2m− 5
✙✢✬

(m+n) mod 3 = 1
✑ ✙✘✘✪✾ �✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷✌☞ ✷ ✂✢ ✘✙✚✛✦✧✰ ✪✙✚ ✸

✝✗ ✜ ✙✾ ✙★★✰✜ ✗ ✛✥✙✛
d ≥ ⌈m+n

3 ⌉ − 1
✑ ✛✥✦★ ✻✣✰✢✬ ✦★ ★✛✚✦✧✛✪✾ ✪✙✚✮✗✚ ✛✥✙✢

νm,n
✦✤ ✙✢✬

✣✢✪✾ ✦✤
(m+ n) mod 3 = 1

✷
� ✦✚★✛ ✸ ✙★★✰✜ ✗ ✛✥✙✛

m+2 ≤ n
✑ ✦✢ ✛✥✦★ ✧✙★✗ ✸

d ≤ m−3
✷ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛ m+n

3 −1 ≤ m−3✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤
2m−n ≥ 6

✷ ✎✣✜✻✦✢ ✦✢✮ ✛✥✦★ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✦✢✗✺✰✙✪✦✛✾ n ≥ m+2
✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢



☛✖☞ ��✁✂ ✄☎✄ ☎☎✆ � ✁ ✄✠�✡✂✄ ✆

✛✥✙✛ ✝✗ ✜ ✙✾ ✙★★✰✜ ✗ ✛✥✙✛
m ≥ 8

✷ ✒✗✴✢✗














m1 = 2m + n − 3d − 4;
n1 = m + 2n − 3d − 5;
m2 = −m − n + 3d + 4 = m−m1;
n2 = −m − n + 3d + 5 = n− n1 = m2 + 1.

✡✣✛✗ ✛✥✙✛
2m1 − n1 = 3(m − d − 1) ≥ 6

✙✢✬
n1 − m1 = n − m − 1 ≥ 1

✷ ✂✛
✤✣✪✪✣✝ ★ ✛✥✙✛

m1 ≥ 7
✙✢✬

m1 + n1 ≥ 15
✙✢✬ ✥✗✢✧✗ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✗✵✘✣✢✗✢✛

e
✣✤
γm1,n1✦✢

H̃νm1,n1
(Mm1,n1 ; Z)

✦★ ✴✢✦✛✗ ✙✢✬ ✬✦✭✦★✦✻ ✪✗ ✻✾ ✛✥✚✗✗ ✑ ✙✘✘✪✾ �✥✗✣✚✗✜ ★ ☛☛✷✌✞ ✙✢✬
☛☛✷✌✕ ✷ ✆✣✚✗✣✭✗✚ ✸

m2 = 3d+ 4 −m− n ≥ 3(m+n
3 − 1) + 4 −m− n = 1

✷
✄ ★ ✠✥✙✚✗★✥✦✙✢ ✙✢✬ ✫✙✧✥★ ✠☛✝✍✡ ✣✻★✗✚✭✗✬ ✸ ✝✗ ✥✙✭✗ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✛✣✘ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✮✚✣✰✘

H̃m2−1(Mm2,m2+1; Z)
✦★ ✙ ✤✚✗✗ ✢✣✢✛✚✦✭✦✙✪ ✮✚✣✰✘ ✮✗✢✗✚✙✛✗✬ ✻✾ ✛✥✗ ✧✾✧✪✗

zm2,m2+1 =
∑

π∈S[m2+1]

sgn(π) · [1π(1)′] ∧ · · · ∧ [m2π(m2)
′].

☞☛☛✷✞✎

✒✗✴✢✗
z = zm2,m2+1 ∧ γ(m2,m2+1)

m1,n1
,

✝✥✗✚✗ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢
γ

(r,s)
m1,n1

✤✚✣✜
γm1,n1

✻✾ ✚✗✘✪✙✧✦✢✮
[ij′]

✝ ✦✛✥
[(i + r)(j + s)′]

✷ ✠✦✢✧✗
m = m1 +m2

✸
n = n1 + n2

✸ ✙✢✬
d = m1+n1

3 − 1 +m2
✸
z
✻✗✪✣✢✮★ ✛✣

H̃d(Mm,n; Z)
✷

✹✢✗ ✜ ✙✾ ✙✪★✣ ✭✦✗✝
z
✙★ ✙✢ ✗✪✗✜ ✗✢✛ ✦✢

H̃d(Mm+n; Z)
✷

✂✛ ✦★ ✧✪✗✙✚ ✛✥✙✛
zm2,m2+1 ⊗ 1

✦★ ✢✣✢☛✗✚✣ ✦✢
H̃m2−1(M2m2+1; Z) ⊗ Z3

✷ ✏✗✢✧✗
z

✦★ ✢✣✢☛✗✚✣ ✙✢✬ ✥✙★ ✗✵✘✣✢✗✢✛ ✛✥✚✗✗ ✦✢
H̃d(Mm+n; Z)

✻✾ �✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷☛✟ ✑
m1 +

n1 ≥ 15
✷ ✄ ★ ✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸ z ✦★ ✢✣✢☛✗✚✣ ✦✢

H̃d(Mm,n; Z)
✙✢✬ ✥✙★ ✗✦✛✥✗✚ ✦✢✴✢✦✛✗

✗✵✘✣✢✗✢✛ ✣✚ ✙ ✴✢✦✛✗ ✗✵✘✣✢✗✢✛ ✬✦✭✦★✦✻ ✪✗ ✻✾ ✛✥✚✗✗ ✷ ✠✦✢✧✗
γm1,n1

✥✙★ ✴✢✦✛✗ ✗✵✘✣✢✗✢✛ ✦✢
H̃νm1,n1

(Mm1,n1 ; Z)
✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ★✙✜ ✗ ✦★ ✛✚✰✗ ✤✣✚

z
✦✢
H̃d(Mm,n; Z)

✑ ✧✣✜✘✙✚✗
✛✣ ✛✥✗ ✘✚✣✣✤ ✣✤ �✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷☛✟ ✷

✡✗✵✛ ✸ ✙★★✰✜ ✗ ✛✥✙✛
m ≤ n ≤ m + 1

✑ ✦✢ ✛✥✦★ ✧✙★✗ ✸
d ≤ m − 4

✷ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛
m+n

3 − 1 ≤ m− 4
✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤

2m− n ≥ 9
✷ ✎✣✜✻✦✢✗✬ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✦✢✗✺✰✙✪✦✛✾ n ≥ m

✸
✛✥ ✦★ ✾✦✗✪✬★ ✛✥✙✛ ✝✗ ✜ ✙✾ ✙★★✰✜ ✗ ✛✥✙✛

m ≥ 9
✷ ✒✗✴✢✗















m1 = 2m + n − 3d − 5;
n1 = m + 2n − 3d − 4;
m2 = −m − n + 3d + 5 = m−m1;
n2 = −m − n + 3d + 4 = n− n1 = m2 − 1.

✡✣✛✗ ✛✥✙✛
2m1 − n1 = 3(m − d − 2) ≥ 6

✙✢✬
n1 − m1 = n − m + 1 ≥ 1

✷ ✄ ★ ✙
✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸ ✝✗ ✙✮✙✦✢ ✥✙✭✗ ✛✥✙✛

m1 ≥ 7
✙✢✬

m1 + n1 ≥ 15
✸ ✝✥✦✧✥ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛

✛✥✗ ✗✵✘✣✢✗✢✛
e

✣✤
γm1,n1

✦✢
H̃νm1,n1

(Mm1,n1 ; Z)
✦★ ✴✢✦✛✗ ✙✢✬ ✬✦✭✦★✦✻ ✪✗ ✻✾ ✛✥✚✗✗ ✷

✆✣✚✗✣✭✗✚ ✸
m2 = 3d+ 5 −m− n ≥ 3(m+n

3 − 1) + 5 −m− n = 2
✙✢✬ ✥✗✢✧✗

n2 ≥ 1
✷

✒✗✴✢✗
z = zm2,m2−1 ∧ γ(m2,m2−1)

m1,n1
,



☎☎✆� ✆ ✁✁ ✄� ✆ ✁✂ ✞ ✠✄ ✠✁☎✆ ☛✖✟

✝✥✗✚✗ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢
zm2,m2−1

✤✚✣✜
zm2−1,m2

☞★✗✗ ☞☛☛✷✞✎✎ ✻✾ ✚✗✘ ✪✙✧✦✢✮
[ij′]

✝ ✦✛✥
[ji′]✤✣✚ ✙✪✪

i, j
✷ ❀ ★✦✢✮ ✛✥✗ ★✙✜ ✗ ✙✘✘✚✣✙✧✥ ✙★ ✦✢ ✛✥✗ ✘✚✗✭✦✣✰★ ✧✙★✗ ✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✙✛

z
✥✙★

✙ ✴✢✦✛✗ ✢✣✢☛✗✚✣ ✗✵✘✣✢✗✢✛ ✬✦✭✦★✦✻ ✪✗ ✻✾ ✛✥✚✗✗ ✦✢
H̃d(Mm,n; Z)

✷
�

✆✝✞✁ ✠✧✟✦✤✠ ✢✢ ✁✫✢ ✂✲✱★✤✠✡✱☞★✞ � ✄★✧✱✡ ☎✢✔✞✝✞ ✠✓✞ ✂✆ ✆ m,n ≥ 1
✆ ✂✄ ☎ ✟ ✞✓✂✠

H̃d(Mm,n; Z) ✠✓✟ ✂✂✝✟✞
3
✂✂✓✞✞✝✓✟ ✝☎ ✂✟✓ ✓✟ ✆✏ ✝☎

νm,n ≤ d ≤ m− 3 ✡
✡✣✛✗ ✛✥✙✛ ✎✣✢✶ ✗✧✛✰✚✗ ☛☛✷✖ ☛ ✦✜✘✪✦✗★ ✎✣✢✶ ✗✧✛✰✚✗ ☛☛✷✌✟ ✷ ✎✣✢✶ ✗✧✛✰✚✗ ☛☛✷✖ ☛ ✚✗✜ ✙✦✢★
✰✢★✗✛✛✪✗✬ ✦✢ ✛✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✧✙★✗★ ✿

✄ d = m− 2
✿
(m,n) = (8, 9)

✣✚
2m− n ∈ {3, 4} ☞✤✣✚

n ≥ 9
✎ ✷

✄ d = m− 3
✿
n−m ∈ {0, 1} ☞✤✣✚

n ≥ 8
✎ ✷

�✣✚
d,m, n

✙★ ✦✢ ✛✥✗ ✴✚★✛ ✧✙★✗ ✸ ✢✣✛✗ ✛✥✙✛
d = νm,n

✷ �✣✚
d,m, n

✙★ ✦✢ ✛✥✗ ★✗✧✣✢✬ ✧✙★✗ ✸
✦✛ ★✗✗✜ ★ ✛✥✙✛ ✝✗ ✧✙✢✢✣✛ ✗✙★✦✪✾ ✗✵✛✗✢✬ ✛✥✗ ✘✚✣✣✤ ✣✤ �✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷✖✝ ✛✣ ✧✣✭✗✚ ✛✥✗★✗
✭✙✪✰✗★ ✷ �✣✚

m = n
✸ ✛✥✗ ✘✚✣✻✪✗✜ ✦★ ✛✥✙✛ �✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷☛✟ ✧✙✢✢✣✛ ✻✗ ✰★✗✬ ✛✣ ✬✗✛✗✧✛

✛✣✚★✦✣✢ ✙✻✣✭✗ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢ ⌊ 2m−7
2 ⌋ = m− 4

✷ �✣✚
m = n− 1

✸ ✝✗ ✥✙✭✗ ✛✥✙✛
d = m− 3✾✦✗✪✬★ ✛✥✗ ✭✙✪✰✗

m1 + n1 = 12
✦✢ ✛✥✗ ✘✚✣✣✤ ✣✤ �✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷✖✝ ✷ ✫ ✥✦✪✗

γ12
✥✙★ ✴✢✦✛✗

✗✵✘✣✢✗✢✛ ✦✢
H̃3(M12; Z)

✸ ✛✥ ✦★ ✦★ ✢✣✛ ✛✚✰✗ ✤✣✚
γ6,6

✦✢
H̃3(M6,6; Z)

✷ ✡✙✜ ✗✪✾✸ ✛✥✦★ ✦★
✙✢ ✦✢✴✢✦✛✗ ✮✚✣✰✘ ✮✗✢✗✚✙✛✗✬ ✻✾

γ6,6
✙✢✬ ✧✾✧✪✗★ ✣✻✛✙✦✢✗✬ ✤✚✣✜

γ6,6
✻✾ ✘✗✚✜✰✛✦✢✮ ✛✥✗

✰✢✬✗✚✪✾✦✢✮ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛ ✠☛✝✍ ✸ ✍✗✜✜✙ ✞ ✷✌✡ ✷

✁✁✂� ✂✟✆✡☛ ✟✠✡ ☞✌☞ ✝✄☛
✫✗ ✧✣✢★✦✬✗✚ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✣✢ ✘✙✛✥★ ✙✢✬ ✧✾✧✪✗★ ✷ �✥✗★✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✥✙✭✗ ✙✢
✗✵✛✚✗✜ ✗✪✾ ★✦✜✘✪✗ ★✛✚✰✧✛✰✚✗ ✸ ✻✰✛ ✛✥✗✾ ✙✚✗ ★✛✦✪✪ ✝✣✚✛✥ ✬✦★✧✰★★✦✢✮ ✸ ✙★ ✛✥✗✾ ✙✘✘✗✙✚
✢✙✛✰✚✙✪✪✾ ✦✢ ✜✙✢✾ ★✦✛✰✙✛✦✣✢★ ✷ �✣✚ ★✣✜✗ ✗✵✙✜✘✪✗★ ✸ ★✗✗ ✠✗✧✛✦✣✢ ☛☞ ✷✖ ✙✢✬ ✎✣☛ ✪✣✭ ✠✟☞✡ ✷

�✣✚
n ≥ 0

✸ ✬✗✴✢✗
Pan

✛✣ ✻✗ ✛✥✗ ✮✚✙✘✥ ✝ ✦✛✥ ✗✬✮✗ ★✗✛ {i(i+ 1) : i ∈ [n− 1]} ✑ ✝✗
✬✗✴✢✗

Pan
✙★ ✛✥✗ ✗✜✘✛✾ ✮✚✙✘✥ ✦✤

n ∈ {0, 1} ✷ M(Pan)
✦★ ✦★✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵

✣✤ ★✛✙✻✪✗ ★✗✛★ ✦✢
Pan−1

✑ ✎✣☛ ✪✣✭ ✠✟☞ ✸ ✏ ✚✣✘ ✷ ☞ ✷☞✡ ✬✗✛✗✚✜ ✦✢✗✬ ✛✥✗ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✛✾✘✗ ✣✤
✛✥✦★ ✧✣✜✘✪✗✵ ✷
✒ ✤✝✰ ✝✡☞✟☞✝✞ ✢✢ ✁✫✬ ✟☎✂

n ≥ 0 ✂✟✓ νn = ⌈n−4
3 ⌉ ✡ ✎✄ ☎✟

M(Pan)
✝✞
V D(νn) ✂✟✓

M(Pan) ≃
{ ✘✣✦✢✛ ✝☎

n mod 3 = 2;
Sνn

✝☎
n mod 3 6= 2.

☞☛☛✷☞✎

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✹✢✗ ✚✗✙✬✦✪✾ ✭✗✚✦✴✗★ ✛✥✗ ✘✚✣✘✣★✦✛✦✣✢ ✤✣✚
n ≤ 3

✷ ✄ ★★✰✜ ✗ ✛✥✙✛
n ≥ 4

✷ �✣ ✘✚✣✭✗
✭✗✚✛✗✵☎✬✗✧✣✜✘✣★✙✻✦✪✦✛✾✸ ✬✗✧✣✜✘✣★✗ ✝ ✦✛✥ ✚✗★✘ ✗✧✛ ✛✣ ✛✥✗ ★✗✧✣✢✬ ✗✬✮✗

23
✷ ✎ ✪✗✙✚✪✾✸

12
✦★ ✙ ✧✣✢✗ ✘✣✦✢✛ ✦✢

delM(Pan)(23)
✸ ✙✢✬ ✛✥✗ ✰✢✬✗✚✪✾✦✢✮ ✧✣✜✘✪✗✵ ✦★ ✦★✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣

M(Pan−2)
✑

delM(Pan)(23) ∼= {∅, {12}} ∗ M(Pan−2).
✔✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✣✢

n
✸ ✛✥ ✦★ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛

delM(Pan)(23)
✦★
V D(νn−2 + 1)

✙✢✬ ✥✗✢✧✗
V D(νn)

✑
νn ≤ νn−2 + 1

✷ ✆ ✣✚✗✣✭✗✚ ✸
lkM(Pan)(23)

✦★ ✦★✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣
M(Pan−3)

✸ ✝✥✦✧✥



☛✖✍ ��✁✂ ✄☎✄ ☎☎✆ � ✁ ✄✠�✡✂✄ ✆

✦✜ ✘✪✦✗★ ✛✥✙✛
lkM(Pan)(23)

✦★
V D(νn − 1)

✑
νn = νn−3 + 1

✷ ✂✛ ✤✣ ✪✪✣✝ ★ ✛✥✙✛
M(Pan)✦★

V D(νn)
✷ �✣ ✘✚✣✭✗ ☞☛☛✷☞✎ ✸ ✢✣✛✗ ✛✥✙✛

M(Pan)
✦★ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✛✣ ✛✥✗

★✰★✘ ✗✢★✦✣✢ ✣✤
M(Pan−3)

✤✣✚
n ≥ 3

✑
delM(Pan)(23)

✦★ ✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✙✢✬
lkM(Pan)(23) ≃

M(Pan−3)
✷ ✂✢✬✗✗✬ ✸ ✛✥✗ ✘✚✣ ✧✗✬✰✚✗ ✶ ✰★✛ ✬✗★✧✚✦✻ ✗✬ ✦★ ✗✙★✦✪✾ ✗✵✛✗✢✬✗✬ ✛✣ ✙ ✬✗✧✦★✦✣✢

✛✚✗✗ ✣✢
M(Pan)

✝ ✦✛✥ ✙✛ ✜✣★✛ ✣✢✗ ✗✭✙★✦✭✗ ★✗✛ ☞✣✤ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢
νn

✦✤ ✘✚✗★✗✢✛✎ ✷
�

�✣✚
n ≥ 3

✸ ✬✗✴✢✗
Cyn

✙★ ✛✥✗ ✮✚✙✘✥ ✝ ✦✛✥ ✗✬✮✗ ★✗✛ {1n} ∪ {i(i + 1) : i ∈ [n − 1]} ✷
M(Cyn)

✦★ ✦★✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ★✛✙✻✪✗ ★✗✛★ ✦✢
Cyn

✑ ✎✣☛ ✪✣✭ ✠✟☞ ✸ ✏ ✚✣✘ ✷ ✞ ✷✌✡
✬✗✛✗✚✜ ✦✢✗✬ ✛✥✗ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✛✾✘✗ ✣✤ ✛✥✦★ ✧✣✜✘✪✗✵ ✷
✒ ✤✝✰ ✝✡☞✟☞✝✞ ✢✢ ✁✫✫ ✟☎✂

n ≥ 3 ✂✟✓ νn = ⌈n−4
3 ⌉ ✡ ✎✄ ☎✟

M(Cyn)
✝✞
V D(νn) ✂✟✓

M(Cyn) ≃
{

Sνn ∨ Sνn
✝☎
n mod 3 = 0;

Sνn
✝☎
n mod 3 6= 0.

☞☛☛✷✟✎

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✒✗✧✣✜✘✣★✗ ✝ ✦✛✥ ✚✗★✘✗✧✛ ✛✣ ✛✥✗ ✗✬✮✗
1n

✷
lk(Cyn)(1n)

✦★ ✗✙★✦✪✾ ★✗✗✢ ✛✣ ✻ ✗
✦★✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣

M(Pan−2)
✷ ✆ ✣✚✗✣✭✗✚ ✸

delM(Cyn)(1n)
✗✺✰✙✪★ M(Pan)

✷ ✔✾ ✏ ✚✣✘✣★✦☎
✛✦✣✢ ☛☛✷✖✌ ✸

M(Pan)
✦★
V D(νn)

✙✢✬
M(Pan−2)

✦★
V D(νn−2)

✸ ✝✥✦✧✥ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛
M(Cyn)

✦★
V D(νn)

✑ ✝✗ ✥✙✭✗ ✛✥✙✛
νn−2 ≥ νn − 1

✷ �✣ ✘✚✣✭✗ ✤✣✚✜✰✪✙ ☞☛☛✷✟✎ ✸ ✝✗ ✥✙✭✗
✣✘✛✦✜ ✙✪ ✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗★ ✣✢

M(Pan)
✙✢✬

M(Pan−2)
✻✾ ✛✥✗ ✘✚✣✣✤ ✣✤ ✏ ✚✣✘✣★✦✛✦✣✢ ☛☛✷✖✌ ✑

✧✣✜✻✦✢✦✢✮ ✛✥✗★✗ ✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗★ ✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✙ ✬✗✧✦★✦✣✢ ✛✚✗✗ ✣✢
M(Cyn)

✝ ✦✛✥ ✣✢✗ ✣✚
✛✝✣ ✗✭✙★✦✭✗ ★✗✛★ ✣✤ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢

νn
✷
�
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✄ ✁☎✡☎☎ ✁ ✄ ✠✁✞✂✝✂✝ ✁ ✂✄✁✂✂

✫✗ ✧✣✢★✦✬✗✚ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵
BDdn

✣✤ ✮✚✙✘✥★
G

✣✢
n

✭✗✚✛✦✧✗★ ★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✬✗✮✚✗✗ ✣✤
✗✙✧✥ ✭✗✚✛✗✵ ✦✢

G
✦★ ✙✛ ✜ ✣★✛

d
✷ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛

BD1
n

✧✣✦✢✧✦✬✗★ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✧✣✜✘✪✗✵
Mn

✷ ✄ ✢✙✛✰✚✙✪ ✮✗✢✗✚✙✪✦☛✙✛✦✣✢ ✣✤
BDdn

✦★ ✙★ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✷ ✍✗✛
λ = (λ1, . . . , λn)

✻✗ ✙✢
✙✚✻✦✛✚✙✚✾ ★✗✺✰✗✢✧✗ ✣✤ ✢✣✢✢✗✮✙✛✦✭✗ ✦✢✛✗✮✗✚★ ✷ ✒✗✴✢✗

BDλn
✙★ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✮✚✙✘✥★

G
✣✢

n
✭✗✚✛✦✧✗★ ★✰✧✥ ✛✥✙✛

degG(i) ≤ λi
✤✣✚ ✗✙✧✥

i ∈ [n]
✷ ✎ ✪✗✙✚✪✾✸

BD(d,...,d)
n = BDdn

✷
✫✗ ✬✦★✧✰★★ ✛✥✗ ✧✣✢✢✗✧✛✦✭ ✦✛✾ ✬✗✮✚✗✗ ✣✤

BDλn
✦✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ☛✌ ✷☛✷ �✥✗ ✜ ✙✦✢ ✚✗★✰ ✪✛ ✦★ ✛✥✙✛

✛✥✗ ★✥✦✤✛✗✬ ✧✣✢✢✗✧✛✦✭ ✦✛✾ ✬✗✮✚✗✗★ ✣✤
BD2

n

✙✢✬
BD3

n

✙✚✗ ✙✛ ✪✗✙★✛ 7n−13
9

✙✢✬ 11n−13
9

✸
✚✗★✘ ✗✧✛✦✭✗✪✾✷ �✣✚ ✮✗✢✗✚✙✪

BDdn
✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✗ ✪✣✝✗✚ ✻✣✰✢✬ (d−1)n

2 + 3n
2(d+4) −ǫ

✸ ✝✥✗✚✗
ǫ
✦★ ✙ ★✜ ✙✪✪ ✛✗✚✜ ✑ ✢✣✛✗ ✛✥✙✛ ✛✥ ✦★ ✻✣✰✢✬ ✦★ ★✛✚✦✧✛✪✾ ✝✗✙✩✗✚ ✛✥✙✢ ✛✥✣★✗ ✶ ✰★✛ ✮✦✭✗✢ ✤✣✚

d ∈ {2, 3} ✷ ✂✢ ✙✬✬✦✛✦✣✢ ✸ ✝✗ ✬✗✜✣✢★✛✚✙✛✗ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✬✗✘✛✥ ✣✤
BD2

n

✦★ ✙✛ ✪✗✙★✛ 3n−7
4

✷
✍✗✛ ✰★ ✬✗✴✢✗ ✙✢ ✟ ✂✟ ✞✂✠ ✄ ✛✣ ✻ ✗ ✙ ✘✙✦✚

G = (V,E)
★✰✧✥ ✛✥✙✛

E
✦★ ✙ ★✰✻★✗✛ ✣✤

(

V
1

)

∪
(

V
2

) ✷ �✥✰★ ✙✢ ✍☎✮✚✙✘✥ ✦★ ★✦✜✘✪✾ ✙
[2]

☎✥✾✘✗✚✮✚✙✘✥ ✷ ✫✗ ✚✗✤✗✚ ✛✣ ✛✥✗ ✗✪✗✜✗✢✛★
✦✢ (V

1

) ✙★ ✆✓✓✠ ✞ ✙✢✬ ✬✗✢✣✛✗ ✛✥✗ ✪✣✣✘ {i} ✙★
ii
✷ �✣✚ ✙✢ ✍☎✮✚✙✘✥

G
✸ ✪✗✛

G− ✻✗ ✛✥✗
★✦✜✘✪✗ ✮✚✙✘✥ ✣✻✛✙✦✢✗✬ ✻✾ ✚✗✜✣✭✦✢✮ ✙✪✪ ✪✣✣✘★ ✤✚✣✜

G
✷ ✒✗✴✢✗ ✛✥✗ ✬✗✮✚✗✗ ✣✤ ✙ ✭✗✚✛✗✵

i
✦✢
G

✙★ ✤✣ ✪✪✣✝ ★ ✿

degG(i) =

{

degG−(i)
✦✤
ii /∈ G;

degG−(i) + 2
✦✤
ii ∈ G.

✏✗✢✧✗ ✙ ✪✣✣✘ ✦✢✧✚✗✙★✗★ ✛✥✗ ✬✗✮✚✗✗ ✻✾ ✛✝✣ ✷ �✣✚ ✙ ★✗✺✰✗✢✧✗ λ = (λ1, . . . , λn)
✣✤

✢✣✢✢✗✮✙✛✦✭✗ ✦✢✛✗✮✗✚★ ✸ ✬✗✴✢✗
BD

λ

n

✙★ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤
L
☎✮✚✙✘✥★

G
★✰✧✥ ✛✥✙✛

degG(i) ≤
λi

✤✣✚ ✗✙✧✥
i ∈ [n]

✷ ✂✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ☛✌ ✷✌ ✸ ✝✗ ✚✗✭✦✗✝ ✛✥✗ ✜✣★✛ ✦✜✘✣✚✛✙✢✛ ✩✢✣✝✢ ✚✗★✰✪✛★
✙✻✣✰✛ ✛✥✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✙✢✬ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✛✾✘✗ ✣✤

BD
λ

n

✿

✄ ✁✗✦✢✗✚ ✙✢✬ ✁✣✻✗✚✛★ ✠✕✕✡ ✧✣✜✘✰✛✗✬ ✛✥✗ ✚✙✛✦✣✢✙✪ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✣✤
BD

λ

n

✸ ✛✥✗✚✗✻✾
✮✗✢✗✚✙✪✦☛ ✦✢✮ ✔✣✰✧ ✠★ �✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷✞ ✙✻✣✰✛ ✛✥✗ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✧✣✜✘✪✗✵

Mn
✷

✄ ✒✣✢✮ ✠✖✖✡ ✧✥✙✚✙✧✛✗✚✦☛✗✬ ✙✪✪ ✘✙✚✛✦✛✦✣✢★
λ

★✰✧✥ ✛✥✙✛
BD

λ

n

✦★ ✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✷ ✒✣✢✮
✙✪★✣ ✬✗✜✣✢★✛✚✙✛✗✬ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✄ ✪✗✵✙✢✬✗✚ ✬✰✙✪ ✣✤

BD
λ

n

✦★ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✛✣
✛✥✗

(n− 1)
☎✤✣✪✬ ★✰★✘ ✗✢★✦✣✢ ✣✤

BD
nn−λ
n

✑
nn − λ = (n− λ1, . . . , n− λn)

✷

☛✖✕
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✂✢ ✙✬✬✦✛✦✣✢ ✸ ✝✗ ★✥✣✝ ✛✥✙✛ ✣✰✚ ✻✣✰✢✬★ ✣✢ ✛✥✗ ✧✣✢✢✗✧✛✦✭ ✦✛✾ ✬✗✮✚✗✗ ✣✤ ✛✥✗ ★✜ ✙✪✪✗✚
✧✣✜✘✪✗✵

BDλn
✚✗✜ ✙✦✢ ✭✙✪✦✬ ✤✣✚

BD
λ

n

✷
✂✢ ✠✗✧✛✦✣✢ ☛✌ ✷✖ ✸ ✝✗ ✬✗✚✦✭✗ ✤✣✚✜✰✪✙★ ✤✣✚ ✛✥✗ ✚✗✬✰✧✗✬ ✓✰✪✗✚ ✧✥✙✚✙✧✛✗✚✦★✛✦✧ ✣✤

BDdn✤✣✚
d ∈ {1, 2, n− 3, n− 2} ✙✢✬ ✣✤

BD
d

n

✤✣✚
d ∈ {1, 2, n− 2, n − 1, n} ✷ ✂✢ ✛✥✗ ✪✙✛✛✗✚

✧✙★✗ ✸ ✝✗ ✙✘✘✪✾ ✒✣✢✮ ✠★ ✄ ✪✗✵✙✢✬✗✚ ✬✰✙✪✦✛✾ ✚✗★✰✪✛ ✷

✁✁ ✂✁ ✁☎✏✠✡✄✡✄✡✄✍✎✄✄ ✍✎✟✠✡☛ ☎ ✝✆✡☎✏✆ ✝☎☎✠☛
�✣✚ ✙ ✚✗✙✪ ✢✰✜✻✗✚

ν
✸ ★✙✾ ✛✥✙✛ ✙ ✤✙✜ ✦✪✾

∆
✦★
AM(ν)

✦✤
∆

✙✬✜ ✦✛★ ✙✢ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮
★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✙✪✪ ✰✢✜✙✛✧✥✗✬ ★✗✛★ ✙✚✗ ✣✤ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢ ✙✛ ✪✗✙★✛ ⌈ν⌉ ✷ �✣✚ ✙ ★✗✺✰✗✢✧✗ λ =
(λ1, . . . , λn)

✸ ✬✗✴✢✗ |λ| =
∑n

i=1 λi
✷ �✣✚ ✙ ★✛✙✛✗✜ ✗✢✛

P
✸ ✪✗✛

χ(P ) = 1
✦✤
P

✦★ ✛✚✰✗
✙✢✬

χ(P ) = 0
✣✛✥✗✚✝ ✦★✗ ✷ ✹✰✚ ✴✚★✛ ✚✗★✰✪✛ ✦★ ★✦✜ ✦✪✙✚ ✦✢ ✢✙✛✰✚✗ ✛✣ ✄✛✥✙✢✙★✦✙✬✦★ ✠

�✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷☞ ✷
✁✠✴✴★ ✢✬ ✁✢ ✟☎✂

α ✔☎ ✂✟ ✝✟ ✂☎✟ ☎✞ ✂✟✓ ✆☎✂
(λ1, . . . , λn) ✔☎ ✂ ✞☎✞✂☎✟✠☎ ✓☎ ✟✓✟✟☎✟ ✂✂✝�☎

✝✟ ✂☎✟ ☎✞✞ ✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ λ1, λ2 > 0 ✡ ✌✂✠✠ ✓✞☎ ✂✄ ✂✂ ✂✄ ☎ ☎ ✓✆ ✆✓✝ ✝✟✟ ✄ ✓✆✓
�

☞✦✎ ✠✓✞ ☎✂✠✄ ✞☎✂
U ⊆ [3, n]

✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ |U | = λ1
✆
BDλ

′

n−1

✝✞
AM( |λ

′|−α+1
2 −1)

✆ ✝✄ ☎✞☎

λ′ = (λ2 − 1, λ3 − χ(3 ∈ U), . . . , λn − χ(n ∈ U)).

☞✦✦✎ ✠✓✞ ☎✂✠✄ ✞☎✂
U ⊆ [3, n]

✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ |U | = λ2
✆
BDλ

′

n−1

✝✞
AM( |λ

′|−α
2 − 1)

✆ ✝✄ ☎✞☎

λ′ = (λ1, λ3 − χ(3 ∈ U), . . . , λn − χ(n ∈ U)).

✎✄ ☎✟
BDλn

✝✞
AM( |λ|−α2 − 1) ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✒✗✴✢✗ ✙✢ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✣✢
BDλn

✻✾ ✘✙✦✚✦✢✮
G− 12

✙✢✬
G+ 12

✝✥✗✢✗✭✗✚
✻✣✛✥ ✮✚✙✘✥★ ✻ ✗✪✣✢✮ ✛✣ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✷ �✥✗ ✚✗✜ ✙✦✢✦✢✮ ✤✙✜ ✦✪✾ C ✧✣✢★✦★✛★ ✣✤ ✙✪✪ ✮✚✙✘✥★
G

★✰✧✥ ✛✥✙✛
12 /∈ G

✙✢✬ ★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✗✦✛✥✗✚
degG(1) = λ1

✣✚
degG(2) = λ2

✷
✍✗✛ A ✻✗ ✛✥✗ ★✰✻✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ C ✧✣✢★✦★✛✦✢✮ ✣✤ ✙✪✪ ✮✚✙✘✥★

G
★✰✧✥ ✛✥✙✛

degG(1) = λ1✙✢✬
degG(2) < λ2

✷ ✍✗✛ B = C \ A ✑ ✛✥✗ ✮✚✙✘✥★
G

✦✢ B ★✙✛✦★✤✾
degG(2) = λ2

✷ ✂✛ ✦★
✧✪✗✙✚ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✎ ✪✰★✛✗✚ ✍✗✜✜✙ ☞ ✷✌ ✙✘✘✪✦✗★ ✛✣ A ✙✢✬ B ✷

� ✦✚★✛ ✸ ✧✣✢★✦✬✗✚ A ✷ �✣✚ ✗✙✧✥ ★✗✛
U ⊆ [3, n]

★✰✧✥ ✛✥✙✛ |U | = λ1
✸ ✪✗✛ AU

✻✗ ✛✥✗
✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ✮✚✙✘✥★

G
✦✢ A ★✰✧✥ ✛✥✙✛

NG(1) = U
✷ �✥✗ ✤✙✜ ✦✪✦✗★ AU

✤✣✚✜ ✙✢ ✙✢✛✦✧✥✙✦✢
✝ ✦✛✥ ✚✗★✘ ✗✧✛ ✛✣ ✦✢✧✪✰ ★✦✣✢ ✑ ✥✗✢✧✗ ✛✥✗ ✎ ✪✰★✛✗✚ ✍✗✜✜✙ ☞ ✷✌ ✙✘✘✪✦✗★ ✷ ✒✗✴✢✗

λ′ = (λ2 − 1, λ3 − χ(3 ∈ U), . . . , λn − χ(n ∈ U)).

✡✣✛✗ ✛✥✙✛ ∑
i χ(i ∈ U) = λ1

✷ ✔✾ ✙★★✰✜✘✛✦✣✢ ✸
BDλ

′

n−1

✦★
AM( |λ

′|−α+1
2 − 1)

✷ ✹✢✗
✚✗✙✬✦✪✾ ✭✗✚✦✴✗★ ✛✥✙✛

AU = {iu : u ∈ U ∪ {2}} ∗ BDλ
′

n−1;✛✥✰★ ✦✛ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✛✥✙✛ AU
✦★
AM(r)

✸ ✝✥✗✚✗

r = λ1 +
|λ′| − α+ 1

2
− 1 =

|λ′| − α+ 2λ1 + 1

2
− 1 =

|λ| − α

2
− 1;



☎� ✆☎ ✆ � ✁✟✂ ✞☎✞✁✞☎✄ ✄☎☎ ✄ ✄✁✂� ✆ ✌✡ ✄�✁✟✄ ✁✁✁✂ ✆ ☛☞ ☛

�✙✻✪✗ ☛✌ ✷☛ ✿ ✍✣✝✗✚ ✻✣✰✢✬
βa,b

✣✢ ✛✥✗ ★✥✦✤✛✗✬ ✧✣✢✢✗✧✛✦✭✦✛✾ ✬✗✮✚✗✗ ✣✤
BD2a1b

a+b

✤✣✚
a ≤ 16

✙✢✬
b ≤ 8

✷ ✡−☛ ✜✗✙✢★ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✰✢✬✗✚ ✧✣✢★✦✬✗✚✙✛✦✣✢ ✦★ ✧✣✢✛✚✙✧✛✦✻✪✗ ✷

βa,b a=0
★ ✙ ☎ ✟ ✂ ✆ ✆ ✝ ✩ ★✍ ★★ ★✙ ★☎ ★✟ ★✂ ★✆

b=0 −1 −1 − −
✙ ☎ ✟ ✟ ✂ ✆ ✆ ✝ ✝ ✩ ★✍ ★★ ★★

★
−1 − − −

✙ ☎ ✟ ✂ ✆ ✆ ✆ ✝ ✩ ★✍ ★✍ ★★ ★✙
✙

− ✍ ★ ✙ ☎ ✟ ✟ ✂ ✆ ✆ ✝ ✝ ✩ ★✍ ★★ ★★ ★✙
☎ ✍ ★

−
✙ ☎ ✟ ✂ ✆ ✆ ✆ ✝ ✩ ✩ ★✍ ★★ ★✙ ★☎

✟ ✍ ★ ✙ ☎ ✟ ✟ ✂ ✆ ✆ ✆ ✝ ✩ ★✍ ★★ ★★ ★✙ ★☎
✂ ★ ✙ ✙ ☎ ✟ ✂ ✂ ✆ ✆ ✝ ✩ ✩ ★✍ ★★ ★✙ ★✙ ★☎
✆ ★ ✙ ☎ ☎ ✟ ✂ ✆ ✆ ✆ ✝ ✩ ★✍ ★✍ ★★ ★✙ ★☎ ★✟
✆ ★ ✙ ☎ ✟ ✂ ✂ ✆ ✆ ✝ ✝ ✩ ★✍ ★★ ★✙ ★✙ ★☎ ★✟
✝ ✙ ☎ ☎ ✟ ✂ ✆ ✆ ✆ ✝ ✩ ★✍ ★✍ ★★ ★✙ ★☎ ★☎ ★✟

✛✥✗ ✪✙★✛ ✗✺✰✙✪✦✛✾ ✦★ ✻✗✧✙✰★✗ |λ| − |λ′| = 2λ1 + 1
✷

✡✗✵✛ ✸ ✧✣✢★✦✬✗✚ B ✷ �✥✦★ ✛✦✜ ✗ ✸ ✤✣✚ ✗✙✧✥
U ⊆ [3, n]

★✰✧✥ ✛✥✙✛ |U | = λ2
✸ ✪✗✛ BU

✻✗
✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ✮✚✙✘✥★

G
✦✢ B ★✰✧✥ ✛✥✙✛

NG(2) = U
✷ ✄ ★ ✦✢ ✛✥✗ ✘✚✗✭✦✣✰★ ✧✙★✗ ✸ ✛✥✗

✎ ✪✰ ★✛✗✚ ✍✗✜✜✙ ☞ ✷✌ ✙✘✘✪✦✗★ ✷ ✒✗✴✢✗

λ′ = (λ1, λ3 − χ(3 ∈ U), . . . , λn − χ(n ∈ U));

✢✣✛✗ ✛✥✙✛ ∑
i χ(i ∈ U) = λ2

✷ ✔✾ ✙★★✰✜✘✛✦✣✢ ✸
BDλ

′

n−1

✦★
AM( |λ

′|−α
2 − 1)

✷ ✹✢✗
✚✗✙✬✦✪✾ ✭✗✚✦✴✗★ ✛✥✙✛

BU = {iu : u ∈ U} ∗ BDλ
′

n−1;✛✥✰★ ✦✛ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✛✥✙✛ BU
✦★
AM(r)

✸ ✝✥✗✚✗

r = λ2 +
|λ′| − α

2
− 1 =

|λ′| − α+ 2λ2

2
− 1 =

|λ| − α

2
− 1;

✛✥✗ ✪✙★✛ ✗✺✰✙✪✦✛✾ ✦★ ✻ ✗✧✙✰★✗ |λ| − |λ′| = 2λ2
✷ ✎✣✜✻✦✢✦✢✮ ✙✪✪ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮★ ✸ ✝✗

✣✻✛✙✦✢ ✙✢ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✣✢ C ★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✙✪✪ ✰✢✜ ✙✛✧✥✗✬ ✤✙✧✗★ ✥✙✭✗ ✬✦✜✗✢★✦✣✢ ✙✛
✪✗✙★✛ |λ|−α

2 − 1
✷
�

✜✂ ✆✜ ✆✜ ☎✌✚ ✔✖✘✚
d = 2

❀★✦✢✮ ✍✗✜✜✙ ☛✌ ✷☛✸ ✣✢✗ ✜ ✙✾ ✗✙★✦✪✾ ✧✣✜✘✰✛✗ ✪✣✝✗✚ ✻✣✰✢✬★ ✣✢ ✛✥✗ ✧✣✢✢✗✧✛✦✭ ✦✛✾ ✬✗✮✚✗✗
✣✤

BDλn
✤✣✚ ★✜ ✙✪✪

λ
✷ ✠✘ ✗✧✦✴ ✧✙✪✪✾✸ ✪✗✛ ✰★ ✧✣✢★✦✬✗✚ ★✗✺✰✗✢✧✗★ λ ✣✤ ✛✥✗ ✤✣✚✜

2a1b
✸ ✦ ✷✗ ✷✸

λi = 2
✤✣✚

i ∈ [a]
✙✢✬

λa+j = 1
✤✣✚

j ∈ [b]
✷

✁✱✠✝✤✠✴ ✢✬ ✁✬ ✠✓✞ a ≥ 0 ✂✟✓ b ≥ 0
✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ (a, b) 6= (1, 0)

✆ ✝ ☎ ✄ ✂�☎ ✂✄ ✂✂ BD2a1b

a+b✝✞
AM(βa,b)

✆ ✝✄ ☎✞☎

βa,b =
7a+ 3b− 12 − ǫa,b

9
;



☛☞✌ ��✁✂ ✄☎✄ ☎� ✆ ✁✄✁✂� ✆ ✁� � ✁✟✂ ✞☎✞ � ☎✄✄☎☎

ǫa,b = 1
✝☎
b = 0 ✓✞ ✝☎

(a, b) ∈ {(4, 1), (1, 2)} �
ǫa,b = 0 ✓✂✄ ☎✞✝ ✝✞☎✡ ✁✟ ✠ ✂✞✂✝✠✂ ✆✂✞✆ BD2

n✝✞
AM(7n−13

9 )
☎ ✓✞ n 6= 1 ✡

✒ ☎✡ ✂✞✒ ✡ ✠✗✗ �✙✻✪✗ ☛✌ ✷☛ ✤✣✚ ✻✣✰✢✬★ ✣✢ ✛✥✗ ★✥✦✤✛✗✬ ✧✣✢✢✗✧✛✦✭ ✦✛✾ ✬✗✮✚✗✗ ✤✣✚
a ≤ 16✙✢✬

b ≤ 8
✷

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✫✗ ✰★✗ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✣✢ |λ| ✷ �✥✗ ✧✙★✗
a = 0

✤✣ ✪✪✣✝ ★ ✻✾ �✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷☛✷ ✹✢✗ ✗✙★✦✪✾
✧✥✗✧✩★ ✛✥✗ ★✛✙✛✗✜ ✗✢✛ ✻✾ ✥✙✢✬ ✤✣✚

a + b ≤ 3
✙✢✬ ✙✪★✣ ✤✣✚

a + b = 4
✸ ✙✛ ✪✗✙★✛ ✝✥✗✢

b ≥ 1
✷ ✆ ✣✚✗✣✭✗✚ ✸ ✦✛ ✦★ ✙ ★✛✚✙✦✮✥✛✤✣✚✝✙✚✬ ✛✙★✩ ✛✣ ✧✥✗✧✩ ✛✥✙✛

BD2213

5

✦★ ✧✣✪✪✙✘ ★✦✻✪✗ ✑
✙✘✘✪✾ ✍✗✜✜✙ ☛✌ ✷☛ ✝ ✦✛✥

λ1 = λ2 = 2
✷

� ✦✚★✛ ✸ ✙★★✰✜✗ ✛✥✙✛
a ≥ 1

✙✢✬
b ≥ 1

✙✢✬ ✛✥✙✛
a + b ≥ 5

✙✢✬
(a, b) 6= (2, 3)

✷
✄✚✚✙✢✮✗ ✛✥✗ ✗✪✗✜ ✗✢✛★ ✦✢

λ
★✰✧✥ ✛✥✙✛

λ1 = 2
✙✢✬

λ2 = 1
✷ ✂✢ ☞✦✎ ✦✢ ✍✗✜✜✙ ☛✌ ✷☛✸

✗✙✧✥ ★✗✺✰✗✢✧✗ λ′ ✦★ ✣✤ ✛✥✗ ✤✣✚✜
2a

′

1b
′ ✸ ✝✥✗✚✗

(a′, b′) = (a− r, b− 5 + 2r)
✤✣✚ ★✣✜ ✗

r ∈ {1, 2, 3} ✷ ✹✢✗ ✗✙★✦✪✾ ✧✥✗✧✩★ ✛✥✙✛ ✝✗ ✧✙✢✢✣✛ ✥✙✭✗
(a′, b′) = (1, 0)

✷ �✥✰★ ✻✾
✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✸

BD2a′
1b′

a′+b′
✦★
AM(µ)

✸ ✝✥✗✚✗

µ =
7a′ + 3b′ − 12 − ǫa′,b′

9
=

7a+ 3b− r − 9 − ǫa′,b′

9
− 2.

✂✤
r < 3

✣✚
ǫa′,b′ = 0

✸ ✛✥✗✢
µ ≥ βa,b − 2

✷ ✂✤
r = 3

✙✢✬
ǫa′,b′ = 1

✸ ✛✥✗✢ ✝✗ ✜✰★✛ ✥✙✭✗
✛✥✙✛

(a′, b′) ∈ {(4, 1), (1, 2)} ✑ ✥✗✢✧✗ (a, b) ∈ {(7, 0), (4, 1)} ✷ ✠✦✢✧✗
ǫa,b = 1

✤✣✚ ✛✥✗★✗
✭✙✪✰✗★ ✸ ✦✛ ✤✣ ✪✪✣✝ ★ ✛✥✙✛

µ ≥ βa,b − 2
✦✢ ✙✪✪ ✧✙★✗★ ✷

✂✢ ✍✗✜✜✙ ☛✌ ✷☛ ☞✦✦✎ ✸ ✗✙✧✥ ★✗✺✰✗✢✧✗ λ′ ✦★ ✣✤ ✛✥✗ ✤✣✚✜
2a

′

1b
′ ✸ ✝✥✗✚✗

(a′, b′) =

(a− r, b− 2 + 2r)
✤✣✚ ★✣✜ ✗

r ∈ {0, 1} ✷ ✔✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✸
BD2a′

1b′

a′+b′
✦★
AM(µ)

✸ ✝✥✗✚✗

µ =
7a′ + 3b′ − 12 − ǫa′,b′

9
=

7a+ 3b− r − 9 − ǫa′,b′

9
− 1 ≥ βa,b − 1.

✍✗✜✜✙ ☛✌ ✷☛ ✾✦✗✪✬★ ✛✥✙✛
BD2a1b

a+b

✦★
AM(βa,b)

✷
✂✛ ✚✗✜✙✦✢★ ✛✣ ✧✣✢★✦✬✗✚ ✛✥✗ ✧✙★✗

b = 0
✙✢✬

a ≥ 4
✷ ✂✢ ✍✗✜✜✙ ☛✌ ✷☛ ☞✦✎ ✸ ✗✙✧✥

★✗✺✰✗✢✧✗ λ′ ✦★ ✣✤ ✛✥✗ ✤✣✚✜
2a−413 ✷ ✔✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✸

BD2a−413

a−1

✦★
AM(µ)

✸ ✝✥✗✚✗

µ =
7(a− 4) + 3 · 3 − 12 − ǫa−4,3

9
=

7a− 13

9
− 2 = βa,0 − 2.

✂✢ ✍✗✜✜✙ ☛✌ ✷☛ ☞✦✦✎ ✸ ✗✙✧✥ ★✗✺✰✗✢✧✗ λ′ ✦★ ✣✤ ✛✥✗ ✤✣✚✜
2a−313 ✤✣✚ ★✣✜✗

r ∈ {0, 1} ✷ ✹✢✗
✗✙★✦✪✾ ✧✥✗✧✩★ ✛✥✙✛

BD2a−413

a−1

✦★
AM(βa,0 − 2)

✑ ✥✗✢✧✗ ✍✗✜✜✙ ☛✌ ✷☛ ✾✦✗✪✬★ ✛✥✙✛
BD2a1b

a+b✦★
AM(βa,b)

✷
�

✫✗ ✥✙✭✗ ★✣✜✗ ✥✣✘✗ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✻✣✰✢✬ ✦✢ �✥✗✣✚✗✜ ☛✌ ✷✌ ✦★ ✻ ✗★✛ ✘✣★★✦✻✪✗ ✿
✆✝✞✁ ✠✧✟✦✤✠ ✢✬ ✁✫ ✎✄ ☎ ✞✄ ✝☎ ✂☎✓ ✠✓✟✟☎✠✂✝� ✝✂✏ ✓☎✟ ✞☎☎ ✓☎ BD2

n

☎✞✂✂✆✞ ⌈ 7n−13
9 ⌉ ✡

�✥✗ ✧✣✢✶ ✗✧✛✰✚✗ ✦★ ✛✚✰✗ ✤✣✚ ★✜ ✙✪✪ ✭✙✪✰✗★ ✣✤
n
✑ ★✗✗ �✙✻✪✗ ☛✌ ✷✌ ✷ ✡✣✛✗ ✻✾ ✛✥✗ ✝✙✾ ✛✥✙✛

✛✥✗✚✗ ✦★
2
☎✛✣✚★✦✣✢ ✦✢ ✛✥✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✣✤

BD2
8

✷



☎� ✆☎ ✆ � ✁✟✂ ✞☎✞✁✞☎✄ ✄☎☎ ✄ ✄✁✂� ✆ ✌✡ ✄�✁✟✄ ✁✁✁✂ ✆ ☛☞✖

�✙✻✪✗ ☛✌ ✷✌ ✿ �✥✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✣✤
BD2

n

✤✣✚
n ≤ 8

✷

H̃i(BD2
n,Z) i = 1

✌ ✖ ☞ ✞ ☞ ✟

n = 4
☎

Z3 ☎ ☎ ☎ ☎ ☎

5
☎ ☎

Z9 ☎ ☎ ☎ ☎

6
☎ ☎ ☎

Z36 ☎ ☎ ☎

7
☎ ☎ ☎

Z Z181 ☎ ☎

8
☎ ☎ ☎ ☎

Z2 ⊕ Z125 Z890 ☎

✜✂ ✆✜ ✆✂ ☎✌✚ ✙✚✍✚✏✖ ✆ ✔✖✘✚
✫✗ ✢✣✝ ✘✚✣✧✗✗✬ ✝ ✦✛✥ ✮✗✢✗✚✙✪

λ
✷ ✍✗✛

µ = (µ1, . . . , µn)
✻✗ ✙ ★✗✺✰✗✢✧✗ ✷ ✍✗✛ Λ(n, µ)✻✗ ✛✥✗ ★✗✛ ✣✤ ✙✪✪ ✢✣✢✢✗✮✙✛✦✭✗ ★✗✺✰✗✢✧✗★ (λ1, . . . , λn)

★✰✧✥ ✛✥✙✛
λi ≤ µi

✤✣✚ ✙✪✪
i
✷ �✣✚

n ≥ 1
✙✢✬

µ = (µ1, . . . , µn)
✸ ✬✗✴✢✗

α(n, µ) = min{α : BDλn
✦★
AM( |λ|−α2 − 1)}, ☞☛✌ ✷☛✎

✝✥✗✚✗ ✛✥✗ ✜ ✦✢ ✦✜✰✜ ✦★ ✛✙✩✗✢ ✣✭✗✚ ✙✪✪ ★✗✺✰✗✢✧✗★ λ ∈ Λ(n, µ)
✷ ✂✢ ✘✙✚✛✦✧✰✪✙✚ ✸

BDλn
✦★

( |λ|−α(n,µ)
2 − 2)

☎✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✤✣✚ ✗✙✧✥
λ

★✰✧✥ ✛✥✙✛
λi ≤ µi

✤✣✚ ✙✪✪
i
✷ ✂✛ ✤✣ ✪✪✣✝ ★ ✛✥✙✛

✛✥✗✚✗ ✦★ ✢✣ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✻✗✪✣✝ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢ |λ|−α(n,µ)
2 − 1

✷
✫✚✦✛✗

Λ(n, d) = Λ(n, (d, . . . , d))
✙✢✬

α(n, d) = α(n, (d, . . . , d))
✷ ✂✛ ✦★ ✦✜✜✗✬✦✙✛✗

✛✥✙✛
α(n′, d′) ≤ α(n, d)

✝✥✗✢✗✭✗✚
n′ ≤ n

✙✢✬
d′ ≤ d

✸ ✻ ✗✧✙✰★✗ ✦✤
(λ1, . . . , λn′)

✻✗✪✣✢✮★
✛✣

Λ(n′, d′)
✸ ✛✥✗✢

(λ1, . . . , λn′ , 0n−n
′

)
✻✗✪✣✢✮★ ✛✣

Λ(n, d)
✷

✆✝✤✝ ��★✤✳ ✢✬ ✁✟ ✠✓✞ n ≥ 1
✆ ✝ ☎ ✄ ✂�☎ ✂✄ ✂✂ α(n, 1) = ⌊n+2

3 ⌋ ✡ ✠✓✞ n ≥ 3
✆ ✝ ☎ ✄ ✂�☎

✂✄ ✂✂ α(n, 2) ≤ ⌊ 4n+8
9 ⌋ ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✍✗✛
λ = 2a1b0c

✙✢✬
n = a + b + c

✷ ✂✤
a = 1

✙✢✬
b = 0

✸ ✛✥✗✢
BDλn

✦★ ✣✢✪✾
AM( |λ|−2

2 − 1)
✑ ✥✗✢✧✗

α(n, 2) ≥ 2
✸ ✝✥✦✧✥ ✗✵✘✪✙✦✢★ ✛✥✗ ✻✣✰✢✬

n ≥ 3
✦✢ ✛✥✗ ★✗✧✣✢✬

★✛✙✛✗✜ ✗✢✛ ✷ ✹✛✥✗✚✝ ✦★✗ ✸ �✥✗✣✚✗✜ ☛✌ ✷✌ ✾✦✗✪✬★ ✛✥✙✛
BDλn

✦★
AM(βa,b)

✸ ✝✥✗✚✗

βa,b =
7a+ 3b− 12 − ǫa,b

9
=

2a+ b

2
− 1

2
· 4a+ 3b+ 6 + 2ǫa,b

9
− 1

=
|λ|
2

− 1

2
· 4n− b− 4c+ 6 + 2ǫa,b

9
− 1.

✡✣✝ ✸ 4n−b−4c+6+2ǫa,b

9

✦★ ✙✛ ✜ ✣★✛ 4n+8
9

✦✢ ✛✥✗ ✮✗✢✗✚✙✪ ✧✙★✗ ✙✢✬ ✙✛ ✜✣★✛ 3n+6
9

✦✤
a = 0☞

ǫ0,b = 0
✎ ✷ ✹✻★✗✚✭✦✢✮ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✪✙✛✛✗✚ ✻✣✰✢✬ ✦★ ★✥✙✚✘ ✻✾ �✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷☛✌ ✸ ✝✗ ✙✚✗

✬✣✢✗ ✷
�

✹✰✚ ✜✙✦✢ ✮✣✙✪ ✦★ ✛✣ ✗★✛✦✜ ✙✛✗
α(n, d)

✤✣✚ ★✜ ✙✪✪
n

✙✢✬ ✰★✗ ✛✥✦★ ✚✗★✰✪✛ ✛✣ ✗★✛✦✜ ✙✛✗ ✛✥✗



☛☞☞ ��✁✂ ✄☎✄ ☎� ✆ ✁✄✁✂� ✆ ✁� � ✁✟✂ ✞☎✞ � ☎✄✄☎☎

✧✣✢✢✗✧✛✦✭ ✦✛✾ ✬✗✮✚✗✗ ✣✤ ✮✗✢✗✚✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵✗★
BDλn

✷ ✫✗ ★✛✚✗★★ ✛✥✙✛ ✣✰✚ ✗★✛✦✜ ✙✛✗★ ✙✚✗
✰✢✪✦✩✗✪✾ ✛✣ ✻ ✗ ★✥✙✚✘ ✷

�✣✚ ✙ ★✗✺✰✗✢✧✗ λ = (λ1, . . . , λn)
✙✢✬ ✙ ★✗✛

U ⊆ [n]
✸ ✪✗✛

λU
✻✗ ✛✥✗ ★✰✻★✗✺✰✗✢✧✗

✣✤
λ

✧✣✢★✦★✛✦✢✮ ✣✤ ✙✪✪
λu

★✰✧✥ ✛✥✙✛
u ∈ U

✷ �✥✗ ✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✚✗★✰✪✛ ✮✗✢✗✚✙✪✦☛✗★ ✘✙✚✛★ ✣✤
�✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷☛✷

✁✱✠✝✤✠✴ ✢✬ ✁☛ ✟☎✂
G ✔☎ ✂ ✟ ✞✂✠ ✄ ✓✟ ✂✄ ☎ �☎✞✂☎☛ ✞☎✂

V ✡ ✟☎✂ {U1, . . . , Ut} ✔☎ ✂ ✠✆✝✞✂☎
✠ ✂✞✂✝✂✝✓✟ ✓☎ G ✂✟✓ ✆☎✂

λ = (λ1, . . . , λn)
✂✟✓ µ = (µ1, . . . , µn)

✔☎ ✞☎✞✂☎✟✠☎✞ ✓☎ ✟✓✟ ✂
✟☎✟ ✂✂✝�☎ ✝✟ ✂☎✟ ☎✞✞ ✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ λi ≤ µi

☎ ✓✞ ✂✆ ✆ i ✡ ✎✄ ☎✟
BDλn(G)

✝✞
AM(ν)

✆ ✝✄ ☎✞☎

ν =
|λ|
2

− 1

2

t
∑

j=1

α(|Uj |, µUj
) − 1.

✁✟ ✠ ✂✞✂✝✠✂ ✆✂✞✆ α(n, d) ≤∑t
j=1 α(|Uj |, d)

☎ ✓✞ ☎�☎✞✏
d ≥ 1 ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✍✗✛ σ ✻✗ ✛✥✗ ✰✢✦✣✢ ✣✤ ✛✥✗ ★✗✛★ ✣✤ ✗✬✮✗★ ✝ ✦✛✥ ✦✢ ✛✥✗ ✦✢✬✰✧✗✬ ★✰✻✮✚✙✘✥★
G(Ui)✤✣✚

i ∈ [1, k]
✷ ✂✤ ✛✥✗ ✗✬✮✗ ★✗✛ ✣✤

G
✦★
σ
✸ ✛✥✗✢

BDλn(G) = BD
λU1

|U1|(G(U1)) ∗ · · · ∗ BD
λUt

|Ut|(G(Ut)),

✝✥✦✧✥ ★✙✛✦★✴✗★ ✛✥✗ ✛✥✗✣✚✗✜ ✑ ✰★✗ �✥✗✣✚✗✜ ✞ ✷✌✕ ✙✢✬ ✛✥✗ ✤✙✧✛ ✛✥✙✛
BD

λUj

|Uj |(G(Uj))
✦★

AM(
|λUj

|−α(|Uj |,µUj
)

2 − 1)
✷

✹✛✥✗✚✝ ✦★✗ ✸ ✪✗✛
e = ab

✻✗ ✙✢✾ ✗✬✮✗ ✦✢
G−σ ✷ ✔✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✣✢ ✛✥✗ ✢✰✜✻✗✚ ✣✤ ✗✬✮✗★

✦✢
G
✸
delBDλ

n(G) = BDλn(G−e) ✦★
AM(ν)

✷ ✆ ✣✚✗✣✭✗✚ ✸
lkBDλ

n(G)(e)
✗✺✰✙✪★ BDλ

′

n (G−e) ✸✝✥✗✚✗ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢
λ′

✤✚✣✜
λ
✻✾ ★✰✻✛✚✙✧✛✦✢✮ ✣✢✗ ✤✚✣✜ ✗✙✧✥ ✣✤

λa
✙✢✬

λb
✷ ✔✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢

✣✢
λ
✸
BDλ

′

n (G− e)
✦★
AM(ν′)

✸ ✝✥✗✚✗

ν′ =
|λ′|
2

−
t
∑

j=1

α(|Uj |, µUj
)

2
− 1 = ν − 1.

�✥✦★ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛
BDλn(G)

✦★
AM(ν)

✸ ✙✢✬ ✝✗ ✙✚✗ ✬✣✢✗ ✷
�

✁✠✴✴★ ✢✬ ✁☞ ✟☎✂
d ≥ 1 ✂✟✓ 1 ≤ n ≤ d+ 2 ✡ ✎✄ ☎✟

α(n, d) = d ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✂✤
λ = (d, 0, . . . , 0)

✸ ✛✥✗✢ ✣✻✭✦✣✰★✪✾
BDλn = {φ} ✸ ✝✥✦✧✥ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛

α(n, d) ≥
d
✑ ✝✗ ✜✰★✛ ✥✙✭✗ ✛✥✙✛ |λ|−α(n,d)

2 ≤ 0
✦✢ ✛✥✦★ ✧✙★✗ ✷

✂✛ ✚✗✜ ✙✦✢★ ✛✣ ✘✚✣✭✗ ✛✥✙✛
α(n, d) ≤ d

✷ ✫✗ ✰★✗ ✬✣✰✻✪✗ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✣✢
d

✙✢✬
n
✸

✘✚✣✭✦✢✮ ✛✥✙✛
BDλn

✦★
AM( |λ|−d2 − 1)

✝✥✗✢✗✭✗✚
λ ∈ Λ(n, d)

✷ �✥✗ ✧✙★✗
d = 1

✦★ ✧✪✗✙✚
✻✾ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ☛✌ ✷☞ ✷ �✥✗ ✧✙★✗

n = 1
✦★ ✣✻✭✦✣✰★ ✷

✍✗✛
d ≥ 2

✙✢✬ ✪✗✛
(λ1, . . . , λn)

✻✗ ✙ ★✗✺✰✗✢✧✗ ★✰✧✥ ✛✥✙✛
d ≥ λ1 ≥ . . . ≥ λn

✷
✫ ✦✛✥✣✰✛ ✪✣★★ ✣✤ ✮✗✢✗✚✙✪✦✛✾✸ ✝✗ ✜ ✙✾ ✙★★✰✜ ✗ ✛✥✙✛ ✙✪✪ ✗✪✗✜ ✗✢✛★ ✦✢ ✛✥✗ ★✗✺✰✗✢✧✗ ✙✚✗
✘✣★✦✛✦✭✗ ✑ ✣✛✥✗✚✝ ✦★✗ ✸ ✶ ✰★✛ ✚✗✜✣✭✗ ✙✪✪ ✭✗✚✛✦✧✗★

i
★✰✧✥ ✛✥✙✛

λi = 0
✷



☎� ✆☎ ✆ � ✁✟✂ ✞☎✞✁✞☎✄ ✄☎☎ ✄ ✄✁✂� ✆ ✌✡ ✄�✁✟✄ ✁✁✁✂ ✆ ☛☞✞

✫✗ ✝✙✢✛ ✛✣ ✙✘✘✪✾ ✍✗✜✜✙ ☛✌ ✷☛ ✝ ✦✛✥
α = d

✷ � ✦✚★✛ ✸ ✝✗ ✭✗✚✦✤✾ ✛✥✙✛ ☞✦✎ ✦✢ ✛✥✗
✪✗✜✜✙ ✥✣✪✬★ ✷ ✎✣✢★✦✬✗✚

BDλ
′

n−1

✸ ✝✥✗✚✗

λ′ = (λ2 − 1, λ3 − χ(3 ∈ U), . . . , λn − χ(n ∈ U)),

U ⊆ [3, n]
✸ ✙✢✬ |U | = λ1

✷ ✫✗ ✥✙✭✗ ✛✥✙✛
λ′ ∈ Λ(n− 1, d− 1)

✷ ✡✙✜ ✗✪✾✸ ✦✤
λ1 = d

✸
✛✥✗✢

χi = 1
✤✣✚ ✙✪✪

i ∈ [3, n]
✸ ✻ ✗✧✙✰★✗

n − 2 ≤ d
✷ ✄ ★ ✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸ BDλ

′

n−1

✦★

AM( |λ
′|−d+1

2 − 1)
✻✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✣✢

d
✷

✡✗✵✛ ✸ ✝✗ ✭✗✚✦✤✾ ✛✥✙✛ ☞✦✦✎ ✦✢ ✛✥✗ ✪✗✜✜✙ ✥✣✪✬★ ✷ ✎✣✢★✦✬✗✚
BDλ

′

n−1

✸ ✝✥✗✚✗

λ′ = (λ1, λ3 − χ(3 ∈ U), . . . , λn − χ(n ∈ U)),

U ⊆ [3, n]
✸ ✙✢✬ |U | = λ2

✷ �✥✦★ ✛✦✜ ✗ ✸
BDλ

′

n−1

✦★
AM( |λ

′|−d
2 − 1)

✻✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✣✢
n
✷

✄ ★ ✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸ ✝✗ ✙✚✗ ✬✣✢✗ ✻✾ ✍✗✜✜✙ ☛✌ ✷☛✷
�

✁✠✴✴★ ✢✬ ✁✑ ✟☎✂
d ≥ 0 ✂✟✓ ✆☎✂

(λ1, . . . , λd+4)
✔☎ ✂ ✝ ☎✂✒ ✆✏ ✓☎✠✞☎✂✞✝✟✟ ✞☎✞✂☎✟✠☎ ✓☎

✝✟ ✂☎✟ ☎✞✞ ✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ λ1 ≤ d + 1 ✂✟✓ λ3 ≤ d ✡ ✎✄ ☎✟
BDλd+4

✝✞
AM( |λ|−d−1

2 − 1) ✡ ✁✟
✠ ✂✞✂✝✠✂ ✆✂✞✆ α(d+ 3, d) ≤ α(d+ 4, d) ≤ d+ 1 ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ �✥✗ ✪✗✜✜✙ ✦★ ✣✻✭✦✣✰★ ✦✤
d = 0

✑ ✛✥✰★ ✙★★✰✜ ✗ ✛✥✙✛
d ≥ 1

✷ ✆ ✣✚✗✣✭✗✚ ✸ ✛✥✗
✪✗✜✜✙ ✦★ ✣✻✭✦✣✰★ ✦✤

λ2 = 0
✸ ✻ ✗✧✙✰★✗

λ1 ≤ d+ 1
✑ ✛✥✰★ ✙★★✰✜ ✗ ✛✥✙✛

λ2 ≥ 1
✷

✄ ★ ✦✢ ✛✥✗ ✘✚✗✭✦✣✰★ ✘✚✣✣✤ ✸ ✝✗ ✝✙✢✛ ✛✣ ✙✘✘✪✾ ✍✗✜✜✙ ☛✌ ✷☛✸ ✛✥✦★ ✛✦✜ ✗ ✝ ✦✛✥
α = d+1

✷
� ✦✚★✛ ✸ ✧✣✢★✦✬✗✚ ☞✦✎ ✦✢ ✛✥✗ ✪✗✜✜✙ ✷ ✫✗ ✙✚✗ ✦✢✛✗✚✗★✛✗✬ ✦✢

BDλ
′

d+3

✸ ✝✥✗✚✗

λ′ = (λ2 − 1, λ3 − χ(3 ∈ U), . . . , λd+4 − χ(d+ 4 ∈ U)),

U ⊆ [3, d + 4]
✸ ✙✢✬ |U | = λ1

✷ ✂✤ ✝✗ ✧✙✢ ✘✚✣✭✗ ✛✥✙✛ ✙✛ ✜✣★✛ ✛✝✣ ✗✪✗✜ ✗✢✛★ ✦✢ ✛✥✗
★✗✺✰✗✢✧✗ λ′ ✙✚✗ ✗✺✰✙✪ ✛✣ d ✙✢✬ ✛✥✙✛ ✢✣ ✗✪✗✜ ✗✢✛★ ✙✚✗ ✪✙✚✮✗✚ ✛✥✙✢

d
✸ ✛✥✗✢ ✦✛ ✝ ✦✪✪ ✤✣✪✪✣✝

✻✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✛✥✙✛
BDλ

′

d+3

✦★
AM( |λ

′|−d
2 −1)

✙★ ✬✗★✦✚✗✬ ✷ ✡✣✝ ✸ ✛✥✗ ✮✦✭✗✢ ✧✣✢✬✦✛✦✣✢ ✣✢
λ′

✛✚✦✭✦✙✪✪✾ ✥✣✪✬★ ✦✤
λ1 ≤ d − 1

✷ ✂✤
λ1 = d

✸ ✛✥✗✢ ✝✗ ★✰✻✛✚✙✧✛ ✣✢✗ ✤✚✣✜
λ2

✙✢✬ ✤✚✣✜
✙✪✪ ✻✰✛ ✛✝✣ ✗✪✗✜✗✢✛★ ✦✢ ✛✥✗ ★✗✺✰✗✢✧✗ (λ3, . . . , λd+4)

✷ ✠✦✢✧✗ ✗✙✧✥ ✣✤ ✛✥✗★✗ ✗✪✗✜ ✗✢✛★ ✦★
✙✛ ✜✣★✛

d
✸ ✦✛ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✛✥✙✛

λ′i = d
✤✣✚ ✙✛ ✜✣★✛ ✛✝✣

i
✷ ✂✤

λ1 = d+ 1
✸ ✛✥✗✢ ✝✗ ★✰✻✛✚✙✧✛

✣✢✗ ✤✚✣✜
λ2

✙✢✬ ✤✚✣✜ ✙✪✪ ✻✰✛ ✣✢✗ ✗✪✗✜✗✢✛ ✦✢
(λ3, . . . , λd+4)

✷ ✄✮✙✦✢ ✸ ✦✛ ✤✣ ✪✪✣✝ ★ ✛✥✙✛
✙✛ ✜✣★✛ ✛✝✣ ✗✪✗✜ ✗✢✛★

λ′i
✗✺✰✙✪ d ✷✡✗✵✛ ✸ ✧✣✢★✦✬✗✚ ☞✦✦✎ ✦✢ ✛✥✗ ✪✗✜✜✙ ✷ �✥✦★ ✛✦✜ ✗ ✸ ✝✗ ✙✚✗ ✦✢✛✗✚✗★✛✗✬ ✦✢

BDλ
′

d+3

✸ ✝✥✗✚✗

λ′ = (λ1, λ3 − χ(3 ∈ U), . . . , λd+4 − χ(d+ 4 ∈ U)),

U ⊆ [3, d+4]
✸ ✙✢✬ |U | = λ2

✷ ✡✣✝ ✸
BDλ

′

d+3 = BDλ
′′

d+4

✸ ✝✥✗✚✗ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢
λ′′

✻✾ ✙✬✬✦✢✮ ✙
☛✗✚✣ ✙✛ ✛✥✗ ✗✢✬ ✣✤

λ′
✷ ✔✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✣✢ |λ| ✸ ✦✛ ✤✣ ✪✪✣✝ ★ ✛✥✙✛

BDλ
′

d+3

✦★
AM( |λ|−d−1

2 −1)
✷

�✥✰★ ✝✗ ✙✚✗ ✬✣✢✗ ✻✾ ✍✗✜✜✙ ☛✌ ✷☛✷
�

✒✗✴✢✗
maxλ = max{λi : i ∈ [n]} ✷



☛☞☞ ��✁✂ ✄☎✄ ☎� ✆ ✁✄✁✂� ✆ ✁� � ✁✟✂ ✞☎✞ � ☎✄✄☎☎

✁✱✠✝✤✠✴ ✢✬ ✁✞ ✟☎✂
d ≥ 2 ✂✟✓ n ≥ d + 1 ✂✟✓ ✆☎✂

λ = (λ1, . . . , λn)
✔☎ ✂ ✞☎✞✂☎✟✠☎

✓☎ ✟✓✟✟☎✟ ✂✂✝�☎ ✝✟ ✂☎✟ ☎✞✞ ✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ maxλ ≤ d ✡ ✁✞✝✂☎
n = (d + 4)k + r

✆ ✝✄ ☎✞☎
d+ 1 ≤ r ≤ 2d+ 4 ✡ ✎✄ ☎✟

BDλn
✝✞
AM(ν)

✆ ✝✄ ☎✞☎

ν =
|λ|
2

− (d+ 1)n

2(d+ 4)
− ǫd(r)

2
− 1

✂✟✓

ǫd(r) =
3r

d+ 4
−















1
✝☎
r = d+ 1;

2
✝☎
d+ 2 ≤ r ≤ d+ 3;

3
✝☎
d+ 4 ≤ r ≤ 2d+ 3;

4
✝☎
r = 2d+ 4.

✁✟ ✠ ✂✞✂✝✠✂ ✆✂✞✆ BDdn
✝✞
AM(νdn)

✆ ✝✄ ☎✞☎

νdn =
(d2 + 3d− 1)n

2(d+ 4)
− ǫd(r)

2
− 1.

✒ ☎✡ ✂✞✒ ✡ ✹✢✗ ✗✙★✦✪✾ ✧✥✗✧✩★ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✡✗✚✚✣✚ ✛✗✚✜ ☛
ǫd(r)

★✙✛✦★✴✗★
0 ≤ ǫd(r) ≤ 3(d −

1)/(d+ 4)
✑ ✛✥✗ ✜✙✵✦✜✰✜ ✦★ ✣✻✛✙✦✢✗✬ ✤✣✚

r = 2d+ 3
✷ ✄ ★ ✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸

νdn ≥ (d2 + 3d− 1)n− 5(d+ 1)

2(d+ 4)
.

☞☛✌ ✷✌✎

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✒✦✭✦✬✗
[n]

✦✢✛✣
k

★✗✛★ ✣✤ ★✦☛✗
d + 4

✙✢✬ ✣✢✗ ★✗✛ ✣✤ ★✦☛✗
r
✷ ✔✾ ✍✗✜✜✙ ☛✌ ✷☞ ✸

α(r, d) = d
✤✣✚

r ≤ d+2
✷ ✆ ✣✚✗✣✭✗✚ ✸ ✍✗✜✜✙ ☛✌ ✷✟ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛

α(d+3, d), α(d+4, d) ≤
d+1

✷ ❀ ★✦✢✮ ✍✗✜✜✙ ☛✌ ✷☛✸ ✣✢✗ ✗✙★✦✪✾ ✧✥✗✧✩★ ✛✥✙✛
α(n, d) ≤ α(n−1, d)+1

✤✣✚
n ≥ 2

✸
✝✥✦✧✥ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛

α(r, d) ≤ α(d+ 4, d) + r − d− 4 ≤ r − 3
✤✣✚

r ≥ d + 4
✷ � ✦✢✙✪✪✾✸

α(2d + 4, d) ≤ 2α(d + 2, d) = 2d
✻✾ �✥✗✣✚✗✜ ☛✌ ✷✞ ✷ ✄ ★ ✙

✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸

α(r, d) ≤ ǫd(r) +
(d+ 1)r

d+ 4✤✣✚
d+ 1 ≤ r ≤ 2d+ 4

✷ ✔✾ �✥✗✣✚✗✜ ☛✌ ✷✞ ✸ ✦✛ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✛✥✙✛

α(n, d) ≤ k(d+ 1) + ǫd(r) +
(d+ 1)r

d+ 4
=
n− r

d+ 4
(d+ 1) + ǫd(r) +

(d+ 1)r

d+ 4

=
(d+ 1)n

d+ 4
+ ǫd(r),

✝✥✦✧✥ ✧✣✢✧✪✰✬✗★ ✛✥✗ ✘✚✣✣✤ ✷
�

✄★ ✙✪✚✗✙✬✾ ✦✢✬✦✧✙✛✗✬ ✸ ✝✗ ✬✣ ✢✣✛ ✻✗✪✦✗✭✗ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✬✗✚✦✭✗✬ ✻✣✰✢✬ ✦★ ✙✧✛✰✙✪✪✾ ✗✺✰✙✪ ✛✣
✛✥✗ ★✥ ✦✤✛✗✬ ✧✣✢✢✗✧✛✦✭ ✦✛✾ ✬✗✮✚✗✗ ✷ ✂✢✬✗✗✬ ✸ ✤✣✚

d = 2
✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢

ν2
n = 3n−5

4

✸ ✝✥✦✧✥ ✦★
★✰✻★✛✙✢✛✦✙✪✪✾ ★✜ ✙✪✪✗✚ ✛✥✙✢ ✛✥✗ ✻✣✰✢✬ 7n−13

9

✦✢ �✥✗✣✚✗✜ ☛✌ ✷✌ ✷ ✫✗ ✢✣✝ ★✥✣✝ ✥✣✝
✛✣ ✦✜✘✚✣✭✗ ✣✢ �✥✗✣✚✗✜ ☛✌ ✷✍ ✤✣✚

d = 3
✷



☎� ✆☎ ✆ � ✁✟✂ ✞☎✞✁✞☎✄ ✄☎☎ ✄ ✄✁✂� ✆ ✌✡ ✄�✁✟✄ ✁✁✁✂ ✆ ☛☞✟

✁✠✴✴★ ✢✬ ✁✓ ✁☎ ✄ ✂�☎ ✂✄ ✂✂ α(9, 3) ≤ 5 ✡
✄ ✞✓✓☎ ✡ �✥✚✣✰✮✥✣✰✛ ✛✥ ✦★ ✘✚✣✣✤ ✸ ✝✗ ✙★★✰✜ ✗ ✛✥✙✛

λ
✦★ ✝✗✙✩✪✾ ✬✗✧✚✗✙★✦✢✮ ✷ ✂✢ ✛✥✗ ✘✚✣✣✤ ✸

✝✗ ✚✗✘✗✙✛✗✬✪✾ ✙✘✘✪✾ ✍✗✜✜✙ ☛✌ ✷☛ ✛✣ ✘✚✣✭✗ ✛✥✙✛
BDλn

✦★
AM

(

|λ|−α
2 − 1

) ✤✣✚ ✙ ✮✦✭✗✢

α
✝✥✗✢✗✭✗✚

n
✙✢✬

λ
✙✚✗ ✻✣✰✢✬✗✬ ✻✾ ✧✗✚✛✙✦✢ ✭✙✪✰✗★ ✷ �✣✚ ✗✙✧✥ ★✰✧✥ ✙✘✘✪✦✧✙✛✦✣✢ ✸ ✦✛

✝ ✦✪✪ ✻ ✗ ✣✻✭✦✣✰★ ✻✾ ✦✢✬✰✧✛✦✣✢ ✣✢ |λ| ✛✥✙✛ ☞✦✦✎ ✦✢ ✛✥✗ ✪✗✜✜✙ ✦★ ★✙✛✦★✴✗✬ ✑ ✥✗✢✧✗ ✝✗
★✰✘✘✚✗★★ ✛✥✦★ ★✛✗✘ ✦✢ ✛✥✗ ✻ ✗✪✣✝ ✬✦★✧✰★★✦✣✢ ✷

� ✦✚★✛ ✸ ✝✗ ✢✣✛✗ ✛✥✙✛
BDλ6

✦★
AM

(

|λ|−2
2 − 1

) ✝✥✗✢✗✭✗✚ |λ| ≤ 7
✙✢✬

λi ≤ 2
✤✣✚ ✙✪✪

i
✑ ✙✘✘✪✾ �✥✗✣✚✗✜ ☛✌ ✷✌ ✷

✠✗✧✣✢✬ ✸ ✝✗ ✘✚✣✭✗ ✛✥✙✛
BDλ7

✦★
AM

(

|λ|−3
2 − 1

) ✝✥✗✢✗✭✗✚ |λ| ≤ 12
✸
λ1 ≤ 3

✸ ✙✢✬

λ3 ≤ 2
✷ �✥✦★ ✦★ ✧✪✗✙✚ ✦✤

λi ≤ 1
✤✣✚ ✙✪✪

i
✷ ✹✛✥✗✚✝ ✦★✗ ✸ ✰ ★✗ ✍✗✜✜✙ ☛✌ ✷☛✷ ✓✙✧✥ ✚✗★✰✪✛✦✢✮

★✗✺✰✗✢✧✗ λ′ ✦✢ ☞✦✎ ✥✙★ ✛✥✗ ✘✚✣✘ ✗✚✛✾ ✛✥✙✛ |λ′| ≤ 7
✑
λ1 ≥ 2

✷ ✆ ✣✚✗✣✭✗✚ ✸ ✗✙✧✥ ✗✪✗✜ ✗✢✛
✦✢
λ′

✦★ ✙✛ ✜ ✣★✛ ✛✝✣ ✑ ✝✗ ✚✗✜✣✭✗
λ1

✙✢✬ ★✰✻✛✚✙✧✛ ✣✢✗ ✤✚✣✜
λ2

✷ ✄ ★ ✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸
✛✥✗ ✧✪✙✦✜ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✻✾ ✛✥✗ ✴✚★✛ ✧✪✙✦✜ ✷

�✥✗ ✛✥ ✦✚✬ ★✛✗✘ ✦★ ✛✣ ✘✚✣✭✗ ✛✥✙✛
BDλ8

✦★
AM

(

|λ|−4
2 − 1

) ✝✥✗✢✗✭✗✚ |λ| ≤ 19
✸

λ1 ≤ 3
✸ ✙✢✬

λ5 ≤ 2
✷ ✠✦✢✧✗

α(8, 2) ≥ 4
✻✾ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ☛✌ ✷☞ ✸ ✝✗ ✜✙✾ ✙★★✰✜ ✗ ✛✥✙✛

λ1 = 3
✷ ✓ ✙✧✥ ✚✗★✰✪✛✦✢✮ ★✗✺✰✗✢✧✗ λ′ ✦✢ ✍✗✜✜✙ ☛✌ ✷☛ ☞✦✎ ✥✙★ ✛✥✗ ✘✚✣✘✗✚✛✾ ✛✥✙✛

|λ′| ≤ 12
✙✢✬ ✥✙★ ✙✛ ✜✣★✛ ✛✝✣ ✗✪✗✜ ✗✢✛★ ✗✺✰✙✪ ✛✣ 3

✷ ✄ ★ ✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸ ✛✥✗ ★✗✧✣✢✬
✚✗★✰ ✪✛ ✾✦✗✪✬★ ✛✥✗ ✧✪✙✦✜ ✷

� ✦✢✙✪✪✾✸ ✝✗ ✘✚✣✭✗ ✛✥✙✛
BDλ9

✦★
AM

(

|λ|−5
2 − 1

) ✝✥✗✢✗✭✗✚ |λ| ≤ 26
✙✢✬

maxλ ≤ 3
✷

✠✦✢✧✗
α(9, 2), α(8, 3) ≤ 5

✸ ✝✗ ✜ ✙✾ ✙★★✰✜ ✗ ✛✥✙✛
λ1 = 3

✙✢✬
λ9 6= 0

✷ ✓✙✧✥ ✚✗★✰✪✛✦✢✮
★✗✺✰✗✢✧✗ λ′ ✦✢ ✍✗✜✜✙ ☛✌ ✷☛ ☞✦✎ ✥✙★ ✛✥✗ ✘✚✣✘ ✗✚✛✾ ✛✥✙✛ |λ′| ≤ 19

✙✢✬ ✥✙★ ✙✛ ✜✣★✛
✤✣✰✚ ✗✪✗✜ ✗✢✛★ ✗✺✰✙✪ ✛✣ 3

✸ ✻ ✗✧✙✰★✗ ✝✗ ✚✗✜✣✭✗
λ1

✙✢✬ ★✰✻✛✚✙✧✛ ✣✢✗ ✤✚✣✜ ✤✣✰✚ ✣✤ ✛✥✗
✚✗✜ ✙✦✢✦✢✮

λi
✷ ✄ ★ ✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸ ✛✥✗ ✛✥✦✚✬ ✚✗★✰✪✛ ✾✦✗✪✬★ ✛✥✗ ✧✪✙✦✜ ✷

✂✛ ✚✗✜✙✦✢★ ✛✣ ✧✣✢★✦✬✗✚
BD3

9

✷ ✔✾ �✥✗✣✚✗✜ ☛✌ ✷✍ ✸
BD3

9

✦★
AM

(

|λ|−6
2 − 1

)

=

AM(9.5)
✸ ✝✥✦✧✥ ✧✪✗✙✚✪✾ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✦★

AM
(

|λ|−5
2 − 1

)

= AM(10)
✷

�✥✗ ✪✗✜✜✙ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✷
�

✁✱✠✝✤✠✴ ✢✬ ✁✢✔ ✟☎✂
n ≥ 4 ✂✟✓ ✆☎✂

λ = (λ1, . . . , λn)
✔☎ ✂ ✞☎✞✂☎✟✠☎ ✓☎ ✟✓✟✟☎✟ ✂✂✝�☎

✝✟ ✂☎✟ ☎✞✞ ✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ maxλ ≤ 3 ✡ ✎✄ ☎✟
BDλn

✝✞
AM(ν)

✆ ✝✄ ☎✞☎

ν =
9|λ| − 5n− 26

18
.

✁✟ ✠ ✂✞✂✝✠✂ ✆✂✞✆ BD3
n

✝✞
AM

(

11n−13
9

) ✡
✒ ☎✡ ✂✞✒ ✡ �✣✚

d = 3
✸ ✛✥✗ ✻✣✰✢✬ ✦✢ ☞☛✌ ✷✌✎ ✗✺✰✙✪★ (17n− 20)/14

✷

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✔✾ ✘✚✗✭✦✣✰★ ✪✗✜✜✙★ ✸ ✝✗ ✩✢✣✝ ✛✥✙✛
α(4, 3) = α(5, 3) = 3

✸
α(7, 3) ≤ 4

✸
α(9, 3) ≤ 5

✸ ✙✢✬
α(12, 3) ≤ 7

✷ ✹✢✗ ✗✙★✦✪✾ ✧✥✗✧✩★ ✛✥✙✛
α(10, 3) ≤ 6

✷ �✣ ★✰✜✜✙✚✦☛✗ ✸

α(r, 3) ≤ 5r + 8

9
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�✙✻✪✗ ☛✌ ✷✖ ✿ ✍✣✝✗✚ ✻✣✰✢✬★ ✣✢ ✛✥✗ ★✥✦✤✛✗✬ ✧✣✢✢✗✧✛✦✭✦✛✾ ✬✗✮✚✗✗ ✣✤
BDdn

✤✣✚ ★✜ ✙✪✪
d
✷

d
✔✗★✛ ✩✢✣✝✢ ✻✣✰✢✬ ✁✗✤✗✚✗✢✧✗

1
n− 4

3

�✥ ✷ ☛☛✷☞

2
7n− 13

9

�✥ ✷ ☛✌ ✷✌

3
11n− 13

9

�✥ ✷ ☛✌ ✷☛✝

d
✔✗★✛ ✩✢✣✝✢ ✻✣✰✢✬ ✁✗✤✗✚✗✢✧✗

4
27n− 25

16

�✥ ✷ ☛✌ ✷✍

5
13n− 10

6

☛

6
53n− 35

20

☛

✤✣✚
4 ≤ r ≤ 12

✷ ✫✚✦✛✗
n = 9k + r

✸ ✝✥✗✚✗
4 ≤ r ≤ 12

✷ ✔✾ �✥✗✣✚✗✜ ☛✌ ✷✞ ✸ ✦✛ ✤✣✪✪✣✝ ★
✛✥✙✛

α(n, 3) ≤ 5k +
5r + 8

9
=

5n+ 8

9
,

✝✥✦✧✥ ✦✜✜✗✬✦✙✛✗✪✾ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✗ ✬✗★✦✚✗✬ ✚✗★✰✪✛ ✷
�

✠✗✗ �✙✻✪✗ ☛✌ ✷✖ ✤✣✚ ✙ ★✰✜✜✙✚✾ ✣✤ ✣✰✚ ✚✗★✰✪✛★ ✣✢ ✛✥✗ ★✥✦✤✛✗✬ ✧✣✢✢✗✧✛✦✭ ✦✛✾ ✬✗✮✚✗✗
✣✤

BDdn
✷ ✂✢ ✜✙✢✾ ✧✙★✗★ ✸ ✛✥ ✦★ ✭✙✪✰✗ ✦★ ★✛✚✦✧✛✪✾ ✪✙✚✮✗✚ ✛✥✙✢ ✛✥✗ ✬✗✘✛✥ ✷ ✠✘ ✗✧✦✴ ✧✙✪✪✾✸

✙★★✰✜✗ ✛✥✙✛
d ≥ 7

✷ ✔✾ �✥✗✣✚✗✜ ☛✌ ✷✍ ✸ ✛✥✗ ★✥✦✤✛✗✬ ✧✣✢✢✗✧✛✦✭ ✦✛✾ ✬✗✮✚✗✗ ✣✤
BDd2d+4✦★ ✙✛ ✪✗✙★✛

d2 + d − 1
✷ ✡✣✝ ✸ ✪✗✛

G
✻✗ ✙ ✮✚✙✘✥ ✣✢

2d + 4
✭✗✚✛✦✧✗★ ✧✣✢★✦★✛✦✢✮ ✣✤ ✛✝✣

✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✧✣✜✘✣✢✗✢✛★ ✷ �✥✗ ✴✚★✛ ✧✣✜✘✣✢✗✢✛ ✦★ ✙ ✧✪✦✺✰✗ ✣✤ ✭✗✚✛✗✵ ★✦☛✗ ✤✣✰✚ ✸ ✝✥✗✚✗✙★
✛✥✗ ★✗✧✣✢✬ ✧✣✜✘✣✢✗✢✛ ✦★ ✙ ✮✚✙✘✥ ✣✢

2d
✭✗✚✛✦✧✗★ ✦✢ ✝✥✦✧✥ ✗✭✗✚✾ ✭✗✚✛✗✵ ✥✙★ ✬✗✮✚✗✗

d
✷

✂✛ ✦★ ✧✪✗✙✚ ✛✥✙✛
G

✦★ ✜ ✙✵✦✜✙✪ ✦✢
BDdn

✸ ✻ ✗✧✙✰★✗ ✙✪✪ ✭✗✚✛✦✧✗★ ✣✤ ✬✗✮✚✗✗ ✪✗★★ ✛✥✙✢
d
✙✚✗

✙✪✚✗✙✬✾ ✙✬✶ ✙✧✗✢✛ ✛✣ ✗✙✧✥ ✣✛✥✗✚ ✷ ✏✣✝✗✭✗✚ ✸ ✛✥✗ ✢✰✜✻✗✚ ✣✤ ✗✬✮✗★ ✦✢
G

✦★

d · (2d)
2

+ 6 = d2 + 6 < d2 + d,

✝✥✦✧✥ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✬✗✘✛✥ ✣✤
BDd2d+4

✦★ ★✛✚✦✧✛✪✾ ✪✗★★ ✛✥✙✢
d2 + d− 1

✷
�✣✚ ✛✥✗ ★✘ ✗✧✦✙✪ ✧✙★✗

d = 2
✸ ✝✗ ✥✙✭✗ ✻ ✗✗✢ ✙✻✪✗ ✛✣ ✘✚✣✭✗ ✛✥✗ ✤✣ ✪✪✣✝ ✦✢✮ ✙✻✣✰✛ ✛✥✗

✬✗✘✛✥ ✿
✒ ✤✝✰ ✝✡☞✟☞✝✞ ✢✬ ✁✢✢ ✠✓✞

n ≥ 3
✆
BD2

n

✝✞
V D(⌈ 3n−7

4 ⌉) ✡ ✁✟ ✠ ✂✞✂✝✠✂ ✆✂✞✆ ✂✄ ☎ ✓☎✠ ✂✄ ✓☎

BD2
n

✝✞ ✂✂ ✆☎✂✞✂ ⌈ 3n−7
4 ⌉ ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✫✚✦✛✗
n = 4(k − 1) + r

★✰✧✥ ✛✥✙✛
r ∈ [1, 4]

✷ ✒ ✦✭✦✬✗
[n]

✦✢✛✣
k − 1

★✗✛★
U1, . . . , Uk−1

✣✤ ★✦☛✗
4
✙✢✬ ✣✢✗ ★✗✛

Uk
✣✤ ★✦☛✗

r
✷ ✍✗✛

Y
✻✗ ✛✥✗ ★✗✛ ✣✤ ✗✬✮✗★ ✻ ✗✛✝✗✗✢

✬✦✳✗✚✗✢✛ ★✗✛★
Ui

✙✢✬
Uj

✷ �✣✚ ✗✙✧✥
A ⊆ Y

✸ ✝✗ ✥✙✭✗ ✛✥✙✛

BD2
n(A, Y \A) = {A} ∗ BDλ

1

4 ∗ . . . ∗ BDλ
k−1

4 ∗ BDλ
k

r ,
✝✥✗✚✗ ✛✥✗ ✧✣✗✟ ✧✦✗✢✛ ✦✢
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✧✣✚✚✗★✘✣✢✬✦✢✮ ✛✣ ✙ ✮✦✭✗✢ ✭✗✚✛✗✵

u ∈ Ui
✦★ ✛✝✣ ✜ ✦✢✰★ ✛✥✗

✢✰✜✻✗✚ ✣✤ ✗✬✮✗★ ✦✢
A

✛✥✙✛ ✙✚✗ ✙✬✶ ✙✧✗✢✛ ✛✣
u
✷ ✄✬✬✦✢✮ ☛✗✚✣★ ✙✛ ✛✥✗ ✗✢✬ ✣✤

λk
✸ ✝✗

✜ ✙✾ ✦✬✗✢✛✦✤✾
BDλ

k

r

✝ ✦✛✥ ✙ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✛✥✗ ✤✣✚✜
BDλ

′

4

✷



☎� ✆� ✆ � ✁✟✂ ✞☎✞✁✞☎✄ ✄☎☎ ✄ ✄✁✂� ✆ ✌✡ ✄� ✁✁✁✂ ✆ ☛☞✕

✂✛ ★✰✟ ✧✗★ ✛✣ ✘✚✣✭✗ ✛✥✙✛
BDλ

i

4

✦★
V D(⌈|λi|/2⌉ − 2)

✤✣✚ ✗✙✧✥
i < k

✙✢✬ ✛✥✙✛ ✛✥✗
★✙✜ ✗ ✦★ ✛✚✰✗ ✤✣✚

BDλ
k

r = BDλ
′

4

✷ ✡✙✜✗✪✾✸ ✛✥✦★ ✝ ✦✪✪ ✦✜ ✘✪✾ ✛✥✙✛
BD2

n(A, Y \ A)
✦★

V D(⌈α⌉) ✸ ✝✥✗✚✗

α = |A| +
k
∑

i=1

(|λi|/2 − 1) − 1 = n− k − 1 =

⌈

3n− 7

4

⌉

.

�✥✰★ ✪✗✛
λ = (λ1, . . . , λ4)

✻✗ ✙ ★✗✺✰✗✢✧✗ ★✰✧✥ ✛✥✙✛
maxλ ≤ 2

✙✢✬
λ1 ≥ λ2 ≥

λ3 ≥ λ4
✷ ✫✗ ✝✙✢✛ ✛✣ ✘✚✣✭✗ ✛✥✙✛

BDλ4
✦★
VD(⌈|λ|/2⌉ − 2)

✷ ✂✤ ★✣✜ ✗
λi

✦★ ✢✗✮✙✛✦✭✗ ✸
✛✥✗✢

BDλ4 = ∅ ✷ ✹✛✥✗✚✝ ✦★✗ ✸ ✝✗ ✥✙✭✗ ✛✥✗ ✤✣ ✪✪✣✝ ✦✢✮ ✤✣✰✚ ✧✙★✗★ ✿

✄ |λ| ≤ 2
✷ �✥✗✢ ✝✗ ✙✚✗ ✬✣✢✗ ✸ ✙★

BDλ4
✦★ ✣✻✭✦✣✰★✪✾

V D(−1)
✷

✄ 3 ≤ |λ| ≤ 4
✷ �✥✗✢

λ1
✙✢✬

λ2
✙✚✗ ✻✣✛✥ ✢✣✢☛✗✚✣ ✸ ✝✥✦✧✥ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛

BDλ4✧✣✢✛✙✦✢★ ✛✥✗
0
☎✧✗✪✪ {12} ✷ ✄ ★ ✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸ BDλ4

✦★
V D(0)

✷

✄ 5 ≤ |λ| ≤ 6
✷ �✥✗✢

λ1 = 2
✷ ✒✗✧✣✜✘✣★✗ ✝ ✦✛✥ ✚✗★✘ ✗✧✛ ✛✣ ✛✥✗ ✗✬✮✗ ★✗✛

Z =
{23, 24, 34} ✷ ✍✗✛ B ⊆ Z

✷ ✂✤ |B| ≥ 2
✸ ✛✥✗✢

BDλ4 (B,Z \ B)
✦★ ✧✪✗✙✚✪✾

V D(1)
✷ ✂✤

B = {e} ✤✣✚ ★✣✜ ✗
e
✸ ✛✥✗✢ ★✣✜ ✗ ✭✗✚✛✗✵

i > 1
✥✙★ ✛✥✗ ✘✚✣✘ ✗✚✛✾ ✛✥✙✛

i
✦★ ✦✢ ✧✦✬✗✢✛

✛✣ ✪✗★★ ✛✥✙✢
λi

✗✬✮✗★ ✦✢
B

✑
λ2 +λ3 +λ4 ≥ 3

✷ ✄ ★ ✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸ {e, 1i} ✻✗✪✣✢✮★
✛✣

BDλ4 ({e}, Z \ {e}) ✸ ✝✥✦✧✥ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛
BDλ4 ({e}, Z \ {e}) ✦★

VD(1)
✷ � ✦✢✙✪✪✾✸

✧✣✢★✦✬✗✚
B = ∅ ✷ ✠✦✢✧✗ λ2, λ3 ≥ 1

✸ ✝✗ ✥✙✭✗ ✛✥✙✛
BDλ4 (∅, Z)

✦★ ✗✦✛✥✗✚
2{12,13}

✣✚
2{12,13,14}

✸ ✝✥✦✧✥ ✙✚✗ ✻✣✛✥
V D(1)

✷

✄ |λ| ≥ 7
✷ ✂✢ ✛✥ ✦★ ✧✙★✗ ✸

λ1 = λ2 = λ3 = 2
✷ ✒✗✧✣✜✘✣★✗ ✝ ✦✛✥ ✚✗★✘ ✗✧✛ ✛✣ ✛✥✗

✗✬✮✗ ★✗✛
Z = {14, 24, 34} ✷ ✍✗✛

B ⊆ Z
✷ ✂✤ |B| > λ4

✸ ✛✥✗✢
BDλ4 (B,Z \ B)

✦★
✭✣✦✬ ✷ ✹✛✥✗✚✝ ✦★✗ ✸

BDλ4 (B,Z \ B)
✦★ ✦★✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣ {B} ∗ BDλ

′

3

✸ ✝✥✗✚✗
λ′i = 2✦✤

i ≤ 3 − |B| ✙✢✬
λ′i = 1

✦✤
i > 3 − |B| ✷ ✡✣✝ ✸

BD
(2,2,2)
3 = 2{12,13,23}

✙✢✬

BD
(2,2,1)
3 = 2{12} ∗ {∅, {13}, {23}} ✑ ✥✗✢✧✗ ✛✥✗★✗ ✧✣✜✘✪✗✵✗★ ✙✚✗

VD(2)
✙✢✬

V D(1)
✸ ✚✗★✘ ✗✧✛✦✭✗✪✾✷ ✆✣✚✗✣✭✗✚ ✸

BD
(2,1,1)
3

✧✣✢✛✙✦✢ ★
0
☎✧✗✪✪★ ✙✢✬ ✦★ ✥✗✢✧✗

V D(0)
✷

✂✛ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✛✥✙✛
BDλ4 (B,Z \B)

✦★
V D(2)

✦✢ ✙✪✪ ✧✙★✗★ ✑ ✙★ ✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸ BDλ4
✦★

V D(2)
✙★ ✬✗★✦✚✗✬ ✷

�✥✗ ✬✗★✦✚✗✬ ✚✗★✰✪✛ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✷
�

✒ ✤✝✮ �✠✴ ✢✬ ✁✢✬ ✑ ☎✂☎✞✡ ✝✟☎ ✂✄ ☎ ✠✓✟✟☎✠✂✝�✝✂✏ ✓☎✟ ✞☎☎ ✂✟✓ ✂✄ ☎ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✝✠✂✆ ✓☎✠ ✂✄ ✓☎

BDdn
☎ ✓✞ ✟ ☎✟☎✞✂✆ d ✡

✁✁ ✂✁ ✁☎✏✠✡✄✡✄✡✄✍✎✄✄ ✍✎✟✠✡☛ ☎ ✝✆✡ ✝☎☎✠☛
✫✗ ✘✚✣ ✧✗✗✬ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵

BD
λ

n

✣✤ ✍☎✮✚✙✘✥★
H

★✰✧✥ ✛✥✙✛
degH(i) ≤ λi

✤✣✚ ✗✙✧✥
i ∈ [n]

✷ ✁✗✦✢✗✚ ✙✢✬ ✁✣✻✗✚✛★ ✮✗✢✗✚✙✪✦☛✗✬ ✔✣✰✧ ✠★ �✥✗✣✚✗✜ ☛☛✷✞ ✙✻✣✰✛ ✛✥✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾
✣✤

Mn
✛✣

BD
λ

n

✷ ✫✗ ✧✣✢✴✢✗ ✣✰✚★✗✪✭✗★ ✛✣ ✘✚✗★✗✢✛✦✢✮ ✙✢ ✦✜✜✗✬✦✙✛✗ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✣✤
✛✥✗✦✚ ✚✗★✰✪✛ ✿
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✁✱✠✝✤✠✴ ✢✬ ✁✢✫ ✂✝ ✠☞✞✠✤ ★✞✥ ✝✝✮ ✠✤✟✡ ☎✓✓✝✞ ✟☎✂ ✟✓✂✂✂✝✓✟ ✔☎ ✂✞ ✝✟ ✌ ☎✠✂✝✓✟ ✡ ✡� ✡
✠✓✞ n ≥ 1

✆
BD

λ

n

✄ ✂✞ ✄ ✓✡ ✓✆✓✟✏ ✓�☎✞ Q
✝✟ ✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟ d − 1

✝☎ ✂✟✓ ✓✟✆✏ ✝☎ ✂✄ ☎✞☎ ✝✞ ✂
✞☎✆☎ ✂✠✓✟✁ ✂✟ ✂✂☎ ✠ ✂✞✂✝✂✝✓✟ µ ⊢ |λ| ✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ |Dµ| = |λ|−2d ✂✟✓ ✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ µ ✓✓✡ ✝✟✂✂☎✞

λ ✡
�

✁✗✮✙✚✬✦✢✮ ✛✥✗ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✛✾✘✗ ✸ ✭✗✚✾ ✪✦✛✛✪✗ ✦★ ✩✢✣✝✢ ✷ ✒✣✢✮ ✮✙✭✗ ✙ ✧✣✜✘✪✗✛✗ ✧✥✙✚✙✧☎
✛✗✚✦☛✙✛✦✣✢ ✣✤ ✙✪✪ ✘✙✚✛✦✛✦✣✢★

λ
★✰✧✥ ✛✥✙✛

BD
λ

n

✦★ ✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✿

✁✱✠✝✤✠✴ ✢✬ ✁✢✟ ✂✠ ✝✞✂ ☎✫✫✝✞ ✟☎✂
n ≥ 1 ✂✟✓ ✆☎✂

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn ≥ 1 ✡ ✎✄ ☎

✠✓✡✠ ✆☎☛
BD

λ

n

✝✞ ✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎ ✝☎ ✂✟✓ ✓✟✆✏ ✝☎ ✂✄ ☎✞☎ ✝✞ ✟✓ ✞☎✆☎ ✂✠✓✟✁ ✂✟ ✂✂☎ ✠ ✂✞✂✝✂✝✓✟ µ ⊢ |λ|
✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ µ ✓✓✡ ✝✟✂✂☎✞ λ ✡ ☛ ✞ ✂ ✠✓✟✞☎✞✂☎✟ ✠☎✆ BD

λ

n

✝✞ ✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎ ✝☎ ✂✟✓ ✓✟ ✆✏ ✝☎
BD

λ

n✝✞
Q

✂✂✠✏✠✆✝✠✡
�

✫✗ ✚✗✤✗✚ ✛✣ ✙ ✘✙✚✛✦✛✦✣✢
λ

✙★ ✓✝✂✟ ✓✟✂✆✂✔✂✆✂✟ ✠☎✓ ✦✤

∑

i

max{λi − i, 0} =
∑

i

min{i− 1, λi}.

�✥✦★ ✜ ✗✙✢★ ✛✥✙✛ ✛✥✗✚✗ ✙✚✗ ✶ ✰★✛ ✙★ ✜ ✙✢✾ ✗✪✗✜✗✢✛★ ✙✻✣✭✗ ✛✥✗ ✬✦✙✮✣✢✙✪ ✙★ ✻ ✗✪✣✝
✛✥✗ ✬✦✙✮✣✢✙✪ ✷ ✒✣✢✮ ✠✖✖✡ ✰★✗★ ✛✥✗ ✛✗✚✜ ✡✻✙✪✙✢✧✗✬☛ ✛✣ ✬✗✢✣✛✗ ✬✦✙✮✣✢✙✪☎✻✙✪✙✢✧✗✬
✘✙✚✛✦✛✦✣✢ ★ ✷

✁✱✠✝✤✠✴ ✢✬ ✁✢☛ ✂✠ ✝✞✂ ☎✫✫✝✞ ✟☎✂
n ≥ 1 ✂✟✓ ✆☎✂

λ ✔☎ ✂ ✓✝✂✟ ✓✟✂✆✂✔✂✆✂✟✠☎✓ ✠ ✂✞✂✝✂
✂✝✓✟ ✡ ✎✄ ☎✟

BD
λ

n

✝✞ ✞☎✡ ✝✂✠✓✆ ✆✂✠ ✞✝✔✆☎ ✂✟✓ ✄ ✂✞ ✂✄ ☎ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✏ ✂✏✠ ☎ ✓☎ ✂ ✝ ☎✓✟ ☎ ✓☎ ✞✠ ✄ ☎✞☎✞
✓☎ ✓✝✡ ☎✟✞✝✓✟ |λ|+|Dλ|

2 − 1 ✡
�

�✥✗✚✗ ✦★ ✙ ★✦✜✘✪✗ ✪✣✝✗✚ ✻✣✰✢✬ ✣✢ ✛✥✗ ✧✣✢✢✗✧✛✦✭ ✦✛✾ ✬✗✮✚✗✗ ✣✤ ✙ ✮✗✢✗✚✙✪ ✧✣✜✘✪✗✵
BD

λ

n

✷
✂✢ ✜✣★✛ ✧✙★✗★ ✸ ✛✥✦★ ✻✣✰✢✬ ✦★ ✤✙✚ ✤✚✣✜ ★✥✙✚✘ ✿

✒ ✤✝✰ ✝✡☞✟☞✝✞ ✢✬ ✁✢☞ ✟☎✂
n ≥ 1 ✂✟✓ ✆☎✂

G ✔☎ ✂✟ ✟ ✂✟ ✞✂✠ ✄ ✓✟ [n]
✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ ii ∈ G

☎ ✓✞ ☎✂✠✄ i ∈ [n] ✡ ✟☎✂
λ = (λ1, . . . , λn)

✔☎ ✞✂✠✄ ✂✄ ✂✂ λi ≥ 1 ✡ ✎✄ ☎✟
BD

λ

n(G)
✝✞

AM( |λ|−n2 − 1) ✡
✄ ✞✓✓☎ ✡ �✣✚ ✙✢ ✍☎✮✚✙✘✥

H
✸ ✪✗✛

H− ✻✗ ✛✥✗ ★✦✜✘✪✗ ✮✚✙✘✥ ✣✻✛✙✦✢✗✬ ✻✾ ✚✗✜✣✭✦✢✮ ✙✪✪ ✪✣✣✘★
✤✚✣✜

H
✷ �✣✚ ✗✙✧✥

I ⊆ [n]
✸ ✪✗✛

BD
λ

n(G, I)
✻✗ ✛✥✗ ★✰✻✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤

BD
λ

n(G)
✧✣✢★✦★✛✦✢✮ ✣✤

✙✪✪ ✍☎✮✚✙✘✥★
H

★✰✧✥ ✛✥✙✛

degH−(i)

{

≤ λi − 2
✦✤
i ∈ I;

≥ λi − 1
✦✤
i ∈ [n] \ I.

�✥✦★ ✘✙✚✛✦✛✦✣✢ ✣✤
BD

λ

n(G)
✧✪✗✙✚✪✾ ★✙✛✦★✴✗★ ✛✥✗ ✎ ✪✰★✛✗✚ ✍✗✜✜✙ ☞ ✷✌ ✷ �✣✚

I 6= φ
✸ ✪✗✛

i = min I
✷ ✫✗ ✣✻✛✙✦✢ ✙ ✘✗✚✤✗✧✛ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✣✢

BD
λ

n(G, I)
✻✾ ✘✙✦✚✦✢✮

H−ii ✙✢✬ H+ii
✷

✡✙✜✗✪✾✸ ✻✾ ✙★★✰✜✘✛✦✣✢ ✸ ✛✥✗ ✬✗✮✚✗✗ ✣✤
i
✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✪✣✣✘

ii
✗✵✧✪✰✬✗✬ ✦★ ✙✛ ✜✣★✛

λi − 2
✷
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�✥✗ ✚✗✜✙✦✢ ✦✢✮ ✤✙✜ ✦✪✾ ✦★
BDλn(G,φ)

✷ ✂✢ ✙✢ ✍☎✮✚✙✘✥ ✦✢ ✛✥✦★ ✤✙✜ ✦✪✾✸ ✛✥✗ ✬✗✮✚✗✗ ✣✤
✭✗✚✛✗✵

i
✦★ ✙✛ ✪✗✙★✛

λi − 1
✸ ✝✥✦✧✥ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛ ✛✥✗ ✛✣✛✙✪ ✢✰✜✻✗✚ ✣✤ ✗✬✮✗★ ✦★ ✙✛ ✪✗✙★✛

n
∑

i=1

λi − 1

2
=

|λ| − n

2
. �

❀★✦✢✮ ✚✗★✰✪✛★ ✤✚✣✜ ✛✥✗ ✘✚✗✧✗✬✦✢✮ ★✗✧✛✦✣✢ ✸ ✝✗ ✜✙✾ ✣✻✛✙✦✢ ✻ ✗✛✛✗✚ ✻✣✰✢✬★ ✦✢ ✧✗✚✛✙✦✢
✧✙★✗★ ✿
✁✱✠✝✤✠✴ ✢✬ ✁✢✑ ✟☎✂

α(n, µ) ✔☎ ✓☎✆ ✟☎✓ ✂✞ ✝✟ �✞✡ ✡✞✁ ✝✟ ✌ ☎✠✂✝✓✟ ✞✡ ✡✞ ✡✡ ✡ ✁☎
λ ∈

Λ(n, µ)
✆ ✂✄ ☎✟

BD
λ

n

✝✞
AM

(

|λ|−α(n,µ)
2 − 1

) ✡ ✁✟ ✠ ✂✞✂✝✠✂ ✆✂✞✆ ✎✄ ☎✓✞☎✡ ✞ ✞✡ ✡✡✆ ✞✡ ✡☎✆

✂✟✓ ✞✡ ✡✞✝ ✂✆ ✆ ✂✠✠ ✆✏ ✂✓ BD
λ

n
✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✍✗✛
W

✻✗ ✛✥✗ ★✗✛ ✣✤ ✪✣✣✘★ ✑
W = {ii : i ∈ [n]} ✷ �✣✚ ✗✙✧✥

A ⊆ W
✸ ✧✣✢★✦✬✗✚

✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾
ΣA = BD

λ

n(A,W \A)
✷ ✂✛ ✦★ ✧✪✗✙✚ ✛✥✙✛

ΣA
✦★ ✦★✣✜✣✚✘✥✦✧ ✛✣ {A} ∗ BDλ

A

n

✸
✝✥✗✚✗

λA = (λ1 − 2 · χ(1 ∈ A), . . . , λn − 2 · χ(n ∈ A)).

✡✣✝ ✸
λA

✗✦✛✥✗✚ ✧✣✢✛✙✦✢ ★ ✢✗✮✙✛✦✭✗ ✗✪✗✜✗✢✛★ ☞✝✥✦✧✥ ✾✦✗✪✬★ ✛✥✙✛
BDλ

A

n

✦★ ✭✣✦✬ ✎ ✣✚
✻✗✪✣✢✮★ ✛✣

Λ(n, µ)
✷ ✂✛ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✛✥✙✛

BDλ
A

n

✦★
AM

(

|λA|−α(n,µ)
2 − 1

) ✙✢✬ ✥✗✢✧✗ ✛✥✙✛

ΣA
✦★
AM

(

|λ|−α(n,µ)
2 − 1

) ✑ |λ| = |λA| + 2|A| ✷ ✎✣✜✻✦✢✦✢✮ ✙✘✘✚✣✘✚✦✙✛✗ ✙✧✾✧✪✦✧
✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮★ ✣✢ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✦✗★

ΣA
✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✙✢ ✙✧✾✧✪✦✧ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✣✢

BD
λ

n

✝ ✦✛✥ ✙✪✪
✰✢✜ ✙✛✧✥✗✬ ✤✙✧✗★ ✣✤ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢ ✙✛ ✪✗✙★✛ |λ|−α(n,µ)

2 − 1
✑ ✛✥✦★ ✧✣✢✧✪✰✬✗★ ✛✥✗ ✘✚✣✣✤ ✷

�

✒ ✤✝✰ ✝✡☞✟☞✝✞ ✢✬ ✁✢✞ ✠✓✞
n ≥ 3

✆
BD

2

n

✝✞
V D(⌈ 3n−7

4 ⌉) ✡ ✁✟ ✠ ✂✞✂✝✠✂ ✆✂✞✆ ✂✄ ☎ ✓☎✠ ✂✄ ✓☎

BD
2

n

✝✞ ✂✂ ✆☎✂✞✂ ⌈ 3n−7
4 ⌉ ✡

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✄✘✘✪✾ ✛✥✗ ✘✚✣✣✤ ✣✤ ✏ ✚✣✘✣★✦✛✦✣✢ ☛✌ ✷☛☛ ✑ ✛✥✗ ✣✢✪✾ ✜✣✬✦✴ ✧✙✛✦✣✢ ✦★ ✛✥✙✛ ✝✗ ✙✬✬
✙✪✪ ✪✣✣✘★ ✛✣ ✛✥✗ ✗✬✮✗ ★✗✛

Y
✷
�

✂✢ �✙✻✪✗ ☛✌ ✷☞ ✸ ✝✗ ✘✚✣✭✦✬✗ ✛✥✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✮✚✣✰✘★ ✣✤
BD

2

n

✤✣✚
n ≤ 7

✷ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛ ✛✥✗✚✗
✦★

5
☎✛✣✚★✦✣✢ ✦✢ ✛✥✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✣✤

BD
2

7

✷ �✥✗ ✛✙✻✪✗ ✙✢✬ �✥✗✣✚✗✜ ☛✌ ✷✌ ★✰✮✮✗★✛ ✛✥✗
✤✣✪✪✣✝ ✦✢✮ ✧✣✢✶ ✗✧✛✰✚✗ ✿

✆✝✞✁ ✠✧✟✦✤✠ ✢✬ ✁✢✓ ✎✄ ☎ ✞✄ ✝☎ ✂☎✓ ✠✓✟✟☎✠✂✝�✝✂✏ ✓☎✟ ✞☎☎ ✓☎ BD
2

n

☎✞✂✂✆✞ ⌈ 7n−13
9 ⌉ ✡

✒ ✤✝✮ �✠✴ ✢✬ ✁✬✔ ✑ ☎✂☎✞✡ ✝✟☎ ✂✄ ☎ ✠✓✟✟☎✠✂✝�✝✂✏ ✓☎✟ ✞☎☎ ✂✟✓ ✂✄ ☎ ✄ ✓✡ ✓✂✓✠ ✝✠✂✆ ✓☎✠ ✂✄ ✓☎

BD
d

n

☎ ✓✞ ✟ ☎✟☎✞✂✆ d ✡

�✣✚
k ∈ [n]

✸ ✬✗✴✢✗
PBD

λ;k

n

☞✡✏✙✚✛✦✙✪✪✾ ✔✣✰✢✬✗✬ ✒✗✮✚✗✗☛ ✎ ✛✣ ✻✗ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤
✍☎✮✚✙✘✥★

H
✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ✘✚✣✘✗✚✛✾ ✛✥✙✛ ✛✥✗✚✗ ✦★ ✙ ✭✗✚✛✗✵ ★✗✛

I
✣✤ ★✦☛✗ ✙✛ ✪✗✙★✛

k
★✰✧✥

✛✥✙✛
degH v ≤ λv

✤✣✚ ✙✪✪
v ∈ I

✷ ✫✗ ✬✗✴✢✗
PBDλ;k

n

✙✢✙✪✣✮✣✰★✪✾ ✦✢ ✛✗✚✜ ★ ✣✤ ★✦✜✘✪✗
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�✙✻✪✗ ☛✌ ✷☞ ✿ �✥✗ ✥✣✜✣✪✣✮✾ ✣✤
BD

2

n

✤✣✚
n ≤ 7

✷

H̃i(BD
2

n,Z) i = 0
☛ ✌ ✖ ☞ ✞ ☞

n = 2 Z
☎ ☎ ☎ ☎ ☎ ☎

3
☎

Z2 ☎ ☎ ☎ ☎ ☎

4
☎ ☎

Z6 ☎ ☎ ☎ ☎

5
☎ ☎ ☎

Z28 ☎ ☎ ☎

6
☎ ☎ ☎ ☎

Z140 ☎ ☎

7
☎ ☎ ☎ ☎

Z5 Z732 ☎

✮✚✙✘✥★ ✑ ✛✥✰★
PBDλ;k

n

✦★ ✛✥✗ ✦✢✬✰✧✗✬ ★✰✻ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤
PBD

λ;k

n

✣✢ ✛✥✗ ★✗✛ ([n]
2

) ✷ ✎ ✪✗✙✚✪✾✸
PBD

λ;n

n = BD
λ

n

✷ ✆ ✣✚✗✣✭✗✚ ✸
PBD

λ;1

n

✦★ ✛✥✗ ✄ ✪✗✵✙✢✬✗✚ ✬✰✙✪ ✣✤
BD

nn−λ
n

✝ ✦✛✥ ✚✗★✘✗✧✛
✛✣ ✛✥✗ ★✗✛ ([n]

1

)

∪
(

[n]
2

) ✙✢✬
PBDλ;1

n

✦★ ✛✥✗ ✄ ✪✗✵✙✢✬✗✚ ✬✰✙✪ ✣✤
BD(n−2)n−λ

n

✝ ✦✛✥ ✚✗★✘✗✧✛
✛✣ ✛✥✗ ★✗✛ ([n]

2

) ✑
kn − λ = (k − λ1, . . . , k − λn)

✷
✁✱✠✝✤✠✴ ✢✬ ✁✬✢ ✂✠ ✝✞✂ ☎✫✫✝✞ ✟☎✂

n ≥ λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0 ✂✟✓ k ∈ [n] ✡ ✠✓✞
✂ ✞✝✡✠ ✆✝✠✝✂✆ ✠✓✡✠ ✆☎☛ Σ ✂✟✓ ✂✟ ✝✟ ✂☎✟ ☎✞

p
✆ ✆☎✂

Σ(p) ✓☎✟✓✂☎ ✂✄ ☎
p
✂✞✒ ☎✆☎✂✓✟ ✓☎ Σ ✡ ✎✄ ☎✟

PBD
λ;k

n ≃
(

2[n]
)(n−k−1) ∗ BD

λ

n
✡ ✁✟ ✠ ✂✞✂✝✠✂ ✆✂✞✆

H̃i(PBD
λ;k

n ; Z) ∼=
⊕

(n−1
k−1)

H̃i+k−n(BD
λ

n; Z)

☎ ✓✞ ✂✆ ✆ i ✡
✒ ☎✡ ✂✞✒ ✡ ✂✤

k = 1
✸ ✛✥✗✢ (

2[n]
)(n−k−1) ✦★ ✙✢

(n− 2)
☎★✘✥✗✚✗ ✷

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✫✚✦✛✗
Ln =

(

[n]
1

) ✷ � ✦✚★✛ ✸ ✢✣✛✗ ✛✥✙✛ ✝✗ ✜ ✙✾ ✧✣✪✪✙✘★✗
PBD

λ;k

n

✛✣
PBD

λ;k

n ∩(2Ln∗
BDλn)

✑ ✤✣✚ ✙ ✮✦✭✗✢ ✍☎✮✚✙✘✥
H

✦✢ ✛✥✗ ✬✦✳✗✚✗✢✧✗ ✸ ✜ ✙✛✧✥ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ★✜ ✙✪✪✗★✛
ii

★✰✧✥ ✛✥✙✛

degH−(i) > λi
✷ ✆ ✣✚✗✣✭✗✚ ✸ ✛✥✗ ★✰✻ ✧✣✜✘✪✗✵

PBD
λ;k

n ∩
(

2Ln ∗ (BDλn ∩ PBDλ−2n;1
n )

)

✦★ ✧✣✪✪✙✘★✦✻✪✗ ✑ ✮✦✭✗✢ ✙✢ ✍ ☎✮✚✙✘✥
H

✦✢ ✛✥✗ ★✰✻ ✧✣✜✘✪✗✵ ✸ ✜ ✙✛✧✥ ✝ ✦✛✥ ✛✥✗ ★✜ ✙✪✪✗★✛
ii★✰✧✥ ✛✥✙✛

degH−(i) ≤ λi − 2
✷ ✔✾ ✛✥✗ ✎✣✢✛✚✙✧✛✦✻✪✗ ✠✰✻✧✣✜✘✪✗✵ ✍✗✜✜✙ ✖ ✷☛☞ ✸ ✛✥✗

✧✣✢✧✪✰★✦✣✢ ✦★ ✛✥✙✛
PBD

λ;k

n

✦★ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✛✣ ✛✥✗ ✺✰✣✛✦✗✢✛ ✧✣✜✘✪✗✵

PBD
λ;k

n ∩ (2Ln ∗ BDλn)

PBD
λ;k

n ∩
(

2Ln ∗ (BDλn ∩ PBDλ−2n;1
n )

) =
(

2Ln
)(n−k−1) ∗ Γλn,

✝✥✗✚✗
Γλn

✦★ ✛✥✗ ✺✰✣✛✦✗✢✛ ✧✣✜✘✪✗✵ ✣✤ ✙✪✪ ★✦✜✘✪✗ ✮✚✙✘✥★
G

★✰✧✥ ✛✥✙✛
degG(i) ∈

{λi− 1, λi}
✤✣✚ ✙✪✪

i ∈ [n]
✷ ✂✢★✗✚✛✦✢✮

k = n
✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✙✛

BD
λ

n ≃ Γλn
✑ ✥✗✢✧✗ ✝✗ ✙✚✗

✬✣✢✗ ✻✾ ✍✗✜✜✙ ✖ ✷☛✟ ✷
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�✥✗ ✪✙★✛ ★✛✙✛✗✜ ✗✢✛ ✦✢ ✛✥✗ ✛✥✗✣✚✗✜ ✦★ ✙✢ ✦✜✜✗✬✦✙✛✗ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✣✤ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ☞ ✷✌✖
✙✢✬ ✛✥✗ ✤✙✧✛ ✛✥✙✛ (

2[n]
)(n−k−1) ✦★ ✥✣✜✣✛✣✘✾ ✗✺✰✦✭✙✪✗✢✛ ✛✣ ✙ ✝✗✬✮✗ ✣✤ (n−1

k−1

) ★✘✥✗✚✗★
✣✤ ✬✦✜ ✗✢★✦✣✢

n− k − 1
✷
�

✁✁ ✂✄ ✁✏ ✝✄✎ ☞✡✟✎✟☞✆✄✎✝☛✆✝☞
✫✗ ✬✦★✧✰★★ ✛✥✗ ✓✰✪✗✚ ✧✥✙✚✙✧✛✗✚✦★✛✦✧ ✣✤

BDdn
✤✣✚

d ≤ 2
✙✢✬

d ≥ n− 3
✙✢✬ ✛✥✗ ✓✰✪✗✚

✧✥✙✚✙✧✛✗✚✦★✛✦✧ ✣✤
BD

d

n

✤✣✚
d ≤ 2

✙✢✬
d ≥ n− 2

✷ �✣✚ ✦✢✛✗✚✜ ✗✬✦✙✛✗ ✭✙✪✰✗★ ✣✤
d
✸ ✝✗ ✬✣

✢✣✛ ✥✙✭✗ ✙✢✾ ✚✗★✰ ✪✛★ ✣✤ ✦✢✛✗✚✗★✛ ✛✣ ✘✚✗★✗✢✛ ✷
�✣✚

d = 1
✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢

Mn
✑ ✦✢ ✛✥ ✦★ ✧✙★✗ ✸ ✛✥✗ ✗✵✘✣✢✗✢✛✦✙✪ ✮✗✢✗✚✙✛✦✢✮ ✤✰✢✧✛✦✣✢ ✗✺✰✙✪★

1 − ex−x
2/2 ✻✾ ✏ ✚✣✘✣★✦✛✦✣✢ ☛☛✷✌✖ ✷ �✣✚

d = 2
✸ ✛✥✗ ★✦✛✰✙✛✦✣✢ ✦★ ✙★ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✿

✁✱✠✝✤✠✴ ✢✬ ✁✬✬ ✂� ★✮✡✝✞ ✠✟ ★ � ✁ ☎✬✝✞ ✁☎ ✄ ✂�☎ ✂✄ ✂✂

∑

n≥1

χ̃(BD2
n)
xn

n!
= 1 −

exp( x
2+2x + x− x2

4 )
√

1 + x
;

∑

n≥1

χ̃(BD
2

n)
xn

n!
= 1 −

exp( x
2+2x − x2

4 )
√

1 + x
.

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✍✗✛ ∆n
✻✗ ✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ✧✣✢✢✗✧✛✗✬ ✮✚✙✘✥★ ✦✢

BD2
n

✷ ✂✛ ✦★ ✧✪✗✙✚ ✛✥✙✛
χ̃(∆1) = −1✙✢✬

χ̃(∆2) = 1
✷ �✣✚

n ≥ 3
✸
∆n

✧✣✢✛✙✦✢★ ✙✪✪
(n − 1)!/2

✏✙✜ ✦✪✛✣✢✦✙✢ ✧✾✧✪✗★ ✙✢✬ ✙✪✪
n!/2

✏✙✜ ✦✪✛✣✢✦✙✢ ✘✙✛✥★ ✷ ✄ ★ ✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸ χ̃(∆n) = (−1)n (n!/2 − (n− 1)!/2)
✷

✫✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✙✛

∑

n≥1

χ(∆n)
xn

n!
= −x+

x2

2
+
∑

n≥3

(−1)n
(

1

2
− 1

2n

)

xn

= −x+
x2

4
+
∑

n≥1

(−x)n
(

1

2
− 1

2n

)

= −x+
x2

4
− x

2 + 2x
+

ln(1 + x)

2
.

�✥✗ ✬✗★✦✚✗✬ ✚✗★✰✪✛ ✤✣✚
BD2

n

✢✣✝ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✦✜✜✗✬✦✙✛✗✪✾ ✤✚✣✜ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ☞ ✷☛✞ ✷ �✣✚
BD

2

n

✸
✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✦✗★

∆n
✙✚✗ ✛✥✗ ★✙✜ ✗ ✙★ ✤✣✚

BD2
n

✸ ✗✵✧✗✘✛ ✛✥✙✛
∆1

✢✣✝ ✧✣✢✛✙✦✢ ★ ✢✣✛ ✣✢✪✾
✛✥✗ ✗✜✘✛✾ ✮✚✙✘✥ ✻✰✛ ✙✪★✣ ✛✥✗ ✍☎✮✚✙✘✥ ✝ ✦✛✥ ✗✬✮✗ ★✗✛ {11} ✷ ✏ ✗✢✧✗

χ̃(∆1)
✗✺✰✙✪★ 0✦✢ ★✛✗✙✬ ✣✤ −1

✸ ✝✥✦✧✥ ✾✦✗✪✬★ ✛✥✗ ✬✗★✦✚✗✬ ✚✗★✰✪✛ ✷
�

✫✗ ✢✣✝ ✘✚✣ ✧✗✗✬ ✝ ✦✛✥ ✪✙✚✮✗ ✭✙✪✰✗★ ✣✤
d
✸ ★✛✙✚✛✦✢✮ ✝ ✦✛✥

BDdn
✙✢✬ ✘✣★✛✘✣✢✦✢✮

BD
d

n✰✢✛✦✪ ✪✙✛✗✚ ✷ ✄ ★ ✦✛ ✛✰✚✢★ ✣✰✛ ✸ ✦✛ ✦★ ✗✙★✦✗✚ ✛✣ ✙✢✙✪✾☛✗ ✛✥✗ ✄ ✪✗✵✙✢✬✗✚ ✬✰✙✪
PBDr;1n =

(BDn−2−r
n )∗

✷ �✣✚
r = 0

✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵
SSC1

n

✣✤ ✮✚✙✘✥★ ✝ ✦✛✥ ✙✛ ✪✗✙★✛ ✣✢✗
✦★✣✪✙✛✗✬ ✭✗✚✛✗✵ ✷ ✫✗ ✙✢✙✪✾☛✗ ✛✥✦★ ✧✣✜✘✪✗✵ ☞✝✥✦✧✥ ✦★ ✭✗✚✾ ★✦✜✘✪✗ ✎ ✦✢ ✎✣✚✣✪✪✙✚✾ ☛✍ ✷✌✝ ✷



☛✞☞ ��✁✂ ✄☎✄ ☎� ✆ ✁✄✁✂� ✆ ✁� � ✁✟✂ ✞☎✞ � ☎✄✄☎☎

�✣✚
r = 1

✸ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✰✢✬✗✚ ✧✣✢★✦✬✗✚✙✛✦✣✢ ✦★ ✛✥✗ ✧✣✜✘✪✗✵ ✦✢ ✝✥✦✧✥ ✙✛ ✪✗✙★✛ ✣✢✗
✭✗✚✛✗✵ ✥✙★ ✬✗✮✚✗✗ ✙✛ ✜✣★✛ ✣✢✗ ✷
✁✱✠✝✤✠✴ ✢✬ ✁✬✫ ✁☎ ✄ ✂�☎ ✂✄ ✂✂

∑

n≥1

χ̃(PBD1;1
n )

xn

n!
= −1 − x+ e−x

2/2
(

x+ e−x
)

.

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✍✗✛
Σn

✻✗ ✛✥✗ ✺✰✣✛✦✗✢✛ ✧✣✜✘✪✗✵
2Kn/PBD1;1

n

✷ �✥✰★
Σn

✧✣✢✛✙✦✢★ ✙✪✪ ✮✚✙✘✥★
✦✢ ✝✥✦✧✥ ✗✙✧✥ ✭✗✚✛✗✵ ✥✙★ ✬✗✮✚✗✗ ✙✛ ✪✗✙★✛ ✛✝✣ ✷ ✫✚✦✛✗

an = χ̃(Σn)
✷ ✂✛ ✦★ ✧✪✗✙✚ ✛✥✙✛

a1 = a2 = 0
✷ ✫✗ ✝✙✢✛ ✛✣ ✘✚✣✭✗ ✛✥✙✛

∑

n≥1

an
xn

n!
= 1 − e−x

2/2
(

x+ e−x
)

.

✄★★✰✜✗ ✛✥✙✛
n ≥ 3

✷ �✣✚ ✙✢✾ ★✗✛
S ⊆ [n − 1]

✸ ✪✗✛
ΣSn

✻✗ ✛✥✗ ★✰✻✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤
Σn✧✣✢★✦★✛✦✢✮ ✣✤ ✙✪✪ ✮✚✙✘✥★

G
★✰✧✥ ✛✥✙✛

S
✦★ ✛✥✗ ★✗✛ ✣✤ ✭✗✚✛✦✧✗★ ✝ ✦✛✥ ✬✗✮✚✗✗ ✣✢✗ ✦✢ ✛✥✗

✦✢✬✰✧✗✬ ★✰✻✮✚✙✘✥
G([n− 1])

✑ ✙✪✪ ✣✛✥✗✚ ✭✗✚✛✦✧✗★ ✥✙✭✗ ✬✗✮✚✗✗ ✙✛ ✪✗✙★✛ ✛✝✣ ✷ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛
✙✢✾

G ∈ ΣSn
✜✰★✛ ✥✙✭✗ ✛✥✗ ✘✚✣✘ ✗✚✛✾ ✛✥✙✛

sn ∈ G
✤✣✚ ✙✪✪

s ∈ S
✑ ✛✥✗ ✬✗✮✚✗✗ ✣✤

s
✦✢
G✦★ ✙✛ ✪✗✙★✛ ✛✝✣ ✷

� ✦✚★✛ ✸ ✧✣✢★✦✬✗✚
S = ∅ ✷ �✣✚ ✙✢✾ ✮✦✭✗✢ ✮✚✙✘✥

H ∈ Σn−1
✸ ✙ ✮✚✙✘✥

G
★✰✧✥ ✛✥✙✛

G([n− 1]) = H
✻✗✪✣✢✮★ ✛✣

Σ∅
n

✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤ ✛✥✗ ✬✗✮✚✗✗ ✣✤
n

✦✢
G

✦★ ✙✛ ✪✗✙★✛
2
✷ �✥✰★

χ̃(Σ∅
n) = (n− 2)χ̃(Σn−1) = (n− 2)an−1.

☞☛✌ ✷✖✎
✡✗✵✛ ✸ ✧✣✢★✦✬✗✚ ✛✥✗ ✧✙★✗ ✛✥✙✛

2 ≤ |S| ≤ n − 2
✷ ✠✦✢✧✗

n
✦★ ✙✬✶ ✙✧✗✢✛ ✦✢

G
✛✣ ✙✪✪

✭✗✚✛✦✧✗★ ✦✢
S

✝✥✗✢✗✭✗✚
G ∈ ΣSn

✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✙ ✘✗✚✤✗✧✛ ✜ ✙✛✧✥ ✦✢✮ ✣✢
ΣSn

✻✾ ✘✙✦✚✦✢✮
G− xn

✙✢✬
G+ xn

✤✣✚ ✙✢✾
x ∈ [n− 1] \ S ✷ ✂✢ ✘✙✚✛✦✧✰✪✙✚ ✸

χ̃(ΣSn) = 0.
☞☛✌ ✷☞ ✎

�✥✗ ✛✥✦✚✬ ✧✙★✗ ✦★ ✛✥✙✛
S = [n − 1]

✷ ✂✤
G ∈ Σ

[n−1]
n

✸ ✛✥✗✢ ✙✪✪ ✭✗✚✛✦✧✗★ ✦✢
G([n −

1])
✥✙✭✗ ✬✗✮✚✗✗ ✣✢✗ ✸ ✝✥✦✧✥ ✜ ✗✙✢★ ✛✥✙✛

G([n − 1])
✧✣✢★✛✦✛✰✛✗★ ✙ ✘✗✚✤✗✧✛ ✜ ✙✛✧✥✦✢✮ ✷

✆✣✚✗✣✭✗✚ ✸ ✙✪✪ ✗✬✮✗★
sn

★✰✧✥ ✛✥✙✛
s ∈ [n− 1]

✻✗✪✣✢✮ ✛✣
G
✷ ✂✛ ✤✣ ✪✪✣✝ ★ ✛✥✙✛

χ̃(Σ[n−1]
n ) =

{

0
✦✤
n

✦★ ✗✭✗✢
;

(−1)k−1 (2k)!
k!2k

✦✤
n = 2k + 1

✙✢✬
k ≥ 1.

☞☛✌ ✷✞✎

�✥✗ ✚✗✜ ✙✦✢✦✢✮ ✧✙★✗ ✦★ ✛✥✙✛ |S| = 1
✷ �✣✚ ✙✢✾ ✭✗✚✛✦✧✗★

p, q ∈ [n]
✸ ✪✗✛

Γp,qn
✻✗

✛✥✗ ✤✙✜ ✦✪✾ ✣✤ ✮✚✙✘✥★
G

★✰✧✥ ✛✥✙✛
q

✦★ ✛✥✗ ✣✢✪✾ ✢✗✦✮✥✻✣✚ ✣✤
p

✙✢✬ ★✰✧✥ ✛✥✙✛ ✛✥✗
✬✗✮✚✗✗ ✣✤ ✙✪✪ ✭✗✚✛✦✧✗★ ✻✰✛

p
✦★ ✙✛ ✪✗✙★✛ ✛✝✣ ✷ ✒✗✴✢✗

bn = χ̃(Γp,qn )
✑ ✛✥ ✦★ ✬✗✴✢✦✛✦✣✢ ✬✣✗★

✢✣✛ ✬✗✘ ✗✢✬ ✣✢ ✛✥✗ ✧✥✣✦✧✗ ✣✤
p

✙✢✬
q
✷ ✫✚✦✛✗

Γpn =
⋃

q∈[n]\{p} Γp,qn
✑ ✻✾ ★✾✜✜✗✛✚✾✸

χ̃(Γpn) = (n−1)bn
✷ ✂✛ ✦★ ✧✪✗✙✚ ✛✥✙✛

G
✻✗✪✣✢✮★ ✛✣

Σ
{p}
n

✦✤ ✙✢✬ ✣✢✪✾ ✦✤
G([n−1])

✻✗✪✣✢✮★
✛✣

Γpn−1

✙✢✬
n

✦★ ✙✬✶ ✙✧✗✢✛ ✛✣
p
✙✢✬ ✙✛ ✪✗✙★✛ ✣✢✗ ✣✛✥✗✚ ✭✗✚✛✗✵ ✷ ✄ ★ ✙ ✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸

χ̃(Σ{p}
n ) =

∑

q∈[n−1]\{p}
χ̃(Γp,qn−1) = χ̃(Γpn−1) = (n− 2)bn.

☞☛✌ ✷☞✎
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✠✰✜✜ ✦✢✮ ✣✭✗✚ ✙✪✪ ★✗✛★
S

✙✢✬ ✰★✦✢✮ ☞☛✌ ✷✖✎☎ ☞☛✌ ✷☞✎ ✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✙✛

an = (n− 2)an−1 + χ̃(Σ[n−1]
n ) + (n− 1)(n− 2)bn−1.

�✥✰★
A′(x) = xA′(x) −A(x) + 1 − e−x

2/2 +B′′(x)x2,
☞☛✌ ✷✟✎

✝✥✗✚✗
A(x) =

∑

n≥1 anx
n/n!

✙✢✬
B(x) =

∑

n≥1 bnx
n/n!

✷ ✡✣✛✗ ✛✥✙✛
ex

2/2 ✦★ ✛✥✗
✗✵✘✣✢✗✢✛✦✙✪ ✮✗✢✗✚✙✛✦✢✮ ✤✰✢✧✛✦✣✢ ✤✣✚ ✛✥✗ ✢✰✜✻✗✚ ✣✤ ✘ ✗✚✤✗✧✛ ✜✙✛✧✥✦✢✮★ ✣✢

n
✭✗✚✛✦✧✗★ ✷

✡✣✝ ✸ ✝✗ ✜ ✙✾ ✝ ✚✦✛✗
Γn,qn

✙★ ✛✥✗ ✰✢✦✣✢ ✣✤ {nq} ∗ Σn−1
✙✢✬ {nq} ∗ Γqn−1

✷ ✄ ★ ✙
✧✣✢★✗✺✰✗✢✧✗ ✸ bn = −an−1 − (n− 2)bn−1

✸ ✝✥✦✧✥ ✦✜✘✪✦✗★ ✛✥✙✛

B′′(x) = −A′(x) −B′′(x)x ⇐⇒ B′′(x) =
−A′(x)

1 + x
.

✠✰✻★✛✦✛✰✛✦✢✮ ✤✣✚
B′′(x)

✦✢ ☞☛✌ ✷✟✎ ✸ ✝✗ ✣✻✛✙✦✢ ✛✥✙✛

A′(x) = xA′(x) −A(x) + 1 − e−x
2/2 +

−A′(x)x2

1 + x

⇐⇒ A′(x)

1 + x
= −A(x) + 1 − e−x

2/2

⇐⇒ d

dx

(

Aex
2/2+x

)

= (1 + x)(ex
2/2+x − ex).

�✥✗ ✬✗★✦✚✗✬ ✚✗★✰✪✛ ✢✣✝ ✗✙★✦✪✾ ✤✣✪✪✣✝ ★ ✷
�

� ✦✢✙✪✪✾✸ ✝✗ ✗✵✙✜ ✦✢✗
BD

d

n

✤✣✚ ✪✙✚✮✗ ✭✙✪✰✗★ ✣✤
d
✷ ✄✮✙✦✢ ✸ ✝✗ ✧✣✢★✦✬✗✚ ✛✥✗ ✄ ✪✗✵✙✢✬✗✚

✬✰✙✪ ✷
✁✱✠✝✤✠✴ ✢✬ ✁✬✟ ✁☎ ✄ ✂�☎ ✂✄ ✂✂

PBD
0;1

n ≃ Sn−2;
∑

n≥1

χ̃(PBD
1;1

n )
xn

n!
= e−x

2/2−x − 1;

∑

n≥1

χ̃(PBD
2;1

n )
xn

n!
=

exp( x
2x−2 − x2

4 )
√

1 − x
− 1.

✄ ✞✓✓☎ ✡ ✔✾ �✥✗✣✚✗✜ ☛✌ ✷✌ ☛✸ ✛✥✗ ✴✚★✛ ★✛✙✛✗✜ ✗✢✛ ✦★ ✣✻✭✦✣✰★ ✸ ✻ ✗✧✙✰★✗
BD

0

n = {∅} ✷�✥✗ ★✙✜✗ ✛✥✗✣✚✗✜ ✾✦✗✪✬★ ✛✥✗ ✛✝✣ ✣✛✥✗✚ ★✛✙✛✗✜ ✗✢✛★ ✑ ✰★✗ ✏ ✚✣✘✣★✦✛✦✣✢ ☛☛✷✌✖ ✙✢✬
�✥✗✣✚✗✜ ☛✌ ✷✌✌ ✷

�





�✁✂✄ �

�✝✆✁✂☎ ☎✂✝ �✁✁☎☎✟✂✄☎

☛✞✟





�✁✁✂✄✄✂ ☎�

�✁✁ ✂☎✄ ☎ ✆ ✝ ✞ ✂ ✆✄ ✁ ✟ ✠✞ ☎

✡☛☞
M ✌☛ ✍ ✎ ✍☞✏✑✒✓ ✑✔ ✍ ✕✔✒☞☛ ✖☛☞

E ✗✒☞✘ ✏✍✔✙ ✚✛✔✜☞✒✑✔
ρ ✢ ✣✘☛ ✒✔✓☛✤☛✔✓☛✔✜☛ ✜✑✎ ✥

✤✦☛✧
F(M)

✒✖ ✗☛✦✦✥✙✔✑✗✔ ☞✑ ✘✍★☛ ✍☞☞✏✍✜☞✒★☛ ☞✑✤✑✦✑✩✒✜✍✦ ✤✏✑✤ ☛✏☞✒☛✖ ✢ ✪✑✏☛ ✤✏☛✜✒✖☛✦✫✬
F(M)

✒✖ ✙✔✑✗✔ ☞✑ ✌☛ ✖✘☛✦✦✍✌✦☛ ✭ ✒✔ ✚✍✜☞ ☛★☛✔ ★☛✏☞☛✧✥✓☛✜✑✎✤✑✖✍✌✦☛ ✭ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
ρ(E) − 1 ✮ ✖☛☛ ✯✏✑★✍✔ ✍✔✓ ✰✒✦✦☛✏✍ ✱✲✳ ✬ ✲✴✵ ✍✔✓ ✰✶✷✏✔☛✏ ✱✳✵ ✢ ✸☛ ✩✒★☛ ✍ ✖✛✎✎ ✍✏✫ ✒✔
✹☛✜☞✒✑✔ ✺✻ ✢✺✢✼✔☛ ✑✚ ☞✘☛ ✎ ✍✒✔ ✩✑✍✦✖ ✑✚ ☞✘✒✖ ✜✘✍✤☞☛✏ ✒✖ ☞✑ ☛✧☞☛✔✓ ☞✘✒✖ ✏☛✖✛✦☞ ☞✑ ✍ ✦✍✏✩☛✏ ✜✦✍✖✖
✑✚ ✖✒✎✤✦✒✜✒✍✦ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✢ ✹✤☛✜✒✕✜✍✦✦✫✬ ✗☛ ✓☛✕✔☛ ✍ ✜✑✎✤✦☛✧

∆
☞✑ ✌☛ ✍ ✽ ✾✿❀❁❂❃

❄❅❁✿✽ ✿❅❁✿❅❆✿ ✑✏ ❇❈ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑★☛✏
M ✌✫ ☞✘☛ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫ ☞✘✍☞ ✒✚

τ
✒✖ ✍ ✚✍✜☛ ✑✚

∆
✍✔✓

e
✒✖ ✍✔ ☛✦☛✎☛✔☞ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

ρ(τ + e) > ρ(τ)
✬ ☞✘☛✔

τ + e
✒✖ ✍✦✖✑ ✍ ✚✍✜☛ ✑✚

∆ ✢ ❉✔✹☛✜☞✒✑✔ ✺✻ ✢❊ ✬ ✗☛ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞ ☛★☛✏✫ ✯ ❉ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑★☛✏
M

✘✍✖ ✍ ★☛✏☞☛✧✥✓☛✜✑✎✤✑✖✍✌✦☛
✖✙☛✦☛☞✑✔ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔

ρ(E) − 1 ✢
✸ ✘✍☞ ✓✒✖☞✒✔✩✛✒✖✘☛✖ ✍✔ ✍✏✌✒☞✏✍✏✫ ✯ ❉ ✜✑✎✤✦☛✧ ✚✏✑✎ ☞✘☛ ✒✔✓☛✤☛✔✓☛✔✜☛ ✜✑✎✤✦☛✧

F(M)
✒✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✦✍☞☞☛✏ ✜✑✎✤✦☛✧ ✖✍☞✒✖✕☛✖ ☞✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ✤✏✑✤☛✏☞✫ ❋ ❉✚ τ ✒✖ ✍ ✚✍✜☛ ✍✔✓

e✒✖ ✍✔ ☛✦☛✎☛✔☞ ✔✑☞ ✒✔
τ

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
ρ(τ + e) = ρ(τ)

✬ ☞✘☛✔
τ + e

✒✖ ❅ ❂● ✍ ✚✍✜☛ ✢ ✸☛ ✎ ✍✫
✏☛✦✍✧ ☞✘ ✒✖ ✜✑✔✓✒☞✒✑✔ ✍ ✌✒☞ ✬ ✏☛❍✛✒✏✒✔✩ ☞✘✍☞ ✿❄●■ ✿❏

τ +e /∈ ∆
❂❏ ☞✘☛ ☛✦☛✎ ☛✔☞

e
✒✖ ✍ ✜✑✔☛

✤✑✒✔☞ ✒✔
lk∆(τ) ✢ ✸☛ ✏☛✚☛✏ ☞✑ ✍ ✯❉ ✜✑✎✤✦☛✧ ✗ ✒☞✘ ☞✘✒✖ ✤✏✑✤☛✏☞✫ ✍✖ ✍ ✾●❏❂❅❑ ✯❉ ✑✏ ▲❇❈

✜✑✎✤✦☛✧ ✢ ▼ ✖ ✗☛ ✗ ✒✦✦ ✖☛☛ ✒✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✻ ✢✻ ✬ ✖✛✜✘ ✍ ✜✑✎✤✦☛✧ ✘✍✖ ☞✘☛ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☞✫✤☛ ✑✚
✍ ✗☛✓✩☛ ✑✚ ✖✤✘☛✏☛✖ ✒✔ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔

ρ(E) − 1 ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ✚✏✑✎ ✍ ✘✑✎✑☞✑✤✒✜✍✦
✤✑✒✔☞ ✑✚ ★✒☛✗ ✬ ✹✯❉ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✍✏☛ ★☛✏✫ ✖✒✎ ✒✦✍✏ ☞✑ ☞✘☛ ✒✔✓☛✤☛✔✓☛✔✜☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✢

▼✔ ✍☞☞✏✍✜☞✒★☛ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫ ✑✚ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✒☛✖ ✑✚ ✯❉ ✍✔✓ ✹✯❉ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✒✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛✫ ✍✏☛
✜✦✑✖☛✓ ✛✔✓☛✏ ✓☛✦☛☞✒✑✔ ✍✔✓ ✜✑✔☞✏✍✜☞✒✑✔ ✑✚ ✍✔ ☛✦☛✎☛✔☞ ✒✔ ☞✘☛ ✎ ✍☞✏✑✒✓ ✮ ☞✘☛ ✦✍☞☞☛✏ ✑✤ ☛✏✥
✍☞✒✑✔ ✜✑✏✏☛✖✤✑✔✓✖ ☞✑ ☞✍✙✒✔✩ ☞✘☛ ✦✒✔✙ ✑✚ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✗ ✒☞✘ ✏☛✖✤ ☛✜☞ ☞✑ ☞✘☛ ✜✑✔☞✏✍✜☞☛✓
☛✦☛✎ ☛✔☞ ✢ ❉✔✓☛☛✓ ✬ ☞✘✒✖ ✒✖ ☞✘☛ ✜✏✛✜✒✍✦ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫ ☞✘✍☞ ✍✦✦✑✗ ✖ ✛✖ ☞✑ ✓☛✏✒★☛ ☞✘☛ ✎ ☛✔☞✒✑✔☛✓
☞✑✤✑✦✑✩✒✜✍✦ ✏☛✖✛✦☞✖ ✢

✸☛ ✍✦✖✑ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ✯ ❉ ∗ ✍✔✓ ✹✯❉ ∗ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✬ ✗✘✒✜✘ ✍✏☛ ▼ ✦☛✧✍✔✓☛✏ ✓✛✍✦✖ ✑✚ ✯❉✍✔✓ ✹✯❉ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✬ ✏☛✖✤☛✜☞✒★☛✦✫✢ ❉✔ ☞☛✏✎ ✖ ✑✚ ☞✘☛ ✓✛✍✦
M∗ ◆✗ ✒☞✘ ✏✍✔✙ ✚✛✔✜☞✒✑✔

ρ∗❖✑✚ ☞✘☛ ✛✔✓☛✏✦✫ ✒✔✩ ✎ ✍☞✏✑✒✓
M

✬ ✍ ✯❉ ∗ ✜✑✎✤✦☛✧ ✘✍✖ ☞✘☛ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫ ☞✘✍☞ ☛✍✜✘ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦
✚✍✜☛

τ
✒✖ ✍ P✍☞ ✮ ☞✘☛ ✏✍✔✙ ✑✚

τ + x
☛✧✜☛☛✓✖ ☞✘☛ ✏✍✔✙ ✑✚

τ
✚✑✏ ☛✍✜✘

x
✔✑☞ ✒✔

τ ✢ ▼ ✖ ✍
✚✍✒✏✦✫ ✒✎✎☛✓✒✍☞☛ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ✍ ✯❉ ∗ ✜✑✎✤✦☛✧ ✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ☞✘☛ ✑✏✓☛✏

✺◗✲



✺✴� ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟✠ ✡ ☛☞✞✝✌ ✆✌ ✄✍ ✎ ✏ ✄✆✞☞✑✎✌

✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✍ ✜☛✏☞✍✒✔ ✑✏✓☛✏ ✒✓☛✍✦ ✒✔ ☞✘☛ ✦✍☞☞✒✜☛ ✑✚ P✍☞✖ ✒✔
M∗ ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬ ✍✦✦

✘✑✎✑✦✑✩✫ ✒✖ ✜✑✔✜☛✔☞✏✍☞☛✓ ✒✔ ✓✒✎☛✔✖✒✑✔✖ ✌☛✦✑✗ ρ∗(E) − 1 ✢ ▼✔ ✹✯❉ ∗ ✜✑✎✤✦☛✧
∆✖✍☞✒✖✕☛✖ ☞✘☛ ✍✓✓✒☞✒✑✔✍✦ ✜✑✔✓✒☞✒✑✔ ☞✘✍☞ ✒✚

τ
✒✖ ✍ ✔✑✔✚✍✜☛ ✑✚

∆
✍✔✓

e
✒✖ ✍✔ ☛✦☛✎ ☛✔☞

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
ρ∗(τ + e) > ρ∗(τ)

✬ ☞✘☛✔
e

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔ ☞✘☛ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚
∆✑✔ ☞✘☛ ✖☛☞

τ + e ✢ ❉✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✻ ✢✒ ✬ ✗☛ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞ ☛★☛✏✫ ✹✯❉ ∗ ✜✑✎✤✦☛✧ ✘✍✖ ✍ ★☛✏☞☛✧✥
✓☛✜✑✎✤✑✖✍✌✦☛

(ρ∗(E)−2)
✥✖✙☛✦☛☞✑✔ ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞ ☞✘✒✖ ✒✖ ✔✑☞ ✍✔ ✒✎✎☛✓✒✍☞☛ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛

✑✚ ☞✘☛ ✜✑✏✏☛✖✤✑✔✓✒✔✩ ✏☛✖✛✦☞ ✚✑✏ ✹✯❉ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✢
✣✘☛ ✒✔✓☛✤☛✔✓☛✔✜☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑★☛✏ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘✒✜ ✎ ✍☞✏✑✒✓

Mn = Mn(Kn)
✜✑✒✔✜✒✓☛✖

✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
Fn

✑✚ ✚✑✏☛✖☞✖ ✑✔
n

★☛✏☞✒✜☛✖ ✢ ✔✘✍✏✒ ✱❊✕✵ ✍✔✓ ✦✍☞☛✏ ✡ ✒✔✛✖✖✑✔ ✍✔✓
✹✘✍✏☛✖✘✒✍✔ ✱✕✻✵ ☛✧✍✎ ✒✔☛✓ ☞✘☛ ✦✍✏✩☛✏ ✜✑✎✤✦☛✧

Bn
✑✚ ✌✒✤✍✏☞✒☞☛ ✩✏✍✤✘✖ ✑✔

n
★☛✏☞✒✜☛✖ ✢ ❉☞✒✖ ☛✍✖✫ ☞✑ ✖☛☛ ☞✘✍☞

Bn
✒✖ ✍✔ ✹✯ ❉ ✜✑✎✤✦☛✧ ✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘☛ ✏☛✖✛✦☞ ✑✚ ✔✘✍✏✒ ✱❊✕✵ ☞✘✍☞

Bn
✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✗☛✓✩☛ ✑✚ ✖✤✘☛✏☛✖ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔

n−2 ✮ ✖☛☛ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✒ ✢✺✚✑✏ ✎✑✏☛ ✒✔✚✑✏✎ ✍☞✒✑✔ ✍✌✑✛☞
Bn ✢

▼ ✩✏✍✤✘ ✒✖ ✌✒✤✍✏☞✒☞☛ ✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘ ✓✑☛✖ ✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔ ✍✔ ✑✓✓ ✜✫✜✦☛ ✢
✪✑✏☛ ✩☛✔☛✏✍✦✦✫✬ ✚✑✏ ✍ ✎ ✍☞✏✑✒✓

M
✑✔ ✍ ✖☛☞

E
✬ ✑✔☛ ✎✍✫ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧

BM
✑✚

✖✛✌✖☛☞✖ ✑✚
E

☞✘✍☞ ✓✑ ✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔ ✍✔✫ ✜✒✏✜✛ ✒☞✖ ✑✚ ✑✓✓ ✜✍✏✓✒✔✍✦✒☞✫✢ ❉✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✻ ✢✻ ✢✺✬
✗☛ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞

BM
✒✖ ✹✯❉ ✗✘☛✔☛★☛✏

M
✍✓✎ ✒☞✖ ✍ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✑★☛✏ ☞✘☛ ✕☛✦✓ ✗ ✒☞✘ ☞✗✑

☛✦☛✎ ☛✔☞✖ ✢ ✸☛ ✩☛✔☛✏✍✦✒✖☛ ☞✘✒✖ ✑✌✖☛✏★✍☞✒✑✔ ☞✑ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔✖ ✑★☛✏ ✍✏✌✒☞✏✍✏✫ ✕☛✦✓✖ ✬
✌✛☞ ☞✘☛ ✏☛✖✛ ✦☞✒✔✩ ✜✑✎✤✦☛✧ ✒✖ ✔✑ ✦✑✔✩☛✏ ☛❍✛✍✦ ☞✑

BM
✒✔ ✩☛✔☛✏✍✦ ✢

✣✘☛ ✩☛✔☛✏✒✜ ☛✧✍✎✤✦☛ ✑✚ ✍✔ ✹✯ ❉ ∗ ✜✑✎✤✦☛✧ ✒✖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
NCn

✑✚ ✓✒✖✜✑✔✔☛✜☞☛✓
✩✏✍✤✘✖ ✑✔

n
★☛✏☞✒✜☛✖ ✢ ✗✑✏ ☛✍✜✘

p
✓✒★✒✓✒✔✩

n
✬ ✍✔✑☞✘☛✏ ✹✯❉ ∗ ✜✑✎✤✦☛✧ ✒✖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧

✑✚ ✩✏✍✤✘✖ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✔✛✎✌☛✏ ✑✚ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✒✔ ✖✑✎ ☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✒✖ ✔✑☞
✓✒★✒✖✒✌ ✦☛ ✌✫

p ✮ ✖☛☛ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✻ ✢✒ ✢✺✢
✘✙ ✚✘ ✛✜✢✣✤✣✜✢✣✜✥✣ ✥✦✧✤★✣✩✣✪

✸☛ ✩✒★☛ ✍ ✌✏✒☛✚ ✑★☛✏★✒☛✗ ✑✚ ✖✑✎ ☛ ✌✍✖✒✜ ✤✏✑✤☛✏☞✒☛✖ ✑✚ ☞✘☛ ✒✔✓☛✤☛✔✓☛✔✜☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚
✍ ✎ ✍☞✏✑✒✓ ✢ ✗✏✑✎ ✑✛✏ ✤☛✏✖✤ ☛✜☞✒★☛ ✬ ☞✘☛ ✎✑✖☞ ✒✎✤✑✏☞✍✔☞ ✚✍✜☞ ✒✖ ☞✘☛ ✚✑ ✦✦✑✗ ✒✔✩ ✏☛✖✛✦☞ ✬
✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞ ✒✔✓☛✤ ☛✔✓☛✔✜☛ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✍✏☛ ✖✘☛✦✦✍✌✦☛ ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✲ ✳✱ ✴✵✯✮✶✷✸ ✷✸✹ ✺✻✼✼✭✯✷ ✽✾✿ ❀ ✾❁❂❃ ❄✿●

M ❅✿ ❆ ❇ ❆●❏❂❄❁ ❂❈ ❏❆❅❉
r ❊❋■ ✿❅

F(M)
❄✾
V D

❆❅❁ ■ ✿❅❆✿ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈ ✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅❃
✾❄❂❅

r − 1 ❊ �

✗✑✏ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘✒✜ ✎ ✍☞✏✑✒✓ ✍✔✓ ✒☞✖ ✑✔☛✥✖☞☛✤ ☞✏✛✔✜✍☞✒✑✔ ◆✖☛☛ ✹☛✜☞✒✑✔ ❊ ✢✒ ✢✺❖ ✬ ✗☛ ✘✍★☛
☞✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ✗☛✦✦✥✙✔✑✗✔ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛✖ ❋
▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ✱✲ ✳◆ ❖❂❏ ❆❅● ❑ ❏❆✽ ■

G
❂❅

n
■✿❏●❄❆✿✾P ●■ ✿ ❈ ❂ ❏ ❏❂❑ ❄❅❑ ■ ❂❏❁ ◗

❘ Fn(G)
❄✾
V D

❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅
n−c(G)−1 ❊ ❙ ❂❏✿ ❑ ✿❅✿❏❆❏ ❏●P ❈ ❂❏ ❆❅● ❑ ❏❆✽ ■

H ⊆ G
P

lkFn(G)(H)
❄✾
V D

❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅
c(H) − c(G) − 1 ❊

❘ Fn(G) ∩ NCn
❄✾
VD

❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅
n− max{c(G), 2} − 1 ❊



✟✠ ✡� ✡ ✁ ✌✝✂✎☞✄✑✍ ✎✝☎ ✝✍ ✎✝✍ ☎✝ ☎☞✆☎ ✝✝✞ ✝✌ ✺✴ ✺

✣✍✌✦☛ ✺✻ ✢✺ ❋ ✣✘☛ ✏☛✓✛✜☛✓ ✟✛✦☛✏ ✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☞✒✜ ✑✚
Fn

✚✑✏ ✖✎ ✍✦✦ ★✍✦✛☛✖ ✑✔
n ✢

n ✠ ✡ ☛ ☞ ✌ ✍ ✎ ✏ ✑ ✠✒
χ̃(Fn) −1 ✒ −1 ✍ −51 ✌✍✒ −7575 ✠✡✡✒✌✡ −2285353 ☞✏✏✒☛✑✒☞

✗✑✏ ☛✍✜✘ ✤✑✖✒☞✒★☛ ✒✔☞☛✩☛✏
t
✬ ✑✔☛ ✎ ✍✫ ☛✍✖✒✦✫ ☛✧☞☛✔✓ ☞✘☛ ✖☛✜✑✔✓ ✖☞✍☞☛✎☛✔☞ ✒✔ ☞✘☛

✜✑✏✑✦✦✍✏✫ ☞✑ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✚✑✏☛✖☞✖ ✗ ✒☞✘ ✍☞ ✦☛✍✖☞
t

✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✮ ✏☛✤✦✍✜☛
max{c(G), 2} ✗✒☞✘

max{c(G), t} ✢
✣✘☛ ✏☛✓✛✜☛✓ ✟✛✦☛✏ ✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☞✒✜ ✑✚

Fn
✒✖ ✜✑✎✤✦✒✜✍☞☛✓ ✍✔✓ ✒✖ ✤ ☛✏✘✍✤✖ ✌ ☛✖☞ ☛✧✥

✤✏☛✖✖☛✓ ✒✔ ☞☛✏✎ ✖ ✑✚ ☞✘☛ ✓☛✏✎ ✒☞☛ ✤✑✦✫✔✑✎ ✒✍✦
Hn(t)

✬ ✗✘✒✜✘ ✒✖ ✓☛✕✔☛✓ ✌✫ ☞✘☛ ☛❍✛✍☞✒✑✔
∑

n≥0

Hn(t)
xn

n!
= etx+x

2/2.

✓✑☞☛ ☞✘✍☞
Hn+1(t) = tHn(t) + nHn−1(t)

✚✑✏
n ≥ 1 ✢

✫✬✭✮✯✭✰ ✱✲ ✳✲ ✴✔ ✮✶✻✕ ✭✖ ✷✼ ✳ ✽✾◆ ❀ ✫✬ ✳ ✗ ✳✘❂❃ ❖❂❏
n ≥ 3

P ❑ ✿ ■ ❆■✿ ●■ ❆●
χ̃(Fn) =

(−1)n(n− 2)Hn−3(n− 1) ❊ �

✸☛ ✤✏☛✖☛✔☞
χ̃(Fn)

✚✑✏ ✖✎ ✍✦✦
n

✒✔ ✣✍✌✦☛ ✺✻ ✢✺ ✢
✣✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ✒✎✎☛✓✒✍☞☛ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✻ ✢✺ ✍✔✓ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ◗ ✢✺❊✎ ✒✩✘☞ ✌ ☛ ✗✑✏☞✘ ✎ ☛✔☞✒✑✔✒✔✩ ✢

▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ✱✲ ✳✙ ❄✿●
M ❅✿ ❆ ❇ ❆●❏❂❄❁ ❂❈ ❏❆❅❉

r ❊ ❋■ ✿❅
F(M)

❄✾ ✾✿❇ ❄❃❅ ❂❅✿■❆✾❄■✿
❑ ❄●■ ❆❏ ❏ ✿■❆✾❄■✿ ❈ ❆❆✿✾ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅

r− 1 ❊ ❙ ❂❏✿❂■✿❏P ●■ ✿ ❆❂❇✽ ❏✿✚
NC(M)

❂❈ ❆❏ ❏ ✾✿●✾
❂❈ ❏❆❅❉ ❆● ❇ ❂✾●

r − 1
❄✾ ✾✿❇ ❄❃❅❂❅✿■❆✾❄■✿ ❑ ❄●■ ❆❏ ❏ ✿■❆✾❄■✿ ❈ ❆❆✿✾ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅

r − 2 ❊
�

✗✑✏ ☞✘☛ ✖☛✜✑✔✓ ✖☞✍☞☛✎☛✔☞ ✒✔ ☞✘☛ ✜✑✏✑✦✦✍✏✫✬ ✛✖☛ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ◗ ✢✻✴ ✍✔✓ ☞✘☛ ✚✍✜☞ ☞✘✍☞
NC(M)

✒✖ ☞✘☛ ▼ ✦☛✧✍✔✓☛✏ ✓✛✍✦ ✑✚
F(M∗)

✬ ✗✘☛✏☛
M∗ ✒✖ ☞✘☛ ✓✛✍✦ ✎ ✍☞✏✑✒✓ ✑✚

M ✢ ❉✔✹☛✜☞✒✑✔ ✺✻ ✢✒ ✬ ✗☛ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞ ☞✘☛
(r − 2)

✥✖✙☛✦☛☞✑✔ ✑✚
NC(M)

✒✖
V D ✢

✛ ✿❇❆❏❉ ❊ ✗✑✏ ✍ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✩✏✍✤✘
G

✑✔
n

★☛✏☞✒✜☛✖ ✬ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
NC(Mn(G))

✒✔
✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✺✻ ✢✒ ✜✑✒✔✜✒✓☛✖ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧

NCn(G)
✑✚ ✓✒✖✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✖✛✌✩✏✍✤✘✖ ✑✚

G ✢ ✹☛☛ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✕ ✢✺ ✚✑✏ ✎✑✏☛ ✒✔✚✑✏✎ ✍☞✒✑✔ ✍✌✑✛☞ ☞✘✒✖ ✜✑✎✤✦☛✧ ✢
✘✙ ✚✜ ✢ ✪✣✣✢✦✤ ✥✜✢✣✤✣✜✢✣✜✥✣ ✥✦✧✤★✣✩✣✪

✸☛ ✒✔☞✏✑✓✛✜☛ ☞✘☛ ✜✑✔✜☛✤☞ ✑✚ ✍ ✤✖☛✛✓✑✥✒✔✓☛✤ ☛✔✓☛✔✜☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑★☛✏ ✍ ✎ ✍☞✏✑✒✓ ✍✔✓
✖✘✑✗ ☞✘✍☞ ✍ ✜☛✏☞✍✒✔ ✖✙☛✦☛☞✑✔ ✑✚ ✖✛✜✘ ✍ ✜✑✎✤✦☛✧ ✒✖

V D ✢✡☛☞
M = (E,F) ✌☛ ✍ ✎ ✍☞✏✑✒✓ ✗ ✒☞✘ ✏✍✔✙ ✚✛✔✜☞✒✑✔

ρM ✢ ✹✍✫ ☞✘✍☞ ✍ ✖✒✎✤✦✒✜✒✍✦
✜✑✎✤✦☛✧

∆
✑✚ ✖✛✌✖☛☞✖ ✑✚

M
✒✖ ✍ ✽ ✾✿❀❁❂❃❄❅❁✿✽ ✿❅❁✿❅❆✿ ❆❂❇✽ ❏✿✚ ✑★☛✏

M
✒✚ ☞✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩

✘✑✦✓✖ ❋



✺✴❊ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟✠ ✡ ☛☞✞✝✌ ✆✌ ✄✍ ✎ ✏ ✄✆✞☞✑✎✌

� ❉✚ τ ∈ ∆
✬
x ∈ E \ τ ✬ ✍✔✓

ρM(τ + x) > ρM(τ)
✬ ☞✘☛✔

τ + x ∈ ∆ ✢
✣✘☛ ✏✍☞✒✑✔✍✦☛ ✚✑✏ ☞✘ ✒✖ ☞☛✏✎ ✒✔✑✦✑✩✫ ✒✖ ☞✘✍☞ ✍ ✔✑✔★✑✒✓ ✤✖☛✛✓✑✥✒✔✓☛✤ ☛✔✓☛✔✜☛ ✜✑✎✤✦☛✧
✑★☛✏

M
✜✑✔☞✍✒✔✖ ☞✘☛ ✒✔✓☛✤ ☛✔✓☛✔✜☛ ✜✑✎✤✦☛✧

F
✑✚
M ✢ ✣✑ ✖✒✎✤✦✒✚✫ ✔✑☞✍☞✒✑✔ ✬ ✗☛ ✖✍✫

☞✘✍☞ ✍ ✤✖☛✛✓✑✥✒✔✓☛✤☛✔✓☛✔✜☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑★☛✏
M

✒✖ ❇❈ ❂■✿❏
M ✢ ✰✫ ✜✑✔★☛✔☞✒✑✔ ✬ ✗☛

✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ★✑✒✓ ✜✑✎✤✦☛✧ ☞✑ ✌ ☛ ✍ ✯❉ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑★☛✏ ✍✔✫ ✎ ✍☞✏✑✒✓ ✢
✗✑✏ ✍✔✫ ✖✛✌✖☛☞

τ
✑✚
E

✬ ✦☛☞
∆(τ) ✌☛ ☞✘☛ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚

∆
✑✔ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧

✖☛☞
τ ✢ ❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞

∆(τ)
✒✖ ✯ ❉ ✑★☛✏

M(τ) ✗✘☛✔☛★☛✏
∆

✒✖ ✯ ❉ ✑★☛✏
M ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛ ✦✍✏ ✬

del∆(e)
✒✖ ✯ ❉ ✑★☛✏

M − e
✚✑✏ ✍✔✫

e ∈ E ✢ ▼ ✦✖✑ ✬
lk∆(e)

✒✖ ✯ ❉ ✑★☛✏
M/e ✢ ✓✍✎ ☛✦✫✬

ρM/e(τ + x) > ρM/e(τ)
✒✖ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑

ρM(τ + e+ x) − ρM(e) > ρM(τ + e) − ρM(e) ⇐⇒ ρM(τ + e+ x) > ρM(τ + e).

✫✬✭✮✯✭✰ ✱✲ ✳✗ ❄✿●
∆ ❅✿ ❆ ❇❈ ✾❄❇✽ ❏❄❆❄❆❏ ❆❂❇✽ ❏✿✚ ❂■✿❏ ❆ ❇ ❆●❏❂❄❁

M = (E,F) ❊❋■ ✿❅ P ❈ ❂❏ ❆❅● ✾❀❅✾✿●
τ

❂❈
E
P
∆(τ)

❄✾
VD(ρM(τ) − 1) ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞ ☞✘☛
(ρM(τ)−1)

✥✖✙☛✦☛☞✑✔ ✑✚
∆(τ)

✒✖ ✤✛✏☛ ✮ ∆(τ) ✌☛✒✔✩ ✯ ❉ ✒✎✤✦✒☛✖
☞✘✍☞ ✍✦✦ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛✖ ✑✚

∆(τ)
✘✍★☛ ✚✛ ✦✦ ✏✍✔✙

ρM(τ) ✢ ✸☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✒✚
ρM(τ) = 0 ✢✹✛✤✤✑✖☛

ρM(τ) > 0
✬ ✍✔✓ ✦☛☞

e ∈ τ ✌☛ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
ρM(e) = 1 ✢ ✣✘☛✏☛ ✍✏☛ ☞✗✑ ✜✍✖☛✖ ❋

� ρM(τ) = ρM(τ − e) + 1 ✢ ▼ ✖
∆(τ)

✒✖ ✯ ❉ ✬ ☞✘✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
e

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔
∆(τ) ✢ ✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✬

lk∆(τ)(e) = del∆(τ)(e) = ∆(τ−e) ✒✖
V D(ρM(τ−e)−1) =

V D(ρM(τ) − 2)
✬ ✍✔✓ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✢

� ρM(τ) = ρM(τ − e) ✢ ✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✬
del∆(τ)(e) = ∆(τ − e)

✒✖
V D(ρM(τ) − 1)✍✔✓

lk∆(τ)(e)
✒✖
V D(ρM/e(τ)−1) = VD(ρM(τ)−2)

✬ ☞✘☛ ✦✍☞☞☛✏ ✜✑✎✤✦☛✧ ✌☛✒✔✩
✯❉ ✑★☛✏

M(τ)/e ✢ ✰✫ ✡☛✎✎✍ ✴ ✢✲ ✬ ☞✘✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
∆(τ)

✒✖
V D(ρM(τ) − 1)

✬
✍✔✓ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✢ �

▼ ✖☛☞
S

✒✔ ✍ ✎ ✍☞✏✑✒✓
M

✒✖ ❄✾●■❇ ❀✾❃❈ ❏✿✿ ✒✚ ✔✑ ☛✦☛✎ ☛✔☞ ✒✔ ☞✘☛ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌✎ ✍☞✏✑✒✓
M(S)

✒✖ ✍✔ ✒✖☞✘✎✛✖ ✮ ρM(S) = ρM(S − e)
✚✑✏ ✍✦✦

e ∈ S ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✲ ✳✿ ❄✿●

M = (E,F) ❅✿ ❆ ❇ ❆●❏❂❄❁ ❆❅❁ ❏✿●
∆ ⊆ 2E ❅✿ ❆ ✾❄❇✽ ❏❄❆❄❆❏

❆❂❇✽ ❏✿✚ ❊ ❋■ ✿❅
∆

❄✾ ❇❈ ❄❈ ❆❅❁ ❂❅ ❏● ❄❈ ❆❏ ❏ ❇ ❄❅❄❇❆❏ ❅❂❅❈ ❆❆✿✾ ❂❈
∆

❆❏✿ ❄✾●■❇ ❀✾❃❈ ❏✿✿❊❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P ✾❀❆■ ❆ ❆❂❇✽ ❏✿✚ ■ ❆✾ ●■ ✿ ✽ ❏❂✽ ✿❏●● ●■ ❆●
∆(τ)

❄✾
V D(ρ(τ) − 1)

❈ ❂❏ ✿❆❆■
τ ⊆ E ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✹✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞ ✍✦✦ ✎ ✒✔ ✒✎ ✍✦ ✔✑✔✚✍✜☛✖ ✑✚

∆
✍✏☛ ✒✖☞✘✎✛✖✥✚✏☛☛ ✢ ✸☛ ✗✍✔☞ ☞✑ ✖✘✑✗☞✘✍☞

∆
✒✖ ✯ ❉ ✢ ✹✛✤✤✑✖☛

τ ∈ ∆
✍✔✓

e ∈ E \ τ ✘✍★☛ ☞✘☛ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫ ☞✘✍☞
ρM(τ + e) =

ρM(τ) + 1 ✢ ✸☛ ✘✍★☛ ☞✑ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞
τ + e ∈ ∆ ✢ ▼ ✖✖✛✎ ☛ ☞✘☛ ✑✤✤✑✖✒☞☛ ✍✔✓ ✦☛☞

σ ✌☛ ✍
✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✔✑✔✚✍✜☛ ✑✚

∆
✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔

τ + e ✢ ✹✒✔✜☛
e

✒✖ ✍✔ ✒✖☞✘✎✛✖ ✒✔
τ + e

✬
e

✜✍✔✔✑☞
✌☛ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔

σ ✮ σ ✒✖ ✒✖☞✘✎✛✖✥✚✏☛☛ ✌✫ ✍✖✖✛✎✤☞✒✑✔ ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬ ☞✘✒✖ ✎ ☛✍✔✖ ☞✘✍☞
σ

✒✖
✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔

τ
✬ ✍✔✓ ✗☛ ✘✍★☛ ✍ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✑✔ ☞✑ ☞✘☛ ✍✖✖✛✎✤☞✒✑✔ ☞✘✍☞

τ ∈ ∆ ✢ ✣✘✛✖
∆

✒✖ ✯ ❉ ✢
✓☛✧☞ ✬ ✖✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞ ✖✑✎ ☛ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✔✑✔✚✍✜☛

σ
✒✖ ✔✑☞ ✒✖☞✘✎✛✖✥✚✏☛☛ ✢ ✡☛☞

e ✌☛ ✍✔
✒✖☞✘✎✛✖ ✒✔

σ ✮ ✖✒✔ ✜☛
σ

✒✖ ✍ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✔✑✔✚✍✜☛ ✬
σ−e ∈ ∆ ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬

ρ(σ) = ρ(σ−e)+1
✬

✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
∆

✒✖ ✔✑☞ ✯❉ ✢ �



✟✠ ✡� ✡ ✁ ✌✝✂✎☞✄✑✍ ✎✝☎ ✝✍ ✎✝✍ ☎✝ ☎☞✆☎ ✝✝✞ ✝✌ ✺✴✻

✵✯✮� ✮✁✻✖✻✮✸ ✱✲ ✳❁ ❄✿●
M = (E,F) ❅✿ ❆ ❇ ❆●❏❂❄❁ ❆❅❁ ❆✾✾❀❇ ✿ ●■ ❆●

Σ
❆❅❁

∆
❆❏✿ ❇❈

❆❂❇✽ ❏✿✚ ✿✾ ❂■✿❏
M ❊ ❋■ ✿❅ ●■ ✿ ❄❅●✿❏✾✿❆●❄❂❅

Σ ∩ ∆
❆❅❁ ●■ ✿ ❀❅❄❂❅

Σ ∪ ∆
❆❏✿ ❆❏✾❂ ❇❈

❂■✿❏
M ❊ ✂ ✾ ❆ ❆❂❅✾✿❍❀✿❅❆✿P ●■ ✿ ✾✿● ❂❈ ❇❈ ❆❂❇✽ ❏✿✚ ✿✾ ❂■✿❏

M
❂❏❁✿❏✿❁ ❅● ❄❅❆❏❀✾❄❂❅ ❄✾

❆ ❏❆●●❄❆✿ ❑ ❄●■ ❀❅❄❂❅ ❆❅❁ ❄❅●✿❏✾✿❆●❄❂❅ ❆✾ ✄ ❂❄❅ ❆❅❁ ❇ ✿✿● ❂✽ ✿❏❆●❂❏✾P ❏✿✾✽ ✿❆●❄■✿❏● ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✡☛☞

σ ✌☛ ✍ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✔✑✔✚✍✜☛ ✑✚
Σ ∩ ∆ ✮ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞

σ /∈ ∆ ✢ ✣✘☛✔
σ

✒✖ ✍
✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✔✑✔✚✍✜☛ ✑✚

∆
✍✔✓ ✘☛✔✜☛ ✒✖☞✘✎✛✖✥✚✏☛☛ ✢ ✰✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✻ ✢✴ ✬ ☞✘✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞

Σ ∩ ∆
✒✖ ✍ ✯❉ ✜✑✎✤✦☛✧ ✢

✓✑✗ ✬ ✦☛☞
σ ✌☛ ✍ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✔✑✔✚✍✜☛ ✑✚

Σ ∪ ∆ ✢ ✹✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞
σ

✒✖ ✔✑☞ ✒✖☞✘✎✛✖✥✚✏☛☛
✍✔✓ ✦☛☞

e ✌☛ ✍✔ ✒✖☞✘✎✛✖ ✒✔
σ ✢ ✹✒✔✜☛

σ − e
✒✖ ✔✑☞ ✍ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✔✑✔✚✍✜☛ ✑✚

Σ ∪∆
✬
σ − e

✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑ ✍☞ ✦☛✍✖☞ ✑✔☛ ✑✚
Σ

✍✔✓
∆

✬ ✖✍✫
∆ ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬ ✖✒✔✜☛

∆
✒✖ ✯ ❉ ✬ ☞✘ ✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞

σ ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑
∆ ✮ ρ(σ− e) < ρ(σ) ✢ ✣✘✒✖ ✍ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✑✔ ✮ ☞✘✛✖

σ
✎✛✖☞ ✌☛ ✒✖☞✘✎✛✖✥✚✏☛☛

✍✔✓
Σ ∪ ∆

✒✖ ✘☛✔✜☛ ✍ ✯ ❉ ✜✑✎✤✦☛✧ ✌✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✻ ✢✴ ✢ �

☎✆ ✝✞ ✝☎ ✟✠ ✡☛☞✌✍ ✎✏✑✌✒✓✔✓✕

✸☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✖✤ ☛✜✒✍✦ ✜✍✖☛ ✑✚ ✩✏✍✤✘✒✜ ✎ ✍☞✏✑✒✓✖ ✢ ▼ ✩✏✍✤✘ ◆✑✏ ✓✒✩✏✍✤✘❖ G ✒✖ ❄✾●■❇ ❀✾❃
❈ ❏✿✿ ✒✚ ☛✍✜✘ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✒✔

G
✒✖

2
✥☛✓✩☛✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢ ✟❍✛✒★✍✦☛✔☞✦✫✬

c(G) =
c(G − e)

✚✑✏ ☛✍✜✘ ☛✓✩☛
e ∈ G ✢ ✣✘✒✖ ✎ ☛✍✔✖ ☛✧✍✜☞✦✫ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘✒✜ ◆✑✏ ✓✒✩✏✍✤✘✒✜❖✎ ✍☞✏✑✒✓ ✑✔

G ✗✒☞✘ ✏✍✔✙ ✚✛✔✜☞✒✑✔
ρ(H) = n − c(H)

✒✖ ✒✖☞✘✎✛✖✥✚✏☛☛ ✢ ✣✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩
✏☛✖✛ ✦☞ ✒✖ ✍✔ ✒✎✎☛✓✒✍☞☛ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✻ ✢✴ ✢
▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ✱✲ ✳✘ ❄✿●

∆ ❅✿ ❆ ❆❂❇✽ ❏✿✚ ❂❈ ❑ ❏❆✽ ■✾ ❂❅
n

■✿❏●❄❆✿✾ ✾❀❆■ ●■ ❆● ❆❏ ❏ ❇ ❄❅❄❇❆❏
❅❂❅❈ ❆❆✿✾ ❆❏✿ ❄✾●■❇ ❀✾❃❈ ❏✿✿P ❏✿●

G ❅✿ ❆ ❑ ❏❆✽ ■ ❂❅
n

■✿❏●❄❆✿✾P ❆❅❁ ❏✿●
H ∈ ∆(G) ❊ ❋■ ✿❅

lk∆(G)(H)
❄✾
V D(c(H)− c(G)− 1) ❊ ❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P

∆(G)
❄✾
V D(n− c(G)− 1) ❊ ❋■ ✿

❆❅❆❏❂❑ ❂❀✾ ✽ ❏❂✽ ✿❏●● ■ ❂❏❁✾ ❑■ ✿❅✿■✿❏
∆

❄✾ ❆ ❆❂❇✽ ❏✿✚ ❂❈ ❁❄❑ ❏❆✽ ■✾ ❂❅
n

■✿❏●❄❆✿✾ ✾❀❆■
●■ ❆● ❆❏ ❏ ❇ ❄❅❄❇❆❏ ❅❂❅❈ ❆❆✿✾ ❆❏✿ ❄✾●■❇❀✾❃❈ ❏✿✿ ❊ �

✸ ✘✒✦☛ ☞✘☛ ✓☛✤☞✘ ✍✔✓ ☞✘☛ ✖✘✒✚☞☛✓ ✜✑✔✔☛✜☞✒★ ✒☞✫ ✓☛✩✏☛☛ ✑✚ ✎ ✍✔✫ ✯❉ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✑★☛✏
Mn

✍✏☛ ✗✍✫ ✍✌✑★☛ ☞✘☛ ✌✑✛✔✓
n− 2

✩✒★☛✔ ✒✔ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✺✻ ✢✕ ✬ ☞✘☛ ✚✑ ✦✦✑✗ ✒✔✩ ☞✘☛✑✏☛✎
✖✘✑✗ ✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✍✦✖✑ ✤✦☛✔☞✫ ✑✚ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✚✑✏ ✗✘✒✜✘ ☞✘☛ ✌✑✛✔✓ ✒✖ ☞✒✩✘☞ ❋
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✲ ✳✾ ❄✿●

n ≥ 3
❆❅❁ ❏✿●

∆ ❅✿ ❆ ❅❂❅■❂❄❁ ❆❂❇✽ ❏✿✚ ❂❈ ❑ ❏❆✽ ■✾ ❂❅
n

■✿❏●❄❆✿✾ ❊❈❈
∆

❄✾ ❇❈ ❂■✿❏
Mn

❆❅❁
∆

❁❂✿✾ ❅❂● ❆❂❅●❆❄❅ ❆❅● ●❏❄❆❅❑ ❏✿✾ {ab, ac, bc}P ●■ ✿❅ ●■ ✿
✾■ ❄❈ ●✿❁ ❆❂❅❅✿❆●❄■ ❄●● ❁✿❑ ❏✿✿ ❆❅❁ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ❄❆❆❏ ❁✿✽ ●■ ❂❈

∆
❄✾
n− 2 ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ∆ ✌☛✒✔✩ ✔✑✔★✑✒✓ ✍✔✓ ✯❉ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
∆

✜✑✔☞✍✒✔✖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
Fn

✑✚ ✚✑✏☛✖☞✖ ✢✡☛☞
Gn ✌☛ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘ ✗ ✒☞✘ ☛✓✩☛ ✖☛☞ {in : i ∈ [n− 1]} ✢ ✣✘✒✖ ✩✏✍✤✘ ✒✖ ✍ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛

✑✚
∆ ✢ ✓ ✍✎ ☛✦✫✬

Gn
✒✖ ✍ ✖✤✍✔✔✒✔✩ ☞✏☛☛ ✬ ✍✔✓

Gn + ij
✒✖ ✔✑☞ ✒✔

∆
✚✑✏ ✍✔✫

i, j ∈ [n− 1] ✮
Gn + ij

✜✑✔☞✍✒✔ ✖ ☞✘☛ ☞✏✒✍✔✩✦☛ {ij, in, jn} ✢ ✣✘✛✖ ✒☞ ✖✛✖ ✜☛✖ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍
✜✫✜✦☛ ✒✔ ☞✘☛ ✜✘✍✒✔ ✩✏✑✛✤

C̃n−2(∆,Z)
✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✜✑☛✖ ✜✒☛✔☞ ✑✚

[Gn]
✒✖ ✔✑✔✖☛✏✑ ✢✹✒✔✜☛

∆
✜✑✔☞✍✒✔ ✖

Fn
✬ ✗☛ ✎✍✫ ✒✔✖☞☛✍✓ ✜✑✔✖✒✓☛✏

C̃n−2(Fn,Z) ✢
✣✑ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘☛ ✓☛✖✒✏☛✓ ✤✏✑✤☛✏☞✫✬ ✗☛ ✓☛✕✔☛ ✍✔ ✑✤☞✒✎ ✍✦ ✓☛✜✒✖✒✑✔ ☞✏☛☛ ✑✔

Fn
✖✛✜✘

☞✘✍☞
Gn

✒✖ ☛★✍✖✒★☛ ✢ ✹✒✔✜☛ ✍✦✦ ☛★✍✖✒★☛ ✚✍✜☛✖ ✘✍★☛ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✓✒✎☛✔✖✒✑✔ ✬ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✒ ✢✺✳
✗ ✒✦✦ ☞✘☛✔ ✫✒☛✦✓ ☞✘✍☞

[Gn]
✒✖ ✒✔✓☛☛✓ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ✍ ✜✫✜✦☛ ✢ ✗ ✒✏✖☞ ✬ ✓☛✜✑✎✤✑✖☛ ✗ ✒☞✘

✏☛✖✤ ☛✜☞ ☞✑
1n ✢ ✰✫ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✺✻ ✢❊ ✬

∆(∅, 1n) ∼ ctn−2 ✬ ✗✘☛✏☛
c ≥ 0 ✢ ✗ ☛✜✑✎✤✑✖☛



✺✴✒ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟✠ ✡ ☛☞✞✝✌ ✆✌ ✄✍ ✎ ✏ ✄✆✞☞✑✎✌

∆(1n, ∅) ✗✒☞✘ ✏☛✖✤☛✜☞ ☞✑ ☞✘☛ ✖☛☞
Y

✬ ✗✘☛✏☛
Y = {in : i ∈ [2, n−1]} ✢ ✗✑✏ ☛✍✜✘

A ⊆ Y
✬

✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
∆(A + 1n, Y \ A) ∼ cAt

n−2 ✬ ✗✘☛✏☛
cA ≥ 0

✬ ✍✩✍✒✔ ✌✫ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✺✻ ✢❊ ✢
✣✘✒✖ ✫✒☛✦✓✖ ✍ ✓☛✜✒✖✒✑✔ ☞✏☛☛ ✗ ✒☞✘ ✓☛✖✒✏☛✓ ✤✏✑✤☛✏☞✒☛✖ ✢ ✓✍✎ ☛✦✫✬

Gn
✒✖ ☛★✍✖✒★☛ ✬ ✍✖ ☞✘☛✏☛

✍✏☛ ✔✑ ✑☞✘☛✏ ✎ ☛✎✌☛✏✖ ✑✚ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫
∆(Y + 1n, ∅) ✢ �

✘✙ ✚✙ �✁✂✦✜✄ ✤✪✣✣✢✦✤✥✜✢✣✤✣✜✢✣✜✥✣ ✥✦✧✤★✣✩✣✪

✸☛ ✖✍✫ ☞✘✍☞ ✍ ✯❉ ✜✑✎✤✦☛✧
∆

✑★☛✏ ✍ ✎ ✍☞✏✑✒✓
M = (E,F)

✒✖ ✍ ✾●❏❂❅❑ ✯ ❉ ✜✑✎✤✦☛✧ ✒✚ ✬
✚✑✏ ☛✍✜✘

σ ∈ ∆
✍✔✓ ☛✍✜✘ ☛✦☛✎ ☛✔☞

e ∈ E \ σ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
ρ(σ + e) = ρ(σ)

✬ ☞✘☛ ☛✦☛✎ ☛✔☞
e

✒✖ ☛✒☞✘☛✏ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔
lk∆(σ)

✑✏ ✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✍☞ ✍✦✦ ✒✔
lk∆(σ) ✢ ✸☛ ✛✖☛ ☞✘☛

✍✌✌✏☛★✒✍☞✒✑✔ ✹✯ ❉ ☞✑ ✓☛✔✑☞☛ ✍ ✖☞✏✑✔✩ ✯❉ ✜✑✎✤✦☛✧ ✢
✗✑✏ ✍✔✫ ✖✛✌✖☛☞

τ ⊆ E
✬ ✒☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞

∆(τ)
✒✖ ✹✯❉ ✑★☛✏

M(τ) ✗✘☛✔☛★☛✏
∆

✒✖
✹✯❉ ✑★☛✏

M ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬
del∆(e)

✒✖ ✹✯❉ ✑★☛✏
M − e

✚✑✏ ✍✔✫
e ∈ E ✢ ✹✒✎ ✒✦✍✏✦✫✬

✒☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞
lk∆(e)

✒✖ ✹✯❉ ✑★☛✏
M/e ✮ ρM/e(τ + x) = ρM/e(τ)

✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚
ρM(τ + e+ x) = ρM(τ + e) ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✲ ✳✱☎ ❄✿●

∆ ❅✿ ❆❅ ▲❇❈ ❆❂❇✽ ❏✿✚ ❂■✿❏ ❆ ❇ ❆●❏❂❄❁
M = (E,F) ❊ ❋■ ✿❅ P

❈ ❂❏ ❆❅● ✾❀❅✾✿●
τ

❂❈
E
P

∆(τ)
❄✾
VD+(ρ(τ) − 1) ❊ ❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P

∆(τ)
❄✾ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ●

✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈ ✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅
ρ(τ) − 1 ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✰✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✻ ✢◗ ✬ ✗☛ ✍✦✏☛✍✓✫ ✙✔✑✗ ☞✘✍☞
∆(τ)

✒✖
V D(ρ(τ) − 1) ✢ ✓☛✔✜☛ ✒☞

✖✛✖ ✜☛✖ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞
∆(τ) ∼ ctρ(τ)−1 ✚✑✏ ✖✑✎ ☛ ✒✔☞☛✩☛✏

c ✮ ✏☛✜✍✦✦ ☞✘✍☞ ☞✘✒✖ ✎ ☛✍✔✖ ☞✘✍☞
☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍ ✓☛✜✒✖✒✑✔ ☞✏☛☛ ✑✔

∆(τ) ✗✒☞✘
c

☛★✍✖✒★☛ ✖☛☞✖ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
ρ(τ) − 1 ✢

✗✑✏ ✍✔✫ ✖☛☞
σ ⊆ τ

✬ ✗☛ ✗ ✒✦✦ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞

lk∆(τ)(σ) ∼ ctρ(τ)−ρ(σ)−1

✚✑✏ ✖✑✎ ☛ ✒✔☞☛✩☛✏
c ✢ ❉✚ ρ(τ) = ρ(σ)

✬ ☞✘☛✔ ✍✦✦ ☛✦☛✎ ☛✔☞✖ ✒✔ ☞✘☛ ✦✒✔✙ ✍✏☛ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞✖ ✮ ∆
✒✖

✹✯❉ ✢ ✓☛✔✜☛
lk∆(τ)(σ)

✒✖ ☛✒☞✘☛✏ ☞✘☛
(−1)

✥✖✒✎✤✦☛✧ ✑✏ ✔✑✔☛★✍✖✒★☛ ✍✖ ✓☛✖✒✏☛✓ ✢ ✹✛✤✤✑✖☛
ρ(τ) > ρ(σ)

✬ ✍✔✓ ✦☛☞
e ∈ τ \ σ ✌☛ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

ρ(σ + e) = ρ(σ) + 1 ✢ ✣✘☛✏☛ ✍✏☛ ☞✗✑
✜✍✖☛✖ ❋

� ρ(τ) = ρ(τ−e)+1 ✢ ▼ ✖
∆

✒✖ ✯ ❉ ✬ ☞✘✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
e

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔
lk∆(τ)(σ)

✬
✍✔✓ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✢

� ρ(τ) = ρ(τ − e) ✢ ✡☛☞
Σ = lk∆(τ)(σ) ✢ ✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✬ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✒✔☞☛✩☛✏✖

c∅
✍✔✓

ce
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

delΣ(e) = lk∆(τ−e)(σ) ∼ c∅t
ρ(τ−e)−ρ(σ)−1 = c∅t

ρ(τ)−ρ(σ)−1;

lkΣ(e) = lk∆(τ)(σ + e) ∼ cet
ρ(τ)−ρ(σ+e)−1 = cet

ρ(τ)−ρ(σ)−2.

✡☛✎✎ ✍ ◗ ✢❊❊ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
Σ ∼ (c∅ + ce)t

ρ(τ)−ρ(σ)−1 ✍✖ ✓☛✖✒✏☛✓ ✢
✣✘☛ ✕✔✍✦ ✖☞✍☞☛✎ ☛✔☞ ✒✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✑✚ ✡☛✎✎✍ ◗ ✢❊❊ ✢ �

✸☛ ✘✍★☛ ✔✑ ✩☛✔☛✏✍✦ ✚✑✏✎✛✦✍ ✚✑✏ ☞✘☛ ✟✛✦☛✏ ✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☞✒✜ ✑✚ ✍✔ ✹✯❉ ✜✑✎✤✦☛✧ ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬



✟✠ ✡✠ ✡ � ✆✞☞✍✁ ☎ ✌✝✂✎☞✄✑✍ ✎✝☎ ✝✍ ✎✝✍ ☎✝ ☎☞✆☎ ✝✝✞ ✝✌ ✺✴◗

✛✖✒✔✩ ☞✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ✦☛✎✎ ✍ ✬ ✒☞ ✒✖ ✤✑✖✖✒✌✦☛ ☞✑ ✩✒★☛ ✍ ✖✒✎✤✦☛ ✜✏✒☞☛✏✒✑✔ ✚✑✏ ✗✘☛✔ ✍✔ ✹✯❉✜✑✎✤✦☛✧ ✒✖ ✔✑✔☛★✍✖✒★☛ ✢✂✭✰✰✷ ✱✲ ✳✱✱ ❄✿●
∆ ❅✿ ❆ ✾❄❇✽ ❏❄❆❄❆❏ ❆❂❇✽ ❏✿✚ ❑ ❄●■ ❆● ❏✿❆✾● ❂❅✿

0
❃❆✿❏ ❏❊ ❈❈

∆
❄✾ ❅❂●

❆ ❆❂❅✿P ●■ ✿❅ ●■ ✿❏✿ ❄✾ ❆
0

❃❆✿❏ ❏
x

✾❀❆■ ●■ ❆●
del∆(x)

❆❅❁
lk∆(x)

❆❏✿ ❅❂● ❅❂●■ ❆❂❅✿✾ ❊
✛ ✿❇❆❏❉ ❊ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✔✑☞✘✒✔✩ ☞✑ ✤✏✑★☛ ✒✚

∆
✘✍✖ ✑✔✦✫ ✑✔☛

0
✥✜☛✦✦ ✢

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✗✑✏
x, y ∈ ∆

✬ ✓☛✕✔☛
x ∼ y

✒✚ ✬ ✚✑✏ ☛✍✜✘ ✎ ✍✧✒✎✍✦ ✚✍✜☛
σ

✬
x ∈ σ

✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚
y ∈ σ ✢ ✡☛☞

E1, . . . , Er ✌☛ ☞✘☛ ☛❍✛✒★✍✦☛✔✜☛ ✜✦✍✖✖☛✖ ✗ ✒☞✘ ✏☛✖✤ ☛✜☞ ☞✑ ∼ ✢ ✗☛✕✔☛ ✍ ✤✍✏☞✒✍✦
✑✏✓☛✏ ✑✔ {E1, . . . , Er} ✌✫

Ei ≤ Ej
✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚ ☛★☛✏✫ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛ ✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩

Ei✍✦✖✑ ✜✑✔☞✍✒✔✖
Ej ✢ ✡☛☞

Ej ✌☛ ✎✍✧✒✎ ✍✦ ✗ ✒☞✘ ✏☛✖✤☛✜☞ ☞✑ ☞✘✒✖ ✤✍✏☞✒✍✦ ✑✏✓☛✏ ✢
✗ ✒✏✖☞ ✬ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞

Ej
✜✑✔☞✍✒✔✖ ✑✔☛ ✖✒✔✩✦☛ ☛✦☛✎ ☛✔☞

x ✢ ✣✘☛✔
lk∆(x)

✒✖ ✔✑☞ ✍ ✜✑✔☛
✌✫ ✜✑✔✖☞✏✛✜☞✒✑✔ ✮ ✚✑✏ ☛✍✜✘

y 6= x
✬ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✖✑✎ ☛ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛

σ
✑✚

∆
✜✑✔☞✍✒✔ ✒✔✩

x
✌✛☞ ✔✑☞

y ✢✹☛✜✑✔✓ ✬ ✍✖✖✛✎☛ ☞✘✍☞
Ej

✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍☞ ✦☛✍✖☞ ☞✗✑ ☛✦☛✎ ☛✔☞✖ ✮ ✦☛☞
x

✍✔✓
y ✌☛ ✓✒✖☞✒✔✜☞

☛✦☛✎ ☛✔☞✖ ✒✔
Ej ✢ ✸☛ ✜✦✍✒✎ ☞✘✍☞

del∆(x)
✒✖ ✔✑☞ ✍ ✜✑✔☛ ✢ ✓✍✎ ☛✦✫✬ ✖✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞

z
✒✖

✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔
del∆(x) ✢ ❉✚ z ∈ Ej

✬ ☞✘☛✔
z

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔
lk∆(x)

✍✔✓ ✘☛✔✜☛ ✒✔
∆

✬ ✍ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✑✔ ✢ ✣✘✛✖ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞
z /∈ Ej ✢ ✡☛☞

σ ✌☛ ✍ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛ ✑✚
∆ ✢ ❉✚

x /∈ σ
✬ ☞✘☛✔

z ∈ σ ✌✫ ✍✖✖✛✎✤☞✒✑✔ ✢ ❉✚ x ∈ σ
✬ ☞✘☛✔

(σ − x) + z
✒✖ ✍ ✚✍✜☛ ✑✚

∆ ✮ z ✒✖
✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔

del∆(x) ✢ ✓✑✗ ✬
y ∈ σ

✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛
y

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔
lk∆(x) ✢ ✹✒✔✜☛

x
✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔

lk∆(y)
✬ ✗☛ ✓☛✓✛✜☛ ☞✘✍☞

((σ − x) + z) + x = σ + z
✒✖ ✍ ✚✍✜☛ ✑✚

∆ ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬
σ

✒✖ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
z ∈ σ ✢ ✹✒✔✜☛

σ ✗✍✖ ✍✏✌ ✒☞✏✍✏✫✬
z

✒✖ ✍
✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔

∆
✬ ✍✔✑☞✘☛✏ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✑✔ ✢ �

✫✬✭✮✯✭✰ ✱✲ ✳✱◆ ❄✿●
∆ ❅✿ ❆❅ ▲❇❈ ❆❂❇✽ ❏✿✚ ❂■✿❏ ❆ ❇ ❆●❏❂❄❁

M = (E,F) ❊ ❋■ ✿❅
∆

❄✾
❅❂❅✿■❆✾❄■✿ ❄❈ ❆❅❁ ❂❅ ❏● ❄❈

∆
❄✾ ❆ ❆❂❅✿ ❊ ❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P ●■ ✿ ■ ❂❇ ❂❏❂❑● ❂❈

∆
❄✾ ❅❂❅✄ ✿❏❂

❑■ ✿❅✿■✿❏
∆

❄✾ ❅❂● ❆ ❆❂❅✿ ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✰✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✻ ✢✺� ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

∆ ∼ ctρ(E)−1 ✚✑✏ ✖✑✎☛
c ≥ 0 ✢ ❉✚ ∆

✒✖
✍ ✜✑✔☛ ✬ ☞✘☛✔ ✜✦☛✍✏✦✫

c = 0
✬ ✗✘✒✜✘ ✎ ☛✍✔✖ ☞✘✍☞

∆
✒✖ ✔✑✔☛★✍✖✒★☛ ✢ ✹✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞

∆✒✖ ✔✑☞ ✍ ✜✑✔☛ ✢ ✰✫ ✡☛✎✎ ✍ ✺✻ ✢✺✺✬ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍✔ ☛✦☛✎ ☛✔☞
e

✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☛✒☞✘☛✏
lk∆(e)

✑✏
del∆(e)

✒✖ ✔✑☞ ✍ ✜✑✔☛ ✢ ✓✑✗ ✬
M

✒✖ ✒✖☞✘✎✛✖✥✚✏☛☛ ✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛ ✍✔✫ ✒✖☞✘✎✛✖ ✗✑✛✦✓ ✌☛ ✍
✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔

∆ ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬
ρ(E − e) = ρ(E) ✢ ✰✫ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✻ ✢✺� ✬

☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✒✔☞☛✩☛✏✖
c∅

✍✔✓
ce

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
c = c∅ + ce

✍✔✓ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
del∆(e) ∼ c∅t

ρ(E)−1✍✔✓
lk∆(e) ∼ cet

ρ(E)−2 ✢ ✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔ ☞✘☛ ✖✒✖☛ ✑✚
∆

✬ ☛ ✒☞✘☛✏
lk∆(e)

✑✏
del∆(e)

✒✖
☛★✍✖✒★☛ ✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞

c = c∅ + ce > 0 ✮ ✘☛✔✜☛
∆

✒✖ ☛★✍✖✒★☛ ✢ �

✫✬✭✮✯✭✰ ✱✲ ✳✱✲ ❄✿●
M = (E,F) ❅✿ ❆ ❇ ❆●❏❂❄❁ ❆❅❁ ❏✿●

∆
❆❅❁

Σ ❅✿ ✾❄❇✽ ❏❄❆❄❆❏
❆❂❇✽ ❏✿✚ ✿✾ ❂❅

E ❊ ✂ ✾✾❀❇ ✿ ●■ ❆●
∆

❄✾
V D

❆❅❁ ●■ ❆● ✿❆❆■ ❇❆✚ ❄❇❆❏ ❈ ❆❆✿ ❂❈
∆

■ ❆✾ ❈ ❀ ❏ ❏
❏❆❅❉

ρ(E) ❊ ❈❈
Σ

❄✾ ❇❈ P ●■ ✿❅
∆ ∩ Σ

❄✾
VD(ρ(E) − 1) ❊ ✂ ✾✾❀❇ ✿ ❄❅ ❆❁❁❄●❄❂❅ ●■ ❆●

∆❆❁❇ ❄●✾ ❆
V D

❃✾■ ✿❏ ❏❄❅❑ ☎✾✿✿ ▲✿❆●❄❂❅ ✆❊✝✞ ❄❅ ❑■ ❄❆■ ✿❆❆■ ❇ ❄❅❄❇❆❏ ❈ ❆❆✿ ❄❅ ●■ ✿ ✾■ ✿❏ ❏❄❅❑
❅✿❏❂❅❑✾ ●❂

F ❊ ❈❈
Σ

❄✾ ▲❇❈ P ●■ ✿❅
∆ ∩ Σ

❄✾
V D+(ρ(E) − 1) ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✰✫ ✡☛✎✎ ✍ ✴ ✢✺❊ ✬ ✒☞ ✖✛✖ ✜☛✖ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✓☛✖✒✏☛✓ ✤✏✑✤☛✏☞✫ ✘✑✦✓✖ ✚✑✏
(∆ ∩ Σ)(σ,E \ τ) ✚✑✏ ☛✍✜✘ ✖✘☛✦✦✒✔✩ ✤✍✒✏

(σ, τ) ✢ ✹✒✔✜☛
τ ∈ ∆

✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
(∆ ∩ Σ)(σ,E \ τ) = Σ(σ,E \ τ).



✺✴✴ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟✠ ✡ ☛☞✞✝✌ ✆✌ ✄✍ ✎ ✏ ✄✆✞☞✑✎✌

❉✚ Σ
✒✖ ✯ ❉ ✑★☛✏

M
✬ ☞✘☛✔

Σ(τ)
✒✖
V D(ρ(τ) − 1)

✑★☛✏ ☞✘☛ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌✎ ✍☞✏✑✒✓
M(τ) ✮✛✖☛ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✻ ✢◗ ✢ ✰✫ ✍✖✖✛✎✤☞✒✑✔ ✬

ρ(τ) = ρ(E)
✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞

Σ(σ,E \ τ) ✒✖
V D(ρ(E) − 1) ✮ ✛✖☛ ✣✘☛✑✏☛✎ ✻ ✢✻� ✢

✗✑✏ ☞✘☛ ✖☛✜✑✔✓ ✜✦✍✒✎ ✬ ✒✚
Σ

✒✖ ✹✯❉ ✑★☛✏
M

✬ ☞✘☛✔
Σ(τ)

✒✖ ✹✯❉ ✑★☛✏
M(τ) ✢ ✹✒✔✜☛

ρ(σ) = |σ| ✍✔✓
ρ(τ) = ρ(E)

✬ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✻ ✢✺� ◆✑✏ ✏✍☞✘☛✏ ✒☞✖ ✤✏✑✑✚ ❖ ✫✒☛✦✓✖ ☞✘✍☞
lkΣ(τ)(σ) ∼ ctρ(E)−|σ|−1 ✚✑✏ ✖✑✎ ☛

c ✢ ✣✘✒✖ ✒✖ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑
Σ(σ,E \ τ) ∼ ctρ(E)−1 ✬

✗✘✒✜✘ ✜✑✔✜✦✛✓☛✖ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✢ �

✗✑✏ ✍ ✎ ✍☞✏✑✒✓
M = (E,F)

✬ ✦☛☞ B(M) ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✌✍✖☛✖ ◆✎ ✍✧✒✎✍✦ ✒✔✓☛✤ ☛✔✓☛✔☞
✖☛☞✖❖ ✒✔

M ✢ ✡☛☞
∆ ✌☛ ✍ ✔✑✔★✑✒✓ ✹✯ ❉ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑★☛✏

M ✢ ✰✫ ✜✑✔✖☞✏✛✜☞✒✑✔ ✬ ☛✍✜✘ ✌✍✖✒✖
σ

✒✖ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ✍ ✛✔✒❍✛☛ ✎✍✧✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛ ✑✚
∆ ✮ ☛✍✜✘ ☛✦☛✎ ☛✔☞ ✔✑☞ ✒✔

σ
✒✖ ☛✒☞✘☛✏ ✍ ✜✑✔☛

✤✑✒✔☞ ✑✏ ✔✑☞ ✤✏☛✖☛✔☞ ✒✔
lk∆(σ) ✢ ▼✎✑✔✩ ✯❉ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✬ ☞✘✒✖ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫ ✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☛✖

✹✯❉ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ❋
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✲ ✳✱✙ ❄✿●

M = (E,F) ❅✿ ❆ ❇ ❆●❏❂❄❁ ❆❅❁ ❏✿●
∆ ❅✿ ❆ ❅❂❅■❂❄❁ ❇❈ ❆❂❇✽ ❏✿✚

❂■✿❏
M ❊ ❋■ ✿❅

∆
❄✾ ▲❇❈ ❂■✿❏

M
❄❈ ❆❅❁ ❂❅ ❏● ❄❈ ✿■✿❏● ❅❆✾❄✾ ❄✾ ❆❂❅●❆❄❅✿❁ ❄❅ ❆ ❀❅❄❍❀✿

❇❆✚ ❄❇❆❏ ❈ ❆❆✿ ❂❈
∆ ❊❇ ❏❂❂❈ ❊ ✰✫ ☞✘☛ ✍✌✑★☛ ✓✒✖✜✛✖✖✒✑✔ ✬ ✒☞ ✖✛✖ ✜☛✖ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞

∆
✒✖ ✹✯❉ ✗✘☛✔☛★☛✏ ☛★☛✏✫

✌✍✖✒✖ ✒✖ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ✍ ✛✔✒❍✛☛ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛ ✢ ✣✘✛✖ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✦✍☞☞☛✏ ✘✑✦✓✖ ✢ ❉☞✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞ ☛★☛✏✫ ✚✍✜☛ ✑✚
∆

✑✚ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✏✍✔✙
ρ(E)

✒✖ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ✍ ✛✔✒❍✛☛ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦
✚✍✜☛ ✢✡☛☞

σ ✌☛ ✍ ✚✍✜☛ ✑✚
∆

✍✔✓ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞
x

✒✖ ✍✔ ☛✦☛✎ ☛✔☞ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
ρ(σ+x) = ρ(σ)✍✔✓

σ + x ∈ ∆ ✢ ✸☛ ✔☛☛✓ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞
σ′ + x ∈ ∆ ✗✘☛✔☛★☛✏

σ′ ∈ ∆
✍✔✓

σ ⊆ σ′ ✢� ✖☛ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✒✔ ✓☛✜✏☛✍✖✒✔✩ ✑✏✓☛✏ ✑✔ ☞✘☛ ✏✍✔✙ ✑✚
σ ✢ ❉✚ ρ(σ) = ρ(E)

✬ ☞✘☛✔ ✗☛ ✍✏☛
✓✑✔☛ ✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛

σ
✒✖ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ✍ ✛✔✒❍✛☛ ✎ ✍✧✒✎✍✦ ✚✍✜☛ ✢✹✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞
ρ(σ) < ρ(E) ✢ ✗ ✒✏✖☞ ✬ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞

σ′ \σ ✜✑✔☞✍✒✔ ✖ ✍✔ ☛✦☛✎☛✔☞
y

✖✛✜✘
☞✘✍☞

ρ(σ + y) > ρ(σ) ✢ ✹✒✔✜☛
∆

✒✖ ✯ ❉ ✬ (σ + x) + y ∈ ∆ ✢ ✣✘✛✖ ✌✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✬
σ′ + x

✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑
∆ ✢ ✓☛✧☞ ✬ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞

ρ(σ′) = ρ(σ) ✢ ✯ ✒✜✙ ✍✔ ☛✦☛✎ ☛✔☞
y

✚✏✑✎
E

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
ρ(σ + y) > ρ(σ) ✢ ✹✒✔✜☛

∆
✒✖ ✯ ❉ ✬ σ+ y

✬
σ ∪ {x, y} ✬ ✍✔✓

σ′ + y
✍✦✦ ✌ ☛✦✑✔✩ ☞✑

∆ ✢ ✣✘✛✖
✌✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✬

σ′ ∪ {x, y} ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑
∆

✬ ✍✔✓ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✢ �

✣✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ✖✒✎✤✦☛ ✑✌✖☛✏★✍☞✒✑✔ ✒✖ ✑✚☞☛✔ ✛✖☛✚✛✦ ✢✵✯✮� ✮✁✻✖✻✮✸ ✱✲ ✳✱✗ ❄✿●
M = (E,F) ❅✿ ❆ ❇ ❆●❏❂❄❁ ❆❅❁ ❏✿●

∆ ❅✿ ❆ ❅❂❅■❂❄❁ ▲❇❈
❆❂❇✽ ❏✿✚ ❂■✿❏

M ❊ ❄✿●
σ ❅✿ ❆ ❆❄❏❆❀❄● ❂❈

M
❆❂❅●❆❄❅ ✿❁ ❄❅

∆
❆❅❁ ❏✿●

x ❅✿ ❆❅ ✿❏✿❇ ✿❅●
❄❅
σ ❊ ❋■ ✿❅

x
❄✾ ❆ ❆❂❅✿ ✽ ❂❄❅● ❄❅

lk∆(σ − x) ❊ ✁ ❍❀❄■❆❏✿❅●❏●P ❑■ ✿❅✿■✿❏
τ ⊆ E

❄✾ ❆ ✾✿●
❆❂❅●❆❄❅ ❄❅❑

σ
P ❑ ✿ ■ ❆■✿ ●■ ❆●

τ − x ❅✿❏❂❅❑✾ ●❂
∆

❄❈ ❆❅❁ ❂❅ ❏● ❄❈
τ ❅✿❏❂❅❑✾ ●❂

∆ ❊❇ ❏❂❂❈ ❊ ✸☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
ρ(σ − x) = ρ(σ)

✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛
σ

✒✖ ✍ ✜✒✏✜✛✒☞ ✢ ✹✒✔✜☛
∆

✒✖ ✹✯❉ ✍✔✓
✖✒✔✜☛

σ ∈ ∆
✬ ☞✘☛ ✓☛✖✒✏☛✓ ✜✦✍✒✎ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ✢ �

❉✔ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✻ ✢✴ ✬ ✗☛ ✤✏✑★☛✓ ☞✘✍☞ ✍✦✦ ✎ ✒✔ ✒✎ ✍✦ ✔✑✔✚✍✜☛✖ ✑✚ ✍ ✯❉ ✜✑✎✤✦☛✧ ✍✏☛ ✒✖☞✘✎✛✖✥
✚✏☛☛ ✢ ✣✘☛ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✔✑✔✚✍✜☛✖ ✑✚ ✍✔ ✹✯❉ ✜✑✎✤✦☛✧ ✘✍★☛ ✍✔ ☛★☛✔ ✎✑✏☛ ✖✤ ☛✜✒✕✜ ✖☞✏✛✜☞✛✏☛ ❋
✵✯✮� ✮✁✻✖✻✮✸ ✱✲ ✳✱✿ ❄✿●

M = (E,F) ❅✿ ❆ ❇ ❆●❏❂❄❁ ❆❅❁ ❏✿●
∆ ⊆ 2E ❅✿ ❆ ❅❂❅■❂❄❁

▲❇❈ ❆❂❇✽ ❏✿✚ ❊ ❋■ ✿❅ ✿■✿❏● ❇ ❄❅❄❇❆❏ ❅❂❅❈ ❆❆✿ ❂❈
∆

❄✾ ❆ ❆❄❏❆❀❄● ❂❈
M ❊



✟✠ ✡✠ ✡ � ✆✞☞✍✁ ☎ ✌✝✂✎☞✄✑✍ ✎✝☎ ✝✍ ✎✝✍ ☎✝ ☎☞✆☎ ✝✝✞ ✝✌ ✺✴✳

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✡☛☞
τ ✌☛ ✍ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✔✑✔✚✍✜☛ ✑✚

∆
✍✔✓ ✦☛☞

σ ✌☛ ✍ ✜✒✏✜✛ ✒☞ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔
τ ✢ ✯ ✒✜✙

✖✑✎ ☛
x ∈ σ ✢ ✰✫ ☞✘☛ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦✒☞✫ ✍✖✖✛✎✤☞✒✑✔ ✑✔

τ
✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

τ − x ∈ ∆ ✢ ▼ ✖ ✍
✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬

σ /∈ ∆ ✌✫ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✺✻ ✢✺◗ ✢ ✹✒✔✜☛
τ

✒✖ ✍ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✔✑✔✚✍✜☛ ✬ ☞✘☛ ✑✔✦✫
✤✑✖✖✒✌✒✦✒☞✫ ✒✖ ☞✘✍☞

σ = τ
✬ ✗✘✒✜✘ ✜✑✔✜✦✛✓☛✖ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✢ �

✛ ✿❇❆❏❉ ❊ ▼ ✜✑✎✤✦☛✧ ✒✖ ✔✑☞ ✔☛✜☛✖✖✍✏✒✦✫ ✹✯ ❉ ✶ ✛✖☞ ✌ ☛✜✍✛✖☛ ✍✦✦ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✔✑✔✚✍✜☛✖ ✍✏☛
✜✒✏✜✛✒☞✖ ✢ ✗✑✏ ☛✧✍✎✤✦☛ ✬ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ☞✏✒✍✔✩✦☛✥✚✏☛☛ ✩✏✍✤✘✖ ✒✖ ✔✑☞ ✹✯❉ ✮ ✖☛☛ ✣✘☛✑✥
✏☛✎ ✺✻ ✢❊✒ ✢
✸☛ ✖✍✫ ☞✘✍☞ ☞✗✑ ✹✯❉ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖

∆
✍✔✓

Γ
✍✏☛ ❅✿❆❏ ❏● ❄❁✿❅●❄❆❆❏✬ ✗ ✏✒☞☞☛✔ ✍✖

∆ ≈ Γ
✬

✒✚ ✍✦✦ ✚✍✜☛✖ ✑✚
∆ \ Γ

✍✔✓
Γ \ ∆

✍✏☛ ✜✒✏✜✛✒☞✖ ✢ ✣✘✒✖ ✒✖ ✜✦☛✍✏✦✫ ✍✔ ☛❍✛✒★✍✦☛✔✜☛ ✏☛✦✍☞✒✑✔ ✢
✓✑☞☛ ☞✘✍☞ ☛✍✜✘ ✜✒✏✜✛✒☞ ✒✔ ☞✘☛ ✓✒�☛✏☛✔✜☛ ✒✖ ✔☛✜☛✖✖✍✏✒✦✫ ✍ ✎ ✍✧✒✎✍✦ ✚✍✜☛ ✑✚ ✑✔☛ ✑✚
☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✍✔✓ ✘☛✔✜☛ ✘✍✖ ✚✛✦✦ ✏✍✔✙

ρ(E)
✍✔✓ ✖✒✖☛

ρ(E) + 1 ✢ ✓✍✎☛✦✫✬ ✤✏✑✤ ☛✏
✖✛✌✖☛☞✖ ✑✚ ✜✒✏✜✛ ✒☞✖ ✍✏☛ ✔✑☞ ✜✒✏✜✛ ✒☞✖ ✢ ❉✓☛✔☞✒✚✫ ✒✔✩ ✔☛✍✏✦✫ ✒✓☛✔☞✒✜✍✦ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✒✖ ✍ ✗✍✫
✑✚ ✖✒✎✤✦✒✚✫ ✒✔✩ ✜✦✍✖✖✒✕✜✍☞✒✑✔ ✤✏✑✌✦☛✎ ✖ ✮ ✖☛☛ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✻ ✢✻ ✢❊ ✢
✂✭✰✰✷ ✱✲ ✳✱❁ ❄✿●

M = (E,F) ❅✿ ❆ ❇ ❆●❏❂❄❁ ❆❅❁ ❏✿●
∆ ❅✿ ❆❅ ▲❇❈ ❆❂❇✽ ❏✿✚ ❂■✿❏

M ❊ ✂ ✾✾❀❇ ✿ ●■ ❆● ●■ ✿❏✿ ✿✚ ❄✾●✾ ❆ ❇ ❆✚ ❄❇❆❏ ❈ ❆❆✿
σ

❂❈
∆

✾❀❆■ ●■ ❆●
σ

❄✾ ❆ ❆❄❏❆❀❄● ❂❈
M ❊❋■ ✿❅

∆ \ {σ} ❄✾ ❆❏✾❂ ❆❅ ▲❇❈ ❆❂❇✽ ❏✿✚ ❂■✿❏
M ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ∆ \ {σ} ✒✖ ✑✌★✒✑✛✖✦✫ ✯ ❉ ✢ ✣✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞
∆ \ {σ} ✒✖ ✹✯ ❉ ✬ ✒☞ ✖✛✖ ✜☛✖ ☞✑ ✤✏✑★☛

☞✘✍☞ ☛✍✜✘ ✌✍✖✒✖ ✒✖ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ✍ ✛✔✒❍✛☛ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛ ✮ ✛✖☛ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✻ ✢✺✒ ✢ ✹✒✔✜☛
∆

✒✖ ✹✯ ❉ ✬ ☞✘☛ ✑✔✦✫ ✌✍✖☛✖ ✗☛ ✔☛☛✓ ☞✑ ✜✘☛✜✙ ✍✏☛ ☞✘☛ ✑✔☛✖ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔
σ ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬

☞✘☛✫ ✍✏☛ ☞✘☛✎ ✖☛✦★☛✖ ✎ ✍✧✒✎✍✦ ✚✍✜☛✖ ✑✚
∆ \ {σ} ✬ ✗✘✒✜✘ ✜✑✔✜✦✛✓☛✖ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✢ �

✡☛☞
M ✌☛ ✍ ✎✍☞✏✑✒✓ ✗ ✒☞✘ ✏✍✔✙ ✚✛✔✜☞✒✑✔

ρ
✍✔✓ ✦☛☞

∆ ✌☛ ✍ ✔✑✔★✑✒✓ ✹✯❉ ✜✑✎✤✦☛✧
✑★☛✏

M ✢ ▼ ✖ ✗☛ ✘✍★☛ ✍✦✏☛✍✓✫ ✒✔✓✒✜✍☞☛✓ ✬ ✚✑✏ ☛✍✜✘ ✚✍✜☛
σ ∈ ∆

✬ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍ ✛✔ ✒❍✛☛ ✚✍✜☛
f(σ)

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
f(σ)

✒✖ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✍✎✑✔✩ ✍✦✦ ✚✍✜☛✖
τ

✑✚
∆

✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩
σ

✍✔✓ ✖✍☞✒✖✚✫✒✔✩
ρ(τ) = ρ(σ) ✢ ✸☛ ✜✦✍✒✎ ☞✘✍☞

f
✓☛✕✔☛✖ ✍ ✤✑✖☛☞ ✎ ✍✤ ✍✔✓ ✘☛✔✜☛ ✍ ✜✦✑✖✛✏☛ ✑✤ ☛✏✍☞✑✏

✑✔ ☞✘☛ ✚✍✜☛ ✤✑✖☛☞
P (∆)

✑✚
∆ ✢ ✓✍✎ ☛✦✫✬ ✦☛☞

τ ✌☛ ✍ ✚✍✜☛ ✑✚
∆

✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩
σ ✢ ✰✫

✜✑✔✖☞✏✛✜☞✒✑✔ ✬ ☛★☛✏✫ ☛✦☛✎ ☛✔☞ ✒✔
f(σ)\σ ✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔

lk∆(σ) ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬
☛★☛✏✫ ☛✦☛✎ ☛✔☞ ✒✔

f(σ)\τ ✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔
lk∆(τ)

✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
f(τ)

✜✑✔☞✍✒✔✖
f(σ)

✍✖ ✓☛✖✒✏☛✓ ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✲ ✳✱✘ ❄✿●

M = (E,F) ❅✿ ❆ ❇ ❆●❏❂❄❁ ❆❅❁ ❏✿●
∆ ❅✿ ❆ ❅❂❅■❂❄❁ ▲❇❈ ❆❂❇✽ ❏✿✚

❂■✿❏
M ❊ ❄✿●

f ❅✿ ❁✿✁ ❅✿❁ ❆✾ ❆❅❂■✿❊ ❋■ ✿❅
Q = f(P (∆))

❆❂❄❅❆❄❁✿✾ ❑ ❄●■ ●■ ✿ ✽ ❏❂✽ ✿❏
✽ ❆❏● ❂❈ ❆ ❏❆●●❄❆✿ ❑ ❄●■ ❇ ✿✿● ❂✽ ✿❏❆●❄❂❅ ❅✿❄❅❑ ✾✿● ❄❅●✿❏✾✿❆●❄❂❅ ❊ ❙ ❂❏✿❂■✿❏P

Q
❄✾ ✂❂■ ✿❅❃

❙ ❆❆❆❀ ❏❆● ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅
ρ(E) − 1 ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✡☛☞
σ

✍✔✓
τ ✌☛ ☛✦☛✎ ☛✔☞✖ ✒✔

Q
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

σ ∩ τ 6= ∅ ✢ ✸☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
f(σ ∩ τ) =

σ ∩ τ ✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛
f(σ ∩ τ) ✒✖ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ☛✍✜✘ ✑✚

σ
✍✔✓

τ
✍✔✓ ✜✑✔☞✍✒✔ ✖

σ ∩ τ ✢ ✓☛✔✜☛
σ ∩ τ ∈ Q

✬ ✗✘✒✜✘ ✖✘✑✗ ✖ ☞✘✍☞
Q

✒✖ ☞✘☛ ✤✏✑✤ ☛✏ ✤✍✏☞ ✑✚ ✍ ✦✍☞☞✒✜☛ ✗ ✒☞✘ ✎ ☛☛☞ ✑✤ ☛✏✍☞✒✑✔
✌☛✒✔✩ ✒✔☞☛✏✖☛✜☞✒✑✔ ✢

❉☞ ✏☛✎ ✍✒✔✖ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞
Q

✒✖ ✔✑✘☛✔✥✪ ✍✜✍✛✦✍✫✢ ❉☞ ✖✛✖ ✜☛✖ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛
✑✏✓☛✏ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ☛✍✜✘ ✒✔☞☛✏★✍✦

Q>σ,<τ = {π ∈ Q : σ $ π $ τ} ✒✖
(ρ(τ) − ρ(σ) − 3)

✥
✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✍✔✓ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✑✏✓☛✏ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ☛✍✜✘ ✒✔☞☛✏★✍✦

Q>σ = {π ∈ Q : σ $ π}



✺✴✕ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟✠ ✡ ☛☞✞✝✌ ✆✌ ✄✍ ✎ ✏ ✄✆✞☞✑✎✌

◆✒✔✜✦✛✓✒✔✩
Q = Q>{∅}

❖ ✒✖
(ρ(E) − ρ(σ) − 2)

✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢ ✓✍✎ ☛✦✫✬ ☛✍✜✘ ✦✒✔✙ ✒✔ ☞✘☛
✑✏✓☛✏ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚

Q
✒✖ ✍ ✶ ✑✒✔ ✑✚ ✖✛✜✘ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✬ ✍✔✓ ✒✚

Γi
✒✖

(di − 1)
✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✚✑✏

i ∈ [s]
✬ ☞✘☛✔

Γ1 ∗ · · · ∗ Γs
✒✖

(d1 + . . .+ ds + s− 2)
✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✌✫ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✻ ✢✺❊ ✢

✗ ✒✏✖☞ ✬ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ✍✔ ✒✔☞☛✏★✍✦
Q>σ ✢ ✣✘☛ ✑✏✓☛✏ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ☞✘✒✖ ✒✔☞☛✏★✍✦ ✘✍✖ ☞✘☛

✖✍✎ ☛ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☞✫✤☛ ✍✖
lk∆(σ) ✮ ☞✘☛ ✏☛✖☞✏✒✜☞✒✑✔ ✑✚

f
☞✑
P ({σ} ∗ lk∆(σ))

✒✖ ✍ ✜✦✑✖✛✏☛
✑✤ ☛✏✍☞✑✏ ✗ ✒☞✘ ✒✎ ✍✩☛

Q>σ ✢ ✓ ☛✔✜☛ ☞✘☛ ✑✏✓☛✏ ✜✑✎✤✦☛✧ ✒✖
(ρ(E)− ρ(σ)− 2)

✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓
✌✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✻ ✢✺� ✢

✓☛✧☞ ✬ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ✍✔ ✒✔☞☛✏★✍✦
Q>σ,<τ ✮ σ $ τ ✢ ✡☛☞

Σ ✌☛ ☞✘☛ ✖✛✌ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚
lk∆(τ)(σ)✜✑✔✖✒✖☞✒✔✩ ✑✚ ✍✦✦ ✚✍✜☛✖

π
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

ρ(σ ∪ π) < ρ(τ) ✢ ❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞
Σ

✜✑✔☞✍✒✔✖
☞✘☛

(ρ(τ) − ρ(σ) − 2)
✥✖✙☛✦☛☞✑✔ ✑✚

lk∆(τ)(σ)
✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛ ✒✚

π
✜✑✔☞✍✒✔✖

σ
✍✔✓ ✘✍✖ ✏✍✔✙

ρ(τ)
✬ ☞✘☛✔ |π| − |σ| ≥ ρ(τ) − ρ(σ) ✢ ✹✒✔✜☛

lk∆(τ)(σ)
✒✖

(ρ(τ) − ρ(σ) − 2)
✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓

✌✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✻ ✢✺� ✬ ✒☞ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞
Σ

✒✖
(ρ(τ) − ρ(σ) − 3)

✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢ ✓✑✗ ✬ ☞✘☛
✏☛✖☞✏✒✜☞✒✑✔ ✑✚

f
☞✑
P ({σ} ∗ Σ)

✒✖ ✍ ✜✦✑✖✛✏☛ ✑✤☛✏✍☞✑✏ ✗ ✒☞✘ ✒✎ ✍✩☛
Q>σ,<τ ✢ ✓☛✔✜☛ ☞✘☛

✑✏✓☛✏ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚
Q>σ,<τ

✒✖
(ρ(τ) − ρ(σ) − 3)

✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✍✖ ✓☛✖✒✏☛✓ ✢ �

✵✯✮� ✮✁✻✖✻✮✸ ✱✲ ✳✱✾ ❄✿●
M = (E,F) ❅✿ ❆ ❇ ❆●❏❂❄❁ ❆❅❁ ❆✾✾❀❇ ✿ ●■ ❆●

∆
❆❅❁

Γ
❆❏✿

▲❇❈ ❆❂❇✽ ❏✿✚ ✿✾ ❂■✿❏
M ❊ ❋■ ✿❅ ●■ ✿ ❄❅●✿❏✾✿❆●❄❂❅

∆ ∩ Γ
❄✾ ❆❏✾❂ ▲❇❈ ❂■✿❏

M ❊ ✂ ✾ ❆
❆❂❅✾✿❍❀✿❅❆✿P ●■ ✿ ✾✿● ❂❈ ❅❂❅■❂❄❁ ▲❇❈ ❆❂❇✽ ❏✿✚ ✿✾ ❂■✿❏

M
❂❏❁✿❏✿❁ ❅● ❄❅❆❏❀✾❄❂❅ ❄✾ ❆

❏❆●●❄❆✿ ❑ ❄●■ ❄❅●✿❏✾✿❆●❄❂❅ ❆✾ ●■ ✿ ❇ ✿✿● ❂✽ ✿❏❆●❂❏ ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✰✫ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✺✻ ✢✳ ✍✔✓ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✻ ✢✺✒ ✬ ✒☞ ✖✛✖ ✜☛✖ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞ ☛★☛✏✫
✌✍✖✒✖

σ
✒✖ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ✍ ✛✔✒❍✛☛ ✎✍✧✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛ ✑✚

∆ ∩ Γ ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬ ☛✍✜✘ ✑✚
lk∆(σ)✍✔✓

lkΓ(σ)
✒✖ ✍ ✖✒✎✤✦☛✧ ✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✎☛✓✒✍☞☛✦✫ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✖✍✎☛ ✒✖ ☞✏✛☛ ✚✑✏ ☞✘☛

✒✔☞☛✏✖☛✜☞✒✑✔
lk∆∩Γ(σ) ✮ ✘☛✔✜☛ ☞✘☛ ✜✦✍✒✎ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ✢ �

✵✯✮� ✮✁✻✖✻✮✸ ✱✲ ✳◆☎ ❄✿●
M = (E,F) ❅✿ ❆ ❇ ❆●❏❂❄❁ ❊ ❖❂❏ ❆ ❑ ❄■✿❅ ❈ ❆❇ ❄❏● C ❂❈ ❆❄❏❆❀❄●✾P

❁✿✁ ❅✿
∆C

●❂ ❅✿ ●■ ✿ ✾❄❇✽ ❏❄❆❄❆❏ ❆❂❇✽ ❏✿✚ ❑ ❄●■ ❇ ❄❅❄❇❆❏ ❅❂❅❈ ❆❆✿✾ ❆❏ ❏ ❆❄❏❆❀❄●✾ ❂❈
M

●■ ❆●
❆❏✿ ❅❂● ❄❅ C ❊ ❋■ ✿❅

∆
❄✾ ❆❅ ❆●❂❇ ❄❅ ●■ ✿ ❏❆●●❄❆✿ ❂❈ ▲❇❈ ❆❂❇✽ ❏✿✚ ✿✾ ❂■✿❏

M
❄❈ ❆❅❁

❂❅ ❏● ❄❈
∆ = ∆{σ}

❈ ❂❏ ✾❂❇ ✿ ❆❄❏❆❀❄●
σ ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✗ ✒✏✖☞ ✬ ✗☛ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞
∆{σ}

✒✖ ✍✔ ✹✯❉ ✜✑✎✤✦☛✧ ✗✘☛✔☛★☛✏
σ

✒✖ ✍ ✜✒✏✜✛ ✒☞ ✢ ∆{σ}✒✖ ✜✦☛✍✏✦✫ ✍ ✯❉ ✜✑✎✤✦☛✧ ✢ ✡☛☞
τ ✌☛ ✍ ✌✍✖✒✖ ✒✔

M ✢ ❉✚ τ ∩ σ ✒✖ ✑✚ ☞✘☛ ✚✑✏✎
σ − x

✚✑✏
✖✑✎ ☛

x
✒✔
σ

✬ ☞✘☛✔
τ + x

✒✖ ☞✘☛ ✛✔✒❍✛☛ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛ ✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩
τ ✢ ✼☞✘☛✏✗ ✒✖☛ ✬

τ
✒✖

✒☞✖☛✦✚ ✍ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛ ✢ ✰✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✻ ✢✺✒ ✬ ✒☞ ✚✑ ✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞
∆{σ}

✒✖ ✹✯❉ ✢
✓☛✧☞ ✬ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✺✻ ✢✺✴ ✫✒☛✦✓✖ ☞✘✍☞ ☛★☛✏✫ ✹✯❉ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑★☛✏

M
✒✖ ✑✚ ☞✘☛ ✚✑✏✎

∆C
✚✑✏ ✖✑✎☛ ✚✍✎ ✒✦✫ C ✑✚ ✜✒✏✜✛✒☞✖ ✢ ✹✒✔✜☛

∆C
✒✖ ✍ ✤✏✑✤ ☛✏ ✖✛✌✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚

∆C′ ✗✘☛✔☛★☛✏
C ✒✖ ✍ ✤✏✑✤☛✏ ✖✛✌✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ C′ ✬ ✒☞ ✚✑ ✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✍☞✑✎ ✖ ✑✚ ☞✘☛ ✦✍☞☞✒✜☛ ✍✏☛ ☛✧✍✜☞✦✫ ☞✘☛
✜✑✎✤✦☛✧☛✖

∆{σ} ✢ �

☎✆ ✝✆ ✝☎ �✓✁✕ ✂✄ ✑☞✁☛✏ ✂☎✕ ☞✆✏ ✂☎ ✂✄✡ ✏☎☎ ✎✝✎✒✓✕

✣✘☛ ✤✛✏✤✑✖☛ ✑✚ ☞✘✒✖ ✖☛✜☞✒✑✔ ✒✖ ☞✑ ✒✔☞✏✑✓✛✜☛ ✍ ✜☛✏☞✍✒✔ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✓☛✕✔☛✓
✒✔ ☞☛✏✎ ✖ ✑✚ ✦✒✔☛✍✏ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔✖ ✑✚ ✎ ✍☞✏✑✒✓✖ ✍✔✓ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞ ✍✦✦ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✒✔ ☞✘✒✖
✚✍✎ ✒✦✫ ✍✏☛ ✹✯❉ ✢ ▼ ✖ ✍ ✖✤ ☛✜✒✍✦ ✜✍✖☛ ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✌✒✤✍✏☞✒☞☛ ✖✛✌✩✏✍✤✘✖ ✑✚ ✍
✩✏✍✤✘ ✢



✟✠ ✡✠ ✡ � ✆✞☞✍✁ ☎ ✌✝✂✎☞✄✑✍ ✎✝☎ ✝✍ ✎✝✍ ☎✝ ☎☞✆☎ ✝✝✞ ✝✌ ✺✴✲

▼ ❏❄❅✿❆❏ ❏✿✽ ❏✿✾✿❅●❆●❄❂❅ ✑★☛✏ ✍ ✕☛✦✓
F

✑✚ ✍ ✎ ✍☞✏✑✒✓
M = (E,F)

✒✖ ✍ ✎ ✍✤
ϕ : E →

Fk ✗✒☞✘
k ≥ 1

✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ✍ ✖☛☞
τ

✒✖ ✒✔✓☛✤ ☛✔✓☛✔☞ ✒✔
M

✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚ ☞✘☛ ✖☛☞
ϕ(τ)✒✖ ✦✒✔☛✍✏✦✫ ✒✔✓☛✤ ☛✔✓☛✔☞ ✢ ✗✑✏ ☛✧✍✎✤✦☛ ✬ ✒✚

G = ([n], E)
✒✖ ✍ ✩✏✍✤✘ ✬ ☞✘☛✔ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ✍

✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✑★☛✏
F2

✑✚
Mn(G) ✌✫ ✓☛✕✔✒✔✩

ϕ(ab) = ea + eb
✬ ✗✘☛✏☛

ei
✓☛✔✑☞☛✖ ☞✘☛

ith
✛✔✒☞ ★☛✜☞✑✏ ✒✔

(F2)
n ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞ ✔✑☞ ☛★☛✏✫ ✎ ✍☞✏✑✒✓ ✍✓✎ ✒☞✖ ✍ ✦✒✔☛✍✏ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✢✡☛☞

ϕ : E → Fk ✌☛ ✍ ✦✒✔☛✍✏ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✑✚ ☞✘☛ ✎ ✍☞✏✑✒✓
M ✢ ✡☛☞

ψ : E → Fm

✌☛ ✍✔ ✍✏✌✒☞✏✍✏✫ ✚✛✔✜☞✒✑✔ ✮ m ≥ 0 ✢ ✸☛ ✖✍✫ ☞✘✍☞ ✍ ✖☛☞
τ ⊆ E

✜✑✔☞✍✒✔ ✖ ✍✔ ❂❁❁ ❆●❆❏✿
✗ ✒☞✘ ✏☛✖✤ ☛✜☞ ☞✑ ☞✘☛ ✤✍✒✏

(ϕ, ψ)
✒✚ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✖✜✍✦✍✏✖ {λx : x ∈ τ} ✒✔

F
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

∑

x∈τ
λxϕ(x) = 0

✍✔✓ ∑

x∈τ
λxψ(x) 6= 0.

✗☛✕✔☛
BM,ϕ,ψ

✍✖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✖✛✌✖☛☞✖ τ ✑✚
E

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
τ

✓✑☛✖ ✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔ ✍✔✫
✑✓✓ ✜✫✜✦☛ ✗ ✒☞✘ ✏☛✖✤☛✜☞ ☞✑

(ϕ, ψ) ✢ ✗✑✏ ☛✧✍✎✤✦☛ ✬ ✚✑✏ ☞✘☛ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✑✚
Mn(G)✖✤ ☛✜✒✕☛✓ ✍✌✑★☛ ✍✔✓ ✗ ✒☞✘

ψ(e) = 1 ∈ Z2
✚✑✏ ✍✦✦ ☛✓✩☛✖

e
✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧

Bn(G)
✑✚ ✌ ✒✤✍✏☞✒☞☛ ✖✛✌✩✏✍✤✘✖ ✑✚

G
☛✧✍✎ ✒✔☛✓ ✒✔ ✔✘✍✤☞☛✏ ✺✒ ✢ ✗✑✏ ✍✔✑☞✘☛✏ ☛✧✍✎✤✦☛ ✬

✖☛☛ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺◗ ✢◗ ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✲ ✳◆✱ ❄✿●

M = (E,F) ❅✿ ❆ ❇ ❆●❏❂❄❁P ❏✿●
ϕ : E → Fk ❅✿ ❆ ❏❄❅ ✿❆❏ ❏✿✽ ❏✿❃

✾✿❅●❆●❄❂❅ ❂❈
M

P ❆❅❁ ❏✿●
ψ : E → Fm ❅✿ ❆❅ ❆❏❅❄●❏❆❏● ❈ ❀❅❆●❄❂❅ ❊ ❋■ ✿❅ ●■ ✿ ❆❂❇✽ ❏✿✚

BM,ϕ,ψ
❄✾ ▲❇❈ ❊ ❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P ❈ ❂❏ ❆❅●

τ ⊆ E
P
BM,ϕ,ψ(τ)

❄✾
VD+(ρ(τ) − 1) ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✗ ✒✏✖☞ ✬ ✗☛ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞
BM,ϕ,ψ

✒✖ ✯ ❉ ✢ ✡☛☞ τ ✌☛ ✍ ✔✑✔✚✍✜☛ ✑✚
BM,ϕ,ψ

✜✑✔☞✍✒✔ ✒✔✩
✍✔ ✒✖☞✘✎✛✖

e ✢ ✣✘✒✖ ✎ ☛✍✔✖ ☞✘✍☞
e

✒✖ ✒✔✓☛✤ ☛✔✓☛✔☞ ✑✚ ✍✦✦ ✑☞✘☛✏ ☛✦☛✎ ☛✔☞✖ ✒✔
τ ✢ ❉✔✤✍✏☞✒✜✛ ✦✍✏ ✬ ☛★☛✏✫ ✦✒✔☛✍✏ ✜✑✎✌✒✔✍☞✒✑✔ ∑x∈τ λxϕ(x) = 0

✘✍✖ ☞✘☛ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫ ☞✘✍☞
λe = 0 ✢

▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ✒✚
τ

✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍✔ ✑✓✓ ✜✫✜✦☛ ✬ ☞✘☛✔ ✖✑ ✓✑☛✖
τ − e ✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞

τ
✒✖ ✔✑☞ ✍ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✔✑✔✚✍✜☛ ✢
✓☛✧☞ ✬ ✗☛ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞

BM,ϕ,ψ
✒✖ ✹✯❉ ✢ ✡☛☞ σ ∈ BM,ϕ,ψ

✍✔✓ ✦☛☞
e ∈ E \ σ ✌☛ ✖✛✜✘

☞✘✍☞
σ + e ∈ BM,ϕ,ψ

✍✔✓
ρ(σ) = ρ(σ + e) ✢ ✣✘✒✖ ✎☛✍✔✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✖✜✍✦✍✏✖

λx✖✛✜✘ ☞✘✍☞
ϕ(e) =

∑

x∈σ
λxϕ(x) ◆✺✻ ✢✺❖

✍✔✓ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
ψ(e) =

∑

x∈σ λxψ(x) ✮ σ + e
✜✑✔☞✍✒✔✖ ✔✑ ✑✓✓ ✜✫✜✦☛ ✌✫ ✍✖✖✛✎✤☞✒✑✔ ✢

✸☛ ✔☛☛✓ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞
e
✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔ ☞✘☛ ✦✒✔✙ ✑✚

BM,ϕ,ψ ✗✒☞✘ ✏☛✖✤☛✜☞ ☞✑
σ ✢✹✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞

τ
✒✖ ✍ ✚✍✜☛ ✑✚

BM,ϕ,ψ
✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩

σ
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

τ + e
✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍✔ ✑✓✓

✜✫✜✦☛ ✢ ✹✒✔✜☛
τ

✓✑☛✖ ✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔ ✍✔✫ ✑✓✓ ✜✫✜✦☛ ✬ ☞✘✒✖ ✎ ☛✍✔✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✖✜✍✦✍✏✖
µy✖✛✜✘ ☞✘✍☞

ϕ(e) =
∑

y∈τ
µyϕ(y) ◆✺✻ ✢❊❖

✍✔✓ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
ψ(e) 6= ∑

y∈τ µyψ(y) ✢ ✔✑✎✌✒✔✒✔✩ ◆✺✻ ✢✺❖ ✍✔✓ ◆✺✻ ✢❊❖ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘☛
✦✒✔☛✍✏ ✜✑✎✌✒✔✍☞✒✑✔

∑

x∈σ
λxϕ(x) =

∑

y∈τ
µyϕ(y).



✺✳� ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟✠ ✡ ☛☞✞✝✌ ✆✌ ✄✍ ✎ ✏ ✄✆✞☞✑✎✌

✹✒✔✜☛
∑

x∈σ
λxψ(x) = ψ(e) 6=

∑

y∈τ
µyψ(y),

☞✘✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
τ

✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍✔ ✑✓✓ ✜✫✜✦☛ ✬ ✗✘✒✜✘ ✒✖ ✍ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✑✔ ☞✑ ☞✘☛ ✍✖✖✛✎✤☞✒✑✔
☞✘✍☞

τ ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑
BM,ϕ,ψ ✢ ✣✘✛✖

e
✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✬ ✍✔✓ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✢ �

✣✑ ✓☛✎✑✔✖☞✏✍☞☛ ☞✘✍☞ ✍ ✜✑✎✤✦☛✧ ✜✑✒✔✜✒✓☛✖ ✗ ✒☞✘
BM,ϕ,ψ

✬ ✒☞ ✖✛✖ ✜☛✖ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛
✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✔✑✔✚✍✜☛✖ ✍✏☛ ☛✧✍✜☞✦✫ ☞✘✑✖☛ ✜✒✏✜✛✒☞✖ ☞✘✍☞ ✜✑✔☞✍✒✔ ✑✓✓ ✜✫✜✦☛✖ ❋
▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ✱✲ ✳◆◆ ❄✿●

M = (E,F) ❅✿ ❆ ❇ ❆●❏❂❄❁P ❏✿●
ϕ : E → Fk ❅✿ ❆ ❏❄❅ ✿❆❏ ❏✿✽ ❏✿❃

✾✿❅●❆●❄❂❅ ❂❈
M

P ❆❅❁ ❏✿●
ψ : E → Fm ❅✿ ❆❅ ❆❏❅❄●❏❆❏● ❈ ❀❅❆●❄❂❅ ❊ ❋■ ✿❅ ●■ ✿ ❇ ❄❅❄❇❆❏

❅❂❅❈ ❆❆✿✾ ❂❈
BM,ϕ,ψ

❆❏✿ ●■ ✿ ❆❄❏❆❀❄●✾ ❂❈
M

●■ ❆● ❁❂ ❅❂● ❆❂❅●❆❄❅ ❆❅● ❂❁❁ ❆●❆❏✿ ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✣✘✒✖ ✒✖ ✍✔ ✒✎✎☛✓✒✍☞☛ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✑✚ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✺✻ ✢✺✴ ✍✔✓ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✻ ✢❊ ✺✢
�

☎✆ ✝✆ ✝✞ �✟✠ ✡☛☞✌✍ ✎✏✑✌✒✓✔✓✕

✗ ✒✏✖☞ ✬ ✦☛☞ ✛✖ ✖☞✍☞☛ ✍✔ ✒✎✎☛✓✒✍☞☛ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✻ ✢✺� ✢
▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ✱✲ ✳◆✲ ❄✿●

G ❅✿ ❆ ❑ ❏❆✽ ■ ❂❅
n

■✿❏●❄❆✿✾ ❆❅❁ ❏✿●
∆ ❅✿ ❆❅ ▲❇❈ ❆❂❇✽ ❏✿✚ ❂■✿❏

●■ ✿ ❑ ❏❆✽ ■ ❄❆ ❇❆●❏❂❄❁ ❂❅
G ❊ ❄✿●

H ∈ ∆ ❊ ❋■ ✿❅
lk∆(H)

❄✾
V D+(c(H)− c(G)− 1) ❊ ❈❅

✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P
∆

❄✾
V D+(n− c(G) − 1) ❊ �

✗✑✏ ☞✘☛ ✏☛✎ ✍✒✔✓☛✏ ✑✚ ☞✘☛ ✖☛✜☞✒✑✔ ✬ ✗☛ ✜✑✔✜☛✔☞✏✍☞☛ ✑✔ ✹✯❉ ✎✑✔✑☞✑✔☛ ✩✏✍✤✘ ✤✏✑✤☛✏☞✒☛✖ ✬
✤✏✑★✒✔✩ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✑✔✦✫ ✚✑✛✏ ✑✚ ☞✘☛✎ ✑✔ ☛✍✜✘ ✕✧☛✓ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞ ✢ ✸☛ ✖☞✏☛✖✖ ☞✘✍☞
✗☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ✑✔✦✫ ✩✏✍✤✘ ✤✏✑✤☛✏☞✒☛✖ ✮ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✤✦☛✔☞✫ ✑✚ ✹✯❉ ✩✏✍✤✘ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ☞✘✍☞
✍✏☛ ✔✑☞ ✒✔★✍✏✒✍✔☞ ✛✔✓☛✏ ✤☛✏✎✛☞✍☞✒✑✔✖ ✑✚ ☞✘☛ ✛✔✓☛✏✦✫✒✔✩ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞ ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✲ ✳◆✙ ❄✿●

∆ ❅✿ ❆ ❅❂❅■❂❄❁ ❇ ❂❅❂●❂❅✿ ❑❏❆✽ ■ ✽ ❏❂✽ ✿❏●● ❂❅
n

■✿❏●❄❆✿✾ ❊ ❋■ ✿❅
∆

❄✾ ▲❇❈ ❂■✿❏ ●■ ✿ ❑ ❏❆✽ ■ ❄❆ ❇❆●❏❂❄❁
Mn

❄❈ ❆❅❁ ❂❅ ❏● ❄❈
∆

❄✾ ✿❄●■ ✿❏ ❂❈ ●■ ✿ ❈ ❂❏ ❏❂❑ ❄❅❑
❆❂❇✽ ❏✿✚ ✿✾ ◗
◆✺❖ ❋■ ✿ ❆❂❇✽ ❏✿✚

Fn
❂❈ ❈ ❂❏✿✾●✾ ❊

◆❊❖ ❋■ ✿ ❆❂❇✽ ❏✿✚
FHn

❂❈ ❈ ❂❏✿✾●✾ ❆❅❁ ❈ ❀ ❏ ❏ ☎� ❆❇ ❄❏●❂❅ ❄❆❅✞ ❆●❆❏✿✾ ❊
◆✻❖ ❋■ ✿ ❆❂❇✽ ❏✿✚

Bn
❂❈ ❅❄✽ ❆❏●❄●✿ ❑ ❏❆✽ ■✾ ❊

◆✒ ❖ ❋■ ✿ ❈ ❀ ❏ ❏ ✾❄❇✽ ❏✿✚ ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✗ ✒✏✖☞ ✬ ✦☛☞ ✛✖ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✚✑✛✏ ✦✒✖☞☛✓ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✍✏☛ ✍✦✦ ✹✯❉ ✎✑✔✑☞✑✔☛ ✩✏✍✤✘
✤✏✑✤☛✏☞✒☛✖ ✢ ✣✘☛✫ ✍✏☛ ✜✦☛✍✏✦✫ ✯❉ ✢ ✣✑ ✤✏✑★☛ ✖☞✏☛✔✩☞✘ ✬ ✗☛ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞ ☛★☛✏✫ ✖✤✍✔✔✒✔✩
☞✏☛☛ ✒✖ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ✍ ✛✔✒❍✛☛ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛ ✢ ✣✘✒✖ ✒✖ ☞✏✒★ ✒✍✦✦✫ ☞✏✛☛ ✚✑✏

Fn
✍✔✓ ☞✘☛

✚✛✦✦ ✖✒✎✤✦☛✧ ✍✔✓ ✑✌★✒✑✛✖ ✚✑✏
FHn ✢ ✗✑✏ Bn

✬ ✍✔✫ ✖✤✍✔✔✒✔✩ ☞✏☛☛
T

✍✓✎ ✒☞✖ ✍ ✛✔✒❍✛☛
✌✒✤✍✏☞✒☞✒✑✔ (U,W )

✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✎☛✓✒✍☞☛✦✫ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛☞☛ ✌ ✒✤✍✏☞✒☞☛ ✩✏✍✤✘



✟✠ ✡✠ ✡ � ✆✞☞✍✁ ☎ ✌✝✂✎☞✄✑✍ ✎✝☎ ✝✍ ✎✝✍ ☎✝ ☎☞✆☎ ✝✝✞ ✝✌ ✺✳✺

✗ ✒☞✘ ✌✦✑✜✙✖
U

✍✔✓
W

✒✖ ☞✘☛ ✛✔✒❍✛☛ ✎ ✍✧✒✎✍✦ ✚✍✜☛ ✑✚
Bn

✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩
T ✢ ▼✤✤✦✫✒✔✩

✣✘☛✑✏☛✎ ✺✻ ✢✺✒ ✬ ☞✘☛ ✓☛✖✒✏☛✓ ✜✦✍✒✎ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ✢
✓☛✧☞ ✬ ✗☛ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞ ✍✔✫ ✹✯❉ ✎✑✔✑☞✑✔☛ ✩✏✍✤✘ ✤✏✑✤☛✏☞✫

∆
✜✑✒✔✜✒✓☛✖ ✗ ✒☞✘ ✑✔☛ ✑✚

☞✘☛ ✚✑✛✏ ✦✒✖☞☛✓ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✢ ❉✚ ∆
✓✑☛✖ ✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔ ✍✔✫

r
✥✜✫✜✦☛✖ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

r ∈ [3, n−1]
✬

☞✘☛✔
∆

✎✛✖☞ ✌☛ ☛✒☞✘☛✏
Fn

✑✏
FHn ✢ ✣✘✛✖ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞

∆
✓✑☛✖ ✜✑✔☞✍✒✔ ✍✦✦

r
✥✜✫✜✦☛✖ ✚✑✏

✖✑✎ ☛
r ∈ [3, n− 1] ✢ ✸☛ ✗✍✔☞ ☞✑ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞

∆
✒✖ ☛✒☞✘☛✏ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✍✦✦ ✌ ✒✤✍✏☞✒☞☛

✩✏✍✤✘✖ ✑✏ ☞✘☛ ✚✛✦✦ ✖✒✎✤✦☛✧ ✢
✣✑ ✖☞✍✏☞ ✗ ✒☞✘ ✬ ✦☛☞ ✛ ✖ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞

∆
✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍✦✦

4
✥✜✫✜✦☛✖ ✢ ✹✒✔✜☛

∆
✜✑✔☞✍✒✔✖ ☛★☛✏✫✥

☞✘✒✔✩ ✒✔
Fn

✬
∆

✜✑✔☞✍✒✔✖ ☞✘☛ ✓ ✍✎ ✒✦☞✑✔✒✍✔ ✤✍☞✘
π ✗✒☞✘ ☛✓✩☛✖

i(i+1)
✚✑✏

1 ≤ i ≤ n−1 ✢✰✫ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✺✻ ✢✺◗ ✬ ☛✍✜✘ ✑✚
π+1r

✍✔✓
π+2(r+1) ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑

∆ ✢ ✹✒✔✜☛
∆

✒✖ ✹✯❉ ✬
☞✘✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞

π′ = π ∪ {1r, 2(r+ 1)} ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑
∆ ✢ ✹✒✔✜☛

π′ ✜✑✔☞✍✒✔✖ ☞✘☛ ✒✥✜✫✜✦☛
γ4 = {12, 2(r+ 1), r(r + 1), 1r} ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞

γ4 ∈ ∆
✍✖ ✓☛✖✒✏☛✓ ✢

▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬
π + 14 ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑

∆ ✌✫ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✺✻ ✢✺◗ ✢ ✸☛ ✖✘✑✗ ✌✫
✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔

k
☞✘✍☞

π ∪ {14, 16, . . . , 1k} ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑
∆ ✗✘☛✔☛★☛✏

k ≤ n
✍✔✓

k
✒✖

☛★☛✔ ✢ ✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✘✫✤✑☞✘☛✖✒✖ ✬
π∪{14, 16, . . . , 1(k−2)} ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑

∆ ✢ ✓☛✔✜☛ ✖✒✔✜☛
{1(k−2), (k−2)(k−1), (k−1)k, 1k} ∈ ∆

✬ ✗☛ ✒✎✎☛✓✒✍☞☛✦✫ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘☛ ✓☛✖✒✏☛✓ ✜✦✍✒✎ ✬
✍✩✍✒✔ ✌✫ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✺✻ ✢✺◗ ✢ ✣✘☛ ✜✑✔✜✦✛✖✒✑✔ ✒✖ ☞✘✍☞

∆
✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍✦✦ ✜✫✜✦☛✖ ✑✚ ☛★☛✔

✦☛✔✩☞✘ ✢ ✹✒✔✜☛
∆

✒✖ ✹✯❉ ✬ ☞✘ ✒✖ ✒✖ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✖✍✫✒✔✩ ☞✘✍☞
∆

✜✑✔☞✍✒✔ ✖
Bn ✢

❉☞ ✏☛✎ ✍✒✔✖ ☞✑ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞ ✒✚
∆

✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍✔ ✑✓✓ ✜✫✜✦☛ ✑✚ ✦☛✔✩☞✘
2s + 1

✬ ☞✘☛✔
∆✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍✦✦ ✜✫✜✦☛✖ ✍✔✓ ✒✖ ✘☛✔✜☛ ☞✘☛ ✚✛✦✦ ✖✒✎✤✦☛✧ ✢ ▼✩✍✒✔ ✬ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✓✍✎ ✒✦☞✑✔✒✍✔

✤✍☞✘
π ✢ ✸☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞

1(2s)
✍✔✓

1(2s+ 1)
✍✏☛ ✌✑☞✘ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞✖ ✒✔

lk∆(π)
✬ ✗✘✒✜✘

✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ☞✏✒✍✔✩✦☛ {1(2s), 1(2s+ 1), (2s)(2s+ 1)} ✬ ✍✔✓ ✘☛✔✜☛ ✍✔✫ ☞✏✒✍✔✩✦☛ ✬ ✒✖
✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔

∆ ✢ ✣✘✛✖ ✚✑✏ ✍✔✫
5 ≤ 2r+1 ≤ n

✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
1(2r)

✍✔✓
(2r−1)(2r+1)✍✏☛ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞✖ ✒✔

lk∆(π) ✢ ✣✘✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛
(2r + 1)

✥✜✫✜✦☛ ✒✖ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔
∆

✬
✗✘✒✜✘ ✜✑✔✜✦✛✓☛✖ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✢ �

✓✑☞☛ ☞✘✍☞
Fn ≈ FHn

◆✖☛☛ ✡☛✎✎✍ ✺✻ ✢✺✳❖ ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬ ✎ ✑✓✛✦✑ ☞✘☛ ☛❍✛✒★✍✦☛✔✜☛
✏☛✦✍☞✒✑✔ ≈ ✬ ☞✘☛ ✑✔✦✫ ✔✑✔☞✏✒★ ✒✍✦ ✹✯❉ ✎✑✔✑☞✑✔☛ ✩✏✍✤✘ ✤✏✑✤☛✏☞✒☛✖ ✍✏☛

Fn
✍✔✓

Bn ✢
✛ ✿❇❆❏❉ ❊ ❉✔ ✍ ✖☛✤✍✏✍☞☛ ✎ ✍✔✛✖✜✏✒✤☞ ✱✴✻✵ ✬ ✗☛ ✜✦✍✖✖✒✚✫ ✍✦✦ ✹✯❉ ✎✑✔✑☞✑✔☛ ✓✒✩✏✍✤✘ ✤✏✑✤✥
☛✏☞✒☛✖ ✑★☛✏ ☞✘☛ ✓✒✩✏✍✤✘✒✜ ✎✍☞✏✑✒✓

M→
n

✎✑✓✛✦✑ ☞✘☛ ☛❍✛✒★✍✦☛✔✜☛ ✏☛✦✍☞✒✑✔ ≈ ✢ ❉☞ ☞✛✏✔✖
✑✛☞ ☞✘✍☞ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ✤✏✑✤☛✏☞✒☛✖ ❋

◆✺❖ ✣✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
F(M→

n )
✑✚ ✓✒✩✏✍✤✘✖ ✗ ✒☞✘✑✛☞ ✜✒✏✜✛✒☞✖ ✢

◆❊❖ ✣✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
DOACn

✑✚ ✓✒✩✏✍✤✘✖ ✗ ✒☞✘✑✛☞ ✔✑✔✥✍✦☞☛✏✔✍☞✒✔✩ ✜✒✏✜✛✒☞✖ ✢
◆✻❖ ✣✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧

DGrn,p
✑✚ ✓✒✩✏✍✤✘✖ ☞✘✍☞ ✍✏☛ ✩✏✍✓☛✓ ✎✑✓✛✦✑

p
✚✑✏ ✖✑✎ ☛ ✒✔☞☛✩☛✏

p ≥ 1 ✢
◆✒ ❖ ✣✘☛ ☞✏✒★ ✒✍✦ ☛✧☞☛✔✖✒✑✔✖ ✑✚

Fn
✬
FHn

✬
Bn

✬ ✍✔✓ ☞✘☛ ✚✛✦✦ ✖✒✎✤✦☛✧ ✢
✹☛☛ ✹☛✜☞✒✑✔✖ ✺◗ ✢✒ ✍✔✓ ✺◗ ✢◗ ✚✑✏ ✎✑✏☛ ✒✔✚✑✏✎ ✍☞✒✑✔ ✍✌✑✛☞

DGrn,p
✍✔✓

DOACn
✬ ✏☛✖✤☛✜✥

☞✒★☛✦✫✢



✺✳❊ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟✠ ✡ ☛☞✞✝✌ ✆✌ ✄✍ ✎ ✏ ✄✆✞☞✑✎✌

✘✙ ✚� ✁ ★✣✩✂✜✢✣✂ ✢✣✂ ★✪ ✦ ✄ �✢ ✛ ✥✦✧✤★✣✩✣✪
✡☛☞

M = (E,F) ✌☛ ✍ ✎ ✍☞✏✑✒✓ ✢ ✸☛ ✖✍✫ ☞✘✍☞ ✍ ✜✑✎✤✦☛✧
∆

✒✖ ✯ ❉ ∗ ✑★☛✏
M

✒✚ ☞✘☛
▼ ✦☛✧✍✔✓☛✏ ✓✛✍✦

∆∗ = ∆∗
E

✒✖ ✯ ❉ ✑★☛✏ ☞✘☛ ✓✛✍✦ ✎ ✍☞✏✑✒✓
M∗ ✗✒☞✘ ✏✍✔✙ ✚✛✔✜☞✒✑✔ ✍✖

✒✔ ◆❊ ✢✺❖ ✢ ✸☛ ✖✍✫ ☞✘✍☞
∆

✒✖ ✹✯ ❉ ∗ ✑★☛✏
M

✒✚
∆∗ ✒✖ ✹✯❉ ✑★☛✏

M∗ ✢ ✗✑✏ ☛✧✍✎✤✦☛ ✬ ☞✘☛
✜✑✎✤✦☛✧

NC(M)
✑✚ ✍✦✦ ✖☛☞✖ ✑✚ ✏✍✔✙ ✍☞ ✎✑✖☞

r− 1
✒✖ ✹✯❉ ∗ ✬ ✗✘☛✏☛

r
✒✖ ☞✘☛ ✏✍✔✙ ✑✚

M ✢
✓✑☞☛ ☞✘✍☞

ρ(τ) < ρ(τ + x) ⇐⇒ ρ∗(E \ τ) = ρ∗(E \ (τ + x)).

▼ ✜✑✎✤✦☛✧
∆

✒✖ ✯ ❉ ∗ ✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚ ☞✘☛ ✕✏✖☞ ✑✚ ☞✘☛ ✚✑ ✦✦✑✗ ✒✔✩ ☞✗✑ ✤✏✑✤☛✏☞✒☛✖ ✘✑✦✓✖ ✢
∆

✒✖ ✹✯❉ ∗ ✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚ ✌✑☞✘ ✤✏✑✤☛✏☞✒☛✖ ✘✑✦✓ ✢
◆✒❖ ❉✚ τ ∈ ∆

✍✔✓
ρ(τ) = ρ(τ + x)

✬ ☞✘☛✔
τ + x ∈ ∆ ✢

◆✒✒❖ ❉✚ τ /∈ ∆
✍✔✓

ρ(τ) < ρ(τ+x)
✬ ☞✘☛✔

x
✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔ ☞✘☛ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌ ✜✑✎✤✦☛✧

∆(τ + x) = del∆(E \ (τ + x)) ✢
✣✑ ✖☛☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✖☛✜✑✔✓ ✤✏✑✤☛✏☞✫ ✘✑✦✓✖ ✗✘☛✔

∆
✒✖ ✹✯❉ ∗ ✬ ✛ ✖☛ ☞✘☛ ✚✍✜☞ ☞✘✍☞

(∆(τ +
x))∗τ+x = lk∆∗(E \ (τ + x)) ✢

▼✔ ✒✎✤✑✏☞✍✔☞ ✖✤ ☛✜✒✍✦ ✜✍✖☛ ✒✖
NCn(G)

✬ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✓✒✖✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✖✛✌✩✏✍✤✘✖
✑✚ ✍ ✩✏✍✤✘

G ✢ ✸☛ ✗ ✒✦✦ ☛✧✍✎ ✒✔☛ ☞✘✒✖ ✜✑✎✤✦☛✧ ✒✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✕ ✢✺✢
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✲ ✳◆✗ ❄✿●

∆ ❅✿ ❆❅ ▲❇❈ ∗ ❆❂❇✽ ❏✿✚ ❂■✿❏ ❆ ❇ ❆●❏❂❄❁
M = (E,F) ❊ ❋■ ✿❅ P

❈ ❂❏ ❆❅● ✾❀❅✾✿●
τ

❂❈
E
P

∆(τ)
❄✾
VD+(ρ(τ) − 2) ❊ ❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P

∆(τ)
❄✾ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ●

✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈ ✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅
ρ(τ) − 2 ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✗✑✏ ✍✔✫ ✖☛☞
σ ⊂ τ

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
ρ(σ) < ρ(τ)

✬ ✗☛ ✗ ✒✦✦ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞
lk∆(τ)(σ)

✒✖
V D+(ρ(τ) − ρ(σ) − 2) ✢ ✸✏✒☞☛

ρ(σ, τ) = ρ(τ) − ρ(σ) ✢
❉✚ ρ(σ, τ) = 1

✍✔✓
ρ(σ, σ+x) = 1

✚✑✏ ☛✍✜✘
x ∈ τ \σ ✬ ☞✘☛✔

lk∆(τ)(σ)
✒✖ ✍ ✖✒✎✤✦☛✧ ✮✒✚

σ ∪A0
✍✔✓

σ ∪A1 ✌☛✦✑✔✩ ☞✑
∆

✬ ☞✘☛✔ ✖✑ ✓✑☛✖
σ ∪ (A0 ∪A1) ✌✫ ✜✑✔✓✒☞✒✑✔ ◆✒❖ ✢ ▼ ✖

✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬
lk∆(τ)(σ)

✒✖
V D+(ρ(σ, τ) − 2) = V D+(−1) ✢

❉✚ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍✔
x ∈ τ \ σ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

ρ(σ) = ρ(σ+ x)
✬ ☞✘☛✔ ☞✘ ✒✖

x
✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔

lk∆(τ)(σ) ✢ ✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔ |τ | − |σ| ✬ lk∆(τ)(σ + x)
✒✖
V D+(ρ(σ, τ) − 2) ✮ ✘☛✔✜☛ ☞✘☛

✖✍✎ ☛ ✒✖ ☞✏✛☛ ✚✑✏
lk∆(τ)(σ) ✢

✗ ✒✔✍✦✦✫✬ ✖✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞
ρ(σ, τ) ≥ 2

✍✔✓
ρ(σ, σ+x) = 1

✚✑✏ ☛✍✜✘
x ∈ τ \σ ✢ ❉✚ ☞✘☛✏☛ ✒✖

✍✔
x ∈ τ \σ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

ρ(τ−x, τ) = 0
✬ ☞✘☛✔ ✬ ✌✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔ |τ |−|σ| ✬ lk∆(τ)(σ+x)

✒✖
V D+(ρ(σ, τ)− 3)

✍✔✓
lk∆(τ−x)(σ)

✒✖
V D+(ρ(σ, τ)− 2) ✢ ✣✘✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞

lk∆(τ)(σ)✒✖
V D+(ρ(σ, τ) − 2) ✢ ❉✚ ρ(τ − x, τ) = 1

✚✑✏ ☛✍✜✘
x ∈ τ \ σ ✬ ☞✘☛✔

ρ(σ, τ) = |τ | − |σ| ✢
✸☛ ✘✍★☛ ☞✗✑ ✜✍✖☛✖ ❋

� ❉✚ τ − x ∈ ∆(τ)
✚✑✏ ☛✍✜✘

x ∈ τ \ σ ✬ ☞✘☛✔
lk∆(τ)(σ)

✒✖ ☛✒☞✘☛✏ ✍
(|τ | − |σ| − 1)

✥
✖✒✎✤✦☛✧ ✑✏ ☞✘☛ ✌✑✛✔✓✍✏✫ ✑✚ ✖✛✜✘ ✍ ✖✒✎✤✦☛✧ ✍✔✓ ✒✖ ✘☛✔✜☛

V D+(ρ(τ, σ) − 2) ✢
� ❉✚ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍✔

x ∈ τ \ σ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
τ − x /∈ ∆(τ)

✬ ☞✘☛✔
x

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔
∆(τ) ✌✫ ✤✏✑✤☛✏☞✫ ◆✒✒❖ ✍✔✓ ✘☛✔✜☛ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔

lk∆(τ)(σ) ✢ ✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔
|τ | − |σ| ✬ lk∆(τ)(σ + x)

✒✖
V D+(ρ(σ, τ) − 3)

✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
lk∆(τ)(σ)

✒✖
V D+(ρ(σ, τ) − 2) ✢ �
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lk∆(τ)(σ) ✗✒☞✘ ✏☛✖✤ ☛✜☞ ☞✑
τ \σ ☛❍✛✍✦✖

(∆(τ))∗τ (τ \σ)
✬

✗✘✒✜✘ ✍✓✎ ✒☞✖ ✍ ✓☛✜✒✖✒✑✔ ☞✏☛☛ ✗ ✒☞✘ ✍✦✦ ☛★✍✖✒★☛ ✖☛☞✖ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
ρ∗(τ \ σ) − 1 ✢ ✰✫

✡☛✎✎ ✍ ◗ ✢❊✻ ✬ ☞✘✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
lk∆(τ)(σ)

✍✓✎ ✒☞✖ ✍ ✓☛✜✒✖✒✑✔ ☞✏☛☛ ✗ ✒☞✘ ✍✦✦ ☛★✍✖✒★☛ ✖☛☞✖
✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔

|τ | − |σ| − ρ∗(τ \ σ) − 2 = ρ(τ) − ρ(σ) − 2;
✛✖☛ ◆❊ ✢✺❖ ✢ ▼ ✦✖✑ ✬ ✖✒✔✜☛ ☞✘✒✖ ☛✧✜☛☛✓✖

ρ(τ)−|σ|−2
✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛

(ρ(τ)−2)
✥✖✙☛✦☛☞✑✔

✑✚
∆(τ)

✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤ ✒✜✍✦✦✫ ✔✑✘☛✔✥✪ ✍✜✍✛✦✍✫✢
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P ●■ ✿ ❆❂❇✽ ❏✿✚

NC(M)
❂❈ ❆❏ ❏ ✾✿●✾ ❂❈

❏❆❅❉ ❆● ❇ ❂✾●
r − 1

❄✾
V D+(r − 2) ❊ �
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M = (E,F) ❊ ❋■ ✿❅

∆
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∆
❄✾ ❆ ❆❂❅✿ ❊ ❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P ●■ ✿ ■ ❂❇ ❂ ❏❂❑● ❂❈

∆
❄✾

❅❂❅✄ ✿❏❂ ❑■ ✿❅✿■✿❏
∆

❄✾ ❅❂● ❆ ❆❂❅✿ ❊
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�

✫✬✭✮✯✭✰ ✱✲ ✳◆✘ ❄✿●
M = (E,F) ❅✿ ❆ ❇ ❆●❏❂❄❁ ❆❅❁ ❏✿●

∆ ❅✿ ❆ ❇❈ ∗ ❆❂❇✽ ❏✿✚ ❂■✿❏
M

❁❄☎ ✿❏✿❅● ❈ ❏❂❇
2E ❊ ❋■ ✿❅

∆
❄✾ ▲❇❈ ∗ ❂■✿❏

M
❄❈ ❆❅❁ ❂❅ ❏● ❄❈ ✿■✿❏● ❅❆✾❄✾ ❆❂❅●❆❄❅✾ ❆

❀❅❄❍❀✿ ❇ ❄❅❄❇❆❏ ❅❂❅❈ ❆❆✿ ❂❈
∆ ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✣✘✒✖ ✒✖ ✍✔ ✒✎✎☛✓✒✍☞☛ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✻ ✢✺✒ ✍✔✓ ▼✦☛✧✍✔✓☛✏ ✓✛✍✦✒☞✫✢
�

✵✯✮� ✮✁✻✖✻✮✸ ✱✲ ✳◆✾ ❄✿●
M = (E,F) ❅✿ ❆ ❇ ❆●❏❂❄❁ ❆❅❁ ❏✿●

∆ ⊆ 2E ❅✿ ❆❅ ▲❇❈ ∗❆❂❇✽ ❏✿✚ ❁❄☎ ✿❏✿❅● ❈ ❏❂❇
2E ❊ ❋■ ✿❅ ✿■✿❏● ❇ ❆✚ ❄❇❆❏ ❈ ❆❆✿ ❂❈

∆
❄✾ ❆ ❆❂❆❄❏❆❀❄● ❂❈

M ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✣✘✒✖ ✒✖ ✍✔ ✒✎✎☛✓✒✍☞☛ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✑✚ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✺✻ ✢✺✴ ✍✔✓ ▼✦☛✧✍✔✓☛✏ ✓✛✍✦✥
✒☞✫ ✮ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✎ ☛✔☞ ✑✚ ✍ ✜✒✏✜✛ ✒☞ ✒✔ ✍ ✎ ✍☞✏✑✒✓ ✒✖ ✍ ✜✑✜✒✏✜✛ ✒☞ ✒✔ ☞✘☛ ✓✛✍✦ ✎ ✍☞✏✑✒✓ ✍✔✓
★✒✜☛ ★☛✏✖✍ ✢ �

✵✯✮� ✮✁✻✖✻✮✸ ✱✲ ✳✲☎ ❄✿●
M = (E,F) ❅✿ ❆ ❇ ❆●❏❂❄❁ ❆❅❁ ❆✾✾❀❇ ✿ ●■ ❆●

Σ
❆❅❁

∆
❆❏✿

▲❇❈ ∗ ❆❂❇✽ ❏✿✚ ✿✾ ❂■✿❏
M ❊ ❋■ ✿❅ ●■ ✿ ❀❅❄❂❅

Σ ∪ ∆
❄✾ ❆❏✾❂ ▲❇❈ ∗ ❂■✿❏

M ❊ ✂ ✾ ❆
❆❂❅✾✿❍❀✿❅❆✿P ●■ ✿ ✾✿● ❂❈ ▲❇❈ ∗ ❆❂❇✽ ❏✿✚ ✿✾ ❂■✿❏

M
❂❏❁✿❏✿❁ ❅● ❄❅ ❆❏❀✾❄❂❅ ❄✾ ❆ ❏❆●●❄❆✿

❑ ❄●■ ❀❅❄❂❅ ❆✾ ●■ ✿ ✄ ❂❄❅ ❂✽ ✿❏❆●❂❏ ❊
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✗☛ ☛✧✜✦✛✓☛ ☞✘☛ ✚✛✦✦ ✖✒✎✤✦☛✧
2E

✚✏✑✎ ☞✘☛ ✦✍☞☞✒✜☛ ✑✚ ✹✯ ❉ ∗ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✢ ❉✔✖☞☛✍✓ ✬ ☞✘☛✜✑✎✤✦☛✧
NC(M)

✑✚ ✖☛☞✖ ✑✚ ✏✍✔✙ ✍☞ ✎✑✖☞
ρ(E) − 1

✒✖ ☞✘☛ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ☛✦☛✎☛✔☞ ✒✔ ☞✘☛
✦✍☞☞✒✜☛ ✢
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✡☛☞ ✛✖ ✤✏✑ ✜☛☛✓ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ✜✦✍✖✖✒✕ ✜✍☞✒✑✔ ✑✚ ✍✦✦ ✎ ✑✔✑☞✑✔☛ ✩✏✍✤✘ ✤✏✑✤☛✏☞✒☛✖ ☞✘✍☞ ✍✏☛ ✹✯❉ ∗✑★☛✏ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘✒✜ ✎ ✍☞✏✑✒✓

Mn ✢ ✣✘☛ ▼✦☛✧✍✔✓☛✏ ✓✛✍✦✖ ✑✚ ☞✘☛✖☛ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✍✏☛ ☛✧✍✜☞✦✫
✍✦✦ ✎ ✑✔✑☞✑✔☛ ✩✏✍✤✘ ✤✏✑✤☛✏☞✒☛✖ ☞✘✍☞ ✍✏☛ ✹✯❉ ✑★☛✏ ☞✘☛ ✓✛✍✦ ✑✚

Mn ✢ ✗✑✏ p ∈ [1, n]
✖✛✜✘

☞✘✍☞
p

✓✒★✒✓☛✖
n
✬ ✏☛✜✍✦✦ ☞✘✍☞

NCn,p
✒✖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖ ✗ ✒☞✘ ✖✑✎ ☛ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞

✑✚ ✖✒✖☛ ✔✑☞ ✓✒★✒✖✒✌ ✦☛ ✌✫ p ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✲ ✳✲◆ ❄✿●

∆ ❅✿ ❆ ❇ ❂❅❂●❂❅✿ ❑ ❏❆✽ ■ ✽ ❏❂✽ ✿❏●● ❂❅
n

■✿❏●❄❆✿✾ ❊ ❋■ ✿❅
∆

❄✾
▲❇❈ ∗ ❂■✿❏

Mn
❄❈ ❆❅❁ ❂❅ ❏● ❄❈

∆
❄✾ ●■ ✿ ❈ ❀ ❏ ❏ ✾❄❇✽ ❏✿✚ ❂❏ ✿❍❀❆❏ ●❂

NCn,p
❈ ❂❏ ✾❂❇ ✿

p❁❄■ ❄❁❄❅❑
n ❊❇ ❏❂❂❈ ❊ ✡☛☞

∆ ✌☛ ✍✔ ✹✯❉ ∗ ✎✑✔✑☞✑✔☛ ✩✏✍✤✘ ✤✏✑✤☛✏☞✫✢ ✹✍✫ ☞✘✍☞ ✍ ✩✏✍✤✘ ✒✖ ❆❏❂✾✿❁ ✒✚
☛✍✜✘ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✒✖ ✍ ✜✦✒❍✛☛ ✢ ✗ ✒✏✖☞ ✬ ✔✑☞☛ ☞✘✍☞ ✍✔✫ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✩✏✍✤✘ ✒✔

∆
✒✖

✜✦✑✖☛✓ ✢ ✓ ✍✎ ☛✦✫✬ ✌✫ ✤✏✑✤☛✏☞✫ ◆✒❖ ✒✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✻ ✢✒ ✬ ✗☛ ✎ ✍✫ ✍✓✓ ☛✓✩☛✖ ✔✑☞ ✓☛✜✏☛✍✖✒✔✩
☞✘☛ ✔✛✎✌☛✏ ✑✚ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✒✔ ✍ ✩✏✍✤✘ ✒✔

∆ ✗✒☞✘✑✛☞ ☛✔✓✒✔✩ ✛✤ ✑✛☞✖✒✓☛
∆ ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬

✌✫ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✻ ✢❊◗ ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
lk∆(H)

✒✖
V D+(c(H) − 3)

✚✑✏ ☛✍✜✘
✩✏✍✤✘

H ∈ ∆ ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛ ✦✍✏ ✬ ✖✒✔✜☛ ✍ ✎ ✍✧✒✎✍✦ ✩✏✍✤✘
H

✒✔
∆

✒✖ ✔✑☞
V D(0)

✬ ✍
✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✩✏✍✤✘ ✜✍✔✔✑☞ ✘✍★☛ ✎✑✏☛ ☞✘✍✔ ☞✗✑ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✢

❉✚ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✩✏✍✤✘ ✒✔
∆

✬ ☞✘☛✔
Kn ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑

∆
✬ ✗✘✒✜✘ ✎ ☛✍✔✖ ☞✘✍☞

∆
✒✖ ☞✘☛ ✚✛✦✦ ✖✒✎✤✦☛✧ ✢ ✣✘☛ ✏☛✎ ✍✒✔✒✔✩ ✜✍✖☛ ✒✖ ☞✘✍☞ ✍✦✦ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✩✏✍✤✘✖ ✒✔

∆
✘✍★☛

☛✧✍✜☞✦✫ ☞✗✑ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✢ ❉✚ ✍✦✦ ✖✛✜✘ ✩✏✍✤✘✖ ✍✤✤☛✍✏ ✒✔
∆

✬ ☞✘☛✔ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔
NCn = NCn,n

✬ ✗✘☛✏☛✍✖ ☞✘☛ ✑☞✘☛✏ ☛✧☞✏☛✎ ☛ ✗ ✒☞✘ ✔✑ ✖✛✜✘ ✩✏✍✤✘✖ ✎ ☛✍✔✖ ☞✘✍☞ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔☞✘☛ ★✑✒✓ ✜✑✎✤✦☛✧
NCn,1 ✢ ▼ ✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞ ✖✑✎☛ ✌✛☞ ✔✑☞ ✍✦✦ ✩✏✍✤✘✖ ✗ ✒☞✘ ☞✗✑ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓

✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✌ ☛✦✑✔✩ ☞✑
∆ ✢

✗✑✏ ✍ ✎✛✦☞✒✖☛☞
A = {a1, . . . , ak}

✑✚ ✤✑✖✒☞✒★☛ ✒✔☞☛✩☛✏✖ ✖✛✎✎ ✒✔✩ ☞✑
n
✬ ✖✍✫ ☞✘✍☞ ✍

✩✏✍✤✘
G

✘✍✖ ☞✫✤ ☛
A

✒✚ ✗☛ ✎ ✍✫ ✑✏✓☛✏ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞✖ ✑✚ ☞✘☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖
✑✚
G

✍✖
U1, . . . , Uk

✖✛✜✘ ☞✘✍☞ |Ui| = ai ✢ ✗✑✏ ☛✧✍✎✤✦☛ ✬ ✍ ✩✏✍✤✘ ✗ ✒☞✘ ☞✗✑ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖
✑✚ ✖✒✖☛

a
✍✔✓

n− a
✘✍✖ ☞✫✤ ☛ {a, n− a} ✢ ✹✒✔✜☛

∆
✒✖ ✍ ✎✑✔✑☞✑✔☛ ✩✏✍✤✘ ✤✏✑✤☛✏☞✫ ✍✔✓

✖✒✔✜☛ ☛★☛✏✫ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✩✏✍✤✘ ✒✔
∆

✒✖ ✜✦✑✖☛✓ ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞ ✍ ✩✒★☛✔ ✩✏✍✤✘
G ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑

∆
✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚ ☛★☛✏✫ ✩✏✍✤✘ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ☞✫✤☛ ✍✖

G ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑
∆ ✢ ✗✑✏ ✖✒✎✤✦✒✜✒☞✫✬

✖✍✫ ☞✘✍☞ ✍ ✩✒★☛✔ ☞✫✤☛ ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑
∆

✒✚ ☛★☛✏✫ ✩✏✍✤✘ ✑✚ ☞✘✒✖ ☞✫✤ ☛ ✌ ☛✦✑✔✩✖ ☞✑
∆ ✢✡☛☞

A = {a1, . . . , ak} ✌☛ ✍ ☞✫✤☛ ✔✑☞ ✌ ☛✦✑✔✩✒✔✩ ☞✑
∆

✍✔✓ ✍✖✖✛✎☛ ☞✘✍☞
ai < aj

✚✑✏
✖✑✎ ☛

i, j ✢ ✣✘☛✔ ☞✘☛ ✎✛✦☞✒✖☛☞
A′ = {a1, . . . , aj−1, aj − ai, ai, aj+1, . . . , ak}



✟✠ ✡� ✡ ✁ ✝✝✞✄✍ ✎✝✞ ✎✂✄✝✌ ☞✂ �✁ ✄ ☎☞✆☎ ✝✝✞ ✝✌ ✺✳◗

✓✑☛✖ ✔✑☞ ✌☛✦✑✔✩ ☞✑
∆ ✢ ✓✍✎ ☛✦✫✬ ✦☛☞

G ✌☛ ✍ ✜✦✑✖☛✓ ✩✏✍✤✘ ✑✚ ☞✫✤☛
A

✍✔✓ ✦☛☞
e ✌☛ ✍✔

☛✓✩☛ ✶ ✑✒✔✒✔✩ ☞✗✑ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖
Ui

✍✔✓
Uj

✑✚ ✖✒✖☛
ai

✍✔✓
aj

✬ ✏☛✖✤ ☛✜☞✒★☛✦✫✢ ✰✫ ✤✏✑✤☛✏☞✫
◆✒✒❖ ✒✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✻ ✢✒ ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

e
✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔ ☞✘☛ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌ ✜✑✎✤✦☛✧

∆(G+ e) ✢ ✔✑✔✖☞✏✛✜☞ ✍ ✩✏✍✤✘
H

✑✚ ☞✫✤ ☛
A′ ✚✏✑✎

G ✌✫ ✖✤ ✦✒☞☞✒✔✩ ☞✘☛ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞
Uj✒✔☞✑ ✑✔☛ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞

U ′
j

✑✚ ✖✒✖☛
aj − ai

✍✔✓ ✑✔☛ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞
U ′′
j

✑✚ ✖✒✖☛
ai ✮ ✎ ✍✙☛ ✖✛✏☛

☞✘☛ ☛✓✩☛
e
✘✍✖ ✑✔☛ ☛✔✓✤✑✒✔☞ ✒✔ ☞✘☛ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞

U ′
j

✑✚ ✖✒✖☛
aj − ai ✢ ❉✚ H ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑

∆
✬ ☞✘☛✔ ✖✑ ✓✑☛✖

H + e ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬
H + e

✘✍✖ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ☞✫✤☛
A

✍✖
G ✮ |Ui|+ |U ′

j | = aj ✢
✣✘✒✖ ✒✖ ✍ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✑✔ ✮ ✘☛✔✜☛ H /∈ ∆ ✢

✗✑✏ p ✓✒★✒✓✒✔✩
n
✬ ✦☛☞

Ap ✌☛ ☞✘☛ ☞✫✤☛ ✜✑✔✖✒✖☞✒✔✩ ✑✚
n/p

✜✑✤ ✒☛✖ ✑✚ ☞✘☛ ✒✔☞☛✩☛✏
p ✢✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞ ✒✚

A = {a1, . . . , ak}
✓✑☛✖ ✔✑☞ ✌☛✦✑✔✩ ☞✑

∆
✬ ☞✘☛✔ ☞✘☛

☞✫✤☛
Ad

✓✑☛✖ ✔✑☞ ✌☛✦✑✔✩ ☞✑
∆

☛✒☞✘☛✏ ✬ ✗✘☛✏☛
d

✒✖ ☞✘☛ ✩✏☛✍☞☛✖☞ ✜✑✎✎✑✔ ✓✒★✒✖✑✏ ✑✚
a1, . . . , ak ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ☛✍✜✘ ✎ ✒✔ ✒✎ ✍✦ ✔✑✔✚✍✜☛ ✑✚

∆
✒✖ ✑✚ ☞✫✤ ☛

Ad
✚✑✏ ✖✑✎ ☛

✒✔☞☛✩☛✏
d ✢

✣✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞
∆ = NCn,p

✚✑✏ ✖✑✎ ☛
p
✬ ✒☞ ✖✛✖ ✜☛✖ ☞✑ ✓☛✎✑✔✖☞✏✍☞☛ ☞✘✍☞ ✍✦✦ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦

✔✑✔✚✍✜☛✖ ✑✚
∆

✍✏☛ ✑✚ ☞✘☛ ★☛✏✫ ✖✍✎ ☛ ☞✫✤☛
Ap ✢ ✡☛☞

x ✌☛ ✎ ✒✔ ✒✎ ✍✦ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
Ax

✓✑☛✖
✔✑☞ ✌ ☛✦✑✔✩ ☞✑

∆ ✢ ✹✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍
y

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
Ay

✓✑☛✖ ✔✑☞ ✌ ☛✦✑✔✩ ☞✑
∆

✍✔✓
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

y
✒✖ ✔✑☞ ✓✒★✒✖✒✌ ✦☛ ✌✫ x ✢ ✡☛☞

y ✌☛ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✗ ✒☞✘ ☞✘✒✖ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛
☞✫✤☛✖ {x, n− x} ✍✔✓ {y, n− y} ✓✑ ✔✑☞ ✌☛✦✑✔✩ ☞✑

∆ ✢ ✸☛ ✜✦✍✒✎ ☞✘✍☞ {y, x, n− y− x}✓✑☛✖ ✔✑☞ ✌ ☛✦✑✔✩ ☞✑
∆ ✢ ✓ ✍✎ ☛✦✫✬ ✦☛☞

G ✌☛ ✍ ✜✦✑✖☛✓ ✩✏✍✤✘ ✑✚ ☞✫✤ ☛ {y, n− y} ✍✔✓ ✦☛☞
H

✌☛ ✍ ✖✛✌✩✏✍✤✘ ✑✚ ☞✫✤ ☛ {y − x, x, n − y} ✢ ✡☛☞
e ✌☛ ✍✔ ☛✓✩☛ ✶ ✑✒✔ ✒✔✩ ☞✘☛ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖

✑✚ ✖✒✖☛
y−x

✍✔✓
n− y ✢ ✹✒✔✜☛

H + e
✒✖ ✑✚ ☞✫✤☛ {x, n−x} ✍✔✓ ✖✒✔✜☛

e
✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞

✒✔
∆(G + e) ✌✫ ✤✏✑✤☛✏☞✫ ◆✒✒❖ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞

H
✓✑☛✖ ✔✑☞ ✌☛✦✑✔✩ ☞✑

∆ ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬
☞✘✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ☞✫✤ ☛ {y − x, n− y + x} ✓✑☛✖ ✔✑☞ ✌☛✦✑✔✩ ☞✑

∆ ✢ ✹✒✔✜☛
y

✒✖ ✔✑☞
✓✒★✒✖✒✌ ✦☛ ✌✫ x ✬ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✒✖ ☞✏✛☛ ✚✑✏

y− x ✢ �☛☞ ✬ ✖✒✔✜☛ y− x < y
✬ ☞✘ ✒✖ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✖ ☞✘☛

✎ ✒✔✒✎ ✍✦✒☞✫ ✑✚
y ✢

❉☞ ✏☛✎ ✍✒✔✖ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞
NCn,p

✒✖ ✍✔ ✹✯❉ ∗ ✜✑✎✤✦☛✧ ✗✘☛✔☛★☛✏
p

✓✒★✒✓☛✖
n ✢ ✼✔☛

✏☛✍✓✒✦✫ ★☛✏✒✕☛✖ ☞✘✍☞ ✤✏✑✤☛✏☞✫ ◆✒❖ ✒✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✻ ✢✒ ✘✑✦✓✖ ✢ ✣✑ ✤✏✑★☛ ✤✏✑✤☛✏☞✫ ◆✒✒❖ ✬✖✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞
G

✒✖ ✍ ✩✏✍✤✘ ✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔
NCn,p

✍✔✓ ☞✘✍☞
e

✒✖ ✍✔ ☛✓✩☛ ✶ ✑✒✔✒✔✩
☞✗✑ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✒✔

G ✢ ✹✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞
H

✒✖ ✍ ✖✛✌✩✏✍✤✘ ✑✚
G

✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☞✘☛
✖✒✖☛ ✑✚ ☛✍✜✘ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✒✔

H + e
✒✖ ✓✒★✒✖✒✌ ✦☛ ✌✫ p ✢ ✣✘☛✔

H
✘✍✖ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛

✤✏✑✤☛✏☞✫✢ ✓ ✍✎ ☛✦✫✬ ✦☛☞
U

✍✔✓
W ✌☛ ☞✘☛ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✒✔

G
✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩ ☞✘☛ ☛✔✓✤✑✒✔☞✖

✑✚
e ✢ ✰✫ ✍✖✖✛✎✤☞✒✑✔ ✬ |U | ✍✔✓ |W | ✍✏☛ ✌✑☞✘ ✓✒★✒✖✒✌ ✦☛ ✌✫ p ✢ ✡☛☞

U1, . . . , Ur ✌☛ ☞✘☛
✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✒✔

H
☞✘✍☞ ✍✏☛ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔

U ✮ ✦☛☞
U1 ✌☛ ☞✘☛ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✜✑✔☞✍✒✔ ✒✔✩

✑✔☛ ☛✔✓✤✑✒✔☞ ✑✚
e ✢ ✰✫ ✍✖✖✛✎✤☞✒✑✔ ✬ |Ui| ✒✖ ✓✒★✒✖✒✌ ✦☛ ✌✫ p ✚✑✏

i > 1
✬ ✌✛☞ ☞✘✒✖ ✜✦☛✍✏✦✫

✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞ |U1|
✒✖ ✍✦✖✑ ✓✒★✒✖✒✌ ✦☛ ✌✫ p ✮ |U1| = |U | −∑i>1 |Ui| ✢ ✰✫ ✖✫✎✎☛☞✏✫✬ ☞✘☛

✖✍✎ ☛ ✘✑✦✓✖ ✚✑✏ ✍✦✦ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✒✔
H

☞✘✍☞ ✍✏☛ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔
W ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬

H
✒✖ ✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔

NCn,p
✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞

e
✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✍✖ ✓☛✖✒✏☛✓ ✢ ✣✘✒✖

✜✑✔✜✦✛✓☛✖ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✢ �

✸☛ ✤✏✑★✒✓☛ ✍✔ ✒✎✤✦✒✜✒☞ ✚✑✏✎✛✦✍ ✚✑✏ ☞✘☛ ✟✛✦☛✏ ✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☞✒✜ ✑✚
NCn,p

✒✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✕ ✢✒ ✢
✛ ✿❇❆❏❉ ❊ ✼✔☛ ✎ ✍✫ ✍✦✖✑ ☛✧✍✎ ✒✔☛ ✗✘☛✔ ✍ ✎✑✔✑☞✑✔☛ ✓✒✩✏✍✤✘ ✤✏✑✤☛✏☞✫ ✒✖ ✹✯❉ ∗ ✑★☛✏
M→
n ✢ ✼✔☛ ✏☛✍✓✒✦✫ ★☛✏✒✕☛✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✜✦✍✖✖✒✕✜✍☞✒✑✔ ✑✚ ✖✛✜✘ ✤✏✑✤☛✏☞✒☛✖ ✏☛✓✛✜☛✖ ☞✑ ☞✘☛

✜✦✍✖✖✒✕✜✍☞✒✑✔ ✑✚ ✎ ✑✔✑☞✑✔☛ ✩✏✍✤✘ ✤✏✑✤☛✏☞✒☛✖ ☞✘✍☞ ✍✏☛ ✹✯❉ ∗ ✑★☛✏
Mn ✢ ✹✤ ☛✜✒✕✜✍✦✦✫✬ ✍



✺✳✴ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟✠ ✡ ☛☞✞✝✌ ✆✌ ✄✍ ✎ ✏ ✄✆✞☞✑✎✌

✎✑✔✑☞✑✔☛ ✓✒✩✏✍✤✘ ✤✏✑✤☛✏☞✫
∆

✒✖ ✹✯❉ ∗ ✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚
∆

✒✖ ☞✘☛ ☞✏✒★ ✒✍✦ ☛✧☞☛✔✖✒✑✔ ✑✚ ✍✔
✹✯❉ ∗ ✎✑✔✑☞✑✔☛ ✩✏✍✤✘ ✤✏✑✤☛✏☞✫✢



�✁✂✄☎✆✝ ✞✟

✠ ✠✡✆ ✁✄ ✠✄ ✂ ☛ ✁ ✆✡☞☎

✸☛ ☛✧✍✎ ✒✔☛ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ✒✎✤✑✏☞✍✔☞ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫ ✑✚ ✌☛✒✔✩ ✌✒✤✍✏☞✒☞☛ ✢✌☛✜✍✦✦ ☞✘✍☞ ✍ ✩✏✍✤✘
G

✒✖ ✌ ✒✤✍✏☞✒☞☛ ✒✚
G

✜✑✔☞✍✒✔ ✖ ✔✑ ✜✫✜✦☛✖ ✑✚ ✑✓✓ ✦☛✔✩☞✘ ✢ ✟❍✛✒★✍✦☛✔☞✦✫✬
G

✍✓✎ ✒☞✖ ✍ ✌✒✤✍✏☞✒☞✒✑✔
(U,W )

✬ ✎ ☛✍✔✒✔✩ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞
V

✜✍✔ ✌☛ ✤✍✏☞✒☞✒✑✔☛✓
✒✔☞✑ ☞✗✑ ✖☞✍✌✦☛ ✖✛✌✖☛☞✖

U
✍✔✓

W ✢
❉✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✒ ✢✺✬ ✗☛ ✓✒✖✜✛✖✖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧

Bn
✑✚ ✍✦✦ ✌ ✒✤✍✏☞✒☞☛ ✩✏✍✤✘✖ ✑✔

n
★☛✏☞✒✜☛✖ ✢

✗✑✏ ✍✔✫ ✩✏✍✤✘
G

✑✔
n

★☛✏☞✒✜☛✖ ✬ ✔✘✍✏✒ ✱❊✕✵ ✖✘✑✗☛✓ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
Bn(G)

✜✑✔✖✒✖☞✒✔✩
✑✚ ✍✦✦ ✌ ✒✤✍✏☞✒☞☛ ✖✛✌✩✏✍✤✘✖ ✑✚

G
✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✗☛✓✩☛ ✑✚ ✖✤✘☛✏☛✖ ✑✚

✓✒✎☛✔✖✒✑✔
n− c(G) − 1

✬ ✗✘☛✏☛
c(G)

✒✖ ☞✘☛ ✔✛✎✌☛✏ ✑✚ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✒✔
G ✢

❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬
Bn

✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✗☛✓✩☛ ✑✚ ✖✤✘☛✏☛✖ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
n− 2 ✮✡✒✔✛✖✖✑✔ ✍✔✓ ✹✘✍✏☛✖✘ ✒✍✔ ✱✕✻✵ ✩✍★☛ ✍✔ ✍✦☞☛✏✔✍☞✒★☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ☞✘✒✖ ✏☛✖✛✦☞ ✢ � ✖✒✔✩ ☞✘☛

☞✘☛✑✏✫ ✓☛★☛✦✑✤ ☛✓ ✒✔ ✔✘✍✤☞☛✏ ✺✻ ✍✌✑✛☞ ✖☞✏✑✔✩ ✤✖☛✛✓✑✥✒✔✓☛✤ ☛✔✓☛✔✜☛ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✑★☛✏
✎ ✍☞✏✑✒✓✖ ✬ ✗☛ ✩✒★☛ ✍ ✔☛✗ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✔✘✍✏✒ ✍✖ ✏☛✖✛✦☞ ✢ ✸☛ ✍✦✖✑ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞ ☞✘☛

(n−c(G)−1)
✥

✖✙☛✦☛☞✑✔ ✑✚
Bn(G)

✒✖ ★☛✏☞☛✧✥✓☛✜✑✎✤✑✖✍✌✦☛ ✍✔✓ ✤✏☛✖☛✔☞ ✍ ✚✑✏✎✛✦✍ ✓✛☛ ☞✑ ✹☞✍✔ ✦☛✫ ✱✺✺✲✵
✚✑✏ ☞✘☛ ✟✛✦☛✏ ✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☞✒✜ ✑✚

Bn ✢
❉✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✒ ✢❊ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ✖✒✎ ✒✦✍✏ ☞✑✤✑✦✑✩✒✜✍✦ ✏☛✖✛✦☞✖ ✚✑✏ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧

NCBn(G) =
Bn(G) ∩ NCn

✑✚ ✓✒✖✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✌✒✤✍✏☞✒☞☛ ✖✛✌✩✏✍✤✘✖ ✑✚
G ✢ ▼✩✍✒✔ ✬ ✗☛ ✛✖☛ ☞☛✜✘✔✒❍✛☛✖

✚✏✑✎ ✔✘✍✤☞☛✏ ✺✻ ✢ ✪✑✏☛✑★☛✏ ✬ ✗☛ ✍✤✤✦✫ ✹☞✍✔✦☛✫ ✍✖ ✚✑✏✎✛✦✍ ☞✑ ✜✑✎✤✛☞☛ ☞✘☛ ✟✛✦☛✏
✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☞✒✜ ✑✚ ☞✘☛ ✚✛✦✦ ✜✑✎✤✦☛✧

NCBn ✢ ❉✔☞✏✒✩✛✒✔✩✦✫✬ ☞✘☛ ✗☛✦✦✥✖☞✛✓✒☛✓ ✑✏✓☛✏☛✓ ✰☛✦✦
✔✛✎✌☛✏ ◆✖☛☛ ✎ ✏✑✖✖ ✱◗�✵ ✍✔✓ ✸ ✒✦✚ ✱✺✻❊ ✬ ✤ ✢ ✺✳◗✵❖ ✖✘✑✗ ✖ ✛✤ ✍✖ ☞✘☛ ✍✌✖✑✦✛☞☛ ★✍✦✛☛ ✑✚
☞✘☛ ✟✛✦☛✏ ✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☞✒✜ ✑✚ ☞✘☛ ❍✛✑☞✒☛✔☞ ✜✑✎✤✦☛✧

CBn
✑✚ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✌ ✒✤✍✏☞✒☞☛ ✩✏✍✤✘✖ ✢✰✍✖☛✓ ✑✔ ☞✘✒✖ ✑✌✖☛✏★✍☞✒✑✔ ✬ ✗☛ ✤✏☛✖☛✔☞ ✍ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✦✍✌☛✦☛✓ ☞✏☛☛✖ ✜✑✛✔☞☛✓ ✌✫ ☞✘✒✖

✔✛✎✌☛✏ ✢✌☛✜✍✦✦ ☞✘✍☞
Bn,p

✒✖ ☞✘☛ ✖✛✌ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚
Bn

✜✑✔✖✒✖☞✒✔✩ ✑✚ ✍✦✦ ✩✏✍✤✘✖ ✗ ✒☞✘ ✌✍✦✍✔✜☛
✔✛✎✌☛✏ ✍☞ ✎✑✖☞

p ✢ ✗✑✏
G

✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✍✔✓
2p < n

✬ ✗☛ ✖✘✑✗ ✒✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✒ ✢✻ ☞✘✍☞
Bn,p(G)

✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✗☛✓✩☛ ✑✚ ✖✤✘☛✏☛✖ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
2p− 1

✍✔✓ ☞✘✍☞
☞✘☛

(2p − 1)
✥✖✙☛✦☛☞✑✔ ✑✚

Bn,p(G)
✒✖ ★☛✏☞☛✧✥✓☛✜✑✎✤✑✖✍✌✦☛ ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ☞✘☛ ✏☛✓✛✜☛✓

✟✛✦☛✏ ✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☞✒✜
χ̃(Bn,p) = χ̃(Bn,p(Kn))

◆✗✘✒✜✘ ✒✖ ✎ ✒✔✛✖ ☞✘☛ ✔✑✔★✍✔✒✖✘✒✔✩ ✰☛☞☞✒
✔✛✎✌☛✏❖ ✒✖ ✍ ✤✑✦✫✔✑✎ ✒✍✦

fp(n)
✒✔
n

✑✚ ✓☛✩✏☛☛ ✍☞ ✎✑✖☞
2p

✚✑✏ ☛✍✜✘ ✕✧☛✓
p

✍✔✓
n > 2p ✢✹✑✎ ☛✗✘✍☞ ✖✛✏✤✏✒✖✒✔✩✦✫✬

fp(k) = χ̃(Bk+1)
✚✑✏

0 ≤ k ≤ p ✢ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✒ ✢✻ ✍✦✖✑ ✜✑✔☞✍✒✔✖
✺✳✳



✺✳✕ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟� ✡ � ✑☎ ✄✞ ✆✑ ✆✝ ✁✞✄☎✂✌

✣✍✌✦☛ ✺✒ ✢✺❋ ✣✘☛ ✏☛✓✛✜☛✓ ✟✛✦☛✏ ✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☞✒✜ ✑✚
Bn

✚✑✏ ✖✎ ✍✦✦ ★✍✦✛☛✖ ✑✔
n ✢

n ✠ ✡ ☛ ☞ ✌ ✍ ✎ ✏ ✑ ✠✒
χ̃(Bn) −1 ✒ −1 ☛ −16 ✠✒✌ −841 ✎✑☛✏ −86311 ✠✒✍✡☞☛✌

✍ ✚✍✒✏✦✫ ✖✘✍✦✦✑✗ ✓✒✖✜✛✖✖✒✑✔ ✑✔ ✘✫✤☛✏✩✏✍✤✘ ✍✔✍✦✑✩✛☛✖ ✢
✘� ✚✘ ✂ ✥✤✂✂✁ ✥✁✣ ✄✂✂✤✄✪ ☎ ✥✁✄✦✣✁ ✂✣✪✁✂ ✥✥✁ ✥✦✜✪

✣✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ☞✗✑ ☞✘☛✑✏☛✎ ✖ ✖✛✎✎✍✏✒✖☛ ✙✔✑✗✔ ✤✏✑✤☛✏☞✒☛✖ ✑✚ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
Bn(G)

✑✚
✌✒✤✍✏☞✒☞☛ ✖✛✌✩✏✍✤✘✖ ✑✚ ✍ ✩✒★☛✔ ✩✏✍✤✘

G
✑✔

n
★☛✏☞✒✜☛✖ ✢

✫✬✭✮✯✭✰ ✱✙ ✳✱ ✴▲✬✷✯✻ ✽◆✘❂❃ ❄✿●
G ❅✿ ❆ ❑ ❏❆✽ ■ ❂❅

n
■✿❏●❄❆✿✾ ❊ ❋■ ✿❅

Bn(G)
❄✾

■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈ ✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅
n− c(G) − 1 ❊ �

✡✒✔✛✖✖✑✔ ✍✔✓ ✹✘✍✏☛✖✘✒✍✔ ✱✕✻✵ ✩✍★☛ ✍✔ ✍✦☞☛✏✔✍☞☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✒ ✢✺ ✌✍✖☛✓ ✑✔
✓✒✖✜✏☛☞☛ ✪✑✏✖☛ ☞✘☛✑✏✫ ✍✔✓ ✗☛✏☛ ✍✌ ✦☛ ☞✑ ☛✧✤✦✒✜✒☞✦✫ ✓☛✖✜✏✒✌ ☛ ☞✘☛ ✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✩✏✍✤✘✖
✗ ✒☞✘ ✏☛✖✤ ☛✜☞ ☞✑ ☞✘☛ ✩✒★☛✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✙ ✳◆ ✴✆✖✷✸✼✭▼ ✽✱✱✾❀ ✝✞✭✯✟✻✁✭ ✗ ✳✗❂❃ ❋■ ✿ ❏✿❁❀❆✿❁ ✁ ❀ ❏✿❏ ❆■ ❆❏❆❆●✿❏❄✾●❄❆
❂❈

Bn = Bn(Kn)
✾❆●❄✾✁ ✿✾

∑

n≥1

χ̃(Bn)
xn

n!
= −

√
2ex − 1 + 1. �

✹☛☛ ✣✍✌✦☛ ✺✒ ✢✺ ✚✑✏ ☞✘☛ ✕✏✖☞ ✚☛✗ ☞☛✏✎ ✖ ✒✔ ☞✘✒✖ ✖☛✏✒☛✖ ✢ ✗✑✏ ✍ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✒ ✢❊ ✬✖☛☛ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺◗ ✢✺� ✬ ✒✔ ✗✘✒✜✘ ✗☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ☞✏✒★ ✒✍✦ ☛✧☞☛✔✖✒✑✔
DGrn,2

✑✚
Bn ✮ ☞✘☛✖☛✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✍✏☛ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ✌✫ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✒ ✢◗ ✢

✵✯✮� ✮✁✻✖✻✮✸ ✱✙ ✳✲ ❄✿● {cn : n ≥ 0} ❅✿ ●■ ✿ ❀❅❄❍❀✿ ❄❅●✿❑ ✿❏✾ ✾❆●❄✾❈ ● ❄❅❑
c0 = 0

P
c1 = 1

P
c2 = 0

P ❆❅❁

cn =

n−1
∑

b=2

(

n− 2

b− 2

)

(cb + cb−1)
◆✺✒ ✢✺❖

❈ ❂❏
n ≥ 3 ❊ ❋■ ✿❅

∑

n≥1

cn
xn

n!
= −

√
2e−x − 1 + 1.

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✸✏✒☞✒✔✩
F (x) =

∑

n≥1 cnx
n/n!

✬ ✑✔☛ ✏☛✍✓✒✦✫ ★☛✏✒✕☛✖ ✚✏✑✎ ◆✺✒ ✢✺❖ ☞✘✍☞

F ′′(x) = (ex − 1)(F ′′(x) + F ′(x)).



✟� ✡� ✡ � ✑✌☎☞✍✍✝☎✆✝✎ ✁✑☎ ✄✞ ✆✑ ✆✝ ✁ ✞✄☎✂✌ ✺✳✲

✂ ✒✍ ✍ ✖☞✏✍✒✩✘☞✚✑✏✗✍✏✓ ✜✍✦✜✛✦✍☞✒✑✔ ✬ ✑✔☛ ✜✘☛✜✙✖ ☞✘✍☞
F (x) = −

√
2e−x − 1 + 1

✒✖ ✍
✖✑✦✛☞✒✑✔ ☞✑ ☞✘✒✖ ☛❍✛✍☞✒✑✔ ✢ ✣✘☛ ✕✏✖☞ ☞✗✑ ☞☛✏✎ ✖ ✒✔ ☞✘☛ ☛✧✤✍✔✖✒✑✔ ✑✚ ☞✘✒✖ ✚✛✔✜☞✒✑✔ ✍✏☛
0 = c0

✍✔✓
x = c1x

✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✎☛✓✒✍☞☛✦✫ ✫✒☛✦✓✖ ☞✘☛ ✤✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✢ �

✣✘☛ ✏☛✜✛✏✖✒★☛ ✒✓☛✔☞✒☞✫ ◆✺✒ ✢✺❖ ✖✘✑✗ ✖ ✛✤ ✒✔ ☞✘☛ ✍✔✍✦✫✖✒✖ ✑✚ ☞✘☛ ✓✒✩✏✍✤✘ ✤✏✑✤☛✏☞✫
DNOCyn

✑✚ ✍★✑✒✓✒✔✩ ✑✓✓ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✜✫✜✦☛✖ ✮ ✖☛☛ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺◗ ✢✴ ✢
✸☛ ✗✍✔☞ ☞✑ ✩✒★☛ ✍ ✔☛✗ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✔✘✍✏✒ ✍✖ ✏☛✖✛✦☞ ✍✔✓ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛

(n− c(G)−1)
✥

✖✙☛✦☛☞✑✔ ✑✚
Bn(G)

✒✖
V D ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬ ✌✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✻ ✢❊ ✺ ◆✑✏ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✻ ✢❊✒ ❖ ✬ ✗☛ ✙✔✑✗☞✘✍☞

Bn
✒✖ ✍ ✖☞✏✑✔✩ ✤✖☛✛✓✑✥✒✔✓☛✤ ☛✔✓☛✔✜☛ ◆✹✯❉❖ ✜✑✎✤✦☛✧ ✮ ✖☛☛ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✻ ✢✻ ✢ ▼ ✖ ✍✔

✒✎✎☛✓✒✍☞☛ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✻ ✢✺� ✬ ✗☛ ☞✘✛✖ ✘✍★☛ ☞✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ✏☛✖✛✦☞ ✢
▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ✱✙ ✳✙ ❄✿●

G ❅✿ ❆ ❑ ❏❆✽ ■ ❂❅
n
■✿❏●❄❆✿✾ ❊ ❖❂❏ ❆❅●

H ∈ Bn(G)
P ❑ ✿ ■ ❆■✿ ●■ ❆●

lkBn(G)(H)
❄✾
V D+(c(H) − c(G) − 1) ❊ ❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P

Bn(G)
❄✾
V D+(n− c(G) − 1)❆❅❁ ■ ✿❅❆✿ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈ ✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅

n− c(G)− 1 ❊ �

✗ ✒✔✍✦✦✫✬ ✗☛ ✍✤✤✦✫ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✺✻ ✢❊✴ ☞✑
Bn(G) ✢

▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ✱✙ ✳✗ ❖❂❏ ❆ ❑ ❏❆✽ ■
G

❂❅
n
■✿❏●❄❆✿✾P ❏✿●

B∗
n(G) ❅✿ ●■ ✿ ❆❂❇✽ ❏✿✚ ❂❈ ✾❀❅❑ ❏❆✽ ■✾

H
❂❈
G

✾❀❆■ ●■ ❆●
G \ H ❄✾ ❅❂● ❄❅

Bn ❊ ❋■ ✿❅
B∗
n(G)

❄✾
V D+(|G| − n + c(G) − 2) ❊❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P

B∗
n(G)

❄✾ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈ ✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅
|G| − n+ c(G) − 2 ❊ �

✓✑☞☛ ☞✘✍☞
B∗
n = B∗

n(Kn)
✒✖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖ ☞✘✍☞ ✓✑ ✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔ ☞✗✑ ✓✒✖✶ ✑ ✒✔☞

✜✦✒❍✛☛✖ ◆✜✑✎✤✦☛☞☛ ✩✏✍✤✘✖❖ ✑✚ ☞✑☞✍✦ ✖✒✖☛
n ✢

✘� ✚✜ ✄ ✥✪✥✦✜✜✣✥✁✣✢ ☎ ✥✤✂✂✁ ✥✁✣ ✄✂✂✤✄✪

✸☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
NCBn = Bn ∩ NCn

✑✚ ✓✒✖✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✌ ✒✤✍✏☞✒☞☛ ✩✏✍✤✘✖ ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✙ ✳✿ ❖❂❏

n ≥ 2
❆❅❁ ❆❅● ❑ ❏❆✽ ■

G
❂❅

n
■✿❏●❄❆✿✾P ●■ ✿ ❆❂❇✽ ❏✿✚

NCBn(G)❄✾
V D+(n− max{c(G), 2} − 1) ❊ ❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P

NCBn
❄✾
V D+(n− 3) ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✼✔☛ ☛✍✖✒✦✫ ✜✘☛✜✙✖ ☞✘✍☞
NCBn

✒✖ ✹✯❉ ✑★☛✏ ☞✘☛ ✑✔☛✥✖☞☛✤ ☞✏✛✔✜✍☞✒✑✔ ✑✚ ☞✘☛
✩✏✍✤✘✒✜ ✎ ✍☞✏✑✒✓

Mn ✮ ☞✘✛✖ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✌✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✻ ✢✺� ✢ �

✫✬✭✮✯✭✰ ✱✙ ✳❁ ❋■ ✿ ❏✿❁❀❆✿❁ ✁ ❀ ❏✿❏ ❆■ ❆❏❆❆●✿❏❄✾●❄❆ ❂❈
NCBn

✾❆●❄✾✁ ✿✾

G(x) :=
∑

n≥2

χ̃(NCBn)
xn

n!
= −

√
2ex − 1 + 1 +

ln(2ex − 1)

2
.

✆ ❂●✿ ●■ ❆● ●■ ❄✾ ✿❍❀❆❏✾
H(x) + ln(1 −H(x))

P ❑■ ✿❏✿
H(x) =

∑

n≥1 χ̃(Bn)x
n

n!
❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✡☛☞
f(n) ✌☛ ☞✘☛ ✏☛✓✛✜☛✓ ✟✛✦☛✏ ✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☞✒✜ ✑✚

CBn = Bn/NCBn ✮ ☞✘ ✒✖ ✒✖
☞✘☛ ❍✛✑☞✒☛✔☞ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✌✒✤✍✏☞✒☞☛ ✩✏✍✤✘✖ ✑✔

n
★☛✏☞✒✜☛✖ ✢ ✡☛☞

h(n) ✌☛ ☞✘☛
✟✛✦☛✏ ✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☞✒✜ ✑✚

Bn ✢ ❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞
f

✍✔✓
h

✖✍☞✒✖✚✫ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✴ ✢✺◗ ✬ ✗✘✒✜✘



✺✕� ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟� ✡ � ✑☎ ✄✞ ✆✑ ✆✝ ✁✞✄☎✂✌

✒✎✎☛✓✒✍☞☛✦✫ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
G(x) − H(x) = ln(1 − H(x)) ✢ ▼✤✤✦✫✒✔✩ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✒ ✢❊ ✬

✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✢ �

✣✘☛✑✏☛✎ ✖ ✺✒ ✢❊ ✍✔✓ ✺✒ ✢✳ ✒✎✤✦✫ ☞✘✍☞ − 1
2 ln(2ex − 1)

✒✖ ☞✘☛ ☛✧✤✑✔☛✔☞✒✍✦ ✩☛✔☛✏✍☞✒✔✩
✚✛✔✜☞✒✑✔ ✚✑✏ ☞✘☛ ✟✛✦☛✏ ✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☞✒✜ ✑✚ ☞✘☛ ❍✛✑☞✒☛✔☞ ✜✑✎✤✦☛✧

CBn = Bn/NCBn
✑✚

✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✌✒✤✍✏☞✒☞☛ ✩✏✍✤✘✖ ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ☞✘✒✖ ✟✛✦☛✏ ✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☞✒✜ ✒✖ ✛✤ ☞✑
✖✒✩✔ ✍✔ ✑✏✓☛✏☛✓ ✰☛✦✦ ✔✛✎✌☛✏ ◆✖☛❍✛☛✔✜☛ ▼���✴✳� ✒✔ ✹✦✑✍✔☛ ✍✖ ✟✔✜✫✜✦✑✤ ☛✓✒✍ ✱✺✺✻✵❖ ✮✖☛☛ ✎ ✏✑✖✖ ✱◗�✵ ✍✔✓ ✸ ✒✦✚ ✱✺✻❊ ✬ ✤ ✢ ✺✳◗✵ ✚✑✏ ✖✑✎ ☛ ✒✔✚✑✏✎ ✍☞✒✑✔ ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✙ ✳✘ ❖❂❏

n ≥ 1
P ❏✿●

rn ❅✿ ●■ ✿ ❅❀❇ ❅✿❏ ❂❈ ✾✽ ❆❅❅❄❅❑ ●❏✿✿✾
T

❂❅ ●■ ✿ ■✿❏●✿✚
✾✿●

[n]
❑ ❄●■ ●■ ✿ ✽ ❏❂✽ ✿❏●● ●■ ❆● ✿❆❆■ ✾❄❇✽ ❏✿ ✽ ❆●■

(1 = a1, a2, . . . , ak)
❄❅
T

✾●❆❏●❄❅❑ ❆●
●■ ✿ ■✿❏●✿✚

1
■ ❆✾ ●■ ✿ ✽ ❏❂✽ ✿❏●● ●■ ❆●

ai < ai+2
❈ ❂❏

1 ≤ i ≤ k − 2 ❊ ❋■ ✿❅

∑

n≥1

rn
xn

n!
= −1

2
ln(2e−x − 1).

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✸☛ ✗✒✦✦ ✓☛✕✔☛ ✍ ✎✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔
CBn

✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✍✏☛
☛✧✍✜☞✦✫ ✍✦✦ ✖✤✍✔✔✒✔✩ ☞✏☛☛✖ ✗ ✒☞✘ ✤✏✑✤☛✏☞✒☛✖ ✍✖ ✒✔ ☞✘☛ ☞✘☛✑✏☛✎ ✢ ✹✒✔✜☛ ☛✍✜✘ ✤✍✒✏ ✒✔
☞✘☛ ✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩ ☞✛✏✔✖ ✑✛☞ ☞✑ ✌☛ ✑✚ ☞✘☛ ✚✑✏✎

(G − e,G + e)
✬ ☞✘☛ ☞✘☛✑✏☛✎ ✗ ✒✦✦ ✌ ☛ ✍

✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✒ ✢✳ ✢ n = 1
✒✖ ✑✌★✒✑✛✖ ✮ ☞✘✛✖ ✍✖✖✛✎☛ ☞✘✍☞

n ≥ 2 ✢
✔✑✔✖✒✓☛✏ ✍ ✤✍✏☞✒☞✒✑✔

(U,W )
✑✚ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞

[n]
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

1 ∈ U
✍✔✓

W 6= ∅ ✢✡☛☞
w ✌☛ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✒✔

W ✢ ✡☛☞ FU,W ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✍✦✦ ✩✏✍✤✘✖
G

✒✔
CBn ✗✒☞✘

✌✒✤✍✏☞✒☞✒✑✔
(U,W ) ✢ ✗✑✏✎ ✍ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔ FU,W ✌✫ ✤✍✒✏✒✔✩

G − 1w ✗✒☞✘
G + 1w

✗✘☛✔☛★☛✏ ✤✑✖✖✒✌✦☛ ✢ ▼ ✩✏✍✤✘
G

✒✔ FU,W
✒✖ ✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✗ ✒☞✘ ✏☛✖✤☛✜☞ ☞✑ ☞✘ ✒✖ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩

✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚
1w ∈ G

✍✔✓
G− 1w

✒✖ ✓✒✖✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢
✗✑✏ ✍✔✫ ✖✛✌✖☛☞✖

U1 ⊆ U
✍✔✓

W1 ⊆ W
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

1 ∈ U1
✍✔✓

w ∈ W1
✬ ✦☛☞

FU,W (U1,W1) ✌☛ ☞✘☛ ✖✛✌✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ FU,W ✜✑✔✖✒✖☞✒✔✩ ✑✚ ✍✦✦ ✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✩✏✍✤✘✖
G

✖✛✜✘
☞✘✍☞ ☞✘☛ ☞✗✑ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✒✔

G− 1w
✘✍★☛ ✌ ✒✤✍✏☞✒☞✒✑✔✖

(U1,W \W1)
✍✔✓

(W1, U\U1)
✬ ✏☛✖✤ ☛✜☞✒★☛✦✫✢ FU,W (U1,W1)

✜✍✔ ✌☛ ✒✓☛✔☞✒✕☛✓ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ✶ ✑✒✔ ✑✚ FU1,W\W1✍✔✓ FW1,U\U1

✬ ☛✧✜☛✤☞ ☞✘✍☞ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✑ ✍✓✓ ☞✘☛ ☛✓✩☛
1w

☞✑ ☛✍✜✘ ✩✏✍✤✘ ✒✔ ☞✘☛ ✶ ✑✒✔ ✢✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔
n

✬ FU1,W\W1

✍✓✎ ✒☞✖ ✍ ✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓
✩✏✍✤✘✖ ✍✏☛ ☛✧✍✜☞✦✫ ☞✘✑✖☛ ✖✤✍✔✔✒✔✩ ☞✏☛☛✖ ✑✔ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞

[U1,W \W1] ✗✒☞✘ ✤✏✑✤✥
☛✏☞✒☛✖ ✍✖ ✒✔ ☞✘☛ ☞✘☛✑✏☛✎ ✢ ✣✘☛ ✖✒✎ ✒✦✍✏ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫ ✘✑✦✓✖ ✚✑✏ FW1,U\U1

✬ ☛✧✜☛✤☞ ☞✘✍☞ ✗☛
✘✍★☛ ☞✑ ✏☛✦✍✌ ☛✦ ☞✘☛ ✖✎ ✍✦✦☛✖☞ ★☛✏☞☛✧

w
✒✔ ☞✘☛ ✕✏✖☞ ✌✦✑ ✜✙ ✍✖

1 ✢ ✔✑✎✌✒✔✒✔✩ ☞✘☛✖☛ ☞✗✑
✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩✖ ✬ ☞✘☛ ✏☛✖✛✦☞✒✔✩ ✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✒✔ FU,W (U1,W1)

✍✏☛ ☛✧✍✜☞✦✫ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘✖
✖✍☞✒✖✚✫ ✒✔✩ ☞✘☛ ✤✏✑✤ ☛✏☞✒☛✖ ✒✔ ☞✘☛ ☞✘☛✑✏☛✎ ✢ �

▼✔ ✍✦☞☛✏✔✍☞✒★☛ ✍✤✤✏✑✍✜✘ ☞✑ ✤✏✑★✒✔✩ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✒ ✢✕ ✗✑✛✦✓ ✌☛ ☞✑ ✑✌✖☛✏★☛ ☞✘☛ ✤✑✖✒☞✒✑✔
✑✚ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧

n
✒✔ ✍ ✖✤✍✔✔✒✔✩ ☞✏☛☛ ✍✖ ✒✔ ☞✘☛ ☞✘☛✑✏☛✎ ✢ ✗✑✏

1 ≤ k ≤ n− 1
✬ ✦☛☞

rn,k ✌☛
☞✘☛ ✔✛✎✌☛✏ ✑✚ ✖✛✜✘ ☞✏☛☛✖ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

n
✘✍✖ ☛✧✍✜☞✦✫

k− 1
✜✘✒✦✓✏☛✔ ✗ ✒☞✘ ✏☛✖✤☛✜☞ ☞✑ ☞✘☛

✏✑✑☞
1 ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞ ✍✦✦ ☞✘☛✖☛ ✜✘✒✦✓✏☛✔ ✎✛✖☞ ✌☛ ✦☛✍★☛✖ ✬ ✍✖ ✗☛ ✗✑✛✦✓ ✑☞✘☛✏✗ ✒✖☛ ✘✍★☛ ✍

★☛✏☞☛✧ ☞✗✑ ✖☞☛✤✖ ✍✗✍✫ ✚✏✑✎
n

✍✔✓ ✖✎ ✍✦✦☛✏ ☞✘✍✔
n ✢ ❉☞ ✒✖ ✍ ✖☞✏✍✒✩✘☞✚✑✏✗✍✏✓ ☛✧☛✏✜✒✖☛



✟� ✡✠ ✡ �✍ ✁✄ ✝✄✍ ☎✝✎ ✁✑☎ ✄✞ ✆✑ ✆✝ ✁ ✞✄☎✂✌ ✺✕ ✺

☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞
rn,k = rn−k

(

n−1
k

) ✬ ✗✘✒✜✘ ✫✒☛✦✓✖ ☞✘☛ ✒✓☛✔☞✒☞✫

rn =

n−1
∑

k=1

rn−k

(

n− 1

k

)

✚✑✏
n ≥ 2 ✢ ✣✘✒✖ ✒✖ ☞✘☛ ✗☛✦✦✥✙✔✑✗✔ ✏☛✜✛✏✏☛✔✜☛ ✚✑✏✎✛✦✍ ✚✑✏ ✑✏✓☛✏☛✓ ✰☛✦✦ ✔✛✎✌☛✏✖ ✮ ✖☛☛

✎ ✏✑✖✖ ✱◗� ✬ ✟❍ ✢ ✲✵ ✢
�☛☞ ✍✔✑☞✘☛✏ ✤✑✖✖✒✌✦☛ ✍✤✤✏✑✍✜✘ ✩✑☛✖ ★✒✍ ❂❏❁✿❏✿❁ ✽ ❆❏●❄●❄❂❅✾ ◆✑✏ ✽ ❏✿❈ ✿❏✿❅●❄❆❏ ❆❏❃

❏❆❅❑ ✿❇ ✿❅●✾ ❖ ✑✚ ☞✘☛ ✖☛☞
[n−1] ✢ ✹✛✜✘ ✍ ✤✍✏☞✒☞✒✑✔ ✒✖ ✓☛✕✔☛✓ ☞✑ ✌☛ ✍✔ ✑✏✓☛✏☛✓ ✖☛❍✛☛✔✜☛

(U1, . . . , Uk)
✑✚ ✔✑✔☛✎✤☞✫ ✖☛☞✖ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

[n− 1]
✒✖ ☞✘☛ ✓✒✖✶ ✑✒✔☞ ✛✔✒✑✔ ✑✚

U1, . . . , Uk ✢
✸ ✒☞✘

sn
☛❍✛✍✦ ☞✑ ☞✘☛ ✔✛✎✌☛✏ ✑✚ ✑✏✓☛✏☛✓ ✤✍✏☞✒☞✒✑✔ ✖ ✑✚

[n − 1] ◆✔✑☞☛ ☞✘☛ ✖✘✒✚☞ ❖ ✬ ✗☛
✘✍★☛ ☞✘✍☞ ∑

n≥1 snx
n = − 1

2 ln(2e−x − 1) ✮ ✖☛☛ ✸ ✒✦✚ ✱✺✻❊ ✬ ✤ ✢ ✺✳◗✵ ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛ ✦✍✏ ✬
rn = sn

✬ ✗✘☛✏☛
rn

✒✖ ✓☛✕✔☛✓ ✍✖ ✍✌✑★☛ ✢
✵✯✮✁ ✼✭✰ ✱✙ ✳✾ ✂ ✿✁ ❅✿ ❆ ❅❄✄ ✿❆●❄❂❅ ❅✿●❑ ✿✿❅ ●■ ✿ ❈ ❆❇ ❄❏● ❂❈ ✾✽ ❆❅❅❄❅❑ ●❏✿✿✾ ❂❅

n
■✿❏●❄❆✿✾

❑ ❄●■ ✽ ❏❂✽ ✿❏●❄✿✾ ❆✾ ❄❅ ❋■ ✿❂❏✿❇ ✄☎ ❊✆ ❆❅❁ ●■ ✿ ❈ ❆❇ ❄❏● ❂❈ ❂❏❁✿❏✿❁ ✽ ❆❏●❄●❄❂❅✾ ❂❈ ●■ ✿ ✾✿●
[n− 1] ❊
✘� ✚✙ ✝✜☎✂ ★✂✜✥✣✢ ☎ ✥✤✂✂✁ ✥✁✣ ✄✂✂✤✄✪

✗✑✏ ✍ ✌✒✤✍✏☞✒☞☛ ✩✏✍✤✘
H

✑✔
n

★☛✏☞✒✜☛✖ ✬ ✏☛✜✍✦✦ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✌✍✦✍✔✜☛ ✔✛✎✌☛✏
β(H)

✒✖ ☞✘☛
✖✎ ✍✦✦☛✖☞ ✔✛✎✌☛✏

r
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

H
✒✖ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ✍ ✜✑✤✫ ✑✚

Kr,n−r ✢ ✗✑✏
p ≥ 0

✍✔✓
✍ ✩✏✍✤✘

G
✑✔

n
★☛✏☞✒✜☛✖ ✬ ✗☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✖✒✎✤✦✒✜✒✍✦ ✜✑✎✤✦☛✧

Bn,p(G)
✑✚ ✌✒✤✍✏☞✒☞☛

✖✛✌✩✏✍✤✘✖
H

✑✚
G ✗✒☞✘ ✌✍✦✍✔✜☛ ✔✛✎✌☛✏ ✍☞ ✎✑✖☞

p ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞
Bn,0(G)

✒✖ ☞✘☛
(−1)

✥✖✒✎✤✦☛✧ ✢ ▼ ✦✖✑ ✬
Bn,p(G) = Bn(G)

✚✑✏
n ≤ 2p + 1 ✮ ☞✘ ✒✖ ✜✍✖☛ ✗✍✖ ✘✍✔✓✦☛✓ ✒✔

✹☛✜☞✒✑✔ ✺✒ ✢✺ ✢ ✗✏✑✎ ✔✑✗ ✑✔ ✬ ✗☛ ✗ ✒✦✦ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞
n ≥ 2p+1

✛✔✦☛✖✖ ✑☞✘☛✏✗ ✒✖☛ ✖☞✍☞☛✓ ✢
☎� ✝✆ ✝☎ ✞ ✓✌✁✍

✸☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✓☛✤☞✘ ✑✚
Bn,p ✢ ✣✘☛ ☞✗✑ ❅❏❂❆❉✾ ✑✚ ✍ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✌ ✒✤✍✏☞✒☞☛ ✩✏✍✤✘

H✍✏☛ ☞✘☛ ☞✗✑ ◆✛✔✒❍✛☛❖ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞✖
U

✍✔✓
W ✗✒☞✘ ☞✘☛ ✤✏✑✤☛✏☞✫ ☞✘✍☞ ☛✍✜✘

☛✓✩☛ ✒✔
H

✘✍✖ ✑✔☛ ☛✔✓✤✑✒✔☞ ✒✔
U

✍✔✓ ☞✘☛ ✑☞✘☛✏ ☛✔✓✤✑✒✔☞ ✒✔
W ✢ ✗✑✏

a ≤ b
✬ ✦☛☞ ✛✖

✖✍✫ ☞✘✍☞ ✍ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✌✒✤✍✏☞✒☞☛ ✩✏✍✤✘
H

✘✍✖ ●●✽ ✿
(a, b)

✒✚ ☞✘☛ ☞✗✑ ✌✦✑ ✜✙✖ ✑✚
H

✘✍★☛
✖✒✖☛

a
✍✔✓

b
✬ ✏☛✖✤ ☛✜☞✒★☛✦✫✢ ✸☛ ✒✔✜✦✛✓☛ ☞✘☛ ✜✍✖☛

(a, b) = (0, 1)
✜✑✏✏☛✖✤✑✔✓✒✔✩ ☞✑ ☞✘☛

✩✏✍✤✘ ✗ ✒☞✘ ✍ ✖✒✔✩✦☛ ★☛✏☞☛✧ ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✙ ✳✱☎ ❄✿●

0 ≤ p < n/2 ❊ ❄✿●
G ❅✿ ❆ ❑ ❏❆✽ ■ ❂❅

n
■✿❏●❄❆✿✾ ❆❅❁ ❏✿●

Σ ❅✿❆ ❇❈ ❆❂❇✽ ❏✿✚ ❂■✿❏ ●■ ✿ ❑ ❏❆✽ ■ ❄❆ ❇❆●❏❂❄❁ ❂❅
G

☎✾✿✿ ▲✿❆●❄❂❅ ✄✝ ❊✟✞ ❊ ❄✿●
H ❅✿ ❆ ❑ ❏❆✽ ■

❄❅
Σ ∩ Bn,p(G) ❊ ❋■ ✿❅

lkΣ∩Bn,p(G)(H)
❄✾
V D(c(H) − c(G) + 2p− n) ❊ ❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P

Σ ∩ Bn,p(G)
❄✾
V D(2p− c(G)) ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✸☛ ✛✖☛ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔
n

✍✔✓
p ✢ ✸☛ ✎ ✍✫ ✍✖✖✛✎☛ ☞✘✍☞

p ≥ 1 ✮ ☞✘☛ ✜✍✖☛
p = 0

✒✖ ☞✏✒★✒✍✦ ✢ ✸✏✒☞☛
∆ = lkΣ∩Bn,p(G)(H) ✢ ❉✚ c(G) = c(H)

✬ ☞✘☛✔ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✮
c(H) − c(G) + 2p − n ≤ −1 ✢ ✣✘✛✖ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞

c(G) < c(H) ✢ ❉✚ n = 2p + 1
✬



✺✕❊ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟� ✡ � ✑☎ ✄✞ ✆✑ ✆✝ ✁✞✄☎✂✌

☞✘☛✔ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✺✻ ✢✳ ✍✔✓ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✺✻ ✢✕ ✫✒☛✦✓ ☞✘☛ ✓☛✖✒✏☛✓ ✏☛✖✛✦☞ ✮ ☞✘✛✖ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞
n ≥ 2p+ 2 ✢

✗ ✒✏✖☞ ✬ ✖✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍✔ ☛✓✩☛
e = vw ∈ G \H ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

c(G− e) = c(G)✍✔✓
c(H) = c(H + e) + 1 ✢ ✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔

c(H) − c(G)
✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞

del∆(e)
✒✖

V D(c(H)− c(G) +2p−n)
✍✔✓ ☞✘✍☞

lk∆(e)
✒✖
V D(c(H + e)− c(G)+ 2p−n) ✢ ✹✒✔✜☛

c(H + e) = c(H)− 1
✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ✌✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ☞✘✍☞

∆
✒✖
V D(c(H)− c(G) + 2p− n) ✢

✓✑☞☛ ☞✘✍☞
lk∆(e)

✒✖ ★✑✒✓ ✒✚
H + e /∈ Σ ∩ Bn,p(G) ✢

❉☞ ✏☛✎✍✒✔✖ ☞✑ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✜✍✖☛ ☞✘✍☞ ☛★☛✏✫ ☛✓✩☛
e
✒✔
G

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
c(H) = c(H +

e) + 1
✘✍✖ ☞✘☛ ✤✏✑✤☛✏☞✫ ☞✘✍☞

c(G− e) = c(G) + 1 ✢ ✡☛☞
H1, . . . , Ht ✌☛ ☞✘☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓

✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✑✚
H ✢ ❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ✍ ✚✑✏☛✖☞ ✖☞✏✛✜☞✛✏☛ ✑✔

G ✮ ★ ✒☛✗ H1, . . . , Ht✍✖ ☞✘☛ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✍✔✓ {e ∈ G : c(H) = c(H + e) + 1} ✍✖ ☞✘☛ ☛✓✩☛ ✖☛☞ ✢ ✡☛☞
Hk ✌☛✍ � ✦☛✍✚ ✁ ✒✔ ☞✘✒✖ ✚✑✏☛✖☞ ✖☞✏✛✜☞✛✏☛ ✍✔✓ ✦☛☞

e ✌☛ ☞✘☛ ☛✓✩☛ ✒✔
G

✖☛✤✍✏✍☞✒✔✩
Hk

✚✏✑✎
☞✘☛ ✑☞✘☛✏ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✒✔

H ✢ ✸☛ ✑✌☞✍✒✔ ★✒✍ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ☞✘✍☞
lk∆(e)

✒✖
V D(c(H) − 1 − c(G) + 2p− n) ✢

✗✑✏ ☞✘☛ ✓☛✦☛☞✒✑✔ ✬ ✗☛ ✔☛☛✓ ☞✑ ✗✑✏✙ ✘✍✏✓☛✏ ✢ ❉✚ Hk
✒✖ ✑✚ ☞✫✤ ☛

(c, c)
✬ ☞✘☛✔

e
✒✖ ✍

✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✮ ✍✔✫ ✩✏✍✤✘ ✒✔
∆

✏☛✎✍✒✔✖ ✌✒✤✍✏☞✒☞☛ ✗✘☛✔
e

✒✖ ✍✓✓☛✓ ✬ ✍✔✓ ☞✘☛ ✌✍✦✍✔✜☛✔✛✎✌☛✏ ✖☞✍✫✖ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✬ ✍✖ ☞✘☛ ☞✗✑ ✌✦✑ ✜✙✖ ✑✚
Hk

✘✍★☛ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✖✒✖☛ ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬
Σ✒✖ ✯ ❉ ✍✔✓ ✘☛✔✜☛ ✜✦✑✖☛✓ ✛✔✓☛✏ ✍✓✓✒☞✒✑✔ ✑✚ ☛✓✩☛✖ ✶ ✑ ✒✔✒✔✩ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✢ ✰✫

✡☛✎✎✍ ✴ ✢✺✺ ✍✔✓ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞
del∆(e)

✒✖
V D(c(H) − c(G) + 2p− n) ✢✹✛✤✤✑✖☛

Hk
✒✖ ✑✚ ☞✫✤☛

(a, b)
✚✑✏ ✖✑✎ ☛

a < b ✢ ✗☛✕✔☛
H0

✍✔✓
G0

✍✖ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘✖
✑✌☞✍✒✔☛✓ ✚✏✑✎

H
✍✔✓

G ✌✫ ✏☛✎✑★✒✔✩ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞ ✑✚
Hk

✬ ✗✘✒✜✘ ✗☛ ✎ ✍✫ ✍✖✖✛✎ ☛
✒✖ ☛❍✛✍✦ ☞✑

[n− a− b+ 1, n] ✢ ✸✏✒☞☛
n′ = n− a− b

✍✔✓
p′ = p− a ✢ ✸☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

del∆(e) = lkΣ∩Bn,p(G−e)(H) = lkΣ∩Bn′,p′ (G0)(H0);

β(H) = β(H0) + a ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞
c(H0) = c(H) − 1

✍✔✓
c(G0) = c(G− e)− 1 = c(G) ✢

❉✚ n′ ≥ 2p′+1
✬ ☞✘☛✔ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✫✒☛✦✓✖ ☞✘✍☞

lkΣ∩Bn′,p′(G0)(H0)
✒✖
V D(c(H0)−c(G0)+

2p′ − n′) ✮ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✬ ✍✖

c(H0) − c(G0) + 2p′ − n′ = c(H) − 1 − c(G) + 2p− 2a− n+ a+ b

= b− a− 1 + (c(H) − c(G) + 2p− n) ≥ c(H) − c(G) + 2p− n.

❉✚ n′ ≤ 2p′
✬ ☞✘☛✔

Σ ∩ Bn′,p′(G0) = Σ ∩ Bn′(G0)
✬ ✗✘✒✜✘ ✒✖ ✍ ✯❉ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑★☛✏ ☞✘☛

✩✏✍✤✘✒✜ ✎ ✍☞✏✑✒✓ ✑✔
G0 ✌✫ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✺✻ ✢✳ ✢ ✓ ☛✔✜☛ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✺✻ ✢✕ ✒✎ ✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞

lkΣ∩Bn′,p′(G0)(H0)
✒✖
V D(c(H0) − c(G0) − 1) ✢ ✣✘✒✖ ☞✒✎ ☛ ✬

c(H0) − c(G0) − 1 = c(H) − 1 − c(G) − 1

= n− 2p− 2 + (c(H) − c(G) + 2p− n) ≥ c(H) − c(G) + 2p− n,

✍✔✓ ✗☛ ✍✏☛ ✍✩✍✒✔ ✓✑✔☛ ✢ �

▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ✱✙ ✳✱✱ ❄✿●
0 ≤ p < n/2 ❊ ❄✿●

G ❅✿ ❆ ❑ ❏❆✽ ■ ❂❅
n

■✿❏●❄❆✿✾ ❊ ❋■ ✿❅
Bn,p(G)❄✾

V D(2p−c(G)) ❊ ❋■ ✿ ✾❆❇ ✿ ❄✾ ●❏❀✿ ❈ ❂❏ ●■ ✿ ✾❀❅❆❂❇✽ ❏✿✚
Fn∩Bn,p(G)

❂❈ ✂❀❅❅❆❏❆❅❆✿❁ ✄

❈ ❂❏✿✾●✾ ❊ �



✟� ✡✠ ✡ �✍ ✁✄ ✝✄✍ ☎✝✎ ✁✑☎ ✄✞ ✆✑ ✆✝ ✁ ✞✄☎✂✌ ✺✕✻

G =
a

b
c

d

e
f B6,1(G) = c

a

b

d

e

f

✗ ✒✩✛✏☛ ✺✒ ✢✺ ❋ ✣✘☛ ✩✏✍✤✘
G

✘✍✖ ☞✘☛ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✜✑✏✏☛✖✤✑✔✓✒✔✩ ✜✑✎✤✦☛✧
B6,1(G)✘✍✖ ✔✑✔★✍✔✒✖✘ ✒✔✩ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✒✔ ☞✗✑ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔✖ ✢

☎� ✝✆ ✝✞ �✏✑✏✁✏✌✝ ✁✝✌✓

✓☛✧☞ ✬ ✗☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☞✫✤☛ ✑✚
lkBn,p(G)(H) ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞ ☞✘✒✖ ✦✒✔✙ ✒✖ ✔✑☞

✍✦✗✍✫✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✗☛✓✩☛ ✑✚ ✖✤✘☛✏☛✖ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
c(H)−c(G)+2p−n ✬

☞✘☛ ❍✛✍✔☞✒☞✫ ✒✔ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✒ ✢✺� ✢ ✗✑✏ ☛✧✍✎✤✦☛ ✬ ✒✚ ✗☛ ✍✓✓ ✍✔ ✒✖✑✦✍☞☛✓ ★☛✏☞☛✧ ☞✑ ☛✍✜✘
✑✚
H

✍✔✓
G

✬ ☞✘☛✔
c(H), c(G)

✬ ✍✔✓
n

✍✦✦ ✒✔✜✏☛✍✖☛ ✌✫ ✑✔☛ ✮ ✘☛✔✜☛
c(H)− c(G)+2p−n✓☛✜✏☛✍✖☛✖ ✌✫ ✑✔☛ ✢ �☛☞ ✬ ☞✘☛ ✜✑✏✏☛✖✤✑✔✓✒✔✩ ✜✑✎✤✦☛✧ ✒✖ ✒✖✑✎✑✏✤✘✒✜ ☞✑

lkBn,p(G)(H) ✢
✗✑✏ ✍ ✦☛✖✖ ☞✏✒★✒✍✦ ☛✧✍✎✤✦☛ ✬ ✖☛☛ ✗ ✒✩✛✏☛ ✺✒ ✢✺✢

✣✘☛✖☛ ☛✧✍✎✤✦☛✖ ✖✛✩✩☛✖☞ ☞✘✍☞ ✗☛ ✎ ✍✫ ✔✑☞ ✌ ☛ ✍✌✦☛ ☞✑ ✕✔✓ ✍ ✩☛✔☛✏✍✦ ✚✑✏✎✛✦✍ ✚✑✏
☞✘☛ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☞✫✤☛ ✑✚

lkBn,p(G)(H) ✢ ❉✔✓☛☛✓ ✬ ✒✔ ✑✛✏ ✎ ✍✒✔ ✏☛✖✛✦☞ ✒✔ ☞✘ ✒✖ ✖☛✜☞✒✑✔ ✬ ✗☛
✏☛✖☞✏✒✜☞ ✑✛✏ ✍☞☞☛✔☞✒✑✔ ☞✑ ❆❂❅❅✿❆●✿❁ ✩✏✍✤✘✖

G
✍✔✓ ☞✑ ✖✛✌✩✏✍✤✘✖

H ✗✒☞✘ ✍ ★☛✏✫ ✖✤☛✜✒✍✦
✖☞✏✛✜☞✛✏☛ ❋
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✙ ✳✱◆ ❄✿●

0 ≤ p < n/2 ❊ ❄✿●
G ❅✿ ❆ ❆❂❅❅✿❆●✿❁ ❑ ❏❆✽ ■ ❂❅

n
■✿❏●❄❆✿✾ ❊❄✿●

H ❅✿ ❆ ❑ ❏❆✽ ■ ❄❅
Bn,p(G)

✾❀❆■ ●■ ❆● ✿❆❆■ ❆❂❅❅✿❆●✿❁ ❆❂❇✽ ❂❅✿❅● ❄✾ ❂❈ ●●✽ ✿
(a, b)❈ ❂❏ ✾❂❇ ✿

a, b
✾❆●❄✾❈ ● ❄❅❑

a ≤ b ≤ a + 1 ❊ ❋■ ✿❅
lkBn,p(G)(H) ∼ dtc(H)+2p−1−n ❈ ❂❏

✾❂❇ ✿
d ≥ 0 ❊ � ✿❅❆✿

lkBn,p(G)(H)
❄✾ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈ ✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈

❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅
c(H) + 2p − 1 − n ❊ ❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P

Bn,p(G)
❄✾ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆

❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈ ✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅
2p− 1 ❊

✛ ✿❇❆❏❉ ❊ ❉✔✖✤✒✏☛✓ ✌✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✒ ✢✺� ✬ ✑✔☛ ✎ ✍✫ ✍✖✙ ✗✘☛☞✘☛✏ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✒ ✢✺❊ ✗✑✛✦✓
✏☛✎ ✍✒✔ ☞✏✛☛ ✚✑✏ ☞✘☛ ✒✔☞☛✏✖☛✜☞✒✑✔ ✑✚

Bn,p ✗✒☞✘ ✍✔ ✍✏✌✒☞✏✍✏✫ ✹✯❉ ✜✑✎✤✦☛✧ ◆✖☛☛ ✹☛✜✥
☞✒✑✔ ✺✻ ✢✻❖ ✢ ✣✘✒✖ ✒✖ ✔✑☞ ☞✘☛ ✜✍✖☛ ✮ F6∩B6,2

✘✍✖ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✒✔ ☞✗✑ ✓✒�☛✏☛✔☞ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔✖ ✢
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✁✛✒☞☛ ✍ ✚☛✗ ✍✏✩✛✎ ☛✔☞✖ ✚✏✑✎ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✒ ✢✺� ✗✒✦✦ ✍✤✤☛✍✏ ✑✔✜☛
✍✩✍✒✔ ✬ ✌✛☞ ✚✑✏ ✜✦✍✏✒☞✫ ✗☛ ✙☛☛✤ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚✖ ✖☛✤✍✏✍☞☛✓ ✢ ✸☛ ✛✖☛ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔

n
✍✔✓

p ✢ ✸☛ ✎✍✫ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞
p ≥ 1

✍✔✓
n ≥ 2p + 2 ✮ ✍✤✤✦✫ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✺✒ ✢✒ ✚✑✏ ☞✘☛ ✜✍✖☛

n = 2p+ 1 ✢✡☛☞
B1, . . . , Br, C1, . . . , Cs ✌☛ ☞✘☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✑✚

H ✮ ✗☛ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞
☛✍✜✘

Bi
✘✍✖ ☞✫✤☛

(bi, bi + 1)
✚✑✏ ✖✑✎ ☛

bi ≥ 0
✍✔✓ ☞✘✍☞ ☛✍✜✘

Cj
✘✍✖ ☞✫✤☛

(cj , cj)
✚✑✏

✖✑✎ ☛
cj ≥ 1 ✢

✗ ✒★ ✒✓☛ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞ ✑✚
H ◆✍✔✓

G❖ ✒✔☞✑ ☞✘✏☛☛ ✖☛☞✖
X

✬
Y

✬ ✍✔✓
Z

✒✔ ☞✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩
✎ ✍✔✔☛✏ ❋

Z
✜✑✔✖✒✖☞✖ ✑✚ ✍✦✦ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✒✔ ☞✘☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖

C1, . . . , Cs ✢ X✜✑✔✖✒✖☞✖ ✑✚ ✍✦✦ ★☛✏☞✒✜☛✖ ☞✘✍☞ ✍✏☛ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ☞✘☛ ✖✎ ✍✦✦☛✏ ✌ ✦✑ ✜✙ ✑✚ ✖✒✖☛
bi

✑✚ ✖✑✎ ☛
Bi

✬ ✗✘☛✏☛✍✖
Y

✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍✦✦ ★☛✏☞✒✜☛✖ ☞✘✍☞ ✍✏☛ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ☞✘☛ ✦✍✏✩☛✏ ✌ ✦✑ ✜✙ ✑✚ ✖✒✖☛



✺✕✒ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟� ✡ � ✑☎ ✄✞ ✆✑ ✆✝ ✁✞✄☎✂✌

bi+1
✑✚ ✖✑✎ ☛

Bi ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞ ✍✦✦ ✒✖✑ ✦✍☞☛✓ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✍✏☛ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔
Y ✢ ✌ ☛✚☛✏ ☞✑ ☛✓✩☛✖

vw ∈ G \ H ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
v ∈ X

✍✔✓
w ∈ Y ◆✑✏ ★✒✜☛ ★☛✏✖✍❖ ✍✖ ❅❆❁ ☛✓✩☛✖ ✍✔✓ ☞✑ ☞✘☛

✑☞✘☛✏ ☛✓✩☛✖ ✒✔
G \H ✍✖ ❑ ❂❂❁ ☛✓✩☛✖ ✢

✔ ✦☛✍✏✦✫✬ ✍✔✫ ☛✓✩☛ ✒✔
G \H ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ✖✑✎ ☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞

Bi
✑✏
Cj

✒✖
☛✒☞✘☛✏ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔

∆ = lkBn,p(G)(H)
✑✏ ✔✑☞ ✍☞ ✍✦✦ ✒✔

∆ ✢ ✸☛ ✎ ✍✫ ✘☛✔✜☛ ✍✖✖✛✎ ☛
☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✔✑ ✖✛✜✘ ☛✓✩☛✖ ✢ ✸☛ ✓✒★✒✓☛ ✒✔☞✑ ✍ ✔✛✎✌☛✏ ✑✚ ✜✍✖☛✖ ✢

✂❆✾✿ ✄ ❊ ✣✘☛✏☛ ✒✖ ✍ ✩✑✑✓ ☛✓✩☛
e = vw ∈ G\H ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

G−e ✏☛✎ ✍✒✔✖ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢
✸ ✘☛✔ ✍✓✓☛✓ ☞✑

H
✬
e

✜✑✔✔☛✜☞✖ ☞✗✑ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞ ☞✘✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖
☞✘✍☞

c(H + e) = c(H) − 1 ✢ ❉✚ v, w ∈ X
✬
v, w ∈ Y

✬ ✑✏
v, w ∈ Z

✬ ☞✘☛✔ ☞✘☛ ✏☛✖✛✦☞✒✔✩
✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞

D
✒✖ ✑✚ ☞✫✤☛

(c, c)
✚✑✏ ✖✑✎ ☛

c ✢ ❉✚ v ∈ X ∪ Y ✍✔✓
w ∈ Z

✬ ☞✘☛✔
D

✒✖ ✑✚ ☞✫✤☛
(b, b+ 1)

✚✑✏ ✖✑✎☛
b ✢ ✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞

del∆(e) = lkBn,p(G−e)(H) ∼ d∅t
c(H)+2p−1−n;

lk∆(e) = lkBn,p(G)(H + e) ∼ det
c(H+e)+2p−1−n = det

c(H)+2p−2−n;

d∅, de ≥ 0 ✢ ◆✓✑☞☛ ☞✘✍☞
lk∆(e)

✒✖ ★✑✒✓ ✒✚
H + e /∈ Bn,p ✢❖ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ☞✘☛

☞✘☛✑✏☛✎ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ✒✔ ☞✘✒✖ ✜✍✖☛ ✮ ✛ ✖☛ ✡☛✎✎✍ ◗ ✢❊❊ ✢
✂❆✾✿ ✟ ❊ ✣✘☛✏☛ ✍✏☛ ✔✑ ✩✑✑✓ ☛✓✩☛✖ ✍☞ ✍✦✦ ✒✔

G \H ✢ ✣✘☛✔ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✔✑ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓
✜✑✎✤✑✔☛✔☞

C
✒✔
H

✑✚ ☞✫✤☛
(c, c)

✚✑✏ ✍✔✫
c > 0 ✢ ✓✍✎ ☛✦✫✬

C
✜✍✔✔✑☞ ✌ ☛ ☞✘☛ ✑✔✦✫

✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✒✔
H ✮ c ≤ β(H) ≤ p < n/2 ✢ ▼ ✦✖✑ ✬ ✖✒✔✜☛

G
✒✖ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✬ ☞✘☛✏☛

✗✑✛✦✓ ✌☛ ✖✑✎ ☛ ☛✓✩☛ ✒✔
G \H ✜✑✔✔☛✜☞✒✔✩

C ✗✒☞✘ ✖✑✎ ☛ ✑☞✘☛✏ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✬
✍✔✓ ☞✘✒✖ ☛✓✩☛ ✗✑✛✦✓ ✌☛ ✩✑✑✓ ✌✫ ✓☛✕✔✒☞✒✑✔ ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ☞✘☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎ ✥
✤✑✔☛✔☞✖ ✒✔

H
✍✏☛

B1, . . . , Br ✗✒☞✘ ✤✏✑✤☛✏☞✒☛✖ ✍✖ ✒✔ ☞✘☛ ☞✘☛✑✏☛✎ ✢ ❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞
β(H) =

∑

i bi = |X | ✮ (X,Y )
✒✖ ☞✘☛ ✎✑✖☞ �✛✔✌✍✦✍✔✜☛✓✁ ✌✒✤✍✏☞✒☞✒✑✔ ✑✚

H ✢ ✹✒✔✜☛ ☛✍✜✘
☛✓✩☛ ✒✔

G \H ✩✑☛✖ ✚✏✑✎
X

☞✑
Y ◆✍✦✦ ☛✓✩☛✖ ✍✏☛ ✌✍✓❖ ✬ ☛✍✜✘ ✖✛✜✘ ☛✓✩☛ ✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞

✒✔
∆ ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬

∆
✒✖ ✜✑✦✦✍✤✖✒✌✦☛ ✢ ✓✍✎☛✦✫✬ ✔✑ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞✖ ✗✑✛✦✓ ✎ ☛✍✔ ☞✘✍☞

H ✗☛✏☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✑✚ ☞✫✤ ☛
(b, b+ 1)

✚✑✏ ✖✑✎ ☛
b ≤ p ✮ ✖✒✔✜☛

2b + 1 ≤ 2p+ 1 < n
✬ ✗☛

✘✍★☛ ✍ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✑✔ ✢ ◆✣✘✒✖ ✒✖ ☞✘☛ ✖☞☛✤ ✗✘☛✏☛ ✍ ✤✏✑✑✚ ✚✑✏
Fn ∩ Bn,p ✗✑✛✦✓ ✚✍✒✦ ✢❖

✂❆✾✿ ✝ ❊ ✣✘☛✏☛ ✍✏☛ ✩✑✑✓ ☛✓✩☛✖ ✌✛☞ ☛✍✜✘ ✩✑✑✓ ☛✓✩☛
e

✒✖ ✜✏✒☞ ✒✜✍✦ ✒✔ ☞✘☛ ✖☛✔✖☛ ☞✘✍☞
G − e

✒✖ ✓✒✖✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢ ✡☛☞
F ✌☛ ☞✘☛ ✖☛☞ ✑✚ ✩✑✑✓ ☛✓✩☛✖ ✍✔✓ ✦☛☞

G1, . . . , Gt ✌☛ ☞✘☛
✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✒✔

G \ F ✢ ❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞
G

✘✍✖ ✍ ☞✏☛☛ ✖☞✏✛✜☞✛✏☛ ✮ ★ ✒☛✗ ☞✘☛
✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✒✔

G \ F ✍✖ ☞✘☛ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✍✔✓
F

✍✖ ☞✘☛ ☛✓✩☛ ✖☛☞ ✢ ✡☛☞
Gk ✌☛ ✍

� ✦☛✍✚ ✁ ✒✔ ☞✘✒✖ ☞✏☛☛ ✖☞✏✛✜☞✛✏☛ ✍✔✓ ✦☛☞
e ∈ F ✌☛ ☞✘☛ ☛✓✩☛ ✖☛✤✍✏✍☞✒✔✩

Gk
✚✏✑✎ ☞✘☛ ✑☞✘☛✏

✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✒✔
G \ F ✢✡☛☞

Hk ✌☛ ☞✘☛ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌✩✏✍✤✘ ✑✚
H

✑✔ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞ ✑✚
Gk ✢ ✹✒✔✜☛ ✍✦✦ ☛✓✩☛✖

✒✔
Gk \Hk

✍✏☛ ✌✍✓ ✬
Hk

✜✑✔✖✒✖☞✖ ☛✒☞✘☛✏ ✑✚ ✑✔☛ ✖✒✔✩✦☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞
Cj

✑✏ ✑✚
✑✔☛ ✑✏ ✖☛★☛✏✍✦ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖

Bi ✢✂❆✾✿ ✝ ❊✄ ❊ Hk
✜✑✔✖✒✖☞✖ ✑✚ ✑✔☛ ✖✒✔✩✦☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞

Cj ✮ ☞✘ ✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
Hk = Gk ✢ ✸☛ ✜✦✍✒✎ ☞✘✍☞

e
✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔

∆ ✢ ✓✍✎☛✦✫✬ ☞✘☛ ✍✓✓✒☞✒✑✔ ✑✚
e

☞✑ ✍✔✫
✩✏✍✤✘

H ′ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
H ⊆ H ′ ⊂ G

✜✍✔✔✑☞ ✜✏☛✍☞☛ ✍✔ ✑✓✓ ✜✫✜✦☛ ✬ ✍✖
e

✖☛✤✍✏✍☞☛✖
G ✢

▼ ✦✖✑ ✬ ☞✘☛ ✍✓✓✒☞✒✑✔ ✑✚
e

✓✑☛✖ ✔✑☞ ✒✔✜✏☛✍✖☛ ☞✘☛ ✌✍✦✍✔✜☛ ✔✛✎✌☛✏ ✢
✂❆✾✿ ✝ ❊✟ ❊ Hk

✜✑✔✖✒✖☞✖ ✑✚ ✑✔☛ ✑✏ ✖☛★☛✏✍✦ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖
Bi ✢ ▼ ✖ ✌☛✚✑✏☛ ✬

✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ✌✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ☞✘✍☞
lk∆(e) = lkBn,p(G)(H + e) ∼ det

c(H)+2p−2−n ◆✺✒ ✢❊❖



✟� ✡✠ ✡ �✍ ✁✄ ✝✄✍ ☎✝✎ ✁✑☎ ✄✞ ✆✑ ✆✝ ✁ ✞✄☎✂✌ ✺✕◗

✚✑✏ ✖✑✎ ☛
de ≥ 0 ✢ ✣✘☛ ✖✒☞✛✍☞✒✑✔ ✚✑✏ ☞✘☛ ✓☛✦☛☞✒✑✔ ✒✖ ✖✦✒✩✘☞✦✫ ✎✑✏☛ ✜✑✎✤✦✒✜✍☞☛✓ ✢ ✸☛

✓✒★✒✓☛ ✒✔☞✑ ☞✗✑ ✜✍✖☛✖ ✓☛✤ ☛✔✓✒✔✩ ✑✔ ☞✘☛ ✔✛✎✌☛✏ ✑✚ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✒✔
Hk ✢

✂❆✾✿ ✝ ❊✟ ❊✄ ❊ ❉✚ Hk
✜✑✔☞✍✒✔✖ ✎✑✏☛ ☞✘✍✔ ✑✔☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞

Bi
✬ ☞✘☛✔ ☛✍✜✘

☛✓✩☛ ✒✔
Gk \H

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔
del∆(e) ✮ ☞✘☛ ✓✒✖✜✛✖✖✒✑✔ ✒✔ ✔✍✖☛ ❊ ✍✌✑★☛ ✍✤✤✦✒☛✖ ✢

✂❆✾✿ ✝ ❊✟ ❊✟ ❊ ❉✚ Hk
✜✑✔☞✍✒✔ ✖ ✑✔☛ ✖✒✔✩✦☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞

Bi
✬ ☞✘☛✔

Gk = Hk =
Bi

✍✔✓
β(Gk) = bi ✢ ✡☛☞

G0
✍✔✓

H0 ✌☛ ☞✘☛ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌✩✏✍✤✘✖ ✑✚
G

✍✔✓
H

✑✌☞✍✒✔☛✓
✌✫ ✏☛✎✑★✒✔✩ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞ ✑✚

Gk = Bi ✮ ✦☛☞
W ✌☛ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞ ✑✚

G0
✍✔✓

H0 ✢ ❉☞ ✒✖
✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞

G0
✒✖ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✬

c(H0) = c(H)−1
✬ ✍✔✓ |W | = n−2bi−1 ✢ ✗✑✏ ✖✒✎✤✦✒✜✒☞✫✬

✍✖✖✛✎☛ ☞✘✍☞
W = [n−2bi−1] ✢ ✗✑✏ ✍✔✫ ✩✏✍✤✘

G′ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
H ⊆ G′ ⊆ G−e ✬ ✗☛ ✘✍★☛

☞✘✍☞
β(G′) = β(Bi) + β(G′(W )) = bi + β(G′(W )) ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬

G′ ∈ Bn,p✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚
G′(W ) ∈ B|W |,p−β(Bi) = Bn−2bi−1,p−bi

✢ ✡☛☞
n′ = n − 2bi − 1

✍✔✓
p′ = p − bi ✢ ✹✒✔✜☛

β(H) ≤ p
✍✔✓ ✘☛✔✜☛

bi ≤ p
✬ ✒☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞

p′ ≥ 0 ✢ ▼ ✦✖✑ ✬ ✖✒✔✜☛
2p ≤ n− 2

✬
n′ = n− 2bi − 1 ≥ 2p− 2bi + 1 = 2p′ + 1.

▼✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬
n′ ✍✔✓

p′
✖✍☞✒✖✚✫ ☞✘☛ ✜✑✔✓✒☞✒✑✔✖ ✒✔ ☞✘☛ ☞✘☛✑✏☛✎ ✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ✌✫

✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ☞✘✍☞

del∆(e) = lkBn,p(G−e)(H) = lkBn′,p′(G0)(H0) ∼ d∅t
c(H0)+2p′−1−n′

= d∅t
c(H)−1+2(p−bi)−1−(n−2bi−1) = d∅t

c(H)+2p−1−n

✚✑✏ ✖✑✎ ☛
d∅ ≥ 0 ✢ ✔✑✎✌✒✔✒✔✩ ☞✘✒✖ ✗ ✒☞✘ ◆✺✒ ✢❊❖ ✬ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✌✫ ✡☛✎✎ ✍ ◗ ✢❊❊ ✢ �

☎� ✝✆ ✝✆ �✁ ✒✓☛ ✎✍☞☛☞✎✁✓☛ ✂✕✁✂✎

❉✔ ☞✘✒✖ ✖☛✜☞✒✑✔ ✬ ✗☛ ✏☛✖☞✏✒✜☞ ✑✛✏ ✍☞☞☛✔☞✒✑✔ ☞✑
G = Kn ✮ ✗ ✏✒☞☛

Bn,p = Bn,p(Kn) ✢ ✰✫
✣✘☛✑✏☛✎ ✺✒ ✢✺❊ ✬

Bn,p
✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✗☛✓✩☛ ✑✚ ✖✤✘☛✏☛✖ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔

2p − 1
✚✑✏

n ≥ 2p + 1 ✢ �☛☞ ✬ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✒ ✢✺❊ ✓✑☛✖ ✔✑☞ ✩✒★☛ ✎✛✜✘
✒✔✚✑✏✎✍☞✒✑✔ ✍✌✑✛☞ ☞✘☛ ✔✛✎✌☛✏ ✑✚ ✖✤✘☛✏☛✖ ✒✔ ☞✘☛ ✗☛✓✩☛ ✢ ✣✘☛ ✤✛✏✤✑✖☛ ✑✚ ☞✘✒✖ ✖☛✜☞✒✑✔
✒✖ ☞✑ ✓☛✎✑✔✖☞✏✍☞☛ ☞✘✍☞ ☞✘ ✒✖ ✔✛✎✌☛✏ ✭ ✗✘✒✜✘ ✜✦☛✍✏✦✫ ✜✑✒✔✜✒✓☛✖ ✗ ✒☞✘ ✎ ✒✔✛✖ ☞✘☛ ✏☛✓✛✜☛✓
✟✛✦☛✏ ✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☞✒✜ ✭ ✒✖ ✍ ✤✑✦✫✔✑✎ ✒✍✦ ✒✔

n
✚✑✏ ☛✍✜✘

p ✢✡☛☞
BP,Qn,p ✌☛ ☞✘☛ ✖✒✎✤✦✒✜✒✍✦ ✜✑✎✤✦☛✧ ✓☛✕✔☛✓ ✍✖ ✚✑ ✦✦✑✗ ✖ ✢ ✣✘☛ ✖☛☞ ✑✚

0
✥✜☛✦✦✖ ✒✖ ☞✘☛

✛✔✒✑✔ ✑✚ ☞✘☛ ✛✖✛✍✦ ✖☛☞ ([n]
2

) ✑✚ ☛✓✩☛✖ ✍✔✓ ☞✗✑ ✜✑✤✒☛✖
[n]P

✍✔✓
[n]Q

✑✚
[n] ✢ ✸☛ ✓☛✔✑☞☛

☛✦☛✎ ☛✔☞✖
i

✒✔ ☞✘☛ ✕✏✖☞ ✜✑✤✫
[n]P

✍✖
iP

✍✔✓ ☛✦☛✎☛✔☞✖
j

✒✔ ☞✘☛ ✖☛✜✑✔✓ ✜✑✤✫
[n]Q

✍✖
jQ ✮ ✗☛ ✗✏✒☞☛

IP = {iP : i ∈ I} ✍✔✓
IQ = {iQ : i ∈ I} ✢ ✗✑✏ ✍ ✩✏✍✤✘

G
✍✔✓ ✖✛✌✖☛☞✖

I ⊆ [n]
✍✔✓

J ⊆ [n]
✬ ☞✘☛ ✖☛☞

G + IP + JQ = G ∪ IP ∪ JQ ✒✖ ✍ ✚✍✜☛ ✑✚
BP,Qn,p

✒✚ ✍✔✓
✑✔✦✫ ✒✚ ☞✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ✘✑✦✓ ❋

� G ∈ Bn,p ✢
� G

✍✓✎ ✒☞✖ ✍ ✌✒✤✍✏☞✒☞✒✑✔
(U,W )

✖✛✜✘ ☞✘✍☞ |U | ≤ p
✍✔✓ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

I ⊆ U
✍✔✓

J ⊆W ✢
❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬ |I| ≤ p

✍✔✓
I ∩ J = ∅ ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✓☛✕✔✒☞✒✑✔ ✑✚

BP,Qn,p
✎ ✍✙☛✖ ✖☛✔✖☛

✚✑✏
p = 0 ✢



✺✕✴ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟� ✡ � ✑☎ ✄✞ ✆✑ ✆✝ ✁✞✄☎✂✌

✂✭✰✰✷ ✱✙ ✳✱✲ ❄✿●
n ≥ 1

❆❅❁
p ≥ 0 ❊ ❄✿●

G ❅✿ ❆ ❑ ❏❆✽ ■ ❂❅
n

■✿❏●❄❆✿✾ ❆❅❁ ❏✿●
H ∈ BP,Qn,p ❅✿ ❆ ✾❀❅❑ ❏❆✽ ■ ❂❈

G ❊ ❋■ ✿❅
lk

B
P,Q
n,p (G+[n]P +[n]Q)(H) ∼ stc(H)−1 ❈ ❂❏ ✾❂❇ ✿

s ≥ 0
P ❑■ ✿❏✿

c(H)
❄✾ ●■ ✿ ❅❀❇❅✿❏ ❂❈ ❆❂❅❅✿❆●✿❁ ❆❂❇✽ ❂❅✿❅●✾ ❄❅

H � s = 0
❄❈
n > 2p ❊❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P

BP,Qn,p ∼ stn−1 ❈ ❂❏ ✾❂❇ ✿
s ≥ 0 � s = 0

❄❈
n > 2p ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ❉✚ p = 0
✬ ☞✘☛✔ ✍✦✦ ☛✦☛✎ ☛✔☞✖ ✒✔

[n]Q
✍✏☛ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞✖ ✢ ✪✑✏☛✑★☛✏ ✬

B
P,Q
1,p =

{∅, {1P}, {1Q}} ✗✘☛✔☛★☛✏
p ≥ 1 ✢ ✓☛✔✜☛ ✗☛ ✎✍✫ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞

n ≥ 2
✍✔✓

p ≥ 1 ✢
✸✏✒☞☛

Σ = lk
B

P,Q
n,p (G+[n]P +[n]Q)(H) ✢

✗ ✒✏✖☞ ✬ ✖✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞
G \H ✜✑✔☞✍✒✔ ✖ ✖✑✎ ☛ ☛✓✩☛

e ✢ ❉✚ e ✶ ✑✒✔✖ ☞✗✑ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✚✏✑✎ ✑✔☛
✍✔✓ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✑✚

H
✬ ☞✘☛✔

e
✒✖ ☛✒☞✘☛✏ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔

Σ
✑✏ ✔✑☞

✍☞ ✍✦✦ ✤✏☛✖☛✔☞ ✒✔
Σ ✢ ✹✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞

e
✶ ✑ ✒✔✖ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✚✏✑✎ ☞✗✑ ✓✒�☛✏☛✔☞ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✢✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔

G \H ✬
lkΣ(e) ∼ set

c(H+e)−1 = set
c(H)−2 ✍✔✓

delΣ(e) ∼ s∅t
c(H)−1✚✑✏ ✖✑✎ ☛ ✒✔☞☛✩☛✏✖

s∅, se
✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞

Σ ∼ (se + s∅)t
c(H)−1 ✢

❉☞ ✏☛✎✍✒✔✖ ☞✑ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✌✍✖☛ ✜✍✖☛
G = H ✢ ✹✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞

G
✘✍✖ ✍✔ ✒✖✑✦✍☞☛✓

★☛✏☞☛✧
i
✬ ✖✍✫

i = n ✢ ✸☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
lkΣ(nP )

✜✑✒✔✜✒✓☛✖ ✗ ✒☞✘

Σ′ = lk
B

P,Q
n−1,p−1(G([n−1])+[n−1]P +[n−1]Q)(G([n− 1])).

✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✬
Σ′ ✍✓✎ ✒☞✖ ✍ ✓☛✜✒✖✒✑✔ ☞✏☛☛ ✗ ✒☞✘ ✍✦✦ ☛★✍✖✒★☛ ✚✍✜☛✖ ✑✚ ✓✒✎☛✔✖✒✑✔

c(G)−2 ✢
❉✚ n > 2p

✬ ☞✘☛✔
n − 1 > 2(p − 1)

✬ ✗✘✒✜✘ ✫✒☛✦✓✖ ✬ ✍✩✍✒✔ ✌✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✬ ☞✘✍☞
Σ′ ✒✖

✔✑✔☛★✍✖✒★☛ ✢ ✪✑✏☛✑★☛✏ ✬
delΣ(nP )

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✗ ✒☞✘ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞
nQ ✢ ✓ ✍✎ ☛✦✫✬ ✒✚

(U,W )
✒✖ ✍

✌✒✤✍✏☞✒☞✒✑✔ ✑✚ ✍ ✚✍✜☛ ✑✚
delΣ(nP )

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
n ∈ U

✍✔✓ |U | ≤ p
✬ ☞✘☛✔

(U\{n},W∪{n})✒✖ ✍✔✑☞✘☛✏ ✌ ✒✤✍✏☞✒☞✒✑✔ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✤✏✑✤☛✏☞✒☛✖ ✢ ✣✘☛ ✓☛✖✒✏☛✓ ✏☛✖✛✦☞ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ✢✹✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞
G

✘✍✖ ✔✑ ✒✖✑✦✍☞☛✓ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✢ ✡☛☞
V1, . . . , Vr ✌☛ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞✖

✑✚ ☞✘☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✒✔
G

✍✔✓ ✦☛☞
(Ui,Wi) ✌☛ ☞✘☛ ✛✔✒❍✛☛ ✌ ✒✤✍✏☞✒☞✒✑✔ ✑✚

G(Vi)
✚✑✏ ☛✍✜✘

i ✮ |Ui| ≤ |Wi| ✢ ✗✑✏ ☛✍✜✘
i ∈ [r]

✬ ✜✘✑✑✖☛
ai ∈ Ui

✍✏✌✒☞✏✍✏✒✦✫✢ ✸✏✒☞☛
A = {ai : i ∈ [r]} ✍✔✓ ✦☛☞

Y = ([n] \A)P ∪ ([n] \A)Q.

❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞
Σ(C, Y \C)

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✗✘☛✔☛★☛✏
C 6= ∅ ✢ ✓✍✎ ☛✦✫✬ ✒✚

xP ∈ C
✚✑✏ ✖✑✎ ☛

x ∈ Ui \ {ai}
✑✏
xQ ∈ C

✚✑✏ ✖✑✎ ☛
x ∈Wi

✬ ☞✘☛✔
aPi

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✬ ✗✘☛✏☛✍✖
aQi

✒✖ ✍
✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✚

xQ ∈ C
✚✑✏ ✖✑✎ ☛

x ∈ Ui \ {ai}
✑✏
xP ∈ C

✚✑✏ ✖✑✎ ☛
x ∈ Wi ✢

✣✘☛ ✏☛✎✍✒✔ ✒✔✩ ✜✑✎✤✦☛✧ ✒✖
∆ = Σ(∅, Y ) ✢ ✔✑✔✖✒✓☛✏

∆(MQ, AQ \MQ)
✚✑✏ ☛✍✜✘

M ⊆ A ✢ ❉✚ ai /∈M
✬ ☞✘☛✔

aPi
✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔

∆(MQ, AQ \MQ) ✓ ✍✎ ☛✦✫✬ ✖✛✤✤✑✖☛
☞✘✍☞

I ⊆ A \M ✒✖ ✍ ✖☛☞ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
IP + MQ ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑

∆(MQ, AQ \MQ) ✢ ✡☛☞
(U,W ) ✌☛ ✍ ✌✒✤✍✏☞✒☞✒✑✔ ✑✚

G
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

I ⊆ U
✍✔✓

M ⊆ W
✍✔✓ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ |U | ≤ p ✢

✔ ✦☛✍✏✦✫✬ ✒✚
Wi ⊆ U

✍✔✓
Ui ⊆ W

✬ ☞✘☛✔
(U ′, V ′) = ((U \Wi) ∪ Ui, (W \ Ui) ∪Wi)✒✖ ✍✔✑☞✘☛✏ ✌✒✤✍✏☞✒☞✒✑✔ ✑✚

G
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

I ⊆ U ′ ✍✔✓
M ⊆ W ′ ✢ ✹✒✔✜☛ |Ui| ≤ |Wi|

✬ ✒☞
✚✑✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞ |U ′| ≤ |U | ≤ p

✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
aPi

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✍✖ ✓☛✖✒✏☛✓ ✢
✣✘✛✖

∆(MQ, AQ \MQ)
✒✖ ✔✑✔☛★✍✖✒★☛ ✛✔✦☛✖✖

M = A ✢ ✓✑✗ ✬
∆(AQ, ∅) ✒✖ ☛✒☞✘☛✏

{AQ} ✑✏ ★✑✒✓ ✬ ✌☛✜✍✛✖☛ ☛✍✜✘ ☛✦☛✎ ☛✔☞
aP

✜✑✦✦✒✓☛✖ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ✍✦✏☛✍✓✫ ✤✏☛✖☛✔☞ ☛✦☛✎ ☛✔☞
aQ ✢ ✹✒✔✜☛ |A| = c(G)

✬ ✒☞ ✚✑ ✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞
∆(AQ, ∅) ∼ rAt

c(G)−1 ✬ ✗✘☛✏☛
rA ∈ {0, 1} ✮✘☛✔✜☛

Σ ∼ rtc(G)−1 ✚✑✏ ✖✑✎ ☛
r ≥ 0 ✢



✟� ✡✠ ✡ �✍ ✁✄ ✝✄✍ ☎✝✎ ✁✑☎ ✄✞ ✆✑ ✆✝ ✁ ✞✄☎✂✌ ✺✕✳

❉✚ n > 2p
✬ ☞✘☛✔ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✛✔✒❍✛☛ ✌ ✒✤✍✏☞✒☞✒✑✔ (U,W ) = (

⋃

iWi,
⋃

i Ui)
✑✚

G
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

A ⊆ W ✮ ✔✑☞☛ ☞✘☛ ✍✖✫✎✎☛☞✏✫✢ ✹✒✔✜☛ |Wi| ≥ |Ui|
✬ ✒☞ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞

|U | ≥ |W | = n − |U | ✢ ✹✒✔✜☛
n > 2p

✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞ |U | > p
✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞

∆(AQ, ∅) = ∅ ✮ ☞✘✛✖ Σ ∼ 0 ✢ �
✡☛☞

BPn,p ✌☛ ☞✘☛ ✖✛✌✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚
BP,Qn,p

✜✑✔✖✒✖☞✒✔✩ ✑✚ ✍✦✦ ☛✦☛✎ ☛✔☞✖ ✑✚ ☞✘☛ ✚✑✏✎
G+ IP ✮☞✘ ✒✖ ✒✖ ☞✘☛ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌✜✑✎✤✦☛✧ ✑✔ ☞✘☛ ✖☛☞ ([n]

2

)

∪ [n]P ✢ ▼✔✍✦✑✩✑✛✖✦✫✬ ✦☛☞
BQn,p ✌☛ ☞✘☛

✖✛✌✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚
BP,Qn,p

✜✑✔✖✒✖☞✒✔✩ ✑✚ ☛✦☛✎ ☛✔☞✖ ✑✚ ☞✘☛ ✚✑✏✎
G+ IQ ✮ ☞✘ ✒✖ ✒✖ ☞✘☛ ✒✔✓✛✜☛✓

✖✛✌✜✑✎✤✦☛✧ ✑✔ ☞✘☛ ✖☛☞ ([n]
2

)

∪ [n]Q ✢
✵✯✮� ✮✁✻✖✻✮✸ ✱✙ ✳✱✙ ❋■ ✿ ❈ ❂❏ ❏❂❑ ❄❅❑ ■ ❂ ❏❁ ◗
◆✒❖ ❖❂❏

0 ≤ k ≤ p
P
BPk,p

❆❅❁
Bk+1

❆❏✿ ❄✾❂❇ ❂❏✽ ■ ❄❆❊
◆✒✒❖ ❖❂❏

n, p ≥ 0
P
χ̃(BPn,p) = χ̃(Bn,p) + χ̃(BP,Qn,p ) − χ̃(BQn,p) ❊

◆✒✒✒❖ ❖❂❏
0 ≤ 2p ≤ n

P
χ̃(BPn,p) = χ̃(Bn,p) ❊

◆✒★ ❖ ❖❂❏
n, p ≥ 0

P

χ̃(BP,Qn,p ) =

n
∑

i=0

(

n

i

)

(−1)n−iχ̃(BPi,p).

✁ ❍❀❄■❆❏✿❅●❏●P
χ̃(BPn,p) =

2p
∑

i=0

(

n

i

)

χ̃(BP,Qi,p ).

❇ ❏❂❂❈ ❊ ◆✒❖ ✸☛ ✑✌☞✍✒✔ ✍✔ ✒✖✑✎✑✏✤✘✒✖✎
ϕ : BPn,p → Bn+1 ✌✫ ✓☛✕✔✒✔✩

ϕ(G + I) =

G + {i(n + 1) : i ∈ I} ✢ ✓✍✎ ☛✦✫✬
G + I ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑

BPn,p
✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚

G
✍✓✎ ✒☞✖ ✍

✌✒✤✍✏☞✒☞✒✑✔ (U,W )
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

I ⊆ U
✍✔✓ |U | ≤ p ✢ ✹✒✔✜☛ ☞✘☛ ✦✍☞☞☛✏ ✒✖ ✍✦✗✍✫✖ ☞✏✛☛

✗✘☛✔☛★☛✏
p ≥ n

✬ ☞✘ ✒✖ ✎ ☛✍✔✖ ☛✧✍✜☞✦✫ ☞✘✍☞
G

✒✖ ✌✒✤✍✏☞✒☞☛ ✍✔✓
I

✒✖ ✍ ✖☞✍✌✦☛ ✖☛☞ ✒✔
G

✬
✗✘✒✜✘ ✒✖ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑

ϕ(G + I) ✌☛✒✔✩ ✌✒✤✍✏☞✒☞☛ ✢◆✒✒❖ ✗✑✏ ✍ ✚✍✜☛
G + IP + JQ ∈ BP,Qn,p \ (BPn,p ∪ BQn,p)

✬ ✦☛☞
i = min I

✍✔✓
j =

min J ✢ ✸☛ ✑✌☞✍✒✔ ✍ ✤☛✏✚☛✜☞ ☛✦☛✎ ☛✔☞ ✎✍☞✜✘✒✔✩ ✌✫ ✤✍✒✏✒✔✩
(G + ij) + IP + JQ

✍✔✓
(G− ij) + IP + JQ ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬

χ̃(BP,Qn,p ) = χ̃(BPn,p ∪ BQn,p).

✹✒✔✜☛
Bn,p = BPn,p ∩ BQn,p

✬ ☞✘☛ ✜✦✍✒✎ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ✢◆✒✒✒❖ ✰✫ ◆✒✒❖ ✬ ✒☞ ✖✛✖ ✜☛✖ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞
χ̃(BP,Qn,p ) = χ̃(BQn,p) ✗✘☛✔☛★☛✏

n ≥ 2p ✢ � ✖☛
✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔

p ✮ ☞✘☛ ✏☛✖✛✦☞ ✒✖ ☞✏✒★ ✒✍✦ ✚✑✏
p = 0 ✢ ▼ ✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞

p > 0
✍✔✓ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ✍ ✚✍✜☛

σ = G+ IP +JQ ∈ BP,Qn,p
✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ✖✑✎ ☛

i ∈ I
✒✖ ✔✑☞ ✒✖✑✦✍☞☛✓ ✒✔

G ✢ ✡☛☞
x = x(σ) ✌☛✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

ix ∈ G ✢ ✣✘☛✔
σ+xQ ∈ BP,Qn,p

✍✔✓
x(σ+xQ) = x(σ) ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛ ✦✍✏ ✬

✗☛ ✎ ✍✫ ✓☛✕✔☛ ✍✔ ☛✦☛✎ ☛✔☞ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔
BP,Qn,p

✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ✍ ✚✍✜☛
σ = G + IP + JQ

✒✖
✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚ ✍✦✦ ☛✦☛✎ ☛✔☞✖ ✒✔

I
✍✏☛ ✒✖✑ ✦✍☞☛✓ ✒✔

G ✢ ✗✑✏ ☛✍✜✘
I ⊆ [n]

✖✛✜✘
☞✘✍☞ |I| ≤ p

✬ ✦☛☞
BP,Qn,p (I) ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✖✛✜✘ ☛✦☛✎ ☛✔☞✖

σ = G+ IP + JQ ✢



✺✕✕ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟� ✡ � ✑☎ ✄✞ ✆✑ ✆✝ ✁✞✄☎✂✌

✔ ✦☛✍✏✦✫✬
BP,Qn,p (∅) = BQn,p ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ✚✑✏ ☛✍✜✘

I
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

1 ≤ |I| ≤ p
✬
BP,Qn,p (I)

✒✖
✒✖✑✎✑✏✤✘✒✜ ☞✑ {IP } ∗ B

Q
n−|I|,p−|I| ✢

✹✒✔✜☛
n− |I| > 2(p − |I|) ✬ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✫✒☛✦✓✖ ☞✘✍☞

χ̃(BQn−|I|,p−|I|) = χ̃(BP,Qn−|I|,p−|I|) ✢ ✰✫ ✡☛✎✎✍ ✺✒ ✢✺✻ ✬ ☞✘✒✖ ☛❍✛✍✦✖ ✖☛✏✑ ✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖
☞✘✍☞

χ̃(BP,Qn,p (I)) = 0 ✮ ☞✘✛✖ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✢◆✒★❖ ✸☛ ✤✏✑ ✜☛☛✓ ✒✔ ✍ ✎ ✍✔✔☛✏ ✖✒✎ ✒✦✍✏ ☞✑ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✜✦✍✒✎ ◆✒✒✒❖ ✬ ☛✧✜☛✤☞ ☞✘✍☞ ✗☛
✖✗✍✤

P
✍✔✓

Q ✢ ✹✤ ☛✜✒✕✜✍✦✦✫✬ ✗☛ ✎✍☞✜✘ ✍✗✍✫ ✍✦✦ ✚✍✜☛✖
σ = G+ IP +JQ ∈ BP,Qn,p

✖✛✜✘
☞✘✍☞ ✖✑✎ ☛

j ∈ J
✒✖ ✔✑☞ ✒✖✑✦✍☞☛✓ ✒✔

G ✢ ✗✑✏ ☛✍✜✘
J ⊆ [n]

✬ ✦☛☞
BP,Qn,p (J) ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫

✑✚ ☛✦☛✎ ☛✔☞✖
σ = G + IP + JQ

✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ✍✦✦ ☛✦☛✎ ☛✔☞✖ ✒✔
J

✍✏☛ ✒✖✑✦✍☞☛✓ ✢ ✔ ✦☛✍✏✦✫✬
BP,Qn,p (∅) = BPn,p ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ✚✑✏ ☛✍✜✘

J
✬
BP,Qn,p (J)

✒✖ ✒✖✑✎✑✏✤✘✒✜ ☞✑ {JQ} ∗ BPn−|I|,p ✢✹✛✎✎ ✒✔✩ ✑★☛✏ ✍✦✦
J

✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘☛ ✓☛✖✒✏☛✓ ✏☛✖✛✦☞ ✢
✣✘☛ ✦✍✖☞ ✜✦✍✒✎ ✒✖ ✶ ✛ ✖☞ ✍ ✎✍☞✏✒✧ ✒✔★☛✏✖✒✑✔ ✜✑✎✌✒✔☛✓ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ✚✍✜☞ ☞✘✍☞

χ̃(BP,Qi,p ) = 0✚✑✏
i > 2p ✮ ✛✖☛ ✡☛✎✎ ✍ ✺✒ ✢✺✻ ✢ �

✫✬✭✮✯✭✰ ✱✙ ✳✱✗ ❖❂❏
p ≥ 1

❆❅❁
n ≥ 2p

P

χ̃(Bn,p) =

2p
∑

k=0

(−1)k
(

n

k

)(

n− 1 − k

2p− k

)

χ̃(BPk,p).
◆✺✒ ✢✻❖

❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P
χ̃(Bn,p)

❄✾ ❆ ✽ ❂ ❏●❅❂❇ ❄❆❏
fp

❄❅
n

❂❈ ❁✿❑❏✿✿ ❆● ❇ ❂✾●
2p

✾❀❆■ ●■ ❆●
fp(0) =

−1
❆❅❁

fp(1) = 0 ❊
✛ ✿❇❆❏❉ ❊ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✏✒✩✘☞✥✘✍✔✓ ✖✒✓☛ ✒✔ ☞✘☛ ☞✘☛✑✏☛✎ ✓☛✕✔☛✖ ✍ ✤✑✦✫✔✑✎ ✒✍✦

fp ✗✒☞✘
☞✘☛ ✤✏✑✤☛✏☞✫ ☞✘✍☞

fp(k) = χ̃(Bk+1)
✚✑✏

0 ≤ k ≤ p ✮ ✛✖☛ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔✖ ✴ ✢✺✻ ✍✔✓ ✺✒ ✢✺✒◆✒❖ ✢
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✡☛☞

fp(n) ✌☛ ☞✘☛ ✛✔✒❍✛☛ ✤✑✦✫✔✑✎ ✒✍✦ ✑✚ ✓☛✩✏☛☛ ✍☞ ✎✑✖☞
2p ✗✒☞✘ ☞✘☛ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫

☞✘✍☞
fp(k) = χ̃(BPk,p)

✚✑✏
0 ≤ k ≤ 2p ✢ ✣✘☛✔

fp(n) = χ̃(BPn,p)
✚✑✏ ✍✦✦

n ≥ 0 ✢ ✓✍✎ ☛✦✫✬
✡☛✎✎ ✍ ✺✒ ✢✺✻ ✍✔✓ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✺✒ ✢✺✒ ◆✒★ ❖ ✒✎✤✦✫ ☞✘✍☞

n
∑

i=0

(

n

i

)

(−1)n−iχ̃(BPi,p) = 0 ◆✺✒ ✢✒ ❖

✗✘☛✔☛★☛✏
n ≥ 2p+ 1 ✢ ✓☛✔✜☛

0 =

n
∑

i=0

(

n

i

)

(−1)n−iχ̃(BPi,p)

= χ̃(BPn,p) − fp(n) +

n
∑

i=0

(

n

i

)

(−1)n−ifp(i)

= χ̃(BPn,p) − fp(n).

✣✘☛ ✕✏✖☞ ☛❍✛✍✦✒☞✫ ✒✖ ◆✺✒ ✢✒ ❖ ✢ ✣✘☛ ✖☛✜✑✔✓ ☛❍✛✍✦✒☞✫ ✒✖ ✌✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔
n

✖☞✍✏☞✒✔✩ ✗ ✒☞✘
n = 2p+ 1 ✢ ✣✘☛ ☞✘✒✏✓ ☛❍✛✍✦✒☞✫ ✒✖ ☞✏✛☛ ✚✑✏ ✍✔✫ ✤✑✦✫✔✑✎ ✒✍✦ ✑✚ ✓☛✩✏☛☛ ✍☞ ✎✑✖☞

n− 1 ✢



✟� ✡✠ ✡ �✍ ✁✄ ✝✄✍ ☎✝✎ ✁✑☎ ✄✞ ✆✑ ✆✝ ✁ ✞✄☎✂✌ ✺✕✲

▼✤✤✦✫✒✔✩ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔✖ ✴ ✢✺✻ ✍✔✓ ✺✒ ✢✺✒ ◆✒✒✒❖ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ◆✺✒ ✢✻❖ ✬ ✗✘✒✜✘ ✜✑✔✜✦✛✓☛✖ ☞✘☛
✤✏✑✑✚ ✢ �

❉✔ ✍ ✖☛✤✍✏✍☞☛ ✎ ✍✔✛✖✜✏✒✤☞ ✱✴✳✵ ✬ ✗☛ ✩☛✔☛✏✍✦✒✖☛ ✍ ✗☛✍✙☛✏ ★☛✏✖✒✑✔ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✒ ✢✺◗ ☞✑
✍ ✦✍✏✩☛✏ ✜✦✍✖✖ ✑✚ ✎✑✔✑☞✑✔☛ ✩✏✍✤✘ ✤✏✑✤☛✏☞✒☛✖ ✢✡☛☞ ✛✖ ☛✧✍✎ ✒✔☛ ☞✘☛ ✤✑✦✫✔✑✎ ✒✍✦

fp
✓☛✕✔☛✓ ✌✫ fp(n) = χ̃(Bn,p)

✚✑✏
n ≥ 2p +

1 ✢ ✗ ✒✏✖☞ ✬ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✜✍✖☛
p = 1 ✢ ✸☛ ✏☛✚☛✏ ☞✑ ✩✏✍✤✘✖ ✒✔

Bn,1
✍✖ ✾●❆❏ ❑ ❏❆✽ ■✾✢

✣✘☛✑✏☛✎ ✖ ✺✒ ✢✺❊ ✍✔✓ ✺✒ ✢✺◗ ✜✑✎✌✒✔☛✓ ✗ ✒☞✘ ✍ ✓✒✏☛✜☞ ✒✔✖✤☛✜☞✒✑✔ ✑✚
B2,1

✍✔✓
B3,1

✫✒☛✦✓
☞✘☛ ✚✑ ✦✦✑✗ ✒✔✩ ✏☛✖✛✦☞ ✢
✵✯✮� ✮✁✻✖✻✮✸ ✱✙ ✳✱✿ ❖❂❏

n ≥ 3
P ●■ ✿ ❆❂❇✽ ❏✿✚

Bn,1
❂❈ ✾●❆❏ ❑ ❏❆✽ ■✾ ❄✾ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❃

❆❏✿❅● ●❂ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈ (n−1
2

) ✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅ ❂❅✿ ❊ ❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P
f1(n) = −

(

n−1
2

) ❊
�

✣✘☛ ✖✒☞✛✍☞✒✑✔ ✒✖ ✜✑✔✖✒✓☛✏✍✌ ✦✫ ✎✑✏☛ ✜✑✎✤✦✒✜✍☞☛✓ ✚✑✏
p ≥ 2

✬ ✌✛☞ ✗☛ ✘✍★☛ ☛✔✑✛✩✘
✓✍☞✍ ☞✑ ✓☛☞☛✏✎ ✒✔☛

f2
✍✔✓

f3
✬ ✍✔✓ ✍ ✖✒✎✤✦☛ ✜✑✎✤✛☞☛✏ ✜✍✦✜✛✦✍☞✒✑✔ ✫✒☛✦✓✖

f4
❋

✵✯✮� ✮✁✻✖✻✮✸ ✱✙ ✳✱❁ �✿ ■ ❆■✿ ●■ ❆●

f2(x) =
−x(x − 1)(x− 3)(x− 4) + 2x− 2

2
;

f3(x) =
−23x6 + 393x5 − 2486x4 + 7203x3 − 9425x2 + 4374x− 36

36
;

f4(x) = −1061x8

1152
+

7997x7

288
− 65351x6

192
+

314935x5

144

−1011181x4

128
+

4576049x3

288
− 4681687x2

288
+

51153x

8
− 1.

❇ ❏❂❂❈ ❊ � ✖✒✔✩ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✒ ✢❊ ◆✖☛☛ ✣✍✌✦☛ ✺✒ ✢✺❖ ✬ ✍✔✓ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✒ ✢✺◗ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞
f2(0) = −1

✬
f2(1) = 0

✬
f2(2) = −1

✬
f2(4) = 3

✬ ✍✔✓
f2(5) = −16 ✢ ✣✘☛✏☛ ✒✖ ✑✔ ✦✫ ✑✔☛

✤✑✦✫✔✑✎ ✒✍✦ ✑✚ ✓☛✩✏☛☛ ✍☞ ✎✑✖☞
2p = 4 ✗✒☞✘ ☞✘ ✒✖ ✤✏✑✤☛✏☞✫✢ ✹✒✎ ✒✦✍✏✦✫✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞

f3(k) = f2(k)
✚✑✏

k ≤ 2
✬
f3(3) = 3

✬
f3(6) = 105

✬ ✍✔✓
f3(7) = −841 ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ✖✒✔✜☛

BPp+1,p
∼= Bp+2 \ {K[p+1],{p+2}}

✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
χ̃(BPp+1,p) = χ̃(Bp+2) − (−1)p

✬ ✗✘✒✜✘
✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞

f3(4) = −χ̃(B5) − (−1)3 = −15 ✢ ✸☛ ✔✑✗ ✘✍★☛ ✖☛★☛✔ ✙✔✑✗✔ ★✍✦✛☛✖ ✑✚
f3

✬ ✍✔✓ ☞✘☛✖☛ ★✍✦✛☛✖ ✓☛☞☛✏✎ ✒✔☛ ✍ ✛✔✒❍✛☛ ✤✑✦✫✔✑✎ ✒✍✦ ✑✚ ✓☛✩✏☛☛ ✍☞ ✎✑✖☞
2p = 6 ✢ ✗✑✏

p = 4
✬ ✤✏✑✜☛☛✓ ✒✔ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✎ ✍✔✔☛✏ ✮ ✗☛ ✙✔✑✗ f4(k)

✚✑✏
k ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 8, 9} ✍✔✓

✎ ✍✫ ☛✍✖✒✦✫ ✜✑✎✤✛☞☛
f4(6) = χ̃(BP6,4) = 675

✛✖✒✔✩ ☞✘☛ ✜✑✎✤✛☞☛✏ ✤✏✑✩✏✍✎ ✁✂✄ ✂☎✂✆✝
✱✻✲✵ ✢ ✹✒✔✜☛ ✗☛ ✘✍★☛ ✔✒✔☛ ✙✔✑✗✔ ★✍✦✛☛✖ ✑✚

f4
✬ ✗☛ ✘✍★☛ ✍ ✛✔✒❍✛☛ ✤✑✦✫✔✑✎ ✒✍✦ ✑✚ ✓☛✩✏☛☛

✍☞ ✎✑✖☞ ☛✒✩✘☞ ✢ ❉✔ ✍✦✦ ☞✘✏☛☛ ✜✍✖☛✖ ✬ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✌✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✒ ✢✺◗ ✢ �

✹☛☛ ✣✍✌✦☛ ✺✒ ✢❊ ✚✑✏ ✍ ☞✍✌✦☛ ✗ ✒☞✘
fp(n)

✚✑✏ ✖✎ ✍✦✦
n

✍✔✓
p ✢ ❉✔ ✣✍✌✦☛ ✺✒ ✢✻ ✬ ✗☛

✤✏☛✖☛✔☞
χ̃(BP,Qr,p ) ✮ ✏☛✜✍✦✦ ✚✏✑✎ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✺✒ ✢✺✒ ◆✒★ ❖ ☞✘✍☞

fp(n)
✒✖ ☛❍✛✍✦ ☞✑ ☞✘☛ ✖✛✎

=
∑2p

r=0

(

n
r

)

χ̃(BP,Qr,p ) ✢
✸☛ ✘✍★☛ ☞✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ✒✔☞✏✒✩✛✒✔✩ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛✖ ✑✚ ☞✘☛ ✏☛✖✛✦☞✖ ✒✔ ☞✘✒✖ ✖☛✜☞✒✑✔ ✢



✺✲� ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟� ✡ � ✑☎ ✄✞ ✆✑ ✆✝ ✁✞✄☎✂✌

✣✍✌✦☛ ✺✒ ✢❊ ❋ fp(n)
✚✑✏ ✖✎ ✍✦✦ ★✍✦✛☛✖ ✑✔

n
✍✔✓

p ✢ ✸☛ ✑✌☞✍✒✔☛✓ f4(6)
★✒✍ ✍ ✜✑✎✤✛☞☛✏

✜✍✦✜✛✦✍☞✒✑✔ ✮ ✍✦✦ ✑☞✘☛✏ ★✍✦✛☛✖ ✍✏☛ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛✖ ✑✚ ✏☛✖✛✦☞✖ ✒✔ ☞✘✒✖ ✜✘✍✤☞☛✏ ✢

fp(n) n = 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

p = 1 −1 0 0 −1 −3 −6 −10 −15 −21 −28 −36
2 −1 0 −1 2 3 −16 −85 −246 −553 −1072 −1881
3 −1 0 −1 3 −15 44 105 −841 −5957 −22240 −62661
4 −1 0 −1 3 −16 104 −675 2379 7938 −86311 −763116
5 −1 0 −1 3 −16 105 −840 ? ? ? 1062435

✣✍✌✦☛ ✺✒ ✢✻ ❋ ✣✘☛ ✍✌✖✑✦✛☞☛ ★✍✦✛☛ ✑✚
χ̃(BP,Qr,p )

✚✑✏
p ≤ 4

✍✔✓ ✚✑✏
p = 5

✍✔✓
r ≤ 6 ✢ ✰✫

✡☛✎✎✍ ✺✒ ✢✺✻ ✬ χ̃(BP,Qr,p )
✒✖ ✔☛✩✍☞✒★☛ ✑✔ ✦✫ ✒✚

r
✒✖ ☛★☛✔ ✍✔✓ ✤✑✖✒☞✒★☛ ✑✔✦✫ ✒✚

r
✒✖ ✑✓✓ ✢

|χ̃(BP,Q
r,p )| r = 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

p = 1 1 1 1 − − − − − − − −
2 1 1 2 6 12 − − − − − −
3 1 1 2 7 34 160 460 − − − −
4 1 1 2 7 35 225 1615 9975 37135 − −
5 1 1 2 7 35 226 1786 ? ? ? ?

▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ✱✙ ✳✱✘ ❖❂❏
p ≥ 1

P ●■ ✿ ❆❂✿� ❆❄✿❅●✾ ❂❈
fp

❆❏●✿❏❅❆●✿ ❄❅ ✾❄❑❅
�

fp(n) =

2p
∑

r=0

(−1)r+1arn
r,

❑■ ✿❏✿
ar ≥ 0 ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✹✒✔✜☛
fp(n) =

∑2p
r=0

(

n
r

)

χ̃(BP,Qr,p ) ✌✫ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✺✒ ✢✺✒ ◆✒★ ❖ ✬ ✒☞ ✖✛✖ ✜☛✖ ☞✑
✤✏✑★☛ ☞✘✍☞

(−1)r+1χ̃(BP,Qr,p ) ≥ 0 ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬ ✌✫ ✡☛✎✎✍ ✺✒ ✢✺✻ ✬ ☞✘✒✖ ✒✖ ✒✔✓☛☛✓ ☞✏✛☛
✖✒✔✜☛ ✍✦✦ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✒✖ ✜✑✔✜☛✔☞✏✍☞☛✓ ✒✔ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔

r − 1 ✢ �

▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ✱✙ ✳✱✾ ❖❂❏
p ≥ 2

P
fp(x)

■ ❆✾ ❆● ❏✿❆✾● ●❑ ❂ ❏❂❂●✾P ❆❂❀❅●✿❁ ❑ ❄●■ ❇ ❀ ❏●❄✽ ❏❄❆❄●●P
❄❅ ●■ ✿ ❄❅●✿❏■❆❏

(0, 2)
❆❅❁ ❆● ❏✿❆✾● ❂❅ ✿ ❏❂❂● ❄❅ ✿❆❆■ ❂❈ ●■ ✿ ❄❅●✿❏■❆❏✾

(k, k + 1)
❈ ❂❏

2 ≤ k ≤ p
❆❅❁

(2p, 2p+ 1) ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✸☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

fp(0) = −1
✬
fp(1) = 0

✬ ✍✔✓
fp(2) = −1

✚✑✏
p ≥ 2 ✮ ✘☛✔✜☛ ☞✘☛✏☛

✍✏☛ ✍☞ ✦☛✍✖☞ ☞✗✑ ✏✑✑☞✖ ✒✔
(0, 2) ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ✚✑✏

2 ≤ k ≤ p
✬
fp(k) = χ̃(Bk+1)

✒✖ ✦✍✏✩☛✏
☞✘✍✔ � ✒✚

k
✒✖ ✑✓✓ ✍✔✓ ✖✎ ✍✦✦☛✏ ☞✘✍✔ � ✒✚

k
✒✖ ☛★☛✔ ✮ ☞✘☛ ✒✔☛❍✛✍✦✒☞✒☛✖ ✌ ☛✒✔✩ ✖☞✏✒✜☞ ✚✑✦✦✑✗ ✖

✚✏✑✎ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✺✒ ✢✻ ✢ ❉✔ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✎ ✍✔✔☛✏ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞
fp(2p+1) < 0 < fp(2p) ✢

✗ ✒✔✍✦✦✫✬ ✗☛ ✜✑✔✜✦✛✓☛✓ ✒✔ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✺✒ ✢✺✳ ☞✘✍☞
fp(p+ 1) = χ̃(Bp+2)−

(−1)p ✢ ✹✒✔✜☛ |χ̃(Bp+2)| > 1
✚✑✏

p ≥ 2
✬ ✒☞ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞

fp(p+ 1) > 0
✒✚
p

✒✖ ☛★☛✔ ✍✔✓
fp(p+ 1) < 0

✒✚
p

✒✖ ✑✓✓ ✢ �



✟� ✡✠ ✡ �✍ ✁✄ ✝✄✍ ☎✝✎ ✁✑☎ ✄✞ ✆✑ ✆✝ ✁ ✞✄☎✂✌ ✺✲ ✺

▲✮✸� ✭✟✖✁✯✭ ✱✙ ✳◆☎ ❖❂❏
p ≥ 1

P
fp

❄✾ ❆ ✽ ❂❏●❅❂❇ ❄❆❏ ❂❈ ❁✿❑❏✿✿ ✿✚ ❆❆●❏●
2p

❑ ❄●■ ❂❅ ❏●
❏✿❆❏ ❆❅❁ ✽ ❂✾❄●❄■✿ ❏❂❂●✾ ❊
✣✘☛ ✜✑✔✶ ☛✜☞✛✏☛ ✜✦☛✍✏✦✫ ✘✑✦✓✖ ✚✑✏

1 ≤ p ≤ 4 ✢ ❉☞ ✗✑✛✦✓ ✚✑✦✦✑✗ ✚✑✏ ✩☛✔☛✏✍✦
p

✒✚ ✗☛
✜✑✛✦✓ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞

fp(k)
✍✦☞☛✏✔✍☞☛✖ ✒✔ ✖✒✩✔ ✍✦✦ ☞✘☛ ✗✍✫ ✚✏✑✎

k = 2
☞✑
k = 2p− 1 ✮ ✌✫

✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✺✒ ✢✺✲ ✬ ☞✘✒✖ ✗✑✛✦✓ ✒✎✤✦✫ ☞✘✍☞ ✗☛ ✘✍★☛
2p

✏☛✍✦ ✏✑✑☞✖ ✍✔✓ ✘☛✔✜☛ ✍ ✤✑✦✫✔✑✎ ✒✍✦
✑✚ ✓☛✩✏☛☛ ☛✧✍✜☞✦✫

2p ✗✒☞✘ ✑✔✦✫ ✏☛✍✦ ✏✑✑☞✖ ✢ ✼✔☛ ✍✤✤✏✑✍✜✘ ☞✑ ☛✖☞✍✌ ✦✒✖✘ ✒✔✩ ☞✘✒✖ ✗✑✛✦✓
✌☛ ☞✑ ✓☛✎✑✔✖☞✏✍☞☛ ☞✘✍☞

BPk,p
✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✔✑✔☛✎✤☞✫ ✗☛✓✩☛ ✑✚ ✖✤✘☛✏☛✖

✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
k− 1

✚✑✏
p+ 1 ≤ k ≤ 2p− 1 ✮ ✗☛ ✙✔✑✗ ☞✘✍☞ ☞✘✒✖ ✒✖ ☞✏✛☛ ✚✑✏

2 ≤ k ≤ p ✢
☎� ✝✆ ✝� ✂✓✄✓☛☞✒✂✄☞✁✂✏✄ ✁✏ ✍✝✌✓☛✡☛☞✌✍✕
✰✫ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✺✒ ✢✺✒ ◆✒✒✒❖ ✬ ✒☞ ✖☛☛✎ ✖ ✏☛✍✖✑✔✍✌✦☛ ☞✑ ✜✑✔✶ ☛✜☞✛✏☛ ☞✘✍☞

Bn,p
✍✔✓

BPn,p
✍✏☛

✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ✚✑✏
n ≥ 2p ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛ ✦✍✏ ✬ ✖✒✔✜☛

BPn,p
✍✦✒✩✔✖ ✤ ☛✏✚☛✜☞✦✫ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛

✤✑✦✫✔✑✎ ✒✍✦
fp(n)

✬ ✑✔☛ ✎✍✫ ✍✏✩✛☛ ☞✘✍☞
BPn,p

✒✖ ✍ ✎✑✏☛ ✔✍☞✛✏✍✦ ✑✌✶ ☛✜☞ ☞✑ ✖☞✛✓✫ ☞✘✍✔
Bn,p ✢

✓✑✗ ✬ ✗☛ ✎ ✍✫ ✒✔☞☛✏✤✏☛☞
BPn,p

✍✖ ✍ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✘✫✤☛✏✩✏✍✤✘✖ ✗ ✒☞✘ ☛✓✩☛✖ ✑✚ ✖✒✖☛ ✑✔☛
✍✔✓ ☞✗✑ ✢ ❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞ ✍ ✘✫✤☛✏✩✏✍✤✘

H ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑
BPn,p

✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍
✖☛☞

T
✑✚ ✖✒✖☛ ✍☞ ✎✑✖☞

p
✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✒✔☞☛✏✖☛✜☞✒✑✔ ✑✚

T ✗✒☞✘ ☛✍✜✘ ☛✓✩☛ ✒✔
H

✘✍✖ ✖✒✖☛
☛✧✍✜☞✦✫ ✑✔☛ ✮ ✔✑☞☛ ☞✘✍☞

x
✎✛✖☞ ✌ ☛✦✑✔✩ ☞✑

T ✗✘☛✔☛★☛✏ ☞✘☛ ✖✒✔✩✦☛☞✑✔ ☛✓✩☛ {x} ✌☛✦✑✔✩✖
☞✑
H ✢ ✣✘✒✖ ✑✌✖☛✏★✍☞✒✑✔ ✖✛✩✩☛✖☞✖ ☞✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ✩☛✔☛✏✍✦✒✖✍☞✒✑✔ ❋
▼ ✘✫✤☛✏✩✏✍✤✘

H = (V, E)
✍✓✎ ✒☞✖ ✍✔ ✿✚ ❆❆●

r
❃●❏❆❅✾■✿❏✾❆❏ ✒✚ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍ ✖☛☞

T
✑✚ ✖✒✖☛

r
✖✛✜✘ ☞✘✍☞ |T ∩ e| = 1

✚✑✏ ☛✍✜✘
e ∈ E ✢ ✣✘☛ ✌✍✦✍✔✜☛ ✔✛✎✌☛✏

β(H)
✑✚ ✍ ✘✫✤☛✏✩✏✍✤✘

H
✒✖ ☞✘☛ ✖✒✖☛ ✑✚ ✍ ✖✎✍✦✦☛✖☞ ☛✧✍✜☞ ☞✏✍✔✖★☛✏✖✍✦ ✑✚

H ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞ ✍✔ ✑✏✓✒✔✍✏✫ ✩✏✍✤✘
G

✒✖
✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔

Bn,p
✍✔✓ ✘☛✔✜☛ ✘✍✖ ✌✍✦✍✔✜☛ ✔✛✎✌☛✏ ✍☞ ✎✑✖☞

p
✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚

G
✍✓✎ ✒☞✖

✍✔ ☛✧✍✜☞
r
✥☞✏✍✔✖★☛✏✖✍✦ ✚✑✏ ✖✑✎ ☛

r ≤ p ✮ T ✌☛✒✔✩ ✍ ☞✏✍✔✖★☛✏✖✍✦ ✑✚
G

✒✖ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑
(T, [n] \ T ) ✌☛✒✔✩ ✍ ✌✒✤✍✏☞✒☞✒✑✔ ✑✚

G ✢
✗✑✏ ✍✔✫

n, p, t ≥ 1
✬ ✓☛✕✔☛

HBn,p,t
✍✖ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚

[t]
✥✘✫✤☛✏✩✏✍✤✘✖

H
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

β(H) ≤ p
✬ ✎ ☛✍✔✒✔✩ ☞✘✍☞

H
✍✓✎ ✒☞✖ ✍✔ ☛✧✍✜☞

r
✥☞✏✍✔✖★☛✏✖✍✦ ✚✑✏ ✖✑✎ ☛

r ≤ p ✢ HBn,p,2
✒✖

☛✧✍✜☞✦✫ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
BPn,p ✢ ✸ ✘✒✦☛ ✗☛ ✘✍★☛ ✔✑☞ ✌ ☛☛✔ ✍✌✦☛ ☞✑ ✤✏✑★☛ ★☛✏✫ ✎✛✜✘ ✍✌✑✛☞

HBn,p,t
✚✑✏ ✩☛✔☛✏✍✦

t
✬ ✗☛ ✍☞ ✦☛✍✖☞ ✘✍★☛ ☞✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ✒✔☞✏✒✩✛✒✔✩ ✑✌✖☛✏★✍☞✒✑✔ ❋

✵✯✮� ✮✁✻✖✻✮✸ ✱✙ ✳◆✱ ❖❂❏ ❆❅●
n, p, t ≥ 1

P ❑ ✿ ■ ❆■✿ ●■ ❆●
HBn,p,t ≃ HBn,t,p ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ▼✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞
p ≥ 1

✍✔✓
t ≥ 2

✍✔✓ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✔☛✏★☛ ✜✑✎✤✦☛✧
Nn,p,t =

N(HBn,p,t)
✑✚

HBn,p,t ✢ ✸☛ ✎ ✍✫ ✒✓☛✔☞✒✚✫ ☞✘☛ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✒✔
Nn,p,t ✗✒☞✘ ✖✛✌✖☛☞✖ ✑✚

[n]
✑✚

✖✒✖☛ ✍☞ ✎✑✖☞
p ✢ ✓✍✎ ☛✦✫✬ ✚✑✏ ✍ ✩✒★☛✔ ✖☛☞

U
✑✚ ✖✒✖☛ ✍☞ ✎✑✖☞

p
✬ ✦☛☞

HU ✌☛ ☞✘☛ ✘✫✤☛✏✩✏✍✤✘
✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩ ✍✦✦ ☛✓✩☛✖

e
✑✚ ✖✒✖☛ ✍☞ ✎✑✖☞

t
✖✛✜✘ ☞✘✍☞ |e∩U | = 1 ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞

HU
✜✑✔☞✍✒✔✖

☞✘☛ ✖✒✔✩✦☛☞✑✔ ✖☛☞ {u} ✍✔✓ ☞✘☛ ☛✓✩☛
uv

✚✑✏ ☛✍✜✘
u ∈ U

✍✔✓
v ∈ [n] \U ✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖

☞✘✍☞
HU

✒✖ ✒✔✓☛☛✓ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✒✔
HBn,p,t ✮ U ✒✖ ☞✘☛ ❂❅ ❏● ☛✧✍✜☞ ☞✏✍✔✖★☛✏✖✍✦ ✑✚

HU ✢
✔✑✔★☛✏✖☛✦✫✬ ✒☞ ✒✖ ☛✍✖✫ ☞✑ ✖☛☛ ☞✘✍☞ ✍✔✫ ✎ ✍✧✒✎✍✦ ✘✫✤☛✏✩✏✍✤✘ ✒✔

HBn,p,t
✒✖ ☛✧✍✜☞✦✫ ✑✚

☞✘✒✖ ✚✑✏✎ ✚✑✏ ✖✑✎ ☛
U

✑✚ ✖✒✖☛ ✍☞ ✎✑✖☞
p ✢

✓✑✗ ✬ ✍ ✚✍✎ ✒✦✫ W ✑✚ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✒✔
Nn,p,t

✚✑✏✎ ✖ ✍ ✚✍✜☛ ✑✚
Nn,p,t

✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚ ☞✘☛
✒✔☞☛✏✖☛✜☞✒✑✔ ⋂

W∈W HW
✒✖ ✔✑✔☛✎✤☞✫✢ ✣✘✒✖ ✎ ☛✍✔✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍ ✖☛☞

S
✑✚ ✖✒✖☛ ✍☞

✎✑✖☞
t

✖✛✜✘ ☞✘✍☞ |W ∩ S| = 1
✚✑✏ ☛✍✜✘

W ∈ W ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬ ☞✘✒✖ ✒✖ ☛✧✍✜☞✦✫ ☞✘☛



✺✲❊ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟� ✡ � ✑☎ ✄✞ ✆✑ ✆✝ ✁✞✄☎✂✌

✜✑✔✓✒☞✒✑✔ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍✔ ☛✧✍✜☞
r
✥☞✏✍✔✖★☛✏✖✍✦ ✑✚ ☞✘☛ ✘✫✤☛✏✩✏✍✤✘

([n],W)
✚✑✏ ✖✑✎ ☛

r ≤ t ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ✗☛ ✎✍✫ ✒✓☛✔☞✒✚✫
Nn,p,t ✗✒☞✘

HBn,t,p ✢ ✓☛✔✜☛ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛
✌✫ ☞✘☛ ✓ ☛✏★☛ ✣✘☛✑✏☛✎ ✴ ✢❊ ✬ ☞✘☛ ✑✔☛ ✏☛✎✍✒✔ ✒✔✩ ✜✍✖☛

t = p = 1 ✌☛✒✔✩ ☞✏✒★ ✒✍✦✦✫ ☞✏✛☛ ✢ �

✗✑✏
t = 1

✬ ☞✘☛ ✖✒☞✛✍☞✒✑✔ ✒✖ ★☛✏✫ ✖✒✎✤✦☛ ❋
▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ✱✙ ✳◆◆ ❖❂❏

n, p ≥ 1
❆❅❁

t = 1
P
HBn,p,1 ≃ HBn,1,p ≃

∨

(n−1
p )

Sp−1 ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ HBn,p,1
✜✑✒✔✜✒✓☛✖ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛

(p− 1)
✥✖✙☛✦☛☞✑✔ ✑✚ ✍✔

(n− 1)
✥✖✒✎✤✦☛✧ ✢ �

✰✍✖☛✓ ✑✔ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✒ ✢✺❊ ✍✔✓ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✺✒ ✢❊❊ ✬ ✒☞ ✎ ✒✩✘☞ ✌☛ ☞☛✎✤☞✒✔✩ ☞✑ ✜✑✔✶ ☛✜☞✛✏☛
☞✘✍☞

HBn,p,t
✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✗☛✓✩☛ ✑✚ ✖✤✘☛✏☛✖ ✑✚ ✓✒✎☛✔✖✒✑✔

pt − 1
✗✘☛✔☛★☛✏

n ≥ pt+ 1 ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬ ✗☛ ✓✑ ✔✑☞ ✘✍★☛ ✍✔✫ ☛★✒✓☛✔✜☛ ✗✘✍☞✖✑☛★☛✏ ✚✑✏ ✖✛✜✘ ✍
✜✑✔✶ ☛✜☞✛✏☛ ✗✘☛✔

p, t ≥ 3 ✮ ☞✘☛ ✏☛✍✦ ☞✏✛☞✘ ✎ ✒✩✘☞ ✌ ☛ ✖✛✌✖☞✍✔☞✒✍✦✦✫ ✎✑✏☛ ✜✑✎✤✦✒✜✍☞☛✓ ✢



�✁✂✄☎✆✝ ✞�

✁ ✠✂✄☎✄✄✞ ✆✆✂ ✠✆ ✝✄ ☎ ✟ ✝ ✞✟✂✄☎✄ ☎ ✆ ✝ ✞
✠ ✠✡✆✂✄ ✠✄✄ ☛ ✂✆✡☞☎

✸☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✑✚ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ★✍✏✒✍✔☞✖ ✑✚ ✚✑✏☛✖☞✖ ✍✔✓ ✌✒✤✍✏☞✒☞☛ ✩✏✍✤✘✖ ✢ ✣✘☛✫
✍✏☛ ✍✦✦ ☛✒☞✘☛✏ ✖✒✎ ✒✦✍✏ ✒✔ ✖✤✒✏✒☞ ☞✑

Fn
✑✏

Bn
✑✏ ✓☛✕✔☛✓ ✒✔ ☞☛✏✎ ✖ ✑✚ ✜✒✏✜✛ ✒☞ ✍★✑✒✓✍✔✜☛ ✮

✗☛ ✛✖☛ ☞✘☛ ☞☛✏✎ �✜✒✏✜✛✒☞✁ ✒✔ ☞✘☛ ✎ ✍☞✏✑✒✓✥☞✘☛✑✏☛☞✒✜ ✖☛✔✖☛ ✢
❉✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺◗ ✢✺✬ ✗☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧

DFn
✑✚ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✚✑✏☛✖☞✖ ✢ ✣✘✒✖ ✒✖ ✤☛✏✘✍✤✖

☞✘☛ ✎✑✖☞ ✔✍☞✛✏✍✦ ★✍✏✒✍✔☞ ✑✚ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
Fn

✑✚ ✛✔✓✒✏☛✜☞☛✓ ✚✑✏☛✖☞✖ ✢ ✸☛ ✏☛★✒☛✗ ☞✘☛
✎ ✍✒✔ ✏☛✖✛ ✦☞✖ ✍✌✑✛☞

DFn ✮ ☞✘☛✖☛ ✏☛✖✛ ✦☞✖ ✍✏☛ ✓✛☛ ☞✑ ✟✑✖ ✦✑★ ✱✳✴✵ ✢ ✪ ✑✖☞ ✔✑☞✍✌✦✫✬
DFn

✒✖
★☛✏☞☛✧✥✓☛✜✑✎✤✑✖✍✌✦☛ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔

n− 2 ✢
▼✔✑☞✘☛✏ ★✍✏✒✍✔☞ ✒✖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧

DAcyn
✑✚ ✍✜✫✜✦✒✜ ✓✒✩✏✍✤✘✖ ✢ ❉✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺◗ ✢❊ ✬

✗☛ ✦✒✖☞ ✖✑✎ ☛ ✒✎✤✑✏☞✍✔☞ ✏☛✖✛✦☞✖ ✍✌✑✛☞
DAcyn

✓✛☛ ☞✑ ✰✶ ✷✏✔☛✏ ✍✔✓ ✸☛✦✙☛✏ ✱✺✴✵ ✍✔✓
✓✛✦☞✎ ✍✔ ✱◗✲✵ ✢ ✣✘☛ ✎ ✍✒✔ ✏☛✖✛✦☞ ✒✖ ☞✘✍☞

DAcyn
✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✖✤✘☛✏☛ ✑✚

✓✒✎☛✔✖✒✑✔
n− 2 ✢ � ✖✒✔✩ ☞✘☛ ☞✘☛✑✏✫ ✓☛★☛✦✑✤☛✓ ✒✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✻ ✢❊ ✬ ✗☛ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞

DAcyn✘✍✖ ✍ ★☛✏☞☛✧✥✓☛✜✑✎✤✑✖✍✌✦☛
(n− 2)

✥✖✙☛✦☛☞✑✔ ✢
❉✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺◗ ✢✻ ✬ ✗☛ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧

DBn
✑✚ ✌✒✤✍✏☞✒☞☛ ✓✒✩✏✍✤✘✖ ✑✔

n★☛✏☞✒✜☛✖ ✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍✔
(n− 2)

✥✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔✍✦ ✖✤✘☛✏☛ ✍✔✓ ✘✍✖ ✍ ★☛✏☞☛✧✥
✓☛✜✑✎✤✑✖✍✌✦☛

(n − 2)
✥✖✙☛✦☛☞✑✔ ✢ ❉✔ ✍✓✓✒☞✒✑✔ ✬ ✗☛ ✩✒★☛ ✍ ✓✒✏☛✜☞ ✤✏✑✑✚ ☞✘✍☞

DBn
✒✖

✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑
DAcyn ✢

❉✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺◗ ✢✒ ✬ ✗☛ ✤✏✑ ✜☛☛✓ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
DGrn,p

✑✚ ✓✒✩✏✍✤✘✖ ✑✔
n

★☛✏☞✒✜☛✖
☞✘✍☞ ✍✏☛ ✩✏✍✓☛✓ ✎✑✓✛✦✑

p
✬ ☞✘☛ ✎✑✖☞ ✒✎✤✑✏☞✍✔☞ ✖✤☛✜✒✍✦ ✜✍✖☛ ✌ ☛✒✔✩

DGrn = DGrn,n+1 ✢✼✔☛ ✎✍✫ ★✒☛✗ ☞✘☛ ☞✗✑ ✖✤ ☛✜✒✍✦ ✜✍✖☛✖
DGrn

✍✔✓
DGrn,2

✍✖ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ★✍✏✒✍✔☞✖ ✑✚
Bn ✢ ✸☛

✖✘✑✗ ☞✘✍☞
DGrn,p

✒✖ ✹✯ ❉ ✑★☛✏ ☞✘☛ ✓✒✩✏✍✤✘✒✜ ✎✍☞✏✑✒✓ ◆✖☛☛ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✻ ✢✻❖ ✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖
☞✘✍☞ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✗☛✓✩☛ ✑✚ ✖✤✘☛✏☛✖ ✑✚ ✓✒✎☛✔✖✒✑✔

n− 2✍✔✓ ✘✍✖ ✍ ★☛✏☞☛✧✥✓☛✜✑✎✤✑✖✍✌ ✦☛
(n− 2)

✥✖✙☛✦☛☞✑✔ ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ✕✧ ✒✔✩
p

✬ ✗☛ ✓☛☞☛✏✎ ✒✔☛
☞✘☛ ☛✧✤✑✔☛✔☞✒✍✦ ✩☛✔☛✏✍☞✒✔✩ ✚✛✔✜☞✒✑✔ ✚✑✏ ☞✘☛ ✏☛✓✛✜☛✓ ✟✛✦☛✏ ✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☞✒✜ ✑✚

DGrn,p ✢
✸☛ ✍✦✖✑ ✜✑✎✤✛☞☛ ☞✘☛ ☛✧✤✑✔☛✔☞✒✍✦ ✩☛✔☛✏✍☞✒✔✩ ✚✛✔✜☞✒✑✔ ✚✑✏

χ̃(DGrn) ✢
✸ ✘☛✔ ✦✒✖☞✒✔✩ ✹✯❉ ✎✑✔✑☞✑✔☛ ✓✒✩✏✍✤✘ ✤✏✑✤☛✏☞✒☛✖ ✒✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✻ ✢✻ ✢❊ ✬ ✗☛ ☛✔✜✑✛✔☞☛✏☛✓

☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
DOACn

✑✚ ✓✒✩✏✍✤✘✖ ✑✔
n

★☛✏☞✒✜☛✖ ✗ ✒☞✘ ✔✑ ✔✑✔✥✍✦☞☛✏✔✍☞✒✔✩ ✜✒✏✜✛✒☞✖ ✢ ❉✔✹☛✜☞✒✑✔ ✺◗ ✢◗ ✬ ✗☛ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞ ☞✘ ✒✖ ✜✑✎✤✦☛✧ ✒✖ ✒✔✓☛☛✓ ✹✯❉ ✢
✺✲✻



✺✲✒ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟� ✡ � ✑✞ ✝☎✆✝✎ ✁✄✞✑✄✍ ✆✌ ☞✂ ☛☞✞✝✌ ✆✌ ✄✍ ✎ � ✑☎ ✄✞ ✆✑ ✆✝ ✁✞✄☎✂✌

✗ ✒✔✍✦✦✫✬ ✒✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺◗ ✢✴ ✬ ✗☛ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
DNOCyn

✑✚ ✓✒✩✏✍✤✘✖ ✑✔
n★☛✏☞✒✜☛✖ ✗ ✒☞✘✑✛☞ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✜✫✜✦☛✖ ✑✚ ✑✓✓ ✦☛✔✩☞✘ ✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✗☛✓✩☛ ✑✚

✖✤✘☛✏☛✖ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
2n − 3 ✢ ✣✘☛ ✟✛✦☛✏ ✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☞✒✜ ✒✖ ✬ ✛✤ ☞✑ ✖✒✩✔ ✬ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✍✖

✚✑✏
Bn ✢

✘✂ ✚✘ ✄ ✥✂✣✥✁✣✢ ✄✦✂✣✪✁✪

✣✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ✏☛✖✛✦☞ ✒✖ ✍ ✖✦✒✩✘☞ ✩☛✔☛✏✍✦✒✖✍☞✒✑✔ ✑✚ ✍ ✏☛✖✛✦☞ ✓✛☛ ☞✑ ✟✑✖ ✦✑★ ✱✳✴✵ ✍✌✑✛☞☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
DFn

✑✚ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✚✑✏☛✖☞✖ ✑✔
n

★☛✏☞✒✜☛✖ ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✗ ✳✱ ❄✿●

D ❅✿ ❆ ❁❄❑ ❏❆✽ ■ ❂❅ ●■ ✿ ■✿❏●✿✚ ✾✿●
[n] ❊ ✂ ✾✾❀❇ ✿ ●■ ❆●

U
❄✾ ❆ ■✿❏●✿✚

✾✿● ❑ ❄●■ ●■ ✿ ✽ ❏❂✽ ✿❏●● ●■ ❆●P ❈ ❂❏ ✿❆❆■
v ∈ [n] \ U P ●■ ✿❏✿ ❄✾ ❆

u ∈ U
✾❀❆■ ●■ ❆●

uv ∈ D ❊❋■ ✿❅
DFn(D)

❄✾
V D(n− 1 − |U |) ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✸✏✒☞☛
W = [n] \U ✢ ✡☛☞

Y ✌☛ ☞✘☛ ✖☛☞ ✑✚ ☛✓✩☛✖
ab ∈ D ✗✒☞✘ ☞✘☛ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫ ☞✘✍☞

ab /∈ U ×W ✢ ✗✑✏ ☛✍✜✘
A ⊆ Y

✬ ✗☛ ✗✍✔☞ ☞✑ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞
ΣA = (DFn(D))(A, Y \ A)

✒✖
V D(n− 1 − |U |) ✮ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✒✖ ✔✑✔★✑✒✓ ✢✡☛☞

H ✌☛ ☞✘☛ ✓✒✩✏✍✤✘ ✗ ✒☞✘ ☛✓✩☛ ✖☛☞
A

✍✔✓ ✦☛☞
F1, . . . , Fk ✌☛ ☞✘☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓

✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✑✚
H

☞✘✍☞ ✓✑ ✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔ ✍✔✫ ☛✦☛✎ ☛✔☞ ✚✏✑✎
U ✢ ❉✚ k = 0

✬ ☞✘☛✔
H✜✑✔✖✒✖☞✖ ✑✚ ✍☞ ✎✑✖☞ |U | ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✍✔✓ ✘☛✔✜☛ ✘✍✖ ✍☞ ✦☛✍✖☞

n − |U | ☛✓✩☛✖ ✬ ✗✘✒✜✘
✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞

ΣA
✒✖
V D(n−1−|U |) ✢ ✼☞✘☛✏✗ ✒✖☛ ✬ ✦☛☞

ri ✌☛ ☞✘☛ ✏✑✑☞ ✑✚ ☞✘☛ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞
Fi

✚✑✏ ☛✍✜✘
i ✢ ✰✫ ✍✖✖✛✎✤☞✒✑✔ ✬ ✚✑✏ ☛✍✜✘

i
✬ ✖✑✎ ☛

ui ∈ U
✘✍✖ ☞✘☛ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫ ☞✘✍☞

uiri ∈ D ✢ ✗ ☛✕✔☛
Z = D ∩ (U ×W ) \ {uiri : i ∈ [1, k]}.

✗✑✏ ☛✍✜✘
B ⊆ Z

✬ ✦☛☞ ✛ ✖ ☛✧✍✎ ✒✔☛
ΣA(B,Z \B) ✮ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✒✖ ✔✑✔★✑✒✓ ✢✡☛☞

H ′ ✌☛ ☞✘☛ ✓✒✩✏✍✤✘ ✗ ✒☞✘ ☛✓✩☛ ✖☛☞
A ∪ B

✍✔✓ ✦☛☞ {Ft : t ∈ T } ✌☛ ☞✘☛ ✖☛☞ ✑✚
✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✒✔

H ′ ☞✘✍☞ ✓✑ ✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔ ✍✔✫ ☛✦☛✎ ☛✔☞ ✚✏✑✎
U ✮ T ⊆ [1, k] ✢

✓✑✗ ✬ ☛★☛✏✫ ✖☛☞ ✒✔
ΣA(B,Z \ B)

✒✖ ✑✚ ☞✘☛ ✚✑✏✎
A ∪ B ∪X ✬ ✗✘☛✏☛

X
✒✖ ✍ ✖✛✌✖☛☞ ✑✚

C = {utrt : t ∈ T } ✮ ✒✚ i /∈ T
✬ ☞✘☛✔

uri ∈ B
✚✑✏ ✖✑✎ ☛

u ∈ U ✢ ✼✔☛ ✏☛✍✓✒✦✫ ★☛✏✒✕☛✖
☞✘✍☞ ☛✍✜✘

utrt
✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔

ΣA(B,Z \ B)
✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞

ΣA(B,Z \ B)✒✖
V D(|A| + |B| + |C| − 1) ✢ ✹✒✔✜☛ ☛✍✜✘ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✒✔ ☞✘☛ ✓✒✩✏✍✤✘ ✗ ✒☞✘

☛✓✩☛ ✖☛☞
A ∪B ∪C ✜✑✔☞✍✒✔✖ ✖✑✎ ☛ ☛✦☛✎ ☛✔☞ ✚✏✑✎

U
✬ ✒☞ ✚✑ ✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞

ΣA(B,Z \B)
✒✖

V D(n− |U | − 1) ✢ ✓ ☛✔✜☛ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✌✫ ✡☛✎✎✍ ✴ ✢✺� ✢ �
▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ✱✗ ✳◆ ✴✄✮☎ ✼✮✶ ✽❁✿❂❃ ❄✿●

D ❅✿ ❆ ❁❄❑ ❏❆✽ ■ ❑ ❄●■ ■✿❏●✿✚ ✾✿●
[n] ❊ ▲❀✽✽ ❂✾✿

●■ ❆●
1i ∈ D

❈ ❂❏
i ∈ [2, n] ❊ ❋■ ✿❅

DFn(D)
❄✾
VD

❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅
n− 2 ❊ �

✸ ✒☞✘ ✍✖✖✛✎✤☞✒✑✔✖ ✍✖ ✒✔ ☞✘☛ ✜✑✏✑✦✦✍✏✫✬ ✟✑✖ ✦✑★ ✑✌✖☛✏★☛✓ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✟✛✦☛✏ ✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☞✒✜
✑✚

DFn(D)
☛❍✛✍✦✖ ◆✛✤ ☞✑ ✖✒✩✔ ❖ ☞✘☛ ✔✛✎✌☛✏ ✑✚ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ☞✏☛☛✖

T
✒✔
D ✗✒☞✘ ☞✘☛ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫

☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✔✑ ☛✓✩☛✖ ✑✚ ☞✘☛ ✚✑✏✎
1i

✒✔
T ✢ ✸☛ ✎ ✍✫ ☛✍✖✒✦✫ ✓☛✓✛✜☛ ☞✘✒✖ ✚✍✜☞ ✚✏✑✎

☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺◗ ✢✺✢ ▼ ✖ ✍✔ ✒✎✤✑✏☞✍✔☞ ✖✤ ☛✜✒✍✦ ✜✍✖☛ ✬ ✟✑✖ ✦✑★ ✓☛✓✛✜☛✓ ☞✘✍☞ ☞✘☛
✟✛✦☛✏ ✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☞✒✜ ✑✚

DFn
✒✖ −(1 − n)n−1 ✢



✟� ✡� ✡ ✁ ☎� ☎✝✑☎ ✎✑✁ ✞✄☎✂✌ ✺✲◗

✘✂ ✚✜ ✁✥✁✥★✥✥ ✢ ✥✄✂✂✤✄✪
✰✶✷✏✔☛✏ ✍✔✓ ✸☛✦✙☛✏ ✱✺✴✵ ✓☛☞☛✏✎ ✒✔☛✓ ☞✘☛ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☞✫✤☛ ✑✚ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧

DAcyn
✑✚

✍✜✫✜✦✒✜ ✓✒✩✏✍✤✘✖ ✑✔
n

★☛✏☞✒✜☛✖ ✢ ✸☛ ✩✒★☛ ✍✔ ✍✦☞☛✏✔✍☞✒★☛ ✤✏✑✑✚ ✒✔ ☞☛✏✎ ✖ ✑✚ ✓☛✜✒✖✒✑✔
☞✏☛☛✖ ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✗ ✳✲ ❖❂❏

n ≥ 1
P
DAcyn

❆❁❇ ❄●✾ ❆ ❁✿❆❄✾❄❂❅ ●❏✿✿ ❑ ❄●■ ❂❅✿ ✿■❆✾❄■✿ ❈ ❆❆✿ ❂❈
❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅

n − 2 ❊ � ✿❅❆✿
DAcyn

❄✾ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆ ✾✽ ■ ✿❏✿ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅
n− 2 ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✸☛ ✛✖☛ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔

n ✢ ✗✑✏
n = 1

✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
DAcy1 = {∅} ✮ ✍✖✥

✖✛✎☛ ☞✘✍☞
n > 1 ✢ ✔✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✕✏✖☞✥✘✒☞ ✓☛✜✑✎✤✑✖✒☞✒✑✔ ✑✚

DAcyn ✗✒☞✘ ✏☛✖✤☛✜☞
☞✑

(1n, 2n, . . . , (n−1)n) ✮ ✖☛☛ ✗ ☛✕✔✒☞✒✑✔ ◗ ✢❊✒ ✢ ✗✑✏
r ∈ [n−1]

✬ ✦☛☞
Ar = {in : i ∈ [r]} ✢✡☛☞

Σr = DAcyn({rn}, Ar−1)
✍✔✓

Σn = DAcyn(∅, An−1) ✢ ✸☛ ✗✍✔☞ ☞✑ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞
Σr✒✖ ✔✑✔☛★✍✖✒★☛ ✚✑✏

r 6= n− 1
✍✔✓ ☞✘✍☞

Σn−1 ∼ tn−2 ✢ ✰✫ ✡☛✎✎ ✍ ◗ ✢❊◗ ✬ ✒☞ ☞✘☛✔ ✚✑✦✦✑✗ ✖
☞✘✍☞

DAcyn ∼ tn−2 ✢
✔ ✦☛✍✏✦✫✬

ni
✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔

Σn
✚✑✏ ✍✔✫

i ✮ ✒✚ ✔✑ ☛✓✩☛✖ ✍✏☛ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ☞✑
n

✬ ☞✘☛✔
n

✜✍✔✔✑☞ ✌ ☛ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ✍ ✜✫✜✦☛ ✢ ❉✔ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺◗ ✢✒ ✌☛✦✑✗ ✬ ✗☛ ✗ ✒✦✦
✔☛☛✓ ☞✘☛ ✚✍✜☞ ☞✘✍☞ ✗☛ ✎ ✍✫ ✜✘✑✑✖☛

n(n − 1)
✍✖ ☞✘☛ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✢ ✗✑✏

r ≤ n − 1
✬ ✦☛☞

B = {ni : i ∈ [n− 1]} ✢ ✗✑✏ ☛✍✜✘
Z ⊆ B

✬ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
Σr,Z = Σr(Z,B \Z) ✢

❉✚ nr ∈ Z
✬ ☞✘☛✔

Σr,Z
✒✖ ★✑✒✓ ✮ (nr, rn)

✒✖ ✍ ✜✫✜✦☛ ✢ ❉✚ ni ∈ Z
✚✑✏ ✖✑✎☛

i 6= r
✬ ☞✘☛✔

ri
✒✖

✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔
Σr,Z ✮ ✗☛ ✍✦✏☛✍✓✫ ✘✍★☛ ✍ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✤✍☞✘ ✚✏✑✎

r
☞✑
i

★✒✍
n ✢

❉☞ ✏☛✎ ✍✒✔✖ ☞✑ ✜✑✔✖✒✓☛✏
Z = ∅ ✢ ❉✚ r 6= n− 1

✬ ☞✘☛✔
(r+ 1)n

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔
Σr,∅ ✮

n
✜✍✔✔✑☞ ✌☛ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ✍ ✜✫✜✦☛ ✖✒✔✜☛ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✔✑ ☛✓✩☛✖ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✚✏✑✎

n ✢ ▼ ✖ ✍
✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬

Σr ∼ 0
✒✚
r 6= n−1 ✌✫ ✡☛✎✎ ✍ ◗ ✢❊❊ ✮ Σr,Z ∼ 0

✚✑✏ ✍✦✦
Z ✢ ✗✑✏

r = n−1
✬

✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
Σn−1,∅ = {(n − 1)n} ∗ DAcyn−1 ✢ ✓ ✍✎ ☛✦✫✬ ✍ ✓✒✩✏✍✤✘

D
✜✑✔☞✍✒✔ ✒✔✩

(n−1)n ✌✛☞ ✔✑ ✑☞✘☛✏ ☛✓✩☛✖ ✒✔✜✒✓☛✔☞ ☞✑
n

✒✖ ✜✦☛✍✏✦✫ ✍✜✫✜✦✒✜ ✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚ ☞✘☛ ✓✒✩✏✍✤✘
✑✌☞✍✒✔☛✓ ✚✏✑✎

D ✌✫ ✏☛✎✑★✒✔✩ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧
n

✍✦✑✔✩ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ☛✓✩☛
(n− 1)n

✒✖ ✍✜✫✜✦✒✜ ✢✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✬
DAcyn−1 ∼ tn−3 ✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞

Σn−1 ∼ tn−2 ✮ Σn−1,Z ∼ 0
✒✚

Z 6= ∅ ✢ ✓☛✔✜☛ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✢ �

✫✬✭✮✯✭✰ ✱✗ ✳✙ ❖❂❏
n ≥ 1

P
H̃n−2(DAcyn; Z)

❄✾ ❑ ✿❅ ✿❏❆●✿❁ ❅● ●■ ✿ ❈ ❀❅❁❆❇ ✿❅●❆❏ ❆●❆❏✿
❂❈ ●■ ✿ ✾✽ ■ ✿❏✿

∆n = {∅, 12, 21} ∗ {∅, 23, 32} ∗ . . . {∅, (n− 1)n, n(n− 1)}.

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✸☛ ✍✤✤✦✫ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✒ ✢✺✳ ☞✑ ☞✘☛ ✓☛✜✒✖✒✑✔ ☞✏☛☛ ✓☛✕✔☛✓ ✒✔ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✥
✏☛✎ ✺◗ ✢✻ ✢ ✡☛☞

D ✌☛ ✍ ✓✒✩✏✍✤✘ ✗ ✒☞✘
n− 1

☛✓✩☛✖
e1, . . . , en−1

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
ei

✒✖ ☛✒☞✘☛✏
i(i+1)

✑✏
(i+1)i ✢ ✣✘✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞

D
✒✖ ✍ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛ ✑✚

∆n ✢ ✰✫ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✒ ✢✺✳ ✬
✒☞ ✖✛✖ ✜☛✖ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞

D
✒✖ ✎ ✍☞✜✘☛✓ ✗ ✒☞✘ ✍ ✖✎ ✍✦✦☛✏ ✓✒✩✏✍✤✘ ✒✔ ☞✘☛ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩

✒✔✓✛✜☛✓ ✌✫ ☞✘☛ ✓☛✜✒✖✒✑✔ ☞✏☛☛ ✛✔✦☛✖✖
D

✒✖ ☞✘☛ ✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✓✒✩✏✍✤✘
Dn ✗✒☞✘ ☛✓✩☛ ✖☛☞

{i(i+ 1) : i ∈ [n− 1]} ✢
✗ ✒✏✖☞ ✬ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞

en−1 = n(n − 1) ✢ ✸ ✒☞✘ ✔✑☞✍☞✒✑✔ ✍✖ ✒✔ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✥
✏☛✎ ✺◗ ✢✻ ✬

D ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑
Σn ✢ ❉✔ ☞✘✒✖ ✦✒✚☞☛✓ ✜✑✎✤✦☛✧ ✬

n(n− 1)
✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✬ ✗✘✒✜✘



✺✲✴ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟� ✡ � ✑✞ ✝☎✆✝✎ ✁✄✞✑✄✍ ✆✌ ☞✂ ☛☞✞✝✌ ✆✌ ✄✍ ✎ � ✑☎ ✄✞ ✆✑ ✆✝ ✁✞✄☎✂✌

✎☛✍✔✖ ☞✘✍☞ ✗☛ ✎ ✍✫ ✓☛✕✔☛ ✍ ✤☛✏✚☛✜☞ ✎✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔
Σn ✌✫ ✍✓✓✒✔✩ ✍✔✓ ✓☛✦☛☞✒✔✩

n(n−1) ✢
❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬ ✗ ✒☞✘ ☞✘✒✖ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✜✘✑✖☛✔ ✬

D
✒✖ ✎ ✍☞✜✘☛✓ ✗ ✒☞✘ ✍ ✖✎✍✦✦☛✏ ✓✒✩✏✍✤✘ ✢✹☛✜✑✔✓ ✬ ✍✖✖✛✎☛ ☞✘✍☞

en−1 = (n − 1)n ✢ ✣✘☛✔
D ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑

Σn−1,∅ = {(n −
1)n}∗DAcyn−1 ✢ ✰✫ ✍✔ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✍✏✩✛✎ ☛✔☞ ✬

D− (n−1)n
✒✖ ✎ ✍☞✜✘☛✓ ✗ ✒☞✘ ✍ ✖✎ ✍✦✦☛✏

✓✒✩✏✍✤✘ ✒✔
DAcyn−1

✛✔✦☛✖✖
D− (n−1)n = Dn−1

◆✒ ✢☛ ✢✬ D = Dn
❖ ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬

☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✒✖ ☞✏✛☛ ✚✑✏
D

✒✔
Σn−1,∅

✬ ✗✘✒✜✘ ✜✑✔✜✦✛✓☛✖ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✢ �

✓✛✦☞✎ ✍✔ ✩☛✔☛✏✍✦✒✖☛✓ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺◗ ✢✻ ☞✑ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✑✚
DAcyn

❋
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✗ ✳✗ ✴�✁ ✼✖✰✷✸ ✽✗✾❂❃ ❄✿●

D ❅✿ ❆ ❁❄❑ ❏❆✽ ■ ❊ ❈❈ ✿■✿❏● ❆❂❅❅✿❆●✿❁ ❆❂❇✽ ❂❃
❅✿❅● ❄❅

D
❄✾ ✾●❏❂❅❑ ❏● ❆❂❅❅✿❆●✿❁ ☎❂❏ ❆❅ ❄✾❂❏❆●✿❁ ■✿❏●✿✚✞ P ●■ ✿❅

DAcyn(D)
❄✾ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ●

✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆ ✾✽ ■ ✿❏✿ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅
n− c(D)− 1

P ❑■ ✿❏✿
c(D)

❄✾ ●■ ✿ ❅❀❇❅✿❏ ❂❈ ❆❂❅❃
❅✿❆●✿❁ ❆❂❇✽ ❂❅✿❅●✾ ❄❅

D ❊ ✁●■ ✿❏❑ ❄✾✿P
DAcyn(D)

❄✾ ❆ ❆❂❅✿❊ �

✹✒✔✜☛ ☛✍✜✘ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✔✑✔✚✍✜☛ ✑✚
DAcyn

✒✖ ✍ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✜✫✜✦☛ ✬ ✗✘✒✜✘ ✒✖ ✜✦☛✍✏✦✫ ✒✖☞✘✎✛✖✥
✚✏☛☛ ✬

DAcyn
✒✖ ✯ ❉ ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✺✻ ✢✕ ✍✤✤✦✒☛✖ ❋

▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ✱✗ ✳✿ ❖❂❏ ✿❆❆■ ❁❄❑ ❏❆✽ ■
D

❂❅
n

■✿❏●❄❆✿✾P
DAcyn(D)

❄✾
V D(n−c(D)−1) ❊

�

✸☛ ✑✌☞✍✒✔ ✍ ✜✦✑✖✛✏☛ ✑✤ ☛✏✍☞✑✏
f

✑✔
P (DAcyn) ✌✫ ✍✓✓✒✔✩ ☞✘☛ ☛✓✩☛

ij ✗✘☛✔☛★☛✏ ☞✘☛✏☛
✒✖ ✍ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✤✍☞✘ ✚✏✑✎

i
☞✑
j ✢ ✰✶ ✷✏✔☛✏ ✍✔✓ ✸☛✦✙☛✏ ✱✺✴✵ ☛✧✍✎ ✒✔☛✓ ✒✔☞☛✏★✍✦✖ ✒✔ ☞✘☛

✏☛✖✛ ✦☞✒✔✩ ✤✑✖☛☞
f(P (DAcyn)) ✮ ☞✘ ✒✖ ✤✑✖☛☞ ✒✖ ✒✖✑✎✑✏✤✘✒✜ ☞✑ ☞✘☛ ✤✑✖☛☞ ✑✚ ✍✦✦ ✤✑✖☛☞✖ ✑✔

n
☛✦☛✎☛✔☞✖ ✬ ☞✘☛ ✍✔☞✒✜✘✍✒✔ ☛✧✜✦✛✓☛✓ ✢

✘✂ ✚✙ ✂ ✥✤✂✂✁ ✥✁✣ ✢ ✥✄✂✂✤✄✪
✌☛✜✍✦✦ ☞✘✍☞

DBn
✒✖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✓✒✩✏✍✤✘✖ ✑✔

n
★☛✏☞✒✜☛✖ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫ ☞✘✍☞

☛✍✜✘ ★☛✏☞☛✧ ✘✍✖ ☛✒☞✘☛✏ ✖☛✏✑ ✑✛☞✓☛✩✏☛☛ ✑✏ ✖☛✏✑ ✒✔✓☛✩✏☛☛ ✮ ✒✚
ij ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑ ✍ ✩✒★☛✔

✓✒✩✏✍✤✘ ✒✔
DBn

✬ ☞✘☛✔ ☞✘☛ ✓✒✩✏✍✤✘ ✜✑✔☞✍✒✔ ✖ ✔✑ ☛✓✩☛
jk

✖☞✍✏☞✒✔✩ ✒✔
j

✍✔✓ ✔✑ ☛✓✩☛
ki☛✔✓✒✔✩ ✒✔

i ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✗ ✳❁ ❖❂❏

n ≥ 1
P

DBn
❄✾
V D+(n − 2)

❆❅❁ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆
✾✽ ■ ✿❏✿ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅

n− 2 ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✡☛☞

Y = {ni : i ∈ [1, n − 1]} ✢ ✗✑✏ ☛✍✜✘
A ⊆ Y

✬ ✗☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫
ΣA = DBn(A, Y \ A) ✢ ✗ ✒✏✖☞ ✬ ✔✑☞☛ ☞✘✍☞

ΣY = {Y } ✢ ✓✍✎ ☛✦✫✬ ✌✫ ✜✑✔✖☞✏✛✜☞✒✑✔ ✬ ✍
✓✒✩✏✍✤✘ ✒✔

ΣY
✎✛✖☞ ✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔ ✍✔✫ ☛✓✩☛ ✖☞✍✏☞✒✔✩ ✒✔ ✍ ★☛✏☞☛✧ ✒✔

[1, n− 1]
✬ ✍✔✓ ✍✦✦

✏☛✎ ✍✒✔✒✔✩ ☛✓✩☛✖ ✘✍★☛ ☞✘✒✖ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫✢
❉☞ ✏☛✎ ✍✒✔✖ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞

ΣA
✒✖
V D(n − 2)

✍✔✓ ✔✑✔☛★✍✖✒★☛ ✗✘☛✔☛★☛✏
A $ Y ✢

✗ ✒✏✖☞ ✬ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✜✍✖☛
A = ∅ ✢ ✡☛☞

Z ✌☛ ☞✘☛ ✖☛☞ ✑✚ ✍✦✦ ☛✓✩☛✖ ✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩ ☞✘☛
★☛✏☞☛✧

n ✢ ✗✑✏ ☛✍✜✘
B ⊆ Z

✬ ✗☛ ✗✍✔☞ ☞✑ ☛✧✍✎ ✒✔☛
Σ∅(B,Z \ B) ✢ ✡☛☞

U ✌☛ ☞✘☛ ✖☛☞
✑✚ ★☛✏☞✒✜☛✖

u
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

B
✜✑✔☞✍✒✔✖ ✔✑ ☛✓✩☛ ✑✚ ☞✘☛ ✚✑✏✎

vu ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ☛✓✩☛
un✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✗✘☛✔☛★☛✏

u ∈ U ✮ ☞✘☛ ✒✔✓☛✩✏☛☛ ✑✚
u

✍✔✓ ☞✘☛ ✑✛☞✓☛✩✏☛☛ ✑✚
n

✏☛✎✍✒✔
✖☛✏✑ ✒✚

un
✒✖ ✍✓✓☛✓ ✢ ✟✍✜✘ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✑✚ ☞✘☛ ✓✒✩✏✍✤✘

D
✑✔

[1, n− 1] ✗✒☞✘
☛✓✩☛ ✖☛☞

B
✘✍✖ ✍☞ ✦☛✍✖☞ ✑✔☛ ☛✦☛✎ ☛✔☞ ✒✔

U ✮ ☞✘✛✖
Σ∅(B,Z \B)

✘✍✖ ✍☞ ✦☛✍✖☞
c(D)

✜✑✔☛



✟� ✡✠ ✡ � ✑☎ ✄✞ ✆✑ ✆✝ ✎✑✁ ✞✄☎✂✌ ✺✲✳

✤✑✒✔☞✖ ✢ ✹✒✔✜☛ |B| ≥ n − 1 − c(D)
✬ ✒☞ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞

Σ∅(B,Z \ B)
✒✖
V D(n − 2)

✍✔✓
✔✑✔☛★✍✖✒★☛ ✢

✓☛✧☞ ✬ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞
A 6= ∅ ✢ ✡☛☞

T ✌☛ ☞✘☛ ✖☛☞ ✑✚ ★☛✏☞✒✜☛✖
t
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

nt ∈ A
✍✔✓

✦☛☞
Z ✌☛ ☞✘☛ ✖☛☞ ✑✚ ☛✓✩☛✖ ✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧

n
✑✏ ✍✔✫ ★☛✏☞☛✧ ✚✏✑✎

T ✢ ✡☛☞
B ⊆ Z

✍✔✓ ✜✑✔✖✒✓☛✏
ΣA(B,Z \ B) ✢ ✡☛☞

W ✌☛ ☞✘☛ ✖☛☞ ✑✚ ★☛✏☞✒✜☛✖
w

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
B✜✑✔☞✍✒✔✖ ✔✑ ☛✓✩☛ ✑✚ ☞✘☛ ✚✑✏✎

vw ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ☛✓✩☛
wt

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✗✘☛✔☛★☛✏
t ∈ T

✍✔✓
w ∈ W ✮ ☞✘☛ ✒✔✓☛✩✏☛☛ ✑✚

w
✍✔✓ ☞✘☛ ✑✛☞✓☛✩✏☛☛ ✑✚

t
✏☛✎ ✍✒✔ ✖☛✏✑ ✒✚

wt
✒✖

✍✓✓☛✓ ✢ ✟✍✜✘ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✑✚ ☞✘☛ ✓✒✩✏✍✤✘
D

✑✔
[1, n− 1] \ T ✗✒☞✘ ☛✓✩☛ ✖☛☞

B
✘✍✖ ✍☞ ✦☛✍✖☞ ✑✔☛ ☛✦☛✎ ☛✔☞ ✒✔

W ✮ ☞✘✛✖
ΣA(B,Z \ B)

✘✍✖ ✍☞ ✦☛✍✖☞ |T | · c(D)
✜✑✔☛

✤✑✒✔☞✖ ✢ ✹✒✔✜☛ |B| ≥ n− 1 − |T | − c(D)
✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

|A| + |B| + |T | · c(D) ≥ n− 1 − c(D) + |T | · c(D) ≥ n− 1.

▼✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬
ΣA(B,Z \B)

✒✖
V D(n− 2)

✬ ✗✘✒✜✘ ✜✑✔✜✦✛✓☛✖ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✢ �

✣✘☛✑✏☛✎ ✖ ✺◗ ✢✻ ✍✔✓ ✺◗ ✢✳ ✒✎✤✦✫ ☞✘✍☞
DBn

✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
DAcyn

✑✚ ✍✜✫✜✦✒✜ ✓✒✩✏✍✤✘✖ ✑✔
n

★☛✏☞✒✜☛✖ ✢ ✣✘✒✖ ✒✖ ✔✑ ✜✑✒✔✜✒✓☛✔✜☛ ✢ ✹✤ ☛✜✒✕ ✜✍✦✦✫✬ ✗☛
✑✌☞✍✒✔ ✍ ✜✑✦✦✍✤✖☛ ✚✏✑✎

DAcyn
☞✑

DBn
✒✔ ☞✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ✎ ✍✔✔☛✏ ✢ ✗✑✏ ☛✍✜✘ ✤✑✖☛☞

P✑✔ ☞✘☛ ✖☛☞
[n]

✬ ✓☛✕✔☛ F(P )
✍✖ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✓✒✩✏✍✤✘✖

D ∈ DAcyn
✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☞✘☛

✍✖✖✑ ✜✒✍☞☛✓ ✤✑✖☛☞
P (D)

✜✑✒✔✜✒✓☛✖ ✗ ✒☞✘
P ✮ ☞✘✛✖

x ≤ y
✒✔
P

✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚ ☞✘☛✏☛ ✒✖
✍ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✤✍☞✘ ✚✏✑✎

x
☞✑
y

✒✔
D ✢ ❉☞ ✒✖ ☛✍✖✫ ☞✑ ✖☛☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✔ ✦✛✖☞☛✏ ✡☛✎✎✍ ✒ ✢❊✍✤✤✦✒☛✖ ✢ ✡☛☞

P ✌☛ ✍ ✤✑✖☛☞ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ☛✧ ✒✖☞✖ ✍ ✜✘✍✒✔
x < y < z ✢ ✣✘☛✔

xz
✒✖ ✍

✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔ F(P ) ✢ ✓☛✔✜☛
DAcyn

✒✖ ✜✑✦✦✍✤ ✖✒✌✦☛ ☞✑ ☞✘☛ ✛✔✒✑✔ ✑✚ ✍✦✦ F(P )
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

P
✓✑☛✖ ✔✑☞ ✘✍★☛ ✍✔✫ ✜✘✍✒✔

x < y < z ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬ ☞✘✒✖ ✛✔✒✑✔ ✒✖ ☛✧✍✜☞✦✫
DBn

✬ ✍✔✓ ✗☛
✍✏☛ ✓✑✔☛ ✢ ✌☛✖☞✏✒✜☞✒✔✩ ☞✑ ✤✑✖☛☞✖ ✗ ✒☞✘ ✔✑ ✜✘✍✒✔ ✑✚ ☛✓✩☛ ✦☛✔✩☞✘ ✍✌✑★☛ k ✬ ✑✔☛ ✤✏✑★☛✖
☞✘☛ ✚✑ ✦✦✑✗ ✒✔✩ ✏☛✖✛✦☞ ✒✔ ☛✧✍✜☞✦✫ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✎ ✍✔✔☛✏ ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✗ ✳✘ ❖❂❏

n ≥ 1
❆❅❁

1 ≤ k ≤ n − 1
P ●■ ✿ ❆❂❇✽ ❏✿✚

DAcyn,k
❂❈ ❆❆●❆❏❄❆

❁❄❑ ❏❆✽ ■✾ ❑ ❄●■ ❅❂ ❁❄❏✿❆●✿❁ ✽ ❆●■ ❂❈ ✿❁❑ ✿ ❏✿❅❑ ●■
k + 1

☎❄❊✿ ❊P ■✿❏●✿✚ ❏✿❅❑ ●■
k + 2✞ ❄✾

■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆ ✾✽ ■ ✿❏✿ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅
n− 2 ❊ �

✔✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✚✍✜☛ ✤✑✖☛☞
P (DBn) ✢ ✸☛ ✑✌☞✍✒✔ ✍ ✜✦✑✖✛✏☛ ✑✤ ☛✏✍☞✑✏

f
✑✔

P (DBn) ✌✫✓☛✕✔✒✔✩

f(D) = {xy : xz ∈ D
✚✑✏ ✖✑✎ ☛

z
✍✔✓

wy ∈ D
✚✑✏ ✖✑✎ ☛

w}.
✰✫ ✔ ✦✑ ✖✛✏☛ ✡☛✎✎✍ ✴ ✢✺✬ ☞✘☛ ✑✏✓☛✏ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ☞✘☛ ✏☛✖✛✦☞✒✔✩ ✤✑✖☛☞

Qn = f(P (DBn))✘✍✖ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☞✫✤☛ ✍✖
DBn ✢ ✸☛ ✎ ✍✫ ✒✓☛✔☞✒✚✫ ✍ ✓✒✩✏✍✤✘

D
✒✔
Qn ✗✒☞✘ ☞✘☛

✤✍✒✏
(X,Y )

✬ ✗✘☛✏☛
X

✒✖ ☞✘☛ ✖☛☞ ✑✚ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✒✔
D ✗✒☞✘ ✍☞ ✦☛✍✖☞ ✑✔☛ ✑✛☞✩✑✒✔✩ ☛✓✩☛ ✍✔✓

Y
✒✖ ☞✘☛ ✖☛☞ ✑✚ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✗ ✒☞✘ ✍☞ ✦☛✍✖☞ ✑✔☛ ✒✔✩✑✒✔✩ ☛✓✩☛ ✢ ▼ ✖ ✒☞ ☞✛✏✔✖ ✑✛☞ ✬

Qn
✒✖ ☞✘☛ ✚✍✜☛

✤✑✖☛☞ ✑✚ ✍ ✜☛✏☞✍✒✔ ✜☛✦✦ ✜✑✎✤✦☛✧ ✢ ✣✘✒✖ ✜✑✎✤✦☛✧ ✍✤✤☛✍✏✖ ✒✔ ☞✘☛ ✗✑✏✙ ✑✚ ✰✍✌✖✑✔ ✍✔✓
✟✑✖ ✦✑★ ✬ ✗✘✑ ✓☛✎✑✔✖☞✏✍☞☛✓ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✜✑✒✔✜✒✓☛✖ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ✌✑✛✔✓✍✏✫ ✜✑✎✤✦☛✧
✑✚ ✍ ✜✑✔★☛✧ ✤✑✦✫☞✑✤ ☛ ✱✒ ✬ �✒ ✢❊✵ ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞ ☞✘ ✒✖ ✫✒☛✦✓✖ ✫☛☞ ✍✔✑☞✘☛✏ ✤✏✑✑✚ ☞✘✍☞

DBn
✒✖

✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✖✤✘☛✏☛ ✢



✺✲✕ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟� ✡ � ✑✞ ✝☎✆✝✎ ✁✄✞✑✄✍ ✆✌ ☞✂ ☛☞✞✝✌ ✆✌ ✄✍ ✎ � ✑☎ ✄✞ ✆✑ ✆✝ ✁✞✄☎✂✌

✘✂ ✚� � ✂✂✢✣✢ ✢ ✥✄✂✂✤✄✪

✸☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
DGrn,p

✑✚ ✓✒✩✏✍✤✘✖ ✑✔
n

★☛✏☞✒✜☛✖ ☞✘✍☞ ✍✏☛ ✩✏✍✓☛✓ ✎✑✓✛✦✑
p ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✗ ✳✾ ❖❂❏ ✿❆❆■

n ≥ 1
❆❅❁

p ≥ 2
P ●■ ✿ ❆❂❇✽ ❏✿✚

DGrn,p
❄✾ ▲❇❈ ❂■✿❏ ●■ ✿

❁❄❑ ❏❆✽ ■ ❄❆ ❇❆●❏❂❄❁
M→
n ❊ ❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P

DGrn,p
❄✾
V D+(n− 2)

❆❅❁ ■ ✿❅❆✿ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ●
✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈ ✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅

n− 2 ❊
✛ ✿❇❆❏❉ ❊ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞

DGrn,n+1 = DGrn ✢
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✣✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞

DGrn,p
✒✖ ✯ ❉ ✬ ✦☛☞

D ✌☛ ✍ ✓✒✖✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✓✒✩✏✍✤✘ ✒✔
DGrn,p

✍✔✓
✦☛☞

e = uw /∈ D ✌☛ ✍✔ ☛✓✩☛ ✶ ✑✒✔✒✔✩ ☞✗✑ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✒✔
D ✮ ✦☛☞

U
✍✔✓

W
✌☛ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞✖ ✑✚ ☞✘☛✖☛ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✮ u ∈ U

✍✔✓
w ∈ W ✢ ✡☛☞

f : [n] → [0, p− 1]
✌☛ ✍

p
✥✩✏✍✓✒✔✩ ✑✚

D
✬ ✎ ☛✍✔✒✔✩ ☞✘✍☞

(f(b)−f(a)) mod p = 1 ✗✘☛✔☛★☛✏
ab ∈ D ✢ ✹✒✔✜☛

✔✑ ☛✓✩☛✖ ✒✔
D

✘✍★☛ ✑✔☛ ☛✔✓✤✑✒✔☞ ✒✔
W

✍✔✓ ✍✔✑☞✘☛✏ ☛✔✓✤✑✒✔☞ ✒✔
[n] \W ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ✬

✚✑✏ ☛✍✜✘ ✒✔☞☛✩☛✏
i
✬ ☞✘✍☞

fi
✒✖ ✍

p
✥✩✏✍✓✒✔✩ ✑✚

D
✬ ✗✘☛✏☛

fi(v) =

{

f(v)
✒✚
v /∈ W ;

(f(v) + i) mod p
✒✚
v ∈ W.

❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬
fx

✒✖ ✍
p
✥✩✏✍✓✒✔✩ ✑✚

D
✬ ✗✘☛✏☛

x = 1 + f(u) − f(w) ✢ ✹✒✔✜☛

fx(w) − fx(u) ≡ (f(w) + 1 + f(u) − f(w)) − f(u) ≡ 1 (mod p),

✒☞ ✚✑ ✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞
D + e ∈ DGrn,p

✍✔✓ ✘☛✔✜☛ ☞✘✍☞
DGrn,p

✒✖ ✯ ❉ ✢
✣✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞

DGrn,p
✒✖ ✹✯❉ ✬ ✦☛☞

D ∈ DGrn,p
✍✔✓ ✦☛☞

e = uw /∈ D ✌☛ ✍✔ ☛✓✩☛
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

c(D) = c(D + e) ✢ ✡☛☞
W ✌☛ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞ ✑✚ ☞✘☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞

✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩
e ✢ ✡☛☞

f ✌☛ ✍
p
✥✩✏✍✓✒✔✩ ✑✚

D ✢ ✼✔☛ ✏☛✍✓✒✦✫ ★☛✏✒✕☛✖ ☞✘✍☞ ✒✚
g

✒✖ ✍✔✑☞✘☛✏
p
✥✩✏✍✓✒✔✩ ✑✚

D
✬ ☞✘☛✔

(g(x)−f(x)) mod p
✒✖ ✜✑✔✖☞✍✔☞ ✑✔

W ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬
e

✒✖ ✍
✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔

lkDGrn,p
(D)

✒✚
(f(w)−f(u)) mod p = 1

✍✔✓ ✔✑☞ ✤✏☛✖☛✔☞ ✒✔
lkDGrn,p

(D)✒✚
(f(w) − f(u)) mod p 6= 1 ✢ ✣✘✛✖

DGrn,p
✒✖ ✹✯❉ ✬ ✗✘✒✜✘ ✜✑✔✜✦✛✓☛✖ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✢ �

✹✍✫ ☞✘✍☞ ✍ ✖✛✌✖☛☞
X

✑✚
[p]

✒✖ ✾✽ ❆❏✾✿ ❇ ❂❁❀ ❏❂
p

✒✚ ✬ ✗✘☛✔☛★☛✏
x ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑

X
✬ ☞✘☛ ☞✗✑

☛✦☛✎ ☛✔☞✖
(x− 1) mod p

✍✔✓
(x+ 1) mod p

✓✑ ✔✑☞ ✌ ☛✦✑✔✩ ☞✑
X ✢

✫✬✭✮✯✭✰ ✱✗ ✳✱☎ ❖❂❏
n ≥ 1

❆❅❁
p ≥ 2

P ❏✿●
an,p ❅✿ ●■ ✿ ❅❀❇❅✿❏ ❂❈ ❈ ❀❅❆●❄❂❅✾

f :
[n] → [0, p− 1]

✾❀❆■ ●■ ❆●
f([n])

❄✾ ✾✽ ❆❏✾✿ ❇ ❂❁❀ ❏❂
p ❊ ❋■ ✿❅

Bp(x) :=
∑

n≥1

χ̃(DGrn,p)
xn

n!
= 1 − (1 +Ap(x))

1/p,

❑■ ✿❏✿
Ap(x) =

∑

n≥1 an,px
n/n! ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✔✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✖✛✎

Hp(x) =
∑

n≥1

xn

n!

∑

f :[n]→[0,p−1]

∑

D∼f
(−1)|D|+1; ◆✺◗ ✢✺❖



✟� ✡� ✡ ✁✞✄✎✝✎ ✎✑✁✞✄☎✂✌ ✺✲✲

✣✍✌✦☛ ✺◗ ✢✺ ❋
Ap(x)

✍✔✓
Bp(x)

✒✔ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺◗ ✢✺� ✚✑✏ ✖✎ ✍✦✦ ★✍✦✛☛✖ ✑✔
p ✢

p Ap(x) Bp(x)

2 2ex − 2 1 − (2ex − 1)1/2

3 3ex − 3 1 − (3ex − 2)1/3

4 2e2x − 2 1 − (2e2x − 1)1/4

5 5e2x − 5ex 1 − (5e2x − 5ex + 1)1/5

6 2e3x + 3e2x − 6ex + 1 1 − (2e3x + 3e2x − 6ex + 2)1/6

7 7e3x − 7e2x 1 − (7e3x − 7e2x + 1)1/7

8 2e4x + 8e3x − 16e2x + 8ex − 2 1 − (2e4x + 8e3x − 16e2x + 8ex − 1)1/8

9 9e4x − 6e3x − 9e2x + 9ex − 3 1 − (9e4x − 6e3x − 9e2x + 9ex − 2)1/9

D ∼ f
✎☛✍✔✖ ☞✘✍☞

f
✒✖ ✍

p
✥✩✏✍✓✒✔✩ ✑✚

D
✍✔✓ |D| ✒✖ ☞✘☛ ✔✛✎✌☛✏ ✑✚ ☛✓✩☛✖ ✒✔

D ✢ ❉✚ f✒✖ ✔✑☞ ✖✤✍✏✖☛ ✬ ☞✘☛✔ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ★☛✏☞✒✜☛✖
x

✍✔✓
y

✖✍☞✒✖✚✫ ✒✔✩
f(y) ≡ f(x) + 1 (mod p) ✢

❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬
(D + xy) ∼ f

✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚
(D − xy) ∼ f ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬

∑

D∼f (−1)|D|+1 ☛❍✛✍✦✖ ✖☛✏✑ ✒✔ ☞✘ ✒✖ ✜✍✖☛ ✢ ❉✚ f([n])
✒✖ ✖✤✍✏✖☛ ✎✑✓✛✦✑

p
✬ ☞✘☛✔

D ∼ f✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚
D

✒✖ ☛✎✤☞✫✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞ ∑
D∼f (−1)|D|+1 = −1 ✢ ✸☛ ✜✑✔✜✦✛✓☛

☞✘✍☞
Hp(x) = −Ap(x) ✢

✓✑✗ ✬ ✍ ✓✒✩✏✍✤✘
D ∈ DGrn,p ✗✒☞✘

c
✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✍✤✤☛✍✏✖ ☛✧✍✜☞✦✫

pc☞✒✎ ☛✖ ✒✔ ☞✘☛ ✖✛✎ ◆✺◗ ✢✺❖ ✢ ✓✍✎ ☛✦✫✬ ✦☛☞
U ✌☛ ✍ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞ ✑✚ ✖✒✖☛

c ✗✒☞✘ ✑✔☛ ☛✦☛✎ ☛✔☞
✚✏✑✎ ☛✍✜✘ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✒✔

D ✢ ✣✘☛✔ ☞✘☛ ✏☛✖☞✏✒✜☞✒✑✔ ✑✚
f

☞✑
U

✛✔✒❍✛☛✦✫ ✓☛☞☛✏✎ ✒✔☛✖
☞✘☛ ☛✔☞✒✏☛ ✚✛✔✜☞✒✑✔

f ✢ ✔✑✔★☛✏✖☛✦✫✬ ✗☛ ✎ ✍✫ ☛✧☞☛✔✓ ✍✔✫ ✚✛✔✜☞✒✑✔
U → [0, p− 1]

☞✑ ✍
p
✥✩✏✍✓✒✔✩ ✑✚

D ✢ ❉☞ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞

−Ap(x) = Hp(x) =
∑

n≥1

xn

n!

∑

D∈DGrn,p

(−1)|D|+1pc(D) = 1 − (1 −Bp(x))
p,

✗✘☛✏☛ ☞✘☛ ✦✍✖☞ ☛❍✛✍✦✒☞✫ ✒✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✑✚ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✴ ✢✺◗ ✢ �

✵✯✮✁ ✼✭✰ ✱✗ ✳✱✱ �❄■✿ ❆ ❆❏❂✾✿❁ ❁✿✾❆❏❄✽ ●❄❂❅ ❂❈
Bp(x)

❈ ❂❏ ❑ ✿❅✿❏❆❏
p ❊

❉✔ ✣✍✌✦☛ ✺◗ ✢✺ ✬ ✗☛ ✤✏✑★✒✓☛ ✍ ✜✦✑✖☛✓ ✓☛✖✜✏✒✤☞✒✑✔ ✑✚
Bp(x)

✚✑✏
p ≤ 9 ✢ ✸☛ ✔✑✗ ✤✏✑ ✜☛☛✓

✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ✤✏✑✌ ✦☛✎ ✑✚ ✓☛☞☛✏✎ ✒✔✒✔✩ ☞✘☛ ✟✛✦☛✏ ✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☞✒✜ ✑✚
DGrn ✢

✫✬✭✮✯✭✰ ✱✗ ✳✱◆ �✿ ■ ❆■✿ ●■ ❆●
H(x) :=

∑

n≥1

χ̃(DGrn)
xn

n!
=

1 −
√

4ex − 3

2
❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✸✏✒☞☛
dn =

∑

D∈DGrn
(−1)|D|+c(D)+1 ✍✔✓

H−1(x) =
∑

n≥1 dnx
n/n! ✮ ☞✘ ✒✖

✔✑☞✍☞✒✑✔ ✍✦✒✩✔✖ ✗ ✒☞✘ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✴ ✢✺◗ ✢ ✸☛ ✗✍✔☞ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞

χ̃(DGrn) = −1 +

n−2
∑

s=0

(

n

s

) n−s−1
∑

r=1

(

n− s

r

)

dn−s−r(−1)r−1. ◆✺◗ ✢❊❖



❊�� ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟� ✡ � ✑✞ ✝☎✆✝✎ ✁✄✞✑✄✍ ✆✌ ☞✂ ☛☞✞✝✌ ✆✌ ✄✍ ✎ � ✑☎ ✄✞ ✆✑ ✆✝ ✁✞✄☎✂✌

✓✍✎☛✦✫✬ ☞✘✒✖ ✗ ✒✦✦ ✒✎ ✤✦✫ ☞✘✍☞

H(x) = 1 − ex +
∑

s≥0

xs

s!

∑

r≥1

xr

r!
(−1)r−1

∑

n≥r+s+1

dn−s−rx
n−r−s

= 1 − ex − ex(e−x − 1)H−1(x) = (ex − 1)(H−1(x) − 1).

✰✫ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✴ ✢✺◗ ✬ H−1(x) = 1 − 1/(1 −H(x)) ✢ ✣✘✒✖ ✫✒☛✦✓✖ ☞✘✍☞

H(x) =
ex − 1

H(x) − 1
,

✚✏✑✎ ✗✘✒✜✘ ✗☛ ☛✍✖✒✦✫ ✓☛✓✛✜☛ ☞✘☛ ☞✘☛✑✏☛✎ ✢
❉☞ ✏☛✎ ✍✒✔✖ ☞✑ ☛✖☞✍✌✦✒✖✘ ◆✺◗ ✢❊❖ ✢ ✡☛☞

DGr′n ✌☛ ☞✘☛ ✖✛✌✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚
DGrn

✜✑✔✖✒✖☞✒✔✩ ✑✚
✍✦✦ ✓✒✩✏✍✤✘✖ ✗ ✒☞✘✑✛☞ ✒✖✑ ✦✍☞☛✓ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✢ ❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞

χ̃(DGrn) = −1 +

n−2
∑

s=0

(

n

s

)

χ̃(DGr′n−s).

❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬ ✒☞ ✖✛✖ ✜☛✖ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞

χ̃(DGr′n) =

n−1
∑

r=1

(

n

r

)

dn−r(−1)r−1.

✡☛☞
D ✌☛ ✍ ✓✒✩✏✍✤✘ ✒✔

DGr′n ✢ ✸☛ ✖✍✫ ☞✘✍☞ ✍ ★☛✏☞☛✧
x

✒✖ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✒✔
D

✒✚
x

✘✍✖
✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✩✏✍✓✒✔✩ ✍✎✑✔✩ ✍✦✦ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✒✔ ☞✘☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✑✚

D
✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩

x ✮✛✤ ☞✑ ☞✏✍✔✖✦✍☞✒✑✔ ✬ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✑✔✦✫ ✑✔☛ ✗✍✫ ☞✑ ✩✏✍✓☛ ☛✍✜✘ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✢ ✡☛☞
M(D) ✌☛☞✘☛ ✖☛☞ ✑✚ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✒✔

D ✢ ✗✑✏ ✍ ✖☛☞
M ⊂ [n]

✬ ✬ ✦☛☞
DGr′n(M) ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫

✑✚ ✓✒✩✏✍✤✘✖
D ∈ DGr′n

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
M(D) = M ✢ ✣✘✒✖ ✚✍✎ ✒✦✫ ✒✖ ★✑✒✓ ✒✚

M = ∅ ✑✏
M = [n] ✮ ✚✑✏ ☞✘☛ ✦✍☞☞☛✏ ✜✍✖☛ ✬ ✛✖☛ ☞✘☛ ✚✍✜☞ ☞✘✍☞ ✗☛ ✓✑ ✔✑☞ ✍✦✦✑✗ ✒✖✑✦✍☞☛✓ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✢
✣✘☛ ☞✘☛✑✏☛✎ ✗ ✒✦✦ ✚✑✦✦✑✗ ✒✚ ✗☛ ✜✍✔ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞

χ̃(DGr′n(M)) = dn−|M|(−1)|M|−1.

✗✑✏ ✍ ✩✏✍✓☛✓ ✓✒✩✏✍✤✘
D′ ✑✔ ☞✘☛ ✖☛☞

[n] \M ✬ ✦☛☞
DGr′n(M,D′) ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚

✓✒✩✏✍✤✘✖
D ∈ DGr′n(M)

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
D([n] \M) = D′ ✢ ❉☞ ✖✛✖ ✜☛✖ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞

χ(DGr′n(M,D′)) = (−1)|M|+|D′|+c(D′).

✓✍✎☛✦✫✬ ✛✖✒✔✩ ☞✘✒✖ ✒✓☛✔☞✒☞✫ ✍✔✓ ✖✛✎✎ ✒✔✩ ✑★☛✏ ✍✦✦ ✩✏✍✓☛✓ ✓✒✩✏✍✤✘✖
D′ ✑✔

[n] \M ✬
✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞

χ̃(DGr′n(M)) =
∑

D′

(−1)|D
′|+c(D′)−1(−1)|M|−1 = dn−|M|(−1)|M|−1

✍✖ ✓☛✖✒✏☛✓ ✢



✟� ✡� ✡ � ✑✁✞✄☎ ✂✌ �✑ ✆✂ ✍☞ ✍☞✍ ✄✄✝ ✆✝✞✍✄ ✆✑✍✁ ☎✑✞☎✂✑ ✆✌ ❊� ✺

✡☛☞
W1, . . . ,Wc ✌☛ ☞✘☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✑✚

D′ ✮ c = c(D′) ✢ ✡☛☞
Xi =

M(Wi) ✮ ☞✘ ✒✖ ✒✖ ☞✘☛ ✖☛☞ ✑✚ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✒✔
Wi ✢ ✸✏✒☞☛

X =
⋃

Xi = M(D′) ✢ ✗✑✏
✍ ✩✏✍✓☛✓ ✓✒✩✏✍✤✘

D
☞✑ ✌ ☛✦✑✔✩ ☞✑

DGr′n(M,D′)
✬ ✗☛ ✎✛✖☞ ✘✍★☛ ☞✘✍☞ ☛✍✜✘ ★☛✏☞☛✧ ✒✔

M
✒✖ ☞✘☛ ☞✍✒✦ ✑✚ ✖✑✎ ☛ ☛✓✩☛ ☛✔✓✒✔✩ ✒✔

X
✍✔✓ ☛✍✜✘ ✖☛☞

Xi
✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍ ★☛✏☞☛✧ ☞✘✍☞ ✒✖

☞✘☛ ✘☛✍✓ ✑✚ ✖✑✎ ☛ ☛✓✩☛ ✖☞✍✏☞✒✔✩ ✒✔
M ✢

✸☛ ✓☛✕✔☛ ✍ ✓☛✜✒✖✒✑✔ ☞✏☛☛ ✑✔
∆ = DGr′n(M,D′)

✍✖ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ✢ ✯ ✒✜✙ ✍✔ ✍✏✌ ✒☞✏✍✏✫
★☛✏☞☛✧

ri
✚✏✑✎ ☛✍✜✘

Xi ✢ ✡☛☞
Z =

⋃

iM × (Xi \ {ri})
✍✔✓ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫

ΣA = ∆(A,Z \A)
✚✑✏ ☛✍✜✘ ✖✛✌✖☛☞

A
✑✚
Z ✢ ❉✚ A ✜✑✔☞✍✒✔✖ ✖✑✎ ☛ ★☛✏☞☛✧

mx
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

m ∈ M
✍✔✓

x ∈ Xi \ {ri}
✬ ☞✘☛✔

mri
✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔

ΣA ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬
χ̃(ΣA) = 0

✛✔✦☛✖✖
A = ∅ ✢ ✣✘✛✖ ✒☞ ✖✛✖ ✜☛✖ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞

χ̃(Σ∅) = (−1)|M|+|D′|+c.

✸✏✒☞☛
R = {ri : i ∈ [c]} ✢ ✡☛☞

ΓM,R ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✌☞✍✒✔☛✓ ✌✫ ✏☛✤✦✍✜✒✔✩ ☛✍✜✘ ✓✒✩✏✍✤✘
D

✒✔
Σ∅ ✗✒☞✘ ✒☞✖ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌✓✒✩✏✍✤✘

D(M ∪ R) ✢ ✣✘✒✖ ✎ ☛✍✔✖ ☞✘✍☞ ✗☛ ✏☛✎✑★☛ ✍✦✦
☛✓✩☛✖ ✒✔

D′ ✢ ✸☛ ✗✍✔☞ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞

χ̃(ΓM,R) = (−1)|M|+|R| = (−1)b+c,

✗✘☛✏☛
b = |M | ✢

✓✑✗ ✬ ✍ ✓✒✩✏✍✤✘ ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑
ΓM,R

✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✔✑ ✒✖✑✦✍☞☛✓ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✍✔✓
✍✦✦ ☛✓✩☛✖ ✩✑ ✚✏✑✎

M
☞✑
R ✢ ✗ ☛✕✔☛

χ̃b,c = χ̃(ΓM,R) ✢ ✡☛☞
m ∈ M

✍✔✓
r ∈ R

✬ ✍✔✓
✓☛✕✔☛ ✍ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔

ΓM,R ✌✫ ✤✍✒✏✒✔✩
D−mr

✍✔✓
D+mr ✗✘☛✔☛★☛✏ ✤✑✖✖✒✌✦☛ ✢ ✣✘☛

✏☛✎ ✍✒✔✒✔✩ ✓✒✩✏✍✤✘✖
D

✘✍★☛ ☞✘☛ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫ ☞✘✍☞
mr ∈ D

✍✔✓ ✍☞ ✦☛✍✖☞ ✑✔☛ ✑✚
m

✍✔✓
r✒✖ ✒✖✑✦✍☞☛✓ ✒✔

D −mr ✢ ✣✘✒✖ ✫✒☛✦✓✖ ☞✘✍☞

χ̃b,c = −χ̃b−1,c − χ̃b,c−1 − χ̃b−1,c−1.

✓✍✎☛✦✫✬
D ✌☛✒✔✩ ✍ ✓✒✩✏✍✤✘ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

m
✒✖ ✒✖✑✦✍☞☛✓ ✒✔

D −mr
✍✔✓

r
✒✖ ✔✑☞ ✎ ☛✍✔✖

☛✧✍✜☞✦✫ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✓✒✩✏✍✤✘ ✑✌☞✍✒✔☛✓ ✚✏✑✎
D − mr ✌✫ ✏☛✎✑★✒✔✩ ☞✘☛ ✒✖✑✦✍☞☛✓ ★☛✏☞☛✧

m
✜✑✒✔✜✒✓☛✖ ✗ ✒☞✘ ✍ ✩✏✍✤✘ ✒✔

ΓM\{m},R ✢ ✹✒✔✜☛
χ̃(ΓM\{m},R) = χ̃b−1,c

✬ ☞✘ ✒✖ ☛✧✤✦✍✒✔✖
☞✘☛ ✕✏✖☞ ☞☛✏✎ ✢ ✣✘☛ ☞✗✑ ✑☞✘☛✏ ☞☛✏✎ ✖ ✜✑✏✏☛✖✤✑✔✓ ☞✑ ☞✘☛ ☞✗✑ ✚✍✎ ✒✦✒☛✖

ΓM,R\{r}
✍✔✓

ΓM\{m},R\{r}
✒✔ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✎✍✔✔☛✏ ✢ ▼ ✖✒✎✤✦☛ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✍✏✩✛✎ ☛✔☞ ✔✑✗ ✫✒☛✦✓✖ ☞✘✍☞

χ̃b,c = (−1)b+c ✢ ✸☛ ✔☛☛✓ ☞✑ ✜✘☛✜✙ ☞✘☛ ✌✍✖☛ ✜✍✖☛
b = 1

✑✏
c = 1

✬ ✌✛☞ ✒✔ ☞✘✒✖ ✜✍✖☛ ✬
ΓM,R

✜✑✔✖✒✖☞✖ ✑✚ ✑✔☛ ✖✒✔✩✦☛ ✩✏✍✤✘ ✗ ✒☞✘
b+ c− 1

☛✓✩☛✖ ✢ ✣✘✒✖ ✜✑✔✜✦✛✓☛✖ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✢ �

✛ ✿❇❆❏❉ ❊ χ̃(DGrn)
✒✖ ✛✤ ☞✑ ✖✒✩✔ ☞✘☛ ✔✛✎✌☛✏ ✑✚ ✖☛✎ ✒✑✏✓☛✏✖ ✑✔

n
☛✦☛✎ ☛✔☞✖ ✗ ✒☞✘ ✍

✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✒✔✜✑✎✤✍✏✍✌✒✦✒☞✫ ✩✏✍✤✘ ✮ ✖☛☛ ✖☛❍✛☛✔✜☛ ▼�✒✕❊✕✳ ✒✔ ✹✦✑✍✔☛ ✍✖ ✟✔✜✫✜✦✑✤ ☛✓✒✍
✱✺✺✻✵ ✢
✵✯✮✁ ✼✭✰ ✱✗ ✳✱✲ ❖ ❄❅❁ ❆ ✾■ ❂❏●✿❏ ✽ ❏❂❂❈ ❂❈ ❋■ ✿❂❏✿❇ ✄✁ ❊✄✟ ❊

✘✂ ✚✂ ✄ ✥✄✂✂✤✄✪ ☎ ✥✁✄ ✜✦ ✜✦✜✤✂ ★✁✣✂✜✂✁ ✥✜✄ ✥ ✥✂✥✣✥✁✪

✸☛ ✤✏✑ ✜☛☛✓ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
DOACn

✑✚ ✓✒✩✏✍✤✘✖ ✑✔
n

★☛✏☞✒✜☛✖ ✗ ✒☞✘ ✔✑ ✔✑✔✥
✍✦☞☛✏✔✍☞✒✔✩ ✜✒✏✜✛✒☞✖ ✢



❊�❊ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟� ✡ � ✑✞ ✝☎✆✝✎ ✁✄✞✑✄✍ ✆✌ ☞✂ ☛☞✞✝✌ ✆✌ ✄✍ ✎ � ✑☎ ✄✞ ✆✑ ✆✝ ✁✞✄☎✂✌

✫✬✭✮✯✭✰ ✱✗ ✳✱✙ ❖❂❏ ✿❆❆■
n ≥ 1

P ●■ ✿ ❆❂❇✽ ❏✿✚
DOACn

❄✾ ▲❇❈ ❂■✿❏ ●■ ✿ ❁❄❑ ❏❆✽ ■ ❄❆
❇❆●❏❂❄❁

M→
n ❊ ❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P

DOACn
❄✾
V D+(n−2)

❆❅❁ ■ ✿❅❆✿ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅●
●❂ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈ ✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅

n− 2 ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✡☛☞

Ωn ✌☛ ☞✘☛ ✖☛☞ ✑✚ ☛✓✩☛✖ ✒✔ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛☞☛ ✓✒✩✏✍✤✘
K→
n ✢ ✗ ☛✕✔☛

ϕ : Ωn → Zn2✌✫ ϕ(pq) = ep + eq ✮ ep ✒✖ ☞✘☛
pth ✛✔✒☞ ★☛✜☞✑✏ ✒✔

Zn2 ✢ ✣✘✒✖ ✒✖ ✜✦☛✍✏✦✫ ✍ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔
✑✚ ☞✘☛ ✎ ✍☞✏✑✒✓

M→
n ✢ ✗☛✕✔☛

ψ : Ωn → Z2n
2 ✌✫ ψ(pq) = ep + eq+n ✢ ✸ ✒☞✘ ✔✑☞✍☞✒✑✔

✍✖ ✒✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✻ ✢✻ ✢✺✬ ✗☛ ✗✍✔☞ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞
DOACn = BM→

n ,ϕ,ψ ✮ ✌✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✻ ✢❊ ✺✬☞✘✒✖ ✗ ✒✦✦ ✫ ✒☛✦✓ ☞✘☛ ✓☛✖✒✏☛✓ ✏☛✖✛✦☞ ✢ ✰✫ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✺✻ ✢❊❊ ✬ ✗☛ ✔☛☛✓ ✑✔✦✫ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛
✍✦☞☛✏✔✍☞✒✔✩ ✜✒✏✜✛✒☞✖ ✍✏☛ ☛✧✍✜☞✦✫ ☞✘✑✖☛ ✜✒✏✜✛✒☞✖ ☞✘✍☞ ✌☛✦✑✔✩ ☞✑

BM→
n ,ϕ,ψ ✢ ✓✑✗ ✬ ☛★☛✏✫

★☛✏☞☛✧ ✒✔✜✒✓☛✔☞ ☞✑ ✖✑✎ ☛ ☛✓✩☛ ✒✔ ✍ ✜✒✏✜✛✒☞ ✒✖ ✒✔✜✒✓☛✔☞ ☞✑ ☛✧✍✜☞✦✫ ☞✗✑ ☛✓✩☛✖ ✢ ✣✘✒✖
✎ ☛✍✔✖ ☞✘✍☞ ✍ ✜✒✏✜✛✒☞ {a1, . . . , ar}

✖✍☞✒✖✕☛✖ ∑
ψ(ai) = 0

✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚ ☛✍✜✘ ✏☛✦☛★✍✔☞
★☛✏☞☛✧ ✒✖ ☛✒☞✘☛✏ ☞✘☛ ☞✍✒✦ ✑✚ ☞✗✑ ☛✓✩☛✖ ✑✏ ☞✘☛ ✘☛✍✓ ✑✚ ☞✗✑ ☛✓✩☛✖ ✒✔ ☞✘☛ ✜✒✏✜✛✒☞ ✢ ✣✘✒✖
✎ ☛✍✔✖ ☛✧✍✜☞✦✫ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✜✒✏✜✛✒☞ ✒✖ ✍✦☞☛✏✔✍☞✒✔✩ ✢ �

✵✯✮✁ ✼✭✰ ✱✗ ✳✱✗ ✂❂❇✽ ❀●✿ ●■ ✿ ✁ ❀ ❏✿❏ ❆■ ❆❏❆❆●✿❏❄✾●❄❆ ❂❈
DOACn ❊

✘✂ ✚� ✄ ✥✄✂✂✤✄✪ ☎ ✥✁✄✦✣✁ ✦✢✢ ✢ ✥✂✣✥✁✣✢ ✥✁✥★✣✪

✸☛ ☛✧✍✎ ✒✔☛ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
DNOCyn

✑✚ ✓✒✩✏✍✤✘✖ ✑✔
n

★☛✏☞✒✜☛✖ ✗ ✒☞✘✑✛☞ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✜✫✜✦☛✖
✑✚ ✑✓✓ ✦☛✔✩☞✘ ✢ ✼✔☛ ✏☛✍✓✒✦✫ ★☛✏✒✕☛✖ ☞✘✍☞ ✒✚ ✍ ✓✒✩✏✍✤✘ ✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✜✫✜✦☛ ✑✚ ✑✓✓
✦☛✔✩☞✘ ✬ ☞✘☛✔ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍ ✾❄❇✽ ❏✿ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✜✫✜✦☛ ✑✚ ✑✓✓ ✦☛✔✩☞✘ ✢ ✸☛ ✎✍✫ ✘☛✔✜☛ ✓☛✕✔☛
DNOCyn

✍✖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✓✒✩✏✍✤✘✖ ✍★✑✒✓✒✔✩ ✖✒✎✤✦☛ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✜✫✜✦☛✖ ✑✚ ✑✓✓ ✦☛✔✩☞✘ ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✗ ✳✱✿ ❖❂❏

n ≥ 1
P
DNOCyn ∼ cnt

2n−3 P ❑■ ✿❏✿ cn = |χ̃(Bn)| ❊ ❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀❃
❏❆❏P

DNOCyn
❄✾ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈

cn
✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅

2n− 3
P

❆❅❁
∑

n≥1

cn
xn

n!
= −

√
2e−x − 1 + 1.

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✼✔☛ ☛✍✖✒✦✫ ✜✘☛✜✙✖ ☞✘☛ ☞✘☛✑✏☛✎ ✚✑✏
n ∈ {1, 2} ✮ ☞✘✛✖ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞

n ≥ 3 ✢✡☛☞
Y = {in, ni : i ∈ [2, n − 1]} ✢ ✗✑✏ ☛✍✜✘

A ⊆ Y
✬ ✗☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫

ΣA =
DNOCyn(A, Y \ A) ✢ ✡☛☞

A+ ✌☛ ☞✘☛ ✖☛☞ ✑✚ ★☛✏☞✒✜☛✖
i
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

ni ∈ A
✍✔✓

in /∈ A ✢✡☛☞
A− ✌☛ ☞✘☛ ✖☛☞ ✑✚ ★☛✏☞✒✜☛✖

i
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

in ∈ A
✍✔✓

ni /∈ A ✢ ✡☛☞
A± ✌☛ ☞✘☛ ✖☛☞ ✑✚

★☛✏☞✒✜☛✖
i
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

in, ni ∈ A ✢
✸☛ ✘✍★☛ ✍ ✔✛✎✌☛✏ ✑✚ ✜✍✖☛✖ ❋
� A = ∅ ✢ ✸☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

1n
✍✔✓

n1
✍✏☛ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞✖ ✒✔

Σ∅ ✮ n ✘✍✖ ✔✑ ✑☞✘☛✏
✔☛✒✩✘✌✑✏✖ ☞✘✍✔

1
✬ ✗✘✒✜✘ ✎ ☛✍✔✖ ☞✘✍☞

1n
✍✔✓

n1
✜✍✔✔✑☞ ✌☛ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ✍✔✫

✖✒✎✤✦☛ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✜✫✜✦☛ ✑✚ ✑✓✓ ✦☛✔✩☞✘ ✢
� A− = A± = ∅ ✍✔✓

A+ 6= ∅ ✢ ✗☛✜✑✎✤✑✖☛
ΣA ✗✒☞✘ ✏☛✖✤☛✜☞ ☞✑

1n ✢
✁ ✸☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

n1
✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔

ΣA(∅, 1n) ✮ ✔✑ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✜✫✜✦☛✖ ✜✑✔☞✍✒✔
☞✘☛ ★☛✏☞☛✧

n
✬ ✍✖ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✔✑ ☛✓✩☛✖ ☛✔✓✒✔✩ ✒✔

n ✢



✟� ✡� ✡ � ✑✁✞✄☎ ✂✌ �✑ ✆✂ ☞✂✆ ☞ ✎✎ ✎✑✞✝☎✆✝✎ ☎� ☎✝✝✌ ❊�✻

✁ ✔✑✔✖✒✓☛✏
ΣA(1n, ∅) ✍✔✓ ✦☛☞

i ✌☛ ✍ ★☛✏☞☛✧ ✒✔
A+ ✮ ☞✘✛✖

ni ∈ A ✢ ✡☛☞
Z = {ij : j ∈ [n − 1] \ {i}} ✢ ✗✑✏

B ⊆ Z
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

B 6= ∅ ✬ ✦☛☞
j ✌☛ ✖✛✜✘

☞✘✍☞
ij ∈ B ✢ ❉✚ i1 ∈ B

✬ ☞✘☛✔
ΣA(B + 1n,Z \ B)

✒✖ ★✑✒✓ ✮ (1, n, i)
✚✑✏✎ ✖

✍✔ ✑✓✓ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✜✫✜✦☛ ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬ ✗☛ ✎ ✍✫ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞
j 6= 1 ✢ ✸☛

✜✦✍✒✎ ☞✘✍☞
1j

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔
ΣA(B + 1n,Z \B) ✢ ✓✍✎☛✦✫✬ ✒✚ ☞✘☛ ✤✍☞✘

(1, j)
✒✖ ✤✍✏☞ ✑✚ ✍✔ ✑✓✓ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✜✫✜✦☛ ✬ ☞✘☛✔ ✖✑ ✒✖ ☞✘☛ ✤✍☞✘

(1, n, i, j) ✢ ✸☛
✏☛✚☛✏ ☞✑ ☞✘ ✒✖ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫ ✍✖ ☞✘☛ ☎ ❃■✿❏●✿✚ ✽ ❏❂✽ ✿❏●● ❋ ✎ ✒★☛✔ ✍ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✩✏✍✤✘
✒✔

DNOCyn
✜✑✔☞✍✒✔ ✒✔✩ ✍ ✖✒✎✤✦☛ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✤✍☞✘

(a, b, c, d)
✬ ✗☛ ✎ ✍✫ ✍✓✓ ☞✘☛

☛✓✩☛
ad ✗✒☞✘✑✛☞ ✒✔☞✏✑✓✛✜✒✔✩ ✑✓✓ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✜✫✜✦☛✖ ✢

✣✘☛ ✏☛✎ ✍✒✔✒✔✩ ✜✍✖☛ ✒✖
B = ∅ ✢ ✗ ✒✩✏✍✤✘✖ ✒✔

ΣA(1n,Z)
✘✍★☛ ☞✘☛ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫

☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✔✑ ☛✓✩☛✖ ✖☞✍✏☞✒✔✩ ✒✔
i ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬ ✔✑ ✜✫✜✦☛✖ ✜✑✔☞✍✒✔

i
✬

✗✘✒✜✘ ✒✎✎☛✓✒✍☞☛✦✫ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
1i

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✢
� A+ = A± = ∅ ✍✔✓

A− 6= ∅ ✢ ✰✫ ✖✫✎✎☛☞✏✫✬ ☞✘ ✒✖ ✜✍✖☛ ✒✖ ✍✔✍✦✑✩✑✛✖ ☞✑ ☞✘☛
✤✏☛★✒✑✛✖ ✜✍✖☛ ✢

� A+ 6= ∅ ✍✔✓
A− ∪ A± 6= ∅ ✢ ✡☛☞

i ∈ A+ ✍✔✓ ✦☛☞
Z = {ij : j ∈ [n − 1] \ {i}} ✢✡☛☞

j ✌☛ ✍ ★☛✏☞☛✧ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
jn ∈ A ✢ ✗✑✏

B ⊆ Z
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

B 6= ∅ ✬ ✗☛ ✘✍★☛
☞✘✍☞

ΣA(B,Z \B)
✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✌✫ ☞✘☛ ✒✥★☛✏☞☛✧ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫✢ ✓✍✎ ☛✦✫✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘☛

✤✍☞✘
(j, n, i, r)

✬ ✗✘☛✏☛
ir ∈ B ✢ ✗✑✏

B = ∅ ✬ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✔✑ ☛✓✩☛✖ ✖☞✍✏☞✒✔✩ ✒✔
i
✬

✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
1i

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔
ΣA(∅, Z) ✢

� A− 6= ∅ ✍✔✓
A+ ∪A± 6= ∅ ✢ ▼✩✍✒✔ ✌✫ ✖✫✎✎☛☞✏✫✬ ☞✘✒✖ ✜✍✖☛ ✒✖ ✍✔✍✦✑✩✑✛✖ ☞✑ ☞✘☛

✤✏☛★✒✑✛✖ ✜✍✖☛ ✢
� A± 6= ∅ ✍✔✓

A− = A+ = ∅ ✢ ✯ ✒✜✙ ✖✑✎ ☛
j ∈ A± ✍✔✓ ✦☛☞

Z ✌☛ ☞✘☛ ✖☛☞ ✑✚
☛✓✩☛✖ ✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩ ✖✑✎☛ ★☛✏☞☛✧ ✒✔

A± \ {j} ✬ ✍✦✏☛✍✓✫ ✜✘☛✜✙☛✓ ☛✓✩☛✖ ☛✧✜✦✛✓☛✓ ✢ ❉✚
B 6= ∅ ✬ ☞✘☛✔

ΣA(B,Z \B)
✒✖ ★✑✒✓ ✑✏ ✍ ✜✑✔☛ ✌✫ ☞✘☛ ✒✥★☛✏☞☛✧ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫✢ ✓✍✎ ☛✦✫✬

✖✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞
ir ∈ B

✚✑✏ ✖✑✎ ☛
i ∈ A± ✍✔✓

r 6= i, j, n ✢ ✣✘☛✔
(j, n, i, r)

✒✖ ✍
✓✒✏☛✜☞☛✓ ✤✍☞✘ ✬ ✍✔✓

jr
✏☛✎ ✍✒✔✖ ☞✑ ✌☛ ✜✘☛✜✙☛✓ ✢ ▼✔✍✦✑✩✑✛✖✦✫✬ ✒✚

ri ∈ B
✬ ☞✘☛✔

(r, i, n, j)
✒✖ ✍ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✤✍☞✘ ✢

✣✘☛ ✏☛✎ ✍✒✔✒✔✩ ✜✍✖☛ ✒✖
B = ∅ ✢ ✣✘☛ ☛✓✩☛✖ ✏☛✎ ✍✒✔✒✔✩ ☞✑ ✌ ☛ ✜✘☛✜✙☛✓ ✍✏☛ ☛✧✍✜☞✦✫

✍✦✦ ☛✓✩☛✖ ✌ ☛☞✗☛☛✔ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✒✔
[n−1]\ (A± \ {j}) ✍✔✓ ☞✘☛ ☞✗✑ ☛✓✩☛✖

1n
✍✔✓

n1 ✢
✗ ☛✜✑✎✤✑✖☛ ✗ ✒☞✘ ✏☛✖✤☛✜☞ ☞✑

1n
✍✔✓

n1 ✢ ✣✘☛✏☛ ✍✏☛ ✚✑✛✏ ✖✛✌✚✍✎ ✒✦✒☛✖ ✑✚
ΣA(∅, Z)☞✑ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ❋

✁ ΣA(1n,Z + n1) ✢ ✡☛☞
W ✌☛ ☞✘☛ ✖☛☞ ✑✚ ☛✓✩☛✖ ☛✔✓✒✔✩ ✒✔

1
✬ ✍✦✏☛✍✓✫ ✜✘☛✜✙☛✓

☛✓✩☛✖ ☛✧✜✦✛✓☛✓ ✢ ✗✑✏
C ⊆ W

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
C 6= ∅ ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

ΣA(C +
1n, (Z + n1) ∪ (W \ C))

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✌✫ ☞✘☛ ✒✥★☛✏☞☛✧ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫ ✮ rj ✒✖ ✍ ✜✑✔☛
✤✑✒✔☞ ✗✘☛✔☛★☛✏

r
✖✍☞✒✖✕☛✖

r1 ∈ C ✢ ✗✑✏
C = ∅ ✬ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✔✑ ☛✓✩☛✖ ☛✔✓✒✔✩

✒✔
1

✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
1j

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔
ΣA(1n, (Z + n1) ∪W ) ✢

✁ ΣA(n1, Z + 1n) ✢ ✰✫ ✖✫✎✎☛☞✏✫✬ ☞✘✒✖ ✜✍✖☛ ✒✖ ✍✔✍✦✑✩✑✛✖ ☞✑ ☞✘☛ ✤✏☛★✒✑✛✖
✜✍✖☛ ✢

✁ ΣA(∅, Z ∪ {1n, n1}) ✢ ✸☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
j

✒✖ ✍ ✜✛☞ ✤✑✒✔☞ ✖☛✤✍✏✍☞✒✔✩
(A± \

{j}) ∪ {n} ✚✏✑✎
[n − 1] \ A± ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ☞✘☛ ☛✓✩☛✖ ✏☛✎ ✍✒✔✒✔✩ ☞✑ ✌ ☛



❊�✒ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟� ✡ � ✑✞ ✝☎✆✝✎ ✁✄✞✑✄✍ ✆✌ ☞✂ ☛☞✞✝✌ ✆✌ ✄✍ ✎ � ✑☎ ✄✞ ✆✑ ✆✝ ✁✞✄☎✂✌

✜✘☛✜✙☛✓ ✍✏☛ ☛✧✍✜☞✦✫ ✍✦✦ ☛✓✩☛✖ ✌ ☛☞✗☛☛✔ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✒✔
[n− 1] \ (A± \ {j}) ✢ ▼ ✖

✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬
ΣA(∅, Z ∪ {1n, n1}) ✒✖ ✒✖✑✎✑✏✤✘✒✜ ☞✑ {A} ∗ DNOCyn−a

✬
✗✘☛✏☛

a = |A|/2 = |A±| ✢ ✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔
n

✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞

ΣA(∅, Z ∪ {1n, n1}) ∼ cn−at
|A|+2(n−a)−3 = cn−at

2n−3,

✗✘☛✏☛
ck = |χ̃(DNOCyk)| ✢

✁ ΣA({1n, n1}, Z) ✢ ✡☛☞
W ✌☛ ☞✘☛ ✖☛☞ ✑✚ ☛✓✩☛✖ ✖☞✍✏☞✒✔✩ ✑✏ ☛✔✓✒✔✩ ✒✔

1
✬

✍✦✏☛✍✓✫ ✜✘☛✜✙☛✓ ☛✓✩☛✖ ☛✧✜✦✛✓☛✓ ✢ ❉✚ C ⊆W
✒✖ ✔✑✔☛✎✤☞✫✬ ☞✘☛✔ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫

ΣA({1n, n1} ∪ C,Z ∪ (W \ C))
✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✢ ✗✑✏ ☛✧✍✎✤✦☛ ✬ ✒✚

C
✜✑✔☞✍✒✔✖

✍✔ ☛✓✩☛
1r

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
j 6= r

✬ ☞✘☛✔
jr

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✌✫ ☞✘☛ ✒✥★☛✏☞☛✧
✤✏✑✤ ☛✏☞✫ ✮ (j, n, 1, r)

✒✖ ✍ ✖✒✎✤✦☛ ✤✍☞✘ ✢ ✣✘☛ ✏☛✎ ✍✒✔✒✔✩ ✜✍✖☛ ✒✖
C = ∅ ✢

✸☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
j

✒✖ ✍ ✜✛☞ ✤✑✒✔☞ ✒✔ ☛★☛✏✫ ✓✒✩✏✍✤✘ ✒✔
ΣA({1n, n1}, Z ∪W )✖☛✤✍✏✍☞✒✔✩

(A± \ {j}) ∪ {1, n} ✚✏✑✎
[2, n − 1] \ A± ✢ ✣✘☛ ✜✑✔✜✦✛✖✒✑✔ ✒✖

☞✘✍☞
ΣA({1n, n1}, Z∪W )

✒✖ ✒✖✑✎✑✏✤✘✒✜ ☞✑ {A}∗{1n, n1}∗DNOCyn−a−1

✬
✗✘☛✏☛ ✍✩✍✒✔

a = |A|/2 = |A±| ✢ ✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔
n

✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞

ΣA({1n, n1}, Z ∪W ) ∼ cn−a−1t
|A|+2+2(n−a−1)−3 = cn−a−1t

2n−3.

✓✑☞☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ (n−2
a

) ✖☛☞✖
A± ⊆ [2, n− 1]

✖✛✜✘ ☞✘✍☞ |A±| = a ✢ ▼✤✤✦✫✒✔✩
✡☛✎✎ ✍ ◗ ✢❊❊ ✬ ✗☛ ☞✘✛✖ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞

DNOCyn ∼ c′nt
2n−3 ✬ ✗✘☛✏☛

c′n =

n−2
∑

a=1

(

n− 2

a

)

(cn−a + cn−a−1) =

n−1
∑

b=2

(

n− 2

b− 2

)

(cb + cb−1).

✣✘✒✖ ✒✖ ☛✧✍✜☞✦✫ ◆✺✒ ✢✺❖ ✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
c′n = cn ✌✫ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✺✒ ✢✻ ✢ �

▲✮✸� ✭✟✖✁✯✭ ✱✗ ✳✱❁
DNOCyn

❄✾
V D(2n − 3)

❂❏ ❆● ❏✿❆✾● ■ ❆✾ ❆ ✂❂■ ✿❅❃❙ ❆❆❆❀ ❏❆●
(2n− 3)

❃✾❉ ✿❏✿●❂❅ ❊



�✁✂✄☎✆✝ ✞�

✁ ✟ ✝☎✂✟ ☎☎✠✝✂ ☛ ✂✆✡☞☎

✌☛✜✍✦✦ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✍✖✖✑✜✒✍✘☛✓✏✑✔
An

✒✖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖ ✑✔ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞
[n] ✗✒☞✘✥

✑✛☞ ✜✏✑✖✖✒✔✩✖ ✍✔✓ ✌✑✛✔✓✍✏✫ ☛✓✩☛✖ ✢ ✣✘☛ ✍✖✖✑ ✜✒✍✘☛✓✏✑✔ ✗✍✖ ✒✔☞✏✑✓✛✜☛✓ ✌✫ ✹☞✍✖✘☛�
✱✺❊ ✺✵ ✢ ✸☛ ✓✒✖✜✛✖✖ ☞✘☛ ✍✖✖✑ ✜✒✍✘☛✓✏✑✔ ✍✔✓ ✖✑✎☛ ✏☛✦✍☞☛✓ ✓✒✘☛✓✏✍✦ ✤✏✑✤☛✏☞✒☛✖ ✬ ✍✦✦ ✓☛✥
✕✔☛✓ ✒✔ ☞☛✏✎ ✖ ✑✚ ✜✏✑✖✖✒✔✩ ✍★✑✒✓✍✔✜☛ ✢

❉✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✴ ✢✺✬ ✗☛ ✤✏✑★✒✓☛ ✍✔ ✑★☛✏★✒☛✗ ✑✚ ☞✘☛ ✌✍✖✒✜ ☞✑✤✑✦✑✩✒✜✍✦ ✤✏✑✤ ☛✏☞✒☛✖ ✑✚
An

✬ ☞✘☛ ✎ ✍✒✔ ✤✏✑✤☛✏☞✫ ✌☛✒✔✩ ☞✘✍☞
An

✒✖ ☞✘☛ ✌✑✛✔✓✍✏✫ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✍ ✜✑✔★☛✧ ✤✑✦✫☞✑✤☛
✑✚ ✓✒✎☛✔✖✒✑✔

n − 3 ✮ ✖☛☛ ✓✍✒✎ ✍✔ ✱◗❊✵ ✑✏ ✡☛☛ ✱✳✲✵ ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬
An

✒✖ ✍ ✖✘☛✦✦✍✌ ✦☛
✖✤✘☛✏☛ ✢ ✹☛☛ ✗ ✒✩✛✏☛ ✺✴ ✢✺ ✚✑✏ ☞✘☛ ✜✍✖☛

n = 6 ✢ ✸☛ ✍✦✖✑ ✤✏✑★✒✓☛ ✍ ✖✒✎✤✦☛ ✍✏✩✛✎ ☛✔☞ ☞✘✍☞
An

✒✖ ✖☛✎ ✒✥✔✑✔☛★✍✖✒★☛ ✢
❉✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✴ ✢❊ ✬ ✗☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ✍ ✜☛✏☞✍✒✔ ✗☛✦✦✥✙✔✑✗✔ ✖✘☛✦✦✒✔✩ ✑✚ ☞✘☛

n
✥✚✑✦✓ ✜✑✔☛

NXn
✑★☛✏

An ✗✒☞✘ ✏☛✖✤ ☛✜☞ ☞✑
Bdn = {12, 23, . . . , (n−1)n, 1n} ✢ ✣✘✒✖ ✖✘☛✦✦✒✔✩ ✘✍✖ ☞✘☛

✍☞☞✏✍✜☞✒★☛ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫ ☞✘✍☞ ☛★☛✏✫ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛
G

✒✔ ☞✘☛ ✖✘☛✦✦✒✔✩ ✒✖ ✍ ✚✑✏☛✖☞ ✢ ✸☛ ✗ ✒✦✦
✛✖☛ ☞✘✒✖ ✖✘☛✦✦✒✔✩ ☞✑ ✜✑✎✤✛☞☛ ☞✘☛ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☞✫✤☛ ✑✚ ✜☛✏☞✍✒✔ ✓✒✘☛✓✏✍✦ ✖✛✌ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖

13 35

14 25

24

26

36

46

1335

1425

24

15

✗ ✒✩✛✏☛ ✺✴ ✢✺❋ ✎☛✑✎☛☞✏✒✜ ✏☛✍✦✒✖✍☞✒✑✔ ✑✚ ☞✘☛ ☞✗✑✥✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔✍✦ ✖✤✘☛✏☛
A6 ✗✒☞✘ ☞✘☛ ✚✏✑✔☞

✑✚ ☞✘☛ ✖✤✘☛✏☛ ☞✑ ☞✘☛ ✦☛✚☞ ✍✔✓ ☞✘☛ ✌✍✜✙ ✑✚ ☞✘☛ ✖✤✘☛✏☛ ☞✑ ☞✘☛ ✏✒✩✘☞ ✢

❊�◗



❊�✴ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟� ✡ � ☞✍ ☎✞☞✌✌✑✍✁ ✁✞✄☎✂✌

✑✚
NXn ✢ ✣✘☛ ✎✑✖☞ ✒✎✤✑✏☞✍✔☞ ☛✧✍✎✤✦☛ ✒✖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧

NXFn
✑✚ ✔✑✔✜✏✑✖✖✒✔✩ ✚✑✏☛✖☞✖

✓✒✖✜✛✖✖☛✓ ✌☛✦✑✗ ✢ ✸☛ ✍✦✖✑ ✖✘✑✗ ✘✑✗ ☞✑ ✜✑✦✦✍✤✖☛ ✜☛✏☞✍✒✔ ✓✒✘☛✓✏✍✦ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ☞✑ ☞✘☛✒✏
✖✛✌ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✑✚ ✔✑✔✜✏✑✖✖✒✔✩ ✩✏✍✤✘✖ ✢ ✣✘☛ ✜✏✛✜✒✍✦ ✜✑✔✓✒☞✒✑✔ ☞✑ ✌ ☛ ✖✍☞✒✖✕☛✓ ✒✖ ☞✘✍☞ ✒✚
✍ ✚✍✜☛ ✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍

2
✥✜✏✑✖✖✒✔✩ {ac, bd} ✬ ☞✘☛✔ ✗☛ ✎✍✫ ✍✓✓ ☞✘☛ ☛✓✩☛✖

ab
✬
bc

✬
cd

✬ ✍✔✓
da✍✔✓ ✏☛✎✍✒✔ ✒✔✖✒✓☛ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✢ ✸☛ ✛✖☛ ☞✘✒✖ ✏☛✖✛✦☞ ✒✔ ✔✘✍✤☞☛✏ ❊✺ ☞✑ ✜✑✎✤✛☞☛ ☞✘☛

✘✑✎✑☞✑✤✫ ☞✫✤☛ ✑✚ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖
NCR0,0

n

✍✔✓
NCR1,0

n

✑✚ ✩✏✍✤✘✖ ✗ ✒☞✘ ✍ ✓✒✖✜✑✔✔☛✜☞☛✓
✑✏ ✖☛✤✍✏✍✌✦☛ ✤✑✦✫✩✑✔ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✢

❉✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✴ ✢✻ ✬ ✗☛ ✍✔✍✦✫✖☛ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
NXMn = Mn ∩ NXn

✑✚ ✔✑✔✜✏✑✖✖✒✔✩
✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩✖ ✢ ✸☛ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞

NXMn
✒✖
VD(⌈(n − 4)/3⌉) ✍✔✓ ☞✘✍☞ ☞✘✒✖ ✌✑✛✔✓ ✑✔ ☞✘☛

✓☛✤☞✘ ✒✖ ✖✘✍✏✤ ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ☞✘☛ ✓☛✤☞✘ ✑✚
NXMn

✜✑✒✔✜✒✓☛✖ ✗ ✒☞✘ ☞✘✍☞ ✑✚ ☞✘☛
✚✛✦✦ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✜✑✎✤✦☛✧

Mn ✮ ✖☛☛ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✺✢❊ ✢ ✸☛ ✍✦✖✑ ✩✒★☛ ✍ ✚✑✏✎✛✦✍ ✚✑✏ ☞✘☛ ✟✛✦☛✏
✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☞✒✜ ✢

❉✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✴ ✢✒ ✬ ✗☛ ☛✧✍✎ ✒✔☛ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
NXFn = Fn ∩ NXn

✑✚ ✔✑✔✜✏✑✖✖✒✔✩
✚✑✏☛✖☞✖ ✑✔ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞

[n] ✢ NXFn
✒✔✘☛✏✒☞✖ ✍✦✦ ✔ ✒✜☛ ☞✑✤✑✦✑✩✒✜✍✦ ✤✏✑✤☛✏☞✒☛✖ ✚✏✑✎ ☞✘☛

✚✛✦✦ ✜✑✎✤✦☛✧
Fn

✑✚ ✚✑✏☛✖☞✖ ◆✖☛☛ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✻ ✢✺❖ ✬ ☛✧✜☛✤☞ ☞✘✍☞
NXFn

✒✖ ✔✑☞ ✍ ✎ ✍☞✏✑✒✓
✜✑✎✤✦☛✧ ✢

❉✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✴ ✢◗ ✬ ✗☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
NXBn = Bn ∩ NXn

✑✚ ✔✑✔✜✏✑✖✖✒✔✩
✌✒✤✍✏☞✒☞☛ ✩✏✍✤✘✖ ✢ � ✖✒✔✩ ✤✏✑✤☛✏☞✒☛✖ ✑✚ ☞✘☛ ✍✖✖✑ ✜✒✍✘☛✓✏✑✔ ☛✖☞✍✌ ✦✒✖✘☛✓ ✒✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✴ ✢❊ ✬
✗☛ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞

NXBn
✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✗☛✓✩☛ ✑✚ ✖✤✘☛✏☛✖ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔

n− 2
✍✔✓ ✘✍✖ ✍ ★☛✏☞☛✧✥✓☛✜✑✎✤✑✖✍✌✦☛

(n− 2)
✥✖✙☛✦☛☞✑✔ ✢ ✣✘☛ ✟✛✦☛✏ ✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☞✒✜ ✑✚

NXBn
☞✛✏✔✖ ✑✛☞ ☞✑ ✌ ☛ ☞✘☛

nth ✗ ✒✔☛ ✔✛✎✌☛✏ ✱✒ ✺✵ ✢ ✸☛ ✍✦✖✑ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✖✛✌ ✜✑✎✤✦☛✧
Bn,p ∩ NXn

✑✚ ✔✑✔✜✏✑✖✖✒✔✩ ✌✒✤✍✏☞✒☞☛ ✩✏✍✤✘✖ ✗ ✒☞✘ ✌✍✦✍✔✜☛ ✔✛✎✌☛✏ ✍☞ ✎✑✖☞
p

✘✍✖ ✍
★☛✏☞☛✧✥✓☛✜✑✎✤✑✖✍✌✦☛

(2p− 1)
✥✖✙☛✦☛☞✑✔ ✢

✘� ✚✘ ✁✄✣ ✂✪✪✦ ✥ ✥✂✄✣✢✂✦✜

✸☛ ✎ ✍✫ ✒✓☛✔☞✒✚✫ ☞✘☛ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛✖ ✑✚ ☞✘☛ ✍✖✖✑ ✜✒✍✘☛✓✏✑✔
An ✗✒☞✘ ☞✏✒✍✔✩✛✦✍☞✒✑✔✖

✑✚ ☞✘☛
n

✥✩✑✔ ◆☞✘☛ ✌✑✛✔✓✍✏✫ ☛✓✩☛✖ ☛✧✜✦✛✓☛✓❖ ✢ ✣✘☛ ✔✛✎✌☛✏ ✑✚ ✖✛✜✘ ☞✏✒✍✔✩✛✦✍☞✒✑✔✖
☛❍✛✍✦✖

Cn−2
✬ ✗✘☛✏☛

Cm =
1

m+ 1

(

2m

m

)

; ◆✺✴ ✢✺❖

Cm
✒✖ ☞✘☛

mth ✂❆●❆❏❆❅ ❅❀❇❅✿❏✢ ✗✑✏ ✍ ✚☛✗ ✓✒�☛✏☛✔☞ ✤✏✑✑✚✖ ✑✚ ☞✘ ✒✖ ✚✍✜☞ ✬ ✖☛☛ ✡✑★✂✖✖ ✱✕◗ ✬
✟✧ ✢ ✺✢✻✕✥✒�✵ ✢ ✗✑✏ ✍✔ ☛✧☞☛✔✖✒★☛ ✦✒✖☞ ✑✚ ✑☞✘☛✏ ✑✌✶ ☛✜☞✖ ✜✑✛✔☞☛✓ ✌✫ ✔✍☞✍✦✍✔ ✔✛✎✌☛✏✖ ✬
✖☛☛ ✹☞✍✔✦☛✫ ✱✺✺✲ ✬ ✺❊�✵ ✢

✣✘☛ ✎✑✖☞ ✒✎✤✑✏☞✍✔☞ ☞✑✤✑✦✑✩✒✜✍✦ ✏☛✖✛✦☞ ✍✌✑✛☞
An

✒✖ ✍✖ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✿ ✳✱ ✴� ✷✻✰ ✷✸ ✽✗◆❂ ❀ ✂✭✭ ✽❁✾❂❃ ❖❂❏

n ≥ 3
P ●■ ✿ ❆✾✾❂❆❄❆■ ✿❁❏❂❅

An
❆❂❄❅❃

❆❄❁✿✾ ❑ ❄●■ ●■ ✿ ❅❂❀❅❁❆❏● ❆❂❇✽ ❏✿✚ ❂❈ ❆❅
(n − 3)

❃❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅❆❏ ✽ ❂❏●●❂✽ ✿ ❆❅❁ ❄✾ ■ ✿❅❆✿
✾■ ✿❏ ❏❆❅❏✿ ❆❅❁ ■ ❂❇ ✿❂❇ ❂❏✽ ■ ❄❆ ●❂ ❆ ✾✽ ■ ✿❏✿ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅

n− 4 ❊ �

✹☛☛ ✓✍✒✎ ✍✔ ✱◗❊✵ ✬ ✡☛☛ ✱✳✲✵ ✬ ✍✔✓ ✄ ✒☛✩✦☛✏ ✱✺✻✴ ✬ ✟✧ ✢ � ✢✺� ✍✔✓ ✲ ✢✺✺✵ ✚✑✏ ✚✛✏☞✘☛✏ ✓✒✖✜✛✖✖✒✑✔
✍✔✓ ✏☛✚☛✏☛✔✜☛✖ ✢✯✏✑★✒✔✩ ☞✘✍☞

An
✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✖✤✘☛✏☛ ✒✖ ✔✑☞ ✓✒✖ ✜✛ ✦☞ ❋



✟� ✡� ✡ ✁ ✌✂ ✝✝✝✑✍✁ ☞✂ ✆✂ ✝ ✄✌✌☞ ☎✑✄✂ ✝✎✞☞✍ ❊�✳

✵✯✮� ✮✁✻✖✻✮✸ ✱✿ ✳◆ ❖❂❏
n ≥ 3

P
An ∼ tn−4 ❊ ❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P

An
■ ❆✾ ●■ ✿ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ●●✽ ✿

❂❈ ❆ ✾✽ ■ ✿❏✿ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅
n− 4 ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✡☛☞
E1 = {1i : i ∈ [3, n − 1]} ✍✔✓ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫

An(Y,E1 \ Y )
✚✑✏

☛✍✜✘
Y ⊆ E1 ✢ ✗ ✒✏✖☞ ✬ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞

Y 6= E1 ✢ ✡☛☞
x1 ≥ 2 ✌☛ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

1(x1 + 1) /∈ Y ✢ ✹✛✜✘ ✍✔
x1 ≤ n − 2

☛✧ ✒✖☞✖ ✬ ✍✖
Y 6= E1 ✢ ✡☛☞

x2 ≥ x1 + 2 ✌☛
✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

1x2 ∈ Y
✑✏
x2 = n ✢ ✣✘☛✔

x1x2
✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔

An(Y,E1 \ Y ) ✢
✓✍✎☛✦✫✬

x1x2 ∈ Intn
✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛

2 ≤ x2 − x1 ≤ n − 2 ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ✍✔✫ ☛✓✩☛ ✜✏✑✖✖✒✔✩
x1x2

✜✑✔☞✍✒✔✖ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧
1

✑✏ ✜✏✑✖✖☛✖ ☛✒☞✘☛✏
1x1

✑✏
1x2 ✢ ✣✘☛ ✏☛✎ ✍✒✔✒✔✩ ✚✍✎ ✒✦✫ ✒✖

An(E1, ∅)
✬ ✗✘✒✜✘ ✜✑✔☞✍✒✔✖ ☞✘☛ ✖✒✔✩✦☛ ✩✏✍✤✘ ✗ ✒☞✘ ☛✓✩☛ ✖☛☞

E1 ✮ ☛★☛✏✫ ☛✓✩☛ ✒✔
Intn−E1✜✏✑✖✖☛✖ ✖✑✎ ☛ ☛✓✩☛ ✒✔

E1 ✢ ✹✒✔✜☛ |E1| = n− 3
✬ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✌✫ ✡☛✎✎✍ ◗ ✢❊❊ ✢ �

✣✘☛✏☛ ✍✏☛ ✎ ✍✔✫ ✤✏✑✤✑✖☛✓ ✩☛✔☛✏✍✦✒✖✍☞✒✑✔✖ ✍✔✓ ★✍✏✒✍✔☞✖ ✑✚ ☞✘☛ ✍✖✖✑ ✜✒✍✘☛✓✏✑✔ ✒✔ ☞✘☛
✦✒☞☛✏✍☞✛✏☛ ❋

�
✟ ✍✤✏✍✔✑★ ✍✖ ✤ ☛✏✎✛☞✑✍✖✖✑✜✒✍✘☛✓✏✑✔ ✱✳�✵ ✮ ✖☛☛ ✍✦✖✑ ✌☛✒✔☛✏ ✍✔✓ ✄ ✒☛✩ ✦☛✏ ✱✺��✵ ✢

� ✣✘☛ ✜✫✜✦✑✘☛✓✏✑✔ ✍✔✓ ✒☞✖ ✏☛✦✍☞✒★☛✖ ✮ ✖☛☛ ✰✑☞☞ ✍✔✓ ✣✍✛✌☛✖ ✱✺✲✵ ✬ ✹✒✎ ✒✑✔ ✱✺✺✺✵ ✬
✪ ✍✏✙✦ ✱✕✕✵ ✬ ✍✔✓ ✗✑✎ ✒✔ ☛☞ ✍✦ ✢ ✱✒✒ ✬ ❊✴✵ ✢

� ✔✑✎✤✦☛✧☛✖ ✑✚ �

p
✥✓✒★✒✖✌✦☛✁ ✤✑✦✫✩✑✔ ✓✒✖✖☛✜☞✒✑✔✖ ✮ ✖☛☛ ✯ ✏✖✫☞✫✜✙✒ ✍✔✓ ✹✒✙✑✏✍ ✱✲✕✵✍✔✓ ✣✖✍✔✍✙✒ ✱✺❊◗✵ ✢

� ✔✑✎✤✦☛✧☛✖ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖ ✍★✑✒✓✒✔✩
(k + 1)

✥✖☛☞✖ ✑✚ ✎✛☞✛✍✦✦✫ ✜✏✑✖✖✒✔✩ ☛✓✩☛✖ ✮ ✖☛☛
✔✍✤✑✫✦☛✍✖ ✍✔✓ ✯✍✜✘ ✱❊✒✵ ✬ ✓ ✍✙✍✎ ✒✩✍✗✍ ✱✲ ✺✵ ✬ ✍✔✓ ✗ ✏☛✖✖ ☛☞ ✍✦ ✢ ✱✻◗ ✬ ✻✴ ✬ ✻✳✵

✘� ✚✜ ✁ ✪✄✣★★✥✜✄ ✦ ✄ ✁✄✣ ✂✪✪✦ ✥ ✥✂✄✣✢✂✦✜

✣✑ ✚✍✜✒✦✒☞✍☞☛ ✍✔✍✦✫✖✒✖ ✑✚ ✎ ✍✔✫ ✑✚ ☞✘☛ ✓✒✘☛✓✏✍✦ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ☞✑ ✌☛ ✖☞✛✓✒☛✓ ✒✔ ☞✘✒✖ ✤✍✤☛✏ ✬
✗☛ ✗ ✒✦✦ ✎ ✍✙☛ ✛✖☛ ✑✚ ✍ ✖✤ ☛✜✒✕✜ ✖✘☛✦✦✒✔✩ ✑✚

An
✓✛☛ ☞✑ ✡☛☛ ✱✳✲✵ ✢ ✣✘✒✖ ✖✘☛✦✦✒✔✩ ☞✛✏✔✖

✑✛☞ ☞✑ ✌☛ ✍
V D

✥✖✘☛✦✦✒✔✩ ◆✖☛☛ ✹☛✜☞✒✑✔ ✴ ✢✻❖ ✗ ✒☞✘ ✜☛✏☞✍✒✔ ❍✛✒☞☛ ✔✒✜☛ ✤✏✑✤☛✏☞✒☛✖ ✢ ✌☛✜✍✦✦
☞✘✍☞

NXn
✒✖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✍✦✦ ✔✑✔✜✏✑✖✖✒✔✩ ✩✏✍✤✘✖ ✑✔

[n] ✮ NXn
✒✖ ☞✘☛

n
✥✚✑✦✓ ✜✑✔☛

✑★☛✏
An ✗✒☞✘ ✏☛✖✤ ☛✜☞ ☞✑

Bdn ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✿ ✳✲ ❖❂❏ ✿❆❆■

n ≥ 3
P
An

❆❁❇ ❄●✾ ❆
V D

❃✾■ ✿❏ ❏❄❅❑ ✾❀❆■ ●■ ❆● ✿❆❆■ ❇ ❄❅❄❇❆❏
❈ ❆❆✿

G
❄❅ ●■ ✿ ✾■ ✿❏ ❏❄❅❑ ■ ❆✾ ●■ ✿ ✽ ❏❂✽ ✿❏●● ●■ ❆●

G
❄✾ ❆ ❈ ❂❏✿✾● ❆❅❁ ■ ✿❅❆✿ ❆●❆❏✿❃❈ ❏✿✿❊

✁
❍❀❄■❆❏✿❅●❏●P ●■ ✿

n
❃❈ ❂ ❏❁ ❆❂❅✿

NXn
❂■✿❏

An
■ ❆✾ ●■ ✿ ✾❆❇ ✿ ✽ ❏❂✽ ✿❏●● ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✎ ✒★☛✔ ✍ ☞✏✒✍✔✩✛✦✍☞✒✑✔
T

✑✚ ☞✘☛
n

✥✩✑✔ ✬ ☛★☛✏✫ ✒✔☞☛✏✒✑✏ ☛✓✩☛
e

✒✖ ✍ ✓✒✍✩✑✔✍✦ ✒✔
☞✘☛ ❍✛✍✓✏✒✦✍☞☛✏✍✦ ✑✌☞✍✒✔☛✓ ✌✫ ✏☛✎✑★✒✔✩

e
✚✏✑✎

T ✮ ✦☛☞
e′ ✌☛ ☞✘☛ ✑☞✘☛✏ ✓✒✍✩✑✔✍✦ ✒✔

☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ❍✛✍✓✏✒✦✍☞☛✏✍✦ ✢ ▼ ✦✒✩✔✒✔✩ ✗ ✒☞✘ ✡☛☛ ✱✳✲✵ ✬ ✏☛✚☛✏ ☞✑ ✍✔ ✒✔☞☛✏✒✑✏ ☛✓✩☛
e

✒✔
T

✍✖
❏✿❁ ✒✚

e
✒✖ ✖✎ ✍✦✦☛✏ ☞✘✍✔

e′
✬ ☞✘☛ ☛✓✩☛✖ ✑✏✓☛✏☛✓ ✦☛✧✒✜✑✩✏✍✤✘✒✜✍✦✦✫ ✮ ✏☛✚☛✏ ☞✑

e
✍✖ ❑ ❏✿✿❅

✒✚
e

✒✖ ✦✍✏✩☛✏ ☞✘✍✔
e′ ✢� ▼✦✦ ✌✑✛✔✓✍✏✫ ☛✓✩☛✖ ✍✏☛ ✏☛✚☛✏✏☛✓ ☞✑ ✍✖ ✩✏☛☛✔ ✢ ✗✑✏ ✍ ✩✒★☛✔

☞✏✒✍✔✩✛✦✍☞✒✑✔
T

✬ ✦☛☞
R(T ) ✌☛ ☞✘☛ ✖☛☞ ✑✚ ✏☛✓ ☛✓✩☛✖ ✒✔

T ✢ ✸☛ ✗✍✔☞ ☞✑ ✤✏☛✖☛✔☞ ✍ ★☛✏☞☛✧
✓☛✜✑✎✤✑✖✒☞✒✑✔ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✜✑✏✏☛✖✤✑✔✓✒✔✩ ✖✘☛✦✦✒✔✩

(∅ = ∆0, . . . ,∆r = An)
✘✍✖ ☞✘☛

✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ✤✏✑✤☛✏☞✫ ❋
✁✂✄☎✆✝✞✞✟✠ ✡☛☛ ✞✝☞ ☛✞☛✌ ☎✍☛ ☛✌✎☛✏ ☎✍☛ ✑☎✍☛✒ ✓✝✟ ✝✒✑✆✔✌ ✕



❊�✕ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟� ✡ � ☞✍ ☎✞☞✌✌✑✍✁ ✁✞✄☎✂✌

◆✒❖ ✗✑✏ ☛✍✜✘
i ∈ [1, r]

✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘☛ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛
σi

✑✚
∆i\∆i−1

✚✏✑✎ ☞✘☛ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦
✚✍✜☛

τi
✑✚

∆i\∆i−1 ✌✫ ✏☛✎✑★✒✔✩ ✍✦✦ ✩✏☛☛✔ ☛✓✩☛✖ ◆✒✔✜✦✛✓✒✔✩ ☞✘☛ ✌✑✛✔✓✍✏✫ ☛✓✩☛✖❖ ✮☞✘✛✖
σi = R(τi) ✢

✗ ✒✏✖☞ ✬ ✗☛ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞ ✖✛✜✘ ✍ ✖✘☛✦✦✒✔✩ ✘✍✖ ☞✘☛ ✓☛✖✒✏☛✓ ✤✏✑✤☛✏☞✫✢ ✔✑✔✖✒✓☛✏ ✍ ✜✫✜✦☛
C

✒✔
✍ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛

τi
✬ ✍✔✓ ✦☛☞

e ✌☛ ☞✘☛ ☛✓✩☛ ✶ ✑✒✔ ✒✔✩ ☞✘☛ ☞✗✑ ✦✍✏✩☛✖☞ ★☛✏☞✒✜☛✖
v

✍✔✓
w

✒✔
C ✢ ✣✘☛ ☛✓✩☛

e
✒✖ ☛✒☞✘☛✏ ✍ ✌✑✛✔✓✍✏✫ ☛✓✩☛ ✑✏ ✍ ✓✒✍✩✑✔✍✦ ✒✔ ✍ ✜☛✏☞✍✒✔ ❍✛✍✓✏✒✦✍☞☛✏✍✦

Q✒✔
τi ✢ ❉✔ ☞✘☛ ✚✑✏✎ ☛✏ ✜✍✖☛ ✬

e
✒✖ ✜✦☛✍✏✦✫ ✔✑☞ ✤✍✏☞ ✑✚

σi ✮ ✘☛✔✜☛ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘☛ ✦✍☞☞☛✏ ✜✍✖☛ ✢✹✒✔✜☛
τi

✒✖ ✜✏✑✖✖✒✔✩✥✚✏☛☛ ✬ ✑✔☛ ✑✚ ☞✘☛ ☞✗✑ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✶ ✑✒✔☛✓ ✌✫ ☞✘☛ ✑☞✘☛✏ ✓✒✍✩✑✔✍✦
e′

✒✔
Q ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑

C ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬ ☞✘✒✖ ☛✔✓✤✑✒✔☞ ✎✛✖☞ ☞✘☛✔ ✌☛ ✖☞✏✒✜☞✦✫ ✖✎ ✍✦✦☛✏ ☞✘✍✔
v

✍✔✓
w

✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
e′

✒✖ ✖✎ ✍✦✦☛✏ ☞✘✍✔
e

✍✔✓ ✘☛✔✜☛ ☞✘✍☞
e

✒✖ ✩✏☛☛✔ ✒✔
τi ✢ ❉☞ ✚✑✦✦✑✗ ✖

☞✘✍☞
C

✒✖ ✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ☞✘☛ ✜✑✏✏☛✖✤✑✔✓✒✔✩ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✔✑✔✚✍✜☛
σi ✢

✗✑✏
i ∈ [3, n− 1]

✬ ✓☛✕✔☛

Σi = An(1i, {1j : j ∈ [3, i− 1]}).

❉✔ ✍✓✓✒☞✒✑✔ ✬ ✦☛☞
Σn = ∆(∅, {1j : j ∈ [3, n − 1]}) ✢ ❉✔ ✍✔✫ ☞✏✒✍✔✩✛✦✍☞✒✑✔ ✬ ☛✓✩☛✖ ✗ ✒☞✘

✑✔☛ ☛✔✓✤✑✒✔☞ ✒✔
1 ✗✒✦✦ ✍✦✗✍✫✖ ✌ ☛ ✏☛✓ ✮ ✘☛✔✜☛ ☞✘☛ ✩✒★☛✔ ✓☛✜✑✎✤✑✖✒☞✒✑✔ ✓✑☛✖ ✔✑☞ ★✒✑ ✦✍☞☛

☞✘☛ ✓☛✖✒✏☛✓ ✜✑✔✓✒☞✒✑✔ ◆✒❖ ✢
✗ ✒✏✖☞ ✬ ✜✑✔✖✒✓☛✏

Σn ✢ ❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞
2n

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✬ ✍✖ ✔✑ ☛✓✩☛✖ ☛✧✜☛✤☞ ☞✘☛
✏☛✎✑★☛✓ ✑✔☛✖ ✜✏✑✖✖ ☞✘✒✖ ☛✓✩☛ ✢ ▼ ✦✖✑ ✬ ✒✔ ✍✔✫ ☞✏✒✍✔✩✛✦✍☞✒✑✔ ✒✔

Σn
✬
2n

✒✖ ✍ ✩✏☛☛✔ ☛✓✩☛ ✬
✍✖ ☞✘☛ ✑☞✘☛✏ ✓✒✍✩✑✔✍✦ ✒✔ ☞✘☛ ✜✑✏✏☛✖✤✑✔✓✒✔✩ ❍✛✍✓✏✒✦✍☞☛✏✍✦ ✎✛✖☞ ✜✑✔☞✍✒✔ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧

1 ✢
✗✑✏ ✍✔✫ ✖☛☞

S ⊆ [n]
✬ ✓☛✕✔☛

NXS
✍✖ ☞✘☛ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚

NXS
✑✔ ☞✘☛ ✖☛☞ (S

2

) ✮✓☛✕✔☛
AS

✍✖ ☞✘☛ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌✜✑✎✤✦☛✧ ✑✌☞✍✒✔☛✓ ✚✏✑✎
NXS ✌✫ ✏☛✎✑★✒✔✩ ☞✘☛ ✌✑✛✔✓✍✏✫

☛✓✩☛✖ ✒✔ ☞✘☛ ✜✑✔★☛✧ ✤✑✦✫✩✑✔ ✖✤✍✔✔☛✓ ✌✫ ☞✘☛ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✒✔
S ✢ ✹☞✛✓✫ ☞✘☛

(n − 1)
✥✩✑✔

✗ ✒☞✘ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞
[2, n]

✍✔✓ ☞✘☛ ✜✑✏✏☛✖✤✑✔✓✒✔✩ ✜✑✎✤✦☛✧
A[2,n] ✢ ✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔

n
✬

☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍ ★☛✏☞☛✧ ✓☛✜✑✎✤✑✖✒☞✒✑✔ ✑✚
A[2,n]

✖✍☞✒✖✚✫ ✒✔✩ ◆✒❖ ✢ ✹✒✔✜☛
Σn

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✑★☛✏
A[2,n] ✗✒☞✘ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞

2n
✬ ✗☛ ☛✍✖✒✦✫ ☞✏✍✔✖✦✍☞☛ ☞✘☛ ✩✒★☛✔ ✓☛✜✑✎✤✑✖✒☞✒✑✔ ✑✚

A[2,n]
✒✔☞✑

✍ ✓☛✜✑✎✤✑✖✒☞✒✑✔ ✑✚
Σn

✖✍☞✒✖✚✫ ✒✔✩ ◆✒❖ ✢
✓☛✧☞ ✬ ✜✑✔✖✒✓☛✏

Σi
✚✑✏

i ≤ n− 1 ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞
2i

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔
Σi

✍✔✓ ✜✦☛✍✏✦✫
✩✏☛☛✔ ✒✔ ✍✔✫ ☞✏✒✍✔✩✛✦✍☞✒✑✔ ✒✔

Σi ✢ ✣✘✒✖ ☞✒✎ ☛ ✬ ✗☛ ✍✏☛ ✒✔☞☛✏☛✖☞☛✓ ✒✔ ☞✘☛ ☞✗✑ ✤✑✦✫✩✑✔✖
✑✔ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞✖

[2, i]
✍✔✓

[i, 1] = {1} ∪ [i, n]
✬ ✏☛✖✤ ☛✜☞✒★☛✦✫✢ ✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✬ ☛✍✜✘ ✑✚

A[2,i]
✍✔✓

A[i,1]
✍✓✎ ✒☞✖ ✍ ★☛✏☞☛✧ ✓☛✜✑✎✤✑✖✒☞✒✑✔ ✖✍☞✒✖✚✫ ✒✔✩ ◆✒❖ ✢ ✓✑✗ ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

Σi
✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✑★☛✏ ☞✘☛ ✶ ✑ ✒✔ {1i} ∗ A[2,i] ∗ A[i,1] ✗✒☞✘ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞

2i
✚✑✏

i 6= 3
✍✔✓

☞✘✍☞
Σ3 = {13} ∗ A[3,1] ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛ ✦✍✏ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ✍ ✓☛✜✑✎✤✑✖✒☞✒✑✔ ✑✚

Σi
✖✍☞✒✖✚✫✒✔✩

◆✒❖ ✌✫ ✕✏✖☞ ✍✤✤✦✫✒✔✩ ☞✘☛ ✩✒★☛✔ ✓☛✜✑✎✤✑✖✒☞✒✑✔ ✑✚
A[2,i]

✍✔✓ ☞✘☛✔ ✍✤✤✦✫✒✔✩ ☞✘☛ ✩✒★☛✔
✓☛✜✑✎✤✑✖✒☞✒✑✔ ✑✚

A[i,1] ✢ �

▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ✱✿ ✳✙ ❄✿●
Σ ❅✿ ❆ ✾❀❅❆❂❇✽ ❏✿✚ ❂❈

NXn ❊ ❄✿●
d ❅✿ ❆ ✁ ✚ ✿❁ ❄❅●✿❑ ✿❏ ❊

◆✒❖ ❈❈
Σ(σ, Intn \ τ) ❄✾ ■❂❄❁ ❂❏ ✾■ ✿❏ ❏❆❅❏✿ ☎

V D
❃✾■ ✿❏ ❏❆❅❏✿✞ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅

d
❈ ❂❏ ✿❆❆■

❆●❆❏✿❃❈ ❏✿✿ ❆❅❁ ❅❂❅❆❏❂✾✾❄❅❑ ✾✿●
σ

❂❈ ❄❅●✿❏❄❂❏ ✿❁❑ ✿✾ ❆❅❁ ✿❆❆■ ●❏❄❆❅❑❀ ❏❆●❄❂❅
τ

❂❈
●■ ✿

n
❃❑ ❂❅ ❆❂❅●❆❄❅ ❄❅❑

σ
P ●■ ✿❅ ✾❂ ❄✾

Σ ❊ ✂❅❆❏❂❑ ❂❀✾ ❏●P ❄❈
Σ(σ, Intn \ τ) ❄✾

V D(d)❈ ❂❏ ✿❆❆■
σ

❆❅❁
τ

❆✾ ❆❅❂■✿P ●■ ✿❅ ✾❂ ❄✾
Σ ❊



✟� ✡� ✡ ✁ ✌✂ ✝✝✝✑✍✁ ☞✂ ✆✂ ✝ ✄✌✌☞ ☎✑✄✂ ✝✎✞☞✍ ❊�✲

◆✒✒❖ ❈❈
Σ(σ, Intn \ τ) ❆❁❇ ❄●✾ ❆❅ ❆❆●❆❏❄❆ ❇❆●❆■ ❄❅❑ ☎❁✿❆❄✾❄❂❅ ●❏✿✿✞ ❑ ❄●■ ❆❏ ❏ ❆❏❄●❄❆❆❏

☎✿■❆✾❄■✿✞ ✾✿●✾ ❂❈ ●■ ✿ ✾❆❇ ✿ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅
d
❈ ❂❏ ✿❆❆■ ❆●❆❏✿❃❈ ❏✿✿ ❆❅❁ ❅❂❅❆❏❂✾✾❄❅❑ ✾✿●

σ
❂❈ ❄❅●✿❏❄❂❏ ✿❁❑ ✿✾ ❆❅❁ ✿❆❆■ ●❏❄❆❅❑❀ ❏❆●❄❂❅

τ
❂❈ ●■ ✿

n
❃❑ ❂❅ ❆❂❅●❆❄❅❄❅❑

σ
P ●■ ✿❅

✾❂ ❁❂✿✾
Σ ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✣✘☛ ✖✘☛✦✦✒✔✩ ✤✍✒✏✖
(σ, τ) ✗✒☞✘ ✏☛✖✤ ☛✜☞ ☞✑ ☞✘☛

V D
✥✖✘☛✦✦✒✔✩ ✒✔ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✴ ✢✻✖✍☞✒✖✚✫ ☞✘☛ ✜✑✔✓✒☞✒✑✔✖ ✒✔ ☞✘☛ ✜✑✏✑✦✦✍✏✫✢ ✣✘✛✖ ☞✘☛ ✜✑✏✑✦✦✍✏✫ ✚✑ ✦✦✑✗ ✖ ✚✏✑✎ ✡☛✎✎✍ ✴ ✢✺❊ ✢

�

▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ✱✿ ✳✗ ❄✿●
M ❅✿ ❆ ❇ ❆●❏❂❄❁ ❂❅ ●■ ✿ ✿❁❑ ✿ ✾✿● ❂❈

Kn
✾❀❆■ ●■ ❆● ✿❆❆■ ●❏❄❆❅❑❀❃

❏❆●❄❂❅ ❂❈ ●■ ✿
n

❃❑ ❂❅ ■ ❆✾ ❈ ❀ ❏ ❏ ❏❆❅❉
r ❊ ❈❈

∆
❄✾ ❆ ❇❈ ❆❂❇✽ ❏✿✚ ❂■✿❏

M
☎✾✿✿ ▲✿❆●❄❂❅ ✄✝ ❊✟✞ P●■ ✿❅

∆ ∩ NXn
❄✾ �✂

(r − 1) ❊ ❈❈
∆

❄✾ ❆❅ ▲❇❈ ❆❂❇✽ ❏✿✚ ❂■✿❏
M

☎✾✿✿ ▲✿❆●❄❂❅ ✄✝ ❊✝✞ P●■ ✿❅
∆ ∩ NXn

❄✾ �✂+(r − 1) ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✗✑✏ ☛✍✜✘ ✜✫✜✦☛✥✚✏☛☛ ✍✔✓ ✔✑✔✜✏✑✖✖✒✔✩ ✖☛☞

σ
✑✚ ✒✔☞☛✏✒✑✏ ☛✓✩☛✖ ✍✔✓ ☛✍✜✘ ☞✏✒✍✔✩✛✦✍✥

☞✒✑✔
τ

✑✚ ☞✘☛
n

✥✩✑✔ ✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩
σ

✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
(∆∩NXn)(σ, Intn\τ) = ∆(σ, Intn\τ) ✢� ✖✒✔✩ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✻ ✢◗ ✍✔✓ ☞✘☛ ✚✍✜☞ ☞✘✍☞ ✤✖☛✛✓✑✥✒✔✓☛✤ ☛✔✓☛✔✜☛ ✒✖ ✜✦✑✖☛✓ ✛✔✓☛✏ ☞✍✙✒✔✩

✦✒✔✙✖ ✍✔✓ ✓☛✦☛☞✒✑✔✖ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞
∆(σ, Intn\τ)

✒✖ ✂✗(r−1) ✢ ✰✫ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✺✴ ✢✒ ☎❄✞ ✬
✒☞ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞

∆∩NXn
✒✖ ✂✗(r − 1) ✢ ❉✚ ∆

✒✖ ✍✔ ✹✯❉ ✜✑✎✤✦☛✧ ✬ ☞✘☛✔ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✻ ✢✺�✒✎ ✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
∆(σ, Intn \τ)

✒✖ ✂✗+(r−1) ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬
∆∩NXn

✒✖ ✂✗+(r−1)
✌✫ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✺✴ ✢✒ ☎❄✞ ✥ ☎❄❄✞ ✢ �

✎ ✒★☛✔ ☞✘✍☞ ✜☛✏☞✍✒✔ ✜✑✔✓✒☞✒✑✔✖ ✍✏☛ ✖✍☞✒✖✕☛✓ ✬ ✗☛ ✎ ✍✫ ✜✑✦✦✍✤✖☛ ✍ ✜✑✎✤✦☛✧ ✜✑✔☞✍✒✔ ✒✔✩
✩✏✍✤✘✖ ✗ ✒☞✘ ✜✏✑✖✖✒✔✩ ☛✓✩☛✖ ☞✑ ✒☞✖ ✖✛✌ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✔✑✔✜✏✑✖✖✒✔✩ ✩✏✍✤✘✖ ❋
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✿ ✳✿ ❄✿●

Σ ❅✿ ❆ ✾❄❇✽ ❏❄❆❄❆❏ ❆❂❇✽ ❏✿✚ ❂❅
[n] ❊ ▲❀✽✽ ❂✾✿ ●■ ❆● ❑■ ✿❅✿■✿❏ ❆ ❈ ❆❆✿

σ ∈ Σ
❆❂❅●❆❄❅✾ ●❑ ❂ ❆❏❂✾✾❄❅❑ ✿❁❑ ✿✾

ac
❆❅❁

bd
P ●■ ✿ ❈ ❆❆✿

σ ∪ {ab, bc, cd, ad} ❅✿❏❂❅❑✾ ●❂
Σ ❊ ❋■ ✿❅

Σ
❆❁❇ ❄●✾ ❆ ❆❂❏ ❏❆✽ ✾✿ ●❂

Σ ∩ NXn ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✸☛ ✓☛✕✔☛ ✍ ✤☛✏✚☛✜☞ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔

Σ \ NXn
✍✖ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ✢ ✗☛✕✔☛ ✍ ✦✒✔☛✍✏

✑✏✓☛✏ ≤L ✑✔ ☞✘☛ ☛✓✩☛✖ ✒✔ ([n]
2

) ✒✔ ☞✘☛ ✚✑ ✦✦✑✗ ✒✔✩ ✎ ✍✔✔☛✏ ❋ ▼✔ ☛✓✩☛
ij

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
i < j✒✖ ✖✎ ✍✦✦☛✏ ☞✘✍✔ ✍✔ ☛✓✩☛

kl
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

k < l
✒✚
j < l

✑✏ ✒✚
j = l

✍✔✓
i > k ✢ ✗✑✏ ✍ ✩✒★☛✔

✩✏✍✤✘
G ∈ Σ \NXn

✬ ✦☛☞
e(G) = uv ✌☛ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✗ ✒☞✘ ✏☛✖✤☛✜☞ ☞✑ ☞✘✒✖ ✑✏✓☛✏ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✜✏✑✖✖✒✔✩ ☛✓✩☛✖
xu

✍✔✓
vy

✒✔
G

✖✍☞✒✖✚✫ ✒✔✩
x < y < u < v ✢ ✗✑✏

e ∈
(

[n]
2

) ✬ ✦☛☞
F(e) ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖

G ∈ Σ \ NXn
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

e(G) = e ✢ ✸☛ ✑✌☞✍✒✔ ✍ ✤✑✖☛☞
✎ ✍✤

Σ → (
(

[n]
2

)

,≤L) ✌✫ ✖☛✔✓✒✔✩ ✍ ✩✏✍✤✘ ✒✔ F(e)
☞✑ ☞✘☛ ☛✓✩☛

e ✢ ✓ ✍✎ ☛✦✫✬ ✒✚ ✗☛ ✍✓✓
☛✓✩☛✖ ☞✑ ✍ ✩✏✍✤✘

G
✬ ☞✘☛✔

e(G)
✜✍✔✔✑☞ ✓☛✜✏☛✍✖☛ ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ✗☛ ✎ ✍✫ ✍✤✤✦✫

☞✘☛ ✔ ✦✛✖☞☛✏ ✡☛✎✎ ✍ ✒ ✢❊ ☞✑ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✒☛✖ F(e) ✢✡☛☞
e = uv ✗✒☞✘

u < v
✍✔✓ ✦☛☞

G ∈ F(e) ✢ ✡☛☞
x

✍✔✓
y ✌☛ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

xu, yv ∈ G✍✔✓
x < y < u < v ✢ ✸☛ ✜✦✍✒✎ ☞✘✍☞

e(G + uv) = uv ✢ ✓ ✍✎ ☛✦✫✬ ✑☞✘☛✏✗ ✒✖☛ ✗☛ ✎✛✖☞
✘✍★☛ ✍✔ ☛✓✩☛

rs ∈ G ✗✒☞✘
r < s

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
rs

✍✔✓
uv

✜✏✑✖✖ ✍✔✓ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
sv >L uv ✢

❉✚ r < u < s < v
✬ ☞✘☛✔

sv <L uv ✢ ❉✚ u < r < v < s
✬ ☞✘☛✔

yv
✍✔✓

rs
✜✏✑✖✖ ✬ ✗✘✒✜✘

✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
e(G) ≥L vs >L uv ✢ ❉✔ ✌✑☞✘ ✜✍✖☛✖ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ✍ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✑✔ ✢ ▼ ✖ ✍

✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ✒☞ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞
e(G+ uv) = uv ✢



❊✺� ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟� ✡ � ☞✍ ☎✞☞✌✌✑✍✁ ✁✞✄☎✂✌

✓✑✗ ✬ ✌✫ ✍✖✖✛✎✤☞✒✑✔ ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
G+ e(G) ∈ Σ ✗✘☛✔☛★☛✏

G ∈ Σ ✢ ❉✔ ✍✓✓✒☞✒✑✔ ✬
✗☛ ✘✍★☛ ✶ ✛ ✖☞ ✓☛✎✑✔✖☞✏✍☞☛✓ ☞✘✍☞

e(G) = e(G+e(G)) ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬
e

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞
✒✔ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ F(e) ✢ ✰✫ ☞✘☛ ✔ ✦✛ ✖☞☛✏ ✡☛✎✎ ✍ ✒ ✢❊ ✬ ✒☞ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞

Σ \ NXn
✍✓✎ ✒☞✖ ✍

✤☛✏✚☛✜☞ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✍✔✓ ✘☛✔✜☛ ☞✘✍☞ ✗☛ ✘✍★☛ ✍ ✜✑✦✦✍✤✖☛ ✚✏✑✎
Σ

☞✑
Σ ∩ NXn ✢ �

✣✘☛ ✩☛✔☛✏✒✜ ☛✧✍✎✤✦☛ ✑✚ ✍ ✜✑✎✤✦☛✧ ✍✖ ✒✔ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✴ ✢✴ ✒✖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖
✗ ✒☞✘ ✍ ✖☛✤✍✏✍✌✦☛ ✤✑✦✫✩✑✔ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✮ ✖☛☛ ✹☛✜☞✒✑✔ ❊✺✢✻ ✢ ▼✔✑☞✘☛✏ ☛✧✍✎✤✦☛ ✒✖ ☞✘☛
✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖ ✗ ✒☞✘ ✍ ✓✒✖✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✤✑✦✫✩✑✔ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✮ ✖☛☛ ✹☛✜☞✒✑✔ ❊✺✢❊ ✢
✘� ✚✙ � ✦✜✥✂✦✪✪✥✜✄ ✧ ✂✁✥✄ ✥✜✄✪

✸☛ ✓✒✖✜✛✖✖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
NXMn

✑✚ ✔✑✔✜✏✑✖✖✒✔✩ ✎✍☞✜✘✒✔✩✖ ✑✔
n

★☛✏☞✒✜☛✖ ✢ ✗ ✒✏✖☞ ✬ ✗☛
✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✍✔✓ ✓☛✤☞✘ ✑✚

NXMn ✢ ✰✫ ✜✑✔★☛✔☞✒✑✔ ✬ ✗☛ ✓☛✕✔☛
NXM0 = {∅} ✢

✫✬✭✮✯✭✰ ✱✿ ✳❁ ❖❂❏
n ≥ 0

P
NXMn

■ ❆✾ ■ ❂❇ ❂❏❂❑● ❄❅ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅
d

❂❅ ❏● ❄❈
⌈

n− 4

3

⌉

≤ d ≤
⌊

2n− 5

5

⌋

.

❙ ❂❏✿❂■✿❏P
NXMn

❄✾
V D(νn)

P ❑■ ✿❏✿
νn = ⌈n−4

3 ⌉ ❊
✛ ✿❇❆❏❉ ❊ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞ ✑✛✏ ✛✤✤☛✏ ✌✑✛✔✓ ✚✑✏ ☞✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✑✚

NXMn
✒✖ ✖✒✩✔ ✒✕✜✍✔☞✦✫

✖✎ ✍✦✦☛✏ ☞✘✍✔ ☞✘☛ ✔☛✍✏✦✫ ☞✏✒★✒✍✦ ✛✤✤☛✏ ✌✑✛✔✓ ⌊(n − 3)/2⌋ ✚✑✏
Mn

◆✗✘✒✜✘ ✒✖ ✌ ☛✖☞
✤✑✖✖✒✌✦☛ ✌✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✺✢✺❊❖ ✢ ❉✔ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✴ ✢✕ ✬ ✗☛ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✩✒★☛✔ ✌✑✛✔✓✖ ✚✑✏
NXMn

✍✏☛ ✌ ☛✖☞ ✤✑✖✖✒✌✦☛ ✢
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✗✑✏

k ≤ n
✬ ✓☛✕✔☛

NXMn,k = delNXMn
(Int∗k)

✬ ✗✘☛✏☛
Int∗k

✒✖ ☞✘☛ ✖☛☞ ✑✚ ☛✓✩☛✖
ij

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
i ≥ 1

✍✔✓
i+ 2 ≤ j ≤ k ✮ Int∗k = ∅ ✚✑✏

k ≤ 2
✍✔✓

Int∗k = Intk + 1k
✚✑✏

k ≥ 3 ✢
✗ ✒✏✖☞ ✬ ✗☛ ✜✦✍✒✎ ☞✘✍☞

NXMn,k
✒✖
V D(νn) ✮ ✜✘✑✑✖✒✔✩

k = 2
✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘☛ ✦✍✖☞

✖☞✍☞☛✎ ☛✔☞ ✒✔ ☞✘☛ ☞✘☛✑✏☛✎ ✢ ✣✑ ✤✏✑★☛ ☞✘☛ ✜✦✍✒✎ ✬ ✗☛ ✛✖☛ ✓✑✛✌✦☛ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔
n

✍✔✓
n− k ✢ ✣✘☛ ✜✍✖☛

n ≤ 3
✒✖ ☛✍✖✒✦✫ ✜✘☛✜✙☛✓ ✌✫ ✘✍✔✓ ✢ ▼✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞

n ≥ 4 ✢
✣✘☛ ✌✍✖☛ ✜✍✖☛ ✒✖ ☞✘✍☞

k = n ✮ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
NXMn,n

✒✖ ☞✘☛ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌ ✜✑✎✤✦☛✧
✑✔ ☞✘☛ ✖☛☞ {i(i+ 1) : i ∈ [n− 1]} ✢ ✣✘✒✖ ✒✖ ☞✘☛ ☛✓✩☛ ✖☛☞ ✑✚ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘

Pan
✓✒✖✜✛✖✖☛✓ ✒✔

✹☛✜☞✒✑✔ ✺✺✢✒ ✮ ✘☛✔✜☛
NXMn,n

✜✑✒✔✜✒✓☛✖ ✗ ✒☞✘
M(Pan) ✢ ✰✫ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✺✺✢✻❊ ✬

NXMn,n✒✖
V D(νn) ✢
✓✑✗ ✬ ✍✖✖✛✎☛ ☞✘✍☞

k < n ✢ ✗ ☛✜✑✎✤✑✖☛
NXMn,k ✗✒☞✘ ✏☛✖✤☛✜☞ ☞✑ ☞✘☛

0
✥✜☛✦✦✖ ☞✘✍☞

✍✏☛ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔
NXMn,k ✌✛☞ ✔✑☞ ✒✔

NXMn,k+1 ✮ ☞✘☛✖☛
0
✥✜☛✦✦✖ ✍✏☛ ☞✘☛ ☛✓✩☛✖

i(k + 1)✚✑✏
i ∈ [k − 1] ✢ ✹✒✔✜☛ ✍☞ ✎✑✖☞ ✑✔☛ ✑✚ ☞✘☛✖☛ ☛✓✩☛✖ ✜✍✔ ✌☛ ✤✏☛✖☛✔☞ ✒✔ ✍ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✬

☞✘☛ ✑✏✓☛✏ ✒✔ ✗✘✒✜✘ ✗☛ ✓☛✜✑✎✤✑✖☛
NXMn,k

✒✖ ✒✏✏☛✦☛★✍✔☞ ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✓☛✦☛☞✒✑✔ ✑✚
NXMn,k ✗✒☞✘ ✏☛✖✤ ☛✜☞ ☞✑ {i(k + 1) : i ∈ [k − 1]} ✒✖ ☛✧✍✜☞✦✫

NXMn,k+1
✬ ✗✘✒✜✘ ✒✖

V D(νn) ✌✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔
n− k ✢

❉☞ ✏☛✎ ✍✒✔✖ ☞✑ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✦✒✔✙ ✗ ✒☞✘ ✏☛✖✤ ☛✜☞ ☞✑
i(k+ 1)

✚✑✏ ☛✍✜✘
i ∈ [k− 1] ✢ ✣✘☛

☛✓✩☛
i(k+1)

✓✒★✒✓☛✖ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞ ✒✔☞✑ ☞✘☛ ☞✗✑ ✒✔☞☛✏★✍✦✖
[i+1, k]

✍✔✓
[k+2, i− 1] ✢✹✒✔✜☛ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✔✑ ☛✓✩☛✖ ✌☛☞✗☛☛✔ ☞✘✑✖☛ ☞✗✑ ✒✔☞☛✏★✍✦✖ ✒✔ ✍ ✔✑✔✜✏✑✖✖✒✔✩ ✎✍☞✜✘✒✔✩



✟� ✡✠ ✡ � ☞✍ ☎✞☞✌✌✑✍✁ ✆ ✄ ✆☎✂✑✍✁ ✌ ❊✺✺

✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩
i(k+1)

✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
lkNXMn,k

(i(k+1))
✒✖ ✍ ✶ ✑ ✒✔ ✑✚ ☞✗✑ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✢ ✣✘☛

✕✏✖☞ ✜✑✎✤✦☛✧ ✒✖ ✒✖✑✎✑✏✤✘✒✜ ☞✑
M(Pak−i) = NXMk−i,k−i ✢ ✓ ✍✎ ☛✦✫✬ ☞✘☛ ✑✔✦✫ ✏☛✎✍✒✔ ✒✔✩

☛✓✩☛✖ ✒✔
[i + 1, k]

✍✏☛ ☞✘☛ ✌✑✛✔✓✍✏✫ ☛✓✩☛✖ ✢ ✣✘☛ ✖☛✜✑✔✓ ✜✑✎✤✦☛✧ ✒✖ ✒✖✑✎✑✏✤✘✒✜ ☞✑
NXMn−k+i−2,i−1 ✢ ✓✍✎ ☛✦✫✬ ✍✦✦ ☛✓✩☛✖ ✒✔

[k + 2, i − 1]
✏☛✎ ✍✒✔ ☞✑ ✌☛ ✜✘☛✜✙☛✓ ☛✧✜☛✤☞

✚✑✏ ☞✘☛ ✑✔☛✖ ✌ ☛☞✗☛☛✔ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✒✔
[i − 1]

✑✔ ✓✒✖☞✍✔✜☛ ✍☞ ✦☛✍✖☞ ☞✗✑ ✢ ✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✬
lkNXMn,k

(i(k + 1))
✒✖ ✘☛✔✜☛

V D(γ)
✬ ✗✘☛✏☛

γ = νk−i + νn−k+i−2 ≥ k − i− 4

3
+
n− k + i− 6

3
+ 1

=
n− 4

3
− 1. ◆✺✴ ✢❊❖

✹✒✔✜☛ ☞✘☛ ✦✍✖☞ ☛✧✤✏☛✖✖✒✑✔ ✏✑✛✔✓☛✓ ✛✤ ✒✖ ☛❍✛✍✦ ☞✑
νn − 1

✬ ☞✘☛ ✜✑✔✜✦✛✖✒✑✔ ✒✖ ☞✘✍☞
lkNXMn,k

(i(k + 1))
✒✖
V D(νn − 1) ✢✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✬ ✒☞ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞

NXMn,k
✒✖
V D(νn) ✢ ✣✘✒✖ ✍✦✖✑ ✫✒☛✦✓✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✒✖

✔✑ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✒✔
NXMn ✌☛✦✑✗ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔

νn ✢
❉☞ ✏☛✎ ✍✒✔✖ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✔✑ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✒✔

NXMn
✍✌✑★☛ ✓✒✎☛✔✖✒✑✔

βn =
⌊(2n − 5)/5⌋ ✢ ✣✑ ✍✜✘✒☛★☛ ☞✘✒✖ ✬ ✗☛ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✖✍✎☛ ✒✖ ☞✏✛☛ ✚✑✏

NXMn,k
✚✑✏ ✍✦✦

k ✢ ✗✑✏ k = n
✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ M(Pan)

✬ ✗✘✒✜✘ ✘✍✖ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✑✔✦✫ ✒✔ ✓✒✎☛✔✖✒✑✔
νn ✌✫✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✺✺✢✻❊ ✢ ✼✔☛ ☛✍✖✒✦✫ ✜✘☛✜✙✖ ☞✘✍☞

νn ≤ βn
☛✧✜☛✤☞ ✚✑✏

n = 2
✬ ✒✔ ✗✘✒✜✘ ✜✍✖☛

M(Pan)
✒✖ ✜✑✦✦✍✤✖✒✌✦☛ ✢ ✗✑✏ k < n

✬ ✓☛✜✑✎✤✑✖☛ ✍✖ ✍✌✑★☛ ✗ ✒☞✘ ✏☛✖✤ ☛✜☞ ☞✑ ☞✘☛ ✖☛☞ {i(k+
1) : i ∈ [k− 1]} ✮ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘☛ ✓☛✦☛☞✒✑✔

NXMn,k+1
✍✔✓ ☞✘☛ ✦✒✔✙✖

lkNXMn,k
(i(k+ 1)) ✢✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✬

NXMn,k+1
✘✍✖ ✔✑ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✍✌✑★☛ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔

βn ✢ ❉☞ ✏☛✎ ✍✒✔✖ ☞✑
✤✏✑★☛ ☞✘✍☞

lkNXMn,k
(i(k + 1))

✘✍✖ ✔✑ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✍✌✑★☛ ✓✒✎☛✔✖✒✑✔
βn − 1

✚✑✏ ☛✍✜✘
i ∈ [k − 1] ✢ ✸☛ ✓☛✓✛✜☛✓ ✍✌✑★☛ ☞✘✍☞ ☞✘ ✒✖ ✜✑✎✤✦☛✧ ✒✖ ✒✖✑✎✑✏✤✘✒✜ ☞✑ ☞✘☛ ✶ ✑✒✔ ✑✚
M(Pak−i)

✍✔✓
NXMn−k+i−2,i−1 ✢ ✸✏✒☞☛

r = k − i ✢ ✰✫ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✺✺✢✻❊ ✬ M(Par)✘✍✖ ✔✑ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✍✌✑★☛ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
(r−µ)/3− 1

✬ ✗✘☛✏☛
µ = r mod 3 ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ✌✫✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✬

NXMn−r−2,i−1
✘✍✖ ✔✑ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✍✌✑★☛ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔

βn−r−2 ✢ ✣✘✒✖ ✫✒☛✦✓✖
☞✘✍☞

lkNXMn,k
(i(k + 1))

✘✍✖ ✔✑ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✍✌✑★☛ ✓✒✎☛✔✖✒✑✔

r − µ

3
− 1 + βn−r−2 + 1 ≤ r − µ

3
+

2(n− r − 2) − 5

5

=
5r/3 − 5µ/3 + 2n− 2r − 4

5
− 1 =

2n− 5

5
+

(3 − 5µ− r)/3

5
− 1.

✣✘✒✖ ✒✖ ✍☞ ✎✑✖☞
(2n− 5)/5 − 1

✚✑✏ ✍✦✦
r ≥ 1 ✢ ❉☞ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞

lkNXMn,k
(i(k + 1))

✘✍✖
✔✑ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✍✌✑★☛ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔

βn − 1
✬ ✍✔✓ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✢ �

✸☛ ✎✍✫ ✒✔ ✚✍✜☞ ✤✏✑★☛ ✍ ✖☞✏✑✔✩☛✏ ✏☛✖✛ ✦☞ ✍✌✑✛☞ ☞✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✑✚
NXMn ✮ ☞✘☛✏☛ ✒✖

✘✑✎✑✦✑✩✫ ✒✔ ☛✍✜✘ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔ ✗ ✒☞✘✒✔ ☞✘☛ ✒✔☞☛✏★✍✦ ☛✖☞✍✌✦✒✖✘☛✓ ✒✔ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✴ ✢✳ ❋
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✿ ✳✘ ❖❂❏

n ≥ 1
P
NXMn

■ ❆✾ ■ ❂❇ ❂❏❂❑● ❄❅ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅
d

❄❈ ❆❅❁ ❂❅ ❏● ❄❈
⌈

n− 4

3

⌉

≤ d ≤
⌊

2n− 5

5

⌋

.



❊✺❊ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟� ✡ � ☞✍ ☎✞☞✌✌✑✍✁ ✁✞✄☎✂✌

✛ ✿❇❆❏❉ ❊ ✸☛ ✓✑ ✔✑☞ ✙✔✑✗ ✗✘☛☞✘☛✏ ✍✦✦ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✒✔
NXMn

✒✖ ☞✑✏✖✒✑✔✥✚✏☛☛ ✢
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✸☛ ✗✒✦✦ ✛✖☛ ☞✘☛ ✚✍✜☞ ☞✘✍☞ ✒✚

σ
✒✖ ✍ ✎✍✧✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛ ✑✚ ✍ ✜✑✎✤✦☛✧

∆
✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔

d
✍✔✓ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍ ✜✫✜✦☛ ✒✔ ☞✘☛ ✜✘✍✒✔ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚

∆
✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✜✑☛✖ ✜✒☛✔☞ ✑✚

σ
✒✖

✔✑✔✖☛✏✑ ✬ ☞✘☛✔
∆

✘✍✖ ✚✏☛☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✒✔ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
d ✢

✸☛ ✛✖☛ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔
d

☞✑ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍ ✜✫✜✦☛ ✗ ✒☞✘ ✍ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛
σn,d✑✚

NXMn
✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔

d ✗✘☛✔☛★☛✏

5(d+ 1)

2
≤ n ≤ 3(d+ 1) + 1.

✗✑✏
n < 3(d + 1) + 1

✬ ✗☛ ✗ ✒✦✦ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✖✛✜✘ ✍ ✚✍✜☛
σn,d

✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩ ✖✑✎ ☛
✌✑✛✔✓✍✏✫ ☛✓✩☛

i(i+ 1) ✢
✗✑✏

d = 0
✬ ✗☛ ✔☛☛✓ ☞✑ ✜✘☛✜✙ ☞✘☛ ☞✗✑ ✜✍✖☛✖

n = 3
✍✔✓

n = 4 ✢ ✗✑✏
n = 3

✬ ✗☛
✘✍★☛ ☞✘✍☞

[12] − [23]
✒✖ ✍ ✜✫✜✦☛ ✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩ ☞✘☛ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛

σ3,1 = {23} ✬ ✗✘☛✏☛✍✖
✚✑✏

n = 4
✬
[13] − [24]

✒✖ ✍ ✜✫✜✦☛ ✜✑✔☞✍✒✔ ✒✔✩ ☞✘☛ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛
σ4,1 = {24} ✢ ✓✑☞☛

☞✘✍☞
σ3,1

✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍ ✌✑✛✔✓✍✏✫ ☛✓✩☛ ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬ ✗☛ ✓✑ ✔✑☞ ✏☛❍✛✒✏☛ ☞✘✒✖ ✚✑✏
n = 4

✬ ✍✖
n = 3(d+ 1) + 1

✒✔ ☞✘✒✖ ✜✍✖☛ ✢
✗✑✏

d = 1
✬ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ☞✘✏☛☛ ✜✍✖☛✖ ✢ ✸☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✜✍✖☛

n = 5
✔✑✗ ✍✔✓ ✓☛✍✦ ✗ ✒☞✘

n = 6
✍✔✓

n = 7
✒✔ ☞✘☛ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✖☞☛✤ ✢ ✗✑✏

n = 5
✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘☛ ✜✫✜✦☛

[12] ∧ [34] + [34] ∧ [51] + [51] ∧ [23] + [23] ∧ [45] + [45] ∧ [12], ◆✺✴ ✢✻❖
✗✘✒✜✘ ✜✑✔☞✍✒✔✖ ☞✘☛ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛

σ5,2 = {23, 45} ✮ ✔✑☞☛ ☞✘✍☞ ✌✑☞✘
23

✍✔✓
45

✍✏☛
✌✑✛✔✓✍✏✫ ☛✓✩☛✖ ✢

✓✑✗ ✬ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞
d ≥ 1

✍✔✓
n ≥ 6

✍✔✓ ☞✘✍☞ ✗☛ ✘✍★☛ ✚✑✛✔✓ ✚✍✜☛✖
σn′,d′ ✗✒☞✘

✓☛✖✒✏☛✓ ✤✏✑✤☛✏☞✒☛✖ ✚✑✏
d′ < d

✍✔✓ ✍✦✦ ✏☛✦☛★✍✔☞
n′ ✢ ✸☛ ✓✒★✒✓☛ ✒✔☞✑ ☞✘✏☛☛ ✜✍✖☛✖ ✢

✺✢ ▼ ✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞
5(d+ 1)

2
+

1

2
≤ n ≤ 3(d+ 1);

✗☛ ☛✧✜✦✛✓☛ ☞✘☛ ✌✑✛✔✓✍✏✫ ✜✍✖☛✖
n = 5(d+ 1)/2

✍✔✓
n = 3d+ 4 ✢ ✓✑☞☛ ✘✑✗☛★☛✏

☞✘✍☞
(n, d) = (6, 1)

✒✖ ✒✔✜✦✛✓☛✓ ✢
✸☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞

5d

2
≤ n− 3 ≤ 3d.

✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔
d

✬ ✗☛ ✘✍★☛ ✍ ✎ ✍✧✒✎✍✦ ✚✍✜☛
σn−3,d−1

✑✚
NXMn−3

✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
d − 1

✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩ ✍ ✌✑✛✔✓✍✏✫ ☛✓✩☛ ✍✔✓ ✍ ✜✫✜✦☛
c

✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩
σn−3,d−1 ✢ ✰✫

✖✫✎✎☛☞✏✫✬ ✗☛ ✎ ✍✫ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✌✑✛✔✓✍✏✫ ☛✓✩☛ ✒✖
1(n− 3) ✢ ✡☛☞

c′ ✌☛ ☞✘☛
✜✫✜✦☛

[(n− 2)(n− 1)]− [(n− 1)n]
✬ ✍✔✓ ✦☛☞

σ′ ✌☛ ☞✘☛ ✖☛☞ {(n− 1)n} ✢ ❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏
☞✘✍☞

σ ∪ σ′ ✒✖ ✍ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛ ✑✚
NXMn

✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
d

✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩ ✍ ✌✑✛✔✓✍✏✫
☛✓✩☛ ✍✔✓ ☞✘✍☞

c ∧ c′ ✒✖ ✍ ✜✫✜✦☛ ✒✔ ☞✘☛ ✜✘✍✒✔ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚
NXMn ✢

❊ ✢ ▼ ✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞
d

✒✖ ✑✓✓ ✍✔✓
n = 5(d+1)

2
✢ ✹✒✔✜☛

n = 5
✒✚
d = 1

✬ ✗☛ ✎ ✍✫ ✍✖✖✛✎ ☛
☞✘✍☞

d ≥ 3 ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞
n − 5 = 5((d−2)+1)

2 ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬ ✌✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔
d

✬



✟� ✡✠ ✡ � ☞✍ ☎✞☞✌✌✑✍✁ ✆ ✄ ✆☎✂✑✍✁ ✌ ❊✺✻

✗☛ ✘✍★☛ ✍ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛
σn−5,d−2

✑✚
NXMn−5

✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
d − 2

✜✑✔☞✍✒✔ ✒✔✩
☞✘☛ ✌✑✛✔✓✍✏✫ ☛✓✩☛

1(n− 5)
✍✔✓ ✍ ✜✫✜✦☛

c
✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩

σn−5,d−2 ✢ ✡☛☞
c′ ✌☛ ☞✘☛

1
✥✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔✍✦ ✜✫✜✦☛ ✒✔ ◆✺✴ ✢✻❖ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧

i
✏☛✤ ✦✍✜☛✓ ✗ ✒☞✘

i+n−5
✚✑✏ ☛✍✜✘

n
✬ ✍✔✓ ✦☛☞

σ′ ✌☛ ☞✘☛ ✖☛☞ {(n− 3)(n − 2), (n − 1)n} ✢ ▼ ✖ ✒✔ ☞✘☛ ✤✏☛★✒✑✛✖ ✜✍✖☛ ✬
✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞

σ ∪ σ′ ✒✖ ✍ ✎✍✧✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛ ✑✚
NXMn

✑✚ ✓✒✎☛✔✖✒✑✔
d

✜✑✔☞✍✒✔ ✒✔✩
✍ ✌✑✛✔✓✍✏✫ ☛✓✩☛ ✍✔✓ ☞✘✍☞

c ∧ c′ ✒✖ ✍ ✜✫✜✦☛ ✒✔ ☞✘☛ ✜✘✍✒✔ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚
NXMn ✢

✻ ✢ ✣✘☛ ✕✔✍✦ ✜✍✖☛ ✒✖ ☞✘✍☞
n = 3(d + 1) + 1

✍✔✓
d ≥ 1 ✢ ✣✘☛✔

n − 4 = 3d > 5
2d

✬
✗✘✒✜✘ ✌✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✫✒☛✦✓✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛

σn−4,d−1
✑✚

NXMn−4
✑✚

✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
d−1

✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩ ☞✘☛ ✌✑✛✔✓✍✏✫ ☛✓✩☛
1(n−4)

✍✔✓ ✍ ✜✫✜✦☛
c

✜✑✔☞✍✒✔ ✒✔✩
σn−4,d−1 ✢ ▼✓✓✒✔✩ ☞✘☛ ☛✓✩☛

(n − 2)n
☞✑
σn−4,d−1

✍✔✓ ✜✑✎✌✒✔✒✔✩ ☞✘☛ ✜✫✜✦☛
c

✗✒☞✘ ☞✘☛ ✜✫✜✦☛
c′ = [(n − 3)(n − 1)] − [(n − 2)n]

✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ✍ ✎✍✧✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛
σn,d

✍✔✓ ✍ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✜✫✜✦☛
c ∧ c′ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔

d
✒✔

NXMn
✜✑✔☞✍✒✔ ✒✔✩

σn,d ✢ �

▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ✱✿ ✳✾ ❖❂❏
n ≥ 1

P ●■ ✿ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ❄❆❆❏ ❁✿✽ ●■ ❂❈
NXMn

❄✾ ⌈(n− 4)/3⌉ ❊ �

✼✔☛ ✎ ✍✫ ★✒☛✗ ✑✛✏ ✏☛✖✛✦☞ ✍✌✑✛☞ ★☛✏☞☛✧✥✓☛✜✑✎✤✑✖✍✌✒✦✒☞✫ ✍✖ ✍ ✓✒✘☛✓✏✍✦ ✍✔✍✦✑✩✛☛ ✑✚
▼☞✘✍✔✍✖✒✍✓✒✖ ✍ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✺✢✳ ✢ ❉☞ ✗✑✛✦✓ ✌ ☛ ✒✔☞☛✏☛✖☞✒✔✩ ☞✑ ✙✔✑✗ ✗✘☛☞✘☛✏ ✒☞ ✒✖ ✤✑✖✖✒✌ ✦☛
☞✑ ☞✏✍✔✖✦✍☞☛ ✑☞✘☛✏ ✏☛✖✛✦☞✖ ✍✌✑✛☞

Mn
✒✔☞✑ ✓✒✘☛✓✏✍✦ ★☛✏✖✒✑✔✖ ✢ ✗✑✏ ☛✧✍✎✤✦☛ ✬ ✗☛ ✗✑✛✦✓

✦✒✙☛ ☞✑ ✙✔✑✗ ✗✘☛☞✘☛✏ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍ ✔ ✒✜☛ ✗✍✫ ✑✚ ✓☛✖✜✏✒✌✒✔✩ ☞✘☛ ◆✏✍☞✒✑✔✍✦❖ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✑✚
NXMn ✢

✣✍✌✦☛ ✺✴ ✢✺❋ ✟✛✦☛✏ ✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☞✒✜ ✑✚
NXMn

✚✑✏ ✖✎ ✍✦✦
n ✢

n = 1 ✡ ☛ ☞ ✌ ✍ ✎ ✏ ✑ ✠✒ ✠✠ ✠✡
χ̃(NXMn) −✠ ✒ ✡ ☛ −✠ −✠✠ −✠✌ ✠☛ ✎✎ ✏✍ −✠☞☞ −✌✑✌

✗ ✒✔✍✦✦✫✬ ✗☛ ✜✑✎✤✛☞☛ ☞✘☛ ☛✧✤✑✔☛✔☞✒✍✦ ✩☛✔☛✏✍☞✒✔✩ ✚✛✔✜☞✒✑✔ ✚✑✏ ☞✘☛ ✟✛✦☛✏ ✜✘✍✏✍✜✥
☞☛✏✒✖☞✒✜ ✑✚

NXMn ✮ ✖☛☛ ✣✍✌✦☛ ✺✴ ✢✺ ✚✑✏ ☞✘☛ ✕✏✖☞ ✚☛✗ ★✍✦✛☛✖ ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✿ ✳✱☎ ✂❁❂✽ ●❄❅❑ ●■ ✿ ❆❂❅■✿❅●❄❂❅ ●■ ❆●

NXM0 = {∅} P ●■ ✿ ✁ ❀ ❏✿❏ ❆■ ❆❏❆❆●✿❏❃
❄✾●❄❆ ❂❈

NXMn
✾❆●❄✾✁ ✿✾

F (x) :=
∑

n≥0

χ̃(NXMn)x
n =

1 − x−
√

1 − 2x+ 5x2

2x2
.

❇ ❏❂❂❈ ❊ ❉☞ ✒✖ ☛✍✖✫ ☞✑ ✖☛☛ ☞✘✍☞

NXMn = NXMn−1 ∪
n−1
⋃

i=1

NXMn({in}, ∅); ◆✺✴ ✢✒ ❖

✚✑✏ ✍✔✫
G ∈ NXMn

✬ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧
n

✒✖ ✍✓✶ ✍✜☛✔☞ ☞✑ ✍☞ ✎✑✖☞ ✑✔☛ ✑☞✘☛✏ ★☛✏☞☛✧ ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬
☞✘☛ ☛✓✩☛

in
✓✒★✒✓☛✖ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞ ✒✔☞✑ ☞✘☛ ☞✗✑ ✒✔☞☛✏★✍✦✖

[1, i− 1]
✍✔✓

[i+ 1, n− 1] ✢
❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬

lkNXMn
(in) ∼= NXMi−1 ∗ NXMn−i−1.



❊✺✒ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟� ✡ � ☞✍ ☎✞☞✌✌✑✍✁ ✁✞✄☎✂✌

✸ ✒☞✘
ak = χ̃(NXMk)

✬ ☞✘ ✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
χ̃(lkNXMn

(in)) = −ai−1an−i−1.
◆✺✴ ✢◗❖

✔✑✎✌✒✔ ✒✔✩ ◆✺✴ ✢✒ ❖ ✍✔✓ ◆✺✴ ✢◗❖ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞

an = an−1 +

n−1
∑

i=1

ai−1an−i−1;

✘☛✏☛ ✬ ✗☛ ✛✖☛ ☞✘☛ ✚✍✜☞ ☞✘✍☞
χ̃(NXMn({in}, ∅)) = −χ̃(lkNXMn

(in)) ✢ ✹✛✎✎ ✒✔✩ ✑★☛✏
n

✬
✗☛ ✩☛☞

F (x) + 1 =
∑

n≥1

anx
n =

∑

n≥1

an−1x
n +

∑

n≥1

n−1
∑

i=1

ai−1an−i−1x
n

= xF (x) + x2F 2(x),
✍✔✓ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✢ �

✗ ✒✔✍✦✦✫✬ ✗☛ ✔✑☞☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✚✍✜☛✖ ✑✚
NXM2m

✑✚ ✎ ✍✧✒✎✛✎ ✖✒✖☛
m

✍✏☛ ☞✘☛ ✤☛✏✚☛✜☞
✔✑✔✜✏✑✖✖✒✔✩ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩✖ ✑✔

2m
★☛✏☞✒✜☛✖ ✢ ❉☞ ✒✖ ✗☛✦✦✥✙✔✑✗✔ ✱✺✺✲✵ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✔✛✎✌☛✏ ✑✚

✖✛✜✘ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩✖ ✒✖ ☛❍✛✍✦ ☞✑ ☞✘☛ ✔✍☞✍✦✍✔ ✔✛✎✌☛✏
Cm = 1

m+1

(

2m
m

) ✢
✘� ✚� � ✦✜✥✂✦✪✪✥✜✄ ✄✦✂✣✪✁✪

✸☛ ✓✒✖✜✛✖✖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
NXFn

✑✚ ✔✑✔✜✏✑✖✖✒✔✩ ✚✑✏☛✖☞✖ ✑✔ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞
[n] ✢ ✣✘☛

✔✛✎✌☛✏ ✑✚ ✔✑✔✜✏✑✖✖✒✔✩ ✖✤✍✔✔✒✔✩ ☞✏☛☛✖ ✒✖ ✙✔✑✗✔ ☞✑ ✌☛ 1
2n−1

(

3(n−1)
n−1

) ✱✻✕ ✬ ✒❊ ✬ ✲✻✵ ✢
✣✍✌✦☛ ✺✴ ✢❊ ❋ ▼✌✖✑✦✛☞☛ ★✍✦✛☛ ✑✚ ☞✘☛ ✟✛✦☛✏ ✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☞✒✜ ✑✚

NXFn
✚✑✏ ✖✎ ✍✦✦

n ✢
n = 1 ✡ ☛ ☞ ✌ ✍ ✎ ✏ ✑ ✠✒ ✠✠

|χ̃(NXFn)| ✠ ✒ ✠ ☛ ✠✠ ☞☛ ✠✎✍ ✎☞✌ ☛✡☛✌ ✠☞☛☛ ✠ ✍☞✌ ✠✍
✰☛✚✑✏☛ ✖☞✍☞✒✔✩ ✑✛✏ ✎ ✍✒✔ ✏☛✖✛✦☞ ✍✌✑✛☞

NXFn
✬ ✗☛ ✒✔☞✏✑✓✛✜☛ ✖✑✎ ☛ ✔✑☞✍☞✒✑✔ ✢ ▼✔✑✔✜✏✑✖✖✒✔✩ ✜✫✜✦☛ ✒✖ ❄❅ ●✿❏❄❂❏ ✒✚ ✍✦✦ ☛✓✩☛✖ ✒✔ ☞✘☛ ✜✫✜✦☛ ✌☛✦✑✔✩ ☞✑

Intn
✍✔✓ ❅❂❅❃❄❅●✿❏❄❂❏

✑☞✘☛✏✗ ✒✖☛ ✢ ❉✔ ✍ ✖✛✌✓✒★✒✖✒✑✔ ✑✚ ☞✘☛
n

✥✩✑✔ ✒✔☞✑ ✏☛✩✒✑✔✖ ✬ ✍ ✏☛✩✒✑✔ ✒✖ ❄❅●✿❏❄❂❏ ✒✚ ☞✘☛ ✜✫✜✦☛
✚✑✏✎ ✒✔✩ ✒☞✖ ✌✑✛✔✓✍✏✫ ✒✖ ✒✔☞☛✏✒✑✏ ✍✔✓ ❅❂❅❃❄❅●✿❏❄❂❏ ✑☞✘☛✏✗ ✒✖☛ ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✿ ✳✱✱ ❖❂❏

n ≥ 1
P
NXFn

❄✾
V D

❆❅❁ ■ ❆✾ ●■ ✿ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ●●✽ ✿ ❂❈ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿
❂❈
τn

✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅
n − 2

P ❑■ ✿❏✿
τn

❄✾ ●■ ✿ ❅❀❇ ❅✿❏ ❂❈ ❁❄✾✾✿❆●❄❂❅✾ ❂❈ ●■ ✿
n

❃
❑ ❂❅ ❑ ❄●■ ❂❀● ❆❅● ❄❅●✿❏❄❂❏ ❏✿❑ ❄❂❅✾ ☎✿❍❀❄■❆❏✿❅●❏●P ●■ ✿ ❅❀❇❅✿❏ ❂❈ ❅❂❅❆❏❂✾✾❄❅❑ ❈ ❂❏✿✾●✾
❀✾❄❅❑ ❂❅ ❏● ❄❅ ●✿❏❄❂❏ ✿❁❑ ✿✾✞ ❊ ❋■ ✿ ❑ ✿❅✿❏❆●❄❅❑ ❈ ❀❅❆●❄❂❅

F (x) =
∑

n≥1 τnx
n ✾❆●❄✾✁ ✿✾

●■ ✿ ✿❍❀❆●❄❂❅
F 3(x) + (x2 + x)F 2(x) − (2x2 + x)F (x) + x2 = 0;

❅❂●✿ ●■ ❆● ●■ ✿ ❄❅■✿❏✾✿ ❂❈
F (x)

❄✾ ✿❍❀❆❏ ●❂
G(y) =

y(1 +
√

1 − 4y)

2(1 − y)
❊



✟� ✡� ✡ � ☞✍ ☎✞☞✌✌✑✍✁ ✂☞✞✝✌ ✆✌ ❊✺◗

✛ ✿❇❆❏❉ ❊ ❉✔ ✣✍✌✦☛ ✺✴ ✢❊ ✬ ✗☛ ✤✏☛✖☛✔☞ ☞✘☛ ✟✛✦☛✏ ✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☞✒✜ ✑✚
NXFn

✚✑✏ ✖✎ ✍✦✦ ★✍✦✛☛✖
✑✔

n ✢
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✹✒✔✜☛

NXFn = NXn ∩ Fn
✍✔✓

Fn
✒✖ ☞✘☛ ✒✔✓☛✤ ☛✔✓☛✔✜☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚

Mn
✍✔✓

✘☛✔✜☛ ✹✯❉ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
n−2

✬ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✺✴ ✢◗ ✒✎✎☛✓✒✍☞☛✦✫ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
NXFn

✒✖
VD✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔

n− 2 ✢
✣✑ ✜✑✎✤✛☞☛

χ̃(NXFn)
✬ ✗☛ ✗ ✒✦✦ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✟✛✦☛✏ ✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☞✒✜ ✑✚

ΛY =
{Y } ∗ NXFn(Y, Intn \ Y )

☛❍✛✍✦✖
(−1)n−2 ✚✑✏ ☛✍✜✘ ☛✓✩☛ ✖☛☞

Y ⊂ Intn
✚✑✏✎ ✒✔✩ ✍

✔✑✔✜✏✑✖✖✒✔✩ ✚✑✏☛✖☞ ✢ ✣✘✒✖ ✗ ✒✦✦ ✒✎✤✦✫ ☞✘✍☞
χ̃(NXFn) = (−1)n−2τn

✍✖ ✓☛✖✒✏☛✓ ✢
✓✑✗ ✬ ✍✦✦ ✖✛✌✩✏✍✤✘✖ ✑✚

Y ∪ Bdn
✍✏☛ ✔✑✔✜✏✑✖✖✒✔✩ ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬

ΛY
✜✑✒✔✜✒✓☛✖

✗ ✒☞✘ {Y } ∗ lkFn(Y ∪Bdn)(Y )
✬ ✗✘☛✏☛

Fn(Y ∪Bdn)
✒✖ ☞✘☛ ✒✔✓☛✤☛✔✓☛✔✜☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ☞✘☛

✩✏✍✤✘✒✜ ✎ ✍☞✏✑✒✓ ✑✔ ☞✘☛ ☛✓✩☛ ✖☛☞
Y ∪ Bdn ✢ ✹✒✔✜☛ ☞✘☛ ✏✍✔✙ ✑✚ ☞✘✒✖ ✎ ✍☞✏✑✒✓ ✒✖

n− 1
✬

✒☞ ✚✑ ✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞
ΛY

✘✍✖ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✑✔✦✫ ✒✔ ☞✑✤ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
n− 2 ✢

❉☞ ✏☛✎ ✍✒✔✖ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞ |χ̃(ΛY )| = 1 ✢ ✡☛☞
R1, . . . , Rk ✌☛ ☞✘☛ ✏☛✩✒✑✔✖ ✒✔ ☞✘☛

✩✏✍✤✘ ✗ ✒☞✘ ☛✓✩☛ ✖☛☞
Y ∪ Bdn ✢ ✗✑✏

i ∈ [k]
✬ ✦☛☞

Ei ✌☛ ☞✘☛ ✖☛☞ ✑✚ ☛✓✩☛✖ ✒✔
Bdn

☞✘✍☞
✍✏☛ ✑✔ ☞✘☛ ✌✑✛✔✓✍✏✫ ✑✚

Ri ✢ ✹✒✔✜☛ ✍✦✦ ✏☛✩✒✑✔✖
Ri

✍✏☛ ✔✑✔✥✒✔☞☛✏✒✑✏ ✬ ☛✍✜✘
Ei

✘✍✖ ✖✒✖☛
✍☞ ✦☛✍✖☞

1 ✢ ✸☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞

ΛY = {Y } ∗ ∂2E1 ∗ · · · ∗ ∂2Ek .

✓✍✎☛✦✫✬ ✍ ✩✏✍✤✘
G

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
Y ⊆ G ⊆ Y ∪ Bdn

✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍ ✜✫✜✦☛ ✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚
G✜✑✔☞✍✒✔✖ ☞✘☛ ☛✔☞✒✏☛ ✖☛☞

Ei
✚✑✏ ✖✑✎☛

i ∈ [k] ✢ ✓☛✔✜☛ |χ̃(ΛY )| = 1
✍✖ ✓☛✖✒✏☛✓ ✢

✓✑✗ ✬ ✗☛ ☛✧✍✎ ✒✔☛ ☞✘☛ ✟✛✦☛✏ ✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☞✒✜
an = χ̃(NXFn)

✒✔ ✩✏☛✍☞☛✏ ✓☛☞✍✒✦ ✢ ✗✑✏
✍ ✩✒★☛✔ ✩✏✍✤✘

G
✑✔

[n]
✬ ✦☛☞

v(G) ✌☛ ☞✘☛ ✖✎✍✦✦☛✖☞ ✒✔☞☛✩☛✏
v

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
1v ∈ G ✮ ✒✚ ✔✑

✖✛✜✘
v

☛✧ ✒✖☞✖ ✬ ✗☛ ✓☛✕✔☛
v(G) = n+ 1 ✢ ✡☛☞ F(v) ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖

G ∈ NXFn✖✛✜✘ ☞✘✍☞
v(G) = v ✢ ❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞

χ̃(F(n+ 1)) = χ̃(NXFn−1) = an−1 ✢
✗✑✏

v ≤ n
✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ☛✓✩☛

1v
✓✒★✒✓☛✖ ☞✘☛

n
✥✩✑✔ ✒✔☞✑ ☞✘☛ ☞✗✑ ✤✍✏☞✖

[2, v]✍✔✓
[v, 1] ✮ ✗☛ ☛✧✜✦✛✓☛ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧

1
✚✏✑✎ ☞✘☛ ✕✏✖☞ ✤✍✏☞ ✬ ✍✖ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✔✑ ☛✓✩☛✖ ✚✏✑✎

1
☞✑

(1, v) ✢ ▼ ✩✏✍✤✘
G ✗✒☞✘

v(G) = v ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑ F(v)
✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚ ☞✘☛ ✒✔✓✛✜☛✓

✖✛✌✩✏✍✤✘✖ ✑✔
[2, v]

✍✔✓
[v, 1] ✌✑☞✘ ✍✏☛ ✔✑✔✜✏✑✖✖✒✔✩ ✚✑✏☛✖☞✖ ✍✔✓

1v ∈ G ✢ ✓✑✗ ✬ ☞✘☛
✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✔✑✔✜✏✑✖✖✒✔✩ ✚✑✏☛✖☞✖ ✑✔

[2, v]
✒✖

NXF[2,v]
✬ ✗✘☛✏☛✍✖ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✔✑✔✜✏✑✖✖✒✔✩

✚✑✏☛✖☞✖ ✑✔
[v, 1]

✒✖
NXF[v,1] ✢ ❉✔ ☞✘☛ ✦✍☞☞☛✏ ✜✍✖☛ ✬ ✗☛ ✖✘✑✛✦✓ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✖✛✌✚✍✎ ✒✦✫

NXF[v,1](1v, ∅)
✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛ ☞✘☛ ☛✓✩☛

1v
✒✖ ✍✦✗✍✫✖ ✤✏☛✖☛✔☞ ✢ ✓☛✔✜☛

F(v) = NXF[2,v] ∗ NXF[v,1](1v, ∅).✼✌✖☛✏★✒✔✩ ☞✘✍☞ ✑✔☛ ✎✍✫ ✒✓☛✔☞✒✚✫
NXF[v,1](1v, ∅) ✗✒☞✘

NXFn−v+2(12, ∅) ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔
☞✘✍☞

χ̃(F(v)) = −av−1bn−v+2,

✗✘☛✏☛
bi = χ̃(NXFi(12, ∅)) ✢✹✛✎✎ ✒✔✩ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞

A(x) =
∑

n≥1

anx
n = a1x+

∑

n≥2

an−1x
n −

∑

n≥2

n
∑

v=2

av−1bn−v+2x
n

= −x+ xA(x) −A(x)B(x)/x, ◆✺✴ ✢✴❖



❊✺✴ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟� ✡ � ☞✍ ☎✞☞✌✌✑✍✁ ✁✞✄☎✂✌

✗✘☛✏☛
B(x) =

∑

n≥2 bnx
n ✢

✗✑✏ ✍ ✩✏✍✤✘
G

✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩
12

✬ ✦☛☞
w = w(G) ≥ 3 ✌☛ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

1w ∈ G ✮
✗☛ ✓☛✕✔☛

w(G) = n+ 1
✒✚ ✔✑ ✖✛✜✘

w
☛✧ ✒✖☞✖ ✢ ✡☛☞ G(w) ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖

G
✒✔

NXFn(12, ∅) ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
v(G) = v ✢ ✸☛ ✑✌✖☛✏★☛ ☞✘✍☞

χ̃(G(n + 1)) = −χ̃(NXFn−1) =
−an−1 ✮ ✍ ✩✏✍✤✘ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

1
✒✖ ✍✓✶ ✍✜☛✔☞ ✑✔ ✦✫ ☞✑

2
✒✖ ✍ ✔✑✔✜✏✑✖✖✒✔✩ ✚✑✏☛✖☞ ✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫

✒✚ ☞✘ ✒✖ ✒✖ ☞✏✛☛ ✚✑✏ ☞✘☛ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌✩✏✍✤✘ ✑✔
[2, n] ✢

✗✑✏
w ≤ n

✬
1w

✓✒★✒✓☛✖ ☞✘☛
n

✥✩✑✔ ✒✔☞✑ ☞✘☛ ☞✗✑ ✤✍✏☞✖
[1, w]

✍✔✓
[w, 1] ✮ ✍✖ ✗☛ ✗ ✒✦✦

✖☛☛ ✬ ☞✘✒✖ ☞✒✎ ☛ ✗☛ ✜✍✔✔✑☞ ☛✧✜✦✛✓☛
1

✚✏✑✎ ☞✘☛ ✕✏✖☞ ✒✔☞☛✏★✍✦ ✢ ▼ ✩✏✍✤✘
G ✗✒☞✘

w(G) = w
✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑ G(w)

✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚ ☞✘☛ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌✩✏✍✤✘✖
G1

✑✔
[1, w]

✍✔✓
G2

✑✔
[w, 1]

✌✑☞✘ ✍✏☛ ✔✑✔✜✏✑✖✖✒✔✩ ✚✑✏☛✖☞✖ ✢ ✣✘✒✖ ✒✖ ☞✏✛☛ ✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚
G1 ∈ NXF[w,1](1w, ∅)

✍✔✓
G2 ∈ NXFw({12, 1w}, 1× (2, w)) ✮ ✘☛✔✜☛

G(w) = lkNXF[w,1]
(1w) ∗ NXFw({12, 1w}, 1× (2, w)).

✓✑✗☛★☛✏ ✬
G2 ∈ NXFw({12, 1w}, 1 × (2, w))

✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘ ✑✌☞✍✒✔☛✓ ✚✏✑✎
G2 ✌✫ ✏☛✎✑★✒✔✩ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧

1
✍✔✓ ✍✓✓✒✔✩ ☞✘☛ ☛✓✩☛

2w ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑
NXF[2,w](2w, ∅) ✢

✣✘✛✖
G(w) ∼= lkNXFn−w+2

(12) ∗ lkNXFw−1
(12, ∅) ∗ {12, 1w}.

✣✘☛ ✜✑✔✜✦✛✖✒✑✔ ✒✖ ☞✘✍☞
χ̃(G(w)) = −bn−w+2bw−1.✹✛✎✎ ✒✔✩ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞

B(x) =
∑

n≥2

bnx
n = −

∑

n≥2

an−1x
n +

∑

n≥2

n
∑

w=3

bw−1bn−w+2x
n

= −xA(x) −B2(x)/x. ◆✺✴ ✢✳❖
✗✏✑✎ ◆✺✴ ✢✴❖ ✬ ✗☛ ✓☛✏✒★☛ ☞✘✍☞

B(x)/x = x − 1 − x/A ✢ ❉✔✖☛✏☞✒✔✩ ☞✘✒✖ ✒✔ ◆✺✴ ✢✳❖ ✬ ✗☛
✑✌☞✍✒✔ ✗ ✒☞✘

A = A(x)
☞✘✍☞

x− 1 − x

A
= −A−

(

x− 1 − x

A

)2

⇐⇒ A3 + (x2 − x)A2 − (2x2 − x)A+ x2 = 0.
✹✒✔✜☛

F (x) = A(−x) ✬ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✢ �

✘� ✚✂ � ✦✜✥✂✦✪✪✥✜✄ ☎ ✥✤✂✂✁ ✥✁✣ ✄✂✂✤✄✪
✌☛✜✍✦✦ ☞✘✍☞

NXBn
✒✖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✔✑✔✜✏✑✖✖✒✔✩ ✌✒✤✍✏☞✒☞☛ ✩✏✍✤✘✖ ✑✔

[n] ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✿ ✳✱◆ ❖❂❏

n ≥ 1
P
NXBn

❄✾
V D+(n − 2)

❆❅❁ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆
❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈

Fn
✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅

n− 2
P ❑■ ✿❏✿

Fn
❄✾ ●■ ✿

nth ❖ ❄❅✿ ❅❀❇ ❅✿❏ ❁✿✁ ❅✿❁
❅●

∑

n≥1

Fnx
n =

1 + 2x−
√

1 − 4x

4 + 2x
=
xC(x) + x

2 + x
.

� ✿❏✿P
C(x) =

∑

n≥0 Cnx
n P ❑■ ✿❏✿

Cn
❄✾ ●■ ✿ ✂❆●❆❏❆❅ ❅❀❇❅✿❏ 1

n+1

(

2n
n

) ❊



✟� ✡� ✡ � ☞✍ ☎✞☞✌✌✑✍✁ ✁✑☎ ✄✞ ✆✑ ✆✝ ✁✞✄☎ ✂✌ ❊✺✳

✣✍✌✦☛ ✺✴ ✢✻ ❋ ▼✌✖✑✦✛☞☛ ★✍✦✛☛ ✑✚ ☞✘☛ ✟✛✦☛✏ ✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☞✒✜ ✑✚
NXBn

✚✑✏ ✖✎ ✍✦✦
n ✢ ✣✘✒✖

★✍✦✛☛ ☛❍✛✍✦✖ ☞✘☛ ✗ ✒✔☛ ✔✛✎✌☛✏
Fn ✢

n = 1 ✡ ☛ ☞ ✌ ✍ ✎ ✏ ✑ ✠✒ ✠✠ ✠✡
|χ̃(NXBn)| ✠ ✒ ✠ ✡ ✍ ✠✏ ✌✎ ✠✏✍ ✍✡✡ ✡ ✠✡✒ ✎☛☛✏ ✡✌✎✡☞

✛ ✿❇❆❏❉ ❊ ✣✘☛ ✗ ✒✔☛ ✔✛✎✌☛✏
Fn

✖✍☞✒✖✕☛✖
2Fn+Fn−1 = Cn−1

✚✑✏
n ≥ 2 ✢ ✹☛☛ ✗ ✒✔☛ ✱✒ ✺✵

✍✔✓ ✗ ☛✛☞✖✜✘ ✱✻❊ ✬ ▼✤✤ ✢ ✔ ✵ ✚✑✏ ✎ ✑✏☛ ✒✔✚✑✏✎ ✍☞✒✑✔ ✍✌✑✛☞ ✗ ✒✔☛ ✔✛✎✌☛✏✖ ✍✔✓ ✣✍✌✦☛ ✺✴ ✢✻✚✑✏ ☞✘☛ ✕✏✖☞ ✚☛✗ ★✍✦✛☛✖ ✢
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✹✒✔✜☛

NXBn = NXn ∩Bn
✍✔✓

Bn
✒✖ ✍✔ ✹✯❉ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑★☛✏

Mn
✬ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✺✴ ✢◗✒✎✎☛✓✒✍☞☛✦✫ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞

NXBn
✒✖
V D+(n− 2) ✢

❉☞ ✏☛✎ ✍✒✔✖ ☞✑ ✓☛☞☛✏✎ ✒✔☛ ☞✘☛ ✟✛✦☛✏ ✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☞✒✜
an = χ̃(NXBn) ✢ ✣✘☛ ✤✏✑ ✜☛✓✛✏☛

✒✖ ★☛✏✫ ✖✒✎ ✒✦✍✏ ☞✑ ☞✘✍☞ ✒✔ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✴ ✢✺✺❋ ✗✑✏ ✍ ✩✒★☛✔ ✩✏✍✤✘
G

✑✔
[n]

✬
✦☛☞

v(G) ✌☛ ☞✘☛ ✖✎ ✍✦✦☛✖☞ ✒✔☞☛✩☛✏
v

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
1v ∈ G ✮ ✒✚ ✔✑ ✖✛✜✘

v
☛✧✒✖☞✖ ✬ ✗☛ ✓☛✕✔☛

v(G) = n+ 1 ✢ ✡☛☞ F(v) ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖
G ∈ NXBn

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
v(G) = v ✢ ▼ ✖

✒✔ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✴ ✢✺✺✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞
χ̃(F(n + 1)) = χ̃(NXBn−1) = an−1✍✔✓ ☞✘✍☞

χ̃(F(v)) = −av−1bn−v+2,

✗✘☛✏☛
bi = χ̃(NXBi(12, ∅)) ✢✹✛✎✎ ✒✔✩ ✍✖ ✒✔ ◆✺✴ ✢✴❖ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞

A(x) = −x+ xA(x) −A(x)B(x)/x, ◆✺✴ ✢✕❖
✗✘☛✏☛

B(x) =
∑

n≥2 bnx
n ✢

▼✩✍✒✔ ✍✖ ✒✔ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✴ ✢✺✺✬ ✚✑✏ ✍ ✩✏✍✤✘
G

✜✑✔☞✍✒✔ ✒✔✩
12

✬ ✦☛☞
w =

w(G) ≥ 3 ✌☛ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
1w ∈ G ✮ ✗☛ ✓☛✕✔☛

w(G) = n+1
✒✚ ✔✑ ✖✛✜✘

w
☛✧ ✒✖☞✖ ✢✡☛☞ G(w) ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖

G ∈ NXBn(12, ∅) ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
v(G) = v ✢ ✸☛ ✑✌✖☛✏★☛

☞✘✍☞
χ̃(G(n+ 1)) = −χ̃(NXBn−1) = −an−1 ✮ ✍ ✩✏✍✤✘ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

1
✒✖ ✍✓✶ ✍✜☛✔☞ ✑✔✦✫ ☞✑

2
✒✖ ✌✒✤✍✏☞✒☞☛ ✍✔✓ ✔✑✔✜✏✑✖✖✒✔✩ ✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚ ☞✘✒✖ ✒✖ ☞✏✛☛ ✚✑✏ ☞✘☛ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌✩✏✍✤✘

✑✔
[2, n] ✢
✗✑✏

w ≤ n
✬
1w

✓✒★✒✓☛✖ ☞✘☛
n

✥✩✑✔ ✒✔☞✑ ☞✘☛ ☞✗✑ ✤✍✏☞✖
[1, w]

✍✔✓
[w, 1] ✢ ▼ ✩✏✍✤✘

G
✗✒☞✘

w(G) = w ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑ G(w)
✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚ ☞✘☛ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌✩✏✍✤✘✖

G1
✑✔

[1, w]✍✔✓
G2

✑✔
[w, 1]

✍✏☛ ✌✑☞✘ ✔✑✔✜✏✑✖✖✒✔✩ ✍✔✓ ✌✒✤✍✏☞✒☞☛ ✢ ✣✘✒✖ ✒✖ ☞✏✛☛ ✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚
G1 ∈ NXB[w,1](1w, ∅)

✍✔✓
G2 ∈ NXBw({12, 1w}, 1× (2, w)) ✮ ✘☛✔✜☛

G(w) = lkNXB[w,1]
(1w) ∗ NXBw({12, 1w}, 1× (2, w)).

✸☛ ✔✑✗ ✍✏✏✒★☛ ✍☞ ✍ ✤✑✒✔☞ ✗✘☛✏☛ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✔✑ ✦✑✔✩☛✏ ✍✦✒✩✔✖ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✥
✏☛✎ ✺✴ ✢✺✺✮ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ Bw = NXBw({12, 1w}, 1× (2, w))

✓✑☛✖ ✔✑☞ ☛✍✖✒✦✫ ✏☛✓✛✜☛ ☞✑ ✍
✚✍✎ ✒✦✫ ✒✔

NXB[2,w] ✢ ❉✔✖☞☛✍✓ ✬ ✗☛ ✜✦✍✒✎ ☞✘✍☞
χ̃(Bw) = χ̃(NXBw−2) ✢

✣✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✒✖ ✜✦✍✒✎ ✬ ✤✏✑ ✜☛☛✓ ✍✖ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ✢ ✗✑✏ ✍ ✩✏✍✤✘
G

✒✔ Bw
✬ ✦☛☞

x = x(G) ≥ 3
✌☛ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

xw ∈ G ✢ ❉✚ ✔✑ ✖✛✜✘
x

☛✧ ✒✖☞✖ ✬ ✓☛✕✔☛
x(G) = w ✢ ✗☛✕✔☛ H(x)

✍✖
☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖

G
✒✔ Bw

✖✍☞✒✖✚✫ ✒✔✩
x(G) = x ✢ ✓✑✗ ✬ ✒✚

x ≤ w−1
✍✔✓

G ∈ H(x)
✬



❊✺✕ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟� ✡ � ☞✍ ☎✞☞✌✌✑✍✁ ✁✞✄☎✂✌

☞✘☛✔ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘
H

✑✌☞✍✒✔☛✓ ✌✫ ✍✓✓✒✔✩
2x

☞✑
G

✏☛✎ ✍✒✔✖ ✒✔ H(x) ✢ ✓ ✍✎ ☛✦✫✬
H

✏☛✎ ✍✒✔✖
✌✒✤✍✏☞✒☞☛ ✬ ✍✖

2
✍✔✓

x ✌☛✦✑✔✩ ☞✑ ✓✒�☛✏☛✔☞ ✌✦✑✜✙✖ ✒✔ ✍✔✫ ✌✒✤✍✏☞✒☞✒✑✔ ✑✚
G ✮ xw ✬

1w
✬

✍✔✓
12

✍✏☛ ✤✏☛✖☛✔☞ ☛✓✩☛✖ ✢ ▼ ✦✖✑ ✬ ✔✑ ☛✓✩☛✖ ✜✏✑✖✖
2x

✬ ✍✖ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✔✑ ☛✓✩☛✖ ✚✏✑✎
1

☞✑
(2, w) ⊃ (2, x)

✍✔✓ ✔✑ ☛✓✩☛✖ ✚✏✑✎
w

☞✑
(2, x) ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ✍ ✤☛✏✚☛✜☞

✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩ ✑✔ H(x)
✩✒★☛✔ ✌✫ ✤✍✒✏✒✔✩

G − 2x ✗✒☞✘
G+ 2x ✮ ✘☛✔✜☛

χ̃(H(x)) = 0 ✢ ✣✘☛
✏☛✎ ✍✒✔✒✔✩ ✖☛☞ H(w)

✘✍✖ ☞✘☛ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫ ☞✘✍☞ ✍ ✩✏✍✤✘
G ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑ ✒☞ ✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚

☞✘☛ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌✩✏✍✤✘ ✑✔
[2, w − 1]

✒✖ ✌ ✒✤✍✏☞✒☞☛ ✮ ✘☛✔✜☛
χ̃(H(w)) = χ̃(NXBw−2) ✢ ✸☛

✜✑✔✜✦✛✓☛ ☞✘✍☞

χ̃(G(w)) = bn−w+2 · χ̃(NXBw({12, 1w}, 1× (2, w))) = aw−2bn−w+2.

✹✛✎✎ ✒✔✩ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞

B(x) =
∑

n≥2

bnx
n = −

∑

n≥2

an−1x
n +

∑

n≥2

n
∑

w=3

aw−2bn−w+2

= −xA(x) +A(x)B(x). ◆✺✴ ✢✲❖

✗✏✑✎ ☞✘✒✖ ☛❍✛✍☞✒✑✔ ✬ ✗☛ ✜✑✔✜✦✛✓☛ ☞✘✍☞
B(x) = −xA(x)/(1−A(x)) ✢ ❉✔✖☛✏☞✒✔✩ ☞✘✒✖ ✒✔

◆✺✴ ✢✕❖ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ✗ ✒☞✘
A = A(x)

☞✘✍☞

A+ x = xA +
A2

1 −A
⇐⇒ A =

1 − 2x−
√

1 + 4x

4 − 2x
.

✹✒✔✜☛
F (x) = A(−x) ✬ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✢ �

✗✑✏
p ≥ 1

✬ ✏☛✜✍✦✦ ☞✘✍☞
Bn,p

✒✖ ☞✘☛ ✖✛✌ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚
Bn

✜✑✔✖✒✖☞✒✔✩ ✑✚ ☞✘✑✖☛ ✌✒✤✍✏☞✒☞☛
✩✏✍✤✘✖ ☞✘✍☞ ✍✓✎ ✒☞ ✍ ✌✒✤✍✏☞✒☞✒✑✔

(U,W )
✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ✑✔☛ ✑✚

U
✍✔✓

W
✘✍✖ ✖✒✖☛ ✍☞ ✎✑✖☞

p ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✿ ✳✱✲ ❖❂❏

p ≥ 1
❆❅❁

n ≥ 2p+1
P
NXBn,p = Bn,p ∩NXn

❄✾
V D(2p−1) ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✡☛☞
σ

✍✔✓
τ ✌☛ ✍✖ ✒✔ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✺✴ ✢✒ ✮ τ ✒✖ ✍ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛ ✑✚

NXn
✍✔✓

σ
✒✖ ✍ ✜✫✜✦☛✥✚✏☛☛ ✖✛✌✖☛☞ ✑✚

τ ∩ Intn ✢ ✰✫ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✺✴ ✢✒ ✬ ✒☞ ✖✛✖ ✜☛✖ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞
Σσ,τ = NXBn(σ, Intn \ τ)

✒✖
V D(2p− 1) ✢ ✹✒✔✜☛

T = τ ∪Bdn
✒✖ ✔✑✔✜✏✑✖✖✒✔✩ ✬

Σσ,τ =
NXBn,p(σ, Intn\τ)

✜✑✒✔✜✒✓☛✖ ✗ ✒☞✘
Bn,p(σ, Intn\τ)

✬ ✗✘☛✏☛
Bn,p

✒✖ ☞✘☛ ✎✑✔✑☞✑✔☛ ✩✏✍✤✘
✤✏✑✤☛✏☞✫ ✑✚ ✌ ☛✒✔✩ ✌ ✒✤✍✏☞✒☞☛ ✗ ✒☞✘ ✌✍✦✍✔✜☛ ✔✛✎✌☛✏ ✍☞ ✎✑✖☞

p ✢ ✰✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✒ ✢✺� ✬
Bn,p(σ, Intn \ τ) ✒✖

V D(r)
✬ ✗✘☛✏☛

r = c(σ) − c(τ) + 2p− n+ |σ|.
✓✑✗☛★☛✏ ✬

σ
✒✖ ✍ ✚✑✏☛✖☞ ✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞

c(σ) − n + |σ| = 0 ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬
τ

✒✖
✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✮ ✘☛✔✜☛

c(τ) = 1 ✢ ❉☞ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞
r = 2p− 1

✍✖ ✓☛✖✒✏☛✓ ✢ �



�✁✂✄☎✆✝ ✞�

✁ ✟ ✝✁✂ ✆ ✄ ✠☎✄ ✟ ✝ ✠✆ ✝ ☛ ✂✆✡☞☎

� � ✖✒✔✩ ✓✒✖✜✏☛☞☛ ✪✑✏✖☛ ☞✘☛✑✏✫✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ✖✑✎ ☛ ✒✔✚✑✏✎ ✍☞✒✑✔ ✍✌✑✛☞
NHamn

✬ ☞✘☛
✖✒✎✤✦✒✜✒✍✦ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✔✑✔✥✓ ✍✎ ✒✦☞✑✔✒✍✔ ✩✏✍✤✘✖ ✑✔

n
★☛✏☞✒✜☛✖ ✢ ✪✑✏☛ ✤✏☛✜✒✖☛✦✫✬ ✒✔

✹☛✜☞✒✑✔ ✺✳ ✢✺✬ ✗☛ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞
NHamn

✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑
∨

(n−2)!

S2n−5 ∨ Σn,
◆✺✳ ✢✺❖

✗✘☛✏☛
Σn

✒✖ ✍ ✜☛✏☞✍✒✔ ✖✛✌ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚
NHamn ✢

✗✑✏ ✖✎✍✦✦ ★✍✦✛☛✖ ✑✚
n ◆✍☞ ✦☛✍✖☞ ✚✑✏

n ≤ 7❖ ✬ ☞✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✑✚
Σn

★✍✔✒✖✘☛✖ ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬
☞✘✒✖ ✔✒✜☛ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫ ✓✑☛✖ ✔✑☞ ✖☛☛✎ ☞✑ ✘✑✦✓ ✒✔ ✩☛✔☛✏✍✦ ✢ ✹✤ ☛✜✒✕ ✜✍✦✦✫✬ ✗☛ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞
H̃14(Σ10,Z)

✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍ ✚✏☛☛ ✖✛✌✩✏✑✛✤ ✑✚ ✏✍✔✙
8!/2 ✢ ❉☞ ✖☛☛✎ ✖ ✏☛✍✖✑✔✍✌✦☛ ☞✑ ✜✑✔✶ ☛✜☞✛✏☛

☞✘✍☞ ☞✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✑✚
Σn

✒✖ ✍✦✗✍✫✖ ✔✑✔☞✏✒★ ✒✍✦ ✗✘☛✔
n

✒✖ ✍☞ ✦☛✍✖☞ ☞☛✔ ✢
❉✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✳ ✢❊ ✬ ✗☛ ☛✧✍✎ ✒✔☛ ☞✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✑✚ ☞✘☛ ❍✛✑☞✒☛✔☞ ✜✑✎✤✦☛✧

Hamn =
2Kn/NHamn ✢ ✣✘☛ ✍✌✑★☛ ✏☛✖✛ ✦☞ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✩✏✑✛✤

H̃2n−4(Hamn,Z)
✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍

✚✏☛☛ ✖✛✌✩✏✑✛✤ ✑✚ ✏✍✔✙ ✍☞ ✦☛✍✖☞
(n − 2)! ✢ ✸☛ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞ ☞✘✒✖ ✖✛✌✩✏✑✛✤ ✘✍✖ ✍ ✌✍✖✒✖

✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫ ☞✘✍☞ ☛✍✜✘ ☛✦☛✎ ☛✔☞ ✜✑✒✔✜✒✓☛✖ ✗ ✒☞✘ ✍ ✖✒✎✤✦☛ ☞✏✍✔✖✚✑✏✎✍☞✒✑✔ ✑✚ ☞✘☛
✚✛✔✓✍✎ ☛✔☞✍✦ ✜✫✜✦☛ ✑✚ ☞✘☛ ✍✖✖✑ ✜✒✍✘☛✓✏✑✔

An
◆✖☛☛ ✹☛✜☞✒✑✔✖ ✺✴ ✢✺✥ ✺✴ ✢❊❖ ✢ ❉✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✲ ✢✺✬

✗☛ ✗ ✒✦✦ ✖☛☛ ☞✘✍☞ ☞✘ ✒✖ ✌✍✖✒✖ ✜✑✒✔✜✒✓☛✖ ✗ ✒☞✘ ✹✘✍✏☛✖✘✒✍✔ ✍✖ ✌✍✖✒✖ ✱✺�✴✵ ✚✑✏ ☞✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫
✑✚

C2
n

✬ ✗✘☛✏☛
C2
n

✒✖ ☞✘☛ ❍✛✑☞✒☛✔☞ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚
2
✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✢

❉✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✳ ✢✻ ✬ ✗☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ✍ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ★✍✏✒✍✔☞ ✑✚
NHamn ✢ ✹✤ ☛✜✒✕✜✍✦✦✫✬ ✓☛✕✔☛

DNHamn
✍✖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✔✑✔✥✓✍✎ ✒✦☞✑✔✒✍✔ ✓✒✩✏✍✤✘✖ ✑✔

n
★☛✏☞✒✜☛✖ ✢ ✸☛ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞

☞✘☛ ✖✘ ✒✚☞☛✓ ✜✑✔✔☛✜☞✒★ ✒☞✫ ✓☛✩✏☛☛ ✑✚
DNHamn

✒✖ ✍☞ ✦☛✍✖☞
2n − 3 ✮ ☞✘ ✒✖ ✌✑✛✔✓ ✒✖ ✦✒✙☛✦✫

☞✑ ✌ ☛ ✚✍✏ ✚✏✑✎ ✖✘✍✏✤ ✢
✘✆ ✚✘ ✝ ✦✧✦✁✦✤✁ ✁✁✤✣

✸☛ ✤✏✑★✒✓☛ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩ ✑✔ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
NHamn

✑✚ ✔✑✔✥✓✍✎ ✒✦☞✑✔✒✍✔ ✩✏✍✤✘✖
✑✔ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞

[n] ✢ ✣✘☛ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✘✍✖ ☞✘☛ ✤✏✑✤☛✏☞✫ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✩✏✍✤✘✖
✁✞✍ ✟✏ ✄✍✝✠☎☛✒ ✟✏ ✝ ✒☛✡ ✟✏☛✌ ✝✔✌ ☛☛☎☛✔✌☛✌ ✡☛✒✏✟✑✔ ✑☞ ✌☛✄☎✟✑✔✏ ✌ ✝✔✌ ✏ ✟✔ ✝ ✠✝✠ ☛✒ ✍✍✡✎ ✠✆☞✞✟✏✍☛✌✟✔ ✏✑✒✓✔✕✖ ✑✗ ✘✑✙ ✚✛✔✕✜✑✓✛✕✖ ✢✣ ✤✑✓✥✦ ✧ ✤✓✛✤★ ✩ ✕

❊ ✺✲



❊❊� ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟�✡ � ☞✍ ✄✁ ✄✆ ✑✝ ✆☞✍✑✄✍ ✁✞✄☎✂✌

1 2 3 4 5 6 7 8

✗ ✒✩✛✏☛ ✺✳ ✢✺ ❋ ▼ ✩✏✍✤✘ ✑✚ ☞✘☛ ✕✏✖☞ ✙✒✔✓ ✗✘☛✔
n = 8 ✢

✍✏☛ ✑✚ ☞✗✑ ✙✒✔✓✖ ❋
✺✢ ✎ ✏✍✤✘✖ ✗ ✒☞✘ ☛✓✩☛ ✖☛☞

{1ρ2, ρ2ρ3, . . . , ρn−2ρn−1, ρn−1n, ρ2n, ρ3n, . . . , ρn−2n},

✗✘☛✏☛ {ρ2, . . . , ρn−1} = {2, . . . , n− 1} ✮ ✖☛☛ ✗ ✒✩✛✏☛ ✺✳ ✢✺ ✚✑✏ ✍✔ ☛✧✍✎✤✦☛ ✢
❊ ✢ ✎ ✏✍✤✘✖

G ✗✒☞✘ ✍ ✓ ✍✎ ✒✦☞✑✔✒✍✔ ✤✍☞✘ ✚✏✑✎
1

☞✑
n

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
G+1n

✒✖ ✻✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢
✸☛ ✓☛✔✑☞☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖ ✑✚ ☞✘☛ ✕✏✖☞ ✙✒✔✓ ✍✖ V ✍✔✓ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖

✑✚ ☞✘☛ ✖☛✜✑✔✓ ✙✒✔✓ ✍✖ W ✢ ▼ ✖ ✒☞ ☞✛✏✔✖ ✑✛☞ ✬ ✍✦✦ ✩✏✍✤✘✖ ✒✔ V ✖✍☞✒✖✚✫ ☞✘☛ ✜✑✔✓✒☞✒✑✔✖
✒✔ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✒ ✢✺✻ ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬ ◆✺✳ ✢✺❖ ✘✑✦✓✖ ✬ ✗✘☛✏☛

Σn
✒✖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧

(NHamn)W✓☛✕✔☛✓ ✍✖ ✒✔ ◆✒ ✢❊❖ ✗ ✒☞✘ ✏☛✖✤☛✜☞ ☞✑ ☞✘☛ ✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩ ✫☛☞ ☞✑ ✌ ☛ ✓☛✕✔☛✓ ✢
✸☛ ✓✒★✒✓☛ ☞✘☛ ✓☛✖✜✏✒✤☞✒✑✔ ✑✚ ☞✘☛ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✒✔☞✑ ✖☛★☛✏✍✦ ✖☞☛✤✖ ✢
✆✖✭� ✱ ✂ ❙ ❆●❆■ ❄❅❑ ❑ ❄●■ ●■ ✿ ✿❁❑ ✿

1n
●❂ ❂❅●❆❄❅ ●■ ✿ ❈ ❆❇ ❄❏●

NHam′
n ❊

✪ ✍☞✜✘ ✗ ✒☞✘
1n ✗✘☛✔☛★☛✏ ✤✑✖✖✒✌✦☛ ✬ ✎ ☛✍✔✒✔✩ ☞✘✍☞ ✗☛ ✤✍✒✏

G−1n
✍✔✓

G+1n ✗✘☛✔☛★☛✏
G+1n

✒✖ ✔✑✔✥✓✍✎ ✒✦☞✑✔ ✒✍✔ ✢ ✡☛☞
NHam′

n ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✜✏✒☞✒✜✍✦ ✩✏✍✤✘✖ ✗ ✒☞✘ ✏☛✖✤☛✜☞
☞✑ ☞✘✒✖ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞

NHam′
n

✜✑✔✖✒✖☞✖ ✑✚ ✍✦✦ ✔✑✔✥✓✍✎ ✒✦☞✑✔✒✍✔ ✩✏✍✤✘✖ ✗ ✒☞✘
✍ ✓✍✎ ✒✦☞✑✔ ✒✍✔ ✤✍☞✘ ✚✏✑✎ ✺ ☞✑

n ✢ ✰✫ ✡☛✎✎ ✍ ✒ ✢✺✬ ✍✔✫ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔
NHam′

n☞✑✩☛☞✘☛✏ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ✎✍☞✜✘✒✔✩ ✶ ✛✖☞ ✓☛✕✔☛✓ ✫✒☛✦✓✖ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩ ✑✔
NHamn ✢

✆✖✭� ◆ ✂ ✂ ✿✁ ❅❄❅❑ ●■ ✿ ✾✿●
HPG

❆❅❁ ✽ ❆❏●❄●❄❂❅❄❅❑
NHam′

n

❄❅●❂ ✾❀❅❈ ❆❇ ❄❏❄✿✾
NHam′

n(H) ❊
✗✑✏ ✍✔✫ ✩✏✍✤✘

G
✬ ✦☛☞

HPG ✌☛ ☞✘☛ ✖☛☞ ✑✚ ✓ ✍✎ ✒✦☞✑✔✒✍✔ ✤✍☞✘✖ ✚✏✑✎
1

☞✑
n

✒✔
G ✢ ✗✑✏

H ⊆ HPKn

✬ ✦☛☞
NHam′

n(H) = {G :∈ NHam′
n : HPG = H}.

❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ {NHam′
n(H) : H ⊆ HPKn

} ✖✍☞✒✖✕☛✖ ☞✘☛ ✜✑✔✓✒☞✒✑✔✖ ✒✔ ☞✘☛
✔ ✦✛ ✖☞☛✏ ✡☛✎✎ ✍ ✒ ✢❊ ✮ ☞✘✛✖ ✒☞ ✖✛✖ ✜☛✖ ☞✑ ✕✔✓ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔

NHam′
n(H)

✚✑✏
☛✍✜✘ H ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

NHam′
n(H)

✒✖ ✔✑✔★✑✒✓ ✢
✆✖✭� ✲ ✂ ✂ ✿✁ ❅❄❅❑ ●■ ✿ ❈ ❆❇ ❄❏●

X(G)
❆❅❁ ●■ ✿ ❆❏❄●❄❆❆❏ ❈ ❆❇ ❄❏● W ❊



✟�✡✟ ✡ ✁ ☞✆ ☞ ✆☞☎� ✆�☎ ✝ ❊❊✺

✡☛☞ H ⊆ HPKn
✌☛ ✕✧☛✓ ✢ ✔✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✖✎ ✍✦✦☛✖☞ ✓✍✎ ✒✦☞✑✔✒✍✔ ✤✍☞✘

(1, ρ2, ρ3, . . . , ρn−1, n)

✒✔ H ✗✒☞✘ ✏☛✖✤☛✜☞ ☞✑ ✦☛✧ ✒✜✑✩✏✍✤✘✒✜ ✑✏✓☛✏ ◆✚✏✑✎ ✦☛✚☞ ☞✑ ✏✒✩✘☞❖ ✢ ✗ ☛✕✔☛
ρ1 = 1

✍✔✓
ρn = n ✢

✗✑✏
G ∈ NHam′

n(H)
✬ ✦☛☞

X(G) ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ❊✥✖☛☞✖ {a, b} ✑✚ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
G([n] \ {a, b}) + 1n

✒✖ ✓✒✖✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢ ❉✚ ✍✔ ☛✓✩☛
ab ∈ X(G)

✒✖ ✍✓✓☛✓ ☞✑ ✑✏ ✓☛✦☛☞☛✓
✚✏✑✎

G
✬ ☞✘☛✔ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✓✍✎ ✒✦☞✑✔✒✍✔ ✤✍☞✘✖ ✚✏✑✎

1
☞✑

n
✏☛✎ ✍✒✔✖ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✢

✓✑☞☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✤✍✒✏✖
1n, 1ρ2, ρ2ρ3, . . . , ρn−2ρn−1, ρn−1n

✓✑ ✔✑☞ ✌ ☛✦✑✔✩ ☞✑
X(G) ✢ ✡☛☞

W(H) ⊆ NHam′
n(H) ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖

G
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

HPG = H ✍✔✓
X(G) = ∅ ✮✦☛☞

W =
⋃

H
W(H).

X(G) = ∅ ✎☛✍✔✖ ☞✘✍☞
G + 1n

✒✖ ✻✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✮ ✘☛✔✜☛ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘✖ ✒✔ W ✍✏☛ ☛✧✍✜☞✦✫
☞✘☛ ✩✏✍✤✘✖ ✑✚ ☞✘☛ ✖☛✜✑✔✓ ✙✒✔✓ ✍✖ ✓☛✕✔☛✓ ✍☞ ☞✘☛ ✌ ☛✩✒✔✔✒✔✩ ✑✚ ☞✘✒✖ ✖☛✜☞✒✑✔ ✢ ✸☛ ✦☛✍★☛
☞✘☛✎ ✛✔✎✍☞✜✘☛✓ ✍✔✓ ✜✑✔✜☛✔☞✏✍☞☛ ✑✔ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘✖

G ✗✒☞✘ ✔✑✔☛✎✤☞✫
X(G) ✮ ✦☛☞

F(H) = NHam′
n(H) \W(H).

1 ρi ρj ρk ρl n 1 ρ2 ρ3 n

✗ ✒✩✛✏☛ ✺✳ ✢❊ ❋ ✣✘☛ ✜✍✖☛
ρjρl = SG 6= ρiρk = SG−ρjρl

✒✔ ✹☞☛✤ ✒ ✮ ☞✘☛ ✖✒☞✛✍☞✒✑✔ ☞✛✏✔✖
✑✛☞ ☞✑ ✌ ☛ ✍✖ ✒✔ ☞✘☛ ✤ ✒✜☞✛✏☛ ☞✑ ☞✘☛ ✏✒✩✘☞ ✗ ✒☞✘

i = ρi = 1
✬
j = 2

✬
k = 3

✬ ✍✔✓
l = ρl = n ✢

✆✖✭� ✙ ✂ ❇ ❏❂❆✿✿❁❄❅❑ ❑ ❄●■ ●■ ✿ ❈ ❆❇ ❄❏● F(H)
❆❅❁ ❁✿✁ ❅❄❅❑ ●■ ✿ ✽ ❆❄❏

SG ❊
✗✑✏ ✍ ✩✏✍✤✘

G ∈ F(H)
✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ✍ ☞✑☞✍✦ ✑✏✓☛✏ ≺ ✑✔ ✤✍✒✏✖

ρrρs
✒✔
X(G)

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
r < s ✌✫ ✓☛✕✔✒✔✩

ρiρj ≺ ρkρl ⇐⇒ (j < l)
✑✏

(j = l
✍✔✓

i < k);

☞✘✒✖ ✒✖ ✦☛✧ ✒✜✑✩✏✍✤✘✒✜ ✑✏✓☛✏ ✚✏✑✎ ✏✒✩✘☞ ☞✑ ✦☛✚☞ ✢ ✡☛☞ ☞✘☛ ❆❏❂✾✿❁ ❄❅●✿❏■❆❏
[ρi, ρj ] ✌☛ ☞✘☛

✖☛☞ ✑✚ ✍✦✦ ☛✦☛✎ ☛✔☞✖
ρk

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
i ≤ k ≤ j ✢ ✣✘☛ ■ ❆❏❈ ❃❂✽ ✿❅ ❄❅●✿❏■❆❏

(ρi, ρj ]
✒✖ ✑✌☞✍✒✔☛✓

✚✏✑✎
[ρi, ρj ] ✌✫ ✏☛✎✑★✒✔✩

ρi
✬ ✗✘✒✦☛ ☞✘☛ ❂✽ ✿❅ ❄❅●✿❏■❆❏

(ρi, ρj)
✒✖ ✑✌☞✍✒✔☛✓ ✌✫ ✏☛✎✑★✒✔✩

✌✑☞✘ ☛✔✓✤✑✒✔☞✖
ρi

✍✔✓
ρj ✢



❊❊❊ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟�✡ � ☞✍ ✄✁ ✄✆ ✑✝ ✆☞✍✑✄✍ ✁✞✄☎✂✌

✡☛☞
SG ✌☛ ☞✘☛ ✖✎✍✦✦☛✖☞ ✎ ☛✎✌☛✏ ✑✚

X(G) ✗✒☞✘ ✏☛✖✤☛✜☞ ☞✑ ≺ ✮ ✍✖✖✛✎☛ ☞✘✍☞
SG =

ρjρl
✬
j < l ✢ ❉✚ ρjρl /∈ G

✬ ☞✘☛✔ ✒☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞
SG+ρjρl

= SG ✢ ✹✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞
ρjρl ∈ G✍✔✓ ☞✘✍☞

SG−ρjρl
= ρiρk ≺ ρjρl;

i < k ✢ ✸☛ ✜✦✍✒✎ ☞✘✍☞ ☞✘✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
i = 1

✬
j = 2

✬
k = 3

✬ ✍✔✓
l = n ✢ ✓ ✍✎ ☛✦✫✬ ✑✔☛

✏☛✍✓✒✦✫ ★☛✏✒✕☛✖ ☞✘✍☞
i < j < k < l;

☞✘☛ ✑☞✘☛✏ ✤✑✖✖✒✌✒✦✒☞✒☛✖ ✗✑✛✦✓ ✒✎✤✦✫ ☞✘✍☞
ρiρk ∈ SG ✢ ▼ ✦✖✑ ✬ ✖✒✔✜☛

ρjρl ∈ SG
✬ ✗☛

✎✛✖☞ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
ρiρk /∈ G ✢ ✹✒✔✜☛

(G + 1n)([n] \ {ρj , ρl})
✒✖ ✓✒✖✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✬ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛

✔✑ ☛✓✩☛✖ ✒✔
G ✌☛☞✗☛☛✔ ☞✘☛ ✑✤☛✔ ✒✔☞☛✏★✍✦

(ρj , ρl)
✍✔✓ ☞✘☛ ✛✔✒✑✔

[1, ρj) ∪ (ρl, n]✑✚ ✘✍✦✚✥✑✤☛✔ ✒✔☞☛✏★✍✦✖ ✢ ✹✒✎ ✒✦✍✏✦✫✬ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✔✑ ☛✓✩☛✖ ✌☛✖✒✓☛✖
xjxl ✌☛☞✗☛☛✔

(ρi, ρk)✍✔✓
[1, ρi) ∪ (ρk, n] ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✜✦✛✖✒✑✔ ✬ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✔✑ ☛✓✩☛✖ ✌ ☛☞✗☛☛✔

(ρi, ρl)
✍✔✓

[1, ρi) ∪ (ρl, n] ✢ ✹✒✔✜☛
ρiρl

✒✖ ✖✎ ✍✦✦☛✏ ☞✘✍✔
ρjρl ✗✒☞✘ ✏☛✖✤ ☛✜☞ ☞✑ ≺ ✬ ✗☛ ✎✛✖☞ ✘✍★☛

i = 1
✍✔✓

l = n
✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛ ✑☞✘☛✏✗ ✒✖☛

SG ✗✑✛✦✓ ✔✑☞ ✌ ☛ ☛❍✛✍✦ ☞✑
ρjρl ✢ ❉✔ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛

✎ ✍✔✔☛✏ ✬ ✑✔☛ ✖✘✑✗ ✖ ☞✘✍☞
j = 2

✍✔✓
k = 3 ✮ ✑☞✘☛✏✗ ✒✖☛ ☛✒☞✘☛✏

ρiρj
✑✏

ρjρk
◆✌✑☞✘

✖✎ ✍✦✦☛✏ ☞✘✍✔
ρjρl

❖ ✗✑✛✦✓ ✌☛ ✒✔
X(G) ✢ ✣✘☛ ✖✒☞✛✍☞✒✑✔ ✒✖ ✒✦✦✛ ✖☞✏✍☞☛✓ ✒✔ ✗ ✒✩✛✏☛ ✺✳ ✢❊ ✢

✆✖✭� ✗ ✂ ❇ ❆❏●❄●❄❂❅❄❅❑ F(H)
❄❅ ●❂ ✾❀❅❈ ❆❇ ❄❏❄✿✾ Fij(H) ❊

✗✑✏
i < j

✬ ✦☛☞
Fij(H) = {G ∈ F(H) : SG = ρiρj}.

❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ {Fij(H) : i < j} ✖✍☞✒✖✕☛✖ ☞✘☛ ✜✑✔✓✒☞✒✑✔✖ ✒✔ ☞✘☛ ✔ ✦✛ ✖☞☛✏
✡☛✎✎ ✍ ✒ ✢❊ ✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞ ✒☞ ✖✛✖ ✜☛✖ ☞✑ ✕✔✓ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔ ☛✍✜✘ Fij(H) ✢
✗✑✏

(i, j) 6= (2, n)
✬ ☞✘☛ ✓✒✖✜✛✖✖✒✑✔ ✒✔ ✹☞☛✤ ✒ ✫✒☛✦✓✖ ☞✘✍☞ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ✍ ✜✑✎✤✦☛☞☛ ✍✜✫✜✦✒✜

✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩ ✑✔ Fij(H) ✌✫ ✤✍✒✏✒✔✩
G − ρiρj

✍✔✓
G + ρiρj

✚✑✏ ✍✦✦
G ✢ ✓✍✎☛✦✫✬ ✍✓✓✒✔✩

ρiρj
☞✑
G ∈ Fij(H)

✓✑☛✖ ✔✑☞ ✒✔☞✏✑✓✛✜☛ ✍✔✫ ✔☛✗ ✓✍✎ ✒✦☞✑✔✒✍✔ ✤✍☞✘✖ ✚✏✑✎
1

☞✑
n✍✔✓ ✏☛✎✑★✒✔✩ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ☛✓✩☛ ✓✑☛✖ ✔✑☞ ☛✦✒✎ ✒✔✍☞☛ ✍✔✫ ✖✛✜✘ ✤✍☞✘✖ ✬ ✗✘✒✜✘ ✎ ☛✍✔✖ ☞✘✍☞

G− ρiρj
✍✔✓

G+ ρiρj ✌☛✦✑✔✩ ☞✑ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✖☛☞ Fij(H) ✢

1 ρ2 ρ3 ρk−1 ρk n

✗ ✒✩✛✏☛ ✺✳ ✢✻ ❋ ✣✘☛ ✖✒☞✛✍☞✒✑✔ ✒✔ ✹☞☛✤ ✴ ✮ k = kG ✢

✆✖✭� ✿ ✂ ✂ ✿✁ ❅❄❅❑ ❆❅ ❂✽ ●❄❇❆❏ ❆❆●❆❏❄❆ ❇❆●❆■ ❄❅❑ ❂❅ F2n(H) ❊
❉☞ ✏☛✎ ✍✒✔✖ ☞✑ ✖☞✛✓✫ F2n(H) ✢ ✗✑✏

G ∈ F2n(H)
✬ ✦☛☞

kG = max{k : ρ2n, . . . , ρkn ∈ X(G)};



✟�✡✟ ✡ ✁ ☞✆ ☞ ✆☞☎� ✆�☎ ✝ ❊❊✻

✜✦☛✍✏✦✫✬
2 ≤ kG ≤ n − 2 ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞

ρjn ∈ G
✚✑✏

2 ≤ j < kG ✮ ✑☞✘☛✏✗ ✒✖☛ ✬ ✗☛ ✗✑✛✦✓
✘✍★☛

ρj−1ρj+1 ∈ X(G)
✬ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✔✩ ☞✘☛ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦✒☞✫ ✑✚

2n
✒✔
X(G) ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬

✒✚
kG < n − 2

✬ ☞✘☛✔ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍✔
m

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
kG + 2 ≤ m < n

✍✔✓
ρkG

ρm ∈ G ✢
✓✍✎☛✦✫✬ ✑☞✘☛✏✗ ✒✖☛

ρkG+1n ∈ X(G)
✬ ✗✘✒✜✘ ✗✑✛✦✓ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞ ☞✘☛ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦✒☞✫ ✑✚

kG ✢
❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬ ✗ ✒☞✘

e = ρkG
n ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

kG = kG−e = kG+e ✢ ✹☛☛ ✗ ✒✩✛✏☛ ✺✳ ✢✻ ✚✑✏
✍✔ ✒✦✦✛✖☞✏✍☞✒✑✔ ✢✡☛☞

Fk
2n(H) = {G ∈ F2n(H) : kG = k}✚✑✏

2 ≤ k ≤ n − 2 ✢ ▼✔✑☞✘☛✏ ✍✤✤✦✒✜✍☞✒✑✔ ✑✚ ☞✘☛ ✔ ✦✛ ✖☞☛✏ ✡☛✎✎✍ ✒ ✢❊ ✫✒☛✦✓✖ ☞✘✍☞ ✒☞
✖✛✖ ✜☛✖ ☞✑ ✕✔✓ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔ ☛✍✜✘ ✑✚ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✒☛✖ Fk

2n(H) ✢ ✰✫ ☞✘☛ ✍✌✑★☛✓✒✖✜✛✖✖✒✑✔ ✬ ☞✘☛ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✓☛✕✔☛✓ ✌✫ ✤✍✒✏✒✔✩
G − ρkn ✗✒☞✘

G + ρkn
✚✑✏ ✍✦✦

G
✒✖ ✍

✜✑✎✤✦☛☞☛ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔ Fk
2n(H) ✗✘☛✔

k < n − 2 ✢ ❉✚ kG = n − 2
✬ ☞✘☛✔

G
✒✖

✍ ✩✏✍✤✘ ✑✚ ☞✘☛ ✕✏✖☞ ✙✒✔✓ ✍✖ ✓☛✕✔☛✓ ✍☞ ☞✘☛ ✌☛✩✒✔✔✒✔✩ ✑✚ ☞✘✒✖ ✖☛✜☞✒✑✔ ✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖
☞✘✍☞ V ✒✖ ☛✧✍✜☞✦✫ ☞✘☛ ✛✔✒✑✔ ✑✚ ✍✦✦ Fn−2

2n (H) ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ☞✍✙✒✔✩ ☞✘☛ ✛✔✒✑✔ ✑✚
✍✦✦ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩✖ ✎☛✔☞✒✑✔☛✓ ✒✔ ☞✘☛ ✜✑✔✖☞✏✛✜☞✒✑✔ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ M ✑✔
NHamn ✗✘✑✖☛ ✜✏✒☞✒✜✍✦ ✩✏✍✤✘✖ ✍✏☛ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘✖ ✒✔ V ∪W ✢
✆✖✭� ❁ ✂ ✁✚ ❆❇ ❄❅❄❅❑ ✽ ❆●■✾ ❄❅ ●■ ✿ ❁❄❑ ❏❆✽ ■ ❆✾✾❂❆❄❆●✿❁ ●❂ ●■ ✿ ❑ ❄■✿❅ ❆❆●❆❏❄❆ ❇❆●❆■ ❄❅❑ ❊
✰✫ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✒ ✢✺✻ ✬ ◆✺✳ ✢✺❖ ✒✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✑✚ ☞✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ✦☛✎✎✍ ✢
✂✭✰✰✷ ✱❁ ✳✱ ❈❈

G
❆❅❁

H
❆❏✿ ❆❏❄●❄❆❆❏ ❑ ❏❆✽ ■✾ ❄❅

NHamn
❑ ❄●■ ❏✿✾✽ ✿❆● ●❂ ●■ ✿ ✽ ❏❂■❄❁✿❁

❇❆●❆■ ❄❅❑ P ●■ ✿❅
H −→ G

❄❈ ❆❅❁ ❂❅ ❏● ❄❈
G ⊆ H

❆❅❁
G,H ∈ W ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✰✫ ☞✘☛ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦✒☞✫ ✑✚ W ✒✔
NHamn

✍✔✓ ☞✘☛ ✚✍✜☞ ☞✘✍☞ ✍✦✦ ✩✏✍✤✘✖ ✒✔ V ✘✍★☛
☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✖✒✖☛ ✬ ✗☛ ✔☛☛✓ ✑✔✦✫ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞

H ∈ W, G ∈ V =⇒ H 6−→ G.

▼✖✖✛✎☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✓✍✎ ✒✦☞✑✔ ✒✍✔ ✤✍☞✘ ✚✏✑✎
1

☞✑
n

✒✔
G

✒✖

P = (1, ρ2, ρ3, . . . , ρn−1, n).

✹✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞
(G1, G2, . . . , Gr−1, Gr = G)✒✖ ✍ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✤✍☞✘ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖ ✒✔ ☞✘☛ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✩✏✍✤✘

D
✜✑✏✏☛✖✤✑✔✓✒✔✩ ☞✑ ✑✛✏ ✍✜✫✜✦✒✜

✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩ ✢ ✰✫ ✍ ✖✒✎✤✦☛ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✍✏✩✛✎ ☛✔☞ ✒☞ ✚✑ ✦✦✑✗ ✖ ✒✎✎☛✓✒✍☞☛✦✫ ☞✘✍☞
P ∈ HPGi✚✑✏

1 ≤ i ≤ r ✢ ✓✍✎ ☛✦✫✬ ✑✛✏ ✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩ ✘✍✖ ☞✘☛ ✤✏✑✤☛✏☞✫ ☞✘✍☞ ☞✗✑ ✩✏✍✤✘✖
G,H ∈

NHam′
n

✜✍✔✔✑☞ ✌ ☛ ✎ ✍☞✜✘☛✓ ✛✔✦☛✖✖ ☞✘☛ ✜✑✏✏☛✖✤✑✔✓✒✔✩ ✖☛☞✖
HPG

✍✔✓
HPH

✍✏☛ ☞✘☛
✖✍✎ ☛ ✢ ✸ ✘☛✔ ✗☛ ✩✑ ✚✏✑✎

Gr
✍✔✓ ✌✍✜✙✗✍✏✓✖ ✬ ✗☛ ✑✔✦✫ ✍✓✓ ☛✓✩☛✖ ✓✒✖☞✒✔✜☞ ✚✏✑✎

1n ✮✘☛✔✜☛ ✍✦✦ ✩✏✍✤✘✖ ✍✏☛ ✒✔
NHam′

n ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ✗☛ ✏☛✎✑★☛ ✑✔✦✫ ☛✓✩☛✖ ☞✘✍☞ ✍✏☛ ✛✖☛✓ ✒✔
☞✘☛ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔

NHam′
n ✮ ☞✘✛✖ HPGi

✩✏✑✗ ✖ ◆✗☛✍✙✦✫ ❖ ✍✖
i
✓☛✜✏☛✍✖☛✖ ✢

✸☛ ✜✦✍✒✎ ☞✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ❋
◆✒❖ ❖❂❏ ✿❆❆■

k ∈ [2, n − 2]
❆❅❁ ✿❆❆■

i ∈ [1, r]
P ●■ ✿❏✿ ❄✾ ❆❅

m ≥ k + 2
✾❀❆■ ●■ ❆●

ρkρm ∈ Gi ❊



❊❊✒ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟�✡ � ☞✍ ✄✁ ✄✆ ✑✝ ✆☞✍✑✄✍ ✁✞✄☎✂✌

◆✒✒❖ ❖❂❏ ✿❆❆■
k ≥ 3

P ❄❈ ◆✒❖ ■ ❂❏❁✾ ❈ ❂❏ ❆ ❑ ❏❆✽ ■
G

❆❂❅●❆❄❅❄❅❑ ●■ ✿ � ❆❇ ❄❏●❂❅❄❆❅ ✽ ❆●■
P

P
●■ ✿❅ ●■ ✿❏✿ ❄✾ ❆ � ❆❇ ❄❏●❂❅ ❄❆❅ ✽ ❆●■ ❄❅

G
❈ ❏❂❇

1
●❂
ρk

❆❂❅●❆❄❅❄❅❑
1ρ2 ❊

✰☛✚✑✏☛ ✤✏✑★✒✔✩ ☞✘☛ ✜✦✍✒✎ ✖ ✬ ✗☛ ✔✑☞☛ ☞✘✍☞ ◆✒✒❖ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
1ρk /∈ Gi

✚✑✏
k > 2 ✮☞✘✛✖

ρ2n ∈ X(Gi) ✢ ✣✘✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
Gi /∈ W ✍✖ ✓☛✖✒✏☛✓ ✢

❇ ❏❂❂❈ ❂❈ ❆❏❆❄❇ ◆✒❖ ❊ � ✖☛ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ❋ ▼ ✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞
Gi+1

✖✍☞✒✖✕☛✖ ◆✒❖ ✢ ❉✚ Gi+1 ⊂ Gi
✬

☞✘☛✔
Gi

☞✏✒★ ✒✍✦✦✫ ✖✍☞✒✖✕☛✖ ◆✒❖ ✢ ✼☞✘☛✏✗ ✒✖☛ ✬
Gi

✍✔✓
Gi+1

✍✏☛ ✎✍☞✜✘☛✓ ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛ ✦✍✏ ✬
X(Gi) 6= ∅ ✢ ❉✚ l + 2 ≤ j < n

✬ ☞✘☛✔
ρlρj /∈ X(Gi+1)

✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍✔ ☛✓✩☛
✚✏✑✎

ρj−1
☞✑ ✖✑✎ ☛ ★☛✏☞☛✧

ρm
✬
m > j ✢ ✓☛✔✜☛ ✗☛ ✎✛✖☞ ✘✍★☛

SGi+1 = ρ2n
✍✔✓

Gi+1 = Gi + ρkn
✚✑✏ ✖✑✎ ☛

k ≥ 2 ✢ ✸ ✘✍☞☛★☛✏ ☞✘☛ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✓✍✎ ✒✦☞✑✔✒✍✔ ✤✍☞✘
P ′✚✏✑✎

1
☞✑
n

✒✔
Gi

✦✑✑✙✖ ✦✒✙☛ ✬ ☞✘☛ ✕✏✖☞
k

☛✦☛✎ ☛✔☞✖ ✒✔
P ′ ✎✛✖☞ ✌☛ {1, ρ2, . . . , ρk} ✗✒☞✘

ρk
✑✔ ✤✑✖✒☞✒✑✔

k ✢ ✓✍✎ ☛✦✫✬ ✌✫ ✜✑✔✖☞✏✛✜☞✒✑✔ ✬
ρkn ∈ X(Gi) ✢ ✹✒✔✜☛

P ∈ HPGi

✬ ☞✘ ✒✖
✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✔✑ ☛✓✩☛✖ ✚✏✑✎ {1, ρ2, . . . , ρk−1}

☞✑ {ρk+1, . . . , ρn−1} ✢ ❉✚ ρk ✒✖
✔✑☞ ✚✑ ✦✦✑✗☛✓ ✌✫

ρk+1
✒✔
P ′ ✒✔

Gi
✬ ☞✘☛✔ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ☞✏✒★✒✍✦✦✫ ✍✔ ☛✓✩☛

ρkρm ∈ Gi
✖✛✜✘

☞✘✍☞
k + 2 ≤ m < n ✢ ✰✫ ☞✘☛ ✓✒✖✜✛✖✖✒✑✔ ✒✔ ✹☞☛✤ ✴ ✍✌✑★☛ ✬ ☞✘✒✖ ✒✖ ✍✦✖✑ ☞✏✛☛ ✒✚

ρk
✒✖

✚✑✦✦✑✗☛✓ ✌✫
ρk+1

✒✔
P ′ ✢

❇ ❏❂❂❈ ❂❈ ❆❏❆❄❇ ◆✒✒❖ ❊ ✣✑ ✖✒✎✤✦✒✚✫ ✔✑☞✍☞✒✑✔ ✬ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞
ρj = j

✚✑✏ ✍✦✦
j ✢ ✸☛ ✛✖☛

✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔
n

✬
n ≥ 3 ✢ ✗✑✏

n = 3
✬ ☞✘☛ ✖☞✍☞☛✎ ☛✔☞ ✒✖ ☞✏✒★ ✒✍✦ ✢ ▼ ✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞

n ≥ 4 ✢ ✰✫
✍✖✖✛✎✤☞✒✑✔ ✬ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍✔ ☛✓✩☛

(k− 1)m
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

k+ 1 ≤ m ≤ n ✢ ❉✚ k = n− 1
✬ ☞✘☛✔

✗☛ ✍✏☛ ✕✔✒✖✘☛✓ ✮ ☞✘✛✖ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞
k ≤ n− 2 ✢

✗ ✒✏✖☞ ✬ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞
m > k+ 1 ✢ ✣✘☛✔ ✬ ✌✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✘✫✤✑☞✘☛✖✒✖ ✬ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍ ✓ ✍✎ ✒✦✥

☞✑✔✒✍✔ ✤✍☞✘
(m1 = k,m2 = k + 1,m3, . . . ,mn−k+1 = m)

✚✏✑✎
k

☞✑
m

✒✔
G([k, n]) ✢ ✓ ☛✔✜☛

(1, . . . , k − 1,mn−k+1 = m,mn−k, . . . ,m1 = k)

✒✖ ✍ ✓ ✍✎ ✒✦☞✑✔✒✍✔ ✤✍☞✘ ✒✔
G ✢

✓☛✧☞ ✬ ✍✖✖✛✎☛ ☞✘✍☞
m = k + 1 ✢ ✡☛☞

m′ ≥ k + 2 ✌☛ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
km′ ∈ G ✢ ▼✩✍✒✔ ✌✫

✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✘✫✤✑☞✘☛✖✒✖ ✬ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍ ✓✍✎ ✒✦☞✑✔✒✍✔ ✤✍☞✘

(m1 = k,m2 = k + 1,m3, . . . ,mn−k+1 = m′)

✚✏✑✎
k

☞✑
m′ ✒✔

G([k, n]) ✢ ✣✘✒✖ ☞✒✎ ☛ ✬

(1, . . . , k − 1,m2 = k + 1,m3, . . . ,mn−k+1 = m′, k)

✒✖ ✍ ✓ ✍✎ ✒✦☞✑✔✒✍✔ ✤✍☞✘ ✒✔
G

✬ ✗✘✒✜✘ ✜✑✔✜✦✛✓☛✖ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✜✦✍✒✎ ◆✒✒❖ ✢
▲✮✸✟✼✁✁✻✮✸ ✳

✸☛ ✘✍★☛ ✤✏✑★☛✓ ☞✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ❋



✟�✡✟ ✡ ✁ ☞✆ ☞ ✆☞☎� ✆�☎ ✝ ❊❊◗

✫✬✭✮✯✭✰ ✱❁ ✳◆ ❋■ ✿ ❆❂❇✽ ❏✿✚
NHamn

❄✾ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂
∨

(n−2)!

S2n−5 ∨ (NHamn)W ,

❑■ ✿❏✿
(NHamn)W

❄✾ ❁✿✁ ❅✿❁ ❆✾ ❄❅ ☎☎ ❊✟✞ ❑ ❄●■ ❏✿✾✽ ✿❆● ●❂ ●■ ✿ ❇❆●❆■ ❄❅❑ ❑ ❄■✿❅ ❄❅ ▲●✿✽ ✾
✄❃✆ ❊ �

▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ✱❁ ✳✲ ❖❂❏
n ≥ 6

P
NHamn

■ ❆✾ ✾■ ❄❈ ●✿❁ ❆❂❅❅✿❆●❄■ ❄●● ❁✿❑ ❏✿✿ ❆● ❏✿❆✾● ⌈ 3n
2 ⌉−2 ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✟✍✜✘ ✩✏✍✤✘
G

✒✔ W ✘✍✖ ☞✘☛ ✤✏✑✤☛✏☞✫ ☞✘✍☞
G + 1n

✒✖
3
✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✬ ✗✘✒✜✘

✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
G

✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍☞ ✦☛✍✖☞
3n/2 − 1

☛✓✩☛✖ ✢ ✹✒✔✜☛
3n/2 − 1

✒✖ ✍☞ ✎ ✑✖☞
2n− 4✚✑✏

n ≥ 6
✬ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✌✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ✒ ✢✳ ✢ �

12

34

5123

45
35

24

13 52

41

✗ ✒✩✛✏☛ ✺✳ ✢✒ ❋ ✣✘☛ ✯☛☞☛✏✖☛✔ ✩✏✍✤✘ ✢

▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ✱❁ ✳✙
NHam10

❄✾ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈ ✾❂❇ ✿ ✾❄❇✽ ❏❄❆❄❆❏
❆❂❇✽ ❏✿✚ ❆❅❁

∨

8!/2

S14 ∨
∨

8!

S15. ◆✺✳ ✢❊❖

❋■ ✿ ✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅
14

❆❂❏❏✿✾✽ ❂❅❁ ●❂ ❇ ✿●✿❏✾✿❅ ❑ ❏❆✽ ■✾ ☎✾✿✿ ❖ ❄❑❀❏✿ ✄ �❊☎✞ ❄❅
❑■ ❄❆■ {1, 10} ❄✾ ❅❂● ❆❅ ✿❁❑ ✿P ❑■ ❄❏✿ ●■ ✿ ✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅

15
❆❂❏❏✿✾✽ ❂❅❁ ●❂ ●■ ✿

❑ ❏❆✽ ■✾ ❄❅ V ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ❉☞ ✒✖ ✍ ✖☞✏✍✒✩✘☞✚✑✏✗✍✏✓ ☛✧☛✏✜✒✖☛ ☞✑ ✜✘☛✜✙ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✯☛☞☛✏✖☛✔ ✩✏✍✤✘ ✒✖ ✔✑✔✥
✓✍✎ ✒✦☞✑✔ ✒✍✔ ✍✔✓ ✻✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢ ✰✫ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✒ ✢✺✻ ✍✔✓ ✡☛✎✎ ✍ ✺✳ ✢✺✬ ✗☛ ✔☛☛✓ ✑✔✦✫
✖✘✑✗ ☞✘✍☞ ✍✔✫ ✜✏✒☞✒✜✍✦ ✯☛☞☛✏✖☛✔ ✩✏✍✤✘

P
✒✖ ✒✖✑✦✍☞☛✓ ✍✎✑✔✩ ☞✘☛ ✜✏✒☞✒✜✍✦ ✩✏✍✤✘✖ ✒✔

W ✢ ✹✒✔✜☛
P

✒✖ ✻✥✏☛✩✛✦✍✏ ✬
X(G)

✒✖ ✔✑✔☛✎✤☞✫ ✗✘☛✔☛★☛✏
G = P − e

✚✑✏ ✖✑✎ ☛
e ∈ P ✢

✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ✌☛☞✗☛☛✔ ✍✔✫ ✤✍✒✏ ✑✚ ✔✑✔✍✓✶ ✍✜☛✔☞ ★☛✏☞✒✜☛✖
ab, bc

✒✔ ☞✘☛ ✯☛☞☛✏✖☛✔ ✩✏✍✤✘ ✬
☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✖☛★☛✏✍✦ ✓ ✍✎ ✒✦☞✑✔✒✍✔ ✤✍☞✘✖ ✬ ✑✔☛ ☛✧✍✎✤✦☛ ✌ ☛✒✔✩

(ab, cd, ea, bd, ce, da, eb, ac, de, bc)



❊❊✴ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟�✡ � ☞✍ ✄✁ ✄✆ ✑✝ ✆☞✍✑✄✍ ✁✞✄☎✂✌

◆✔✑☞✍☞✒✑✔ ✍✖ ✒✔ ✗ ✒✩✛✏☛ ✺✳ ✢✒ ✮ {a, b, c, d, e} = {1, 2, 3, 4, 5}❖ ✢ ✣✘✛✖
P

✒✖ ✍ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦
✔✑✔✥✓ ✍✎ ✒✦☞✑✔✒✍✔ ✩✏✍✤✘ ✬ ✗✘✒✜✘ ✜✑✔✜✦✛✓☛✖ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✢ �

✸ ✘✒✦☛ ✗☛ ✘✍★☛ ✑✌☞✍✒✔☛✓ ✤✍✏☞✒✍✦ ✒✔✚✑✏✎ ✍☞✒✑✔ ✍✌✑✛☞ ☞✘☛ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☞✫✤☛ ✑✚
NHamn

✬ ✗☛
✘✍★☛ ✚✍✒✦☛✓ ✒✔ ✑✛✏ ✍☞☞☛✎✤☞✖ ☞✑ ✤✏✑★✒✓☛ ✍ ✎✑✏☛ ✜✑✎✤✦☛☞☛ ✓☛✖✜✏✒✤☞✒✑✔ ✑✚ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✢
❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬ ☞✘☛ ✚✑ ✦✦✑✗ ✒✔✩ ✤✏✑✌✦☛✎ ✏☛✎ ✍✒✔✖ ✑✤ ☛✔ ❋
�✁✭✁✖ ✻✮✸ ✱❁ ✳✗ �■ ❆● ❄✾ ●■ ✿ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ●●✽ ✿ ❂❈

(NHamn)W
❄❅ ❋■ ✿❂❏✿❇ ✄�❊✟ ✁

✘✆ ✚✜ ✝ ✦✧✦★✦✄✁
�✔✚✑✏☞✛✔✍☞☛✦✫✬ ✗☛ ✘✍★☛ ✔✑☞ ✌☛☛✔ ✍✌✦☛ ☞✑ ✩✒★☛ ✍ ✜✑✎✤✦☛☞☛ ✓☛✖✜✏✒✤☞✒✑✔ ✑✚ ☞✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫
✑✚

NHamn ✮ ☞✘ ✒✖ ✑✤☛✔ ✤✏✑✌✦☛✎ ✒✖ ✤✏✑✌✍✌✦✫ ★☛✏✫ ✓✒✖ ✜✛ ✦☞ ☞✑ ✖✑✦★☛ ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬ ✍☞ ✦☛✍✖☞
✗☛ ✙✔✑✗ ☞✘✍☞

H̃2n−5(NHamn)
✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍ ✚✏☛☛ ✖✛✌✩✏✑✛✤ ✑✚ ✏✍✔✙

(n − 2)! ✢ ▼ ✖ ✍
✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ☞✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✒✔ ✓✒✎☛✔✖✒✑✔

2n − 4
✑✚ ☞✘☛ ❍✛✑☞✒☛✔☞ ✜✑✎✤✦☛✧

Hamn =
2Kn/NHamn

✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍ ✚✏☛☛ ✖✛✌✩✏✑✛✤ ✑✚ ✏✍✔✙
(n− 2)! ✢

✗✑✏
n ≥ 4

✬ ✑✔☛ ☛✍✖✒✦✫ ☞✏✍✔✖✚✑✏✎ ✖ ✑✛✏ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩ ✑✔
NHamn

✒✔☞✑ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜
✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩ ✑✔

Hamn ✢ ✓✍✎☛✦✫✬ ✒✚
G ⊂ H

✍✏☛ ✎✍☞✜✘☛✓ ✒✔
NHamn

✬ ☞✘☛✔ ☛✒☞✘☛✏
H =

G+1n
✑✏ ☞✘☛ ☞✗✑ ✩✏✍✤✘✖

G+1n
✍✔✓

H+1n
✍✏☛ ✌✑☞✘ ✓ ✍✎ ✒✦☞✑✔✒✍✔ ✢ ▼✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬

✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔
Hamn ✌✫ ✤✍✒✏✒✔✩

G
✍✔✓

H
✒✚ ☛✒☞✘☛✏

H
✒✖ ☛❍✛✍✦ ☞✑

G+ 1n
✑✏
G− 1n

✍✔✓
H − 1n

✍✏☛ ✎✍☞✜✘☛✓ ✒✔
NHamn ✢

✣✘☛ ✜✏✒☞✒✜✍✦ ✩✏✍✤✘✖ ✑✚ ☞✘☛ ✎✍☞✜✘✒✔✩ ✍✏☛ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘✖ ✑✌☞✍✒✔☛✓ ✌✫ ✍✓✓✒✔✩ ☞✘☛ ☛✓✩☛
1n

☞✑ ☛✍✜✘ ✑✚ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘✖ ✒✔ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✒☛✖ V ✍✔✓ W ✓☛✖✜✏✒✌ ☛✓ ✍☞ ☞✘☛ ✌☛✩✒✔✔✒✔✩ ✑✚
✹☛✜☞✒✑✔ ✺✳ ✢✺✢ ✣✘☛✏☛✚✑✏☛ ✬ ✎ ✑✓✒✚✫ ☞✘☛✖☛ ✚✍✎ ✒✦✒☛✖ ✌✫ ✍✓✓✒✔✩

1n
☞✑ ☛★☛✏✫ ✩✏✍✤✘ ✒✔ ☞✘☛

✚✍✎ ✒✦✒☛✖ ✢ ✣✘✒✖ ✎ ☛✍✔✖ ☞✘✍☞ V ✜✑✔☞✍✒✔✖ ✩✏✍✤✘✖
G(ρ) = G(1, ρ2, . . . , ρn−1, n) ✗✒☞✘ ☛✓✩☛

✖☛☞✖
{1ρ2, ρ2ρ3, . . . , ρn−2ρn−1, ρn−1n, ρ2n, ρ3n, . . . , ρn−2n} ∪ {1n},

✗✘☛✏☛ {ρ2, . . . , ρn−1} = {2, . . . , n− 1} ✢
❉☞ ✒✖ ✑✚ ✩✏☛✍☞ ✒✎✤✑✏☞✍✔✜☛ ✚✑✏ ✛✖ ☞✘✍☞ ✡☛✎✎✍ ✺✳ ✢✺ ✏☛✎ ✍✒✔✖ ☞✏✛☛ ✚✑✏

Hamn ✢ ✼✔☛
✏☛✍✓✒✦✫ ★☛✏✒✕☛✖ ☞✘✍☞ ✔✑ ✤✍☞✘ ✖☞✍✏☞✒✔✩ ✍✔✓ ☛✔✓✒✔✩ ✒✔ V ∪ W ✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍✔✫ ✩✏✍✤✘
✎ ✍☞✜✘☛✓ ✛✖✒✔✩

1n ✢ ✣✘✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✑✔✦✫ ☞✘✒✔✩ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✑ ✖✘✑✗ ✒✖ ✍✩✍✒✔ ☞✘✍☞
H 6−→ G

✒✚
H ∈ W ✍✔✓

G ∈ V ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✡☛✎✎ ✍ ✺✳ ✢✺✬ ✗☛
☛✍✖✒✦✫ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘☛ ✓☛✖✒✏☛✓ ✏☛✖✛✦☞ ✢

❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬ ✗☛ ✎ ✍✫ ✍✤✤✦✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ✒ ✢✺✲ ☞✑ ✜✑✔✜✦✛✓☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍
bG ∈ B✚✑✏ ☛★☛✏✫

G ∈ V ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ {G − bG : G ∈ V} ✒✖ ✍ ✌✍✖✒✖ ✚✑✏
H2n−4(V)

✬ ✗✘☛✏☛
B

✒✖
☞✘☛ ✩✏✑✛✤ ✩☛✔☛✏✍☞☛✓ ✌✫ ✍✦✦ ✩✏✍✤✘✖ ✎ ✍☞✜✘☛✓ ✗ ✒☞✘ ✖✎ ✍✦✦☛✏ ✩✏✍✤✘✖ ✍✔✓

V
✒✖ ✓☛✕✔☛✓ ✍✖

✒✔ ✣✘☛✑✏☛✎ ✒ ✢✺✲ ✢ ✸☛ ✗ ✒✦✦ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ☛✦☛✎ ☛✔☞✖
G− bG

✍✏☛ � ✦✒✚☞☛✓✁ ✚✛✔✓✍✎ ☛✔☞✍✦
✜✫✜✦☛✖ ✒✔ ☞✘☛ ✍✖✖✑ ✜✒✍✘☛✓✏✑✔

An ✢ ▼ ✖ ✗☛ ✗ ✒✦✦ ✓☛✖✜✏✒✌ ☛ ✒✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✲ ✢✺✬ ✹✘✍✏☛✖✘ ✒✍✔
✱✺�✴✵ ☛✍✏✦✒☛✏ ✤✏✑★☛✓ ☞✘✍☞ ☞✘☛✖☛ ☛✦☛✎ ☛✔☞✖ ✍✦✖✑ ✩☛✔☛✏✍☞☛ ☞✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✑✚ ☞✘☛ ❍✛✑☞✒☛✔☞
✜✑✎✤✦☛✧

C2
n = 2Kn/NC2

n

✑✚ ❊✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✢
✸☛ ✗ ✒✦✦ ✔☛☛✓ ☞✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ✦☛✎✎ ✍ ✢

✂✭✰✰✷ ✱❁ ✳✿ �❄●■ ❅❂●❆●❄❂❅ ❆✾ ❄❅ ▲✿❆●❄❂❅ ✄✆❊✄P ❏✿●
G ∈ NXn ❊ ❋■ ✿❅

G
❄✾ � ❆❇ ❄❏❃

●❂❅❄❆❅ ❄❈ ❆❅❁ ❂❅ ❏● ❄❈ ❆❏ ❏ ✿❁❑ ✿✾ ❄❅
Bdn ❅✿❏❂❅❑ ●❂

G ❊



✟�✡✠ ✡ � ✑✞ ✝☎✆✝✎ �✄✞✑✄✍ ✆ ❊❊✳

❇ ❏❂❂❈ ❊ ❉☞ ✖✛✖ ✜☛✖ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✑✔✦✫ ✓✍✎ ✒✦☞✑✔✒✍✔ ✜✫✜✦☛ ✒✔ ✍ ☞✏✒✍✔✩✛✦✍☞☛✓
n

✥✩✑✔
✒✖ ☞✘☛

n
✥✩✑✔ ✒☞✖☛✦✚ ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬ ☞✘✒✖ ✒✖ ✑✌★✒✑✛✖ ✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛ ✍ ✩✏✍✤✘ ✒✔

NXn
☞✘✍☞ ✓✑☛✖ ✔✑☞

✜✑✔☞✍✒✔ ☞✘☛ ☛✔☞✒✏☛☞✫ ✑✚
Bdn

✜✍✔✔✑☞ ✌ ☛
2
✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✮ ✖☛☛ ✹✘✍✏☛✖✘✒✍✔ ✱✺�✴ ✬ ✡☛✎✎ ✍

✒ ✢✺✵ ✚✑✏ ✓☛☞✍✒✦✖ ✢ �

✗✑✏ ✍ ✩✒★☛✔ ✤☛✏✎✛☞✍☞✒✑✔
ρ = [ρ1, ρ2, . . . , ρn−1, ρn]

✑✚
[n]

✬ ✗ ✏✒☞☛

ρ(Bdn) = {ρ1ρ2, ρ2ρ3, . . . , ρn−1ρn, ρnρ1} = {ρ(i)ρ(j) : ij ∈ Bdn}.
✡☛☞

π ✌☛ ☞✘☛ ✚✛✔✓✍✎ ☛✔☞✍✦ ✜✫✜✦☛ ✑✚
An

✍✔✓ ✦☛☞
ρ(π) ✌☛ ☞✘☛ ✜✫✜✦☛ ✑✌☞✍✒✔☛✓ ✚✏✑✎

π ✌✫
✏☛✦✍✌☛✦✒✔✩ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧

i
✍✖
ρi ✢ ✗☛✕✔☛

ρ(π∗) = ρ(π) ∧ [ρ(Bdn)];
◆✺✳ ✢✻❖

✗☛ ✑✌☞✍✒✔
ρ(π∗)

✚✏✑✎
ρ(π) ✌✫ ✏☛✤✦✍✜✒✔✩ ☛✍✜✘ ✖✛✎✎ ✍✔✓

[σ] ✗✒☞✘
[σ] ∧ [ρ(Bdn)] ✢ ❉☞✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞

ρ(π∗)
✒✖ ✍✔ ☛✦☛✎ ☛✔☞ ✒✔ ☞✘☛ ✜✘✍✒✔ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚

Hamn ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ✱❁ ✳❁ �❄●■ ❅❂●❆●❄❂❅ ❆✾ ❆❅❂■✿P ●■ ✿ ✾✿● {ρ(π∗) : ρ ∈ S[n], ρ1 = 1, ρn = n}❄✾ ❏❄❅✿❆❏ ❏● ❄❅❁✿✽ ✿❅❁✿❅● ❄❅

H̃2n−4(Hamn) ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ▼✖ ✍✔ ✒✎✎☛✓✒✍☞☛ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✑✚ ✡☛✎✎ ✍ ✺✳ ✢✴ ✬ ☞✘☛ ✌✑✛✔✓✍✏✫ ✑✚

ρ(π∗)
✒✔ ☞✘☛

✜✘✍✒✔ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚
Hamn

☛❍✛✍✦✖
∂(ρ(π)) ∧ [ρ(Bdn)]

✬ ✗✘✒✜✘ ✒✖ ✖☛✏✑ ✢✡☛☞
[T ] ✌☛ ✍ ✖✛✎✎ ✍✔✓ ✒✔

ρ(π∗) ✮ T = ρ(T ′)
✚✑✏ ✖✑✎ ☛ ☞✏✒✍✔✩✛✦✍☞✒✑✔

T ′ ✑✚ ☞✘☛
n

✥
✩✑✔ ✢ ❉☞ ✏☛✎ ✍✒✔✖ ☞✑ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞

T
✒✖ ✎ ✍☞✜✘☛✓ ✗ ✒☞✘ ✍ ✖✎ ✍✦✦☛✏ ✩✏✍✤✘ ✛✔✦☛✖✖

T = G(ρ) ✢
✔✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫

X(T )
✑✚ ✍✦✦ ✤✍✒✏✖ {a, b} ✖☛✤✍✏✍☞✒✔✩

T
✍✖ ✓☛✕✔☛✓ ✒✔ ✹☞☛✤ ✻ ✒✔

✹☛✜☞✒✑✔ ✺✳ ✢✺✬ ✍✔✓ ✦☛☞
ST ✌☛ ✍✖ ✒✔ ✹☞☛✤ ✒ ✒✔ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✖☛✜☞✒✑✔ ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍

✛✔✒❍✛☛ ✓ ✍✎ ✒✦☞✑✔✒✍✔ ✤✍☞✘ ✚✏✑✎
1

☞✑
n

✒✔
T − 1n ✢ ✹✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞

ST
✒✖ ✔✑☞ ✍✔ ☛✓✩☛ ✒✔

T ✢ ✹✒✔✜☛
T

✒✖ ✍ ☞✏✒✍✔✩✛✦✍☞✒✑✔ ✬ ☞✘ ✒✖ ✎ ☛✍✔✖ ☞✘✍☞
ST

✜✏✑✖✖☛✖ ✖✑✎☛ ☛✓✩☛ ✒✚
ST

✒✖ ✓✏✍✗✔
✒✔ ☞✘☛ ✒✔☞☛✏✒✑✏ ✑✚ ☞✘☛ ✓ ✍✎ ✒✦☞✑✔✒✍✔ ✜✫✜✦☛ ✢ ✣✘✍☞ ✒✖ ✬ ✒✚

ST = ρiρj ✗✒☞✘
i < j

✬ ☞✘☛✔
☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍

k ✌☛☞✗☛☛✔
i

✍✔✓
j

✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍✔ ☛✓✩☛
ρkρl ✗✒☞✘

l > j
✑✏
l < i ✢

❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬
ρiρj /∈ X(T )

✬ ✗✘✒✜✘ ✒✖ ✍ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✑✔ ✢ ✣✘✛✖
ST ∈ T ✢

❉✚ ST 6= ρ2n
✬ ☞✘☛✔ ✹☞☛✤ ◗ ✖✘✑✗ ✖ ☞✘✍☞

T
✒✖ ✎ ✍☞✜✘☛✓ ✗ ✒☞✘ ✍ ✖✎ ✍✦✦☛✏ ✩✏✍✤✘ ✢ ❉✚

ST = ρ2n
✬ ☞✘☛✔ ☞✛✏✔ ☞✑ ✹☞☛✤ ✴ ✍✔✓ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ☛✦☛✎ ☛✔☞

kT ✢ ✣✘☛ ✖✍✎ ☛ ✍✏✩✛✎ ☛✔☞ ✍✖
✍✌✑★☛ ✖✘✑✗ ✖ ☞✘✍☞

kTn
✒✖ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔

T ✢ ✣✘✛✖ ✍✩✍✒✔
T

✒✖ ✎ ✍☞✜✘☛✓ ✗ ✒☞✘ ✍ ✖✎ ✍✦✦☛✏
✩✏✍✤✘ ✛✔✦☛✖✖

T = G(ρ∗) ✢ �

✘✆ ✚✙ ✄ ✥✂✣✥✁✣✢ ✁✂✂ ✥✂✜✁

✗ ✒✔✍✦✦✫✬ ✗☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
DNHamn

✑✚ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✔✑✔✥✓ ✍✎ ✒✦☞✑✔✒✍✔ ✩✏✍✤✘✖ ✢✼✛✏ ✑✔ ✦✫ ✏☛✖✛✦☞ ✒✖ ☞✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ✖✒✎✤✦☛ ✌✑✛✔✓ ✑✔ ☞✘☛ ✜✑✔✔☛✜☞✒★✒☞✫ ✓☛✩✏☛☛ ❋
✵✯✮� ✮✁✻✖✻✮✸ ✱❁ ✳✘ ❖❂❏

n ≥ 3
P ●■ ✿ ✾■ ❄❈ ●✿❁ ❆❂❅❅✿❆●❄■ ❄●● ❁✿❑ ❏✿✿ ❂❈

DNHamn
❄✾ ❆● ❏✿❆✾●

2n− 3 ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✗✑✏ ✍ ✩✒★☛✔ ✓✒✩✏✍✤✘

D
✒✔

DNHamn
✬ ✦☛☞

X(D) ✌☛ ☞✘☛ ✖☛☞ ✑✚ ★☛✏☞✒✜☛✖
x

✖✛✜✘
☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✓ ✍✎ ✒✦☞✑✔✒✍✔ ✤✍☞✘ ✚✏✑✎

x
☞✑
n ✢ ✗ ☛✕✔☛

DNHamn(X)
☞✑ ✌ ☛



❊❊✕ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟�✡ � ☞✍ ✄✁ ✄✆ ✑✝ ✆☞✍✑✄✍ ✁✞✄☎✂✌

✣✍✌✦☛ ✺✳ ✢✺ ❋ ✣✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✑✚
DNHamn

✚✑✏
n ≤ 5 ✢

H̃i(DNHamn, Z) i = 0 ✠ ✡ ☛ ☞ ✌ ✍ ✎ ✏ ✑ ✠✒
n = 2 Z � � � � � � � � � �

3 � � � Z � � � � � � �

4 � � � � � � Z2
� � � �

5 � � � � � � � � � Z6
�

☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✓✒✩✏✍✤✘✖
D

✒✔
DNHamn

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
X(D) = X ✢ ✼✔☛ ☛✍✖✒✦✫ ✜✘☛✜✙✖ ☞✘✍☞

☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✒☛✖
DNHamn(X)

✖✍☞✒✖✚✫ ☞✘☛ ✔ ✦✛✖☞☛✏ ✡☛✎✎✍ ✒ ✢❊ ✢
❉✚ X $ [n − 1]

✬ ☞✘☛✔ ✦☛☞
x ✌☛ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✒✔

[n − 1] \ X ✢ ❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞ ✗☛ ✜✍✔
✍✓✓ ✑✏ ✓☛✦☛☞☛

nx
☞✑ ✑✏ ✚✏✑✎ ✍ ✓✒✩✏✍✤✘ ✒✔

DNHamn(X) ✗✒☞✘✑✛☞ ☛✔✓✒✔✩ ✛✤ ✑✛☞✖✒✓☛
DNHamn(X) ✢ ❉☞ ✚✑ ✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞

DNHamn(X)
✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✢

✣✘☛ ✏☛✎ ✍✒✔✒✔✩ ✜✍✖☛ ✒✖ ☞✘✍☞
X = [n − 1] ✢ ✡☛☞

D ∈ DNHamn([n− 1]) ✢ ✸☛ ✜✦✍✒✎
☞✘✍☞ ☛★☛✏✫ ★☛✏☞☛✧

x
✒✔

[n − 1]
✘✍✖ ☞✗✑ ✑✛☞✩✑✒✔✩ ☛✓✩☛✖ ✢ ✣✘✒✖ ✗ ✒✦✦ ✒✎ ✤✦✫ ☞✘✍☞ ☛★☛✏✫

✓✒✩✏✍✤✘ ✒✔
DNHamn([n−1])

✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍☞ ✦☛✍✖☞
2n−2

☛✓✩☛✖ ✬ ✗✘✒✜✘ ✒✔ ☞✛✏✔ ✗ ✒✦✦ ✒✎ ✤✦✫
☞✘☛ ✤✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✌✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ✒ ✢✳ ✢

✓✑✗ ✬
x

✘✍✖ ✍☞ ✦☛✍✖☞ ✑✔☛ ✑✛☞✩✑✒✔✩ ☛✓✩☛
xy

✚✑✏ ✖✑✎☛
y ∈ [n − 1] \ {x} ✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✓✍✎ ✒✦☞✑✔ ✒✍✔ ✤✍☞✘ ✖☞✍✏☞✒✔✩ ✒✔

x
✍✔✓ ☛✔✓✒✔✩ ✒✔

n ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬ ☞✘☛✏☛
✒✖ ✍✦✖✑ ✍ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✓✍✎ ✒✦☞✑✔✒✍✔ ✤✍☞✘ ✖☞✍✏☞✒✔✩ ✒✔

y
✍✔✓ ☛✔✓✒✔✩ ✒✔

n ✢ ❉✔ ☞✘✒✖ ✤✍☞✘ ✬ ☞✘☛
☛✓✩☛ ✗ ✒☞✘ ☞✍✒✦

x
✜✍✔✔✑☞ ✌ ☛ xy ✬ ✗✘✒✜✘ ✜✑✔✜✦✛✓☛✖ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✢ �

✔✑✎✤✛☞☛✏ ✜✍✦✜✛✦✍☞✒✑✔✖ ✩✒★☛ ✖✑✎☛ ✒✔✓✒✜✍☞✒✑✔✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✍✜☞✛✍✦ ✌✑✛✔✓ ✑✔ ☞✘☛ ✖✘✒✚☞☛✓
✜✑✔✔☛✜☞✒★ ✒☞✫ ✓☛✩✏☛☛ ✑✚

DNHamn
✎ ✒✩✘☞ ✌☛ ✍✖ ✦✍✏✩☛ ✍✖

3(n − 2) ✮ ✖☛☛ ✣✍✌✦☛ ✺✳ ✢✺✢ ✰✫
☞✘☛ ☞✍✌✦☛ ✬ DNHamn

✘✍✖ ☞✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✑✚ ✍ ✗☛✓✩☛ ✑✚
(n − 2)!

✖✤✘☛✏☛✖ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
3(n−2)

✚✑✏
n ≤ 5 ✢ ✎ ✒★☛✔ ☞✘☛ ✖✒☞✛✍☞✒✑✔ ✒✔ ☞✘☛ ✛✔✓✒✏☛✜☞☛✓ ✜✍✖☛ ✬ ✖✛✜✘ ✍ ✔✒✜☛ ✚✑✏✎✛✦✍ ✒✖

✔✑☞ ✦✒✙☛✦✫ ☞✑ ✘✑✦✓ ✒✔ ✩☛✔☛✏✍✦ ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬ ✑✔☛ ✎✍✫ ✖✛✖✤☛✜☞ ☞✘✍☞
H̃3(n−2)(DNHamn,Z)✓✑☛✖ ✜✑✔☞✍✒✔ ✍ ✚✏☛☛ ✖✛✌✩✏✑✛✤ ✒✖✑✎✑✏✤✘✒✜ ☞✑

Z(n−2)! ✚✑✏ ✍✦✦
n ✢



�✂✝☎ ✁✂

✄✟☎☎✄☎✆ ✠✝ ✠✆✞

❊❊✲





�✁✂✄☎✆✝ ✞�

✁ ✠✁☎✟☎☎✄☎✆✄✂ ☛ ✂✄✡☞✁

✸☛ ☛✧✍✎ ✒✔☛ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
NCn

✑✚ ✓✒✖✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✑✔
n

★☛✏☞✒✜☛✖ ✢ ✸☛ ✍✦✖✑ ✜✑✔✥
✖✒✓☛✏ ✖✛✌✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖ ✗ ✒☞✘ ✜☛✏☞✍✒✔ ✏☛✖☞✏✒✜☞✒✑✔✖ ✑✔ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖✒✖☛ ✑✚ ☞✘☛
✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✢

NCn
✒✖ ✍ ✜✑✎✤✦☛✧ ✗ ✒☞✘ ✍ ★☛✏✫ ✖✒✎✤✦☛ ☞✑✤✑✦✑✩✒✜✍✦ ✖☞✏✛✜☞✛✏☛ ✓✛☛ ☞✑ ✒☞✖ ✒✔☞☛✏✤✏☛☞✍✥

☞✒✑✔ ✒✔ ☞☛✏✎ ✖ ✑✚ ✎ ✍☞✏✑✒✓ ☞✘☛✑✏✫ ✮ ✏☛✜✍✦✦ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✺✻ ✢✒ ✢ ✹✤ ☛✜✒✕✜✍✦✦✫✬
NCn

✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫
☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✗☛✓✩☛ ✑✚ ✖✤✘☛✏☛✖ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔

n − 3 ✢ ❉✔☞✏✒✩✛✒✔✩✦✫✬ ☞✘☛ ✔✛✎✌☛✏ ✑✚
✖✤✘☛✏☛✖ ☛❍✛✍✦✖

(n− 1)! ✢ ✸☛ ✓✒✖✜✛✖✖
NCn

✍✦✑✔✩ ✗ ✒☞✘ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✒✔ ✹☛✜✥
☞✒✑✔ ✺✕ ✢✺ ✢

❉✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✕ ✢❊ ✬ ✗☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
NLCn,k

✑✚ ✩✏✍✤✘✖ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫
☞✘✍☞ ☛✍✜✘ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✜✑✔☞✍✒✔ ✖ ✍☞ ✎✑✖☞

k
★☛✏☞✒✜☛✖ ✢ ✗✑✏

k = 2
✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔

☞✘☛ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✜✑✎✤✦☛✧
Mn

✬ ✗✘☛✏☛✍✖
k = n− 1

✫✒☛✦✓✖
NCn ✢ ✹✛✔✓✍✏✍✎ ✱✺❊❊✵ ✤✏✑★☛✓

☞✘☛ ✖✑✎ ☛✗✘✍☞ ✖✛✏✤✏✒✖✒✔✩ ✏☛✖✛✦☞ ☞✘✍☞
NLCn,k

✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑
NCn−1

✚✑✏
3 ≤ k+2 ≤ n ≤ 2k+1 ✢ ✗✑✏ ✩☛✔☛✏✍✦

n
✍✔✓

k
✬ ☞✘☛ ✖✒☞✛✍☞✒✑✔ ✒✖ ✎✛✜✘ ✎✑✏☛ ✜✑✎✤✦✒✜✍☞☛✓ ✬

✌✛☞ ✗☛ ✘✍★☛ ✌☛☛✔ ✍✌✦☛ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✖✘✒✚☞☛✓ ✜✑✔✔☛✜☞✒★ ✒☞✫ ✓☛✩✏☛☛ ✍✔✓ ☞✘☛ ✓☛✤☞✘
✑✚

NLCn,k
✍✏☛ ✍☞ ✦☛✍✖☞ (k−1)(n−1+r/k)

k+1 − 1
✬ ✗✘☛✏☛

r = (n − 1) mod (k + 1) ✢ ✗✑✏
k = 3

✍✔✓
n ≥ 4

✬ ✗☛ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞ ☞✘✒✖ ✌✑✛✔✓ ✒✖ ✖✘✍✏✤ ✮ ☞✘☛✏☛ ❄✾ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✒✔ ☞✘☛
✩✒★☛✔ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔ ✢ ✣✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✒✖ ✕✔✒☞☛ ✚✑✏

n mod 4 = 1
✍✔✓

n ≥ 9
✍✔✓ ✒✔✕✔✒☞☛

✑☞✘☛✏✗ ✒✖☛ ✮ ✒✔ ☞✘☛ ✕✔✒☞☛ ✜✍✖☛ ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ✍✔ ☛✦☛✎ ☛✔☞✍✏✫
2
✥✩✏✑✛✤ ✢ ✗✑✏ ✩☛✔☛✏✍✦

n
✍✔✓

k
✬

✗☛ ✓✑ ✔✑☞ ✙✔✑✗ ✗✘☛☞✘☛✏ ✑✛✏ ✌✑✛✔✓ ✑✔ ☞✘☛ ✜✑✔✔☛✜☞✒★ ✒☞✫ ✓☛✩✏☛☛ ✒✖ ✖✘✍✏✤ ✢
❉✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✕ ✢✻ ✬ ✗☛ ✤✏✑ ✜☛☛✓ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧

SSCk,sn
✑✚ ✩✏✍✤✘✖ ✗ ✒☞✘ ✍☞ ✦☛✍✖☞

s
✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✑✚ ★☛✏☞☛✧ ✖✒✖☛ ✍☞ ✎✑✖☞

k ✢ ✎☛✔☛✏✍✦✒✖ ✒✔✩ ☞✑ ✍ ✦✍✏✩☛✏ ✚✍✎ ✒✦✫
✑✚ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✬ ✗☛ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞

SSCk,sn
✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✗☛✓✩☛ ✑✚ ✖✤✘☛✏☛✖

✑✚ ✓✒✎☛✔✖✒✑✔
n − s − 2

✍✔✓ ☞✘✍☞ ☞✘☛
(n − s − 2)

✥✖✙☛✦☛☞✑✔ ✒✖ ★☛✏☞☛✧✥✓☛✜✑✎✤✑✖✍✌✦☛
✗✘☛✔☛★☛✏

n > ks ✢ ✸☛ ✍✦✖✑ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✔ ✒✜☛ ☞✑✤✑✦✑✩✒✜✍✦ ✤✏✑✤ ☛✏☞✒☛✖ ✑✚
SSCk,sn✍✏☛ ✤✏☛✖☛✏★☛✓ ✛✔✓☛✏ ✒✔☞☛✏✖☛✜☞✒✑✔ ✗ ✒☞✘ ✖☞✏✑✔✩ ✤✖☛✛✓✑✥✒✔✓☛✤ ☛✔✓☛✔✜☛ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ◆✖☛☛

✹☛✜☞✒✑✔ ✺✻ ✢✻❖ ✢
✗ ✒✔✍✦✦✫✬ ✒✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✕ ✢✒ ✬ ✗☛ ✖✛✎✎ ✍✏✒✖☛ ✑✛✏ ✏☛✖✛✦☞✖ ✚✑✏ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧

NCn,p
✑✚

✩✏✍✤✘✖ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✖✒✖☛ ✑✚ ✖✑✎☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✒✖ ✔✑☞ ✓✒★✒✖✒✌ ✦☛ ✌✫
p ✢ ✹✤☛✜✒✚✥

✒✜✍✦✦✫✬ ☞✘ ✒✖ ✜✑✎✤✦☛✧ ✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✗☛✓✩☛ ✑✚ ✖✤✘☛✏☛✖ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
n−3

❊✻ ✺



❊✻❊ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟� ✡ � ✑✌☎☞✍✍✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌

✍✔✓ ✘✍✖ ✍ ★☛✏☞☛✧✥✓☛✜✑✎✤✑✖✍✌✦☛
(n− 3)

✥✖✙☛✦☛☞✑✔ ✢
✣✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✜✑✔✖✒✓☛✏☛✓ ✒✔ ☞✘✒✖ ✜✘✍✤☞☛✏ ✍✏☛ ✜✦✑✖☛✦✫ ✏☛✦✍☞☛✓ ☞✑ ✜☛✏☞✍✒✔ ✖✛✌ ✦✍☞✥

☞✒✜☛✖ ✑✚ ☞✘☛ ✤✍✏☞✒☞✒✑✔ ✦✍☞☞✒✜☛
Πn ✢ ✪ ✑✏☛ ✤✏☛✜✒✖☛✦✫✬

NCn
✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑

☞✘☛ ✚✛✦✦ ✦✍☞☞✒✜☛ ✬ ✗✘☛✏☛✍✖
NLCn,k

✘✍✖ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☞✫✤☛ ✍✖ ☞✘☛ ✖✛✌✦✍☞☞✒✜☛ ✜✑✔✥
✖✒✖☞✒✔✩ ✑✚ ✍✦✦ ✤✍✏☞✒☞ ✒✑✔✖ ✒✔ ✗✘✒✜✘ ✍✦✦ ✖☛☞✖ ✘✍★☛ ✖✒✖☛ ✍☞ ✎✑✖☞

k ✢ ❉✔ ☞✘☛ ✖✍✎☛ ✎ ✍✔✔☛✏ ✬
SSCk,sn

✜✑✏✏☛✖✤✑✔✓✖ ☞✑ ✤✍✏☞✒☞✒✑✔ ✖ ✗ ✒☞✘ ✍☞ ✦☛✍✖☞
s

✤✍✏☞✖ ✑✚ ✖✒✖☛ ✍☞ ✎✑✖☞
k

✬ ✗✘✒✦☛
NCn,p✜✑✏✏☛✖✤✑✔✓✖ ☞✑ ✤✍✏☞✒☞✒✑✔✖ ✗ ✒☞✘ ✍☞ ✦☛✍✖☞ ✑✔☛ ✖☛☞ ✑✚ ✖✒✖☛ ✔✑☞ ✓✒★✒✖✒✌ ✦☛ ✌✫

p ✢
✘✁ ✚✘ ✄ ✥✪✥✦✜✜✣✥✁✣✢ ✄✂✂✤✄✪ ☎ ✥✁✄✦✣✁ ✂✣✪✁✂ ✥✥✁ ✥✦✜✪

✸☛ ✓☛★✑☞☛ ☞✘✒✖ ✖☛✜☞✒✑✔ ☞✑ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
NCn ✢ ✣✘✒✖ ✜✑✎✤✦☛✧ ✒✖ ✗☛✦✦✥✙✔✑✗✔ ☞✑ ✘✍★☛

★☛✏✫ ✍☞☞✏✍✜☞✒★☛ ☞✑✤✑✦✑✩✒✜✍✦ ✤✏✑✤ ☛✏☞✒☛✖ ❋
✵✯✮� ✮✁✻✖✻✮✸ ✱✘ ✳✱ ❖❂❏

n ≥ 2
❆❅❁ ❆❅● ❑ ❏❆✽ ■

G
❂❅

n
■✿❏●❄❆✿✾ ❑ ❄●■ ❆● ❇ ❂✾● ●❑ ❂

❆❂❇✽ ❂❅✿❅●✾P
NCn(G)

❄✾ �✂+(n−3)
❆❅❁ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈ ✾✽ ■ ✿❏✿✾

❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅
n− 3 ❊ ❖❂❏ ●■ ✿ ❈ ❀ ❏ ❏ ❆❂❇✽ ❏✿✚

NCn
P ●■ ✿ ❅❀❇❅✿❏ ❂❈ ✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❄❅ ●■ ✿ ❑ ✿❁❑ ✿

✿❍❀❆❏✾
(n− 1)! ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ❉✚ G ✜✑✔✖✒✖☞✖ ✑✚ ☞✗✑ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✬ ☞✘☛✔
NCn(G)

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✑✚ ✓✒✎☛✔✖✒✑✔ ✍☞
✦☛✍✖☞

n−3 ✢ ❉✚ G ✒✖ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✬ ☞✘☛✔ ☞✘☛ ✕✏✖☞ ✤✍✏☞ ✑✚ ☞✘☛ ✤✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✒✖ ✍✔ ✒✎✎☛✓✒✍☞☛
✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✻ ✢❊◗ ✮ NCn(G)

✒✖ ✹✯❉ ∗ ✑★☛✏ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘✒✜ ✎ ✍☞✏✑✒✓ ✑✔
G ✢

✗☛✕✔☛
Cn

✍✖ ☞✘☛ ❍✛✑☞✒☛✔☞ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✑✔
n

★☛✏☞✒✜☛✖ ✢ ✣✘☛ ✔✑✔✖☛✏✑
✰☛☞☞✒ ✔✛✎✌☛✏ ✌ ☛✒✔✩

(n− 1)!
✒✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✑✚ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✴ ✢✺◗ ✮ ✗ ✒☞✘

f(n)
☛❍✛✍✦ ☞✑

χ̃(Cn)
✍✔✓

h(n)
☛❍✛✍✦ ☞✑

χ̃(2Kn)
✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ◆✗ ✒☞✘ ✔✑☞✍☞✒✑✔ ✍✖ ✒✔ ☞✘☛ ✜✑✏✑✦✦✍✏✫ ❖ ☞✘✍☞

H(x) = −x = 1 − e−F (x) ✮ ☞✘✛✖ −F (x) = ln(1 + x) ✢ �

✹☛☛ ✰✍✌✖✑✔ ☛☞ ✍✦ ✢ ✱❊✵ ✚✑✏ ✎ ✑✏☛ ✒✔✚✑✏✎ ✍☞✒✑✔ ✍✔✓ ✏☛✚☛✏☛✔✜☛✖ ✢ ✣✘☛✏☛ ✍✏☛ ✍☞ ✦☛✍✖☞ ☞✗✑
✔✍☞✛✏✍✦ ☛✧✤✦✍✔✍☞✒✑✔✖ ✚✑✏ ☞✘☛ ✖✒✎✤✦✒✜✒☞✫ ✑✚ ☞✘☛ ☞✑✤✑✦✑✩✫ ✑✚

NCn
❋

✣✘☛ ✕✏✖☞ ☛✧✤ ✦✍✔✍☞✒✑✔ ✒✖ ☞✘☛ ✑✔☛ ✛✖☛✓ ✒✔ ☞✘☛ ✍✌✑★☛ ✤✏✑✑✚ ✮ ✍ ✩✏✍✤✘ ✒✖ ✓✒✖✜✑✔✔☛✜☞☛✓
✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘ ✓✑☛✖ ✔✑☞ ✘✍★☛ ✚✛ ✦✦ ✏✍✔✙ ✗ ✒☞✘ ✏☛✖✤ ☛✜☞ ☞✑ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘✒✜ ✎ ✍☞✏✑✒✓
✑✔ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛☞☛ ✩✏✍✤✘ ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬

NCn
✍✔✓ ✒☞✖ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✍✏☛ ✍✦✦

▼ ✦☛✧✍✔✓☛✏ ✓✛✍✦✖ ✑✚ ✒✔✓☛✤☛✔✓☛✔✜☛ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✢
✣✘☛ ✖☛✜✑✔✓ ☛✧✤✦✍✔✍☞✒✑✔ ✒✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍ ✖✒✎✤✦☛ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔✜☛ ✌ ☛☞✗☛☛✔

NCn
✍✔✓ ☞✘☛ ☞✘☛ ✤✏✑✤☛✏ ✤✍✏☞

Πn

✑✚ ☞✘☛ ✤✍✏☞✒☞✒✑✔ ✦✍☞☞✒✜☛
Πn

✑✔ ☞✘☛ ✖☛☞
[n] ✢ ✓✍✎ ☛✦✫✬

✗☛ ✎ ✍✫ ✓☛✕✔☛ ✍ ✜✦✑✖✛✏☛ ✑✤ ☛✏✍☞✑✏ ✑✔ ☞✘☛ ✚✍✜☛ ✤✑✖☛☞ ✑✚
NCn ✗✒☞✘ ✒✎ ✍✩☛

Πn ✌✫ ✎✍✤✥
✤✒✔✩ ✍ ✩✏✍✤✘ ✗ ✒☞✘ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖

V1, . . . , Vk
☞✑ ☞✘☛ ✤✍✏☞✒☞✒✑✔ {V1, . . . , Vk} ✢

▼✤✤✦✫✒✔✩ ✡☛✎✎ ✍ ✴ ✢✺✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘☛ ✓☛✖✒✏☛✓ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔✜☛ ✢ ✓✑✗ ✬
Πn

✒✖ ✍
✩☛✑✎ ☛☞✏✒✜ ✦✍☞☞✒✜☛ ✑✚ ✏✍✔✙

(n− 1) ✗✒☞✘ ✪✷✌✒✛✖ ✚✛✔✜☞✒✑✔
(−1)n−1 · (n− 1)! ✮ ✖☛☛ ✌✑☞✍

✱✺�✒✵ ✑✏ ✹☞✍✔✦☛✫ ✱✺✺✴✵ ✢ ✰✫ ✍ ✏☛✖✛✦☞ ✑✚ ✰✶ ✷✏✔☛✏ ✱✴✵ ✍✌✑✛☞ ✩☛✑✎ ☛☞✏✒✜ ✦✍☞☞✒✜☛✖ ◆✖☛☛ ✍✦✖✑
✗✑✦✙✎ ✍✔ ✱✒✻✵❖ ✬ ☞✘✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘☛ ✚✑ ✦✦✑✗ ✒✔✩ ❋
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✘ ✳◆ ❋■ ✿ ❂❏❁✿❏ ❆❂❇✽ ❏✿✚ ❂❈

Πn

❄✾ ✾■ ✿❏ ❏❆❅❏✿ ❆❅❁ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂
❆ ❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈

(n− 1)!
✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅

n− 3 ❊ �

✡☛☞ ✛✖ ✩✒★☛ ✍✔ ☛✧✤✦✒✜✒☞ ✓☛✜✒✖✒✑✔ ☞✏☛☛ ✑✔
NCn ✮ ✔✑☞☛ ☞✘✍☞ ✗☛ ✍✦✏☛✍✓✫ ✙✔✑✗ ☞✘✍☞ ✖✛✜✘

✍ ☞✏☛☛ ☛✧ ✒✖☞✖ ✌✫ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✺✕ ✢✺ ✢



✟� ✡� ✡ ✁✞✄☎✂✌ �✑ ✆✂ ✍☞ ✝✄✞✁ ✝ ☎☞✆☎ ☞✍✝✍ ✆✌ ❊✻✻

✵✯✮� ✮✁✻✖✻✮✸ ✱✘ ✳✲ ❖❂❏
n ≥ 2

P
NCn ∼ (n− 1)! · tn−3 ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ❉✚ n = 2
✬ ☞✘☛✔

NCn
✒✖ ☞✘☛

(−1)
✥✖✒✎✤✦☛✧ ✢ ▼ ✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞

n ≥ 3 ✢ ✡☛☞
A = {in :

i ∈ [n − 1]} ✍✔✓ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
ΣY = NCn(Y,A \ Y )

✚✑✏ ☛✍✜✘
Y ⊆ A ✢ ❉✚ Y✜✑✔☞✍✒✔✖ ☞✗✑ ☛✓✩☛✖

in
✍✔✓

jn
✬ ☞✘☛✔

ij
✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔

ΣY ✮ i ✍✔✓
j

✍✏☛ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓
✒✔ ☞✘☛ ✖✍✎☛ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✢ ✓ ☛✔✜☛

ΣY ∼ 0 ✢ ❉✚ Y = ∅ ✬ ☞✘☛✔
ΣY

✒✖ ☞✘☛ ✚✛ ✦✦ ✖✒✎✤✦☛✧ ✑✔
(

[n−1]
2

) ✍✔✓ ✘☛✔✜☛ ✔✑✔☛★✍✖✒★☛ ✢ ✣✘☛ ✜✍✖☛ ✏☛✎ ✍✒✔✒✔✩ ✒✖
Σ{kn}

✚✑✏ ☛✍✜✘
k ∈ [n− 1] ✢ ❉☞✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞ ✍ ✩✏✍✤✘

G ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑
Σ{kn}

✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚
G([n−1]) ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑

NCn−1 ✢
✣✘✒✖ ✫✒☛✦✓✖ ✌✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ☞✘✍☞

Σ{kn} ∼ (n−2)! · tn−3 ✢ � ✖✒✔✩ ✡☛✎✎✍ ◗ ✢❊❊ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔
☞✘✍☞

NCn ∼
n−1
∑

k=1

(n− 2)! · tn−3 = (n− 1)! · tn−3. �

▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ✱✘ ✳✙ ❋■ ✿ ❍❀❂●❄✿❅● ❆❂❇✽ ❏✿✚
Cn

❆❁❇ ❄●✾ ❆ ❁✿❆❄✾❄❂❅ ●❏✿✿ ✾❀❆■ ●■ ❆● ❆ ❑ ❏❆✽ ■
❄✾ ❀❅❇❆●❆■ ✿❁ ❄❈ ❆❅❁ ❂❅ ❏● ❄❈ ❄●✾ ✿❁❑ ✿ ✾✿● ❄✾ ❂❈ ●■ ✿ ❈ ❂❏❇

σρ := {ρiρi+1 : i ∈ [n− 1]}
❈ ❂❏ ✾❂❇ ✿ ✽ ✿❏❇❀●❆●❄❂❅

ρ = ρ1 . . . ρn
❄❅

S[n]

✾❀❆■ ●■ ❆●
ρ1 = 1 ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✣✘✒✖ ✒✖ ✍✔ ✒✎✎☛✓✒✍☞☛ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✑✚ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✺✕ ✢✻ ✢ �

▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ✱✘ ✳✗ ❖❂❏
n ≥ 2

P ●■ ✿ ✾✿● {[σρ] : ρ ∈ S[n], ρ1 = 1} ❈ ❂❏❇ ✾ ❆ ❅❆✾❄✾ ❈ ❂❏
H̃n−2(Cn; Z) ❊ ✂ ✾ ❆ ❆❂❅✾✿❍❀✿❅❆✿P ●■ ✿ ✾✿● {∂([σρ]) : ρ ∈ S[n], ρ1 = 1} ❈ ❂❏❇ ✾ ❆ ❅❆✾❄✾
❈ ❂❏

H̃n−3(NCn; Z) ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✗✑✏ ☞✘☛ ✕✏✖☞ ✖☞✍☞☛✎ ☛✔☞ ✬ ✛✖☛ ✣✘☛✑✏☛✎ ◗ ✢❊ ✍✔✓ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✒ ✢✺✳ ✢ ✣✘☛ ✖☛✜✑✔✓
✖☞✍☞☛✎ ☛✔☞ ✒✖ ✍✔ ✒✎✎☛✓✒✍☞☛ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✻ ✢✻ ✢ �

✰☛✚✑✏☛ ✤✏✑ ✜☛☛✓✒✔✩ ✬ ✦☛☞ ✛✖ ✎ ☛✔☞✒✑✔ ☞✘☛
k

❃✿❍❀❆❏ ✽ ❆❏●❄●❄❂❅ ❏❆●●❄❆✿
Π1,≥k
n

✬ ✗✘✒✜✘ ✒✖ ☞✘☛
✖✛✌✦✍☞☞✒✜☛ ✑✚

Πn

✜✑✔✖✒✖☞✒✔✩ ✑✚ ✍✦✦ ✤✍✏☞✒☞✒✑✔✖ ✒✔ ✗✘✒✜✘ ☛✍✜✘ ✖☛☞ ✘✍✖ ☛✒☞✘☛✏ ✖✒✖☛ ✑✔☛ ✑✏
✖✒✖☛ ✍☞ ✦☛✍✖☞

k ✢ ▼✔✍✦✑✩✑✛✖✦✫ ☞✑ ☞✘☛ ✜✑✏✏☛✖✤✑✔✓☛✔✜☛ ✌☛☞✗☛☛✔
Πn

✍✔✓
NCn

✓☛✖✜✏✒✌ ☛✓
☛✍✏✦✒☛✏ ✒✔ ☞✘✒✖ ✖☛✜☞✒✑✔ ✬ ✑✔☛ ☛✍✖✒✦✫ ✤✏✑★☛✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✑✏✓☛✏ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚

Π1,≥k
n

✘✍✖ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛
✘✑✎✑☞✑✤✫ ☞✫✤☛ ✍✖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧

HNCn,k
✑✚ ✓✒✖✜✑✔✔☛✜☞☛✓

k
✥✛✔✒✚✑✏✎ ✘✫✤☛✏✩✏✍✤✘✖ ✢ ✰✫

✍ ✏☛✖✛✦☞ ✑✚ ✰✶ ✷✏✔☛✏ ✍✔✓ ✸☛✦✙☛✏ ✱✺◗✵ ✍✌✑✛☞
Π1,≥k
n

✬
HNCn,k

✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑
✍ ✗☛✓✩☛ ✑✚ ✖✤✘☛✏☛✖ ✒✔ ★✍✏✒✑✛✖ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔✖ ✮ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✒✔ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔

d
✒✚ ✍✔✓

✑✔✦✫ ✒✚
d = n− 3 − t(k − 2)

✚✑✏ ✖✑✎ ☛ ✒✔☞☛✩☛✏
t ∈ [1, ⌊nk ⌋] ✢

✰✶ ✷✏✔☛✏ ✍✔✓ ✸✍✜✘✖ ✱✺❊✵
✤✏✑★☛✓ ☞✘✍☞

Π1,≥k
n

✒✖ ✔✑✔✤✛✏☛ ✖✘☛✦✦✍✌ ✦☛ ✢ ✹☛☛ ✹✛✔✓✍✏✍✎ ✍✔✓ ✸✍✜✘✖ ✱✺❊✻✵ ✚✑✏ ✓☛☞✍✒✦☛✓
✒✔✚✑✏✎✍☞✒✑✔ ✍✌✑✛☞ ☞✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✑✚

Π1,≥k
n ✢

✘✁ ✚✜ � ✂✂✤✄✪ ☎ ✥✁✄ ✜✦ ★✂✂✄✣ ✥✦✧✤✦✜✣✜✁✪

✸☛ ✓✒✖✜✛✖✖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
NLCn,k

✑✚ ✩✏✍✤✘✖ ✑✔
n

★☛✏☞✒✜☛✖ ✗ ✒☞✘ ✍✦✦ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✥
✔☛✔☞✖ ✑✚ ★☛✏☞☛✧ ✖✒✖☛ ✍☞ ✎✑✖☞

k ✢ ✣✘☛ ✏☛✍✓☛✏ ✎ ✍✫ ✗✍✔☞ ☞✑ ✙☛☛✤ ✒✔ ✎ ✒✔✓ ☞✘✍☞
NLCn,2

✒✖



❊✻✒ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟� ✡ � ✑✌☎☞✍✍✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌

☞✘☛ ✎✍☞✜✘✒✔✩ ✜✑✎✤✦☛✧
Mn

✓✒✖✜✛✖✖☛✓ ✒✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✺✢❊ ✢ ✼✔☛ ☛✍✖✒✦✫ ✜✘☛✜✙✖ ☞✘✍☞
NLCn,k✘✍✖ ☞✘☛ ✖✍✎☛ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☞✫✤☛ ✍✖ ☞✘☛ ✦✍☞☞✒✜☛

Π≤k
n

✑✚ ✤✍✏☞✒☞✒✑✔✖ ✒✔ ✗✘✒✜✘ ✍✦✦ ✖☛☞✖ ✘✍★☛
✖✒✖☛ ✍☞ ✎✑✖☞

k ✮ ✜✑✎✤✍✏☛ ☞✑ ☞✘☛ ✓✒✖✜✛✖✖✒✑✔ ✒✔ ☞✘☛ ✤✏☛★✒✑✛✖ ✖☛✜☞✒✑✔ ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬
✚✑✏ ✍✔✫ ✏☛✖✛✦☞ ✍✌✑✛☞ ☞✘☛ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☞✫✤☛ ✑✏ ☞✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✑✚

NLCn,k
✬ ✗☛ ✘✍★☛ ✍✔

☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ✏☛✖✛✦☞ ✍✌✑✛☞ ☞✘☛ ☞✑✤✑✦✑✩✫ ✑✚ ☞✘☛ ✑✏✓☛✏ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ☞✘☛ ✤✏✑✤☛✏ ✤✍✏☞ ✑✚
Π≤k
n ✢

☎� ✝✞ ✝☎ �✏✑✏✁✏✌✝ ✁✝✌✓ ☞✄☎ ☎✓✌✁✍

❉✔ ☞✘☛ ✦✍✔✩✛✍✩☛ ✑✚ ✤✍✏☞✒☞✒✑✔ ✦✍☞☞✒✜☛✖ ✬ ✹✛✔✓✍✏✍✎ ✱✺❊❊✵ ✤✏✑★☛✓ ☞✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ✮ ✗☛ ✩✒★☛
✍ ✔☛✗ ✤✏✑✑✚ ✒✔ ☞☛✏✎ ✖ ✑✚ ✓✒✖✜✏☛☞☛ ✪✑✏✖☛ ☞✘☛✑✏✫✢
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✘ ✳✿ ✴✆✁✸✹✷✯✷✰ ✽✱◆◆❂❃ ❖❂❏

3 ≤ k + 2 ≤ n ≤ 2k + 1
P

NLCn,k
❄✾

■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂
NCn−1

❆❅❁ ■ ✿❅❆✿ ■ ❆✾ ●■ ✿ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ●●✽ ✿ ❂❈ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈
(n− 2)!

✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅
n− 4 ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✗ ✒✏✖☞ ✬ ✗☛ ✛✖☛ ✓✒✖✜✏☛☞☛ ✪✑✏✖☛ ☞✘☛✑✏✫ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞
NLCn,k

✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫
☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑

NLCn,n−2
✚✑✏ n−1

2 ≤ k < n− 2 ✢ ✗✑✏ ✍✔✫ ✖☛☞
W

✑✚ ✖✒✖☛ ✍☞ ✦☛✍✖☞
k + 1✍✔✓ ✍☞ ✎✑✖☞

n− 2
✬ ✓☛✕✔☛ F(W )

✍✖ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖ ✒✔
NLCn,n−2

✜✑✔☞✍✒✔ ✒✔✩ ✍
✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✗ ✒☞✘ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞

W ✢ ❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞ ☛✍✜✘ ✩✏✍✤✘
G

✒✔
NLCn,n−2\

NLCn,k ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑ ☛✧✍✜☞✦✫ ✑✔☛ ✚✍✎ ✒✦✫ F(W ) ✮ |W | ≥ k + 1 ≥ n+1
2

✬ ✖✑ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✔✑
✑☞✘☛✏ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✒✔

G ✗✒☞✘ ✍ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞ ✑✚ ✖✒✖☛ ✍☞ ✦☛✍✖☞
k + 1 ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛ ✦✍✏ ✬ ☞✘☛

✚✍✎ ✒✦✒☛✖ F(W )
✖✍☞✒✖✚✫ ☞✘☛ ✔ ✦✛ ✖☞☛✏ ✡☛✎✎✍ ✒ ✢❊ ✢ ✓✑✗ ✬ ✍✔✫ ☛✓✩☛ ✌ ☛☞✗☛☛✔ ☞✗✑ ★☛✏☞✒✜☛✖

✒✔ ☞✘☛ ✖☛☞
[n] \W ✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔ F(W )

✬ ✗✘✒✜✘ ✫✒☛✦✓✖ ✍ ✤☛✏✚☛✜☞ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩
✑✔ F(W ) ✢ � ✖✒✔✩ ☞✘☛ ✔ ✦✛✖☞☛✏ ✡☛✎✎✍ ✒ ✢❊ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ✍ ✤☛✏✚☛✜☞ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔
NLCn,n−2 \ NLCn,k ✮ ✘☛✔✜☛ ✗☛ ✎ ✍✫ ✜✑✦✦✍✤✖☛

NLCn,n−2
☞✑

NLCn,k ✢
❉☞ ✏☛✎✍✒✔✖ ☞✑ ✜✑✎✤✛☞☛ ☞✘☛ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☞✫✤☛ ✑✚

NLCn,n−2 ✢ ▼✩✍✒✔ ✬ ✗☛ ✛✖☛ ✓✒✖✜✏☛☞☛
✪✑✏✖☛ ☞✘☛✑✏✫✢ ✗✑✏ ☛✍✜✘ ✖☛☞

X ⊆ [n−1]
✬ ✦☛☞ H(X) ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

X∪{n} ✒✖ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞ ✑✚ ☞✘☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩
n ✢ ✰✫ ✜✑✔✖☞✏✛✜☞✒✑✔ ✬

H(X)
✒✖ ★✑✒✓ ✒✚

X
✒✖ ✑✚ ✖✒✖☛ ✍☞ ✦☛✍✖☞

n − 2
✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞

[n − 1] \X ✘✍✖ ✖✒✖☛
✍☞ ✦☛✍✖☞ ☞✗✑ ✭ ✍✔✓ ✘☛✔✜☛ ✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍✔ ☛✓✩☛ ✭ ✗✘☛✔☛★☛✏ H(X)

✒✖ ✔✑✔★✑✒✓ ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬
H(∅) ✜✑✒✔✜✒✓☛✖ ✗ ✒☞✘

NCn−1 ✢ ❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✒☛✖ H(X)
✖✍☞✒✖✚✫ ☞✘☛ ✔ ✦✛ ✖☞☛✏

✡☛✎✎✍ ✒ ✢❊ ✢ ✓✑✗ ✬ ✒✚
X

✒✖ ✔✑✔☛✎✤☞✫✬ ☞✘☛✔ ✍✔✫ ☛✓✩☛ ✌☛☞✗☛☛✔ ☞✗✑ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✒✔ ☞✘☛
✖☛☞

[n− 1] \X ✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔ H(X) ✮ ☞✘☛ ✦✍✏✩☛✖☞ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✗☛ ✎ ✍✫ ✍✜✘✒☛★☛ ✌✫✍✓✓✒✔✩ ✖✛✜✘ ✍✔ ☛✓✩☛ ✘✍✖ ✖✒✖☛
n − 2

✬ ✗✘✒✜✘ ✒✖ ✍✦✦✑✗☛✓ ✢ ✓ ☛✔✜☛
NLCn,n−2

✍✓✎ ✒☞✖ ✍✔
✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ☞✘✍☞ ✒✖ ✤ ☛✏✚☛✜☞ ✑✛☞✖✒✓☛ H(∅) = NCn−1

✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞ ✗☛ ✎ ✍✫
✜✑✦✦✍✤✖☛

NLCn,n−2
☞✑

NCn−1 ✢ �

✫✬✭✮✯✭✰ ✱✘ ✳❁ ❄✿●
k, n ≥ 1 ❊ �❏❄●✿

r = (n − 1) mod (k + 1) ❊ ❋■ ✿❅
NLCn,k

■ ❆✾
■ ❂❇ ❂ ❏❂❑● ❄❅ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅

d
❂❅ ❏● ❄❈

αn,k :=
(k − 1)(n− 1 + r/k)

k + 1
− 1 ≤ d ≤ (k − 1)(n− 1)

k
− 1 =: βn,k.

❙ ❂❏✿❂■✿❏P
NLCn,k

❄✾
(⌈αn,k⌉ − 1)

❃❆❂❅❅✿❆●✿❁ ❊



✟� ✡� ✡ ✁✞✄☎✂✌ �✑ ✆✂ ✍☞ ✝✄✞✁ ✝ ☎☞✆☎ ☞✍✝✍ ✆✌ ❊✻◗

✣✍✌✦☛ ✺✕ ✢✺❋ ✣✘☛ ✌✑✛✔✓ ⌈αn,k⌉
✒✔ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✕ ✢✳ ✑✔ ☞✘☛ ✖✘✒✚☞☛✓ ✜✑✔✔☛✜☞✒★ ✒☞✫ ✓☛✩✏☛☛

✑✚
NLCn,k

✚✑✏
n ≤ 19

✍✔✓
k ≤ 8 ✢ ✗✑✏ ☛✔☞✏✒☛✖ ✒✔ ✌✑✦✓ ✬ NLCn,k

✘✍✖ ☞✘☛ ✘✑✎✑☞✑✤✫
☞✫✤☛ ✑✚ ✍ ✗☛✓✩☛ ✑✚ ✖✤✘☛✏☛✖ ✒✔ ☞✘☛ ✩✒★☛✔ ✓✒✎☛✔✖✒✑✔ ✢

⌈αn,k⌉ n=3 ☞ ✌ ✍ ✎ ✏ ✑ ✠✒ ✠✠ ✠✡ ✠☛ ✠☞ ✠✌ ✠✍ ✠✎ ✠✏ ✠✑
k=2 � � ✁ ✁ ✠ ✂ ✡ ✡ ☛ ☛ ☛ ☞ ☞ ☞ ✌ ✌ ✌
☛ − ✁ ✁ ✂ ✄ ✄ ☛ ☞ ☎ ✌ ✌ ✍ ✎ ✎ ✎ ✏ ✑
☞ − − ✂ ✂ ✄ ✆ ☎ ☎ ✌ ✍ ✎ ✝ ✏ ✏ ✑ ✠✒ ✠✠
✌ − − − ✄ ✄ ✆ ☎ ✞ ✟ ✟ ✎ ✏ ✑ ✠✒ ✁✁ ✠✠ ✠✠
✍ − − − − ✆ ✆ ☎ ✞ ✟ ✝ ✠ ✠ ✑ ✠✒ ✠✠ ✠✡ ✠☛
✎ − − − − − ☎ ☎ ✞ ✟ ✝ ✠ ✁� ✁✁ ✁✁ ✠✠ ✠✡ ✠☛
✏ − − − − − − ✞ ✞ ✟ ✝ ✠ ✁� ✁✁ ✁✂ ✁✄ ✁✄ ✠☛

✛ ✿❇❆❏❉ ❊ ✣✘☛ ✛✤✤☛✏ ✌✑✛✔✓ ✍✤✤☛✍✏✖ ✒✔ ☞✘☛ ✗✑✏✙ ✑✚ ✹✛✔✓✍✏✍✎ ✱✺❊❊✵ ✬ ✍✖ ✓✑☛✖ ☞✘☛
✦✑✗☛✏ ✌✑✛✔✓ ✚✑✏

n ≤ 3k + 4 ✢ ✹☛☛ ✣✍✌✦☛ ✺✕ ✢✺ ✚✑✏ ☞✘☛ ★✍✦✛☛ ✑✚ ⌈αn,k⌉ ✚✑✏ ✖✎ ✍✦✦
n

✍✔✓
k ✢
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✣✘☛ ✜✍✖☛✖

k = 1
✍✔✓

n = 1
✍✏☛ ☞✏✒★ ✒✍✦ ✮ ☞✘✛✖ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞

k, n ≥ 2 ✢ ✸☛ ✛✖☛
✓✒✖✜✏☛☞☛ ✪✑✏✖☛ ☞✘☛✑✏✫ ✍✔✓ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔

n ✮ ✑✛✏ ✩✑✍✦ ✒✖ ☞✑ ✕✔✓ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩
✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔ ✑✚ ☛✍✜✘ ✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✩✏✍✤✘ ✒✖ ✒✔ ☞✘☛ ✓☛✖✒✏☛✓ ✒✔☞☛✏★✍✦ ✢ ✸☛
✘✍★☛ ☞✘✏☛☛ ✌✍✖☛ ✜✍✖☛✖ ❋

� 2 ≤ n ≤ k ✢ ❉✔ ☞✘✒✖ ✜✍✖☛ ✬
NLCn,k

✒✖ ✜✑✦✦✍✤✖✒✌✦☛ ✮ ✍✦✦ ✩✏✍✤✘✖ ✌ ☛✦✑✔✩ ☞✑
NLCn,k

✬
✍✖ ☞✘☛ ✖✒✖☛ ✑✚ ☞✘☛ ✦✍✏✩☛✖☞ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✒✖ ✍☞ ✎✑✖☞

n ≤ k ✢ ❉✔✓☛☛✓ ✬ αn,k = βn,k =
(n−1)(k−1)

k − 1
✬ ✍✔✓ ☞✘✒✖ ✒✖ ✔✑☞ ✍✔ ✒✔☞☛✩☛✏ ✛✔✦☛✖✖

k
✓✒★✒✓☛✖

n− 1 ✢
� n = k+1 ✢ ✣✘☛✔

NLCn,k = NCk+1

✬ ✗✘✒✜✘ ✘✍✖ ✍✦✦ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✒✔ ✓✒✎☛✔✖✒✑✔
k−2

✌✫ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✺✕ ✢✺✮ ✔✑☞☛ ☞✘✍☞
αk+1,k = βk+1,k = k − 2 ✢

� k + 2 ≤ n ≤ 2k + 1 ✢ ✰✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✕ ✢✴ ✬ NLCn,k
✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑

NCn−1

✬ ✗✘✒✜✘ ✘✍✖ ✍✦✦ ✒☞✖ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✜✑✔✜☛✔☞✏✍☞☛✓ ✒✔ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
n−4 = k+r−2 ✢

✸☛ ✑✌✖☛✏★☛ ☞✘✍☞
n = k + r + 2

✬ ✗✘✒✜✘ ✫✒☛✦✓✖ ☞✘✍☞

αn,k =
(k − 1)(k + 1 + r + r/k)

k + 1
− 1 = k − 2 +

(k − 1)r

k
;

βn,k =
(k − 1)(k + 1 + r)

k
− 1 = k − 2 +

(k − 1)(r + 1)

k
.

✹✒✔✜☛
r − 1 <

(k − 1)r

k
≤ r ≤ (k − 1)(r + 1)

k
< r + 1

✗✘☛✔☛★☛✏
0 ≤ r ≤ k − 1

✬ ☞✘☛ ☞✘☛✑✏☛✎ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ✚✑✏ ☞✘✒✖ ✜✍✖☛ ✢



❊✻✴ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟� ✡ � ✑✌☎☞✍✍✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌

✸☛ ✔✑✗ ✤✏✑ ✜☛☛✓ ✌✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔
n ✢ ▼ ✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞

n ≥ 2k+2 ✢ ✪ ✍☞✜✘ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ☛✓✩☛
12 ✗✘☛✔☛★☛✏ ✤✑✖✖✒✌✦☛ ✢ ▼ ✩✏✍✤✘

G
✒✖ ✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚

1
✍✔✓

2 ✌☛✦✑✔✩ ☞✑
✓✒�☛✏☛✔☞ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖

U1
✍✔✓

U2
✒✔
G

✍✔✓ ☞✘☛ ✔✛✎✌☛✏ ✑✚ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✒✔
U1 ∪ U2

✒✖ ✍☞
✦☛✍✖☞

k + 1 ✢ ✰✫ ✡☛✎✎✍ ✒ ✢✺✬ ✒☞ ✖✛✖ ✜☛✖ ☞✑ ✕✔✓ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ F✑✚ ✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✢
✗✑✏ ✍✔✫ ☞✗✑ ✓✒✖✶ ✑ ✒✔☞ ✖☛☞✖

U1
✍✔✓

U2
✑✚ ✖✒✖☛ ✍☞ ✎✑✖☞

k
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

1 ∈ U1
✍✔✓

2 ∈ U2✍✔✓ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ |U1∪U2| > k
✬ ✦☛☞ F(U1, U2) ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖

G ∈ NLCn,k
✖✛✜✘

☞✘✍☞
Ui

✒✖ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞ ✑✚ ☞✘☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩
i
✚✑✏

i = 1, 2 ✢ ❉☞ ✒✖
✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✒☛✖ F(U1, U2)

✖✍☞✒✖✚✫ ☞✘☛ ✜✑✔✓✒☞✒✑✔✖ ✒✔ ☞✘☛ ✔ ✦✛✖☞☛✏ ✡☛✎✎✍ ✒ ✢❊ ✢
✸✏✒☞☛

ui = |Ui| ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞ F(U1, U2)
✒✖ ✒✖✑✎✑✏✤✘✒✜ ☞✑ ☞✘☛ ✶ ✑✒✔ ✑✚

NLCn−u1−u2,k
✬

Cu1

✬ ✍✔✓
Cu2

✬ ✗✘☛✏☛
Cu

✒✖ ☞✘☛ ❍✛✑☞✒☛✔☞ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✑✔
u

★☛✏☞✒✜☛✖ ✢✰✫ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✺✕ ✢✻ ◆✍✔✓ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ◗ ✢✻✴❖ ✬ Cui

✍✓✎ ✒☞✖ ✍ ✓☛✜✒✖✒✑✔ ☞✏☛☛ ✗ ✒☞✘ ✍✦✦
☛★✍✖✒★☛ ✖☛☞✖ ✑✚ ✓✒✎☛✔✖✒✑✔

ui− 2 ✮ ☞✘ ✒✖ ✓☛✜✒✖✒✑✔ ☞✏☛☛ ✜✍✔ ✌☛ ☞✏✍✔✖✦✍☞☛✓ ✒✔☞✑ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜
✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩ ★✒✍ ✣✘☛✑✏☛✎ ◗ ✢❊ ✢ � ✖✒✔✩ ✣✘☛✑✏☛✎ ◗ ✢❊✲ ✬ ✗☛ ✜✑✔✜✦✛✓☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✶ ✑✒✔ ✑✚

Cu1✍✔✓
Cu2

✍✓✎ ✒☞✖ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ✍✦✦ ✛✔✎✍☞✜✘☛✓ ✖☛☞✖ ✘✍★☛ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
u1 + u2 − 3 ✢ ✣✘✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞ F(U1, U2)

✍✓✎ ✒☞✖ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✖☛☞✖ ✒✖ ☞✘☛ ✓✒✖✶ ✑✒✔☞ ✛✔✒✑✔ ✑✚ ✚✍✎ ✒✦✒☛✖ ✑✚ ☞✘☛ ✚✑✏✎ {G} ∗
NLCn−u1−u2,k

✬ ✗✘☛✏☛
G

✒✖ ✍ ✩✏✍✤✘ ✗ ✒☞✘
u1 + u2 − 2

☛✓✩☛✖ ✢ ✣✘☛✖☛ ✚✍✎ ✒✦✒☛✖ ✜✦☛✍✏✦✫
✖✍☞✒✖✚✫ ☞✘☛ ✜✑✔✓✒☞✒✑✔✖ ✒✔ ☞✘☛ ✔ ✦✛✖☞☛✏ ✡☛✎✎✍ ✒ ✢❊ ✬ ✍✖ ☞✘☛✫ ✚✑✏✎ ✍✔ ✍✔☞✒✜✘✍✒✔ ✢

✸✏✒☞☛
u1 + u2 = t ✮ ✔✑☞☛ ☞✘✍☞

k + 1 ≤ t ≤ 2k
✍✔✓ ☞✘✍☞

n− t > 0 ✢ ✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✬
NLCn−t,k

✍✓✎ ✒☞✖ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ✍ ✩✏✍✤✘ ✒✖ ✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✑✔✦✫ ✒✚ ✒☞✖
✓✒✎☛✔✖✒✑✔

d
✖✍☞✒✖✕☛✖

αn−t,k ≤ d ≤ βn−t,k.

▼✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ {G} ∗NLCn−t,k
✍✓✎ ✒☞✖ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ✍ ✩✏✍✤✘ ✒✖

✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✑✔✦✫ ✒✚ ✒☞✖ ✓✒✎☛✔✖✒✑✔
d

✖✍☞✒✖✕☛✖

αn−t,k + t− 2 ≤ d ≤ βn−t,k + t− 2.

✓✑✗ ✬
βn,k − βn−t,k =

(k − 1)t

k
= t− t

k
≥ t− 2;

☞✘☛ ✦✍✖☞ ✒✔☛❍✛✍✦✒☞✫ ✒✖ ✌ ☛✜✍✛✖☛ t ≤ 2k ✢ ✣✘✒✖ ✤✏✑★☛✖ ☞✘☛ ✛✤✤☛✏ ✌✑✛✔✓ ✒✔ ☞✘☛ ☞✘☛✑✏☛✎ ✢
✗✑✏ ☞✘☛ ✦✑✗☛✏ ✌✑✛✔✓ ✬ ✗✏✒☞☛

r0 = (n−t−1) mod (k+1) ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞
(r−r0) mod (k+

1) = t ✢ ✹✒✔✜☛
k + 1 ≤ t ≤ 2k

✍✔✓ ✖✒✔✜☛
r − r0 ≤ k

✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

r − r0 ≤ t− k − 1.

✣✘✛✖

αn,k − αn−t,k =
(k − 1)(t+ (r − r0)/k)

k + 1

≤ (k − 1)(t+ (t− k − 1)/k)

k + 1
=

(k − 1)(t− 1)

k

= t− 1 − t− 1

k
≤ t− 2;



✟� ✡� ✡ ✁✞✄☎✂✌ �✑ ✆✂ ✍☞ ✝✄✞✁ ✝ ☎☞✆☎ ☞✍✝✍ ✆✌ ❊✻✳

☞✘☛ ✦✍✖☞ ✒✔☛❍✛✍✦✒☞✫ ✒✖ ✌☛✜✍✛✖☛ t ≥ k+1 ✢ ✣✘✒✖ ✤✏✑★☛✖ ☞✘☛ ✦✑✗☛✏ ✌✑✛✔✓ ✒✔ ☞✘☛ ☞✘☛✑✏☛✎ ✬
✍✔✓ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✢ �

▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ✱✘ ✳✘ ✴✆✁✸✹✷✯✷✰ ✽✱◆◆❂❃ ❖❂❏
k ≥ 1

P ❑ ✿ ■ ❆■✿ ●■ ❆●
NLC2k+2,k

❄✾ ■ ❂❇ ❂❃
●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈ (2k)!k

k+1

✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅
2k−3

P ❑■ ✿❏✿❆✾
NLC3k+2,k❄✾ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈ ✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅

3k − 4 ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✸ ✒☞✘

n = 2k + 2
✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞

r = k
✍✔✓ ✘☛✔✜☛ ☞✘✍☞

α2k+2 =
(k − 1)(2k + 2)

k + 1
− 1 = 2k − 3;

β2k+2 =
(k − 1)(2k + 1)

k + 1
− 1 = 2k − 3 +

k − 1

k
.

✸ ✒☞✘
n = 3k + 2

✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞
r = k − 1

✍✔✓ ✘☛✔✜☛ ☞✘✍☞

α3k+2 =
(k − 1)(3k + 1 + (k − 1)/k)

k + 1
− 1 = 3k − 4 − k − 1

k
;

β3k+2 =
(k − 1)(3k + 1)

k + 1
− 1 = 3k − 4 +

k − 1

k
.

❉☞ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞ ✍✦✦ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✒✖ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ✑✔☛ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔ ✢ ✰✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ✒ ✢✕ ✬ ☞✘☛✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✍✏☛ ✘☛✔✜☛ ✗☛✓✩☛✖ ✑✚ ✖✤✘☛✏☛✖ ✢ ✗✑✏ ☞✘☛ ✔✑✔★✍✔✒✖✘✒✔✩ ✰☛☞☞✒ ✔✛✎✌☛✏ ✑✚
NLC2k+2,k

✬ ✖☛☛ ✹✛✔✓✍✏✍✎ ✱✺❊❊✵ ✑✏ ✍✤✤✦✫ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✺✕ ✢✺� ✌☛✦✑✗ ✢ �

✵✯✮� ✮✁✻✖✻✮✸ ✱✘ ✳✾ ❄✿●
k ≥ 1 ❊ ❋■ ✿❅ ●■ ✿ ❏✿❁❀❆✿❁ ✁ ❀ ❏✿❏ ❆■ ❆❏❆❆●✿❏❄✾●❄❆

hk(n) =
χ̃(NLCn,k)

✾❆●❄✾✁ ✿✾

Hk(x) :=
∑

n≥1

hk(n)

n!
xn = 1 − exp

(

−
k
∑

r=1

(−x)r
r

)

.

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✸☛ ✍✤✤✦✫ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✴ ✢✺◗ ✢ ✗ ☛✕✔☛
fk(n) = 0

✚✑✏
n > k

✍✔✓
fk(n) = (−1)n ·

(n− 1)!
✚✑✏

1 ≤ n ≤ k ✮ ☞✘☛ ✦✍☞☞☛✏ ✒✖ ☞✘☛ ✟✛✦☛✏ ✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☞✒✜ ✑✚
Cn ✢ ✣✘☛✔

fk
✍✔✓

hk✖✍☞✒✖✚✫ ☞✘☛ ✜✑✔✓✒☞✒✑✔✖ ✒✔ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✴ ✢✺◗ ✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✎☛✓✒✍☞☛✦✫ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘☛ ✤✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✢
�

▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ✱✘ ✳✱☎ ❄✿●
2k + 2 ≤ n ≤ 3k + 2 ❊ ❋■ ✿❅ ●■ ✿ ❏✿❁❀❆✿❁ ✁ ❀ ❏✿❏ ❆■ ❆❏❆❆●✿❏❄✾●❄❆

hk(n) = χ̃(NLCn,k)
✾❆●❄✾✁ ✿✾

(−1)n+1hk(n)

n!
=

1

n
− 1

n− 1
+
n−k−1
∑

i=k+1

1

2i(n− i)
−
n−k−2
∑

i=k+1

1

2i(n− i− 1)
. ◆✺✕ ✢✺❖

❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P ❈ ❂❏ ✿❆❆■
t ≥ 2

P
(−1)t+1 hk(2k+t)

(2k+t)!

❄✾ ❆ ❏❆●❄❂❅❆❏ ❈ ❀❅❆●❄❂❅ ❄❅
k

❈ ❂❏
k ≥

t− 2 ❊



❊✻✕ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟� ✡ � ✑✌☎☞✍✍✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✸✏✒☞☛
θ(x) =

∑n
r=k+1

(−x)r

r ✢ ✰✫ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✺✕ ✢✲ ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

Hk(x) = 1 − exp
(

ln(1 + x) + θ(x) + xn+1R(x)
)

= 1 − (1 + x) exp
(

θ(x) + xn+1R(x)
)

✚✑✏ ✖✑✎ ☛ ✤✑✦✫✔✑✎ ✒✍✦
R(x) ✢ ❉✚ 3(k + 1) > n

✬ ☞✘☛✔ ☞✘✒✖ ☛❍✛✍✦✖

1 − (1 + x)(1 + θ(x) +
θ2(x)

2
) + xn+1Q(x)

✚✑✏ ✖✑✎☛ ✤✑✦✫✔✑✎ ✒✍✦
Q(x) ✢ ✣✘✒✖ ✒✖ ☛✍✖✒✦✫ ✖☛☛✔ ☞✑ ✒✎✤✦✫ ◆✺✕ ✢✺❖ ✢ ✗✑✏ ☞✘☛ ✦✍✖☞ ✜✦✍✒✎ ✬

✖✒✎✤✦✫ ✔✑☞☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ☞✗✑ ✖✛✎ ✖ ✒✔ ☞✘☛ ✏✒✩✘☞✥✘✍✔✓ ✖✒✓☛ ✑✚ ◆✺✕ ✢✺❖ ✜✑✔☞✍✒✔ ☛✧✍✜☞✦✫
t− 1✍✔✓

t− 2
☞☛✏✎ ✖ ✬ ✏☛✖✤☛✜☞✒★☛✦✫✬ ☛✍✜✘ ✑✚ ✗✘✒✜✘ ✒✖ ✍ ✏✍☞✒✑✔✍✦ ✚✛✔✜☞✒✑✔ ✒✔

k ✢ �

✰✫ ☞✘☛ ✔☛✧☞ ✏☛✖✛ ✦☞ ✬
αn,k

✒✖ ✍ ✦✑✗☛✏ ✌✑✛✔✓ ✑✔ ☞✘☛ ✓☛✤☞✘ ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✘ ✳✱✱ ❄✿●

k, n ≥ 1 ❊ ❖❂❏ ❆❅● ✿❁❑ ✿ ✾✿●
σ
P ●■ ✿ ❏❄❈ ●✿❁ ❆❂❇✽ ❏✿✚

NLCn,k(σ, ∅)❄✾
(⌈αn,k⌉ − 1)

❃❆❂❅❅✿❆●✿❁ ❊ ❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P ●■ ✿ ⌈αn,k⌉
❃✾❉ ✿❏✿●❂❅ ❂❈

NLCn,k
❄✾ ✂❂■ ✿❅❃

❙ ❆❆❆❀ ❏❆●
�

■ ✿❅❆✿ ●■ ✿ ❁✿✽ ●■ ❂❈
NLCn,k

❄✾ ❆● ❏✿❆✾● ⌈αn,k⌉ ❊❇ ❏❂❂❈ ❊ ✗☛✕✔✒✔✩
NLC0,k = {∅} ✬ ✗☛ ✎✍✫ ☛✧☞☛✔✓ ☞✘☛ ☞✘☛✑✏☛✎ ☞✑

n = 0 ✮ ✔✑☞☛ ☞✘✍☞
α0,k = −1 ✢ ✣✘☛ ✜✍✖☛✖

k = 1
✍✔✓

n ≤ 1
✍✏☛ ☞✏✒★ ✒✍✦ ✮ ☞✘✛✖ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞

k, n ≥ 2 ✢
▼ ✖ ✒✔ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✕ ✢✳ ✬ ✗☛ ✗ ✒✦✦ ✓☛✕✔☛ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☞✘☛
✓✒✎☛✔✖✒✑✔ ✑✚ ☛✍✜✘ ✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✩✏✍✤✘ ✒✖ ✒✔ ☞✘☛ ✓☛✖✒✏☛✓ ✒✔☞☛✏★✍✦ ✢ ✣✘✒✖ ☞✒✎ ☛ ✬ ✑✛✏ ✌✍✖☛
✜✍✖☛ ✒✖

2 ≤ n ≤ k ✢ ✹✒✔✜☛
NLCn,k

✒✖ ☞✘☛ ✚✛ ✦✦ ✖✒✎✤✦☛✧ ✬ ✒☞ ✚✑ ✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞
NLCn,k(σ, ∅)✒✖ ✜✑✦✦✍✤ ✖✒✌✦☛ ✛✔✦☛✖✖

σ
✒✖ ☞✘☛ ✚✛ ✦✦ ☛✓✩☛ ✖☛☞ ([n]

2

) ✢ ✓✑✗ ✬ |
(

[n]
2

)

| =
(

n
2

) ✒✖ ✍☞ ✦☛✍✖☞
αn,k + 1 = (k−1)(n−1)

k
✮ ☞✘✛✖ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ✌✍✖☛ ✜✍✖☛ ✢

✓✑✗ ✬ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞
n ≥ k + 1 ✢ NLCn,k(σ, ∅)

✒✖ ★✑✒✓ ✒✚
σ =

(

[n]
2

) ✮ ☞✘✛✖ ✗☛ ✎ ✍✫
✍✖✖✛✎☛ ☞✘✍☞ ✖✑✎ ☛ ☛✓✩☛

ab
✬ ✖✍✫

12
✬ ✒✖ ✔✑☞ ✒✔

σ ✢ ✪ ✍☞✜✘ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ☛✓✩☛
12 ✗✘☛✔☛★☛✏

✤✑✖✖✒✌✦☛ ✢ ▼ ✖ ✒✔ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✕ ✢✳ ✬ ✍ ✩✏✍✤✘
G

✒✖ ✛✔✎✍☞✜✘☛✓ ✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚
1✍✔✓

2 ✌☛✦✑✔✩ ☞✑ ✓✒�☛✏☛✔☞ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖
U1

✍✔✓
U2

✒✔
G

✍✔✓ ☞✘☛ ✔✛✎✌☛✏ ✑✚ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✒✔
U1 ∪U2

✒✖ ✍☞ ✦☛✍✖☞
k + 1 ✢ ✗ ☛✕✔☛ F(U1, U2)

✍✖ ✒✔ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✕ ✢✳ ✬ ☛✧✜☛✤☞
☞✘✍☞ ✗☛ ✏☛✖☞✏✒✜☞ ☞✑ ✩✏✍✤✘✖ ✒✔

NLCn,k(σ, ∅) ✢ ▼ ✖ ✌ ☛✚✑✏☛ ✬ ☞✘☛ ✔ ✦✛✖☞☛✏ ✡☛✎✎ ✍ ✒ ✢❊ ✍✤✤✦✒☛✖ ✢
✗✑✏

i ∈ {1, 2} ✬ ✓☛✕✔☛
σi

☞✑ ✌ ☛ ☞✘☛ ✏☛✖☞✏✒✜☞✒✑✔ ✑✚
σ

☞✑ ☞✘☛ ✖☛☞
Ui ✢ ✗ ☛✕✔☛

σ0
☞✑

✌☛ ☞✘☛ ✏☛✖☞✏✒✜☞✒✑✔ ✑✚
σ

☞✑
σ \ (U1 ∪ U2) ✢ ✣✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ F(U1, U2)

✒✖ ✔✑✔★✑✒✓ ✑✔✦✫ ✒✚
σ = σ0 ∪ σ1 ∪ σ2 ✢

✸✏✒☞☛
ui = |Ui|

✍✔✓
t = u1 + u2 ✢ ✸☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞ F(U1, U2)

✒✖ ✒✖✑✎✑✏✤✘✒✜ ☞✑ ☞✘☛
✶ ✑✒✔ ✑✚

NLCn−t,k(σ0, ∅)
✬
Cu1

(σ1, ∅)
✬ ✍✔✓

Cu2
(σ2, ∅) ✢ ✓✑✗ ✬ ☛★☛✏✫ ✩✏✍✤✘ ✒✔

Cui
(σi, ∅)✘✍✖ ✖✒✖☛ ✍☞ ✦☛✍✖☞

ui − 1 ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ✌✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔
n

✬
NLCn−t,k(σ0, ∅)

✍✓✎ ✒☞✖ ✍✔
✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ✍✦✦ ✜✏✒☞✒✜✍✦ ✚✍✜☛✖ ✘✍★☛ ✓✒✎☛✔✖✒✑✔ ✍☞ ✦☛✍✖☞

αn−t,k ✢ ✣✘✒✖
✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞ F(U1, U2)

✍✓✎ ✒☞✖ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ✍ ✩✏✍✤✘ ✒✖ ✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓
✑✔✦✫ ✒✚ ✒☞✖ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔

d
✖✍☞✒✖✕☛✖

d ≥ αn−t,k + t− 2.

▼✖ ✒✔ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✕ ✢✳ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞
αn,k ≤ αn−t,k + t − 2

✬ ✗✘✒✜✘
✜✑✔✜✦✛✓☛✖ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✢ �



✟� ✡� ✡ ✁✞✄☎✂✌ �✑ ✆✂ ✍☞ ✝✄✞✁ ✝ ☎☞✆☎ ☞✍✝✍ ✆✌ ❊✻✲

✣✍✌✦☛ ✺✕ ✢❊ ❋ ✣✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✑✚
NLCn,3

✚✑✏
n ≤ 9

✍✔✓
n = 11 ✢

H̃i(NLCn,3; Z) i = 0
✺ ❊ ✻ ✒ ◗ ✴

n = 4
✥

Z6 ✥ ✥ ✥ ✥ ✥
5

✥
Z6 ✥ ✥ ✥ ✥ ✥

6
✥ ✥

Z24 ✥ ✥ ✥ ✥
7

✥ ✥ ✥
Z120 ✥ ✥ ✥

8
✥ ✥ ✥

Z540 ✥ ✥ ✥
9

✥ ✥ ✥
Z2

2 Z1764 ✥ ✥ ✥
10

✥ ✥ ✥ ✥ � � ✥
11

✥ ✥ ✥ ✥ ✥
Z68256 ✥

☎� ✝✞ ✝✞ ✁✏✁✁✏✑ ✄✏✄✆☞✄✂✕✍ ✂✄✡ ✍✏✑✏✒✏✡✝ ✡☛✏✁✌

✣✘☛ ✎✍✒✔ ✑✌✶ ☛✜☞ ✑✚ ☞✘✒✖ ✖☛✜☞✒✑✔ ✒✖ ☞✑ ☛✧✍✎ ✒✔☛ ☞✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✑✚
NLCn,3 ✮ ✗☛ ✩☛✔☛✏✍✦✒✖☛

☞✑ ✦✍✏✩☛✏ ✑✓✓
k ✗✘☛✔☛★☛✏ ✏☛✍✖✑✔✍✌✦✫ ✖☞✏✍✒✩✘☞✚✑✏✗✍✏✓ ✢ �✔✚✑✏☞✛✔✍☞☛✦✫✬ ✗☛ ✘✍★☛ ✔✑

✏☛✖✛ ✦☞✖ ✒✔ ☞✘☛ ✜✍✖☛ ✗✘☛✔
k

✒✖ ☛★☛✔ ✍✔✓ ✍☞ ✦☛✍✖☞ ✚✑✛✏ ✢ ✸☛ ✏☛✎ ✒✔✓ ☞✘☛ ✏☛✍✓☛✏ ☞✘✍☞ ✍✦✦
✏☛✖✛ ✦☞✖ ✒✔ ☞✘✒✖ ✖☛✜☞✒✑✔ ✍✤✤✦✫ ☞✑ ☞✘☛ ✑✏✓☛✏ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ☞✘☛ ✤✏✑✤ ☛✏ ✤✍✏☞ ✑✚ ☞✘☛ ✦✍☞☞✒✜☛
Π≤k
n ✢✌☛✜✍✦✦ ✚✏✑✎ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✺✢❊ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✌✑☞☞✑✎ ✔✑✔★✍✔✒✖✘✒✔✩ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✩✏✑✛✤ ✑✚

Mn =
NLCn,2

✒✖ ✕✔✒☞☛ ✚✑✏ ✍✦✎✑✖☞ ✍✦✦
n ✢ � ✖✒✔✩ ✜✑✎✤✛☞☛✏ ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ✌☛☛✔ ✍✌✦☛ ☞✑ ★☛✏✒✚✫ ☞✘✍☞

NLC9,3
✒✖ ✍✦✖✑ ✕✔ ✒☞☛ ✮ ✖☛☛ ✣✍✌✦☛ ✺✕ ✢❊ ✢ ✣✘✒✖ ✎ ✒✩✘☞ ✖✛✩✩☛✖☞ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✩☛✔☛✏✍✦ ✖✒☞✛✍☞✒✑✔

✚✑✏
k = 2

✩☛✔☛✏✍✦✒✖☛✖ ☞✑
k = 3 ✢ ❉✔✓☛☛✓ ✬ ✒✔ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✕ ✢✺✒ ✌☛✦✑✗ ✬ ✗☛ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞ ☞✘☛

✏☛✦☛★✍✔☞ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✩✏✑✛✤ ✒✖ ✍✔ ☛✦☛✎ ☛✔☞✍✏✫
2
✥✩✏✑✛✤ ✗✘☛✔☛★☛✏

n = 4t + 1
✚✑✏ ✖✑✎ ☛

t ≥ 2 ✢ ✓☛★☛✏☞✘☛✦☛✖✖ ✬ ✚✑✏ ❆❏ ❏ ✑☞✘☛✏ ★✍✦✛☛✖ ✑✚
n ≥ 4

✬ ✒☞ ☞✛✏✔✖ ✑✛☞ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✩✏✑✛✤ ✒✖
✒✔✕✔✒☞☛ ✢ ❉✔ ✑✛✏ ✕✏✖☞ ☞✘☛✑✏☛✎ ✬ ✗☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✗✑ ☞✘✒✏✓✖ ✑✚ ☞✘☛✖☛ ✜✍✖☛✖ ✬ ✤ ✑✖☞✤✑✔✒✔✩ ☞✘☛
✜✍✖☛

n mod 4 = 3
✛✔☞✒✦ ✦✍☞☛✏ ✢

✫✬✭✮✯✭✰ ✱✘ ✳✱◆ ❖❂❏
m ≥ 1

❆❅❁
t ≥ 2

P ❏✿●
n = mt

❆❅❁
k = 2m − 1 ❊ ❋■ ✿❅

H̃⌈αn,k⌉(NLCn,k; Z)
❄✾ ❄❅✁ ❅❄●✿

�
❅❂●✿ ●■ ❆● ⌈αn,k⌉ = t(m− 1) − 1 ❊

✛ ✿❇❆❏❉ ❊ ✗✑✏
k = 3

✬ ☞✘ ✒✖ ✖✤ ☛✜✒✍✦✒✖☛✖ ☞✑
n = 2t

✍✔✓ ⌈αn,k⌉ = t− 1 ✢
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✗✑✏

j ∈ [t]
✬ ✦☛☞

Sj = [(j − 1)m + 1, jm] ✮ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞ {S1, . . . , St}
✒✖ ✍

✤✍✏☞✒☞✒✑✔ ✑✚ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞
[n] = [mt]

✍✔✓ |Sj | = m = k+1
2

✢ ✡☛☞
Γn,k ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫

✑✚ ✩✏✍✤✘✖
G

✒✔
NLCn,k

✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞✖ ✑✚ ☞✘☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✒✔
G✍✏☛ ☛✧✍✜☞✦✫

S1, . . . , St ✢ ❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞

Γn,k = CS1
∗ · · · ∗ CSt

,



❊✒� ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟� ✡ � ✑✌☎☞✍✍✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌

✗✘☛✏☛
CSj

✒✖ ☞✘☛ ❍✛✑☞✒☛✔☞ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✑✔ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞
Sj ✢ ✰✫

✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✺✕ ✢✒ ✬ CSj

✍✓✎ ✒☞✖ ✍ ✓☛✜✒✖✒✑✔ ☞✏☛☛ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ✍ ✩✏✍✤✘ ✒✖ ☛★✍✖✒★☛ ✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫
✒✚ ✒☞✖ ☛✓✩☛ ✖☛☞ ☛❍✛✍✦✖ {ρiρi+1 : i ∈ [m − 1]} ✬ ✗✘☛✏☛ {ρ1, . . . , ρm} = Sj

✍✔✓
ρ1 =

(j − 1)m + 1 ✢ ▼✤✤✦✫✒✔✩ ✣✘☛✑✏☛✎ ◗ ✢❊✲ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞
Γn,k

✍✓✎ ✒☞✖ ✍ ✓☛✜✒✖✒✑✔
☞✏☛☛ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ✍ ✩✏✍✤✘ ✒✖ ☛★✍✖✒★☛ ✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚ ✒☞✖ ☛✓✩☛ ✖☛☞ ✒✖ ✍ ✛✔✒✑✔ ✑✚ ✖☛☞✖
{ρiρi+1 : i ∈ [m− 1]} ✗✒☞✘ ✤✏✑✤☛✏☞✒☛✖ ✍✖ ✍✌✑★☛ ✢✡☛☞ Cn,k ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✑✚ ☛★✍✖✒★☛ ✩✏✍✤✘✖ ✍✔✓ ✗✏✒☞☛

Σn,k = NLCn,k \ (Γn,k \ Cn,k).
✣✘✒✖ ✒✖ ✍ ✖✒✎✤✦✒✜✒✍✦ ✜✑✎✤✦☛✧ ✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛ ☛✍✜✘ ✩✏✍✤✘ ✒✔ Cn,k

✒✖ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✒✔
Γn,k

✍✔✓ ✔✑
✩✏✍✤✘ ✒✔

NLCn,k \ Γn,k
✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍✔✫ ✩✏✍✤✘ ✒✔

Γn,k ✢ ✰✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ✒ ✢✒ ✬ NLCn,k
✍✔✓

Σn,k
✍✏☛ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ✢

✗✑✏ ✒✔☞☛✩☛✏✖
a, b

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
a < b

✬ ✓☛✕✔☛

πa,b = [a(a+ 1)] ∧ [(a+ 1)(a+ 2)] ∧ · · · ∧ [(b − 2)(b− 1)] ∧ [(b− 1)b].

✗☛✕✔☛
ωm,k = π1,m

✍✔✓ ✬ ✏☛✜✛✏✖✒★☛✦✫✬

ωmt,k = ωm(t−1),k ∧ πm(t−1)+1,mt.
◆✺✕ ✢❊❖

✗✑✏ ✍✦✦
t ≥ 0

☛✧✜☛✤☞
t = 1

✬ ✗☛ ✜✦✍✒✎ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍ ✜✫✜✦☛
zmt,k

✒✔
C̃⌈αmt,k⌉(Σmt,k; Z)✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✜✑☛✖ ✜✒☛✔☞ ✑✚

ωmt,k
✒✔
zmt,k

✒✖ ✔✑✔✖☛✏✑ ✢ ✹✒✔✜☛
ωmt,k

✒✖ ✍ ✎ ✍✧✒✎✍✦ ✚✍✜☛
✑✚

Σmt,k
✬ ☞✘ ✒✖ ✗ ✒✦✦ ✒✎ ✤✦✫ ☞✘✍☞

H̃⌈αmt,k⌉(Σmt,k; Z)
✒✖ ✒✔✕✔✒☞☛ ✢

✣✑ ✤✏✑★☛ ☞✘☛ ✜✦✍✒✎ ✬ ✗☛ ✛✖☛ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔
t ✢ ▼ ✖ ✒☞ ☞✛✏✔✖ ✑✛☞ ✬ ☞✘☛ ✌✍✖☛ ✖☞☛✤ ✜✑✔✖✒✖☞✖

✑✚ ☞✘☛ ✜✍✖☛✖
t = 0

✍✔✓
t = 3 ✢ ✣✘☛ ✜✍✖☛

t = 0
✒✖ ☞✏✒★ ✒✍✦✦✫ ☞✏✛☛ ✢ ✸☛ ✤✑✖☞✤✑✔☛ ☞✘☛

✜✍✖☛
t = 3

✛✔☞✒✦ ✦✍☞☛✏ ✍✔✓ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✖☞☛✤ ✮ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞
t ≥ 2

✍✔✓
t 6= 3 ✢✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ✍ ✜✫✜✦☛

zm(t−2),k

✒✔
C̃⌈αm(t−2),k⌉(Σm(t−2),k; Z) ✗✒☞✘ ✓☛✖✒✏☛✓

✤✏✑✤☛✏☞✒☛✖ ✢ ✓✑✗ ✬ ✓☛✕✔☛

zmt,k = zm(t−2),k ∧ ∂(πm(t−2)+1,mt).
◆✺✕ ✢✻❖

✹✒✔✜☛
πm(t−2)+1,mt

✒✖ ✍ ☞✏☛☛ ✑✔
2m = k + 1

★☛✏☞✒✜☛✖ ✬ ✒☞✖ ✌✑✛✔✓✍✏✫ ✒✖ ✍ ✖✛✎ ✑✚
✩✏✍✤✘✖ ✒✔ ✗✘✒✜✘ ✍✦✦ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✘✍★☛ ✖✒✖☛ ✍☞ ✎✑✖☞

k ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ☞✘☛ ✑✔✦✫ ✗✍✫ ☞✑
✖✤ ✦✒☞

πm(t−2)+1,mt
✒✔☞✑ ☞✗✑ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✑✚ ✖✒✖☛

m
✒✖ ☞✑ ✏☛✎✑★☛ ☞✘☛ ☛✓✩☛ ✒✔ ☞✘☛

✎ ✒✓✓✦☛ ✬ ✗✘✒✜✘ ✫✒☛✦✓✖ ☞✘☛ ✚✍✜☛
πm(t−2)+1,m(t−1) ∧ πm(t−1)+1,mt ✢ �✑✒✔✒✔✩ ☞✘✒✖ ✚✍✜☛ ☞✑

✍✔✫ ✚✍✜☛ ✑✚ Cm(t−2),k

✬ ✗☛ ✜✦☛✍✏✦✫ ✑✌☞✍✒✔ ✍ ✚✍✜☛ ✑✚ Cmt,k ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬ ✌✫ ✤✏✑✤☛✏☞✒☛✖
✑✚
zm(t−2),k

✬ ☛★☛✏✫ ✚✍✜☛ ✑✚
zmt,k ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑

Σmt,k ✢ ❉✔ ✍✓✓✒☞✒✑✔ ✬ ✒☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞ ☞✘☛
✜✑☛✖ ✜✒☛✔☞ ✑✚

ωmt,k
✒✖ ✔✑✔✖☛✏✑ ✢

❉☞ ✏☛✎✍✒✔✖ ☞✑ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✜✍✖☛
t = 3 ✢ ✗☛✕✔☛

w = ∂(π1,2m) ∧ ∂(π2m,3m);
✔✑☞☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧

2m
✍✤✤☛✍✏✖ ✒✔ ✌✑☞✘ ☛✧✤✏☛✖✖✒✑✔✖ ☞✑ ☞✘☛ ✏✒✩✘☞ ✢ ✸ ✘✒✦☛

w
✒✖ ✔✑☞

✍✔ ☛✦☛✎☛✔☞ ✒✔
C̃⌈α3m,k⌉(Σ3m,k; Z)

✬
w

✍✓✎ ✒☞✖ ✍ ✛✔✒❍✛☛ ✓☛✜✑✎✤✑✖✒☞✒✑✔
w = w0 + w1✖✛✜✘ ☞✘✍☞

w0 ∈ C̃⌈α3m,k⌉(Σ3m,k; Z)
✍✔✓

w1 ∈ C̃⌈α3m,k⌉(2
K3m/Σ3m,k; Z) ✢ ✗ ☛✕✔☛

z = w0 + [1(2m)] ∧ ∂(w1).



✟� ✡� ✡ ✁✞✄☎✂✌ �✑ ✆✂ ✍☞ ✝✄✞✁ ✝ ☎☞✆☎ ☞✍✝✍ ✆✌ ❊✒ ✺

✣✘✒✖ ✒✖ ✍ ✜✫✜✦☛ ✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛
∂(w1) = −∂(w0) ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ☞✘☛ ✜✑☛✖ ✜✒☛✔☞ ✑✚

ω3m,k
✒✔
z

✒✖
✔✑✔✖☛✏✑ ✢

❉☞ ✏☛✎✍✒✔✖ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞
z ∈ C̃⌈α3m,k⌉(Σ3m,k; Z) ✢ ✹✒✔✜☛

z = w0− [1(2m)]∧∂(w0)
✬

✍✔✫ ☛✦☛✎ ☛✔☞
[σ] ✗✒☞✘ ✔✑✔✖☛✏✑ ✜✑☛✖ ✜✒☛✔☞ ✒✔

∂(w1)
✘✍✖ ☞✘☛ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫ ☞✘✍☞

σ ✌☛✦✑✔✩✖
☞✑

Σ3m,k ✢ ✡☛☞
τ ✌☛ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

σ ⊂ τ
✍✔✓

τ
✍✤✤☛✍✏✖ ✒✔

w1 ✗✒☞✘ ✔✑✔✖☛✏✑ ✜✑☛✖ ✜✒☛✔☞ ✢
✣✘✒✖ ✎ ☛✍✔✖ ☞✘✍☞ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔

[τ ]
✚✏✑✎

π1,3m ✌✫ ✏☛✎✑★✒✔✩ ✑✔☛ ☛✦☛✎ ☛✔☞
[a(a+ 1)]

✖✛✜✘
☞✘✍☞

a ∈ [1, 2m− 1]
✍✔✓ ✑✔☛ ☛✦☛✎ ☛✔☞

[(b− 1)b]
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

b ∈ [2m+ 1, 3m] ✮ ✘☛✔✜☛

[τ ] = π1,a ∧ πa+1,b−1 ∧ πb,3m.

✪✑✏☛✑★☛✏ ✬ ✑✔☛ ✑✚ ☞✘☛ ☞✘✏☛☛ ✏☛✖✛✦☞✒✔✩ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✎✛✖☞ ✜✑✔☞✍✒✔ ✍☞ ✦☛✍✖☞
2m = k + 1★☛✏☞✒✜☛✖ ✢ ✣✘✒✖ ✒✖ ✤✑✖✖✒✌ ✦☛ ✑✔✦✫ ✚✑✏ ☞✘☛ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞

πa+1,b−1
✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛

☞✗✑ ✑☞✘☛✏ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✜✑✔☞✍✒✔ ✍ ☞✑☞✍✦ ✑✚ ✍☞ ✎✑✖☞
3m−(b−a−1) ≤ m ≤ k

☛✦☛✎ ☛✔☞✖ ✢
❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬ ☞✘☛ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✒✔

τ + 1(2m)
✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩

1
✍✔✓

2m
✘✍✖ ✖✒✖☛ ✍☞ ✎✑✖☞

k ✢✹✒✔✜☛
σ ∈ Σ3m,k

✍✔✓
σ ⊂ τ

✬ ✒☞ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞
σ + 1(2m) ∈ Σ3m,k

✍✖ ✓☛✖✒✏☛✓ ✢ �

✸☛ ✔✑✗ ✏☛✖☞✏✒✜☞ ✑✛✏ ✍☞☞☛✔☞✒✑✔ ☞✑ ☞✘☛ ✜✍✖☛✖
k ∈ {3, 5, 7} ✮ ✗☛ ✓✑ ✔✑☞ ✙✔✑✗ ✗✘☛☞✘☛✏

☞✘☛ ✚✑ ✦✦✑✗ ✒✔✩ ✏☛✖✛✦☞ ✩☛✔☛✏✍✦✒✖☛✖ ☞✑ ✑☞✘☛✏ ★✍✦✛☛✖ ✑✚
k ✢

✫✬✭✮✯✭✰ ✱✘ ✳✱✲ ❖❂❏
t ≥ 0

P ●■ ✿ ❈ ❂❏ ❏❂❑ ❄❅❑ ■ ❂ ❏❁ ◗
◆✒❖ H̃2t−1(NLC4t+1,3; Z2)

❄✾ ❅❂❅✄✿❏❂ ❊
◆✒✒❖ H̃6t−1(NLC8t+1,7; Z2)

❄✾ ❅❂❅✄✿❏❂ ❊
◆✒✒✒❖ H̃4t−1(NLC6t+1,5; Z3)

❄✾ ❅❂❅✄✿❏❂ ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ◆✒❖ ✗☛✕✔☛ ✍ ✘✑✎✑✎✑✏✤✘✒✖✎

ϕ : C̃2t−1(NLC4t+1,3; Z2) → Z2 ✌✫
ϕ([σ]) = 1

✒✚
✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚

σ
✒✖ ✍ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✢ ❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞

ϕ(z4t,3) = 1
✬ ✗✘☛✏☛

z4t,3
✒✖ ✓☛✕✔☛✓ ✍✖ ✒✔

◆✺✕ ✢✻❖ ✮ ☞✘☛ ✛✔✒❍✛☛ ☛✦☛✎ ☛✔☞ ✍✤✤☛✍✏✒✔✩ ✒✔
z4t,3

☞✘✍☞ ✜✑✏✏☛✖✤✑✔✓✖ ☞✑ ✍ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✒✖
ω4t,3✓☛✕✔☛✓ ✒✔ ◆✺✕ ✢❊❖ ✢ ✸☛ ✗✍✔☞ ☞✑ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞

ϕ(∂([τ ])) = 0
✚✑✏ ☛★☛✏✫ ✚✍✜☛

τ
✑✚

NLC4t+1,3✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
2t ✮ ☞✘ ✒✖ ✗ ✒✦✦ ✒✎ ✤✦✫ ☞✘✍☞

z4t,3
✒✖ ✔✑✔✖☛✏✑ ✒✔

H̃2t−1(NLC4t+1,3; Z2) ✢ ✓✑✗ ✬
✖✒✔✜☛ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✔✑☞ ✏✑✑✎ ✚✑✏ ✍ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✚ ✖✒✖☛

2t+1
✑✔

4t+1
★☛✏☞✒✜☛✖ ✬ ☞✘☛ ✌✑✛✔✓✍✏✫

✑✚ ✍ ✚✍✜☛
τ

✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✚ ✖✒✖☛
2t

✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚ ☞✘☛ ✚✍✜☛ ✜✑✔✖✒✖☞✖ ✑✚
2t − 1✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✑✚ ✖✒✖☛ ☞✗✑ ✍✔✓ ✑✔☛ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✑✚ ✖✒✖☛ ☞✘✏☛☛ ◆✗ ✒☞✘ ☞✗✑ ☛✓✩☛✖❖ ✢ ✹✒✔✜☛

☞✘☛ ✌✑✛✔✓✍✏✫ ✑✚ ✖✛✜✘ ✍ ✚✍✜☛ ✜✑✔☞✍✒✔✖ ☛✧✍✜☞✦✫ ☞✗✑ ✎✍☞✜✘✒✔✩✖ ✬ ☞✘☛ ✜✦✍✒✎ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ✢◆✒✒❖ ✗☛✕✔☛ ✍ ✘✑✎✑✎✑✏✤✘✒✖✎
ϕ : C̃6t−1(NLC8t+1,7; Z2) → Z2 ✌✫

ϕ([σ]) = 1
✒✚

✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚ ☛★☛✏✫ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✌✛☞ ✑✔☛ ✒✔
σ

✒✖ ✍ ✩✏✍✤✘ ✒✖✑✎✑✏✤✘✒✜ ☞✑ ☞✘☛
✚✑✛✏✥✤✍☞✘

P4 = ([4], {12, 23, 34}) ✮ ☞✘☛ ✏☛✎ ✍✒✔✒✔✩ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✒✖ ☞✘☛✔ ✔☛✜☛✖✖✍✏✒✦✫ ✍✔
✒✖✑✦✍☞☛✓ ★☛✏☞☛✧ ✢ ✸☛ ✑✌✖☛✏★☛ ☞✘✍☞

ϕ(z8t,7) = 1 ✢ ❉☞ ✖✛✖ ✜☛✖ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞
ϕ(∂([τ ])) = 0✚✑✏ ☛★☛✏✫

τ
✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔

6t
✒✔

NLC8t+1,7 ✢ ✣✘✒✖ ✒✖ ☞✏✒★ ✒✍✦✦✫ ☞✏✛☛ ✛✔✦☛✖✖
τ

✘✍✖ ☞✘☛
✤✏✑✤ ☛✏☞✫ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛

2t − 1
✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✒✖✑✎✑✏✤✘✒✜ ☞✑

P4
✒✔
τ ✢ ✡☛☞

H ✌☛ ☞✘☛
✩✏✍✤✘ ✑✔ ☞✘☛ ✏☛✎ ✍✒✔✒✔✩ ✕★☛ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✢ ✸☛ ✔☛☛✓ ✑✔✦✫ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞

H
✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍✔ ☛★☛✔

✔✛✎✌☛✏ ✑✚ ✖✛✌✩✏✍✤✘✖ ✒✖✑✎✑✏✤✘✒✜ ☞✑
P4

✤✦✛✖ ✍✔ ✒✖✑✦✍☞☛✓ ★☛✏☞☛✧ ✢ ✣✘☛✏☛ ✍✏☛ ✚✑✛✏
✤✑✖✖✒✌✒✦✒☞✒☛✖ ✚✑✏

H
❋



❊✒❊ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟� ✡ � ✑✌☎☞✍✍✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌

� H
✜✑✔✖✒✖☞✖ ✑✚ ✍ ✖❍✛✍✏☛ ✩✏✍✤✘ ✍✔✓ ✍✔ ✒✖✑✦✍☞☛✓ ★☛✏☞☛✧ ✢

� H
✒✖ ✒✖✑✎✑✏✤✘✒✜ ☞✑ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘

([5], {12, 13, 23, 34}) ✢
� H

✒✖ ✍ ✤✍☞✘ ✑✚ ★☛✏☞☛✧ ✦☛✔✩☞✘ ✕★☛ ✢
� H

✒✖ ✒✖✑✎✑✏✤✘✒✜ ☞✑ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘
([5], {12, 23, 34, 35}) ✢

❉✔ ☛✍✜✘ ✜✍✖☛ ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ✍✔ ☛★☛✔ ✔✛✎✌☛✏ ✑✚ ✖✛✌✩✏✍✤✘✖ ✑✚ ☞✘☛ ✓☛✖✒✏☛✓ ✖✘✍✤☛ ✬ ✗✘✒✜✘
✜✑✔✜✦✛✓☛✖ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✢◆✒✒✒❖ ✣✘✒✖ ✜✍✖☛ ✒✖ ✖✦✒✩✘☞✦✫ ✘✍✏✓☛✏ ☞✘✍✔ ☞✘☛ ✑☞✘☛✏✖ ✬ ✖✒✔✜☛ ✗☛ ✔☛☛✓ ☞✑ ✜✑✔✖✒✓☛✏
✑✏✒☛✔☞✍☞✒✑✔✖ ✢ ✗✑✏ ✍✔ ☛✦☛✎ ☛✔☞

[σ] = [a1a2] ∧ [a2a3] ∧ [a4a5] ∧ [a5a6] ∧ · · · [a6t−2a6t−1] ∧ [a6t−1a6t]
◆✺✕ ✢✒ ❖

✖✛✜✘ ☞✘✍☞ {a1, . . . , a6t+1} = [6t+1]
✬ ✓☛✕✔☛

sgn([σ])
☞✑ ✌ ☛ ☞✘☛ ✖✒✩✔ ✑✚ ☞✘☛ ✤ ☛✏✎✛☞✍☞✒✑✔

a1a2a3a4a5a6 · · · a6t−2a6t−1a6ta6t+1 ✢ ✣✘✒✖ ✒✖ ☛✍✖✒✦✫ ✖☛☛✔ ☞✑ ✌ ☛ ✗☛✦✦✥✓☛✕✔☛✓ ✢ ✗☛✕✔☛
✍ ✘✑✎✑✎✑✏✤✘✒✖✎

ϕ : C̃4t−1(NLC6t+1,5; Z3) → Z3 ✌✫
ϕ([σ]) = sgn([σ])

✒✚
σ

✒✖ ✑✚ ☞✘☛
✚✑✏✎ ◆✺✕ ✢✒ ❖ ✍✔✓

ϕ([σ]) = 0
✑☞✘☛✏✗ ✒✖☛ ✢ ✼✔☛ ☛✍✖✒✦✫ ✜✘☛✜✙✖ ☞✘✍☞

ϕ(z6t,5) = 1 ✢ ✸☛ ✗✍✔☞
☞✑ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞

ϕ(∂([τ ])) = 0
✚✑✏ ☛★☛✏✫ ✚✍✜☛

τ
✑✚

NLC2t+1,5
✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔

4t ✢ ❉☞ ✖✛✖ ✜☛✖
☞✑ ✜✑✔✖✒✓☛✏

τ ✗✒☞✘ ☞✘☛ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛
2t − 1

✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✒✖✑✎✑✏✤✘✒✜ ☞✑
P3 = ([3], {12, 23}) ✒✔

τ ✢ ✡☛☞
H ✌☛ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘ ✑✔ ☞✘☛ ✏☛✎ ✍✒✔✒✔✩ ✚✑✛✏ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✢ ✣✘☛✏☛

✍✏☛ ☞✘✏☛☛ ✤✑✖✖✒✌✒✦✒☞✒☛✖ ✚✑✏
H

❋
� ✣✘☛ ☛✓✩☛ ✖☛☞ ✑✚

H
✒✖ ✑✚ ☞✘☛ ✚✑✏✎ {ab, bc, ca} ✮ ✘☛✔✜☛ ✗☛ ✎ ✍✫ ✗✏✒☞☛

τ = [ab] ∧ [bc] ∧ [ca] ∧ τ ′.

✓✑✗ ✬
∂([ab] ∧ [bc] ∧ [ca]) = [ab] ∧ [bc] + [ca] ∧ [ab] + [bc] ∧ [ca].

✹✒✔✜☛ ☞✘☛ ✜✑✏✏☛✖✤✑✔✓✒✔✩ ✤☛✏✎✛☞✍☞✒✑✔✖ ✍✦✦ ✘✍★☛ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✖✒✩✔ ✬ ✒☞ ✚✑ ✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞
ϕ(∂(τ))

★✍✔✒✖✘☛✖ ✢
� ✣✘☛ ☛✓✩☛ ✖☛☞ ✑✚

H
✒✖ ✑✚ ☞✘☛ ✚✑✏✎ {ab, ac, ad} ✢ ✣✘✒✖ ☞✒✎ ☛ ✬

∂([ab] ∧ [ac] ∧ [ad]) = [ab] ∧ [ac] + [ac] ∧ [ad] + [ad] ∧ [ab].

✹✒✔✜☛ ☞✘☛ ✤☛✏✎✛☞✍☞✒✑✔✖
bacd

✬
cadb

✬ ✍✔✓
dabc

✍✦✦ ✘✍★☛ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✖✒✩✔ ✬ ✗☛ ✍✩✍✒✔
✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞

ϕ(∂(τ))
★✍✔✒✖✘☛✖ ✢

� ✣✘☛ ☛✓✩☛ ✖☛☞ ✑✚
H

✒✖ ✑✚ ☞✘☛ ✚✑✏✎ {ab, bc, cd} ✢ ✸☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞

∂([ab] ∧ [bc] ∧ [cd]) = [ab] ∧ [bc] + [bc] ∧ [cd] + [cd] ∧ [ab].

✹✒✔✜☛ ☞✘☛ ✤☛✏✎✛☞✍☞✒✑✔✖
abcd

✍✔✓
bcda

✘✍★☛ ✑✤✤✑✖✒☞☛ ✖✒✩✔ ✍✔✓ ✖✒✔✜☛ ☞✘☛ ✦✍✖☞
☞☛✏✎ ✒✖ ✔✑☞ ✑✚ ☞✘☛ ✓☛✖✒✏☛✓ ✚✑✏✎ ✬ ✒☞ ✚✑ ✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞

ϕ(∂(τ)) = 0 ✢ �



✟� ✡� ✡ ✁✞✄☎✂✌ �✑ ✆✂ ✍☞ ✝✄✞✁ ✝ ☎☞✆☎ ☞✍✝✍ ✆✌ ❊✒✻

✫✬✭✮✯✭✰ ✱✘ ✳✱✙ ❖❂❏
t ≥ 2

P
H̃2t−1(NLC4t+1,3; Z) ∼= Zet

2

❈ ❂❏ ✾❂❇ ✿
et ≥ 1 ❊ ❙ ❂❏✿❃

❂■✿❏P ❈ ❂❏ ❆❏ ❏
t ≥ 1

P
H̃2t+1(NLC4t+3,3; Z)

❄✾ ❄❅✁ ❅❄●✿ ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✗✑✏ t = 2

✬ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✌✫ ☞✘☛ ✜✑✎✤✛☞✍☞✒✑✔ ✒✔ ✣✍✌✦☛ ✺✕ ✢❊ ✢ ✣✑ ✤✏✑★☛ ☞✘☛
✩☛✔☛✏✍✦ ✜✍✖☛ ✬ ✗☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✗✑ ☛✧✍✜☞ ✖☛❍✛☛✔✜☛✖ ✢

✗✑✏ n ≥ 5
✬ ✦☛☞

NLC2
n,3 ✌☛ ☞✘☛ ✖✛✌ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚

NLCn,3
✜✑✔✖✒✖☞✒✔✩ ✑✚ ✍✦✦ ✩✏✍✤✘✖ ✖✛✜✘

☞✘✍☞ ☞✘☛ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧
1

✘✍✖ ✖✒✖☛ ✍☞ ✎✑✖☞ ☞✗✑ ✢ ✼✔☛ ☛✍✖✒✦✫ ✜✘☛✜✙✖
☞✘✍☞

NLCn,3/NLC2
n,3

∼=
∨

U

CU ∗ NLC[n]\U,3,

✗✘☛✏☛ ☞✘☛ ✗☛✓✩☛ ✒✖ ✑★☛✏ ✍✦✦
U

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
1 ∈ U

✍✔✓ |U | = 3 ✮ NLC[n]\U,3
✒✖ ✓☛✕✔☛✓ ✒✔

☞✘☛ ✑✌★✒✑✛✖ ✎ ✍✔✔☛✏ ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬ ✖✒✔✜☛
CU

✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✔✑✔☛✎✤☞✫
✗☛✓✩☛ ✑✚ ✖✤✘☛✏☛✖ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔ ✑✔☛ ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

H̃i(NLCn,3/NLC2
n,3; Z) ∼=

⊕

H̃i−2(NLCn−3,3; Z);

✍✤✤✦✫ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✒ ✢❊✻ ✢ ✣✘✒✖ ✫✒☛✦✓✖ ✑✛✏ ✕✏✖☞ ☛✧✍✜☞ ✖☛❍✛☛✔✜☛ ❋

H̃i(NLC2
n,3) −→ H̃i(NLCn,3) −→

⊕

H̃i−2(NLCn−3,3) −→ H̃i−1(NLC2
n,3).

✓☛✧☞ ✬ ✦☛☞
NLC

2,4
n,3 ✌☛ ☞✘☛ ✖✛✌✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚

NLC2
n,3

✜✑✔✖✒✖☞✒✔✩ ✑✚ ✍✦✦ ✩✏✍✤✘✖ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
☞✘☛ ✛✔✒✑✔ ✑✚ ☞✘☛ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✜✑✔☞✍✒✔ ✒✔✩ ☞✘☛ ★☛✏☞✒✜☛✖

1
✍✔✓

2
✘✍✖ ★☛✏☞☛✧ ✖✒✖☛ ✍☞ ✎✑✖☞

✚✑✛✏ ✢ ✼✔☛ ☛✍✖✒✦✫ ✜✘☛✜✙✖ ☞✘✍☞

NLC2
n,3/NLC

2,4
n,3

∼=
∨

U1,U2

CU1
∗ CU2

∗ NLC[n]\(U1∪U2),3,

✗✘☛✏☛ ☞✘☛ ✗☛✓✩☛ ✒✖ ✑★☛✏ ✍✦✦ ✓✒✖✶ ✑ ✒✔☞
U1

✍✔✓
U2

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
i ∈ Ui

✬ |U1| = 2
✬ ✍✔✓

|U2| = 3 ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

H̃i(NLC2
n,3/NLC

2,4
n,3; Z) ∼=

⊕

H̃i−3(NLCn−5,3; Z).

✗ ✒✔✍✦✦✫✬ ✦☛☞
NLC

2,3
n,3 ✌☛ ☞✘☛ ✖✛✌✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚

NLC
2,4
n,3

✜✑✔✖✒✖☞✒✔✩ ✑✚ ✍✦✦ ✩✏✍✤✘✖ ✖✛✜✘
☞✘✍☞ ☞✘☛ ✛✔✒✑✔ ✑✚ ☞✘☛ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✜✑✔☞✍✒✔ ✒✔✩ ☞✘☛ ★☛✏☞✒✜☛✖

1
✍✔✓

2
✘✍✖ ★☛✏☞☛✧ ✖✒✖☛ ✍☞

✎✑✖☞ ☞✘✏☛☛ ✢ ✣✘✒✖ ✎ ☛✍✔✖ ☞✘✍☞
NLC

2,3
n,3

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✗ ✒☞✘ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞
12 ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛ ✦✍✏ ✬

NLC
2,4
n,3 ≃ NLC

2,4
n,3/NLC

2,3
n,3 ✢ ✼✔☛ ☛✍✖✒✦✫ ✜✘☛✜✙✖ ☞✘✍☞

NLC
2,4
n,3/NLC

2,3
n,3

∼=
∨

U1,U2

CU1
∗ CU2

∗ NLC[n]\(U1∪U2),3,

✗✘☛✏☛ ☞✘☛ ✗☛✓✩☛ ✒✖ ✑★☛✏ ✍✦✦ ✓✒✖✶ ✑✒✔☞
U1

✍✔✓
U2

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
i ∈ Ui

✬ |U1| + |U2| = 4
✬

✍✔✓ |U1| ≤ 2 ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

H̃i(NLC
2,4
n,3; Z) ∼= H̃i(NLC

2,4
n,3/NLC

2,3
n,3; Z) ∼=

⊕

H̃i−2(NLCn−4,3; Z).



❊✒✒ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟� ✡ � ✑✌☎☞✍✍✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌

✸☛ ✑✌☞✍✒✔ ✑✛✏ ✖☛✜✑✔✓ ☛✧✍✜☞ ✖☛❍✛☛✔✜☛ ❋
⊕

H̃i−2(NLCn−4,3) −→ H̃i(NLC2
n,3) −→

⊕

H̃i−3(NLCn−5,3)

−→
⊕

H̃i−3(NLCn−4,3).

✗ ✒✏✖☞ ✬ ✜✑✔✖✒✓☛✏
n = 4t + 1

✚✑✏
t ≥ 3 ✢ ✸☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

α4t−4,3 = α4t−3,3 = 2t− 3 ✢
❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬ ☞✘☛ ☞✍✒✦ ☛✔✓ ✑✚ ✑✛✏ ✖☛✜✑✔✓ ☛✧✍✜☞ ✖☛❍✛☛✔✜☛ ✌☛✜✑✎☛✖

⊕

H̃2t−3(NLC4t−3,3) −→ H̃2t−1(NLC2
4t+1,3) −→ 0.

✪✑✏☛✑★☛✏ ✬
α4t−2,3 = 2t − 2 ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛ ✦✍✏ ✬ ☞✘☛ ☞✍✒✦ ☛✔✓ ✑✚ ✑✛✏ ✕✏✖☞ ☛✧✍✜☞ ✖☛❍✛☛✔✜☛

✌☛✜✑✎☛✖
H̃2t−1(NLC2

4t+1,3) −→ H̃2t−1(NLC4t+1,3) −→ 0.

✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔
t
✬
H̃2t−3(NLC4t+1,3)

✒✖ ✍✔ ☛✦☛✎ ☛✔☞✍✏✫
2
✥✩✏✑✛✤ ✢ ✔✑✎✌✒✔✒✔✩ ☞✘☛

✍✌✑★☛ ☞✗✑ ☞✍✒✦ ☛✔✓✖ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✒✖ ☞✏✛☛ ✚✑✏
H̃2t−1(NLC2

4t+1,3)
✍✔✓

H̃2t−1(NLC4t+1,3) ✢ ✣✘☛ ✩✏✑✛✤
H̃2t−1(NLC4t+1,3) ✌☛✒✔✩ ✔✑✔✖☛✏✑ ✒✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✑✚

✣✘☛✑✏☛✎ ✺✕ ✢✺✻ ✢
✓☛✧☞ ✬ ✜✑✔✖✒✓☛✏

n = 4t + 3
✚✑✏

t ≥ 1 ✢ ✸☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
α4t−2,3 = 2t − 2

✍✔✓
α4t−1,3 = 2t− 1 ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬ ☞✘☛ ☞✍✒✦ ☛✔✓ ✑✚ ✑✛✏ ✖☛✜✑✔✓ ☛✧✍✜☞ ✖☛❍✛☛✔✜☛ ✌☛✜✑✎ ☛✖

H̃2t+1(NLC2
4t+3,3) −→

⊕

H̃2t−2(NLC4t−2,3) −→ 0.

✪✑✖☞ ✒✎✤✑✏☞✍✔☞✦✫✬
H̃2t(NLC2

4t+3,3) = 0 ✢ ✹✒✔✜☛
α4t,3 = 2t − 1

✬ ☞✘☛ ☞✍✒✦ ☛✔✓ ✑✚ ✑✛✏
✕✏✖☞ ☛✧✍✜☞ ✖☛❍✛☛✔✜☛ ✌☛✜✑✎ ☛✖

H̃2t+1(NLC4t+3,3) −→
⊕

H̃2t−1(NLC4t,3) −→ 0.

✹✒✔✜☛
H̃2t−1(NLC4t,3)

✒✖ ✒✔✕✔✒☞☛ ✌✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✕ ✢✺❊ ✬
H̃2t+1(NLC4t+3,3)

✒✖ ✍✦✖✑ ✒✔✕✔✒☞☛ ✬
✗✘✒✜✘ ✜✑✔✜✦✛✓☛✖ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✢ �

✛ ✿❇❆❏❉ ❊ ✣✘☛ ✤✍✒✏ ✑✚ ✖☛❍✛☛✔✜☛✖ ✒✔ ☞✘☛ ✍✌✑★☛ ✤✏✑✑✚ ✒✖ ✖✒✎ ✒✦✍✏ ✬ ✌✛☞ ✔✑☞ ☛✧✍✜☞✦✫ ☞✘☛
✖✍✎ ☛ ✬ ✍✖ ✍ ✜☛✏☞✍✒✔ ✤✍✒✏ ✑✚ ✖☛❍✛☛✔✜☛✖ ✜✑✔✖✒✓☛✏☛✓ ✌✫ ✹✛✔✓✍✏✍✎ ✱✺❊❊✵ ✢ ✹✤ ☛✜✒✕ ✜✍✦✦✫✬
✗✘✒✦☛ ✗☛ ✏☛✦✍☞☛

NLC2
n,3

☞✑
NLCn−4,3

✍✔✓
NLCn−5,3

✒✔ ✑✛✏ ✖☛✜✑✔✓ ✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ✹✛✔✥
✓✍✏✍✎ ✏☛✦✍☞☛✖

NLC2
n,3

☞✑
NLCn−1,3

✍✔✓
NLCn−2,3

◆✑✏ ✏✍☞✘☛✏ ☞✘☛✒✏ ✤✍✏☞✒☞✒✑✔ ✦✍☞☞✒✜☛
✜✑✛✔☞☛✏✤✍✏☞✖❖ ✢ ✼✔☛ ☛✍✖✒✦✫ ✩☛✔☛✏✍✦✒✖☛✖ ✑✛✏ ✜✑✔✖☞✏✛✜☞✒✑✔ ✑✚ ☛✧✍✜☞ ✖☛❍✛☛✔✜☛✖ ☞✑ ✍✔✫

k ✮✜✑✎✤✍✏☛ ☞✑ ✹✛✔✓✍✏✍✎ ✍✖ ✩☛✔☛✏✍✦ ✜✑✔✖☞✏✛✜☞✒✑✔ ✱✺❊❊✵ ✢
▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ✱✘ ✳✱✗ ❖❂❏

n ≥ 4
P ●■ ✿ ✾■ ❄❈ ●✿❁ ❆❂❅❅✿❆●❄■ ❄●● ❁✿❑ ❏✿✿ ❆❅❁ ●■ ✿ ❁✿✽ ●■ ❂❈

NLCn,3❆❏✿ ✿❍❀❆❏ ●❂ ⌈αn,3⌉ ❊ ❙ ❂❏✿❂■✿❏P ●■ ✿ ❅❂●●❂❇ ❅❂❅■❆❅❄✾■ ❄❅❑ ■ ❂❇ ❂ ❏❂❑● ❑ ❏❂❀✽ ❄✾ ✁ ❅❄●✿
❄❈ ❆❅❁ ❂❅ ❏● ❄❈

n mod 4 = 1
❆❅❁

n ≥ 9 ❊ ❈❅ ●■ ❄✾ ❆❆✾✿P ●■ ✿ ❑ ❏❂❀✽ ❄✾ ❆❅ ✿❏✿❇ ✿❅●❆❏●
2

❃❑ ❏❂❀✽ ❊ �

✸☛ ✘✍★☛ ✜✑✦✦☛✜☞☛✓ ✖✑✎ ☛ ☛★✒✓☛✔✜☛ ✚✑✏ ☞✘☛ ✚✑ ✦✦✑✗ ✒✔✩ ✜✑✔✶ ☛✜☞✛✏☛ ❋



✟� ✡✠ ✡ ✁✞✄☎✂✌ �✑ ✆✂ ✌☞✆ ✝ ✌✆ ✄✝✝ ☎☞✆☎ ☞✍✝✍ ✆✌ ❊✒◗

▲✮✸� ✭✟✖✁✯✭ ✱✘ ✳✱✿ ❖❂❏
n ≥ k+ 1 ≥ 2

P ●■ ✿ ✾■ ❄❈ ●✿❁ ❆❂❅❅✿❆●❄■ ❄●● ❁✿❑ ❏✿✿ ❂❈
NLCn,k

❄✾
✿❍❀❆❏ ●❂ ⌈αn,k⌉ ❊
✰✫ ✔✑✏✑✦✦✍✏✒☛✖ ✺✺✢✺✻ ✍✔✓ ✺✕ ✢✺◗ ✬ ☞✘☛ ✜✑✔✶ ☛✜☞✛✏☛ ✒✖ ☞✏✛☛ ✚✑✏

k ∈ {2, 3} ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ✌✫
☞✘☛ ✏☛✖✛✦☞✖ ✑✚ ☞✘ ✒✖ ✖☛✜☞✒✑✔ ✬ ☞✘☛ ✜✑✔✶ ☛✜☞✛✏☛ ✘✑✦✓✖ ✚✑✏

n ∈ [k+ 2, 2k+ 2]∪ {3k+ 2} ✚✑✏
✍✦✦

k
✍✔✓ ✍✦✖✑ ✚✑✏

n = t(k+1)
2 ✗✘☛✔☛★☛✏

t ≥ 2
✍✔✓

k
✒✖ ✑✓✓ ✢

✘✁ ✚✙ � ✂✂✤✄✪ ☎ ✥✁✄ ✪✦✧✣ ✪✧ ✂ ★★ ✥✦✧✤✦✜✣✜✁✪
✡☛☞

µ = (µ1, . . . , µm) ✌☛ ✍ ✗☛✍✙✦✫ ✒✔✜✏☛✍✖✒✔✩ ✖☛❍✛☛✔✜☛ ✑✚ ✤✑✖✒☞✒★☛ ✒✔☞☛✩☛✏✖ ✢ ✗☛✕✔☛
SSCµn

✍✖ ☞✘☛ ✖✒✎✤✦✒✜✒✍✦ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖
G

✑✔
n

★☛✏☞✒✜☛✖ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
G

✘✍✖ ✍☞
✦☛✍✖☞

m
✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✍✔✓ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☞✘☛

ith
✖✎ ✍✦✦☛✖☞ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞

◆✗ ✒☞✘ ✏☛✖✤ ☛✜☞ ☞✑ ★☛✏☞☛✧ ✖✒✖☛❖ ✘✍✖ ✍☞ ✎✑✖☞
µi

★☛✏☞✒✜☛✖ ✚✑✏
i ∈ [1,m] ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞

SSCk
s

n = SSCk,...,kn

✜✑✒✔✜✒✓☛✖ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
SSCk,sn

✒✔☞✏✑✓✛✜☛✓ ✒✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✳ ✢✺✢ ❉✔☞✘✒✖ ✖☛✜☞✒✑✔ ✬ ✗☛ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞
SSCµn

✒✔✘☛✏✒☞✖ ✎ ✍✔✫ ✑✚ ☞✘☛ ✔✒✜☛ ✤✏✑✤ ☛✏☞✒☛✖ ✑✚
NCn ✢

✣✑ ✚✍✜✒✦✒☞✍☞☛ ✍✔✍✦✫✖✒✖ ✬ ✗☛ ✩☛✔☛✏✍✦✒✖☛ ☞✘☛ ✓☛✕✔✒☞✒✑✔ ✑✚
SSCµn

✚✛✏☞✘☛✏ ✬ ✒✔☞✏✑✓✛✜✒✔✩
✗☛✒✩✘☞✖ ✑✔ ☞✘☛ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✢ ✗✑✏ ✗☛✍✙✦✫ ✒✔✜✏☛✍✖✒✔✩ ✖☛❍✛☛✔✜☛✖

λ = (λ1, . . . , λl)
✍✔✓

µ = (µ1, . . . , µm)
✬ ✖✍✫ ☞✘✍☞

λ ≤ µ
✒✚
l ≥ m

✍✔✓
λi ≤ µi

✚✑✏
1 ≤ i ≤ m ✢ ✡☛☞

ω = (ω1, . . . , ωn) ✌☛ ✍ ✖☛❍✛☛✔✜☛ ✑✚ ✤✑✖✒☞✒★☛ ✒✔☞☛✩☛✏✖ ✮ ✚✑✏
S ⊆ [n]

✬ ✦☛☞

ωS =
∑

s∈S
ωs.

✗✑✏ ✍ ✩✏✍✤✘
G

✑✔ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞
[n]

✜✑✔✖✒✖☞✒✔✩ ✑✚
k

✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✬ ✦☛☞ ☞✘☛
✜✑✏✏☛✖✤✑✔✓✒✔✩ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞✖

V1, . . . , Vk ✌☛ ✑✏✓☛✏☛✓ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
ωV1 ≤ . . . ≤ ωVk

✢ ✗ ☛✕✔☛

ω(G) = (ωV1 , . . . , ωVk
).

✡☛☞
µ = (µ1, . . . , µm) ✌☛ ✍ ◆✔✑☞ ✔☛✜☛✖✖✍✏✒✦✫ ✔✑✔☛✎✤☞✫❖ ✗☛✍✙✦✫ ✒✔✜✏☛✍✖✒✔✩ ✖☛❍✛☛✔✜☛

✑✚ ✤✑✖✒☞✒★☛ ✒✔☞☛✩☛✏✖ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ∑
i µi <

∑

j ωj ✮ ✗☛ ✖✍✫ ☞✘✍☞
(µ, ω)

✒✖ ✍ ✽ ✿❏❇ ❄●●✿❁ ✽ ❆❄❏
✑✔

n
★☛✏☞✒✜☛✖ ✒✚ ☞✘✒✖ ✜✑✔✓✒☞✒✑✔ ✒✖ ✖✍☞✒✖✕☛✓ ✢ ✡☛☞

SSCµω ✌☛ ☞✘☛ ✖✒✎✤✦✒✜✒✍✦ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚
✩✏✍✤✘✖

G
✑✔ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞

[n]
✖✍☞✒✖✚✫ ✒✔✩

ω(G) ≤ µ ✢ ✡☛☞
L(µ) ✌☛ ☞✘☛ ✦☛✔✩☞✘ ✑✚ ☞✘☛

✖☛❍✛☛✔✜☛
µ ✮ L(µ1, . . . , µm) = m ✢

✫✬✭✮✯✭✰ ✱✘ ✳✱❁ ❄✿●
Σ ❅✿ ❆❅ ▲❇❈ ❆❂❇✽ ❏✿✚ ❂■✿❏ ●■ ✿ ❑ ❏❆✽ ■ ❄❆ ❇❆●❏❂❄❁ ❂❅

Kn
☎✾✿✿

▲✿❆●❄❂❅ ✄✝ ❊✝✞ ❆❅❁ ❏✿●
(µ, ω) ❅✿ ❆ ✽ ✿❏❇ ❄●●✿❁ ✽ ❆❄❏ ❂❅

n
■✿❏●❄❆✿✾ ❊ �❏❄●✿

Λ = Σ∩SSCµω ❊❄✿●
H ⊆ G ❅✿ ❑ ❏❆✽ ■✾ ✾❀❆■ ●■ ❆● ✿■✿❏● ●❑ ❂ ❆❂❅❅✿❆●✿❁ ❆❂❇✽ ❂❅✿❅●✾ ❄❅

H
❆❏✿ ✄ ❂❄❅✿❁

❅● ❆● ❏✿❆✾● ❂❅ ✿ ✿❁❑ ✿ ❈ ❏❂❇
G \ H ❊ ❋■ ✿❅

lkΛ(G)(H)
❄✾
V D+(c(H) − 2 − L(µ)) ❊ ❈❅

✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P
Λ

❄✾
V D+(n− 2 − L(µ)) ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✸☛ ✛✖☛ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔
G \H ✢ ✸✏✒☞☛

d(H) = c(H)− 2−L(µ) ✢ ❉✚ H = G
✬ ☞✘☛✔

lkΛ(G)(H)
✒✖ ★✑✒✓ ✒✚

µ 6= ∅ ✍✔✓ ☛❍✛✍✦ ☞✑ ☞✘☛
(−1)

✥✖✒✎✤✦☛✧ ✒✚
µ = ∅ ✢✹✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞

G \ H ✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍✔ ☛✓✩☛
e

☞✘✍☞ ✶ ✑✒✔✖ ☞✗✑ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✚✏✑✎ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛
✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✒✔

H ✢ ✣✘☛✔
e

✒✖ ☛✒☞✘☛✏ ✔✑☞ ✤✏☛✖☛✔☞ ✍☞ ✍✦✦ ✑✏ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞
✒✔

lkΛ(G)(H) ✢ ✓ ✍✎ ☛✦✫✬ ☞✘✒✖ ✘✑✦✓✖ ✚✑✏
lkΣ(G)(H)

✖✒✔✜☛
Σ

✒✖ ✹✯❉ ✬ ✍✔✓
e

✒✖ ✑✌★✒✑✛✖✦✫



❊✒✴ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟� ✡ � ✑✌☎☞✍✍✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌

✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔
lkSSC

µ
ω(G)(H) ✢ ❉☞ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞

lkΛ(G)(H)
✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✑★☛✏ ✑✏ ☛❍✛✍✦

☞✑
lkΛ(G−e)(H) ✮ ✌✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✬

lkΛ(G−e)(H)
✒✖
V D+(d(H))

✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛
✖✍✎ ☛ ✒✖ ☞✏✛☛ ✚✑✏

lkΛ(G)(H) ✢
✓☛✧☞ ✬ ✖✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞ ✍✦✦ ☛✓✩☛✖ ✒✔

G \ H ✶ ✑ ✒✔ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✚✏✑✎ ✓✒�☛✏☛✔☞ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓
✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✒✔

H ✢ ✹✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ☛✓✩☛✖
e, e′

✶ ✑✒✔✒✔✩ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✤✍✒✏ ✑✚ ✜✑✎ ✥
✤✑✔☛✔☞✖ ✢ ✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✬

lkΛ(G)(H+e)
✒✖
V D+(c(H+e)−2−L(µ)) = V D+(d(H)−

1)
✍✔✓

lkΛ(G−e)(H)
✒✖
V D+(d(H)) ✢ ✰✫ ✓☛✕✔✒☞✒✑✔ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞

lkΛ(G)(H)
✒✖

V D+(d(H)) ✢
✣✘☛ ✏☛✎ ✍✒✔✒✔✩ ✜✍✖☛ ✒✖ ☞✘✍☞ ☛★☛✏✫ ☞✗✑ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✒✔

H
✍✏☛ ✶ ✑✒✔☛✓ ✌✫

☛✧✍✜☞✦✫ ✑✔☛ ☛✓✩☛ ✒✔
G ✢ ✡☛☞

V1, . . . , Vk ✌☛ ☞✘☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✑✏✓☛✏☛✓ ✖✛✜✘
☞✘✍☞

ωV1 ≤ ωVj

✚✑✏
j ∈ [2, k] ✢ ❉✚ ωV1 > µ1

✬ ☞✘☛✔
lkΛ(G)(H)

✒✖ ★✑✒✓ ✢ ✣✘✛✖ ✍✖✖✛✎ ☛
☞✘✍☞

ωV1 ≤ µ1 ✢ ✗✑✏
j ∈ [2, k]

✬ ✦☛☞
ej ✌☛ ☞✘☛ ☛✓✩☛ ✶ ✑✒✔✒✔✩

V1
✍✔✓

Vj ✢ ✸✏✒☞☛
E1 = {ei :

i ∈ [2, k]} ✍✔✓
Γ = lkΛ(G)(H) ✢ ✔✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✦✒✚☞☛✓ ✜✑✎✤✦☛✧

ΓY = Γ(Y,E1 \ Y )
✚✑✏

☛✍✜✘
Y ⊆ E1 ✢ ✸☛ ✔☛☛✓ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞ ☛✍✜✘

ΓY
✒✖
V D+(d(H)) ✢

✗ ✒✏✖☞ ✬ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✜✍✖☛
Y 6= ∅ ✢ ✣✘☛✔

ΓY = {Y } ∗ lkΛ(G−(E1\Y ))(H + Y )
✬ ✗✘✒✜✘

✌✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✒✖
V D+(r)

✬ ✗✘☛✏☛

r = |Y | + c(H + Y ) − 2 − L(µ) = c(H) − 2 − L(µ) = d(H);
✘☛✏☛ ✗☛ ✛✖☛ ☞✘☛ ✚✍✜☞ ☞✘✍☞

c(H + Y ) = c(H) − |Y | ✢
✓☛✧☞ ✬ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✜✍✖☛

Y = ∅ ✢ ✗✑✏ ✖✒✎✤✦✒✜✒☞✫✬ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞
V1 = [n′ + 1, n]

✚✑✏
✖✑✎ ☛

n′ ≥ 1 ✢ ✸☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
Γ∅ = lkΛ(G−E1)(H) ✢ ❉✔ G−E1

✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✗✑ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓
✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✬ ✑✔☛ ✗ ✒☞✘ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞

[n′]
✍✔✓ ☞✘☛ ✑☞✘☛✏ ✗ ✒☞✘ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞

V1 = [n′ + 1, n] ✢
▼ ✖☛☞

Z
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

H ⊆ H + Z ⊆ G − E1 ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑
lkΛ(G−E1)(H)

✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫
✒✚
H([n′]) + Z ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑

Λ′ := Σ(Kn′) ∩ SSC
µ′

ω′

✬ ✗✘☛✏☛
µ′ = (µ2, . . . , µm)

✍✔✓
ω′ = (ω1, . . . , ωn′) ✮ m = L(µ) ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞

(µ′, ω′)
✒✖ ✍ ✤ ☛✏✎ ✒☞☞☛✓ ✤✍✒✏ ✑✔

n′ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✢
✓✍✎☛✦✫✬

ω[n′] = ω[n] − ωV1 >

m
∑

i=1

µi − µ1 =

m
∑

i=2

µi.

✓✑✗ ✬ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✑✚ ✹✯❉ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✏☛✎ ✍✒✔ ✹✯ ❉ ✑★☛✏ ☞✘☛ ✜✑✏✏☛✖✤✑✔✓✒✔✩
✒✔✓✛✜☛✓ ✎✍☞✏✑✒✓ ✮ ✒✔ ✤✍✏☞✒✜✛ ✦✍✏ ✬

Σ(Kn′)
✒✖ ✹✯ ❉ ✢ ✪✑✏☛✑★☛✏ ✬

lkΛ(G−E1)(H)
✜✑✒✔✜✒✓☛✖

✗ ✒☞✘
lkΛ′(G′)(H

′)
✬ ✗✘☛✏☛

G′ = G([n′])
✍✔✓

H ′ = H([n′]) ✢ G′ ✍✔✓
H ′ ✖✍☞✒✖✚✫ ☞✘☛

✜✑✔✓✒☞✒✑✔✖ ✒✔ ☞✘☛ ☞✘☛✑✏☛✎ ✮ ✗☛ ✘✍★☛ ☛✧✍✜☞✦✫ ✑✔☛ ☛✓✩☛ ✒✔
G′ \ H ′ ✌☛☞✗☛☛✔ ✍✔✫ ☞✗✑

✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖
Vi

✍✔✓
Vj

✒✔
H ′ ✢ ✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✬

lkΛ′(G′)(H
′)

✒✖ ✘☛✔✜☛
V D+(r)

✬
✗✘☛✏☛

r = c(H ′) − 2 − L(µ′) = c(H) − 1 − 2 − L(µ) + 1 = d(H).

✣✘✒✖ ✜✑✔✜✦✛✓☛✖ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✢ �

✰✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✻ ✢❊✒ ✬ ☞✘☛ ✚✛✦✦ ✖✒✎✤✦☛✧ ✬ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
Fn

✑✚ ✚✑✏☛✖☞✖ ✬ ✍✔✓ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
Bn

✑✚ ✌✒✤✍✏☞✒☞☛ ✩✏✍✤✘✖ ✑✔
n

★☛✏☞✒✜☛✖ ✍✏☛ ✍✦✦ ✹✯❉ ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘☛
✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ✜✑✏✑✦✦✍✏✫✢
▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ✱✘ ✳✱✘ ❄✿●

(µ, ω) ❅✿ ❆ ✽ ✿❏❇ ❄●●✿❁ ✽ ❆❄❏ ❂❅
n

■✿❏●❄❆✿✾ ❊ ❋■ ✿❅ ●■ ✿ ❆❂❇✽ ❏✿✚ ✿✾
SSCµω

P
Fn ∩ SSCµω

P ❆❅❁
Bn ∩ SSCµω

❆❏✿
V D+(n− 2 − L(µ)) ❊ �



✟� ✡✠ ✡ ✁✞✄☎✂✌ �✑ ✆✂ ✌☞✆ ✝ ✌✆ ✄✝✝ ☎☞✆☎ ☞✍✝✍ ✆✌ ❊✒✳

✛ ✿❇❆❏❉ ❊ ✣✘✒✖ ✫✒☛✦✓✖ ✍ ✔☛✗ ✤✏✑✑✚ ☞✘✍☞
Fn ∩ NCn

✍✔✓
Bn ∩ NCn

✍✏☛
VD+(n − 3) ✮✖☛☛ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✺✻ ✢❊ ✍✔✓ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✒ ✢✴ ✢

✡☛☞ ✛✖ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✖✤ ☛✜✒✍✦ ✜✍✖☛
SSCk,sn ✮ ✏☛✜✍✦✦ ☞✘✍☞ ☞✘✒✖ ✒✖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖ ✑✔

n
★☛✏☞✒✜☛✖ ✗ ✒☞✘ ✍☞ ✦☛✍✖☞

s
✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✑✚ ★☛✏☞☛✧ ✖✒✖☛ ✍☞ ✎✑✖☞

k ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✘ ✳✱✾ ❄✿●

k, s ≥ 1 ❊ ❖❂❏ ✿❆❆■
n > ks

P ❑ ✿ ■ ❆■✿ ●■ ❆●
SSCk,sn

❄✾
V D+(n−

2−s) ❊ ❙ ❂❏✿❂■✿❏P ❑ ❏❄●✿
Fk(x) =

∑k
r=1(−1)r x

r

r ❊ ❋■ ✿❅
Hk,s(x) =

∑

n≥1 χ̃(SSCk,sn )x
n

n!✾❆●❄✾✁ ✿✾

Hk,s(x) = (1 + x)

(

eFk(x) ·
s−1
∑

r=0

(−Fk(x))r
r!

− 1

)

.

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✣✘☛ ✕✏✖☞ ✜✦✍✒✎ ✒✖ ✍✔ ✒✎✎☛✓✒✍☞☛ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✕ ✢✺✳ ✢ ✗✑✏ ☞✘☛
✖☛✜✑✔✓ ✜✦✍✒✎ ✬ ✏☛✜✍✦✦ ☞✘✍☞

Cn
✒✖ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✍✦✦ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✑✔

n
★☛✏☞✒✜☛✖ ✮

✗☛ ✙✔✑✗ ✌✫ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✺✕ ✢✺ ☞✘✍☞
χ̃(Cn) = (−1)n(n − 1)! ✢ ✡☛☞

Σkn ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫
✑✚ ✩✏✍✤✘✖ ✒✔ ✗✘✒✜✘ ☛✍✜✘ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✘✍✖ ✖✒✖☛ ✍☞ ✦☛✍✖☞

k + 1 ✮ ✓☛✕✔☛
Σk0 = {∅} ✢ ✰✫

✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✴ ✢✺◗ ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

∑

n≥0

χ̃(Σkn) = − exp

(

−
∑

r>k

(−1)r
xr

r

)

= − exp (ln(1 + x) + Fk(x))

= −(1 + x)eFk(x).

✓☛✧☞ ✬ ✦☛☞
Γk,sn ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖ ✗ ✒☞✘ ✍☞ ✦☛✍✖☞

s
✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☛✍✜✘

✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✘✍✖ ✖✒✖☛ ✍☞ ✎✑✖☞
k ✢ ✰✫ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✴ ✢✺✴ ✬

∑

n≥0

χ̃(Γk,sn ) =

s−1
∑

r=0

(−Fk(x))r
r!

− e−Fk(x).

✗✑✏ ✍✔✫ ✩✏✍✤✘
G

✒✔
SSCk,sn

✬ ✦☛☞
G>k ✌☛ ☞✘☛ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌✩✏✍✤✘ ✜✑✔✖✒✖☞✒✔✩ ✑✚ ✍✦✦

✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✑✚ ✖✒✖☛ ✍☞ ✦☛✍✖☞
k+1

✍✔✓ ✦☛☞
G≤k ✌☛ ☞✘☛ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌✩✏✍✤✘ ✜✑✔✖✒✖☞✒✔✩ ✑✚

✍✦✦ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✑✚ ✖✒✖☛ ✍☞ ✎✑✖☞
k ✢ ❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞

G>k
✒✖ ✒✖✑✎✑✏✤✘✒✜ ☞✑ ✖✑✎ ☛ ✩✏✍✤✘

✒✔
Σkr

✚✑✏ ✖✑✎ ☛
r ∈ [0, n] ◆✒✔ ✚✍✜☞ ✬

r ≤ n − s❖ ✍✔✓ ☞✘✍☞
G≤k

✒✖ ✒✖✑✎✑✏✤✘✒✜ ☞✑ ✖✑✎ ☛
✩✏✍✤✘ ✒✔

Γk,sn−r ✢ ❉✔✓☛☛✓ ✬ ☞✘ ✒✖ ✤✏✑✤☛✏☞✫ ✓☛✕✔☛✖
SSCk,sn ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬

−χ̃(SSCk,sn ) =

n
∑

r=0

(

n

r

)

χ̃(Σkr )χ̃(Γk,sn−r).

❉☞ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞

Hk,s(x) = (1 + x)eFk(x) ·
(

s−1
∑

r=0

(−Fk(x))r
r!

− e−Fk(x)

)

,

✗✘✒✜✘ ✜✑✔✜✦✛✓☛✖ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✢ �



❊✒✕ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟� ✡ � ✑✌☎☞✍✍✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌

▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ✱✘ ✳◆☎ ❖❂❏
1 ≤ s ≤ n− 1

P ❑ ✿ ■ ❆■✿ ●■ ❆●

|χ̃(SSC1,s
n )| = n

(

n− 2

s− 1

)

−
(

n− 1

s− 1

)

.

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✰✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✕ ✢✺✲ ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

H1,s(x) = (1 + x)

(

e−x ·
s−1
∑

r=0

xr

r!
− 1

)

.

✗✑✏ n ≥ s+ 1
✬ ☞✘☛ ✜✑☛✖ ✜✒☛✔☞ ✑✚ xn

n!

✒✖

s−1
∑

r=0

(−1)n−r
((

n

r

)

− n

(

n− 1

r

))

= (−1)n+s−1

((

n− 1

s− 1

)

− n

(

n− 2

s− 1

))

,

✗✘✒✜✘ ✜✑✔✜✦✛✓☛✖ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✢ �
▼ ✗☛✍✙☛✏ ★✍✏✒✍✔☞ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✕ ✢✺✳ ✒✖ ☞✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ✏☛✖✛ ✦☞ ❋
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✘ ✳◆ ✱ ❄✿●

Σ ❅✿ ❆ ❇❈ ❆❂❇✽ ❏✿✚ ❂■✿❏ ●■ ✿ ❑ ❏❆✽ ■ ❄❆ ❇❆●❏❂❄❁ ❂❅
Kn

☎✾✿✿ ▲✿❆❃
●❄❂❅ ✄✝ ❊✟✞ ❆❅❁ ❏✿●

(µ, ω) ❅✿ ❆ ✽ ✿❏❇ ❄●●✿❁ ✽ ❆❄❏ ❂❅
n
■✿❏●❄❆✿✾ ❊ �❏❄●✿

Λ = Σ∩SSCµω ❊ ❄✿●
H ⊆ G ❅✿ ❑ ❏❆✽ ■✾ ✾❀❆■ ●■ ❆● ✿■✿❏● ●❑ ❂ ❆❂❅❅✿❆●✿❁ ❆❂❇✽ ❂❅✿❅●✾ ❄❅

H
❆❏✿ ✄ ❂❄❅✿❁ ❅● ❆●

❏✿❆✾● ❂❅ ✿ ✿❁❑ ✿ ❈ ❏❂❇
G \H ❊ ❋■ ✿❅

lkΛ(G)(H)
❄✾
VD(c(H)− 2−L(µ)) ❊ ❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P

Λ
❄✾
V D(n− 2 − L(µ)) ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✣✘☛ ✤✏✑✑✚ ✒✖ ✒✓☛✔☞✒✜✍✦ ☞✑ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✕ ✢✺✳ ✬ ☛✧✜☛✤☞ ✚✑✏ ☞✘☛ ✜✍✖☛ ☞✘✍☞
G\H ✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍✔ ☛✓✩☛

e
☞✘✍☞ ✶ ✑ ✒✔ ✖ ☞✗✑ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✚✏✑✎ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞

✒✔
H ✢ ❉✔ ☞✘✒✖ ✜✍✖☛ ✬

e
✎✍✫ ✌☛ ✤✏☛✖☛✔☞ ✒✔

lkΛ(G)(H) ✗✒☞✘✑✛☞ ✌☛✒✔✩ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✚
Σ

✒✖ ✔✑☞ ✹✯❉ ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬ ✒☞ ✒✖ ✖☞✒✦✦ ☞✏✛☛ ☞✘☛✔ ☞✘✍☞ ✗☛ ✎ ✍✫ ✛✖☛ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ☞✑ ✜✑✔✜✦✛✓☛
☞✘✍☞

lkΛ(G)(H + e)
✒✖
V D(c(H)− 2−L(µ))

✍✔✓ ✘☛✔✜☛
V D(c(H)− 3−L(µ)) ✢ ✹✒✔✜☛

lkΛ(G−e)(H)
✒✖
V D(c(H)−2−L(µ))

✬ ✒☞ ✚✑ ✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞
lkΛ(G)(H)

✒✖
VD(c(H)−2−L(µ))✍✖ ✓☛✖✒✏☛✓ ✢

✗✑✏ ☞✘☛ ✕✔✍✦ ✜✍✖☛ ✒✔ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✕ ✢✺✳ ✬ ✗☛ ✔☛☛✓ ☞✘☛ ✚✍✜☞ ☞✘✍☞ ✒✔✓✛✜☛✓
✖✛✌✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✑✚ ✯❉ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✏☛✎ ✍✒✔ ✯❉ ✑★☛✏ ☞✘☛ ✜✑✏✏☛✖✤✑✔✓✒✔✩ ✒✔✓✛✜☛✓ ✎✍☞✏✑✒✓ ✬
✌✛☞ ☞✘✒✖ ✒✖ ✑✌★✒✑✛✖ ✌✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✻ ✢✴ ✢ �

✘✁ ✚� � ✂✂✤✄✪ ☎ ✥✁✄ ✪✦✧✣ ✥✦✧✤✦✜✣✜✁ ✦ ✄ ✪✥�✣ ✜✦✁ ✢ ✥✁ ✥✪✥☎ ★✣ ☎✁
p

✡☛☞
n

✍✔✓
p ✌☛ ✤✑✖✒☞✒★☛ ✒✔☞☛✩☛✏✖ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

p
✓✒★✒✓☛✖

n ✢ ✌☛✜✍✦✦ ☞✘✍☞
NCn,p

✒✖ ☞✘☛
✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ✖✑✎ ☛ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✘✍✖ ✍ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞ ✑✚ ✖✒✖☛ ✔✑☞ ✓✒★✒✖✒✌ ✦☛
✌✫ p ✢
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p ❊✒✲

▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ✱✘ ✳◆◆ ❖❂❏ ❆❅● ❑ ❏❆✽ ■
G

❂❅
n

■✿❏●❄❆✿✾P
NCn,p(G)

❄✾
V D+(n− c(G)−2)

P
❑■ ✿❏✿

c(G)
❄✾ ●■ ✿ ❅❀❇❅✿❏ ❂❈ ❆❂❅❅✿❆●✿❁ ❆❂❇✽ ❂❅✿❅●✾ ❄❅

G ❊ ❙ ❂❏✿❂■✿❏P ❈ ❂❏
p > 1

P ●■ ✿
✁

❀ ❏✿❏ ❆■ ❆❏❆❆●✿❏❄✾●❄❆ ❂❈
NCn,p

✾❆●❄✾✁ ✿✾

H(x) =
∑

k≥1

χ̃(NCkp,p)
xkp

(kp)!
= (1 − (−x)p)1/p − 1.

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✣✘☛ ✕✏✖☞ ✜✦✍✒✎ ✒✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✻ ✢❊◗ ✍✔✓ ☞✘☛ ✚✍✜☞ ☞✘✍☞
NCn,p✒✖ ✍ ✹✯❉ ∗ ✜✑✎✤✦☛✧ ✮ ✛ ✖☛ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✻ ✢✻❊ ✢ ✗✑✏ ☞✘☛ ✖☛✜✑✔✓ ✜✦✍✒✎ ✬ ✗☛ ✙✔✑✗ ✌✫ ✯✏✑✤✑✥

✖✒☞✒✑✔ ✺✕ ✢✺ ☞✘✍☞
χ̃(Cn) = (−1)n(n− 1)! ✢ ✓ ☛✔✜☛ ✌✫ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✴ ✢✺◗ ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

−H(x) = 1 − exp





∑

k≥1

(−x)kp
kp



 = 1 − exp

(

1

p
ln(1 − (−x)p)

)

= 1 − (1 − (−x)p)1/p,

✗✘✒✜✘ ✜✑✔✜✦✛✓☛✖ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✢ �
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✸☛ ☛✧✍✎ ✒✔☛ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
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n

✑✚ ✔✑☞
2
✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✑✔

n
★☛✏☞✒✜☛✖ ✢ ✼✔☛ ✑✚ ☞✘☛

✎✑✖☞ ✗☛✦✦✥✙✔✑✗✔ ✍✔✓ ✜☛✦☛✌✏✍☞☛✓ ✏☛✖✛✦☞✖ ✒✔ ☞✘☛ ✕☛✦✓ ✑✚ ✩✏✍✤✘ ✜✑✎✤✦☛✧ ☞✑✤✑✦✑✩✫ ✒✖ ☞✘☛
☞✘☛✑✏☛✎ ☞✘✍☞

NC2
n

✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✗☛✓✩☛ ✑✚
(n−2)!

✖✤✘☛✏☛✖ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
2n− 5 ✮ ✰✍✌✖✑✔ ✬ ✰✶ ✷✏✔☛✏ ✬ ✡✒✔✛✖✖✑✔ ✬ ✹✘✍✏☛✖✘✒✍✔ ✬ ✍✔✓ ✸☛✦✙☛✏ ✱❊✵ ✍✔✓ ✬ ✒✔✓☛✤☛✔✓☛✔☞✦✫✬
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n ✢

❉✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✲ ✢❊ ✬ ✗☛ ✤✏✑ ✜☛☛✓ ✗ ✒☞✘ ✍ ✏☛✖✛✦☞ ✌✫ ✹✘✍✏☛✖✘✒✍✔ ✍✌✑✛☞ ✍ ✜✑✔✜✏☛☞☛ ✌✍✖✒✖ ✚✑✏
☞✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✑✚ ☞✘☛ ❍✛✑☞✒☛✔☞ ✜✑✎✤✦☛✧
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n = 2Kn/NC2

n

✑✚
2
✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✢ ❉✔✹☛✜☞✒✑✔ ✺✲ ✢✻ ✬ ✗☛ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞
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n

✒✖ ✖☛✎ ✒✥✔✑✔☛★✍✖✒★☛ ✍✔✓ ✓☛✏✒★☛ ✚✏✑✎ ☞✘✍☞ ✍ ✔☛✗✤✏✑✑✚ ✑✚ ✹✘✍✏☛✖✘ ✒✍✔ ✍✖ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✌✍✖✒✖ ✏☛✖✛✦☞ ✢
✘✁ ✚✘ ✝ ✦✧✦✁✦✤✁ ✁✁✤✣
✰✍✌✖✑✔ ✬ ✰✶ ✷✏✔☛✏ ✬ ✡✒✔✛✖✖✑✔ ✬ ✹✘✍✏☛✖✘✒✍✔ ✬ ✍✔✓ ✸☛✦✙☛✏ ✱❊✵ ✍✔✓ ✬ ✒✔✓☛✤☛✔✓☛✔☞✦✫✬ ✣✛✏✜✘✒✔
✱✺❊✒✵ ✤✏✑★☛✓ ☞✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ✍✌✑✛☞

NC2
n

❋
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✾ ✳✱

NC2
n

❄✾ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈
(n − 2)!

✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈ ❁❄❃
❇ ✿❅✾❄❂❅

2n− 5 ❊ �

✰✍✌✖✑✔ ☛☞ ✍✦ ✢ ✱❊✵ ✍✦✖✑ ✒✔☞✏✑✓✛✜☛✓ ☞✘☛ ✦✍☞☞✒✜☛ ✑✚ ✌✦✑ ✜✙✥✜✦✑✖☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✢ ▼ ✩✏✍✤✘
G

✒✖
❅❏❂❆❉ ❃❆❏❂✾✿❁ ✒✚ ☞✘☛ ☛✓✩☛

vw ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑
G

✚✑✏ ✍✔✫ ★☛✏☞✒✜☛✖
v

✍✔✓
w

☞✘✍☞ ✍✏☛ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓
✒✔ ✑✔☛ ✍✔✓ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✖✒✎✤✦☛ ✜✫✜✦☛ ✒✔

G ✢ ✣✘☛ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✜✦✒❍✛☛✖ ✒✔ ✍ ✌✦✑ ✜✙✥✜✦✑✖☛✓
✩✏✍✤✘

G
✍✏☛ ☛✧✍✜☞✦✫ ☞✘☛ �❊✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖✁ ✒✔

G ✮ ✖☛☛ ✰✍✌✖✑✔ ☛☞ ✍✦ ✢ ✱❊✵
✍✔✓ ✹✘✍✏☛✖✘✒✍✔ ✱✺�✴✵ ✚✑✏ ✎✑✏☛ ✒✔✚✑✏✎ ✍☞✒✑✔ ✢ ▼ ❅❏❂❆❉ ✒✔ ✍ ✌✦✑ ✜✙✥✜✦✑✖☛✓ ✩✏✍✤✘

G
✒✖ ✍

✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✜✦✒❍✛☛ ✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩ ✍☞ ✦☛✍✖☞ ☞✗✑ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✮ ✓☛✕✔☛
b(G)

✍✖ ☞✘☛ ✔✛✎✌☛✏ ✑✚ ✌✦✑ ✜✙✖
✒✔
G ✢ ✗ ☛✕✔☛

Πn,2

✍✖ ☞✘☛ ✤✑✖☛☞ ✑✚ ✌✦✑ ✜✙✥✜✦✑✖☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✢

❊◗✺
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✄☎☞✍✍ ✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌

✫✬✭✮✯✭✰ ✱✾ ✳◆ ✴✺✷✁ ✁✮✸ ✭✖ ✷✼ ✳ ✽◆❂❃
Πn,2

❄✾ ❆ ❏❆●●❄❆✿ ❑ ❄●■ ❏❆❅❉ ❈ ❀❅❆●❄❂❅
ρ(G) =

2n − 2c(G) − b(G) ❊ ❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P ❆ ❅❏❂❆❉ ❃❆❏❂✾✿❁ ❑❏❆✽ ■
G

❆❂❅●❆❄❅✾ ❆● ❏✿❆✾●
2n −

2c(G) − b(G)
✿❁❑ ✿✾ ❊ �

✗☛✕✔☛ ☞✘☛ ✑✤☛✏✍☞✑✏
f : P (NC2

n) → P (NC2
n) ✌✫ ✎✍✤✤✒✔✩ ✍ ✩✏✍✤✘

G
☞✑ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘

✑✌☞✍✒✔☛✓ ✚✏✑✎
G ✌✫ ✍✓✓✒✔✩ ✍✦✦ ☛✓✩☛✖

vw
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

v
✍✔✓

w
✍✏☛ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ✑✔☛

✍✔✓ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✜✫✜✦☛ ✢ ✸☛ ✏☛✚☛✏ ☞✑
f(G)

✍✖ ☞✘☛ ❅❏❂❆❉ ❆❏❂✾❀❏✿ ✑✚
G ✢ ❉☞ ✒✖ ☛✍✖✫ ☞✑ ✖☛☛

☞✘✍☞
f

✒✖ ✍ ✜✦✑✖✛✏☛ ✑✤ ☛✏✍☞✑✏ ✗ ✒☞✘ ✒✎ ✍✩☛ ☞✘☛ ✤✏✑✤☛✏ ✤✍✏☞ ✑✚
Πn,2 ✢ ✣✘✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘☛

✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ❋
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✾ ✳✲ ✴✺✷✁ ✁✮✸ ✭✖ ✷✼ ✳ ✽◆❂❃ ❖❂❏

n ≥ 2
P ●■ ✿ ✽ ❏❂✽ ✿❏ ✽ ❆❏● ❂❈

Πn,2
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●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂
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n

❆❅❁ ■ ✿❅❆✿ ■ ❆✾ ●■ ✿ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ●●✽ ✿ ❂❈ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈
(n − 2)!✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅
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✖✤ ☛✜✒✕ ✜ ✤✏✑✌✦☛✎ ✒✔ ☞✑✤✑✦✑✩✒✜✍✦ ✜✑✎✌✒✔✍☞✑✏✒✜✖ ☞✘✍☞ ✗✍✖ ✖✑✦★☛✓ ✛✖✒✔✩ ✓✒✖✜✏☛☞☛ ✪✑✏✖☛
☞✘☛✑✏✫ ✒✔ ✒☞✖ ✚✛ ✦✦ ✖☞✏☛✔✩☞✘ ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✾ ✳✙ ✴✆✬✷✯✭✁✬✻✷✸ ✽✱☎✿❀ ✱☎✗❂❃ ❈❈

H
❄✾ ❆ ❅❏❂❆❉ ❃❆❏❂✾✿❁ ❑ ❏❆✽ ■ ❂❅

n
■✿❏❃

●❄❆✿✾P ●■ ✿❅ ●■ ✿ ❏❄❈ ●✿❁ ❆❂❇✽ ❏✿✚
NC2

n(H, ∅)
❄✾ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈ ✾✽ ■ ✿❏✿✾

❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅
δ(H) := |H | + 2c(H) + b(H) − 5 ❊ ❈❈

H
❄✾ ❅❂● ❅❏❂❆❉ ❃❆❏❂✾✿❁P ●■ ✿❅

NC2
n(H, ∅)

❄✾ ❆ ❆❂❅✿❊ ✂ ✾ ❆ ❆❂❅✾✿❍❀✿❅❆✿P ●■ ✿
(2n − 5)

❃✾❉ ✿❏✿●❂❅ ❂❈
NC2

n

❄✾ ✂❂■ ✿❅❃
❙ ❆❆❆❀ ❏❆● ❊ ❙ ❂❏✿❂■✿❏P

NC2
n

❄✾ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈
(n− 2)!

✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈
❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅

2n− 5 ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✸☛ ✗✍✔☞ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞

NC2
n(H, ∅)

✍✓✎ ✒☞✖ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ✍✦✦
✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✜✑✔☞✍✒✔ |H | + 2c(H) + b(H) − 4

☛✓✩☛✖ ✢ ✗ ✒✏✖☞ ✬ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞
H

✒✖
✔✑☞ ✌✦✑ ✜✙✥✜✦✑✖☛✓ ✢ ✡☛☞

v
✍✔✓

w ✌☛ ✍✔✫ ✔✑✔✍✓✶ ✍✜☛✔☞ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ✍ ✖✒✎✤✦☛
✜✫✜✦☛ ✒✔

H ✢ ❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞
vw

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔
NC2

n(H, ∅)
✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✔✑

✗✍✫ ☞✑ ✖☛✤✍✏✍☞☛
v

✚✏✑✎
w ✌✫ ✏☛✎✑★✒✔✩ ✑✔☛ ★☛✏☞☛✧ ✒✔ ✍ ✩✏✍✤✘ ✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩

H ✢
✗✏✑✎ ✔✑✗ ✑✔ ✬ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞

H
✒✖ ✌ ✦✑ ✜✙✥✜✦✑✖☛✓ ✢ ❉✚ H ✒✖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛☞☛ ✩✏✍✤✘ ✬

☞✘☛✔ ☞✘☛ ☞✘☛✑✏☛✎ ✒✖ ☞✏✒★ ✒✍✦ ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ☞✘☛ ✜✍✖☛
n = 2

✒✖ ☛✍✖✫ ☞✑ ✜✘☛✜✙ ✢ ✣✘✛✖
✍✖✖✛✎☛ ☞✘✍☞

H
✒✖ ✔✑☞ ✜✑✎✤✦☛☞☛ ✍✔✓ ☞✘✍☞

n ≥ 3 ✢ ✸☛ ✗ ✒✦✦ ✓☛✕✔☛ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩
✑✔ ☞✘☛ ❍✛✑☞✒☛✔☞ ✜✑✎✤✦☛✧

C2
n(H, ∅)

✑✚
2
✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩

H
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

✍✦✦ ✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✜✑✔☞✍✒✔
δ(H) + 2

☛✓✩☛✖ ✢ ✣✘☛ ✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩ ☞✛✏✔✖ ✑✛☞ ☞✑ ✌ ☛
✖☞✏✍✒✩✘☞✚✑✏✗✍✏✓ ☞✑ ☞✏✍✔✖✦✍☞☛ ✒✔☞✑ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩ ✑✔

NC2
n(H, ∅) ✮ ✜✑✎✤✍✏☛ ☞✑ ☞✘☛

✓✒✖✜✛✖✖✒✑✔ ✍☞ ☞✘☛ ✌ ☛✩✒✔✔✒✔✩ ✑✚ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✳ ✢✺✢✡☛☞
a

✍✔✓
b ✌☛ ✍✔✫ ✔✑✔✍✓✶ ✍✜☛✔☞ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✒✔

H ✮ ✗☛ ✎ ✍✫ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞
a = 1

✍✔✓
b = n ✢ ✗ ☛✕✔☛ ✍ ✎✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔

C2
n(H, ∅) ✌✫ ✤✍✒✏✒✔✩

G + 1n ✗✒☞✘
G − 1n ✗✘☛✔☛★☛✏

✤✑✖✖✒✌✦☛ ✢ ✡☛☞
∆ ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✛✔✎✍☞✜✘☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✢ ✰✫ ✡☛✎✎ ✍ ✒ ✢✺✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ✍✔

✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔
C2
n(H, ∅) ✌✫ ✜✑✎✌✒✔✒✔✩ ✍✔✫ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔

∆ ✗✒☞✘ ☞✘☛
✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩ ✶ ✛✖☞ ✓☛✕✔☛✓ ✢



✟� ✡✟ ✡ ✁ ☞✆ ☞ ✆☞☎� ✆�☎ ✝ ❊◗✻

∆
✜✑✔✖✒✖☞✖ ✑✚ ✍✦✦

2
✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✩✏✍✤✘✖

G
✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩

H
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

G − 1n
✒✖ ✔✑☞

2
✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢ ✡☛☞

G ✌☛ ✍ ✩✏✍✤✘ ✒✔
∆

✍✔✓ ✦☛☞
Ĝ ✌☛ ☞✘☛ ✌✦✑ ✜✙ ✜✦✑✖✛✏☛ ✑✚

G− 1n ✢ ✸☛
✘✍★☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧

1
✒✖ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ✍ ✛✔✒❍✛☛ ✌✦✑ ✜✙ ✒✔

Ĝ ✮ ✦☛☞
MG ✌☛ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧

✖☛☞ ✑✚ ☞✘ ✒✖ ✌✦✑ ✜✙ ✢ ✣✑ ✤✏✑★☛ ✛✔✒❍✛☛✔☛✖✖ ✬ ✔✑☞☛ ☞✘✍☞ ✒✚
1 ✗☛✏☛ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ✎✑✏☛ ☞✘✍✔

✑✔☛ ✌✦✑ ✜✙ ✬ ☞✘☛✔
1 ✗✑✛✦✓ ✌☛ ✍ ✜✛☞ ✤✑✒✔☞ ✒✔

Ĝ
✍✔✓ ✘☛✔✜☛ ✒✔

G ✮ ☞✘ ✒✖ ✒✖ ✍ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✑✔ ✢
✓✑☞☛ ☞✘✍☞

MG
✒✖ ☛✧✍✜☞✦✫ ☞✘☛ ✖☛☞ ✑✚ ✔☛✒✩✘✌✑✏✖ ✑✚

1
✒✔
Ĝ

✍✔✓ ☞✘✍☞
MG

✓✑☛✖ ✔✑☞
✜✑✔☞✍✒✔ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧

n ✢
✸☛ ✜✦✍✒✎ ☞✘✍☞

MG
✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍ ✛✔✒❍✛☛ ★☛✏☞☛✧

xG 6= 1
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

xG
✒✖ ✍ ✜✛☞ ✤✑✒✔☞

✒✔
Ĝ ✢
✗✑✏ ☛✧✒✖☞☛✔✜☛ ✬ ✦☛☞

x ✌☛ ✍ ★☛✏☞☛✧ ✒✔
MG

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
xy ∈ Ĝ

✚✑✏ ✖✑✎ ☛
y

✔✑☞ ✒✔
MG ✢ ✣✘☛✏☛ ✎✛✖☞ ✌ ☛ ✖✑✎ ☛

x ✗✒☞✘ ☞✘✒✖ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫✬ ✌☛✜✍✛✖☛ ✑☞✘☛✏✗ ✒✖☛ ☞✘☛✏☛ ✗✑✛✦✓ ✌☛
✔✑ ✤✍☞✘ ✚✏✑✎

1
☞✑
n

✒✔
Ĝ ✢ ❉✚ x ✗☛✏☛ ✔✑☞ ✍ ✜✛☞ ✤✑✒✔☞ ✒✔

Ĝ
✬ ☞✘☛✔ ☞✘☛✏☛ ✗✑✛✦✓ ✌☛ ✍

✤✍☞✘ ✚✏✑✎
1

☞✑
y

✒✔
Ĝ([n] \ {x}) ✢ ✹✒✔✜☛

1x, xy ∈ Ĝ
✬ ☞✘ ✒✖ ✗✑✛✦✓ ✒✎✤✦✫ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✒✖

✍ ✖✒✎✤✦☛ ✜✫✜✦☛ ✒✔
Ĝ

✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩
1

✍✔✓
y ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬

Ĝ
✒✖ ✌✦✑ ✜✙✥✜✦✑✖☛✓ ✬ ✗✘✒✜✘ ✫✒☛✦✓✖

☞✘✍☞
1y ∈ Ĝ

✍✔✓ ✘☛✔✜☛ ☞✘✍☞
y ∈MG

✬ ✍ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✑✔ ✢
✗✑✏ ✛✔✒❍✛☛✔☛✖✖ ✬ ✖✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞

x′
✒✖ ✍✔✑☞✘☛✏ ★☛✏☞☛✧ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

x′z ∈ Ĝ
✚✑✏ ✖✑✎ ☛

z
✔✑☞ ✒✔

MG ✮ ✌✫ ✖✫✎✎☛☞✏✫✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞
x′

✒✖ ✍ ✜✛☞ ✤✑✒✔☞ ✒✔
Ĝ

✖☛✤✍✏✍☞✒✔✩
1

✍✔✓
z ✢ ✓✑✗ ✬ ✖✒✔✜☛

x′
✒✖ ✔✑☞ ✍ ✜✛☞ ✤✑✒✔☞ ✒✔

Ĝ + 1n
✬ ☞✘☛✏☛ ✎✛✖☞ ✌☛ ✍ ✤✍☞✘ ✚✏✑✎

z
☞✑
n✒✔

Ĝ([n] \ {x′}) ✢ ✣✘✒✖ ✤✍☞✘ ✜✍✔✔✑☞ ✛✖☛ ✍✔✫ ★☛✏☞☛✧ ✒✔
MG

✬ ✍✖ ☞✘✒✖ ✗✑✛✦✓ ✫✒☛✦✓ ✍
✤✍☞✘ ✚✏✑✎

z
☞✑

1
✒✔
Ĝ([n] \ {x′}) ✢ ✰✫ ✖✫✎✎☛☞✏✫✬ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍ ✤✍☞✘ ✚✏✑✎

y
☞✑
n

✒✔
G([n]\MG) ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍ ✤✍☞✘ ✚✏✑✎

z
☞✑
y

✒✔
G([n]\MG) ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬

☞✘✒✖ ✒✖ ✍ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✑✔ ✬ ✍✖ ✗☛ ✜✍✔ ☛✧☞☛✔✓ ☞✘✒✖ ☞✑ ✍ ✤✍☞✘ ✚✏✑✎
z

☞✑
1

✒✔
Ĝ([n] \ {x′}) ✮

yx
✍✔✓

x1
✍✏☛ ✌✑☞✘ ✤✏☛✖☛✔☞ ✒✔ ☞✘✒✖ ✩✏✍✤✘ ✢✡☛☞

∆(M,x) ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖
G

✒✔
∆

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
M = MG

✍✔✓
x = xG ✢✹✒✔✜☛

MG
✜✍✔ ✑✔✦✫ ✒✔✜✏☛✍✖☛ ✒✚ ✗☛ ✍✓✓ ☛✓✩☛✖ ☞✑

G
✬ ✒☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✤✑✖☛☞ ✎ ✍✤

✖☛✔✓✒✔✩
∆(M,x)

☞✑
(M,x)

✖✍☞✒✖✕☛✖ ☞✘☛ ✔ ✦✛✖☞☛✏ ✡☛✎✎ ✍ ✒ ✢❊ ✮ ✗☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏
(M,x)

✍✖
✖✎ ✍✦✦☛✏ ☞✘✍✔

(M ′, x′)
✒✚
M $ M ′ ✢ ❉☞ ✏☛✎✍✒✔✖ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞ ☛✍✜✘

∆(M,x)
✍✓✎ ✒☞✖

✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☛✍✜✘ ✛✔✎✍☞✜✘☛✓ ✩✏✍✤✘ ✜✑✔☞✍✒✔✖
δ(H) + 2

☛✓✩☛✖ ✢ ❉✚
∆(M,x)

✒✖ ★✑✒✓ ✬ ☞✘☛✔ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✢ ✗✏✑✎ ✔✑✗ ✑✔ ✬ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞
∆(M,x)

✒✖ ✔✑✔★✑✒✓ ✢
❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✔✑ ☛✓✩☛✖ ✒✔

H
✚✏✑✎

M \ {x} ☞✑
[n] \ (M \ {x}) ✢

✸☛ ✓✒★✒✓☛ ✒✔☞✑ ☞✗✑ ✜✍✖☛✖ ✓☛✤ ☛✔✓✒✔✩ ✑✔ ✗✘☛☞✘☛✏ ✑✏ ✔✑☞
xn ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑

H ✢ ✗ ✒✏✖☞ ✬
✍✖✖✛✎☛ ☞✘✍☞

xn ∈ H ✢ ✗ ☛✕✔☛ ✍ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔
∆(M,x) ✌✫ ✤✍✒✏✒✔✩

G−xn ✍✔✓
G+xn

✗✘☛✔☛★☛✏ ✤✑✖✖✒✌✦☛ ✢ ✡☛☞
Σ(M,x) ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✛✔✎✍☞✜✘☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✢ ✸☛ ✜✦✍✒✎ ☞✘✍☞

✍ ✩✏✍✤✘
G

✒✔
∆(M,x) ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑

Σ(M,x)
✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚

G([n − 1])
✒✖

2
✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓

✍✔✓ ☞✘☛ ✔☛✒✩✘✌✑✏✘✑✑✓ ✑✚
n

✒✔
G

✒✖ {1, x} ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬
Σ(M,x)

✒✖ ★✑✒✓ ✛✔✦☛✖✖
M = [n− 1] ✢

✣✑ ✤✏✑★☛ ☞✘☛ ✍✌✑★☛ ✖☞✍☞☛✎☛✔☞ ✬ ✗☛ ✕✏✖☞ ✔✑☞☛ ☞✘✍☞ ✑✔☛ ✓✒✏☛✜☞✒✑✔ ✒✖ ✑✌★✒✑✛✖ ✢ ✗✑✏
☞✘☛ ✑☞✘☛✏ ✓✒✏☛✜☞✒✑✔ ✬ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞

G ∈ Σ(M,x) ✮ ☞✘ ✒✖ ✎☛✍✔✖ ☞✘✍☞
G

✍✔✓
G(M)

✍✏☛
2
✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✬ ✗✘☛✏☛✍✖

G − 1n
✍✔✓

G − xn
✍✏☛ ✔✑☞ ✢ ✣✘☛ ✑✔✦✫ ✤✑✖✖✒✌✦☛ ✜✛☞ ✤✑✒✔☞ ✒✔

G− xn
✒✖

1
✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛ ✍✔✫ ✜✛☞ ✤✑✒✔☞ ✒✔

G− xn
✎✛✖☞ ✖☛✤✍✏✍☞☛

x
✍✔✓

n
✬ ✍✔✓

1
✜✍✔✔✑☞

✌☛ ✖☛✤✍✏✍☞☛✓ ✚✏✑✎ ☛✒☞✘☛✏ ✑✚ ☞✘☛✖☛ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✢ ✪✑✏☛✑★☛✏ ✬ ✌✫ ✜✑✔✖☞✏✛✜☞✒✑✔ ✬
x

✖☛✤✍✏✍☞☛✖
1✚✏✑✎

n
✒✔
G−1n ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬

n
✜✍✔✔✑☞ ✌ ☛ ✒✔ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞

✍✖
1

✍✔✓
x

✒✔
G \ {1n, xn} ✢ ✹✒✔✜☛

n
✒✖ ✔✑☞ ✍ ✜✛☞ ✤✑✒✔☞ ✒✔

G
✬ ✒☞ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞

n
✒✖

✒✖✑✦✍☞☛✓ ✒✔
G\{1n, xn} ✍✖ ✓☛✖✒✏☛✓ ✢ ✪✑✏☛✑★☛✏ ✬ ✍✩✍✒✔ ✌✫ ✜✑✔✖☞✏✛✜☞✒✑✔ ✬

1
✍✔✓

x ✌☛✦✑✔✩
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2
✄☎☞✍✍ ✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌

☞✑ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛
2
✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✒✔

G − 1n
✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞ ✗☛ ✎✛✖☞ ✘✍★☛

☞✘✍☞
M = [n− 1] ✢

✣✘☛ ✜✑✔✜✦✛✖✒✑✔ ✒✖ ☞✘✍☞
Σ(M,x)

✒✖ ★✑✒✓ ✛✔✦☛✖✖
M = [n − 1]

✍✔✓
n

✒✖ ✒✖✑ ✦✍☞☛✓ ✒✔
H

✬ ✒✔ ✗✘✒✜✘ ✜✍✖☛ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

Σ([n− 1], x) = {{1n, xn}} ∗ C2
n−1(H([n− 1]), ∅).

✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✬
C2
n−1(H([n − 1]), ∅) ✍✓✎ ✒☞✖ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ✍✦✦ ✛✔✥

✎ ✍☞✜✘☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✜✑✔☞✍✒✔ ☛✧✍✜☞✦✫

δ(H [n− 1]) + 2 = |H | + b(H([n− 1])) + 2c(H([n− 1])) − 3

= |H | + b(H) + 2c(H) − 5 = δ(H)

☛✓✩☛✖ ✢ ❉☞ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞
Σ([n − 1], x)

✍✓✎ ✒☞✖ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ✍✦✦ ✛✔✥
✎ ✍☞✜✘☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✜✑✔☞✍✒✔

δ(H) + 2
☛✓✩☛✖ ✢

▼☞ ☞✘✒✖ ✤✑✒✔☞ ✬ ✔✑☞☛ ☞✘✍☞ ✒✚
H

✒✖ ☞✘☛ ☛✎✤☞✫ ✩✏✍✤✘ ✬ ☞✘☛✔ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛
n − 2

✜✘✑✒✜☛✖
✚✑✏

x ✮ ☞✘✛✖ ✍✔ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✍✏✩✛✎ ☛✔☞ ✫✒☛✦✓✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✏☛✓✛✜☛✓ ✟✛✦☛✏ ✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☞✒✜ ✑✚
C2
n

✒✖
(n− 2) · χ̃(C2

n−1) = (n− 2)!
✍✖ ✓☛✖✒✏☛✓ ✢

✓☛✧☞ ✬ ✖✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞
xn

✓✑☛✖ ✌☛✦✑✔✩ ☞✑
H ✢ ✸☛ ✜✦✍✒✎ ☞✘✍☞ ✍ ✩✏✍✤✘

G
✜✑✔☞✍✒✔ ✒✔✩

H ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑
∆(M,x)

✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚ ☞✘☛ ☞✗✑ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌✩✏✍✤✘✖ ✑✔
M

✍✔✓
P =

([n]\M)∪{x} ✍✏☛
2
✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢ ✼✔☛ ✓✒✏☛✜☞✒✑✔ ✒✖ ✒✎✎☛✓✒✍☞☛ ✢ ✗✑✏ ☞✘☛ ✑☞✘☛✏ ✓✒✏☛✜☞✒✑✔ ✬

✖✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞
G ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑

∆(M,x) ✌✛☞ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌✩✏✍✤✘
G(P )

✒✖ ✔✑☞
2
✥

✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢ ✣✘☛✔ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍ ✜✛☞ ✤✑✒✔☞
y

✒✔
G(P )

✖☛✤✍✏✍☞✒✔✩
x

✚✏✑✎ ✖✑✎☛ ★☛✏☞☛✧
z ✢ ✸☛

✜✍✔✔✑☞ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
y = n

✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛ ☞✘☛✔
n ✗✑✛✦✓ ✖☛✤✍✏✍☞☛

M
✚✏✑✎

z
✒✔
G ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬

✖✒✔✜☛
xn ∈ G(P )

✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞
n ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✍✖

x
✒✔
G(P \ {y}) ✢ ✹✒✔✜☛

1n
✒✖ ☞✘☛ ✑✔ ✦✫ ☛✓✩☛ ✌ ☛☞✗☛☛✔

M \ {x} ✍✔✓
P \ {x} ✒✔

G
✬ ✒☞

✚✑✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞
y

✖☛✤✍✏✍☞☛✖ ☞✘☛ ✗✘✑✦☛ ✑✚
M

✚✏✑✎
z

✒✔
G ✢ ✓☛✔✜☛

y
✒✖ ✍ ✜✛☞ ✤✑✒✔☞ ✒✔

G
✬

✗✘✒✜✘ ✒✖ ✍ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✑✔ ✢
▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬

∆(M,x) = {{1n}} ∗ C2
M (H(M), ∅) ∗ C2

P (H(P ), ∅);

C2
X

✒✖ ☞✘☛ ❍✛✑☞✒☛✔☞ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚
2
✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✑✔ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞

X ✢ ❉✔✓✛✜☞✒✑✔
✫✒☛✦✓✖ ☞✘✍☞

C2
M (H(M), ∅) ✍✔✓

C2
P (H(P ), ∅) ✍✓✎ ✒☞ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩✖ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ✍✦✦

✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✜✑✔☞✍✒✔
δ(H(M)) + 2

✍✔✓
δ(H(P )) + 2

☛✓✩☛✖ ✬ ✏☛✖✤ ☛✜☞✒★☛✦✫✢ ✣✘✒✖
✫✒☛✦✓✖ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔

∆(M,x)
✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ✍✦✦ ✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✘✍★☛

1 + δ(H(M)) + 2 + δ(H(P )) + 2

= |H | + b(H(M)) + b(H(P )) + 2c(H(M)) + 2c(H(P )) − 5

☛✓✩☛✖ ✢ ✼✔☛ ✏☛✍✓✒✦✫ ★☛✏✒✕☛✖ ☞✘✍☞
b(H(M)) + b(H(P )) = b(H)

✍✔✓
c(H(M)) +

c(H(P )) = c(H) + 1 ✮ ✘☛✔✜☛

|H | + b(H(M)) + b(H(P )) + 2c(H(M)) + 2c(H(P )) − 5

= |H | + b(H) + 2c(H) − 3 = δ(H) + 2
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✍✖ ✓☛✖✒✏☛✓ ✢
✣✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛

(2n−5)
✥✖✙☛✦☛☞✑✔ ✑✚

NC2
n

✒✖ ✔✑✘☛✔✥✪ ✍✜✍✛✦✍✫✬ ✛✖☛ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✲ ✢❊☞✑ ✜✑✔✜✦✛✓☛ ☞✘✍☞
lkNC2

n
(H)

✒✖
(2n− 6 − |H |)✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✮

δ(H) = |H | + 2c(H) + b(H) − 5 ≥ 2n− 5. �

▼✖ ✍✔ ✒✎✎☛✓✒✍☞☛ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✑✚ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✲ ✢✒ ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩
✏☛✖✛ ✦☞ ❋
▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ✱✾ ✳✗ ❖❂❏

n ≥ 2
P
NC2

n

❆❁❇ ❄●✾ ❆❅ ❆❆●❆❏❄❆ ❇❆●❆■ ❄❅❑ ❑ ❄●■
(n− 2)!

❆❏❄●❄❆❆❏
❈ ❆❆✿✾ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅

2n − 5 ❊ ❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P
NC2

n

❄✾ ✾✿❇ ❄❃❆❂❏ ❏❆✽ ✾❄❅❏✿ ❊ ❙ ❂❏✿❂■✿❏P
C2
n❆❁❇ ❄●✾ ❆❅ ❆❆●❆❏❄❆ ❇❆●❆■ ❄❅❑ ❑ ❄●■

(n− 2)!
❆❏❄●❄❆❆❏ ❈ ❆❆✿✾ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅

2n− 4 ❊ �

� ✖✒✔✩ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✲ ✢✒ ✬ ✹✘✍✏☛✖✘✒✍✔ ✱✺�◗✵ ☛✖☞✍✌✦✒✖✘☛✓ ☞✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ✏☛✖✛✦☞ ✍✌✑✛☞ ☞✘☛
✦✍☞☞✒✜☛

Πn,2

❋
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✾ ✳✿ ✴✆✬✷✯✭✁✬✻✷✸ ✽✱☎✗❂❃ ❖❂❏

n ≥ 2
P
Πn,2

❄✾ ✂❂■ ✿❅❃❙ ❆❆❆❀ ❏❆● ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✌☛✜✍✦✦ ✚✏✑✎ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✲ ✢❊ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✏✍✔✙ ✚✛✔✜☞✒✑✔ ✑✔

Πn,2

✒✖ ✩✒★☛✔ ✌✫
ρ(G) =

2n− 2c(G) − b(G) ✢ ✗✑✏ ☛✍✜✘ ✒✔☞☛✏★✍✦
(H,G)

✬ ✗☛ ✗ ✒✦✦ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✑✏✓☛✏ ✜✑✎✤✦☛✧
∆(H,G)

✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✗☛✓✩☛ ✑✚ ✖✤✘☛✏☛✖ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
ρ(G)−ρ(H)−2 ✢✰✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ◗ ✢❊✲ ✬ ☞✘✒✖ ✒✖ ✖✛✖ ✜✒☛✔☞ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘☛ ☞✘☛✑✏☛✎ ✮ ☛★☛✏✫ ✦✒✔✙ ✒✔ ☞✘☛ ✑✏✓☛✏

✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✍ ✤✑✖☛☞ ✒✖ ✍ ✶ ✑✒✔ ✑✚ ✒✔☞☛✏★✍✦✖ ✢
✗ ✒✏✖☞ ✬ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞

G = Kn ✢ ✰✫ ☞✘☛ ✔ ✦✑ ✖✛✏☛ ✡☛✎✎ ✍ ✴ ✢✺✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
∆(H,Kn)✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑

lkNC2
n
(H) ✢ ✰✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✲ ✢✒ ✬ ☞✘ ✒✖ ✦✒✔✙ ✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫

☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✗☛✓✩☛ ✑✚ ✖✤✘☛✏☛✖ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
2c(H)+b(H)−5 = ρ(Kn)−ρ(H)−3✍✖ ✓☛✖✒✏☛✓ ✢✹✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞

G 6= Kn
✍✔✓ ✦☛☞

V1, . . . , Vr ✌☛ ☞✘☛ ✌✦✑ ✜✙✖ ✒✔
G ✢ ✸✏✒☞☛

Gi = G(Vi)✍✔✓
Hi = H(Vi) ✢ ✡☛☞

ΣG,H ✌☛ ☞✘☛ ✦✒✚☞☛✓ ✜✑✎✤✦☛✧ ✜✑✔✖✒✖☞✒✔✩ ✑✚ ✍✦✦ ✩✏✍✤✘✖
G′ ✖✛✜✘

☞✘✍☞
H ⊆ G′ ⊆ G

✍✔✓ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
G′(Vi)

✒✖ ✔✑☞
2
✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✚✑✏ ✍☞ ✦☛✍✖☞ ✑✔☛

i ✢ ✰✫ ☞✘☛
✔ ✦✑ ✖✛✏☛ ✡☛✎✎ ✍ ✴ ✢✺✬ ✒☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞

lkΣG,H
(H)

✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑
(H,G) ✢

✗☛✕✔☛ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔
ΣG,H

✒✔ ☞✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ✎ ✍✔✔☛✏ ❋
✸☛ ✎ ✍✫ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞

Gi 6= Hi
✚✑✏ ✖✑✎ ☛

i
✬ ✖✍✫

i = r ✢ ✡☛☞
ab ✌☛ ✍✔ ☛✓✩☛ ✒✔

Gr \Hr ✢ ✡☛☞
Σ0
G,H ✌☛ ☞✘☛ ✖✛✌✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚

ΣG,H
✜✑✔✖✒✖☞✒✔✩ ✑✚ ✍✦✦ ✩✏✍✤✘✖

G′ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
G′(Vj) ∈ NC2

Vj

✚✑✏ ✖✑✎ ☛
j < r ✮ NC2

Vj

✒✖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✔✑☞
2
✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✑✔

☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞
Vj ✢ ❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞

ab
✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔

Σ0
G,H ✢✡☛☞

Σ1
G,H ✌☛ ☞✘☛ ✏☛✎ ✍✒✔✒✔✩ ✚✍✎ ✒✦✫ ✮ Σ1

G,H

✒✖ ☞✘☛ ✶ ✑ ✒✔ ✑✚ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✒☛✖
C2
V1

(H1, ∅)
✬

. . .
✬
C2
Vr−1

(Hr−1, ∅)
✬ ✍✔✓

NC2
Vr

(Hr, ∅) ✢ ✰✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ✖ ◗ ✢❊✲ ✍✔✓ ✺✲ ✢✒ ✬
Σ1
G,H

✍✓✎ ✒☞✖ ✍✔
✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ✍✦✦ ✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✜✑✔☞✍✒✔

r
∑

i=1

(|Hi| + b(Hi) + 2c(Hi) − 3) − 1



❊◗✴ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟� ✡ � ☞✆
2
✄☎☞✍✍ ✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌

☛✓✩☛✖ ✢ ✼✔☛ ✏☛✍✓✒✦✫ ★☛✏✒✕☛✖ ☞✘✍☞
b(H) =

∑

i b(Hi)
✍✔✓

b(G) = r ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ✒☞ ✒✖
☛✍✖✫ ☞✑ ✜✘☛✜✙ ☞✘✍☞

c(H) =

r
∑

i=1

c(Hi) + n−
r
∑

i=1

|Vi|

✍✔✓
c(G) = r + n −∑i |Vi| ✢ ✗✑✏ ✍✔✫ ✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✩✏✍✤✘

G0
✬ ✒☞ ✚✑ ✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛

✔✛✎✌☛✏ ✑✚ ☛✓✩☛✖ ✒✔
G0 \H

☛❍✛✍✦✖

b(H) + 2c(H) − 2n+ 2
∑

i

|Vi| − 3r − 1 = 2
∑

i

|Vi| − 3r − 1 − ρ(H).

✓✑✗ ✬
ρ(G) = 2n− r − 2r − 2n+ 2

∑

i

|Vi| = 2
∑

i

|Vi| − 3r.

▼✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ☞✘☛ ✔✛✎✌☛✏ ✑✚ ☛✓✩☛✖ ✒✔
G0 \H

✒✖
ρ(G)− ρ(H)− 1

✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖
☞✘✍☞

lkΣG,H
(H)

✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✗☛✓✩☛ ✑✚ ✖✤✘☛✏☛✖ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
ρ(G) −

ρ(H) − 2 ✢ �

✗ ✒✔✍✦✦✫✬ ✦☛☞ ✛✖ ✖✍✫ ✍ ✚☛✗ ✗✑✏✓✖ ✍✌✑✛☞ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
HNC2

n,t

✑✚ ✔✑☞
2
✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓

t
✥

✛✔✒✚✑✏✎ ✘✫✤☛✏✩✏✍✤✘✖ ✢ ▼ t
✥✛✔✒✚✑✏✎ ✘✫✤☛✏✩✏✍✤✘

H
✑✔ ✍ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞

V
✒✖
k

✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓
✒✚ ☞✘☛ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌✘✫✤☛✏✩✏✍✤✘

H(V \W )
✒✖ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✚✑✏ ☛✍✜✘ ✖☛☞

W ⊂ V
✑✚ ✖✒✖☛

✦☛✖✖ ☞✘✍✔
k ✢ ▼✔✍✦✫✖ ✒✔✩ ☞✘☛ ✦✍☞☞✒✜☛

Πn,2

✒✔ ✩✏☛✍☞☛✏ ✓☛☞✍✒✦ ✬ ✹✘✍✏☛✖✘✒✍✔ ✱✺�◗✵ ✗✍✖ ✍✌ ✦☛
☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞

HNC2
n,3

✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✗☛✓✩☛ ✑✚ ✖✤✘☛✏☛✖ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
n−4 ✢ ❉✔ ✍✓✓✒☞✒✑✔ ✬ ✘☛ ✜✑✎✤✛☞☛✓ ☞✘☛ ☛✧✤✑✔☛✔☞✒✍✦ ✩☛✔☛✏✍☞✒✔✩ ✚✛✔✜☞✒✑✔ ✚✑✏

χ̃(HNC2
n,3) ✢

✗✑✏
t ≥ 4

✬ ☞✘☛ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☞✫✤☛ ✑✚
HNC2

n,t

✏☛✎ ✍✒✔✖ ✍✔ ✑✤☛✔ ✤✏✑✌✦☛✎ ☛✧✜☛✤☞ ✒✔ ☞✏✒★ ✒✍✦
✜✍✖☛✖ ✢
✘✁ ✚✜ ✝ ✦✧✦★✦✄✁
✹✘✍✏☛✖✘✒✍✔ ✱✺�✴✵ ✜✑✎✤✛☞☛✓ ✍✔ ☛✧✤✦✒✜✒☞ ✌✍✖✒✖ ✚✑✏ ☞✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✑✚ ☞✘☛ ❍✛✑☞✒☛✔☞ ✜✑✎ ✥
✤✦☛✧

C2
n = 2Kn/NC2

n

✒✔ ☞☛✏✎ ✖ ✑✚ ☞✘☛ ✚✛✔✓✍✎ ☛✔☞✍✦ ✜✫✜✦☛ ✑✚ ☞✘☛ ✍✖✖✑ ✜✒✍✘☛✓✏✑✔ ❋
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✾ ✳❁ ✴✆✬✷✯✭✁✬✻✷✸ ✽✱☎✿❂❃ ❄✿●

n ≥ 3 ❊ ✂ ✿✁ ❅✿
ρ(π∗)

❆✾ ❄❅ ☎✄�❊✝✞ �
❑ ✿

■ ❆■✿ ●■ ❆●
ρ(π∗) = ρ(π) ∧ [ρ(Bdn)] ❊ ❋■ ✿❅ ●■ ✿ ✾✿● {ρ(π∗) : ρ ∈ S[n], ρ1 = 1, ρn = n}❄✾ ❆ ❅❆✾❄✾ ❈ ❂❏ ●■ ✿ ■ ❂❇ ❂ ❏❂❑● ❂❈

C2
n ❊ �

✓✑☞☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✖☛☞ ✒✔ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✲ ✢✳ ✜✑✒✔✜✒✓☛✖ ✗ ✒☞✘ ☞✘✍☞ ✒✔ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✳ ✢✳ ✢ ▼ ✖ ✍
✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍ ✔✍☞✛✏✍✦ ☛✎✌☛✓✓✒✔✩ ✑✚

H̃2n−4(C
2
n)

✒✔☞✑
H̃2n−4(Hamn) ✢ ❉✔✹☛✜☞✒✑✔ ✺✲ ✢✻ ✬ ✗☛ ✩✒★☛ ✍ ✔☛✗ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✲ ✢✳ ✢

✣✘☛ ✑✌✖☛✏★✍☞✒✑✔ ☞✘✍☞ ✑✔☛ ✎✍✫ ☛✧✤✏☛✖✖ ✹✘✍✏☛✖✘✒✍✔ ✍✖ ✌✍✖✒✖ ✒✔ ☞☛✏✎ ✖ ✑✚ ☞✘☛ ✚✛✔✓✍✥
✎ ☛✔☞✍✦ ✜✫✜✦☛ ✑✚ ☞✘☛ ✍✖✖✑ ✜✒✍✘☛✓✏✑✔ ✒✖ ✓✛☛ ☞✑ ✹✘✍✏☛✖✘✒✍✔ ✍✔✓ ✸✍✜✘✖ ✱✺�✴✵ ✢

✗☛✕✔☛
ρ(π̂∗) = ρ(π) ∧ ∂([ρ(Bdn)]).

◆✺✲ ✢✺❖



✟� ✡✠ ✡ ✁ ✎✝☎✑✌✑☞✍ ✆✞✝✝ ❊◗✳

✓✑☞☛ ☞✘✍☞
π̂∗ ✒✖ ☞✘☛ ✚✛✔✓✍✎ ☛✔☞✍✦ ✜✫✜✦☛ ✑✚ ☞✘☛ ✖✤✘☛✏☛ ✑✌☞✍✒✔☛✓ ✌✫ ☞✍✙✒✔✩ ☞✘☛ ✶ ✑✒✔ ✑✚

☞✘☛ ✍✖✖✑ ✜✒✍✘☛✓✏✑✔
An

✍✔✓ ☞✘☛ ✌✑✛✔✓✍✏✫ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ☞✘☛ ✖✒✎✤✦☛✧ ✑✔ ☞✘☛ ✖☛☞
Bdn ✢

✣✘✒✖ ✖✤✘☛✏☛ ✒✖ ✑✚ ✒✎✤✑✏☞✍✔✜☛ ✒✔ ☞✘☛ ✍✔✍✦✫✖✒✖ ✑✚ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
NCR1,0

n

✑✚ ✩✏✍✤✘✖ ✗ ✒☞✘
✍ ✖☛✤✍✏✍✌✦☛ ✤✑✦✫✩✑✔ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✮ ✖☛☛ ✹☛✜☞✒✑✔ ❊ ✺✢✻ ✢
▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ✱✾ ✳✘ ❋■ ✿ ✾✿● {ρ(π̂∗) : ρ ∈ S[n], ρ1 = 1, ρn = n} ❄✾ ❆ ❅❆✾❄✾ ❈ ❂❏ ●■ ✿
■ ❂❇ ❂ ❏❂❑● ❂❈

NC2
n ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✣✘✒✖ ✒✖ ✍✔ ✒✎✎☛✓✒✍☞☛ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✲ ✢✳ ✍✔✓ ☞✘☛ ✦✑✔✩ ☛✧✍✜☞
✖☛❍✛☛✔✜☛ ✚✑✏ ☞✘☛ ✤✍✒✏

(2Kn ,NC2
n) ✮ ✖☛☛ ✣✘☛✑✏☛✎ ✻ ✢✻ ✢ �

✘✁ ✚✙ ✁ ✢✣✥ ✥✪✥✦✜ ✁✂✣✣

✸☛ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞
NC2

n

✒✖ ✖☛✎ ✒✥✔✑✔☛★✍✖✒★☛ ✬ ☞✘☛✏☛✌✫ ✖☞✏☛✔✩☞✘☛✔✒✔✩ ✹✘✍✏☛✖✘✒✍✔ ✍✖ ✏☛✖✛ ✦☞
✒✔ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✺✲ ✢◗ ☞✘✍☞

NC2
n

✒✖ ✖☛✎ ✒✥✜✑✦✦✍✤ ✖✒✌✦☛ ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ✗☛ ✖✘✑✗ ✘✑✗ ☞✑ ✛✖☛ ☞✘✒✖
✏☛✖✛ ✦☞ ☞✑ ✏☛☛✖☞✍✌✦✒✖✘ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✲ ✢✳ ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ✱✾ ✳✾ ❖❂❏

n ≥ 3
P
NC2

n ∼ (n − 2)! · t2n−5 ❊ ❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P
NC2

n

❄✾ ✾✿❇ ❄❃
❅❂❅✿■❆✾❄■✿ ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✡☛☞

En = {in : i ∈ [n − 1]} ✍✔✓ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫
ΣY = NC2

n(Y,En \ Y )✚✑✏ ☛✍✜✘
Y ⊆ En ✢ |Y | ≤ 1

✎☛✍✔✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✓☛✩✏☛☛ ✑✚ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧
n

✒✖ ✍☞ ✎ ✑✖☞ ✑✔☛ ✢ ❉✔✤✍✏☞✒✜✛ ✦✍✏ ✬ ✍✔✫ ☛✓✩☛
ij

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
i, j 6= n

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔
ΣY

✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
ΣY

✒✖ ✔✑✔☛★✍✖✒★☛ ✢
✗✏✑✎ ✔✑✗ ✑✔ ✬ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞ |Y | ≥ 2 ✢ ✗ ✒✏✖☞ ✬ ✗☛ ✜✦✍✒✎ ☞✘✍☞

ΣEn

✜✑✒✔✜✒✓☛✖ ✗ ✒☞✘
{En}∗NCn−1

✬ ✗✘☛✏☛
NCn−1

✒✖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✓✒✖✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✑✔
n−1

★☛✏☞✒✜☛✖ ✢
✓✍✎☛✦✫✬ ✖✒✔✜☛

n
✒✖ ✍✓✶ ✍✜☛✔☞ ☞✑ ✍✦✦ ✑☞✘☛✏ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✒✔ ✍ ✩✏✍✤✘

G
✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩

En
✬
n

✒✖
☞✘☛ ✑✔✦✫ ✤✑✖✖✒✌✦☛ ✜✛☞ ✤✑✒✔☞ ✢ ✔ ✦☛✍✏✦✫✬

n
✒✖ ✍ ✜✛☞ ✤✑✒✔☞ ✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚

G(∅, n)
✒✖

✓✒✖✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢ ✰✫ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✺✕ ✢✺✬
NCn−1 ∼ (n − 2)! · tn−4 ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬

✒✚ ✗☛ ✜✍✔ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞
ΣY

✒✖ ✔✑✔☛★✍✖✒★☛ ✗✘☛✔☛★☛✏
Y $ En

✬ ☞✘☛✔ ✒☞ ✚✑ ✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞
NC2

n ∼ (n− 2)! · t|En| · tn−4 = (n− 2)! · t2n−5 ✌✫ ✡☛✎✎ ✍ ◗ ✢❊❊ ✢
✓✑✗ ✬ ✚✑✏ ✍ ✩✒★☛✔ ✖☛☞

Y $ En
✖✛✜✘ ☞✘✍☞ |Y | ≥ 2

✬ ✓☛✕✔☛
ǫ(Y ) = {i : in ∈ Y } ✍✔✓

BY =
(

[n−1
2

)

\
(

ǫ(Y )
2

) ✢ ✔✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫
ΣY,Z = ΣY (Z,BY \ Z)

✚✑✏ ☛✍✜✘ ✤✑✖✖✒✌ ✦☛
☛✓✩☛ ✖☛☞

Z ⊆ BY ✢ ΣY,Z
✜✑✔✖✒✖☞✖ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖ ✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩ ☞✘☛ ☛✓✩☛ ✖☛☞

E′ = Y ∪ Z ✌✛☞
✔✑☞ ✍✔✫ ☛✓✩☛✖ ✚✏✑✎

En \ Y ✑✏
BY \ Z ✢ ✣✘☛✏☛ ✍✏☛ ☞✘✏☛☛ ✤✑✖✖✒✌✒✦✒☞✒☛✖ ✚✑✏ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘

G = ([n], E′) ✢
� G

❄✾ ❁❄✾❆❂❅❅✿❆●✿❁✢ ✹✒✔✜☛ ✍✔✫ ☞✗✑ ★☛✏☞✒✜☛✖
w1, w2 ∈ ǫ(Y )

✍✦✏☛✍✓✫ ✌☛✦✑✔✩ ☞✑ ☞✘☛
✖✍✎ ☛ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✒✔

G
✬
w1w2

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔
ΣY,Z ✢

� G
❄✾ ❆❂❅❅✿❆●✿❁P ❆❅❁ ✾❂❇ ✿ ❆●❆❏✿ ❆❂❅●❆❄❅✾ ●■ ✿ ■✿❏●✿✚

n ❊ ✡☛☞
w1, w2 ∈ ǫ(Y ) ✌☛

☞✘☛ ✔☛✒✩✘✌✑✏✖ ✑✚
n

✒✔ ☞✘ ✒✖ ✜✫✜✦☛ ✢ ❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞ ✍✓✓✒✔✩ ✑✏ ✓☛✦☛☞✒✔✩
w1w2

☞✑
✑✏ ✚✏✑✎ ✍ ✚✍✜☛ ✑✚

ΣY,Z
✓✑☛✖ ✔✑☞ ✍�☛✜☞ ☞✘☛ ❊✥✜✑✔✔☛✜☞✒★ ✒☞✫ ✑✚ ☞✘☛ ✜✑✏✏☛✖✤✑✔✓✒✔✩

✩✏✍✤✘ ✮ ☞✘✛✖
w1w2

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✢



❊◗✕ ✁✂✄☎ ✆✝✞ ✟� ✡ � ☞✆
2
✄☎☞✍✍ ✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌

� G
❄✾ ❆❂❅❅✿❆●✿❁P ❆❅❁ ❅❂ ❆●❆❏✿ ❆❂❅●❆❄❅✾ ●■ ✿ ■✿❏●✿✚

n ❊ ✡☛☞
w1 ∈ ǫ(Y ) ✌☛ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

n
✒✖ ✔✑☞ ☞✘☛ ✑✔✦✫ ✔☛✒✩✘✌✑✏ ✑✚

w1
✒✔
G ✮ ✖✛✜✘ ✍

w1
☛✧ ✒✖☞✖ ✖✒✔✜☛

G
✒✖ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓

✍✔✓ ✚☛✗☛✏ ☞✘✍✔
n−1

★☛✏☞✒✜☛✖ ✍✏☛ ✍✓✶ ✍✜☛✔☞ ☞✑
n ✢ ✡☛☞

v 6= n ✌☛ ✍ ✔☛✒✩✘✌✑✏ ✑✚
w1✒✔

G ✢ ✸☛ ✜✦✍✒✎ ☞✘✍☞
w1

✒✖ ✍ ✜✛☞ ✤✑✒✔☞ ✖☛✤✍✏✍☞✒✔✩
v

✚✏✑✎ {n}∪(ǫ(Y )\{w1})
✒✔

G
✬ ✍✔✓ ✘☛✔✜☛ ✍✦✖✑ ✒✔

G+
(

ǫ(Y )
2

) ✢ ✓ ✍✎ ☛✦✫✬ ✒✚ ☞✘☛✏☛ ✗☛✏☛ ✍ ✤✍☞✘ ✚✏✑✎
v

☞✑
n

✔✑☞
✛✖✒✔✩

w1
✬ ☞✘☛✔ ☞✘✒✖ ✤✍☞✘ ✗✑✛✦✓ ✚✑✏✎ ✍ ✜✫✜✦☛ ☞✑✩☛☞✘☛✏ ✗ ✒☞✘

w1 ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛ ✦✍✏ ✬
w1w2

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔
ΣY,Z

✚✑✏ ✍✔✫
w2 ∈ ǫ(Y ) \ {w1} ✢

▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬
ΣY,Z

✒✖ ✍✦✗✍✫✖ ✔✑✔☛★✍✖✒★☛ ✬ ✗✘✒✜✘ ✌✫ ✡☛✎✎ ✍ ◗ ✢❊❊ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
ΣY

✒✖ ✔✑✔☛★✍✖✒★☛ ✮ ☞✘✛✖ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✢ �

▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ✱✾ ✳✱☎ ❄✿●
G 6= Kn ❅✿ ❆ ❑ ❏❆✽ ■ ❂❅

n
■✿❏●❄❆✿✾ ❊ ❋■ ✿❅ ●■ ✿ ❄❅❁❀❆✿❁ ✾❀❅❆❂❇ ❃

✽ ❏✿✚
NC2

n(G)
■ ❆✾ ❅❂ ■ ❂❇ ❂❏❂❑● ❆❅❂■✿ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅

2n− 6 ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✰✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✲ ✢✒ ✬ ✚✑✏ ✍✔✫ ✔✑✔☛✎✤☞✫ ✩✏✍✤✘

H
✬
lkNC2

n
(H)

✘✍✖ ✔✑ ✘✑✎✑✦✑✩✫
✍✌✑★☛ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔

2c(H) + b(H)− 5 ✢ ✣✘✒✖ ✒✖ ✍☞ ✎✑✖☞
2n− 6 ✮ ☞✘☛ ✌ ✦✑ ✜✙✥✜✦✑✖✛✏☛ ✑✚

H✘✍✖ ✏✍✔✙ ✍☞ ✦☛✍✖☞ ✑✔☛ ✒✔ ☞✘☛ ✦✍☞☞✒✜☛
Πn,2

✬ ✎ ☛✍✔✒✔✩ ☞✘✍☞
2n− 2c(H) − b(H) ≥ 1 ✌✫

✣✘☛✑✏☛✎ ✺✲ ✢❊ ✢ ▼ ✖ ✗☛ ✶✛✖☞ ✜✑✔✜✦✛✓☛✓ ✬
delNC2

n
(e)

✒✖ ✔✑✔☛★✍✖✒★☛ ✚✑✏ ☛★☛✏✫
e ✮ ✘☛✔✜☛ ✗☛

✍✏☛ ✓✑✔☛ ✌✫ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✴ ✢✳ ✢ �

✛ ✿❇❆❏❉ ❊ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✺✲ ✢✺� ✒✎ ✤✦✒☛✖ ☞✘☛ ✗☛✦✦✥✙✔✑✗✔ ✍✔✓ ☛✍✖✒✦✫ ✤✏✑★☛✓ ✏☛✖✛✦☞ ☞✘✍☞
☛★☛✏✫ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦

2
✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✩✏✍✤✘ ✑✔

n
★☛✏☞✒✜☛✖ ✘✍✖ ✍☞ ✎✑✖☞

2n− 4
☛✓✩☛✖ ✢ ✓✍✎ ☛✦✫✬

✒✚
G = ([n], E)

✒✖ ✍ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✔✑✔✚✍✜☛ ✑✚
NC2

n

✬ ☞✘☛✔
NC2

n(G)
✜✑✒✔✜✒✓☛✖ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛

✌✑✛✔✓✍✏✫ ✑✚ ☞✘☛ ✚✛✦✦ ✖✒✎✤✦☛✧ ✑✔
E ✢

✆ ✿❑ ✽ ❏❂❂❈ ❂❈ ❋■ ✿❂❏✿❇ ✄� ❊�❊ ✸☛ ✎ ✍✫ ★✒☛✗ ☞✘☛ ✓☛✜✒✖✒✑✔ ☞✏☛☛ ✶ ✛✖☞ ✩✒★☛✔ ✍✖ ✍ ✓☛✜✒✖✒✑✔
☞✏☛☛ ✑✔

C2
n = 2Kn/NC2

n ✗✒☞✘
(n− 2)!

☛★✍✖✒★☛ ✩✏✍✤✘✖ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
2n− 4 ✢ ✗ ✒✏✖☞ ✬ ✗☛

✜✦✍✒✎ ☞✘✍☞ ✗☛ ✜✍✔ ✓☛✕✔☛ ☞✘☛ ✓☛✜✒✖✒✑✔ ☞✏☛☛ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☛✍✜✘ ☛★✍✖✒★☛ ✩✏✍✤✘ ✒✖ ✑✚ ☞✘☛
✚✑✏✎

Tρ = En ∪ {ρiρi+1 : i ∈ [1, n− 2]},
✗✘☛✏☛

En = {in : i ∈ [n − 1]} ✍✔✓ {ρ1, . . . , ρn−1, ρn} = [n] ✮ ρ1 = 1
✍✔✓

ρn = n ✢
✓✍✎☛✦✫✬ ✌✫ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✲ ✢✲ ✬ ✩ ✒★☛✔ ✍✔✫ ✑✤☞✒✎ ✍✦ ✓☛✜✒✖✒✑✔ ☞✏☛☛ ✑✔

Cn−1 =

2Kn−1/NCn−1

✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ✍✔ ✑✤☞✒✎ ✍✦ ✓☛✜✒✖✒✑✔ ☞✏☛☛ ✑✔
C2
n = 2Kn/NC2

n ✗✒☞✘ ✑✔☛
☛★✍✖✒★☛ ✖☛☞

En ∪σ
✚✑✏ ☛✍✜✘ ☛★✍✖✒★☛ ✖☛☞

σ
✒✔

Cn−1 ✢ ✰✫ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✯ ✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✺✕ ✢✻ ✬
✗☛ ✎ ✍✫ ✓☛✕✔☛ ✍✔ ✑✤☞✒✎ ✍✦ ✓☛✜✒✖✒✑✔ ☞✏☛☛ ✑✔

Cn−1

✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ☛★✍✖✒★☛ ✚✍✜☛✖ ✍✏☛
☛✧✍✜☞✦✫ ✑✚ ☞✘☛ ✚✑✏✎ {ρiρi+1 : i ∈ [1, n − 2]} ✗✒☞✘ {ρ1, . . . , ρn−1} = [n − 1]

✍✔✓
ρ1 = 1 ✢

❉☞ ✏☛✎ ✍✒✔✖ ☞✑ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞ ✗☛ ✜✍✔ ✓☛✕✔☛ ☞✘☛ ✓☛✜✒✖✒✑✔ ☞✏☛☛ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✛✔✓☛✏✦✫✒✔✩
✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✘✍✖ ☞✘☛ ✤✏✑✤☛✏☞✫ ☞✘✍☞ ✍✦✦ ✩✏✍✤✘✖ ✍✤✤☛✍✏✒✔✩ ✒✔ ☞✘☛ ✜✫✜✦☛

π∗
ρ

☛✧✜☛✤☞
Tρ

✍✏☛ ✎ ✍☞✜✘☛✓ ✗ ✒☞✘ ✖✎✍✦✦☛✏ ✩✏✍✤✘✖ ✢ ✰✫ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✒ ✢✺✳ ✍✔✓ ☞✘☛ ✚✍✜☞ ☞✘✍☞
π∗
ρ

✒✖ ✍
✜✫✜✦☛ ✒✔ ☞✘☛ ✜✘✍✒✔ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚

C2
n

✬ ✒☞ ✗ ✒✦✦ ☞✘☛✔ ✚✑✦✦✑✗ ☞✘✍☞ ☞✘☛
(n− 2)!

✜✫✜✦☛✖
π∗
ρ

✍✏☛
☛✧✍✜☞✦✫ ☞✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✜✫✜✦☛✖ ✩☛✔☛✏✍☞☛✓ ✌✫ ☞✘☛ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✢✡☛☞

T ✌☛ ✍ ☞✏✒✍✔✩✛✦✍☞☛✓
n

✥✩✑✔ ✗ ✒☞✘ ✌✑✛✔✓✍✏✫ ☛✓✩☛✖
ρ1ρ2, ρ2ρ3, . . . , ρnρ1 ✮ ρ1 = 1✍✔✓

ρn = n ✮ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞
T 6= Tρ ✢ ✸ ✒☞✘ ✔✑☞✍☞✒✑✔ ✍✖ ✒✔ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✲ ✢✲ ✬



✟� ✡✠ ✡ ✁ ✎✝☎✑✌✑☞✍ ✆✞✝✝ ❊◗✲

T ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑ ✍ ✚✍✎ ✒✦✫
ΣY,Z

✚✑✏ ✖✑✎ ☛
Y $ En

✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩
1n

✍✔✓
ρn−1n

✍✔✓ ✖✑✎ ☛
Z ⊂ BY =

(

[n−1
2

)

\
(

ǫ(Y )
2

) ✢
▼ ✖ ✒✔ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✲ ✢✲ ✬ ✦☛☞

G ✌☛ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘ ✗ ✒☞✘ ☛✓✩☛ ✖☛☞
Y ∪ Z ✢

✓✑✗ ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✑ ✌ ☛ ✜✍✏☛✚✛✦ ✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛ ✓✒�☛✏☛✔☞
T

✍✔✓
ρ

✎ ✍✫ ✩✒★☛ ✏✒✖☛ ☞✑ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛
G ✢ ✹✤ ☛✜✒✕✜✍✦✦✫✬ ✗☛ ✔☛☛✓ ☞✑ ✕✔✓ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔

ΣY,Z
✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☞✘✒✖ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✖

✤✏☛✖☛✔☞ ✒✔ ✍✔✫ ☞✏✒✍✔✩✛✦✍☞☛✓
n

✥✩✑✔
T

✒✔
ΣY,Z ✮ ✒☞ ✒✖ ✔✑☞ ✖✛✖ ✜✒☛✔☞ ☞✑ ✕✔✓ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞

☞✘✍☞ ✒✖ ✤✏☛✖☛✔☞ ✒✔ ✍ ✩✒★☛✔ ✕✧☛✓
T ✢✡☛☞

x ✌☛ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
xn ∈ Y

✍✔✓
x

✒✖ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ✍ ✜✫✜✦☛ ✒✔
G

✜✑✔✥
☞✍✒✔✒✔✩

n ✢ ✹✛✜✘ ✍✔
x

☛✧ ✒✖☞✖ ❋ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔
G

✚✏✑✎
T ✌✫ ✏☛✎✑★✒✔✩ ✍✦✦

ρiρi+1
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

ρin, ρi+1n ∈ Y ✢ ✹✒✔✜☛
Y 6= En

✍✔✓
1n, ρn−1n ∈ Y

✬ ☞✘☛✏☛ ✎✛✖☞ ☛✧✒✖☞ ✖✑✎☛
a, b ✗✒☞✘

b−a ≥ 2
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

ρan, ρbn ∈ Y
✍✔✓

ρcn /∈ Y
✒✚
a < c < b ✮ ✜✑✎✤✍✏☛ ☞✑ ☞✘☛ ✖✒☞✛✍☞✒✑✔

✒✔ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✺✴ ✢❊ ✢ ✡☛☞
y ✌☛ ✍✏✌ ✒☞✏✍✏✒✦✫ ✜✘✑✖☛✔ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

x
✍✔✓

y
✍✏☛

✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ✍ ✎ ✒✔ ✒✎ ✍✦ ✜✫✜✦☛ ✒✔
G

✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩
n

✍✔✓ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
yn ∈ G ✢✰✫ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✲ ✢✲ ◆☞✘☛ ✖☛✜✑✔✓ ✑✚ ☞✘☛ ☞✘✏☛☛ ✤✑✖✖✒✌✒✦✒☞✒☛✖ ✚✑✏

G❖ ✬
xy✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔

ΣY,Z ✢ ✹✒✔✜☛
x

✍✔✓
y

✍✏☛ ✓☛✕✔☛✓ ✗ ✒☞✘✑✛☞ ✏☛✚☛✏☛✔✜☛ ☞✑
T

✑✏
ρ

✬
✒☞ ✖✛✖ ✜☛✖ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞

xy ∈ T ✮ ✌✫ ✖✫✎✎☛☞✏✫✬ ☞✘✒✖ ✗ ✒✦✦ ✘✑✦✓ ✚✑✏ ✍✦✦ ✑☞✘☛✏ ✏☛✦☛★✍✔☞
☞✏✒✍✔✩✛ ✦✍☞☛✓

n
✥✩✑✔✖ ✒✔

ΣY,Z ✢ ✸☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
x = ρi

✍✔✓
y = ρj

✚✑✏ ✖✑✎☛
i, j ✮ j−i ≥ 2◆✑✏

i − j ≥ 2❖ ✢ ✹✒✔✜☛
xn, yn ∈ T

✬ ✒☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞
xy

✓✑☛✖ ✔✑☞ ✜✏✑✖✖ ✍✔✫ ☛✓✩☛ ✒✔
T

✗✒☞✘ ✌✑☞✘ ☛✔✓✤✑✒✔☞✖ ✒✔
[n− 1] ✢ ✓✍✎☛✦✫✬ ✖✛✜✘ ✍✔ ☛✓✩☛ ✗✑✛✦✓ ✜✏✑✖✖ ☛✒☞✘☛✏

xn
✑✏
yn ✢✹✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞

xy
✜✏✑✖✖☛✖ ✖✑✎ ☛ ☛✓✩☛

ρkn ✮ i < k < j ✢ ✹✒✔✜☛
x

✍✔✓
y

✍✏☛ ✤✍✏☞ ✑✚ ☞✘☛
✖✍✎ ☛ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✜✫✜✦☛ ✒✔

G
✬ ✗☛ ✘✍★☛ ★☛✏☞✒✜☛✖

i = i0 < i1 < . . . < ir−1 < ir = j

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
ρisρis+1 ∈ G

✚✑✏ ✍✦✦
s

✍✔✓ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✜✫✜✦☛

(n, ρi, ρi1 , . . . , ρir−1 , ρj , n)

✒✖ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✢ ❉✚ ✖✑✎ ☛
is

☛❍✛✍✦✖
k

✬ ☞✘☛✔ ✗☛ ✘✍★☛ ✍ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✑✔ ☞✑ ☞✘☛ ✎ ✒✔ ✒✎ ✍✦✒☞✫ ✑✚
☞✘☛ ✜✫✜✦☛ ✢ ✓☛✔✜☛

is < k < is+1
✚✑✏ ✖✑✎ ☛

s
✬ ✌✛☞ ☞✘☛✔

ρkn
✍✔✓

ρisρis+1

✜✏✑✖✖ ✒✔
T

✬
✍✔✑☞✘☛✏ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✑✔ ✢ ✣✘✛✖ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✢ �





�✁✂✄☎✆✝ �✁

✁ ✟✆ ✂✁☎✟☎☎✄☎✆✄✂ ☛✂✄✡☞✁ ✄☎✂ ✠✄✞✟☎✂

� ✸☛ ★☛✏✒✚✫ ☞✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ✜✑✔✶ ☛✜☞✛✏☛ ✓✛☛ ☞✑ ✰✍✌✖✑✔ ✬ ✰✶ ✷✏✔☛✏ ✬ ✡✒✔✛✖✖✑✔ ✬ ✹✘✍✏☛✖✘✒✍✔ ✬
✍✔✓ ✸☛✦✙☛✏ ✱❊✵ ✍✌✑✛☞ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧

NC3
n

✑✚ ✔✑☞ ✻✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✑✔
n

★☛✏☞✒✜☛✖ ❋

NC3
n ≃

∨

(n−3)
(n−2)!

2

S2n−4. ◆❊� ✢✺❖

✸☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✒✖ ✏☛✖✛✦☞ ★✒✍ ✍ ✜☛✏☞✍✒✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔
NC3

n

✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☛✧✍✜☞✦✫
(n − 3) · (n − 2)!/2

✩✏✍✤✘✖ ✬ ☛✍✜✘ ✜✑✔☞✍✒✔ ✒✔✩
2n− 3

☛✓✩☛✖ ✬ ✏☛✎✍✒✔ ✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✢ ✹☛☛
✹☛✜☞✒✑✔ ❊� ✢✺ ✚✑✏ ✓☛☞✍✒✦✖ ✢

✸ ✘✒✦☛
NC3

n

✒✖ ✘☛✔✜☛ ✖☛✎ ✒✥✜✑✦✦✍✤✖✒✌ ✦☛ ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ✔✑☞ ✌☛☛✔ ✍✌✦☛ ☞✑ ☛✖☞✍✌✦✒✖✘ ✖☛✎ ✒✥
✔✑✔☛★✍✖✒★☛✔☛✖✖ ✢ ✰✫ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✺✕ ✢✻ ✍✔✓ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✲ ✢✲ ✬ ✌✑☞✘

NCn
✍✔✓

NC2
n

✍✏☛
✖☛✎ ✒✥✔✑✔☛★✍✖✒★☛ ✢

❉✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ❊� ✢❊ ✬ ✗☛ ✛✖☛ ☞✘☛ ✩✒★☛✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ☞✑ ✓☛☞☛✏✎ ✒✔☛ ✍ ✌✍✖✒✖ ✚✑✏ ☞✘☛
✘✑✎✑✦✑✩✫ ✑✚ ☞✘☛ ❍✛✑☞✒☛✔☞ ✜✑✎✤✦☛✧

C3
n = 2Kn/NC3

n ✢ ❉✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ❊� ✢✻ ✬ ✗☛ ✍✔✍✦✫✖☛ ☞✘☛
☛✦☛✎ ☛✔☞✖ ✒✔ ☞✘✒✖ ✌✍✖✒✖ ✒✔ ✩✏☛✍☞☛✏ ✓☛☞✍✒✦ ✢ ▼ ✖ ✒☞ ☞✛✏✔✖ ✑✛☞ ✬ ☞✘☛ ✜✑✏✏☛✖✤✑✔✓✒✔✩ ☛✦☛✎☛✔☞✖
✒✔ ☞✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✑✚

NC3
n

✜✑✒✔✜✒✓☛ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ✚✛✔✓✍✎ ☛✔☞✍✦ ✜✫✜✦☛✖ ✑✚ ✜☛✏☞✍✒✔ ✖✤✘☛✏☛✖
✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫ ☞✘✍☞ ✎ ✍✧✒✎✍✦ ✚✍✜☛✖ ✜✑✏✏☛✖✤✑✔✓ ☞✑ �✓✒✖✜✑✔✔☛✜☞☛✓✁ ✦✍☞☞✒✜☛ ✤✍☞✘✖ ✢

❉✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ❊� ✢✒ ✬ ✗☛ ✩✒★☛ ✍✔ ✑★☛✏★✒☛✗ ✑✚ ✙✔✑✗✔ ✏☛✖✛✦☞✖ ✍✔✓ ✖✑✎ ☛ ✑✤☛✔ ✤✏✑✌✦☛✎ ✖
✏☛✦✍☞☛✓ ☞✑ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧

NCkn
✑✚ ✔✑☞

k
✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✚✑✏

k > 3 ✢ ✣✘☛ ✎ ✍✒✔ ✏☛✖✛ ✦☞
✒✖ ✍ ✚✑✏✎✛✦✍ ✚✑✏ ☞✘☛ ✟✛✦☛✏ ✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☞✒✜ ✑✚

NCn−3
n

✓✛☛ ☞✑ ✰✍✌✖✑✔ ☛☞ ✍✦ ✢ ✱❊✵ ✢
✜✄ ✚✘ ✝ ✦✧✦✁✦✤✁ ✁✁✤✣

✸☛ ☛✖☞✍✌✦✒✖✘ ☞✘☛ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔✜☛ ◆❊� ✢✺❖ ✬ ☞✘☛✏☛✌✫ ★☛✏✒✚✫ ✒✔✩ ☞✘☛ ✜✑✔✶ ☛✜☞✛✏☛ ✑✚
✰✍✌✖✑✔ ☛☞ ✍✦ ✢ ✱❊✵ ✢ ✼✛✏ ✤✏✑✑✚ ✒✔★✑✦★☛✖ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔

NC3
n

✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛
✍✏☛

(n− 3) · (n− 2)!/2
✜✏✒☞✒✜✍✦ ✩✏✍✤✘✖ ✬ ☛✍✜✘ ✑✚ ✗✘✒✜✘ ✘✍✖

2n− 3
☛✓✩☛✖ ✢ ✣✘☛ ✩✏✍✤✘✖

✁✞✍ ✟✏ ✄✍✝✠☎☛✒ ✟✏ ✝ ✒☛✡ ✟✏☛✌ ✝✔✌ ☛☛☎☛✔✌☛✌ ✡☛✒✏✟✑✔ ✑☞ ✌☛✄☎✟✑✔✏ ☞ ✝✔✌ ✎ ✟✔ ✝ ✠✝✠ ☛✒ ✍✍✡✎ ✠✆☞✞✟✏✍☛✌✟✔ ✏✑✒✓✔✕✖ ✑✗ ✘✑✙ ✚✛✔✕✜✑✓✛✕✖ ✢✣ ✤✑✓✥✦ ✧ ✤✓✛✤★ ✩ ✕

❊✴ ✺



❊✴❊ ✁✂✄☎ ✆✝✞ �� ✡ � ☞✆ ✠✄☎☞✍✍ ✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌ ✄✍ ✎ � ✝�☞✍ ✎

ρ1

ρ2

ρ3

ρ4

ρ5

ρ6

ρ7

ρ8

ρ9

✗ ✒✩✛✏☛ ❊� ✢✺❋
G(ρ1, ρ2, ρ3, ρ4, ρ5|ρ6, ρ7, ρ8, ρ9) ✢

✍✏☛ ☛✍✖✫ ☞✑ ✓☛✖✜✏✒✌☛ ❋ ✗✑✏
2 ≤ k ≤ n− 2

✍✔✓ ✍ ✤☛✏✎✛☞✍☞✒✑✔
ρ = ρ1ρ2 . . . ρn ∈ S[n]

✬
✦☛☞

G(ρ1, . . . , ρk|ρk+1, . . . , ρn) ✌☛ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘ ✗ ✒☞✘ ☛✓✩☛ ✖☛☞

{ρ1ρ2, ρ2ρ3, . . . , ρk−1ρk} ∪ {ρk+1ρk+2, ρk+2ρk+3, . . . , ρn−1ρn} ∪
{ρ1ρk+1, ρ2ρk+1, . . . , ρkρk+1, ρkρk+2, ρkρk+3, . . . , ρkρn}.

✣✘☛ ✩✏✍✤✘
G(ρ1, . . . , ρk|ρk+1, . . . , ρn)

✜✑✔✖✒✖☞✖ ✑✚ ☞✗✑ �✗✍✦✦✖✁ ✗✒☞✘
ρ1, . . . , ρk

✚✑✏✎ ✒✔✩
✍ ✤✍☞✘ ✑✔ ☞✘☛ ✦☛✚☞✥✘✍✔✓ ✖✒✓☛ ✍✔✓

ρk+1, . . . , ρn
✚✑✏✎ ✒✔✩ ✍ ✤✍☞✘ ✑✔ ☞✘☛ ✏✒✩✘☞✥✘✍✔✓ ✖✒✓☛ ✢

▼ ✦✦ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✑✔ ☞✘☛ ✦☛✚☞ ✗✍✦✦ ✍✏☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ☞✑
ρk+1

✬ ✗✘☛✏☛✍✖ ✍✦✦ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✑✔ ☞✘☛ ✏✒✩✘☞
✗✍✦✦ ✍✏☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ☞✑

ρk ✢ ✹☛☛ ✗ ✒✩✛✏☛ ❊� ✢✺ ✚✑✏ ✍✔ ☛✧✍✎✤✦☛ ✢✡☛☞

Uk = {G(ρ1, ρ2, . . . , ρk|ρk+1, ρk+2, . . . , ρn) : ρ1 = 1, ρn = n, ρ2 < ρk+1}.

✣✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✜✏✒☞✒✜✍✦ ✩✏✍✤✘✖ ✒✔ ☞✘☛ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✒✖

U =

n−2
⋃

k=2

Uk.

✗✑✏ ☛✍✜✘ ✑✚ ☞✘☛
n− 3

✜✘✑✒✜☛✖ ✑✚
k

✬ ✗☛ ✘✍★☛
(n− 2)!/2

★✍✦✒✓ ✤ ☛✏✎✛☞✍☞✒✑✔✖
ρ

✬ ✗✘✒✜✘
✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞ |U| = (n− 3) · (n− 2)!/2 ✢ ✹✒✔✜☛ ✍✦✦ ✩✏✍✤✘✖ ✒✔ U ✘✍★☛ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✔✛✎✌☛✏
2n− 3

✑✚ ☛✓✩☛✖ ✬ ◆❊� ✢✺❖ ✒✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✒ ✢✕ ✢✰☛✚✑✏☛ ✤✏✑ ✜☛☛✓✒✔✩ ✬ ✗☛ ✩✒★☛ ✍ ✌✏✒☛✚ ✓☛✖✜✏✒✤☞✒✑✔ ✑✚ ☞✘☛ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ☞✑ ✌ ☛
✓☛✕✔☛✓ ❋ ✗ ✒✏✖☞ ✬ ✗☛ ✎ ✍☞✜✘ ✗ ✒☞✘ ✏☛✖✤☛✜☞ ☞✑ ☞✘☛ ☛✓✩☛

1n ✗✘☛✔☛★☛✏ ✤✑✖✖✒✌✦☛ ✮ ☞✘☛ ✏☛✥
✎ ✍✒✔✒✔✩ ✩✏✍✤✘✖ ✍✏☛ ☞✘✑✖☛ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫ ☞✘✍☞

1n
✜✍✔✔✑☞ ✌ ☛ ✍✓✓☛✓ ✗ ✒☞✘✑✛☞

✜✏☛✍☞✒✔✩ ✍ ✻✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✩✏✍✤✘ ✢ ✹☛✜✑✔✓ ✬ ✚✑✏ ✍✔✫ ✏☛✎✍✒✔ ✒✔✩ ✩✏✍✤✘
G

✬ ✗☛ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞
☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ☞✗✑ ✛✔✒❍✛☛ ★☛✏☞✒✜☛✖

x, y
✖☛✤✍✏✍☞✒✔✩

G
✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞

✒✔
G([n] \ {x, y}) ✜✑✔☞✍✒✔ ✒✔✩

1
✒✖ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✢ ✪ ✍☞✜✘✒✔✩ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ☛✓✩☛

xy
✬ ✗☛ ✩☛☞ ✏✒✓

✑✚ ✍✦✦ ✩✏✍✤✘✖ ✌✛☞ ☞✘✑✖☛ ✑✚ ☞✘☛ ✙✒✔✓ ✒✦✦✛✖☞✏✍☞☛✓ ✒✔ ✗ ✒✩✛✏☛ ❊� ✢❊ ✢
❉✔ ☞✘☛ ✕✔✍✦ ✖☞☛✤ ✬ ✗☛ ✤✏✑ ✜☛☛✓ ✌✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔

n
☞✑ ✑✌☞✍✒✔ ✍ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛

✓☛✖✒✏☛✓ ✤✏✑✤☛✏☞✒☛✖ ✢ ✣✘✒✖ ✖☞☛✤ ✒✖ ☞☛✜✘✔ ✒✜✍✦ ✒✔ ✔✍☞✛✏☛ ✮ ✏✑✛✩✘✦✫ ✖✤ ☛✍✙✒✔✩ ✬ ✗☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏
☞✘☛ ✩✏✍✤✘ ✒✔

NC3
n−1

✑✌☞✍✒✔☛✓ ✚✏✑✎ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘ ✒✔ ✗ ✒✩✛✏☛ ❊� ✢❊ ✌✫ ✏☛✎✑★✒✔✩ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧
1

✍✔✓ ☞✘☛ ☛✓✩☛✖
1a

✍✔✓
1b ✢



�� ✡✟ ✡ ✁ ☞✆ ☞ ✆☞☎� ✆�☎ ✝ ❊✴✻

a

bc

1

X

✗ ✒✩✛✏☛ ❊� ✢❊ ❋ ▼ ✩✏✍✤✘ ✒✔
Λ′
n({1}, x, y) ✮ {a, b} = {x, y} ✍✔✓

n ∈ X ✢

✸☛ ✓✒★✒✓☛ ☞✘☛ ✓☛✖✜✏✒✤☞✒✑✔ ✑✚ ☞✘☛ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✒✔☞✑ ✖☛★☛✏✍✦ ✖☞☛✤✖ ✢
✆✖✭� ✱ ✂ ❙ ❆●❆■ ❄❅❑ ❑ ❄●■ ●■ ✿ ✿❁❑ ✿

1n
●❂ ❂❅●❆❄❅ ●■ ✿ ❈ ❆❇ ❄❏●

Λn ❊
✪ ✍☞✜✘ ✗ ✒☞✘

1n ✗✘☛✔☛★☛✏ ✤✑✖✖✒✌✦☛ ✬ ✎ ☛✍✔✒✔✩ ☞✘✍☞ ✗☛ ✤✍✒✏
G−1n

✍✔✓
G+1n ✗✘☛✔☛★☛✏

G + 1n
✒✖ ✔✑☞

3
✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢ ✡☛☞

Λn ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✜✏✒☞✒✜✍✦ ✩✏✍✤✘✖ ✗ ✒☞✘ ✏☛✖✤☛✜☞
☞✑ ☞✘ ✒✖ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✢ ✰✫ ✡☛✎✎ ✍ ✒ ✢✺✬ ✍✔✫ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔

Λn
☞✑✩☛☞✘☛✏ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛

✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩ ✶ ✛✖☞ ✓☛✕✔☛✓ ✫✒☛✦✓✖ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔
NC3

n ✢ ✼✔☛ ✏☛✍✓✒✦✫ ★☛✏✒✕☛✖ ☞✘✍☞
Λ4

✜✑✔✖✒✖☞✖ ✑✚ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘
K4 − 14 = G(1, 2|3, 4)

✍✔✓ ✔✑☞✘ ✒✔✩ ✎✑✏☛ ✢ ✓☛✔✜☛ ✚✏✑✎ ✔✑✗✑✔ ✗☛ ✎ ✍✫ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞
n ≥ 5 ✢

✆✖✭� ◆ ✂ ✂ ✿✁ ❅❄❅❑ ●■ ✿ ✾✿●
X(G) ❊

✗✑✏ ✍✔✫ ✩✏✍✤✘
G ◆✻✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✑✏ ✔✑☞❖ ✬ ✦☛☞

X(G) ✌☛ ☞✘☛ ✖☛☞ ✑✚ ✤✍✒✏✖ {x, y} ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
G([n] \ {x, y}) ✒✖ ✓✒✖✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢ ✡☛☞

G ∈ Λn ✢ ✹✒✔✜☛
G + 1n

✒✖ ✻✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✬ ☞✘☛ ✖☛☞
X(G+ 1n)

✒✖ ☛✎✤☞✫✢ ✣✘✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞ ✍✔✫ {x, y} ∈ X(G)
✖☛✤✍✏✍☞☛✖

1
✍✔✓

n
✒✔
G ✢

❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬ ✒✚ {x, y} ∈ X(G)
✬ ☞✘☛✔

x, y ∈ [2, n− 1] ✢
✆✖✭� ✲ ✂ ✂ ✿✁ ❅❄❅❑ ●■ ✿ ✽ ❆❄❏

SG ❊
✗✑✏ ✍✔✫

G ∈ Λn
✍✔✓

S = {a, b} ∈ X(G)
✬ ✔✑☞☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌✩✏✍✤✘

G([n] \S)✜✑✔✖✒✖☞✖ ✑✚ ☛✧✍✜☞✦✫ ☞✗✑ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖

M1(S,G)
✍✔✓

Mn(S,G),

✗✘☛✏☛
1 ∈ M1(S,G)

✍✔✓
n ∈ Mn(S,G) ✢ ✓ ✍✎ ☛✦✫✬ ✖✒✔✜☛

G + 1n
✒✖ ✻✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✬

G([n] \S)+ 1n
✒✖ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢ ✰✫ ☞✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ✦☛✎✎✍ ✬ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍ ✛✔✒❍✛☛ ✖☛☞

S = SG✒✔
X(G)

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
M1(S,G)

✒✖ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✢
✂✭✰✰✷ ◆☎ ✳✱ ❄✿●

G ∈ Λn ❊ ❋■ ✿❅ ●■ ✿❏✿ ❄✾ ❆ ✾✿●
SG ∈ X(G)

✾❀❆■ ●■ ❆●

M1(SG, G) $ M1(S,G)

❈ ❂❏ ❆❏ ❏
S ∈ X(G) \ {SG} ❊



❊✴✒ ✁✂✄☎ ✆✝✞ �� ✡ � ☞✆ ✠✄☎☞✍✍ ✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌ ✄✍ ✎ � ✝�☞✍ ✎

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✡☛☞
G ∈ Λn ✢ ✗ ✒✏✖☞ ✬ ✚✑✏ ✍✔✫

S = {a, b} ∈ X(G)
✬ ✗☛ ✜✦✍✒✎ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✒✖

✍ ✖✒✎✤✦☛ ✤✍☞✘ ✚✏✑✎
1

☞✑ ☛✍✜✘
x ∈ M1(S) ∪ {a, b} ◆M1(S) = M1(S,G)❖ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

☞✘☛ ✤✍☞✘ ✓✑☛✖ ✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔ ✍✔✫ ☛✦☛✎ ☛✔☞ ✒✔
Mn(S)∪ {a, b} ✬ ☛✧✜☛✤☞ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ☛✔✓✤✑✒✔☞

✎ ✒✩✘☞ ✌ ☛ ☛❍✛✍✦ ☞✑
a

✑✏
b ✢ ✣✘✒✖ ✒✖ ☞✏✛☛ ✌✫ ✓☛✕✔✒☞✒✑✔ ✚✑✏ ✍✦✦

x ∈M1(S) ✢ ✣✘✛✖ ✜✑✔✖✒✓☛✏
x = a

✍✔✓ ✏☛✎✑★☛ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧
b

✚✏✑✎
G ✢ ✣✘☛ ✔☛✗ ✩✏✍✤✘ ✒✖ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ◆✑☞✘☛✏✗ ✒✖☛

G + 1n ✗✑✛✦✓ ✔✑☞ ✌☛ ✻✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓❖ ✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞ ✒☞ ✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍ ✤✍☞✘ ✚✏✑✎
1☞✑

a ✢ ▼ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✖✛✜✘ ✤✍☞✘ ✜✍✔✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔ ✍✔✫ ☛✦☛✎ ☛✔☞ ✚✏✑✎
Mn(S)

✬ ✍✖ ☞✘✒✖ ✗✑✛✦✓
✒✎✤✦✫ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍ ✤✍☞✘ ✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔ ✒✔✩ ☛✒☞✘☛✏ ✑✚

a
✍✔✓

b
✚✏✑✎

1
☞✑ ☞✘✒✖ ☛✦☛✎ ☛✔☞ ✢✰✫ ✖✫✎✎☛☞✏✫✬ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✤✏✑✤☛✏☞✫ ✘✑✦✓✖ ✚✑✏

b ✗✘☛✔
a

✒✖ ✏☛✎✑★☛✓ ✬ ✍✔✓ ☞✘☛ ✜✦✍✒✎
✚✑✦✦✑✗ ✖ ✢

▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ✒✚
Sab = {a, b} ✍✔✓

Scd = {c, d} ✍✏☛ ✓✒✖☞✒✔✜☞ ✌✛☞ ✔✑☞ ✔☛✜☛✖✖✍✏✒✦✫
✓✒✖✶ ✑ ✒✔☞ ✖☛☞✖ ✒✔

X(G)
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

Scd ⊂Mn(Sab) ∪ Sab
✬ ☞✘☛✔

M1(Scd) ⊇M1(Sab) ∪ (Sab \ Scd) % M1(Sab).

✓✑☞☛ ☞✘✍☞ ☞✘✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞

M1(Scd) ∪ Scd % M1(Scd) ∪ (Sab ∩ Scd) ⊇M1(Sab) ∪ Sab.

❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬ ✌✫ ✖✫✎✎☛☞✏✫ ◆✖✗✍✤
1

✍✔✓
n❖ ✬ ✒✚

Scd ⊂M1(Sab) ∪ Sab
✬ ☞✘☛✔

M1(Scd) $ M1(Sab).

❉☞ ✏☛✎ ✍✒✔✖ ☞✑ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✜✍✖☛
a ∈ M1(Scd)

✬
b ∈ Mn(Scd)

✬
c ∈ M1(Sab)

✬ ✍✔✓
d ∈ Mn(Sab) ✢ ✹✒✔✜☛ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✔✑ ☛✓✩☛✖ ✌ ☛☞✗☛☛✔

M ′
1 = M1(Sab) ∩M1(Scd)

✍✔✓
M ′
n = Mn(Sab)∪Mn(Scd) = [n]\ (M ′

1∪{a, c}) ✬ ✒☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞
Sac = {a, c} ∈ X(G)✍✔✓ ☞✘✍☞

M1(Sac) = M ′
1

✍✔✓
Mn(Sac) = M ′

n ✢ M1(Sac)
✒✖ ✤✏✑✤ ☛✏✦✫ ✒✔✜✦✛✓☛✓ ✒✔

M1(Sab)
◆✗✘✒✜✘ ✜✑✔☞✍✒✔✖

c❖ ✍✔✓
M1(Scd)

◆✗✘✒✜✘ ✜✑✔☞✍✒✔✖
c❖ ✬ ✗✘✒✜✘ ✜✑✔✜✦✛✓☛✖ ☞✘☛

✤✏✑✑✚ ✢ �

✆✖✭� ✙ ✂ ❇ ❆❏●❄●❄❂❅❄❅❑
Λn

❄❅●❂ ✾❀❅❈ ❆❇ ❄❏❄✿✾
Λn(M,x, y) ❊

✗✑✏ ✍✔✫
M ⊂ [n− 1]

✍✔✓
x, y /∈M

✬ ✦☛☞

Λn(M,x, y) = {G ∈ Λn : SG = {x, y},M = M1(SG, G)}.

✣✘✒✖ ✫✒☛✦✓✖ ✍ ✤✍✏☞✒☞✒✑✔ ✑✚
Λn

✒✔☞✑ ✖✎ ✍✦✦☛✏ ✚✍✎ ✒✦✒☛✖ ✢ ✔✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✎ ✍✤
f : P (Λn) →

P (2[n−1])
✓☛✕✔☛✓ ✌✫

f(G) = M ✗✘☛✔☛★☛✏
G ∈ Λn(M,x, y) ✢ ✸☛ ✗✍✔☞ ☞✑ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞

☞✘☛ ✔ ✦✛✖☞☛✏ ✡☛✎✎ ✍ ✒ ✢❊ ✍✤✤✦✒☛✖ ✬ ✎ ☛✍✔✒✔✩ ☞✘✍☞
f

✒✖ ✍ ✤✑✖☛☞ ✎ ✍✤ ✢ ✓✑✗ ✬ ✒✚
G ⊆ H

✬
☞✘☛✔

M1(SG, G) ⊆M1(SH , G) = M1(SH , H)

✗✒☞✘ ☛❍✛✍✦✒☞✫ ✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚
SG = SH ✌✫ ✡☛✎✎ ✍ ❊� ✢✺ ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫

{Λn(M,x, y) : M ⊂ [n], x < y}
✓✑☛✖ ✖✍☞✒✖✚✫ ☞✘☛ ✜✑✔✓✒☞✒✑✔✖ ✒✔ ☞✘☛ ✔ ✦✛✖☞☛✏ ✡☛✎✎ ✍ ✒ ✢❊ ✢ ✣✘☛ ✜✑✔✓✒☞✒✑✔

x < y
✒✖

✔☛✜☛✖✖✍✏✫ ✚✑✏ ✍★✑✒✓✒✔✩ ✓✑✛✌✦☛✥✜✑✛✔☞✒✔✩ ✮ Λn(M,x, y) = Λn(M, y, x) ✢



�� ✡✟ ✡ ✁ ☞✆ ☞ ✆☞☎� ✆�☎ ✝ ❊✴◗

✆✖✭� ✗ ✂ ❙ ❆●❆■ ❄❅❑ ❑ ❄●■ ●■ ✿ ✿❁❑ ✿
xy

❄❅
Λn(M,x, y)

●❂ ❂❅●❆❄❅ ●■ ✿ ❈ ❆❇ ❄❏●
Λ′
n(M,x, y) ❊

❉✔ Λn(M,x, y)
✬ ✎ ✍☞✜✘ ✗ ✒☞✘

xy ✗✘☛✔☛★☛✏ ✤✑✖✖✒✌ ✦☛ ✢ ✡☛☞
Λ′
n(M,x, y) ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚

✜✏✒☞ ✒✜✍✦ ✩✏✍✤✘✖ ✒✔
Λn(M,x, y) ✗✒☞✘ ✏☛✖✤ ☛✜☞ ☞✑ ☞✘✒✖ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✢ ✣✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ✦☛✎✎ ✍

✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞ ✗☛ ✔☛☛✓ ✑✔✦✫ ✜✑✔✖✒✓☛✏
M = {1} ✢

✂✭✰✰✷ ◆☎ ✳◆
Λ′
n(M,x, y)

❄✾ ❅❂❅■❂❄❁ ❄❈ ❆❅❁ ❂❅ ❏● ❄❈
M = {1} ❊ ✂ ❑ ❏❆✽ ■

G
❄✾ ❄❅

Λ′
n({1}, x, y)

❄❈ ❆❅❁ ❂❅ ❏● ❄❈ ●■ ✿ ❈ ❂ ❏ ❏❂❑ ❄❅❑ ❆❂❅❁❄●❄❂❅✾ ❆❏✿ ✾❆●❄✾✁ ✿❁ ❊
◆✒❖ G+ 1n

❄✾ ✝❃❆❂❅❅✿❆●✿❁P ❑■ ✿❏✿❆✾
G

❄✾ ❅❂● ❊
◆✒✒❖ ✁❅✿ ❂❈ ●■ ✿ ✿❏✿❇ ✿❅●✾

x
❆❅❁

y
P ❁✿❅❂●✿❁

a
P ■ ❆✾ ❁✿❑ ❏✿✿ ✝ ❊

◆✒✒✒❖ ❄✿●
b ❅✿ ●■ ✿ ✿❏✿❇ ✿❅● ❄❅ {x, y} \ {a} ❊ ❋■ ✿ ❅✿❄❑■ ❅❂❏■ ❂❂❁

NG(a)
❂❈
a

✿❍❀❆❏✾
{1, b, c} ❈ ❂❏ ✾❂❇ ✿

c ∈ [n] \ {1, a, b, n} P ❑■ ✿❏✿❆✾
NG(b)

❆❂❅●❆❄❅✾
1

❆❅❁
a ❊

✛ ✿❇❆❏❉ ❊ ✰✫ ☞✘☛ ✦☛✎✎ ✍ ✬ ✩✏✍✤✘✖ ✒✔
Λ′
n({1}, x, y)

✍✏☛ ✑✚ ☞✘☛ ✚✑✏✎ ✒✦✦✛✖☞✏✍☞☛✓ ✒✔
✗ ✒✩✛✏☛ ❊� ✢❊ ✢
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✼✔☛ ☛✍✖✒✦✫ ✜✘☛✜✙✖ ☞✘✍☞ ✍ ✩✏✍✤✘ ✖✍☞✒✖✚✫ ✒✔✩ ✜✑✔✓✒☞✒✑✔✖ ◆✒❖✥ ◆✒✒✒❖ ✌ ☛✦✑✔✩✖ ☞✑
Λ′
n({1}, x, y) ✢ ✗✑✏ ☞✘☛ ✑☞✘☛✏ ✓✒✏☛✜☞✒✑✔ ✬ ✕ ✏✖☞ ✔✑☞☛ ☞✘✍☞

Λ′
n(M,x, y)

✒✖ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚
✍✦✦ ✩✏✍✤✘✖

G
✒✔

Λn(M,x, y)
✜✑✔☞✍✒✔ ✒✔✩ ☞✘☛ ☛✓✩☛

xy
✍✔✓ ✘✍★✒✔✩ ☞✘☛ ✤✏✑✤☛✏☞✫ ☞✘✍☞

(G−xy)+1n
✒✖ ✔✑☞ ✻✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢ ✓✍✎☛✦✫✬ ✖✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞

(G−xy)+1n
✒✖ ✻✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢

✸☛ ✔☛☛✓ ☞✑ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞
SG = SG−xy = {x, y} ✢ ✹✛✤✤✑✖☛ ✔✑☞ ✮ ✘☛✔✜☛ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍ ✖☛☞

S✒✔
X(G− xy)

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
M1(S,G− xy) $ M1(SG, G− xy).

✣✘✒✖ ✎ ☛✍✔✖ ☞✘✍☞
x

✍✔✓
y

✍✏☛ ✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔
M1(S,G − xy) ✮ ✘☛✔✜☛ ☞✘☛✫ ✍✏☛

✌✑☞✘ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔
Mn(S,G − xy) ∪ S ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬ ☞✘✒✖ ✎☛✍✔✖ ☞✘✍☞

S ∈ X(G)
✍✔✓

M1(S,G) $ M1(SG, G)
✬ ✗✘✒✜✘ ✒✖ ✍ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✑✔ ☞✑ ☞✘☛ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦✒☞✫ ✑✚

M1(SG, G) ✢
Na ∋ a

b ∈ NbMn ∋ c

d ∈M1

Mn ∩Na M1 ∩Nb

M1 ∩Na

Mn ∩Nb

✗ ✒✩✛✏☛ ❊� ✢✻ ❋ ▼ ✩✏✍✤✘ ✒✔
Λ′
n(M,x, y) ✮ ab = xy

✍✔✓
1, n ∈ Nb ∪ {c, d} ✢

✗✑✏ ✍ ✩✏✍✤✘
G ∈ Λ′

n(M,x, y)
✬ ✦☛☞

M1 = M1({x, y}, G) ∋ 1;

Mn = Mn({x, y}, G) ∋ n.



❊✴✴ ✁✂✄☎ ✆✝✞ �� ✡ � ☞✆ ✠✄☎☞✍✍ ✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌ ✄✍ ✎ � ✝�☞✍ ✎

✔✑✔✖✒✓☛✏ ✍ ✤✍✒✏ {c, d} ∈ X((G−xy)+1n)
✬ ✍✔✓ ✦☛☞

Na
✍✔✓

Nb ✌☛ ☞✘☛ ☞✗✑ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖
✒✔
G′ = (G + 1n)([n] \ {c, d}) − xy ✢ ✸☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞ {c, d} ∩ {x, y} = ∅ ✚✑✏ ✍✔✫

{c, d} ∈ X((G − xy) + 1n)
✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛

G + 1n
✒✖

3
✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢ ✹✒✔✜☛

1
✍✔✓

n
✍✏☛

✍✓✶ ✍✜☛✔☞ ✒✔
(G − xy) + 1n

✬ ☞✘☛✫ ✎✛✖☞ ✌☛ ✒✔ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✒✔
G′ ✛✔✦☛✖✖ ✑✔☛

✑✚ ☞✘☛✎ ✒✖ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ {c, d} ✮ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞

1, n ∈ Nb ∪ {c, d}.

✗✛✏☞✘☛✏✎✑✏☛ ✬ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞
d ∈M1

✍✔✓
c ∈Mn ✢ ✡☛☞

a, b ✌☛ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ {a, b} = {x, y} ✬
a ∈ Na

✬ ✍✔✓
b ∈ Nb ✢ ✣✘☛ ✖✒☞✛✍☞✒✑✔ ✚✑✏

G
✒✖ ✍✖ ✒✔ ✗ ✒✩✛✏☛ ❊� ✢✻ ✮ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✔✑ ☛✓✩☛✖

✌☛☞✗☛☛✔
M1

✍✔✓
Mn

✬ ✍✔✓ ☞✘☛ ✑✔✦✫ ☛✓✩☛ ✌☛☞✗☛☛✔
Na

✍✔✓
Nb

✒✖
ab ✢✹✒✔✜☛ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✔✑ ☛✓✩☛ ✌ ☛☞✗☛☛✔

M1 ∩Na
✍✔✓

Mn ∪Nb
✒✔
G+ 1n

✍✔✓ ✖✒✔✜☛

(M1 ∩Na) ∪Mn ∪Nb = (M1 ∪Mn ∪Nb) ∩ (Mn ∪Na ∪Nb) = [n] \ {a, d},

{a, d} ✖☛✤✍✏✍☞☛✖
G+ 1n

✛✔✦☛✖✖
M1 ∩Na = ∅ ◆✏☛✜✍✦✦ ☞✘✍☞

1, n /∈ Na
❖ ✢ ✹✒✔✜☛

G+ 1n✒✖ ✻✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✬ ✗☛ ✎✛✖☞ ✒✔✓☛☛✓ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
M1 ∩ Na = ∅ ✢ ✰✫ ☞✘☛ ✖✍✎☛ ✍✏✩✛✎ ☛✔☞ ✬

Mn ∩Na = ∅ ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞ ✒✚
1 ∈M1 ∩Nb

✬ ☞✘☛✔

M1({b, d}, G) = M1 ∩Na $ M1,

✗✘✒✜✘ ✒✖ ✍ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✑✔ ☞✑ ☞✘☛ ✚✍✜☞ ☞✘✍☞
SG = {a, b} ✮ ✘☛✔✜☛

d = 1 ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ✖✒✔✜☛
{1, b} /∈ X(G)

✬ ✗☛ ✎✛✖☞ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
M1 ∩Nb = ∅ ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬

M1(SG, G) = {1} ✢
✣✑ ✜✑✔✜✦✛✓☛ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✬ ✔✑☞☛ ☞✘✍☞ ✗☛ ✘✍★☛ ✶ ✛✖☞ ✓☛✎✑✔✖☞✏✍☞☛✓ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✔☛✒✩✘✌✑✏✥

✘✑✑✓ ✑✚
a

✒✖ {1, b, c} ✢ ❉✚ c = n
✬ ☞✘☛✔ ✗☛ ✘✍★☛

Mn∩Nb = ∅ ✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
n = 4 ✢

✣✘✒✖ ✒✖ ✍ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✑✔ ✮ ✘☛✔✜☛
c 6= n

✬ ✍✔✓ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✢ �

✆✖✭� ✿ ✂ ❇ ❆❏●❄●❄❂❅❄❅❑ ●■ ✿ ❈ ❆❇ ❄❏●
Λ′
n({1}, x, y)

❄❅●❂ ✾❀❅❈ ❆❇ ❄❏❄✿✾ Fn
i (x, y, z) ❊

❉☞ ✏☛✎ ✍✒✔✖ ☞✑ ✕✔✓ ✍ ✔✒✜☛ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔
Λ′
n({1}, x, y) ✢ ✰☛✚✑✏☛ ✤✏✑ ✜☛☛✓✒✔✩ ✬ ✗☛

✔✑☞☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧
a

✒✔ ✡☛✎✎ ✍ ❊� ✢❊ ✒✖ ✔✑☞ ✍✦✗✍✫✖ ✛✔✒❍✛☛✦✫ ✓☛☞☛✏✎ ✒✔☛✓ ✮ ✒✚ ✌ ✑☞✘
x✍✔✓

y
✘✍★☛ ✓☛✩✏☛☛ ✻ ✬ ☞✘☛✔ ☛✒☞✘☛✏ ✑✚

x
✍✔✓

y
✎ ✒✩✘☞ ✌☛ ✜✘✑✖☛✔ ✍✖

a ✢ ✗✑✏ ☞✘✒✖ ✏☛✍✖✑✔ ✬
✗☛ ✓✒★✒✓☛ ☞✘☛ ✤✏✑✌ ✦☛✎ ✒✔☞✑ ☞✗✑ ✍✖✫✎✎☛☞✏✒✜ ◆✍✖ ✑✤✤✑✖☛✓ ☞✑ ✖✫✎✎☛☞✏✒✜❖ ✜✍✖☛✖ ❋

✺✢ x ❇❆● ✌☛ ✓☛✕✔☛✓ ✍✖
b ◆✎☛✍✔✒✔✩ ☞✘✍☞

deg y = 3❖ ✢
❊ ✢ x ❇ ❀✾● ✌ ☛ ✓☛✕✔☛✓ ✍✖

a ◆✎ ☛✍✔✒✔✩ ☞✘✍☞
deg y > 3

✍✔✓
deg x = 3❖ ✢

✗✑✏ ☞✘☛ ✕✏✖☞ ✜✍✖☛ ✬ ✒✔☞✏✑✓✛✜☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫

Fn
1 (x, y, z) = {G : NG(y) = {1, x, z}} ∩ Λ′

n({1}, x, y)
✚✑✏ ☛✍✜✘

z ∈ [n] \ {1, x, y, n} ✢ ✗✑✏ ☞✘☛ ✖☛✜✑✔✓ ✜✍✖☛ ✬ ✒✔☞✏✑✓✛✜☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫

Fn
2 (x, y, z) = {G : deg y > 3, NG(x) = {1, y, z}} ∩ Λ′

n({1}, x, y)
✚✑✏ ☛✍✜✘

z ∈ [n] \ {1, x, y, n} ✢ ✣✘☛ ✤✍✏☞✒☞✒✑✔

{Fn
1 (x, y, z),Fn

2 (x, y, z) : z ∈ [n] \ {1, x, y, n}}



�� ✡✟ ✡ ✁ ☞✆ ☞ ✆☞☎� ✆�☎ ✝ ❊✴✳

✑✚
Λ′
n({1}, x, y)

✖✍☞✒✖✕☛✖ ☞✘☛ ✜✑✔✓✒☞✒✑✔✖ ✒✔ ☞✘☛ ✔ ✦✛✖☞☛✏ ✡☛✎✎ ✍ ✒ ✢❊ ✮ ☞✘☛ ✒✔✜✦✛✖✒✑✔
✏☛✦✍☞✒✑✔ ✌☛☞✗☛☛✔ ☞✗✑ ✩✏✍✤✘✖ ✒✔

Λ′
n({1}, x, y)

✔✑☞ ✒✔ ☞✘☛ ✖✍✎☛ ✚✍✎ ✒✦✫ Fn
i

✜✍✔ ✘✑✦✓
✑✔✦✫ ✒✚ ☞✘☛ ✖✎ ✍✦✦☛✏ ✖☛☞ ✒✖ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ✖✑✎ ☛ Fn

1

✍✔✓ ☞✘☛ ✦✍✏✩☛✏ ✖☛☞ ✒✖ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔
✖✑✎ ☛ Fn

2 ✢
✆✖✭� ❁ ✂ ✂ ✿✁ ❅❄❅❑ ❂✽ ●❄❇❆❏ ❆❆●❆❏❄❆ ❇❆●❆■ ❄❅❑ ✾ ❂❅ Fn

i (x, y, z) ❊
✣✘☛ ✕✔✍✦ ✖☞☛✤ ✒✖ ☞✘☛ ✚✑ ✦✦✑✗ ✒✔✩ ✡☛✎✎ ✍ ✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ◆❊� ✢✺❖ ✢
✂✭✰✰✷ ◆☎ ✳✲

◆✒❖ ❋■ ✿❏✿ ❄✾ ❆❅ ❆❆●❆❏❄❆ ❇❆●❆■ ❄❅❑ ❂❅ Fn
1 (x, y, z)

❑ ❄●■ ❆❏❄●❄❆❆❏ ❑ ❏❆✽ ■✾

G(1, x|y, z, ρ5, . . . , ρn−1, n),

❑■ ✿❏✿ {x, y, z, ρ5, . . . , ρn−1} = {2, . . . , n− 1} ❊
◆✒✒❖ ❋■ ✿❏✿ ❄✾ ❆❅ ❆❆●❆❏❄❆ ❇❆●❆■ ❄❅❑ ❂❅ Fn

2 (x, y, z)
❑ ❄●■ ❆❏❄●❄❆❆❏ ❑ ❏❆✽ ■✾

G(1, x, z, ρ4, . . . , ρk|y, ρk+2, . . . , ρn−1, n), 3 ≤ k ≤ n− 2,

❑■ ✿❏✿ {x, z, ρ4, . . . , ρk, y, ρk+2, . . . , ρn−1} = {2, . . . , n− 1} ❊
❇ ❏❂❂❈ ❂❈ ◆✒❖ ❊ ✔✑✔✖✒✓☛✏ ✍ ✩✏✍✤✘

G ∈ Fn
1 (x, y, z) ✢ ✼✔☛ ✏☛✍✓✒✦✫ ★☛✏✒✕☛✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍

✛✔✒❍✛☛ ✎✍✧✒✎ ✍✦ ✖✒✎✤✦☛ ✤✍☞✘

PG = (v1, v2, . . . , vt)

✗✒☞✘
v1 = 1

✬
v2 = y

✬ ✍✔✓
v3 = z

✖✛✜✘ ☞✘✍☞

NG(vk) = {vk−1, vk+1, x}
✚✑✏ ✍✦✦

k ∈ {2, . . . , t − 1} ✢ ✹✤ ☛✜✒✕ ✜✍✦✦✫✬ ✍✓✓ ✑✔☛ ★☛✏☞☛✧
vk

✍☞ ✍ ☞✒✎ ☛ ✍✔✓ ✜✑✔☞✒✔✛☛
✍✖ ✦✑✔✩ ✍✖

NG(vk)
✒✖ ✑✚ ☞✘☛ ✚✑✏✎ {vk−1, w, x}

✚✑✏ ✖✑✎☛
w /∈ {v1, . . . , vk} ✢ ✗✑✏

☛✧✍✎✤✦☛ ✬ ✗ ✒☞✘
1 = ρ1

✬
x = ρ6

✬
y = ρ2

✬ ✍✔✓
z = ρ3

✒✔ ✗ ✒✩✛✏☛ ❊� ✢✺ ✬ ✗☛ ✘✍★☛
PG = (ρ1, ρ2, ρ3, ρ4, ρ5) ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞ ✒✚

k < t
✬ ☞✘☛✔

vk 6= n
✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛ ✑☞✘☛✏✗ ✒✖☛ {x, n}

✗✑✛✦✓ ✖☛✤✍✏✍☞☛
G+ 1n ✢

❉✚ vt = n
✬ ☞✘☛✔ ◆✚✑✏ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✏☛✍✖✑✔ ❖ ✍✦✦ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✒✔

[n] \ {x} ✍✏☛ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔
☞✘☛ ✤✍☞✘ ✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞

t = n− 1 ✢ ✰✫ ✜✑✔✖☞✏✛✜☞✒✑✔ ✬
n

✒✖ ✍✓✶ ✍✜☛✔☞ ☞✑
vn−2

✒✔
G ✌✛☞ ✔✑☞ ☞✑

vi
✚✑✏ ✍✔✫

i < n− 2 ✢ ✣✘✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
n

✎✛✖☞ ✌ ☛ ✍✓✶ ✍✜☛✔☞ ☞✑
x

✒✔
G ✮

G+ 1n
✒✖ ✻✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

G = G(1, x|y, z, v4, . . . , vn−2, n).

✗✑✏
t < n− 1

✬ ✓☛✔✑☞☛ ✌✫

Fn
1 (x, y, z, v4, . . . , vt)



❊✴✕ ✁✂✄☎ ✆✝✞ �� ✡ � ☞✆ ✠✄☎☞✍✍ ✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌ ✄✍ ✎ � ✝�☞✍ ✎

☞✘✑✖☛ ✩✏✍✤✘✖
G

✒✔ Fn
1 (x, y, z) ✗✒☞✘

PG = (1, y, z, v4, . . . , vt) ✢ ✹✒✔✜☛
vt 6= n

✍✔✓
G+ 1n

✒✖ ✻✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✬ ☞✘☛ ✓☛✩✏☛☛ ✑✚
vt

✒✔
G

✎✛✖☞ ✌ ☛ ✍☞ ✦☛✍✖☞ ☞✘✏☛☛ ✢ ❉✔ ✚✍✜☞ ✬ ✌✫ ☞✘☛
✎ ✍✧✒✎ ✍✦✒☞✫ ✑✚

PG
✬ ✒✚

vt
✒✖ ✍✓✶ ✍✜☛✔☞ ☞✑

x
✬ ☞✘☛✔

vt
✒✖ ✍✓✶ ✍✜☛✔☞ ☞✑ ✍ ☞✑☞✍✦ ✑✚ ✍☞ ✦☛✍✖☞

✚✑✛✏ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✒☛✖ Fn
1 (x, y, z, v4, . . . , vt)

✖✍☞✒✖✚✫ ☞✘☛ ✜✑✔✓✒☞✒✑✔✖
✒✔ ☞✘☛ ✔ ✦✛✖☞☛✏ ✡☛✎✎✍ ✒ ✢❊ ✮ t ✜✍✔✔✑☞ ✒✔✜✏☛✍✖☛ ✒✚ ✗☛ ✍✓✓ ✍✔ ☛✓✩☛ ✢✡☛☞

G ∈ Fn
1 (x, y, z, v4, . . . , vt) ✌☛ ✍ ✩✏✍✤✘ ✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩ ☞✘☛ ☛✓✩☛

xvt ✢ ✹✛✤✤✑✖☛
☞✘✍☞

G − xvt
✒✖ ✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ Fn

1 (x, y, z, v4, . . . , vt) ✢ ✣✘☛✔
K = (G + 1n) − xvt✒✖ ✔✑☞ ✻✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛

p, q ∈ [n] ✗✒☞✘ ☞✘☛ ✤✏✑✤☛✏☞✫ ☞✘✍☞
K ′ = K([n] \ {p, q}) ✒✖ ✓✒✖✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢ ✹✒✔✜☛

K ′ + xvt
✒✖ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✬

vt
✍✔✓

x ✌☛✦✑✔✩
☞✑ ✓✒�☛✏☛✔☞ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✒✔

K ′ ✢ ✣✘✒✖ ✎ ☛✍✔✖ ☞✘✍☞ ◆✖✍✫❖ p = vt−1
✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛

x
✍✔✓

vt✍✏☛ ✌✑☞✘ ✍✓✶ ✍✜☛✔☞ ☞✑
vt−1 ✢ ✸☛ ✜✑✔✜✦✛✓☛✓ ✍✌✑★☛ ☞✘✍☞

deg vt > 3
✒✔
G

✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖
☞✘✍☞

deg vt ≥ 3
✒✔
K ✢ ✓ ☛✔✜☛ ☞✘☛ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✒✔

K ′ ✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩
vt

✎✛✖☞ ✜✑✔☞✍✒✔
✖✑✎ ☛☞✘ ✒✔✩ ✎✑✏☛ ☞✘✍✔

vt
✬ ✍✔✓ ✒☞ ✓✑☛✖ ✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔

x
✑✏
vt−2

✬ ☞✘☛ ✑☞✘☛✏ ✔☛✒✩✘✌✑✏✖
✑✚
p = vt−1 ✢ ✣✘☛✏☛✚✑✏☛ ✬

K([n] \ {vt, q}) = (G + 1n)([n] \ {vt, q})
✒✖ ✓✒✖✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✬

✗✘✒✜✘ ✒✖ ✍ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✑✔ ☞✑ ☞✘☛ ✚✍✜☞ ☞✘✍☞
G + 1n

✒✖ ✻✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢ ❉☞ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞
G− xvt ∈ Fn

1 (x, y, z, v4, . . . , vt) ✢
▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ✗☛ ✎✍✫ ✛✖☛ ☞✘☛ ☛✓✩☛

xvt
☞✑ ✑✌☞✍✒✔ ✍ ✜✑✎✤✦☛☞☛ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔

☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ Fn
1 (x, y, z, v4, . . . , vt) ✢ ✓ ✍✎ ☛✦✫✬ ✒✚ ✍ ✩✏✍✤✘

G
✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩

xvt ✌☛✦✑✔✩✖
☞✑ Fn

1 (x, y, z, v4, . . . , vt)
✬ ☞✘☛✔ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✒✖ ✜☛✏☞✍✒✔ ✦✫ ☞✏✛☛ ✚✑✏

G+ xvt ✢
❇ ❏❂❂❈ ❂❈ ◆✒✒❖ ❊ ✸☛ ✛✖☛ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔

n ✢ ✣✘✒✖ ✏☛❍✛✒✏☛✖ ✍ ✌✍✖☛ ✖☞☛✤ ✬ ✌✛☞ ✗☛ ✍✦✏☛✍✓✫
✤✏✑★✒✓☛✓ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔

NC3
4 ✢ ✗✑✏

n > 4
✬ ✦☛☞

Λ̂n−1(x, z, y) ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚
✩✏✍✤✘✖

H
✑✔ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞

[2, n]
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

H + xn
✒✖ ✻✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✍✔✓

NG(x) = {y, z}.
✼✌★✒✑✛✖✦✫

Λ̂n−1(x, z, y) = Λ̂n−1(x, y, z)
✬ ✌✛☞ ✗☛ ✤✏☛✚☛✏ ✘✍★✒✔✩

z ✌☛✚✑✏☛
y

✚✑✏ ✏☛✍✖✑✔✖
☞✘✍☞ ✗ ✒✦✦ ✌ ☛ ☛✧✤✦✍✒✔☛✓ ✦✍☞☛✏ ✢ ✸☛ ✗✍✔☞ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞

Fn
2 (x, y, z) = {{1x, 1y}} ∗ Λ̂n−1(x, z, y).

◆❊� ✢❊❖
✰☛✚✑✏☛ ✤✏✑★✒✔✩ ◆❊� ✢❊❖ ✬ ✗☛ ✖✘✑✗ ✘✑✗ ✒☞ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘☛ ✖☛✜✑✔✓ ✤✍✏☞ ✑✚ ✡☛✎✎ ✍ ❊� ✢✻ ✢ ▼✚☞☛✏
✖✑✎ ☛ ✏☛✦✍✌☛✦✒✔✩ ◆✖✛✜✘ ✍✖ ✏☛✤✦✍✜✒✔✩

x ✗✒☞✘ ✺❖ ✬ ✗☛ ☛✍✖✒✦✫ ✖☛☛ ☞✘✍☞
Λ̂n−1(x, z, y)

✜✍✔ ✌☛
✒✓☛✔☞✒✕☛✓ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫

Λn−1({1}, z, y)
✒✔☞✏✑✓✛✜☛✓ ✒✔ ✖☞☛✤ ✒ ✍✌✑★☛ ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛ ✦✍✏ ✬

✌✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔
n

✬ ✗☛ ✎ ✍✫ ✍✤✤✦✫ ✖☞☛✤✖ ✒✥✳ ✑✔
Λ̂n−1(x, z, y)

☞✑ ✑✌☞✍✒✔ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜
✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✛✔✎✍☞✜✘☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✍✏☛

G(x, z, ρ4, . . . , ρk|y, ρk+2, . . . , ρn−1, n)

✗✒☞✘
2 ≤ k ≤ n− 3

✍✔✓ {x, z, ρ4, . . . , ρk, y, ρk+2, . . . , ρn−1} = {2, . . . , n− 1} ✢ ✓✑☞☛
☞✘✍☞ ✒✚ ✗☛ ✍✓✓

1
✬

1x
✬ ✍✔✓

1y
☞✑

G(x, z, ρ4, . . . , ρk|y, ρk+2, . . . , ρn−1, n)
✬ ☞✘☛✔ ✗☛

✑✌☞✍✒✔ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘
G(1, x, z, ρ4, . . . , ρk|y, ρk+2, . . . , ρn−1, n);

☞✘✒✖ ✒✖ ☞✘☛ ✏☛✍✖✑✔ ✗✘✫ ✗☛ ✗✍✔☞☛✓ ☞✑ ✘✍★☛
z ✌☛✚✑✏☛

y ✢ ✣✘✛✖ ✜✘✑✑✖✒✔✩ ☞✘☛ ✍✜✫✜✦✒✜
✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩ ✑✔ Fn

2 (x, y, z)
✜✑✏✏☛✖✤✑✔✓✒✔✩ ✒✔ ☞✘☛ ✔✍☞✛✏✍✦ ✗✍✫ ☞✑ ☞✘☛ ✜✘✑✖☛✔ ✍✜✫✜✦✒✜

✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩ ✑✔
Λ̂n−1(x, z, y)

✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ✡☛✎✎ ✍ ❊� ✢✻ ✢



�� ✡� ✡ ✁ ☞✆ ☞✝☞✁� ❊✴✲

✣✑ ✑✌☞✍✒✔ ◆❊� ✢❊❖ ✬ ✦☛☞
H ∈ Λ̂n−1(x, z, y)

✍✔✓ ✦☛☞
G ✌☛ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘ ✑✌☞✍✒✔☛✓ ✚✏✑✎

H
✌✫ ✍✓✓✒✔✩ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧

1
✍✔✓ ☞✘☛ ☛✓✩☛✖

1x
✍✔✓

1y ✢ ✔ ✦☛✍✏✦✫✬ ◆✒✒❖ ✍✔✓ ◆✒✒✒❖ ✒✔ ✡☛✎✎ ✍ ❊� ✢❊✘✑✦✓ ✗ ✒☞✘
(a, b, c) = (x, y, z)

✬ ✍✔✓ ☞✘☛ ✓☛✩✏☛☛ ✑✚
y

✒✔
G

✒✖ ✍☞ ✦☛✍✖☞ ✒ ✢ ✣✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞
G ∈ Fn

2 (x, y, z)
✬ ✒☞ ✏☛✎ ✍✒✔✖ ☞✑ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞ ◆✒❖ ✒✔ ✡☛✎✎ ✍ ❊� ✢❊ ✘✑✦✓✖ ✢ ❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞

G
✒✖ ✔✑☞ ✻✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✮ {x, y} ✒✖ ✍ ✜✛☞ ✤✑✒✔☞ ✒✔

G ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ✗☛ ✜✦✍✒✎ ☞✘✍☞
G + 1n✒✖ ✻✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢ ✣✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✒✖ ✬ ✔✑☞☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✻✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✩✏✍✤✘

H + xn
✒✖ ✑✌☞✍✒✔☛✓

✚✏✑✎
G+1n ✌✫ ✜✑✔☞✏✍✜☞✒✔✩ ☞✘☛ ☛✓✩☛

1x ✢ ✣✘✛✖ ✍✔✫
S ∈ X(G+1n)

✜✑✔☞✍✒✔✖ ☛✒☞✘☛✏
1✑✏

x ✢ ✓✑✗ ✬ ☞✘☛ ✚✑✏✎☛✏ ✒✖ ✒✎✤✑✖✖✒✌✦☛ ✬ ✍✖
H = (G+1n)([2, n])

✒✖ ❊✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢ ✗✑✏ ☞✘☛
✦✍☞☞☛✏ ✬ ✖✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞

S = {x, q} ✖☛✤✍✏✍☞☛✖
G+ 1n ✢ ✹✒✔✜☛

1
✒✖ ✍✓✶ ✍✜☛✔☞ ☞✑

y
✍✔✓

n
✬
1✒✖ ✔✑☞ ✒✖✑ ✦✍☞☛✓ ✒✔

K = (G+ 1n)([n] \ {x, q}) ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬ ☞✘✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘
(H + xn)([2, n] \ {x, q}) ✑✌☞✍✒✔☛✓ ✚✏✑✎

K ✌✫ ✏☛✎✑★✒✔✩
1

✒✖ ✓✒✖✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✬ ✗✘✒✜✘ ✒✖
✍ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✑✔ ☞✑

H + xn ✌☛✒✔✩ ✻✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢ ❉☞ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞
G+ 1n

✒✖ ✻✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓
✍✔✓ ✘☛✔✜☛ ☞✘✍☞

G ∈ Fn
2 (x, y, z) ✢

✔✑✔★☛✏✖☛✦✫✬ ✦☛☞
G ∈ Fn

2 (x, y, z)
✍✔✓ ✗✏✒☞☛

H = G([2, n]) ✢ ✔ ✦☛✍✏✦✫✬ ☞✘☛ ✔☛✒✩✘✌✑✏✥
✘✑✑✓ ✑✚

x
✒✔
H

✒✖ {y, z} ✢ ❉☞ ✏☛✎ ✍✒✔✖ ☞✑ ★☛✏✒✚✫ ☞✘✍☞
H + xn

✒✖ ✻✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢ ✹✛✤✤✑✖☛
☞✘✍☞

S = {p, q} ✖☛✤✍✏✍☞☛✖
H + xn ✢ ❉✚ x /∈ S

✬ ☞✘☛✔
S

✍✦✖✑ ✖☛✤✍✏✍☞☛✖
G+ 1n ✮ n ✍✔✓

y
✌☛✦✑✔✩ ☞✑ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✍✖

x
✒✔ ☞✘☛ ✖☛✤✍✏✍☞☛✓ ✩✏✍✤✘ ✢ ▼✖ ☞✘✒✖ ✒✖ ✍

✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✑✔ ✬ ✗☛ ✎✛✖☞ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
S = {x, q} ✚✑✏ ✖✑✎ ☛

q ✢ ✓✑✗ ✬ ☞✘☛ ☞✗✑ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖
A

✍✔✓
B

✒✔
H([2, n] \ {x, q}) ✘✍★☛ ☞✘☛ ✤✏✑✤☛✏☞✫ ☞✘✍☞

y
✍✔✓

n ✌☛✦✑✔✩ ☞✑ ✓✒�☛✏☛✔☞
✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✬ ✖✍✫

y ∈ A
✍✔✓

n ∈ B ✢ ✓✍✎ ☛✦✫✬ ✑☞✘☛✏✗ ✒✖☛ ✬ {x, q} ✗✑✛✦✓ ✖☛✤✍✏✍☞☛
G+ 1n ✢ ▼ ✦✖✑ ✬

z
✒✖ ✒✔

B ✮ ✑☞✘☛✏✗ ✒✖☛ ✬
q ✗✑✛✦✓ ✌☛ ✍ ✜✛☞ ✤✑✒✔☞ ✒✔

H
✖☛✤✍✏✍☞✒✔✩

B
✚✏✑✎

{x, y, z} ✍✔✓ ✘☛✔✜☛ ✍ ✜✛☞ ✤✑✒✔☞ ✒✔
G ✢ ✓✑✗ ✬

A
✜✑✔☞✍✒✔✖ ✖✑✎ ☛☞✘✒✔✩ ✎✑✏☛ ☞✘✍✔ ✶✛✖☞

y ✮☞✘☛ ✓☛✩✏☛☛ ✑✚
y

✒✖ ✍☞ ✦☛✍✖☞ ✚✑✛✏ ✒✔
G

✍✔✓ ✘☛✔✜☛ ✍☞ ✦☛✍✖☞ ☞✘✏☛☛ ✒✔
H ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬ ☞✘✒✖

✎ ☛✍✔✖ ☞✘✍☞
A \ {y} ✒✖ ✍ ✔✑✔☛✎✤☞✫ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✑✚

(G + 1n)([n] \ {y, q}) ✢
✓✍✎☛✦✫✬ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✔✑ ☛✓✩☛✖ ✚✏✑✎

A \ {y} ☞✑
B ∪ {1, x} ✒✔

G+ 1n
✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛

z, n ∈ B ✢
✣✘✒✖ ✒✖ ✍ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✑✔ ✮ ✘☛✔✜☛ ◆❊� ✢❊❖ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ✢
▲✮✸✟✼✁✁✻✮✸ ✳
✡☛☞ ✛✖ ✖✛✎✎ ✍✏✒✖☛ ☞✘☛ ✎✍✒✔ ✍✜✘ ✒☛★☛✎ ☛✔☞ ✑✚ ☞✘ ✒✖ ✖☛✜☞✒✑✔ ❋
✫✬✭✮✯✭✰ ◆☎ ✳✙

NC3
n

❄✾ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈
(n−3)·(n−2)!/2

✾✽ ■ ✿❏✿✾
❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅

2n− 4 ❊ �

✜✄ ✚✜ ✝ ✦✧✦★✦✄✁

✣✏✍✔✖✦✍☞☛ ☞✘☛ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✩✒★☛✔ ✒✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ❊� ✢✺ ✒✔☞✑ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔ ☞✘☛
❍✛✑☞✒☛✔☞ ✜✑✎✤✦☛✧

C3
n = 2Kn/NC3

n ✮ ✚✑✦✦✑✗ ☞✘☛ ✤✏✑ ✜☛✓✛✏☛ ✓☛✖✜✏✒✌ ☛✓ ✍☞ ☞✘☛ ✌ ☛✩✒✔✔✒✔✩
✑✚ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✳ ✢❊ ✢ ✔ ✦☛✍✏✦✫✬ ☞✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✑✚

C3
n

★✍✔✒✖✘☛✖ ☛✧✜☛✤☞ ✒✔ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
2n− 3

✬
✍✔✓

H̃2n−3(C
3
n; Z)

✒✖ ✚✏☛☛ ✑✚ ✏✍✔✙
(n− 3) · (n− 2)!/2 ✢✼✛✏ ✩✑✍✦ ✒✖ ☞✑ ✕✔✓ ✍ ✌✍✖✒✖ ✚✑✏
H̃2n−3(C

3
n; Z) ✢ ✸ ✒☞✘ ✔✑☞✍☞✒✑✔ ✍✖ ✒✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✒ ✢✒ ✢✺✬

✒☞ ✖✛✖ ✜☛✖ ☞✑ ✕✔✓ ✍✔ ☛✦☛✎ ☛✔☞
bG ∈ B ✗✒☞✘ ☞✘☛ ✖✍✎☛ ✌✑✛✔✓✍✏✫ ✍✖

G
✚✑✏ ☛✍✜✘ ✜✏✒☞✒✜✍✦

✩✏✍✤✘
G ✢ ✓ ✍✎ ☛✦✫✬ ☞✘☛✔ {[G]− bG : G

✒✖ ✜✏✒☞ ✒✜✍✦} ✗✒✦✦ ✚✑✏✎ ✍ ✌✍✖✒✖ ✚✑✏
H̃2n−3(C

3
n; Z)

✌✫ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✒ ✢✺✳ ✢



❊✳� ✁✂✄☎ ✆✝✞ �� ✡ � ☞✆ ✠✄☎☞✍✍ ✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌ ✄✍ ✎ � ✝�☞✍ ✎

W1 = {ρ2, ρ3, ρ4, ρ5}

W2 = {τ6, τ7, τ8}

1

ρ2

ρ3

ρ4

ρ5

τ6

τ7

τ8

9

✗ ✒✩✛✏☛ ❊� ✢✒ ❋
R(1, ρ2, ρ3, ρ4, ρ5|τ6, τ7, τ8, 9)

✍✔✓ ☞✘☛ ✗✍✦✦✖
W1

✍✔✓
W2 ✢

✣✘☛ ✜✏✒☞✒✜✍✦ ✩✏✍✤✘✖ ✍✏☛ ✑✚ ☞✘☛ ✚✑✏✎

G(1, ρ2, . . . , ρk|τk+1, τk+2, . . . , τn−1, n) + 1n,

✗✘☛✏☛
ρ2 < τk+1

✬ {ρ2, . . . , ρk, τk+1, τk+2, . . . , τn−1} = {2, . . . , n − 1} ✬ ✍✔✓
2 ≤ k ≤

n− 2 ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞ ✗☛ ✛✖☛ ☞✗✑ ✓✒�☛✏☛✔☞ ✖✫✎✌✑✦✖
ρ∗

✍✔✓
τ∗

☞✑ ✓☛✔✑☞☛ ☞✘☛ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✬ ✍✖
✑✤✤✑✖☛✓ ☞✑ ☞✘☛ ✤✏☛★✒✑✛✖ ✖✒✔✩✦☛ ✖✫✎✌✑✦

ρ∗ ✮ ☞✘ ✒✖ ✒✖ ☞✑ ✎ ✍✙☛ ✒☞ ☛✍✖✒☛✏ ☞✑ ✓✒✖☞✒✔✩✛✒✖✘
✌☛☞✗☛☛✔ ☞✘☛ ☞✗✑ ✙✒✔✓✖ ✑✚ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✢ ✣✑ ✖✒✎✤✦✒✚✫ ✔✑☞✍☞✒✑✔ ✬ ✗ ✏✒☞☛

ρ∗ = (1, ρ2, . . . , ρk−1, ρk);

τ∗ = (τk+1, . . . , τn−1, n);

G(ρ∗|τ∗) = G(1, ρ2, . . . , ρk|τk+1, . . . , τn−1, n).

✔✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘
R(ρ∗|τ∗) ✑✌☞✍✒✔☛✓ ✚✏✑✎

G(ρ∗|τ∗) + 1n ✌✫ ✏☛✎✑★✒✔✩ ☞✘☛ ☛✓✩☛
✖☛☞

{ρiτk+1 : i = 2, . . . , k} ∪ {ρkτk+i : i = 2, . . . , n− k − 1}.
✣✘☛ ✩✏✍✤✘

R(ρ∗|τ∗) − 1n
✒✖ ☞✘☛ ✛✔✒❍✛☛ ✓✍✎ ✒✦☞✑✔ ✒✍✔ ✜✫✜✦☛ ✒✔

G(ρ∗|τ∗) ◆✖☛☛ ✗ ✒✩✥
✛✏☛ ❊� ✢✒ ❖ ✢ ❉✔ R(ρ∗|τ∗) − 1n

✬ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ☛✧✍✜☞✦✫ ☞✗✑ ✖✒✎✤✦☛ ✤✍☞✘✖
(1, ρ2, . . . , ρk, n)✍✔✓

(1, τk+1, . . . , τn−1, n)
✚✏✑✎

1
✍✔✓

n ✢ ✣✘☛ ✖☛☞✖
W1 = {ρ2, . . . , ρk}

✍✔✓
W2 =

{τk+1, . . . , τn−1}
✍✏☛ ☞✘☛ ☞✗✑ ❑❆❏ ❏✾ ✑✚

R(ρ∗|τ∗) ✢ ✸☛ ✖✍✫ ☞✘✍☞
ρm

◆τm ❖ ✒✖ ❆❅❂■✿
ρl◆τl ❖ ✒✚

m > l
✍✔✓ ☞✘✍☞

z
✒✖ ❅✿●❑ ✿✿❅

x
✍✔✓

y
✒✚
y

✒✖ ✍✌✑★☛
z

✍✔✓
z

✒✖ ✍✌✑★☛
x ✢✡☛☞ S(ρ∗|τ∗) ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ☛✓✩☛ ✖☛☞✖

S = {ρimτjm : 1 ≤ m ≤ n−3} ✖✍☞✒✖✚✫✒✔✩






2 = i1 ≤ i2 ≤ . . . ≤ in−3 = k;
k + 1 = j1 ≤ j2 ≤ . . . ≤ jn−3 = n− 1;
im + jm = m+ k + 2, 1 ≤ m ≤ n− 3.

◆❊� ✢✻❖

✔✑✔✓✒☞✒✑✔ ◆❊� ✢✻ ❖ ✎ ☛✍✔✖ ☞✘✍☞
S

✒✖ ✍ ☞✏✒✍✔✩✛✦✍☞✒✑✔ ✑✚ ☞✘☛
n

✥✩✑✔
R(ρ∗|τ∗) − 1n ✗✒☞✘

☞✘☛ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫ ☞✘✍☞ ☛★☛✏✫ ✒✔☞☛✏✒✑✏ ☛✓✩☛ ✜✑✔☞✍✒✔✖ ✑✔☛ ☛✦☛✎☛✔☞ ✚✏✑✎ ☛✍✜✘ ✗✍✦✦ ✢ ❉✔✤✍✏☞✒✜✛ ✦✍✏ ✬ ☛★☛✏✫
v 6= 1, n

✒✖ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ✍☞ ✦☛✍✖☞ ✑✔☛ ☛✓✩☛ ✒✔
S

✬ ✗✘☛✏☛✍✖ ✔✑ ☛✓✩☛ ✒✔
S

✜✑✔☞✍✒✔ ✖
1

✑✏
n ✢



�� ✡� ✡ ✁ ☞✆ ☞✝☞✁� ❊✳✺

✡☛☞ T (ρ∗|τ∗) ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖
R(ρ∗|τ∗)∪S ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

S ∈ S(ρ∗|τ∗) ✢ ✓✑☞☛
☞✘✍☞

G(ρ∗|τ∗) + 1n
✒✖ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ T (ρ∗|τ∗) ✢ ✟✍✜✘ ✑✚ ☞✘☛ ✩✏✑✛✤ ☛✦☛✎ ☛✔☞✖

[G] − bG✓✒✖✜✛✖✖☛✓ ✍☞ ☞✘☛ ✌ ☛✩✒✔✔✒✔✩ ✑✚ ☞✘✒✖ ✖☛✜☞✒✑✔ ☞✛✏✔✖ ✑✛☞ ☞✑ ✌ ☛ ✍ ✦✒✔☛✍✏ ✜✑✎✌✒✔✍☞✒✑✔ ✑✚
☛✦☛✎ ☛✔☞✖ ✚✏✑✎ ✖✑✎ ☛ T (ρ∗|τ∗) ✢

1

um

ρim

wm

τjm

n

1

um

ρim wm

τjm

n

✗ ✒✩✛✏☛ ❊� ✢◗ ❋ ✣✘☛ ☞✗✑ ✤✑✖✖✒✌✒✦✒☞✒☛✖ ✚✑✏
wm

✩✒★☛✔ ☞✘✍☞
um ∈W1 ✮ em = ρimτjm ✢

✂✭✰✰✷ ◆☎ ✳✗ ✁ ■✿❏● ❑ ❏❆✽ ■ ❄❅ T (ρ∗|τ∗) ❄✾ ✝❃❆❂❅❅✿❆●✿❁ ❊ ❄✿●
um ❅✿ ●■ ✿ ■✿❏●✿✚ ❄❅

●■ ✿ ✾✿●
em−1 \ em

❆❅❁ ❏✿●
wm ❅✿ ●■ ✿ ■✿❏●✿✚ ❄❅ ●■ ✿ ✾✿●

em+1 \ em
❈ ❂❏

2 ≤ m ≤
n − 4 �

✾✿✿ ❖ ❄❑❀❏✿ ✟� ❊✁ ❊ ❋■ ✿❅
T − em

❄✾ ✝❃❆❂❅❅✿❆●✿❁ ❄❈ ❆❅❁ ❂❅ ❏● ❄❈ ●■ ✿ ■✿❏●❄❆✿✾
um

❆❅❁
wm ❅✿❏❂❅❑ ●❂ ❁❄☎ ✿❏✿❅● ❑❆❏ ❏✾ ❊ ❖ ❄❅❆❏ ❏●P

T − e
❄✾ ❅❂● ✝❃❆❂❅❅✿❆●✿❁ ❑■ ✿❅✿■✿❏

e ∈ R(ρ∗|τ∗) ∪ {e1, en−3} ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✔✑✔✖✒✓☛✏

T ∈ T (ρ∗|τ∗) ✢ ✗ ✒✏✖☞ ✬ ✔✑☞☛ ☞✘✍☞ ✒✚ ✗☛ ✏☛✎✑★☛
1

✑✏
n

✚✏✑✎
T

✬ ☞✘☛✔
☞✘☛ ✏☛✎ ✍✒✔✒✔✩ ✩✏✍✤✘ ✒✖ ❊✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢ ✓✍✎ ☛✦✫✬

e1 = ρ2τk+1
✍✔✓

en−3 = ρkτn−1
✬

✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞ ☛✍✜✘ ✑✚
T ([2, n])

✍✔✓
T ([n − 1])

✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍ ✓✍✎ ✒✦☞✑✔✒✍✔ ✜✫✜✦☛ ✢
❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬ ✍✔✫ ✤✍✒✏ ✖☛✤✍✏✍☞✒✔✩

T
✎✛✖☞ ✌ ☛ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔

W1 ∪W2 ✢
✗✑✏ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧

τk+i ∈ W2
✬ ✦☛☞

em ✌☛ ✍✔ ☛✓✩☛ ✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩
τk+i ✮ ☞✘ ✒✖ ✎☛✍✔✖ ☞✘✍☞

em = ρm+2−iτk+i ✢ ✣✘☛✏☛ ✍✏☛ ☞✘✏☛☛ ✓✒✖✶ ✑ ✒✔☞ ✖✒✎✤✦☛ ✤✍☞✘✖ ✚✏✑✎
1

☞✑
τk+i

❋

(1, τk+1, . . . , τk+i), (1, n, τn−1, . . . , τk+i+1, τk+i), (1, ρ2, . . . , ρm+2−i, τk+i).
✰✫ ✖✫✎✎☛☞✏✫✬ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✍✦✖✑ ☞✘✏☛☛ ✓✒✖✶ ✑✒✔☞ ✖✒✎✤✦☛ ✤✍☞✘✖ ✚✏✑✎

1
☞✑ ☛✍✜✘

ρi ∈ W1 ✢
✣✘✛✖ ✚✑✏ ✍✔✫ ✤✍✒✏ {v, w} ✑✚ ☛✦☛✎ ☛✔☞✖ ✚✏✑✎

W1∪W2
✬ ✍✦✦ ✏☛✎ ✍✒✔✒✔✩ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✒✔

T ([n]\
{v, w}) ✎✛✖☞ ✌ ☛ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✍✖

1 ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬
T

✒✖ ✻✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢
✗✑✏ ☞✘☛ ✖☛✜✑✔✓ ✖☞✍☞☛✎ ☛✔☞ ✒✔ ☞✘☛ ✦☛✎✎ ✍ ✬ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘

T − em ✢ ✸☛ ✖☞✒✦✦
✘✍★☛ ☞✘✏☛☛ ✓✒✖✶ ✑✒✔☞ ✤✍☞✘✖ ✚✏✑✎

1
☞✑ ✍✔✫ ☛✦☛✎☛✔☞

x ∈ W1 ∪W2 ✗✒☞✘ ☞✘☛ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫
☞✘✍☞

x
✒✖ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ✖✑✎ ☛

em′ 6= em ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬
T − em

✒✖ ✻✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✒✚ ✍✔✓
✑✔✦✫ ✒✚ ☛✍✜✘ ✑✚ ☞✘☛ ☞✗✑ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔

em
✒✖ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ✖✑✎ ☛ ✑☞✘☛✏ ☛✓✩☛

em′
◆✒✚ ✔✑☞ ✬ ☞✘☛✔ ✑✔☛ ✑✚ ☞✘☛ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✗✑✛✦✓ ✘✍★☛ ✓☛✩✏☛☛ ☞✗✑ ✒✔

T − em
❖ ✢ ✣✘✒✖ ✒✖

☛✧✍✜☞✦✫ ☞✘☛ ✤✏✑✤☛✏☞✫ ☞✘✍☞ ✑✔☛ ✑✚ ☞✘☛ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✒✖ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔
em+1

✍✔✓ ☞✘☛ ✑☞✘☛✏ ✒✖
✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔

em−1
✬ ✗✘✒✜✘ ✒✖ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ☞✘☛ ✜✑✔✓✒☞✒✑✔ ☞✘✍☞

um
✍✔✓

wm
✍✖ ✓☛✕✔☛✓

✒✔ ☞✘☛ ✦☛✎✎ ✍ ✍✏☛ ✑✔ ✓✒�☛✏☛✔☞ ✗✍✦✦✖ ✢
❉✚ e1 ✒✖ ✏☛✎✑★☛✓ ✚✏✑✎

T
✬ ☞✘☛✔ ✑✔☛ ✑✚ ☞✘☛ ★☛✏☞✒✜☛✖

ρ2
✍✔✓

τk+1
✘✍✖ ✓☛✩✏☛☛ ☞✗✑ ✬

✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
T − e1

✒✖ ✔✑☞ ✻✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢ ✗✑✏ ✖✒✎ ✒✦✍✏ ✏☛✍✖✑✔✖ ✬
T − en−3

✒✖



❊✳❊ ✁✂✄☎ ✆✝✞ �� ✡ � ☞✆ ✠✄☎☞✍✍ ✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌ ✄✍ ✎ � ✝�☞✍ ✎

✔✑☞ ✻✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢ ✗✑✏ ☞✘☛ ✏☛✎ ✍✒✔✒✔✩ ✤✍✏☞ ✑✚ ☞✘☛ ✦✍✖☞ ✖☞✍☞☛✎ ☛✔☞ ✒✔ ☞✘☛ ✦☛✎✎✍ ✬ ✖☛☛
✹✘✍✏☛✖✘✒✍✔ ✱✺�✴ ✬ ✡☛✎✎ ✍ ✒ ✢✺✵ ✮ ✜✑✎✤✍✏☛ ☞✑ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✡☛✎✎ ✍ ✺✳ ✢✴ ✢ �

✸☛ ✔☛☛✓ ☞✑ ✓☛✕✔☛ ✍✔ ✑✏✒☛✔☞✍☞✒✑✔ ✑✚ ☛✍✜✘ ✩✏✍✤✘
T = S∪R(ρ∗|τ∗) ∈ T (ρ∗|τ∗) ✬ ✗✘✒✜✘

✍✎✑✛✔☞✖ ☞✑ ✓☛✕✔✒✔✩ ✍✔ ✑✏✓☛✏ ✑✚ ☞✘☛ ☛✓✩☛✖ ✒✔
T ✢ ✡☛☞ ☞✘☛ ☛✓✩☛✖ ✒✔

R(ρ∗|τ∗) ✌☛ ☞✘☛
✕✏✖☞ ☛✓✩☛✖ ✒✔

T ◆✑✏✓☛✏☛✓ ✒✔ ☞✘☛ ✖✍✎☛ ✎✍✔✔☛✏ ✚✑✏ ✍✦✦ ✩✏✍✤✘✖ ✒✔ T (ρ∗|τ∗)❖ ✢ ✼✏✓☛✏ ☞✘☛
✑☞✘☛✏ ☛✓✩☛✖ ✒✔

T ✌✫ ✓☛✕✔✒✔✩
ρilτjl ≤ ρimτjm

✒✚
l ≤ m ◆✔✑☞✍☞✒✑✔ ✍✖ ✒✔ ◆❊� ✢✻❖❖ ✮ ☞✘✒✖

✜✍✔ ✌☛ ☛✧☞☛✔✓☛✓ ☞✑ ✍ ✦✒✔☛✍✏ ✑✏✓☛✏ ✜✑✔✖✒✖☞☛✔☞ ✗ ✒☞✘ ✍✦✦ ✩✏✍✤✘✖ ✒✔ T (ρ∗|τ∗) ✢ ✡☛☞

V0(ρ
∗|τ∗) = {ρ2, ρ4, . . . , ρ2⌊k/2⌋}.

✫✬✭✮✯✭✰ ◆☎ ✳✿ �❄●■ ❅❂●❆●❄❂❅ ❆✾ ❆❅❂■✿P ●■ ✿ ✾✿●

{σ(1, ρ2, . . . , ρk|τk+1, . . . , τn−1, n) : 2 ≤ k ≤ n− 2, ρ2 < τk+1}
❄✾ ❆ ❅❆✾❄✾ ❈ ❂❏

H̃2n−3(C
3
n; Z)

P ❑■ ✿❏✿

σ(ρ∗|τ∗) =
∑

T∈T (ρ∗|τ∗)

sgn(T )T

❆❅❁
sgn(T ) =

∏

v∈V0(ρ∗|τ∗)

(−1)degT (v);

degT (v)
❄✾ ●■ ✿ ❅❀❇❅✿❏ ❂❈ ❅✿❄❑■ ❅❂❏✾ ❂❈

v
❄❅
T ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✣✘☛ ☞✘☛✑✏☛✎ ✒✖ ✑✌★✒✑✛✖ ✚✑✏
n = 4 ✮ ✍✖✖✛✎ ☛

n > 4 ✢ ✰✫ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✒ ✢✺✳ ✬ ✗☛
✘✍★☛ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✗✑ ☞✘✒✔✩✖ ❋

◆✒❖ ✣✘☛ ☛✦☛✎ ☛✔☞
σ(ρ∗|τ∗) ✒✖ ✍ ✜✫✜✦☛ ✢

◆✒✒❖ ✟★☛✏✫
T ∈ T (ρ∗|τ∗) \ {G(ρ∗|τ∗) + 1n} ✒✖ ✎ ✍☞✜✘☛✓ ✗ ✒☞✘ ✍ ✖✎ ✍✦✦☛✏ ✩✏✍✤✘ ✢

❇ ❏❂❂❈ ❂❈ ◆✒❖ ❊ ✔✑✔✖✒✓☛✏ ✍ ✩✏✍✤✘
T ∈ T (ρ∗|τ∗) ✮ T = R(ρ∗|τ∗) ∪ {em = ρimτjm :

1 ≤ m ≤ n − 3} ✬ ✗✘☛✏☛
e1 < . . . < en−3 ✢ ✰✫ ✡☛✎✎✍ ❊� ✢◗ ✬

U = T − em
✒✖ ✻✥

✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚
m ∈ [2, n − 4]

✬
im+1 = im−1 + 1

✬ ✍✔✓
jm+1 = jm−1 + 1 ✢

❉✔ ☞✘✒✖ ✜✍✖☛ ✬ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ☛✧✍✜☞✦✫ ☞✗✑ ✩✏✍✤✘✖ ✒✔ T (ρ∗|τ∗) ✜✑✔☞✍✒✔ ✒✔✩
U ✮ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘✖ ✍✏☛

T1 = U + ρim−1τjm+1

✍✔✓
T2 = U + ρim+1τjm−1 ✢ ✸ ✒☞✘ ☞✘☛ ✩✒★☛✔ ✑✏✒☛✔☞✍☞✒✑✔✖ ✑✚

T1✍✔✓
T2

✬ ✒☞ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞
〈∂(T1), U〉 = 〈∂(T2), U〉, ◆❊� ✢✒ ❖

✗✘☛✏☛ 〈·, ·〉 ✒✖ ☞✘☛ ✖☞✍✔✓✍✏✓ ✒✔✔☛✏ ✤✏✑✓✛✜☞ ◆✖☛☛ ✹☛✜☞✒✑✔ ✒ ✢✒ ❖ ✢ ✟✧✍✜☞✦✫ ✑✔☛ ✑✚ ☞✘☛
✒✔✓✒✜☛✖

im−1
✍✔✓

im+1
✒✖ ☛★☛✔ ✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞

sgn(T1) = −sgn(T2) ✮ ✘☛✔✜☛ ◆✒❖ ✒✖
✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✑✚ ◆❊� ✢✒ ❖ ✢❇ ❏❂❂❈ ❂❈ ◆✒✒❖ ❊ ✼✛✏ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✎ ✒✩✘☞ ✍✤✤☛✍✏ ✍✖ ✖✑✎ ☛✗✘✍☞ ✒✎✤✦✒✜✒☞✦✫ ✓☛✥
✕✔☛✓ ✬ ✍✖ ✗☛ ✛✖☛✓ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✒✔ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ❊� ✢✒ ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬ ✛✖✒✔✩ ☞✘☛ ★☛✏✫
✖✍✎ ☛ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✍✩✍✒✔ ✬ ✗☛ ✎ ✍✫ ✖✛✜✜☛☛✓ ✍✔✫✗✍✫✢ ✡☛☞

T ∈ T (ρ∗|τ∗) ✢ ❉✔ T ✬ ☛ ✒☞✘☛✏
ρ2



�� ✡✠ ✡ ✁ ✞✝✝✄ ✆✝✎ ☎ ☞✝� ✆☞☎ ✄✝ ✌☎ ✂ ✝✞✝ ❊✳✻

✒✖ ✍✓✶ ✍✜☛✔☞ ☞✑
τk+2

✑✏
τk+1

✒✖ ✍✓✶ ✍✜☛✔☞ ☞✑
ρ3 ✢ ❉✔ ☛✒☞✘☛✏ ✜✍✖☛ ✬ ✑✔☛ ✑✚

ρ2
✍✔✓

τk+1
✘✍✖

✓☛✩✏☛☛ ☞✘✏☛☛ ✒✔
T
✬ ✗✘✒✦☛ ☞✘☛ ✑☞✘☛✏ ✘✍✖ ✓☛✩✏☛☛ ✍☞ ✦☛✍✖☞ ✚✑✛✏ ✢

❉✚ deg τk+1 = 3
✬ ☞✘☛✔

T − 1n ∈ Fn
1 (ρ2, τk+1, τk+2)

◆✔✑☞✍☞✒✑✔ ✍✖ ✒✔ ✹☞☛✤ ✴ ✒✔
✹☛✜☞✒✑✔ ❊� ✢✺❖ ✢ ✡☛☞

v1, . . . , vt ✌☛ ✓☛✕✔☛✓ ✍✖ ✒✔ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ◆✒❖ ✒✔ ✡☛✎✎✍ ❊� ✢✻ ✚✑✏
G = T − 1n ✮ v1 = 1

✬
v2 = τk+1

✬ ✍✔✓
v3 = τk+2 ✢ ✸☛ ✘✍★☛ ☞✑ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞

ρ2vt ∈ T ✮☞✘ ✒✖ ✒✖ ☞✘☛ ☛✓✩☛ ✛✖☛✓ ✒✔ ☞✘☛ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✛✔✦☛✖✖
t = n− 2

✬ ✒✔ ✗✘✒✜✘ ✜✍✖☛
T

✒✖ ☛❍✛✍✦ ☞✑
G(1, ρ2|τ∗)+1n

✍✔✓ ✘☛✔✜☛ ✜✏✒☞✒✜✍✦ ✢ ✔ ✦☛✍✏✦✫
vj = τk+j−1

✚✑✏
2 ≤ j ≤ t

✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖
☞✘✍☞ ☛✒☞✘☛✏

ρ2vt ∈ T
✑✏
ρ3vt−1 ∈ T ✮ ✏☛✜✍✦✦ ◆❊� ✢✻ ❖ ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬ ☞✘☛ ✑✔✦✫ ✔☛✒✩✘✌✑✏✖ ✑✚

vt−1
✍✏☛

vt−2
✬
vt

✬ ✍✔✓
ρ2 ✮ ✘☛✔✜☛ ρ2vt ∈ T ✢

✓☛✧☞ ✬ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✜✍✖☛
deg τk+1 > 3

✍✔✓
deg ρ2 = 3 ✢ ✣✘✒✖ ✎☛✍✔✖ ☞✘✍☞

T − 1n
✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑ ☞✘☛ ✖☛☞ Fn

2 (ρ2, τk+1, ρ3)
✓☛✕✔☛✓ ✒✔ ✹☞☛✤ ✴ ✒✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ❊� ✢✺ ✢ ✌☛✎✑★✒✔✩ ☞✘☛

★☛✏☞☛✧ ✺ ✍✖ ✒✔ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ◆✒✒❖ ✒✔ ✡☛✎✎✍ ❊� ✢✻ ✍✔✓ ✍✓✓✒✔✩ ☞✘☛ ☛✓✩☛
ρ2n

✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔✍ ✩✏✍✤✘ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔

T (ρ2, ρ3, . . . , ρk|τ∗) ⊂ {G+ ρ2n : G ∈ Λ̂n−1(ρ2, ρ3, τk+1)}.

▼✔ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✍✏✩✛✎ ☛✔☞ ✜✑✔✜✦✛✓☛✖ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✢ �

✸☛ ✑✌☞✍✒✔ ✍ ✌✍✖✒✖ ✚✑✏
H̃2n−4(NC3

n; Z) ✌✫ ✍✤✤✦✫✒✔✩ ☞✘☛ ✌✑✛✔✓✍✏✫ ✑✤☛✏✍☞✑✏ ✒✔ ☞✘☛
✜✘✍✒✔ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚

2Kn
☞✑ ☛✍✜✘ ✌✍✖✒✖ ☛✦☛✎ ☛✔☞

σ(ρ∗|τ∗) ✒✔
H̃2n−3(C

3
n; Z) ✮ ✜✑✎✤✍✏☛ ☞✑

✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✺✲ ✢✕ ✢ ✸☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✜✑☛✖ ✜✒☛✔☞ ✑✚ ✍ ✩✏✍✤✘
G

✒✔
∂(σ(ρ∗|τ∗)) ✒✖ ±1

✒✚
✑✔☛ ✑✚ ☞✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ☞✗✑ ✜✑✔✓✒☞✒✑✔✖ ✘✑✦✓✖ ✍✔✓ ✖☛✏✑ ✑☞✘☛✏✗ ✒✖☛ ✢

� G+ e ∈ T (ρ∗|τ∗) ✚✑✏ ✖✑✎ ☛
e ∈ R(ρ∗|τ∗) ✢

� G + e ∈ T (ρ∗|τ∗) ✚✑✏ ✖✑✎ ☛
e = ρiτj

✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☛✒☞✘☛✏
degG(ρi) = 2

✑✏
degG(τj) = 2 ✢

✣✑ ✖☛☛ ☞✘ ✒✖ ✬ ✛✖☛ ✡☛✎✎✍ ❊� ✢◗ ✢
✜✄ ✚✙ ✁ ✂✣★✂✁✣✢ ✤✦★✁✁✦✤✂ ★ ✪✤✄✣✂✣

✣✘☛ ✤✛✏✤✑✖☛ ✑✚ ☞✘✒✖ ✖☛✜☞✒✑✔ ✒✖ ☞✑ ✍✔✍✦✫✖☛ ☞✘☛ ✜✫✜✦☛
σ(ρ∗|τ∗) ✒✔ ✩✏☛✍☞☛✏ ✓☛☞✍✒✦ ✚✑✏

☛✍✜✘ ✏☛✦☛★✍✔☞
ρ∗

✍✔✓
τ∗ ✢ ✹✤☛✜✒✕✜✍✦✦✫✬ ✗☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ S(ρ∗|τ∗) ✢ ✣✑ ✚✍✜✒✦✒☞✍☞☛

✍✔✍✦✫✖✒✖ ✬ ✗ ✏✒☞☛
ρ∗ = (1, ρ1, . . . , ρr)

✍✔✓
τ∗ = (τ1, . . . , τs, n) ✮ r + s = n − 2 ✢ ❉✚ ✗☛

✒✓☛✔☞✒✚✫ ☞✘☛ ☛✓✩☛
ρiτj ✗✒☞✘ ☞✘☛ ✤✍✒✏

(i, j)
✬ ✗☛ ✎ ✍✫ ✒✓☛✔☞✒✚✫ ✍ ✖☛☞

S ∈ S(ρ∗|τ∗) ✗✒☞✘ ✍
✖✛✌✖☛☞ ✑✚

Ir,s = [1, r]× [1, s] ✢ ✸☛ ★✒☛✗ Ir,s
✍✖ ✍ ✜✘☛✖✖✌✑✍✏✓ ✍✔✓ ✛✖☛ ✎ ✍☞✏✒✧ ✔✑☞✍☞✒✑✔ ✮

(i, j)
✒✖ ☞✘☛ ☛✦☛✎ ☛✔☞ ✒✔ ☞✘☛

ith
✏✑✗ ✍✔✓ ☞✘☛

jth
✜✑✦✛✎✔ ✢ ✡✒✖☞ ☞✘☛ ☛✓✩☛✖ ✒✔

S
✒✔

✒✔✜✏☛✍✖✒✔✩ ✑✏✓☛✏ ✍✖
S = {ρi1τi1 , ρi2τi2 , . . . , ρin−3τin−3}.

✣✘✒✖ ✎ ☛✍✔✖ ☞✘✍☞
(im+1 − im, jm+1 − jm) ∈ {(1, 0), (0, 1)} ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬

S✚✑✏✎ ✖ ✍ ✤✍☞✘ ✚✏✑✎
(1, 1)

☞✑
(r, s) ✗✒☞✘ ☞✘☛ ✤✏✑✤☛✏☞✫ ☞✘✍☞ ☛✍✜✘ ✖☞☛✤ ✒✖ ☛✒☞✘☛✏ ✑✔☛ ✖☞☛✤

✓✑✗✔ ✑✏ ✑✔☛ ✖☞☛✤ ☞✑ ☞✘☛ ✏✒✩✘☞ ✢✡☛☞
Lr,s ✌☛ ☞✘☛ ✖✒✎✤✦✒✜✒✍✦ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✍✦✦ ✖☛☞✖

σ
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

σ
✒✖ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ✖✛✜✘

✍ ✤✍☞✘ ✢ ✟❍✛✒★✍✦☛✔☞✦✫✬ ✒✚
(a, b), (c, d) ∈ σ

✬ ☞✘☛✔ ☛✒☞✘☛✏ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
a ≤ c

✍✔✓
b ≤ d



❊✳✒ ✁✂✄☎ ✆✝✞ �� ✡ � ☞✆ ✠✄☎☞✍✍ ✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌ ✄✍ ✎ � ✝�☞✍ ✎

1

ρ1 ρ2 ρ3 ρ4 ρ5 ρ6

τ1 τ2 τ3 τ4 τ5

13

∗
1 ∗ 1

∗
∗
1 ∗ 1

∗

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

6

✗ ✒✩✛✏☛ ❊� ✢✴ ❋ ✣✑ ☞✘☛ ✦☛✚☞ ✍✔ ☛✓✩☛ ✖☛☞ ✒✔ S(ρ∗|τ∗) ✢ ✣✘☛ ✛✔✓☛✏✦✫✒✔✩ ✖☛☞
R(ρ∗|τ∗) ✒✖

✓✍✖✘☛✓ ✗ ✒☞✘ ✓✑☞✖ ✢ ✣✑ ☞✘☛ ✏✒✩✘☞ ☞✘☛ ✜✑✏✏☛✖✤✑✔✓✒✔✩ ✚✍✜☛
σ

✑✚
L6,5 ✢ ✣✘☛ ✏☛✎✑★✍✦ ✑✚

✍✔✫ ☛✦☛✎ ☛✔☞ ✎ ✍✏✙☛✓ ✗ ✒☞✘ ✍ ✖☞✍✏ ✫✒☛✦✓✖ ✍ ✎ ✍✧✒✎✍✦ ✚✍✜☛ ✑✚ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
NCL6,5 ✢

✑✏ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
a ≥ c

✍✔✓
b ≥ d ✢ ✹☛☛ ✗ ✒✩✛✏☛ ❊� ✢✴ ✚✑✏ ✍✔ ☛✧✍✎✤✦☛ ✢ ✸☛ ✏☛✚☛✏ ☞✑

(a, b)
✍✔✓

(c, d)
✍✖ ❄❅ ❆❂❅✾❄✾●✿❅● ✒✚

a > c
✍✔✓

b < d ◆✑✏ ★✒✜☛ ★☛✏✖✍❖ ✮ ☞✘✒✖ ✎ ☛✍✔✖
☞✘✍☞ {(a, b), (c, d)} /∈ Lr,s ✢ ✼✌★✒✑✛✖✦✫✬

Lr,s
✒✖ ✤✛✏☛ ✑✚ ✓✒✎☛✔✖✒✑✔

r + s− 2
✬ ✍✔✓ ☛✍✜✘

✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛ ✑✚
Lr,s

✜✑✔☞✍✒✔ ✖ ☛✧✍✜☞✦✫ ✑✔☛ ☛✦☛✎ ☛✔☞
(a, b)

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
a+ b = k

✚✑✏ ☛✍✜✘
k ∈ [2, r+ s] ✢ ▼ ✖ ✍ ✖✒✓☛ ✔✑☞☛ ✬ ✗☛ ✎ ☛✔☞✒✑✔ ☞✘✍☞

Lr,s
✍✤✤☛✍✏✖ ✒✔ ☞✘☛ ✍✔✍✦✫✖✒✖ ✑✚ ✒✓☛✍✦✖

✑✚
2 × 2

✓☛☞☛✏✎ ✒✔✍✔☞✖ ✱◗✳ ✬ ❊❊✵ ✢✌☛✜✍✦✦ ☞✘☛ ✓☛✕✔✒☞✒✑✔ ✑✚
R(ρ∗|τ∗) ✚✏✑✎ ☞✘☛ ✤✏☛★✒✑✛✖ ✖☛✜☞✒✑✔ ✮ R(ρ∗|τ∗) ✜✑✔✖✒✖☞✖

✑✚ ✍ ✓✍✎ ✒✦☞✑✔ ✒✍✔ ✜✫✜✦☛ ✤✦✛ ✖ ☞✘☛ ☛✓✩☛
1n ✢ ✡☛☞

π ✌☛ ✍ ✚✍✜☛ ✑✚
Lr,s

✍✔✓ ✦☛☞
π̂ ✌☛ ☞✘☛

✜✑✏✏☛✖✤✑✔✓✒✔✩ ☛✓✩☛ ✖☛☞ {ρaτb : (a, b) ∈ π} ✢ ✰✫ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✡☛✎✎ ✍ ❊� ✢◗ ✬ ✍ ✚✍✜☛
π ∈ Lr,s

✘✍✖ ☞✘☛ ✤✏✑✤☛✏☞✫ ☞✘✍☞
π̂∪R(ρ∗|τ∗) ✒✖

3
✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚ ☛✍✜✘ ★☛✏☞☛✧

☛✧✜☛✤☞
1

✍✔✓
n

✒✖ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ✍☞ ✦☛✍✖☞ ✑✔☛ ☛✓✩☛ ✒✔
π̂ ✢ ✣✘✒✖ ✎ ☛✍✔✖ ☛✧✍✜☞✦✫ ☞✘✍☞ ☛✍✜✘

✏✑✗ ✍✔✓ ☛✍✜✘ ✜✑✦✛✎✔ ✒✔
Ir,s

✜✑✔☞✍✒✔ ✖ ✍☞ ✦☛✍✖☞ ✑✔☛ ☛✦☛✎ ☛✔☞ ✚✏✑✎
π ✢ ✡☛☞

NCLr,s ✌☛
☞✘☛ ✖✛✌ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚

Lr,s
✜✑✔✖✒✖☞✒✔✩ ✑✚ ✍✦✦ ✖☛☞✖

π
✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ✖✑✎ ☛ ✏✑✗ ✑✏ ✖✑✎ ☛ ✜✑✦✛✎✔

✓✑☛✖ ✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔ ✍✔✫ ☛✦☛✎ ☛✔☞ ✚✏✑✎
π ✢ ✹☛☛ ✗ ✒✩✛✏☛ ❊� ✢✴ ✚✑✏ ✍✔ ✒✦✦✛ ✖☞✏✍☞✒✑✔ ✢

✫✬✭✮✯✭✰ ◆☎ ✳❁ ❄✿●
r, s ≥ 1 ❊ ❋■ ✿❅

NCLr,s
❄✾ ❆ ✽ ❂ ❏●●❂✽ ❆❏ ✾✽ ■ ✿❏✿ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅

r +
s− 3 ❊ ❈❅❁✿✿❁P

NCLr,s
❆❂❄❅❆❄❁✿✾ ❑ ❄●■

∂Lr,s ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✸☛ ✑✌☞✍✒✔ ✍ ✤✑✖☛☞ ✖☞✏✛✜☞✛✏☛

L
✑✔ ☞✘☛

0
✥✜☛✦✦ ✖☛☞ ✑✚

Lr,s ✌✫ ✓☛✕✔✒✔✩
(a, b)

☞✑
✌☛ ✖✎ ✍✦✦☛✏ ☞✘✍✔

(c, d) ✗✘☛✔☛★☛✏
a ≤ c

✍✔✓
b ≤ d ✢ ✼✔☛ ☛✍✖✒✦✫ ✜✘☛✜✙✖ ☞✘✍☞

L
✒✖ ✍

✓✒✖☞✏✒✌✛☞✒★☛ ✦✍☞☞✒✜☛ ✱✺✺✕✵ ✍✔✓ ☞✘✍☞
Lr,s

✜✑✒✔✜✒✓☛✖ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ✑✏✓☛✏ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚
L ✢ ▼ ✖

✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬
Lr,s

✒✖ ✍ ✖✘☛✦✦✍✌ ✦☛ ✌✍✦✦ ✍✔✓ ☞✘☛ ✌✑✛✔✓✍✏✫ ✑✚
Lr,s

✒✖ ✤✑✦✫☞✑✤✍✦ ✮ ✖☛☛
✰✶ ✷✏✔☛✏ ✱✴✵ ✑✏ ✯✏✑★✍✔ ✱✲✴✵ ✚✑✏ ✍ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ☞✘☛ ✚✑✏✎ ☛✏ ✚✍✜☞ ✍✔✓ ✰✶✷✏✔☛✏ ✍✔✓ ✗✍✏✦☛✫ ✱✲✵
✚✑✏ ✍ ✤✏✑✑✚ ✑✛☞✦✒✔☛ ✑✚ ☞✘☛ ✦✍☞☞☛✏ ✚✍✜☞ ✢

❉☞ ✏☛✎ ✍✒✔✖ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞
NCLr,s

✜✑✒✔✜✒✓☛✖ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ✌✑✛✔✓✍✏✫ ✑✚
Lr,s ✢ ✗ ✒✏✖☞ ✬ ✗☛

✤✏✑★☛ ☞✘✍☞
NCLr,s

✒✖ ✤✛✏☛ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
r + s − 3 ✢ ✡☛☞

π ✌☛ ✍ ✚✍✜☛ ✑✚
NCLr,s ✢ ✰✫

✜✑✔✖☞✏✛✜☞✒✑✔ ✬ ✖✑✎ ☛ ✏✑✗ ✑✏ ✜✑✦✛✎✔ ✬ ✖✍✫ ✏✑✗ a
✬ ✒✖ ☛✎✤☞✫ ✒✔

π ✢ ✗✑✏✩☛☞☞✒✔✩ ✍✌✑✛☞ ✏✑✗
a

✍✔✓ ✏☛✦✍✌☛✦✒✔✩ ✏✑✗ ✖
a+ 1

☞✘✏✑✛✩✘
r

✒✔ ☞✘☛ ✔✍☞✛✏✍✦ ✎ ✍✔✔☛✏ ✬ ✗☛ ✎ ✍✫ ★✒☛✗ π
✍✖ ✍

✚✍✜☛
π′ ✑✚

Lr−1,s ✢ ✟✧☞☛✔✓✒✔✩
π′ ☞✑ ✍ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛ ✑✚

Lr−1,s
✍✔✓ ✍✓✓✒✔✩ ✌✍✜✙ ✏✑✗ a✍✩✍✒✔ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ✍ ✚✍✜☛ ✑✚

NCLr,s
✑✚ ✓✒✎☛✔✖✒✑✔

r + s− 3
✍✖ ✓☛✖✒✏☛✓ ✢



�� ✡� ✡ � ☞ ✆
k
✄☎☞✍✍ ✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌ ✂☞✞

k > 3 ❊✳◗

✓✑✗ ✬ ✦☛☞
π ✌☛ ✍ ✚✍✜☛ ✑✚

Lr,s
✑✚ ✜✑✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔ ✑✔☛ ◆✒ ✢☛ ✢✬ ✓ ✒✎ ☛✔✖✒✑✔

r + s − 3❖ ✢ ✸☛
✔☛☛✓ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞

π
✒✖ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ✑✔☛ ✖✒✔✩✦☛ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛ ✑✚

Lr,s
✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚

π✒✖ ✍ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛ ✑✚
NCLr,s ✢ ✸☛ ✘✍★☛ ✍ ✔✛✎✌☛✏ ✑✚ ✜✍✖☛✖ ❋

� (1, 1)
✓✑☛✖ ✔✑☞ ✌ ☛✦✑✔✩ ☞✑

π ✢ ✣✘☛✔ ☞✘☛ ✑✔✦✫ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛ ✜✑✔☞✍✒✔ ✒✔✩
π

✒✖
π + (1, 1) ✢ ❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞ ☛✒☞✘☛✏ ✏✑✗ 1

✑✏ ✜✑✦✛✎✔
1

✒✖ ☛✎✤☞✫ ✒✔
π ✢

� (r, s)
✓✑☛✖ ✔✑☞ ✌☛✦✑✔✩ ☞✑

π ✢ ✣✘✒✖ ✜✍✖☛ ✒✖ ✍✔✍✦✑✩✑✛✖ ☞✑ ☞✘☛ ✤✏☛★✒✑✛✖ ✜✍✖☛ ✢
� (a−1, b)

✍✔✓
(a+1, b) ✌☛✦✑✔✩ ☞✑

π
✬ ✗✘☛✏☛✍✖

(a, b)
✓✑☛✖ ✔✑☞ ✌ ☛✦✑✔✩ ☞✑

π ✢ ✣✘☛✔
π

✓✑☛✖ ✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔ ✍✔✫ ☛✦☛✎ ☛✔☞ ✚✏✑✎ ✏✑✗ a
✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛ ✖✛✜✘ ✍✔ ☛✦☛✎ ☛✔☞ ✗✑✛✦✓

✌☛ ✒✔✜✑✔✖✒✖☞☛✔☞ ✗ ✒☞✘ ☛✒☞✘☛✏
(a− 1, b)

✑✏
(a+ 1, b) ✢ ❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞

π + (a, b)
✒✖

☞✘☛ ✑✔✦✫ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✚✍✜☛ ✑✚
Lr,s

✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩
π ✢

� (a, b− 1)
✍✔✓

(a, b+ 1) ✌☛✦✑✔✩ ☞✑
π

✬ ✗✘☛✏☛✍✖
(a, b)

✓✑☛✖ ✔✑☞ ✌☛✦✑✔✩ ☞✑
π ✢ ✣✘✒✖

✜✍✖☛ ✒✖ ✍✔✍✦✑✩✑✛✖ ☞✑ ☞✘☛ ✤✏☛★✒✑✛✖ ✜✍✖☛ ✢
� (a, b)

✍✔✓
(a + 1, b+ 1) ✌☛✦✑✔✩ ☞✑

π
✬ ✗✘☛✏☛✍✖

(a, b+ 1)
✍✔✓

(a + 1, b)
✓✑ ✔✑☞

✌ ☛✦✑✔✩ ☞✑
π ✢ ❉✔ ☞✘ ✒✖ ✜✍✖☛ ✬

π + (a, b+ 1)
✍✔✓

π + (a + 1, b)
✍✏☛ ✌✑☞✘ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦

✚✍✜☛✖ ✑✚
Lr,s

✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩
π ✢ ✔ ✦☛✍✏✦✫✬ ✍✦✦ ✏✑✗ ✖ ✍✔✓ ✜✑✦✛✎✔✖ ✒✔

π
✍✏☛ ✔✑✔☛✎✤☞✫✢

✣✘✒✖ ✜✑✔✜✦✛✓☛✖ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✢ �

✗☛✕✔☛
CLr,s = Lr,s/NCLr,s ✢ ✹✒✔✜☛

Lr,s
✒✖ ✜✑✔☞✏✍✜☞✒✌ ✦☛ ✬

CLr,s
✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞

☞✑ ☞✘☛ ✖✛✖✤ ☛✔✖✒✑✔ ✑✚
NCLr,s ✮ ✛✖☛ ✡☛✎✎ ✍ ✻ ✢✺✕ ✢ ✰✫ ✡☛✎✎✍ ✻ ✢✺✲ ✍✔✓ ✣✘☛✑✏☛✎ ❊� ✢✳ ✬

✒☞ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞
CLr,s

✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✖✤✘☛✏☛ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
r + s − 2 ✢

❉✔ ✚✍✜☞ ✬ ✖✒✔✜☛
∂Lr,s

✜✑✒✔✜✒✓☛✖ ✗ ✒☞✘
NCLr,s

✬ ‖CLr,s‖
✒✖ ✘✑✎ ☛✑✎✑✏✤✘✒✜ ☞✑ ✍ ✖✤✘☛✏☛ ✢

❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✚✛✔✓✍✎☛✔☞✍✦ ✜✫✜✦☛
z

✑✚ ☞✘✒✖ ✖✤✘☛✏☛ ✬ ★ ✒☛✗☛✓ ✍✖ ✍✔ ☛✦☛✎ ☛✔☞ ✒✔
H̃r+s−2(CLr,s; Z)

✬ ✘✍✖ ☞✘☛ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫ ☞✘✍☞
z ∧ [R(ρ∗|τ∗)] ✒✖ ✒✖✑✎✑✏✤✘✒✜ ☞✑ ☞✘☛ ✜✫✜✦☛

σ(1, ρ1, . . . , ρr|τ1, . . . , τs, n)
✒✔
H̃n(C

3
n; Z) ✢

✜✄ ✚� � ✦✁
k
✤✥✦✜✜✣✥✁✣✢ ✄✂✂✤✄✪ ✄✦✂

k > 3

✸☛ ✘✍★☛ ✖☛☛✔ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
NCkn

✑✚ ✔✑☞
k
✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✑✔

n
★☛✏☞✒✜☛✖ ✘✍✖

✍ ✔✒✜☛ ✖☞✏✛✜☞✛✏☛ ✚✑✏
1 ≤ k ≤ 3 ✢ ▼ ✔✍☞✛✏✍✦ ❍✛☛✖☞✒✑✔ ☞✑ ✍✖✙ ✒✖ ✗✘☛☞✘☛✏ ✍✔✫ ✑✚ ☞✘✒✖

✖☞✏✛✜☞✛✏☛ ✒✖ ✤✏☛✖☛✏★☛✓ ✚✑✏ ✦✍✏✩☛✏
k ✢ �✔✚✑✏☞✛✔✍☞☛✦✫✬ ☞✘☛ ✍✔✖✗☛✏ ✒✖ ✦✒✙☛✦✫ ☞✑ ✌ ☛ ✔☛✩✍☞✒★☛ ✢

✗✑✏ ☛✧✍✎✤✦☛ ✬ ✒☞ ✒✖ ✔✑☞ ✍✦✗✍✫✖ ☞✘☛ ✜✍✖☛ ☞✘✍☞
NCkn

✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✗☛✓✩☛
✑✚ ✖✤✘☛✏☛✖ ✢ ✼✔☛ ✜✑✛✔☞☛✏☛✧✍✎✤✦☛ ✒✖

(n, k) = (7, 5)
✬ ✍✔✓ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✒✔✕✔✒☞☛✦✫ ✎ ✍✔✫

✑☞✘☛✏ ✜✑✛✔☞☛✏☛✧✍✎✤✦☛✖ ✑✚ ☞✘☛ ✚✑✏✎
(n, n− 2) ✢

✣✑ ✖☛☛ ☞✘✒✖ ✬ ✔✑☞☛ ☞✘✍☞
NCn−2

n

✒✖ ☞✘☛ ▼ ✦☛✧✍✔✓☛✏ ✓✛✍✦ ✑✚ ☞✘☛ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✜✑✎✤✦☛✧
✗ ✒☞✘ ✏☛✖✤ ☛✜☞ ☞✑ ☞✘☛ ✩✏✑✛✔✓ ✖☛☞ ([n]

2

) ✮ ☞✘ ✒✖ ✑✌✖☛✏★✍☞✒✑✔ ✒✖ ✓✛☛ ☞✑ ✰✍✌✖✑✔ ☛☞ ✍✦ ✢ ✱❊✵ ✢
✓✍✎☛✦✫✬ ✍ ✩✏✍✤✘ ✒✖

(n − 2)
✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚ ☛★☛✏✫ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌✩✏✍✤✘ ✑✔

☞✘✏☛☛ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✒✖ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✬ ✗✘✒✜✘ ✒✖ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ☛★☛✏✫ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌✩✏✍✤✘ ✑✔ ☞✘✏☛☛
★☛✏☞✒✜☛✖ ✑✚ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✎☛✔☞ ✩✏✍✤✘ ✌☛✒✔✩ ☛✎✤☞✫ ✑✏ ✜✑✔✖✒✖☞✒✔✩ ✑✚ ✍ ✖✒✔✩✦☛ ☛✓✩☛ ✢ ✣✘✒✖
✒✔ ☞✛✏✔ ✒✖ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✎ ☛✔☞ ✩✏✍✤✘ ✌☛✒✔✩ ✍ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✢ ▼ ✖ ✓☛✖✜✏✒✌ ☛✓ ✒✔



❊✳✴ ✁✂✄☎ ✆✝✞ �� ✡ � ☞✆ ✠✄☎☞✍✍ ✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌ ✄✍ ✎ � ✝�☞✍ ✎

✣✍✌✦☛ ❊� ✢✺❋ ✣✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✑✚
(NCn−3

n )∗
✚✑✏

n ≤ 7 ✢

H̃i((NCn−3
n )∗, Z) i = 1 ✡ ☛ ☞ ✌ ✍ ✎

n = 4 � Z6
� � � � �

5 � Z6
� � � � �

6 � � � Z36
� � �

7 � � � Z Z181
� �

✹☛✜☞✒✑✔ ✺✺✢❊ ✬ ☞✘☛ ✗✑✏✙ ✑✚ ✰✑✛✜ ✱❊�✵ ✍✔✓ ✹✘✍✏☛✖✘✒✍✔ ✍✔✓ ✸✍✜✘✖ ✱✺�✕✵ ✒✎ ✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
☞✘☛✏☛ ✒✖

3
✥☞✑✏✖✒✑✔ ✒✔ ☞✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✑✚

Mn
✚✑✏ ✒✔✕✔✒☞☛✦✫ ✎ ✍✔✫

n ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬
☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✒✖ ☞✏✛☛ ✚✑✏ ☞✘☛ ▼ ✦☛✧✍✔✓☛✏ ✓✛✍✦

NCn−2
n ✮ ✛ ✖☛ ✣✘☛✑✏☛✎ ✻ ✢✒ ✢

▼✤✤✦✫✒✔✩ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✺✢✴ ✬ ▼ ✦☛✧✍✔✓☛✏ ✓✛✍✦✒☞✫✬ ✍✔✓ ✣✘☛✑✏☛✎ ✻ ✢✕ ✬ ✑✔☛ ☛✍✖✒✦✫ ✤✏✑★☛✖
☞✘✍☞ ☞✘☛ ✖✘✒✚☞☛✓ ✜✑✔✔☛✜☞✒★ ✒☞✫ ✓☛✩✏☛☛ ✑✚

NCn−2
n

✒✖ ⌈ (n+1)(n−3)
2

⌉ ✚✑✏
n ≥ 3 ✢✡☛☞ ✛✖ ✤✏✑ ✜☛☛✓ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ✜✍✖☛

k = n − 3 ✢ ✣✘☛ ▼✦☛✧✍✔✓☛✏ ✓✛✍✦ ✑✚
NCn−3

n

✔☛✍✏✦✫
✜✑✒✔✜✒✓☛✖ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧

BD2
n

✑✚ ✩✏✍✤✘✖ ✑✔
n

★☛✏☞✒✜☛✖ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✓☛✩✏☛☛ ✑✚
☛✍✜✘ ★☛✏☞☛✧ ✒✖ ✍☞ ✎✑✖☞ ❊ ✢ ✣✘☛ ✑✔✦✫ ✓✒�☛✏☛✔✜☛ ✒✖ ☞✘✍☞

(NCn−3
n )∗

✓✑☛✖ ✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔
✖❍✛✍✏☛✖ {ab, bc, cd, ad} ✮ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✎ ☛✔☞ ✑✚ ✖✛✜✘ ✍ ✖❍✛✍✏☛ ✒✖ ✔✑☞

(n− 3)
✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢✹☛☛ ✣✍✌✦☛ ❊� ✢✺ ✚✑✏ ✒✔✚✑✏✎ ✍☞✒✑✔ ✍✌✑✛☞ ☞✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✑✚

(NCn−3
n )∗

✚✑✏ ✖✎ ✍✦✦
n ✮ ☞✘☛

✘✑✎✑✦✑✩✫ ✚✑✏ ✩☛✔☛✏✍✦
n

✏☛✎ ✍✒✔✖ ✛✔✖☛☞☞✦☛✓ ✢✫✬✭✮✯✭✰ ◆☎ ✳✘ ✴✺✷✁ ✁✮✸ ✭✖ ✷✼ ✳ ✽◆❂❃ �✿ ■ ❆■✿ ●■ ❆●
∑

n≥4

χ̃((NCn−3
n )∗)

xn

n!
= 1 + x−

exp( x
2+2x + x− x2

4 − x4

8 )
√

1 + x
.

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✣✘☛✏☛ ✍✏☛ ☛✧✍✜☞✦✫ ☞✘✏☛☛ ✖❍✛✍✏☛✖ ✑✔ ✚✑✛✏ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✮ ✘☛✔✜☛ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✌✫
✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✴ ✢✺◗ ✍✔✓ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺❊ ✢❊❊ ✢ �

✸ ✘✒✦☛ ✒☞ ✖☛☛✎ ✖ ✓✒✖ ✜✛✦☞ ☞✑ ✍✓✍✤☞ ☞✘✒✖ ✤✏✑✑✚ ☞✑
NCn−kn ✗✘☛✔

k > 3
✬ ✍✔ ✒✔☞☛✏☛✖☞✒✔✩

❍✛☛✖☞✒✑✔ ✒✖ ✗✘☛☞✘☛✏ ✒☞ ✒✖ ✍☞ ✦☛✍✖☞ ✤✑✖✖✒✌✦☛ ☞✑ ☛✖☞✍✌✦✒✖✘ ☞✘☛ ☛✧ ✒✖☞☛✔✜☛ ✑✚ ✍ �✔✒✜☛✁ ✜✦✑✖☛✓
✚✑✏✎✛✦✍ ✚✑✏ ☞✘☛ ✖☛✏✒☛✖

∑

n≥k+1

χ̃((NCn−kn )∗)
xn

n!
.

✼✔☛ ✎ ✍✫ ✍✦✖✑ ☛✧✍✎ ✒✔☛ ☞✘☛ ✖☛✏✒☛✖
∑

n≥k+1

χ̃(NCkn)
xn

n!
.

✗✑✏
k ≤ 3

✬ ☞✘ ✒✖ ✖☛✏✒☛✖ ✒✖ ✑✚ ☞✘☛ ✚✑✏✎
p(x) ln(1± x) + q(x)

✚✑✏ ✖✑✎☛ ✤✑✦✫✔✑✎ ✒✍✦✖
p(x)✍✔✓

q(x) ✮ ✛✖☛ ✯✏✑✤✑✖✒☞✒✑✔ ✺✕ ✢✺ ✍✔✓ ✣✘☛✑✏☛✎ ✖ ✺✲ ✢✺ ✍✔✓ ❊� ✢✒ ✢ ✹✛✜✘ ✍ ✔✒✜☛ ✏☛✖✛ ✦☞
✒✖ ★☛✏✫ ✛✔✦✒✙☛✦✫ ☞✑ ✘✑✦✓ ✒✔ ✩☛✔☛✏✍✦ ✬ ✌✛☞ ✍✩✍✒✔ ☛★☛✔ ✍ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ☛✧✒✖☞☛✔✜☛ ✑✚ ✍ ✜✦✑✖☛✓
✚✑✏✎✛✦✍ ✚✑✏

k ≥ 4 ✗✑✛✦✓ ✌☛ ✑✚ ✒✔☞☛✏☛✖☞ ✢



�✁✂✄☎✆✝ �✞

✁ ✠☞✄✂✂✄ ☎ ✆✄✂ ✠✄☎✆✁ ✟ ✝
k

✁☎✟☎☎✄☎✆✄✂
☛ ✂✄✡☞✁

✸☛ ☛✧✍✎ ✒✔☛ ✓✒✘☛✓✏✍✦ ★✍✏✒✍✔☞✖ ✑✚ ☞✘☛ ✜✑✔✜☛✤☞ ✑✚
k

✥✜✑✔✔☛✜☞✒★ ✒☞✫✢ ✪✑✏☛ ✤✏☛✜✒✖☛✦✫✬ ✗☛
✜✑✔✖✒✓☛✏ ✩✏✍✤✘✖ ✗ ✒☞✘ ✍ ✓✒✖✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✬ ✖☛✤✍✏✍✌✦☛ ✬ ✑✏ ☞✗✑✥✖☛✤✍✏✍✌ ✦☛ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✢

NCR0,0
n

✒✖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✍✦✦ ✩✏✍✤✘✖ ✑✔ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞
[n] ✗✒☞✘ ✍ ✓✒✖✜✑✔✔☛✜☞☛✓

✤✑✦✫✩✑✔ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✢ ▼ ✖ ✗☛ ✖✍✗ ✒✔ ✔✘✍✤☞☛✏ ✺✕ ✬ ☞✘☛ ✎✑✔✑☞✑✔☛ ✩✏✍✤✘ ✤✏✑✤☛✏☞✫
NCn

✑✚ ✌☛✒✔✩ ✓✒✖✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✍✖ ✍✔ ✍✌✖☞✏✍✜☞ ✩✏✍✤✘ ✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✗☛✓✩☛
✑✚

(n−1)!
✖✤✘☛✏☛✖ ✑✚ ✓✒✎☛✔✖✒✑✔

n−3 ✢ ❉✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ❊✺✢❊ ✬ ✗☛ ☛✖☞✍✌✦✒✖✘ ✍ ✖✒✎ ✒✦✍✏ ✏☛✖✛✦☞ ✬
✓☛✎✑✔✖☞✏✍☞✒✔✩ ☞✘✍☞

NCR0,0
n

✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✗☛✓✩☛ ✑✚ ✍ ✔✍☞✍✦✍✔ ✔✛✎✌☛✏
✑✚ ✖✤✘☛✏☛✖ ✑✚ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔

n− 3 ✢ ✸☛ ✍✦✖✑ ✎ ✍✙☛ ☞✘☛ ✑✌✖☛✏★✍☞✒✑✔ ☞✘✍☞
NCR0,0

n✒✖ ✔✑☞ ✍✔ ☛✔☞✒✏☛✦✫ ✔☛✗ ✑✌✶ ☛✜☞ ✢ ✹✤☛✜✒✕✜✍✦✦✫✬ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✏☛✦✍☞☛✖ ☞✑ ☞✘☛ ✗☛✦✦✥✖☞✛✓✒☛✓
✦✍☞☞✒✜☛ ✑✚ ✔✑✔✜✏✑✖✖✒✔✩ ✤✍✏☞✒☞✒✑✔✖ ✑✔

[n]
✍✔✍✦✑✩✑✛✖✦✫ ☞✑ ☞✘☛ ✗✍✫

NCn
✏☛✦✍☞☛✖ ☞✑ ☞✘☛

✚✛✦✦ ✤✍✏☞✒☞✒✑✔ ✦✍☞☞✒✜☛ ✍✖ ✑✛☞✦✒✔☛✓ ✒✔ ✔✘✍✤☞☛✏ ✺✕ ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ✗☛ ✍✏☛ ✍✌ ✦☛ ☞✑
✓☛✓✛✜☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛

(n− 3)
✥✖✙☛✦☛☞✑✔ ✑✚

NCR0,0
n

✒✖ ✔✑✘☛✔✥✪ ✍✜✍✛✦✍✫✢
NCR1,0

n

✒✖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖ ✗ ✒☞✘ ✍ ✖☛✤✍✏✍✌✦☛ ✤✑✦✫✩✑✔ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✢ ❉✔✹☛✜☞✒✑✔ ❊ ✺✢✻ ✬ ✗☛ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞
NCR1,0

n

✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✖✤✘☛✏☛ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
2n−5 ✢ ✼✔☛ ✎ ✍✫ ✜✑✎✤✍✏☛ ☞✘ ✒✖ ☞✑ ☞✘☛ ✏☛✖✛ ✦☞ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✎✑✔✑☞✑✔☛ ✩✏✍✤✘ ✤✏✑✤☛✏☞✫

NC2
n✑✚ ✌ ☛✒✔✩ ✔✑☞ ❊✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✗☛✓✩☛ ✑✚

(n − 2)!
✖✤✘☛✏☛✖ ✑✚

☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
2n−5 ✮ ✖☛☛ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✲ ✢✺✢ ❉✔ ✚✍✜☞ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ✍ ✩☛✔☛✏✍☞✑✏ ✚✑✏ ☞✘☛

✘✑✎✑✦✑✩✫ ✑✚ ☞✘☛ ❍✛✑☞✒☛✔☞ ✜✑✎✤✦☛✧
CR1,0

n = 2Kn/NCR1,0
n ✌✫ ✤✒✜✙✒✔✩ ✍ ✜☛✏☞✍✒✔ ✎ ☛✎✌☛✏

✑✚ ☞✘☛ ✌✍✖✒✖ ✚✑✏ ☞✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✑✚
C2
n = 2Kn/NC2

n

✒✔ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✲ ✢✳ ✢ ❉✔ ✍✓✓✒☞✒✑✔ ✬ ✗☛
✒✔☞✏✑✓✛✜☛ ☞✘☛ ✦✍☞☞✒✜☛

NXΠn,2

✑✚ ✩✏✍✤✘✖ ✗ ✒☞✘ ✍ �✌✦✑ ✜✙✥✜✦✑✖☛✓✁ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✮ ☞✘✒✖ ✒✖ ✍
✓✒✘☛✓✏✍✦ ✍✔✍✦✑✩✛☛ ✑✚ ☞✘☛ ✦✍☞☞✒✜☛

Πn,2

✑✚ ✌✦✑ ✜✙✥✜✦✑✖☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✓✒✖✜✛✖✖☛✓ ✒✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✲ ✢✺✢
NXΠn,2

☞✛✏✔✖ ✑✛☞ ☞✑ ✌ ☛ ✎✑✏☛✔✖☞☛✒✔∗ ✍✔✓ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑
NCR1,0

n ✢
NCR1,1

n

✒✖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖ ✗ ✒☞✘ ✍ ☞✗✑✥✖☛✤✍✏✍✌✦☛ ✤✑✦✫✩✑✔ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✢ ❉✔✹☛✜☞✒✑✔ ❊✺✢✒ ✬ ✗☛ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞
NCR1,1

n

✒✖ ✍✔
n

✥✚✑ ✦✓ ✜✑✔☛ ✑★☛✏ ✍ ✜✑✎✤✦☛✧
NCR

1,1

n

✬ ✗✘✒✜✘
✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✖✤✘☛✏☛ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔

n−4 ✢ ❉✔ ✚✍✜☞ ✬
NCR

1,1

n

✒✖ ✜✑✦✦✍✤✖✒✌ ✦☛
☞✑ ☞✘☛ ✍✖✖✑ ✜✒✍✘☛✓✏✑✔

An ✢ ✣✘✒✖ ☞✒✎ ☛ ✬ ☞✘☛ ✏☛✦✍☞☛✓ ✎✑✔✑☞✑✔☛ ✩✏✍✤✘ ✤✏✑✤☛✏☞✫ ✒✖ ☞✘☛
✜✑✎✤✦☛✧

NC3
n

✑✚ ✔✑☞ ✻✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✬ ✗✘✒✜✘ ✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✗☛✓✩☛

❊✳✳



❊✳✕ ✁✂✄☎ ✆✝✞ � ✟✡ � ✑✂ ✝✎✞✄✝ ✁✄✞✑✄✍ ✆✌ ☞✂
k
✄☎☞✍✍ ✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌

✑✚
(n− 3) · (n− 2)!/2

✖✤✘☛✏☛✖ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
n+ n− 4 = 2n− 4 ✮ ✖☛☛ ✔✘✍✤☞☛✏ ❊� ✢

▼ ✖ ☞✘☛ ✍✌✑★☛ ✓✒✖✜✛✖✖✒✑✔ ✒✔✓✒✜✍☞☛✖ ✬ ✒☞ ✎ ✍✙☛✖ ✖☛✔✖☛ ☞✑ ☞✘✒✔✙ ✍✌✑✛☞ ☞✘☛✖☛ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖
✍✖ � ✦✒✩✘☞✥✗☛✒✩✘☞✁ ★☛✏✖✒✑✔✖ ✑✚

NCkn
✚✑✏

1 ≤ k ≤ 3 ✢
✜✘✚✘ ✁ ✄✣✜✣✂✂ ★ ✦☎ ✪✣✂✁✂✁ ✥✦✜
✌☛✜✍✦✦ ☞✘☛ ✓☛✕✔✒☞✒✑✔ ✑✚

NCRk,ln
✚✏✑✎ ✹☛✜☞✒✑✔ ✕ ✢✺✢ ✸☛ ✗ ✒✦✦ ✓✒✖✜✛ ✖✖ ☞✘☛ ✜✍✖☛✖

(k, l) =
(0, 0), (1, 0), (1, 1) ✢ ▼ ✜✏✛✜✒✍✦ ✑✌✖☛✏★✍☞✒✑✔ ✒✖ ✍✖ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ✢
✂✭✰✰✷ ◆✱✳✱ ◆✒❖ ❄✿●

k, l ∈ {0, 1} ❊ ❄✿●
G ❅✿ ❆ ❑ ❏❆✽ ■ ❄❅

NCRk,ln
❆❂❅●❆❄❅❄❅❑ ●❑ ❂

❆❏❂✾✾❄❅❑ ✿❁❑ ✿✾
rt

❆❅❁
su� r < s < t < u ❊ ❋■ ✿❅ ●■ ✿ ❑ ❏❆✽ ■ ❂❅●❆❄❅ ✿❁ ❅● ❆❁❁❄❅❑

●■ ✿ ✿❁❑ ✿✾
rs, st, tu, ru

●❂
G

❄✾ ❆❂❅●❆❄❅✿❁ ❄❅
NCRk,ln ❊

◆✒✒❖ ❄✿●
G ❅✿ ❆ ❑ ❏❆✽ ■ ❄❅

NCR0,0
n

❆❂❅●❆❄❅❄❅❑ ●❑ ❂ ✿❁❑ ✿✾
rt

❆❅❁
ru

❑ ❄●■ ❆ ❆❂❇❇ ❂❅
✿❅❁✽ ❂❄❅●

r ❊ ❋■ ✿❅ ●■ ✿ ❑ ❏❆✽ ■ ❂❅●❆❄❅✿❁ ❅● ❆❁❁❄❅❑ ●■ ✿ ✿❁❑ ✿
tu

●❂
G

❄✾ ❆❂❅●❆❄❅✿❁
❄❅

NCR0,0
n ❊

✛ ✿❇❆❏❉ ❊ ✣✘☛ ✦☛✎✎ ✍ ✓✑☛✖ ✔✑☞ ✏☛✎ ✍✒✔ ☞✏✛☛ ✒✚ ☛✒☞✘☛✏
k

✑✏
l

✒✖ ✍☞ ✦☛✍✖☞ ☞✗✑ ✢
❇ ❏❂❂❈ ❊ ◆✒❖ ✸☛ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞

rs
✜✍✔ ✌☛ ✍✓✓☛✓ ☞✑

G ✮ ☞✘☛ ✑☞✘☛✏ ☞✘✏☛☛ ✜✍✖☛✖ ✍✏☛ ✍✔✍✦✑✩✑✛✖ ✢✡☛☞
a

✍✔✓
b ✌☛ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

(a, b − l]
✍✔✓

(b, a − k]
✍✏☛ ✔✑✔☛✎✤☞✫ ✒✔☞☛✏★✍✦✖ ✗ ✒☞✘ ✔✑

☛✓✩☛✖ ✚✏✑✎
G ✌☛☞✗☛☛✔ ☞✘☛✎ ✢ ❉✚ G + rs

✒✖ ✔✑☞ ✒✔
NCRk,ln

✬ ☞✘☛✔ ✗☛ ✎✛✖☞ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
r ∈ (a, b−l] ✍✔✓

s ∈ (b, a−k] ◆✑✏ ★✒✜☛ ★☛✏✖✍❖ ✢ ✹✒✔✜☛
rt ∈ G

✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
t /∈ (b, a−k]✍✔✓ ✘☛✔✜☛ ☞✘✍☞

t ∈ (a− k, b] ✢ ✹✒✔✜☛
t ∈ (s, r)

✬ ☞✘ ✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞

t ∈ (s, r) ∩ (a− k, b] = ((s, a− k] ∪ (a− k, r)) ∩ (a− k, b] = (a− k, r).

✹✒✔✜☛
u ∈ (t, r)

✬ ☞✘ ✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞

u ⊆ (a− k + 1, r) ⊆ (a, b− l),

✗✘✒✜✘ ✒✖ ✍ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✑✔ ✬ ✍✖
su ✗✑✛✦✓ ☞✘☛✔ ✌☛ ✍✔ ☛✓✩☛ ✌☛☞✗☛☛✔

(b, a−k] ✍✔✓
(a, b−l] ✢

◆✒✒❖ ✡☛☞
a

✍✔✓
b ✌☛ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

(a, b]
✍✔✓

(b, a]
✍✏☛ ✔✑✔☛✎✤☞✫ ✒✔☞☛✏★✍✦✖ ✗ ✒☞✘ ✔✑

☛✓✩☛✖ ✚✏✑✎
G ✌☛☞✗☛☛✔ ☞✘☛✎ ✢ ✹✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞

G+ tu
✒✖ ✔✑☞ ✒✔

NCR0,0
n ✢ ✸ ✒☞✘✑✛☞ ✦✑✖✖

✑✚ ✩☛✔☛✏✍✦✒☞✫✬ ✗☛ ✎ ✍✫ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞
t ∈ (a, b]

✍✔✓
u ∈ (b, a] ✢ ✓✑✗ ✬

r
✒✖ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔

☛✒☞✘☛✏
(b, a]

✑✏
(a, b]

✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞ ☛✒☞✘☛✏
rt

✑✏
ru

★✒✑✦✍☞☛✖ ☞✘☛ ✍✖✖✛✎✤☞✒✑✔ ✑✔
a

✍✔✓
b ✢ ✣✘✒✖ ✒✖ ✍ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✑✔ ✮ ✘☛✔✜☛ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✢ �

▼✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✑✚ ◆✒❖ ✬ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✴ ✢✴ ✍✤✤✦✒☛✖ ☞✑
NCRk,ln

✚✑✏
k, l ∈ {0, 1} ✢

✜✘✚✜ � ✂✂✤✄✪ ☎ ✥✁✄ ✂ ✢ ✥✪✥✦✜✜✣✥✁✣✢ ✤✦★✁✄✦✜ ✂✣✤✂✣✪✣✜✁✂✁ ✥✦✜

✸☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
NCR0,0

n

✑✚ ✩✏✍✤✘✖ ✑✔ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞
[n] ✗✒☞✘ ✍ ✓✒✖✜✑✔✔☛✜☞☛✓

✤✑✦✫✩✑✔ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✢



� ✟✡� ✡ ✁✞✄☎✂✌ �✑ ✆✂ ✄ ✎✑✌☎☞✍✍✝☎✆✝✎ ☎ ☞✝�✁☞✍ ✞✝☎ ✞✝✌✝✍ ✆✄ ✆✑☞✍ ❊✳✲

✫✬✭✮✯✭✰ ◆✱✳◆ ❄✿●
n ≥ 3 ❊ ❋■ ✿❅

NCR0,0
n ≃ NCR0,0

n ∩ NXn ≃
∨

Cn−1

Sn−3,

❑■ ✿❏✿
Cn−1

❄✾ ●■ ✿ ✂❆●❆❏❆❅ ❅❀❇❅✿❏ 1
n

(

2n−2
n−1

) ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✸✏✒☞☛

CR0,0
n = 2Kn/NCR0,0

n ✮ ✗☛ ✍✓✑✤☞ ☞✘☛ ✜✑✔★☛✔☞✒✑✔ ☞✘✍☞
CR

0,0
1 = {∅} ✢ ✸☛

✗✍✔☞ ☞✑ ✚✑✏✎ ✍ ✓☛✜✒✖✒✑✔ ☞✏☛☛ ✑✔
CR0,0

n ✗✒☞✘
Cn−1

☛★✍✖✒★☛ ✚✍✜☛✖ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
n− 2 ✢

✗✑✏ n = 1, 2
✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

CR0,0
n

✜✑✔✖✒✖☞✖ ✑✚ ✑✔☛ ✖✒✔✩✦☛ ✚✍✜☛ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
n − 2 ✢

✗✑✏ n ≥ 3
✬ ✜✘☛✜✙ ✍✦✦ ☛✓✩☛✖ ✒✔ ☞✘☛ ✖☛☞

A = {1i : i ∈ [2, n]} ✍✔✓ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫
ΣY = CR0,0

n (Y,A \ Y )
✚✑✏

Y ⊆ A ✢ ❉✚ Y = ∅ ✬ ☞✘☛✔ ΣY
✒✖ ★✑✒✓ ✢ ❉✚ |Y | ≥ 2

✬ ✦☛☞
r

✍✔✓
s ✌☛ ✍✔✫ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

1r, 1s ∈ Y ✢ ✰✫ ✡☛✎✎✍ ❊✺✢✺ ◆✒✒❖ ✬ rs ✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔
ΣY

✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
ΣY

✒✖ ✔✑✔☛★✍✖✒★☛ ✢
✣✘☛ ✏☛✎ ✍✒✔✒✔✩ ✜✍✖☛ ✒✖ ☞✘✍☞ |Y | = 1 ✮ ✦☛☞ Y = {1r} ✍✔✓ ✗✏✒☞☛

Σr = ΣY ✢ ✔✘☛✜✙
✍✦✦ ☛✓✩☛✖ ✒✔ ☞✘☛ ✖☛☞

Br = {ij : i ∈ (1, r), j ∈ (r, 1)} ✮ ☞✘ ✒✖ ✒✖ ☞✘☛ ✖☛☞ ✑✚ ☛✓✩☛✖ ✜✏✑✖✖✒✔✩
☞✘☛ ☛✓✩☛

1r ✢ ❉✚ Z ⊆ Br
✒✖ ✔✑✔☛✎✤☞✫✬ ☞✘☛✔

Σr(Z,Br \ Z)
✒✖ ✔✑✔☛★✍✖✒★☛ ✢ ✓ ✍✎ ☛✦✫✬ ✒✚

ij ∈ Z
✬ ☞✘☛✔

ir
✍✔✓

jr
✍✏☛ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞✖ ✒✔

Σr(Z,Br \ Z) ✌✫ ✡☛✎✎✍ ❊✺✢✺ ◆✒❖ ✮ ij ✍✔✓
1k

✜✏✑✖✖ ✢
❉☞ ✏☛✎ ✍✒✔✖ ☞✑ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✜✍✖☛

Z = ∅ ✮ ✗ ✏✒☞☛
Γr = Σr(∅, Br) ✢ ✣✘☛ ✖☛☞ ✑✚ ☛✓✩☛✖

✏☛✎ ✍✒✔✒✔✩ ☞✑ ✌☛ ✜✘☛✜✙☛✓ ✒✖ ☞✘☛ ✛✔✒✑✔ ✑✚ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛☞☛ ✖☛☞ ✑✚ ☛✓✩☛✖ ✑✔
[2, r]

✍✔✓ ☞✘☛
✜✑✎✤✦☛☞☛ ✖☛☞ ✑✚ ☛✓✩☛✖ ✑✔

[r, n] ✢ ❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞
G ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑

Γr
✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚ ☞✘☛

✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌✩✏✍✤✘ G([2, r]) ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑
CR

0,0
[2,r]

✍✔✓ ☞✘☛ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌✩✏✍✤✘ G([r, n])

✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑ CR
0,0
[r,n]

✬ ✗✘☛✏☛
CR

0,0
[a,b]

✒✖ ✓☛✕✔☛✓ ✒✔ ☞✘☛ ✔✍☞✛✏✍✦ ✎ ✍✔✔☛✏ ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬

Γr ∼= {1r} ∗ CR
0,0
r−1 ∗ CR

0,0
n−r+1.

✸☛ ✗✍✔☞ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞
CR0,0

n ∼ Cn−1t
n−2 ✢ ✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔

n
✬
CR

0,0
r−1 ∼ Cr−2t

r−3

✍✔✓
CR

0,0
n−r+1 ∼ Cn−rtn−r−1 ✢ ✰✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ◗ ✢❊✲ ✬ ☞✘✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞

Γr ∼ t · (Cr−2t
r−3) · (Cn−rtn−r−1) · t = Cr−2Cn−rt

n−2.

✣✘☛ ✜✑✔✜✦✛✖✒✑✔ ✒✖ ☞✘✍☞

CR0,0
n ∼

n
∑

r=2

Cr−2Cn−rt
n−2 =

n−2
∑

i=0

CiCn−i−2t
n−2 = Cn−1t

n−2,

✍✔✓ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✢
✣✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞

NCR0,0
n ≃ NCR0,0

n ∩NXn
✬ ✗☛ ✖✒✎✤✦✫ ✔✑☞☛ ☞✘✍☞

NCR0,0
n

✖✍☞✒✖✕☛✖ ☞✘☛
✜✑✔✓✒☞✒✑✔✖ ✒✔ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✴ ✢✴ ✌✫ ✡☛✎✎✍ ❊✺✢✺✢ �
❉☞ ✒✖ ☛✍✖✫ ☞✑ ✖☛☛ ☞✘✍☞ ☛✍✜✘ ☛★✍✖✒★☛ ✩✏✍✤✘ ✗ ✒☞✘ ✏☛✖✤ ☛✜☞ ☞✑ ☞✘☛ ✩✒★☛✔ ✓☛✜✒✖✒✑✔ ☞✏☛☛ ✒✖
✍ ✔✑✔✜✏✑✖✖✒✔✩ ✖✤✍✔✔✒✔✩ ☞✏☛☛ ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬ ☛✍✜✘ ✤✏✑✤☛✏ ✖✛✌✩✏✍✤✘ ✒✖ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔
NCR0,0

n ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ✗☛ ✎ ✍✫ ✓☛✖✜✏✒✌ ☛ ☞✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✑✚
NCR0,0

n

✍✔✓
CR0,0

n

✒✔



❊✕� ✁✂✄☎ ✆✝✞ � ✟✡ � ✑✂ ✝✎✞✄✝ ✁✄✞✑✄✍ ✆✌ ☞✂
k
✄☎☞✍✍ ✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌

☛✧✍✜☞✦✫ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✎ ✍✔✔☛✏ ✍✖ ✗☛ ✓☛✖✜✏✒✌ ☛✓ ☞✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✑✚
NCn

✍✔✓
Cn

✒✔ ✔✑✏✑✦✥
✦✍✏✫ ✺✕ ✢◗ ✢

▼ ✤✍✏☞✒☞✒✑✔ ✑✚ ☞✘☛ ✖☛☞
[n]

✒✖ ❅❂❅❆❏❂✾✾❄❅❑ ✒✚ ✬ ✚✑✏ ☛★☛✏✫ ☞✗✑ ☛✓✩☛✖
ei ⊆ Bi

✍✔✓
ej ⊆ Bj

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
i 6= j

✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
ei

✍✔✓
ej

✍✏☛ ✔✑✔✜✏✑✖✖✒✔✩ ✢ ✣✘☛ ✖☛☞ ✑✚ ✔✑✔✥
✜✏✑✖✖✒✔✩ ✤✍✏☞✒☞✒✑✔✖ ✑✚

[n]
✚✑✏✎ ✖ ✍ ✦✍☞☞✒✜☛

NXΠn ✗✒☞✘ ☛✦☛✎ ☛✔☞✖ ✑✏✓☛✏☛✓ ✌✫ ✏☛✕✔☛✎☛✔☞ ✢✟ ✏☛✗☛✏✍✖ ✱✳✳✵ ✒✔☞✏✑✓✛✜☛✓ ☞✘✒✖ ✦✍☞☞✒✜☛ ✬ ✗✘✒✜✘ ✘✍✖ ✍✤✤☛✍✏☛✓ ✒✔ ✍ ★✍✏✒☛☞✫ ✑✚ ✖☛☞☞✒✔✩✖ ✮✖☛☛ ✹✒✎ ✒✑✔ ✱✺✺�✵ ✚✑✏ ✍ ✔✒✜☛ ✖✛✏★☛✫✢✰✶ ✷✏✔☛✏ ✱✴✵ ✖✘✑✗☛✓ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✤✏✑✤ ☛✏ ✤✍✏☞
NXΠn

✑✚
NXΠn

✒✖ ✖✘☛✦✦✍✌✦☛ ✍✔✓ ☞✘✍☞
∆(NXΠn)

✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✗☛✓✩☛ ✑✚
Cn−1

✖✤✘☛✏☛✖ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
n− 3 ✢

✸☛ ✑✌☞✍✒✔ ✍ ✤✑✖☛☞ ✎✍✤
ϕ

✚✏✑✎
P (NCR0,0

n )
☞✑

NXΠn ✌✫ ✓☛✕✔✒✔✩
ϕ(G)

✍✖ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫
✑✚ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✒✔ ☞✘☛ ✤✑✦✫✩✑✔ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✑✚

G ✮ ☛✍✜✘ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✒✖
✒✓☛✔☞✒✕☛✓ ✗ ✒☞✘ ✒☞✖ ✛✔✓☛✏✦✫ ✒✔✩ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞ ✢ ❉☞ ✒✖ ☛✍✖✫ ☞✑ ✖☛☛ ☞✘✍☞ ☞✘✒✖ ✎ ✍✤ ✤✏☛✖☛✏★☛✖
✘✑✎✑☞✑✤✫ ☞✫✤☛ ✢ ❉✔✓☛☛✓ ✬ ✗☛ ✎ ✍✫ ✒✓☛✔☞✒✚✫ ✍ ✔✑✔✜✏✑✖✖✒✔✩ ✤✍✏☞✒☞✒✑✔ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘
✑✌☞✍✒✔☛✓ ✌✫ ✏☛✤✦✍✜✒✔✩ ☛✍✜✘ ✖☛☞ ✒✔ ☞✘☛ ✤✍✏☞✒☞✒✑✔ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛☞☛ ✩✏✍✤✘ ✑✔ ☞✘✒✖ ✖☛☞ ✢✓☛✔✜☛ ✬ ✌✫ ✔ ✦✑ ✖✛✏☛ ✡☛✎✎ ✍ ✴ ✢✺✬ ✰✶ ✷✏✔☛✏ ✍✖ ✏☛✖✛ ✦☞ ✒✎✤✦✒☛✖ ✣✘☛✑✏☛✎ ❊✺✢❊ ✢

❉✔ ✚✍✜☞ ✬ ✗☛ ✎ ✍✫ ✓☛✓✛✜☛ ✎✑✏☛ ✒✔✚✑✏✎ ✍☞✒✑✔ ✍✌✑✛☞
NCR0,0

n

✚✏✑✎ ✰✶✷✏✔☛✏ ✍✖ ✏☛✖✛✦☞ ✢
✓✍✎☛✦✫✬ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ✍ ✩✏✍✤✘

G
✒✔

NCR0,0
n ✢ ✣✘☛ ✦✒✔✙ ✑✚

NCR0,0
n ✗✒☞✘ ✏☛✖✤☛✜☞ ☞✑

G
✒✖

☛✒☞✘☛✏ ✜✑✦✦✍✤✖✒✌✦☛ ✑✏ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ☞✘☛ ✑✏✓☛✏ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ☞✘☛ ✤✑✖☛☞ ✑✚ ✍✦✦
✤✍✏☞✒☞✒✑✔ ✖ ✖☞✏✒✜☞✦✫ ✍✌✑★☛

ϕ(G)
✒✔

NXΠn ✢ ✣✘☛ ✦✍☞☞☛✏ ✜✍✖☛ ✑ ✜✜✛✏✖ ✤✏☛✜✒✖☛✦✫ ✗✘☛✔ ✍✦✦
✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✒✔ ☞✘☛ ✤✑✦✫✩✑✔ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✑✚

G
✍✏☛ ✜✑✎✤✦☛☞☛ ✩✏✍✤✘✖ ✢✹✒✔✜☛

NXΠn

✒✖ ✔✑✘☛✔✥✪ ✍✜✍✛✦✍✫ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
n − 3

✬ ✒☞ ✚✑ ✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞
lk

NCR
0,0
n

(G)
✒✖

(n − 4 − ρ(ϕ(G)))
✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✬ ✗✘☛✏☛

ρ(G)
✒✖ ☞✘☛ ✏✍✔✙ ✑✚

G
✒✔

NXΠn ✢ ✼✌★✒✑✛✖✦✫✬
ρ(G)

✜✍✔✔✑☞ ☛✧✜☛☛✓ ☞✘☛ ✖✒✖☛ |G| ✑✚ ☞✘☛ ☛✓✩☛ ✖☛☞ ✑✚
G

✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
lkNCR

0,0
n

(G)✒✖
(n− 4 − |G|)✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢ ▼✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ✏☛✖✛✦☞ ✢

✫✬✭✮✯✭✰ ◆✱✳✲ ❋■ ✿
(n− 3)

❃✾❉ ✿❏✿●❂❅ ❂❈
NCR0,0

n

❄✾ ✂❂■ ✿❅❃❙❆❆❆❀ ❏❆● ❊ �

✸☛ ✜✑✔✶ ☛✜☞✛✏☛ ☞✘✍☞ ☞✘✒✖ ✖✙☛✦☛☞✑✔ ✒✖ ✍✦✖✑ ★☛✏☞☛✧✥✓☛✜✑✎✤✑✖✍✌✦☛ ✢
✜✘✚✙ � ✂✂✤✄✪ ☎ ✥✁✄ ✂ ✪✣✤✂✂✂☎ ★✣ ✤✦★✁✄✦✜ ✂✣✤✂✣✪✣✜✁✂✁ ✥✦✜

✸☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
NCR1,0

n

✑✚ ✩✏✍✤✘✖ ✗ ✒☞✘ ✍ ✖☛✤✍✏✍✌✦☛ ✤✑✦✫✩✑✔ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ◆✱✳✙ ❄✿●

n ≥ 3 ❊ ❋■ ✿❅

NCR1,0
n ≃ NCR1,0

n ∩ NXn ≃ S2n−5.

❙ ❂❏✿❂■✿❏P
NCR1,0

n ∩ NXn
❄✾ ●■ ✿ ✄ ❂❄❅ ❂❈ ●■ ✿ ❆✾✾❂❆❄❆■ ✿❁❏❂❅

An
❆❅❁ ●■ ✿ ❅❂❀❅❁❆❏● ❂❈

❆❅
(n− 1)

❃✾❄❇✽ ❏✿✚ ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✰✫ ✡☛✎✎ ✍ ❊✺✢✺ ◆✒❖ ✬ NCR1,0

n

✖✍☞✒✖✕☛✖ ☞✘☛ ✜✑✔✓✒☞✒✑✔✖ ✒✔ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✴ ✢✴ ✬ ✗✘✒✜✘
✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞

NCR1,0
n

✒✖ ✜✑✦✦✍✤✖✒✌✦☛ ☞✑
NCR1,0

n ∩ NXn ✢
✸☛ ✜✦✍✒✎ ☞✘✍☞

G ∈ NCR1,0
n ∩ NXn

✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚
G

✒✖ ✔✑✔✜✏✑✖✖✒✔✩ ✍✔✓ ✓✑☛✖ ✔✑☞
✜✑✔☞✍✒✔ ☞✘☛ ✚✛✦✦ ✤ ✑✦✫✩✑✔

Bdn = {01, 12, . . . , (n− 2)(n− 1), 0(n− 1)} ✢ ✣✘☛ �✑✔✦✫ ✒✚ ✁
✖☞✍☞☛✎ ☛✔☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ✮ Bdn

✒✖ ✔✑☞ ✒✔
NCR1,0

n ∩NXn ✢ ✗✑✏ ☞✘☛ � ✒✚ ✁ ✖☞✍☞☛✎ ☛✔☞ ✬ ✖✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞



� ✟✡✠ ✡ ✁✞✄☎✂✌ �✑ ✆✂ ✄ ✌✝☎ ✄✞✄✁✝✝ ☎ ☞✝�✁ ☞✍ ✞✝☎ ✞✝✌✝✍ ✆✄ ✆✑☞✍ ❊✕ ✺

G
✒✖ ✔✑✔✜✏✑✖✖✒✔✩ ✍✔✓ ✓✑☛✖ ✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔ ✍✦✦ ✌ ✑✛✔✓✍✏✫ ☛✓✩☛✖ ✬ ✖✍✫

01 /∈ G ✢ ✡☛☞
j > 1

✌☛ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
0j

✓✑☛✖ ✔✑☞ ✜✏✑✖✖ ✍✔✫ ☛✓✩☛ ✒✔
G ✢ ✹✛✜✘ ✍

j
☛✧ ✒✖☞✖ ✬ ✍✖

0(n− 1)✓✑☛✖ ✔✑☞ ✜✏✑✖✖ ✍✔✫ ☛✓✩☛ ✢ ✓✑✗ ✬ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✔✑ ☛✓✩☛ ✚✏✑✎
(0, j)

☞✑
(j, 0)

✒✔
G

✬ ✍✖ ✖✛✜✘ ✍✔
☛✓✩☛ ✗✑✛✦✓ ✜✏✑✖✖

0j ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ✌✫ ✍✖✖✛✎✤☞✒✑✔ ✬ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✔✑ ☛✓✩☛ ✚✏✑✎
0

☞✑
[1, j− 1] ✢

✣✘☛ ✜✑✔✜✦✛✖✒✑✔ ✒✖ ☞✘✍☞
j

✒✖ ✍ ✜✛☞ ✤✑✒✔☞ ✒✔
G

✬ ✍✔✓ ✒☞ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞
G ∈ NCR1,0

n ∩ NXn◆✖☛☛ ✍✦✖✑ ✹✘✍✏☛✖✘✒✍✔ ✱✺�✴ ✬ ✡☛✎✎✍ ✒ ✢✺✵❖ ✢
▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬

NCR1,0
n ∩ NXn = An ∗ ∂2Bdn

✬ ✍✔✓ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✢ �

✗☛✕✔☛
π∗
n

✍✖ ✒✔ ◆✺✳ ✢✻❖ ✮ π∗
n = πn ∧ [Bdn]

✬ ✗✘☛✏☛
πn

✒✖ ☞✘☛ ✚✛✔✓✍✎ ☛✔☞✍✦ ✜✫✜✦☛ ✑✚
An ✢ ✰✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✲ ✢✳ ✬

π∗
n

✒✖ ✍ ✜✫✜✦☛ ✒✔ ☞✘☛ ✜✘✍✒✔ ✩✏✑✛✤
C̃2n−4(C

2
n)

✬ ✗✘☛✏☛
C2
n

✒✖
☞✘☛ ❍✛✑☞✒☛✔☞ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚

2
✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✑✔

n
★☛✏☞✒✜☛✖ ✢ ✗ ☛✕✔☛

π̂∗
n

✍✖ ✒✔ ◆✺✲ ✢✺❖ ✮
π̂∗
n = πn ∧ ∂([Bdn]) ✢

✫✬✭✮✯✭✰ ◆✱✳✗ ❄✿●
n ≥ 3 ❊ ❋■ ✿❅ ●■ ✿ ❆●❆❏✿

π∗
n

❑ ✿❅✿❏❆●✿✾ ●■ ✿ ■ ❂❇ ❂ ❏❂❑● ❂❈
CR1,0

n =
2Kn/NCR1,0

n

❆❅❁
CR1,0

n ∩NXn = NXn/(NCR1,0
n ∩NXn) ❊ ❙ ❂❏✿❂■✿❏P

π̂∗
n

❑ ✿❅✿❏❆●✿✾ ●■ ✿
■ ❂❇ ❂ ❏❂❑● ❂❈

NCR1,0
n

❆❅❁
NCR1,0

n ∩ NXn ❊❇ ❏❂❂❈ ❊ ✰✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ❊✺✢✒ ✬
π̂∗
n

✒✖ ☞✘☛ ✚✛✔✓✍✎☛✔☞✍✦ ✜✫✜✦☛ ✑✚
NCR1,0

n ∩ NXn ✢ ✣✘☛✑✥
✏☛✎ ✺✴ ✢✴ ✫✒☛✦✓✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ☛✧ ✒✖☞✖ ✍ ✤ ☛✏✚☛✜☞ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔

NCR1,0
n \NXn

✬ ✗✘✒✜✘
✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞

π̂∗
n

✍✦✖✑ ✩☛✔☛✏✍☞☛✖ ☞✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✑✚
NCR1,0

n ✢
✣✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞

π∗
n

✩☛✔☛✏✍☞☛✖ ☞✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✑✚ ☞✘☛ ✜✑✏✏☛✖✤✑✔✓✒✔✩ ❍✛✑☞✒☛✔☞ ✜✑✎ ✥
✤✦☛✧☛✖ ✬ ✑✌✖☛✏★☛ ☞✘✍☞

∂(π∗
n) = ±π̂∗

n

✍✔✓ ✍✤✤✦✫ ☞✘☛ ✦✑✔✩ ☛✧✍✜☞ ✖☛❍✛☛✔✜☛✖ ✚✑✏ ☞✘☛ ✤✍✒✏✖
(NXn,NCR1,0

n ∩ NXn)
✍✔✓

(2Kn ,NCR(1,0)
n ) ✮ ✖☛☛ ✣✘☛✑✏☛✎ ✻ ✢✻ ✢ �

✼✛✏ ✔☛✧☞ ✩✑✍✦ ✒✖ ☞✑ ✍✔✍✦✫✖☛ ✦✒✔✙✖ ✒✔
NCR1,0

n

✬ ☞✘☛ ✑★☛✏✍✦✦ ✩✑✍✦ ✌☛✒✔✩ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞
☞✘☛

(2n− 5)
✥✖✙☛✦☛☞✑✔ ✑✚

NCR1,0
n

✒✖ ✔✑✘☛✔✥✪ ✍✜✍✛✦✍✫✢ ✰☛✚✑✏☛ ✤✏✑✜☛☛✓✒✔✩ ✬ ✗☛ ✔☛☛✓ ☞✑
✒✔☞✏✑✓✛✜☛ ✖✑✎ ☛ ✜✑✔✜☛✤☞✖ ✢ ✗ ✒✏✖☞ ✬ ✦☛☞ ✛✖ ☛✧☞☛✔✓ ☞✘☛ ✓☛✕✔✒☞✒✑✔ ✑✚

NCR1,0
n

☞✑
n = 2 ✮ ✗☛

✖☛☞
NCR

1,0
2

☛❍✛✍✦ ☞✑ {∅} ✍✔✓ ✘☛✔✜☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘ ✗ ✒☞✘ ☞✗✑ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✍✔✓ ✑✔☛
☛✓✩☛ ✍✖ ✘✍★✒✔✩ ✍ ✔✑✔✥✖☛✤✍✏✍✌✦☛ ✤✑✦✫✩✑✔ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✢ ✸☛ ✖✍✫ ☞✘✍☞ ✍ ✩✏✍✤✘

G
✘✍✖

✍ ❅❏❂❆❉ ❃❆❏❂✾✿❁ ❏✿✽ ❏✿✾✿❅●❆●❄❂❅ ✒✚
V

✒✖ ✍ ✜✦✒❍✛☛ ✗✘☛✔☛★☛✏ ☞✘☛ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌✩✏✍✤✘
G(V )✘✍✖ ✍ ✔✑✔✥✖☛✤✍✏✍✌✦☛ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✢ ❉✚ G ✘✍✖ ✍ ✌✦✑ ✜✙✥✜✦✑✖☛✓ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✬ ☞✘☛✔

G✒✖ ✌ ✦✑ ✜✙✥✜✦✑✖☛✓ ✒✔ ☞✘☛ ✖☛✔✖☛ ✑✚ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✲ ✢✺✢ ✡☛☞
b(G) ✌☛ ✓☛✕✔☛✓ ✍✖ ✒✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✲ ✢✺✮

b(G)
✒✖ ☞✘☛ ✔✛✎✌☛✏ ✑✚ ✌✦✑ ✜✙✖ ✒✔

G ✢ ✸☛ ✔✑✗ ✤✏✑★☛ ✍✔ ✍✔✍✦✑✩✛☛ ✑✚ ✹✘✍✏☛✖✘✒✍✔ ✍✖
✣✘☛✑✏☛✎ ✺✲ ✢✒ ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ◆✱✳✿ ❄✿●

n ≥ 2 ❊ ❈❈
H 6= Kn

❄✾ ❆ ❑ ❏❆✽ ■ ❂❅
n

■✿❏●❄❆✿✾ ❑ ❄●■ ❆ ❅❏❂❆❉ ❃
❆❏❂✾✿❁ ❏✿✽ ❏✿✾✿❅●❆●❄❂❅ P ●■ ✿❅ ●■ ✿ ❏❄❈ ●✿❁ ❆❂❇✽ ❏✿✚

NCR1,0
n (H, ∅) ❄✾ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅●

●❂ ❆ ✾✽ ■ ✿❏✿ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅
δ(H) := |H | + 2c(H) + b(H) − 5 ❊ ❈❈

H
❁❂✿✾ ❅❂● ■ ❆■✿

❆ ❅❏❂❆❉ ❃❆❏❂✾✿❁ ❏✿✽ ❏✿✾✿❅●❆●❄❂❅ P ●■ ✿❅
NCR1,0

n (H, ∅) ❄✾ ❆ ❆❂❅✿❊ ✂ ✾ ❆ ❆❂❅✾✿❍❀✿❅❆✿P ●■ ✿
(2n− 5)

❃✾❉ ✿❏✿●❂❅ ❂❈
NCR1,0

n

❄✾ ✂❂■ ✿❅❃❙❆❆❆❀ ❏❆● ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✸☛ ✗✍✔☞ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞

NCR1,0
n (H, ∅) ✍✓✎ ✒☞✖ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

☞✘☛✏☛ ✒✖ ☛✒☞✘☛✏ ✑✔☛ ✛✔✎✍☞✜✘☛✓ ✩✏✍✤✘ ✗ ✒☞✘ |H | + 2c(H) + b(H) − 4
☛✓✩☛✖ ✑✏ ✔✑

✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✩✏✍✤✘ ✍☞ ✍✦✦ ✢
✗ ✒✏✖☞ ✬ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞

H
✓✑☛✖ ✔✑☞ ✘✍★☛ ✍ ✌✦✑✜✙✥✜✦✑✖☛✓ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✢ ✡☛☞

V ✌☛ ✍
★☛✏☞☛✧ ✖☛☞ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

H(V )
✒✖ ✔✑✔✥✖☛✤✍✏✍✌✦☛ ✍✔✓ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

V
✒✖ ✔✑☞ ✍ ✜✦✒❍✛☛ ✒✔

H ✢



❊✕❊ ✁✂✄☎ ✆✝✞ � ✟✡ � ✑✂ ✝✎✞✄✝ ✁✄✞✑✄✍ ✆✌ ☞✂
k
✄☎☞✍✍ ✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌

✡☛☞
v

✍✔✓
w ✌☛ ✔✑✔✍✓✶ ✍✜☛✔☞ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✒✔

V ✢ ✣✘☛✔
vw

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔
NCR

1,0
2 (H, ∅) ✢

✓✍✎☛✦✫✬ ✦☛☞
a ✌☛ ✍ ✜✛☞ ✤✑✒✔☞ ✒✔ ☞✘☛ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✑✚ ✍ ✩✏✍✤✘

G
✒✔

NCR
1,0
2 (H, ∅) ✍✔✓

✦☛☞
b ✌☛ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

a
✖☛✤✍✏✍☞☛✖

G
✒✔☞✑ ☞✘☛ ☞✗✑ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞✖

[a+ 1, b]
✍✔✓

[b+ 1, a− 1] ✢
✸☛ ✎✛✖☞ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

V
✒✖ ✍ ✖✛✌✖☛☞ ✑✚ ☛✒☞✘☛✏

[a, b]
✑✏

[b + 1, a] ✢ ✓ ✍✎ ☛✦✫✬ ✑☞✘☛✏✗ ✒✖☛
☛✒☞✘☛✏

G(V ) ✗✑✛✦✓ ✘✍★☛ ✍ ✓✒✖✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✑✏
a ✗✑✛✦✓ ✌☛ ✍ ✜✛☞ ✤✑✒✔☞ ✒✔

G(V ) ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬
a

✏☛✎ ✍✒✔✖ ✍ ✜✛☞ ✤✑✒✔☞ ✒✔
G + vw

✬ ✗✘✒✜✘ ✤✏✑★☛✖ ☞✘✍☞
vw✒✖ ✒✔✓☛☛✓ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✢

✓☛✧☞ ✬ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞
H

✓✑☛✖ ✘✍★☛ ✍ ✌ ✦✑ ✜✙✥✜✦✑✖☛✓ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✢ ✣✘☛ ✜✍✖☛
n = 2✒✖ ☛✍✖✫ ☞✑ ✜✘☛✜✙ ✮ ☞✘✛✖ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞

n ≥ 3 ✢ ✸☛ ✗ ✒✦✦ ✓☛✕✔☛ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔ ☞✘☛
❍✛✑☞✒☛✔☞ ✜✑✎✤✦☛✧

CR1,0
n (H, ∅) ✑✚ ✩✏✍✤✘✖ ✗ ✒☞✘ ✍ ✔✑✔✥✖☛✤✍✏✍✌✦☛ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✢ ▼ ✖ ✗☛

✗ ✒✦✦ ✖☛☛ ✬ ☞✘☛✏☛ ✗ ✒✦✦ ✌ ☛ ☛✧✍✜☞✦✫ ✑✔☛ ✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✩✏✍✤✘ ✬ ✍✔✓ ☞✘☛ ✔✛✎✌☛✏ ✑✚ ☛✓✩☛✖ ✒✔ ☞✘✒✖
✩✏✍✤✘ ✒✖

δ(H)+2
☛✓✩☛✖ ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞ ☞✘✒✖ ✏☛✎ ✍✒✔✖ ☞✏✛☛ ✒✚

H
✒✖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛☞☛ ✩✏✍✤✘

Kn ✢
✣✘☛ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ☞✛✏✔✖ ✑✛☞ ☞✑ ✌ ☛ ✖☞✏✍✒✩✘☞✚✑✏✗✍✏✓ ☞✑ ☞✏✍✔✖✦✍☞☛ ✒✔☞✑ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩
✑✔

NCR1,0
n (H, ∅) ✢

▼ ✖ ✌☛✚✑✏☛ ✬ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞
H 6= Kn ✢ ✡☛☞

e ✌☛ ✍✔ ☛✓✩☛ ✒✔
Bdn \H ✢ ✹✛✜✘ ✍✔ ☛✓✩☛

☛✧ ✒✖☞✖ ✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛ ✑☞✘☛✏✗ ✒✖☛ ☞✘☛ ✚✛ ✦✦ ✖☛☞
Bdn

✑✚ ☛✧☞☛✏✒✑✏ ☛✓✩☛✖ ✗✑✛✦✓ ✌☛ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔
H

✬
✗✘✒✜✘ ✗✑✛✦✓ ✒✎✤✦✫ ☞✘✍☞

H
✒✖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛☞☛ ✩✏✍✤✘ ✢ ✰✫ ✖✫✎✎☛☞✏✫✬ ✗☛ ✎ ✍✫ ✍✖✖✛✎ ☛

☞✘✍☞
e = 1n ✢ ✗ ☛✕✔☛ ✍ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔

CR1,0
n (H, ∅) ✌✫ ✤✍✒✏✒✔✩

G + 1n ✗✒☞✘
G − 1n

✗✘☛✔☛★☛✏ ✤✑✖✖✒✌✦☛ ✢ ✡☛☞
∆ ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✢ ✡☛✎✎ ✍ ✒ ✢✺ ✫✒☛✦✓✖

☞✘✍☞ ✒☞ ✖✛✖ ✜☛✖ ☞✑ ✓☛✕✔☛ ✍✔ ✍✤✤✏✑✤✏✒✍☞☛ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔
∆ ✢

▼ ✩✏✍✤✘
G

✜✑✔☞✍✒✔ ✒✔✩
H ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑

∆
✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚

G
✬ ✌✛☞ ✔✑☞

G − 1n
✬ ✘✍✖ ✍

✔✑✔✥✖☛✤✍✏✍✌✦☛ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✢ ✡☛☞
G ✌☛ ✍ ✩✏✍✤✘ ✒✔

∆
✍✔✓ ✦☛☞

x = xG ✌☛ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦
✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧

x
✖☛✤✍✏✍☞☛✖ ☞✘☛ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✑✚

G − 1n ✢ ❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞
xG ∈ [2, n− 1] ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ✒✚ ✗☛ ✏☛✎✑★☛

xG
✚✏✑✎ ☞✘☛ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✑✚

G− 1n
✬ ☞✘☛✔

☞✘☛ ✏☛✖✛ ✦☞✒✔✩ ☞✑✤✑✦✑✩✒✜✍✦ ✖✤✍✜☛
XG

✜✑✔✖✒✖☞✖ ✑✚ ☞✗✑ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✢ ✼✔☛ ✑✚
☞✘☛ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍✦✦ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✒✔ ☞✘☛ ✖☛☞

[1, xG − 1]
✍✔✓ ☞✘☛ ✑☞✘☛✏ ✜✑✔☞✍✒✔✖

☞✘☛ ✏☛✎ ✍✒✔✒✔✩ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✒✔ ☞✘☛ ✖☛☞
[xG + 1, n] ✢ ✓✍✎☛✦✫✬ ✒✚ ✗☛ ✍✓✓ ☞✘☛ ☛✓✩☛

1n
✬ ☞✘☛

✏☛✖✛ ✦☞✒✔✩ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✒✖ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢✡☛☞
∆(x) ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖

G
✒✔

∆
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

x = xG ✮ ✑✌★✒✑✛✖✦✫✬ ☞✘☛
✚✍✎ ✒✦✒☛✖

∆(x)
✖✍☞✒✖✚✫ ☞✘☛ ✔ ✦✛✖☞☛✏ ✡☛✎✎✍ ✒ ✢❊ ✢ ✡☛☞

y ✌☛ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
yn ∈ H ✢

❉✚ ✔✑ ✖✛✜✘
y

☛✧ ✒✖☞✖ ✬ ✗☛ ✓☛✕✔☛
y = n − 1 ✢ ❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞

y ≥ xG
✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛

n
✍✔✓

y
✌☛✦✑✔✩ ☞✑ ☞✘☛ ✖✍✎☛ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✒✔

XG
✛✔✦☛✖✖

y = xG ✢✡☛☞ ✛✖ ☛✧✍✎ ✒✔☛
∆(x) ✢ ✗ ✒✏✖☞ ✬ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞

x < y ✢ ✸☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✒✚
∆(x)

✒✖ ★✑✒✓ ✢✼☞✘☛✏✗ ✒✖☛ ✬ ✎ ✍☞✜✘ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ☛✓✩☛
xn ✮ ✤✍✒✏

G − xn ✗✒☞✘
G + xn ✗✘☛✔☛★☛✏ ✤✑✖✖✒✌✦☛ ✢

✣✘✒✖ ✒✖ ✤✑✖✖✒✌✦☛ ✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛
xn /∈ H ✌✫ ✍✖✖✛✎✤☞✒✑✔ ✢ ✸☛ ✜✦✍✒✎ ☞✘✍☞ ☞✘✒✖ ✒✖ ✍ ✤☛✏✚☛✜☞

✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩ ✢ ✓ ✍✎ ☛✦✫✬
xG

✏☛✎ ✍✒✔✖ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✒✚ ✗☛ ✍✓✓
xGn

☞✑
G

✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛ ☞✘ ✒✖ ☛✓✩☛ ✓✑☛✖
✔✑☞ ✜✏✑✖✖ ✍✔✫ ☛✓✩☛✖ ✒✔

G ✌✫ ☞✘☛ ✤✏✑✤ ☛✏☞✒☛✖ ✑✚ ☞✘☛ ✖✤✍✜☛
XG ✢ ✔✑✔★☛✏✖☛✦✫✬ ✖✛✤✤✑✖☛

☞✘✍☞
G − xn

✒✖ ✔✑☞ ✒✔
∆(x) ✮ ☞✘ ✒✖ ✎ ☛✍✔✖ ☞✘✍☞

G − xn
✒✖ ✖☛✤✍✏✍✌ ✦☛ ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛ ✦✍✏ ✬

☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍ ✜✛☞ ✤✑✒✔☞
z

✖✑✎☛✗✘☛✏☛ ✒✔ ☞✘☛ ✒✔☞☛✏★✍✦
[x + 1, n − 1]

✖☛✤✍✏✍☞✒✔✩
x

✍✔✓
n ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬ ☞✘ ✒✖ ✎ ☛✍✔✖ ☞✘✍☞

z
✖☛✤✍✏✍☞☛✖

1
✍✔✓

x ✢ ✹✒✔✜☛ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✔✑ ☛✓✩☛✖ ✚✏✑✎
[xG + 1, n− 1]

☞✑
[1, xG− 1]

✬ ✒☞ ✚✑ ✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞
n

✍✦✖✑ ✖☛✤✍✏✍☞☛✖
1

✍✔✓
x

✒✔
G− xn

✍✔✓
✘☛✔✜☛ ✍✦✖✑ ✒✔

G
✬ ✗✘✒✜✘ ✒✖ ✍ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✑✔ ✢

✓☛✧☞ ✬ ✗☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏
∆(x)

✒✔ ☞✘☛ ✜✍✖☛ ☞✘✍☞
x = y ✢ ✸☛ ✜✦✍✒✎ ☞✘✍☞ ✍ ✩✏✍✤✘

G✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩
H ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑

∆(x)
✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚ ☞✘☛ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌✩✏✍✤✘✖

G([1, x])
✍✔✓



� ✟✡✠ ✡ ✁✞✄☎✂✌ �✑ ✆✂ ✄ ✌✝☎ ✄✞✄✁✝✝ ☎ ☞✝�✁ ☞✍ ✞✝☎ ✞✝✌✝✍ ✆✄ ✆✑☞✍ ❊✕✻

G([x, n])
✘✍★☛ ✔✑✔✥✖☛✤✍✏✍✌✦☛ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔✖ ✍✔✓

1n
✒✖ ☞✘☛ ✑✔✦✫ ☛✓✩☛ ✒✔

G
✚✏✑✎

[1, x − 1] × [x + 1, n] ✢ ✣✘☛ ✦✍✖☞ ✜✦✍✒✎ ✒✖ ✑✌★✒✑✛✖ ✬ ✍✖
x

✒✖ ✍ ✜✛☞ ✤✑✒✔☞ ✒✔
G − 1n✖☛✤✍✏✍☞✒✔✩

1
✍✔✓

n ✢
✗ ✒✏✖☞ ✬ ✗☛ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞

G([1, x])
✘✍✖ ✍ ✔✑✔✥✖☛✤✍✏✍✌✦☛ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✢ ▼ ✖✖✛✎ ☛ ☞✘☛

✑✤✤✑✖✒☞☛ ✍✔✓ ✦☛☞
z ✌☛ ✍ ✜✛☞ ✤✑✒✔☞ ✒✔

G([1, x]) ✢ ✔✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✖✤✍✜☛
X

✑✌☞✍✒✔☛✓ ✚✏✑✎
☞✘☛ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✑✚

G([1, x]) ✌✫ ✏☛✎✑★✒✔✩
z ✢ ✗✑✏

i ∈ {1, x} ✬ ✦☛☞
Wi ✌☛ ✍ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓

✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✒✔
X

☞✘✍☞ ✓✑☛✖ ✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧
i ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞ ✗☛ ✎✍✫ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

W1 = Wx ✢ ✹✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞
z < x ✢ ✹✒✔✜☛ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✔✑ ☛✓✩☛✖ ✚✏✑✎

Wx
☞✑

[x+ 1, n]
✬ ✗☛

✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞
z

✒✖ ✍ ✜✛☞ ✤✑✒✔☞ ✒✔
G − 1n

✬ ✗✘✒✜✘ ✒✖ ✍ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✑✔ ☞✑ ☞✘☛ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦✒☞✫
✑✚
x ✢ ✹✛✤✤✑✖☛ ✒✔✖☞☛✍✓ ☞✘✍☞

z = x ✢ ✣✘☛✔
x

✖☛✤✍✏✍☞☛✖
W1

✚✏✑✎
([n] \ {x}) \W1

✒✔
G

✬
✍✔✑☞✘☛✏ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✑✔ ✢

✓☛✧☞ ✬ ✗☛ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞
G([x, n])

✘✍✖ ✍ ✔✑✔✥✖☛✤✍✏✍✌✦☛ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✢ ▼ ✖✖✛✎ ☛ ☞✘☛
✑✤✤✑✖✒☞☛ ✍✔✓ ✦☛☞

z ✌☛ ✍ ✜✛☞ ✤✑✒✔☞ ✒✔
G([x, n]) ✢ ✡☛☞

X ✌☛ ☞✘☛ ✖✤✍✜☛ ✑✌☞✍✒✔☛✓ ✚✏✑✎
☞✘☛ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✑✚

G([x, n]) ✌✫ ✏☛✎✑★✒✔✩
z ✢ ✡☛☞

W ✌☛ ✍ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞
✒✔
X

☞✘✍☞ ✓✑☛✖ ✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔ ☞✘☛ ★☛✏☞✒✜☛✖
x

✍✔✓
n ✮ ☞✘☛✖☛ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✍✏☛ ✍✓✶ ✍✜☛✔☞ ✬ ✗✘✒✜✘

✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞ ✖✛✜✘ ✍ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✓✑☛✖ ☛✧ ✒✖☞ ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬ ☞✘☛✔
z

✖☛✤✍✏✍☞☛✖
W

✚✏✑✎
([n] \ {z}) \W ✒✔

G
✬ ✗✘✒✜✘ ✒✖ ✍ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✑✔ ✢

✗✑✏ ☞✘☛ ✜✑✔★☛✏✖☛ ✬ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞
G([1, x])

✍✔✓
G([x, n])

✘✍★☛ ✔✑✔✥✖☛✤✍✏✍✌✦☛ ✏☛✤✏☛✥
✖☛✔☞✍☞✒✑✔✖ ✍✔✓ ☞✘✍☞

1n
✒✖ ☞✘☛ ✑✔✦✫ ✑☞✘☛✏ ☛✓✩☛ ✒✔

G ✢ ✼✔☛ ✏☛✍✓✒✦✫ ★☛✏✒✕☛✖ ☞✘✍☞
G

✓✑☛✖
✔✑☞ ✘✍★☛ ✍✔✫ ✜✛☞ ✤✑✒✔☞✖ ✢ ✸☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞

∆(x) = {{x}} ∗ CR
1,0
[1,x](H([1, x]), ∅) ∗ CR

1,0
[x,n](H([x, n]), ∅),

✗✘☛✏☛
CR

1,0
U

✒✖ ☞✘☛ ❍✛✑☞✒☛✔☞ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖ ✑✔ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞
U ✗✒☞✘ ✍ ✔✑✔✥

✖☛✤✍✏✍✌ ✦☛ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✢ ✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞
CR

1,0
[1,x](H([1, x]), ∅) ✍✔✓

CR
1,0
[x,n](H([x, n]), ∅) ✍✓✎ ✒☞ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩✖ ✗ ✒☞✘ ☛✧✍✜☞✦✫ ✑✔☛ ✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✩✏✍✤✘

✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩
δ(H([1, x])) + 2

✍✔✓
δ(H([x, n])) + 2

☛✓✩☛✖ ✬ ✏☛✖✤ ☛✜☞✒★☛✦✫✢ � ✖✒✔✩ ☛✧✍✜☞✦✫
☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✍✤✤✏✑✍✜✘ ✍✖ ✒✔ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✲ ✢✒ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘☛ ✓☛✖✒✏☛✓ ✏☛✖✛ ✦☞
✍✌✑✛☞

∆(x) ✢
✣✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛

(2n− 5)
✥✖✙☛✦☛☞✑✔ ✑✚

NCR1,0
n

✒✖ ✔✑✘☛✔✥✪ ✍✜✍✛✦✍✫✬ ✍✩✍✒✔ ✍✤✤✦✫
☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✲ ✢✒ ✢ �

�✛✖☞ ✍✖ ✚✑✏
NCR0,0

n

✬ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍ ✤✑☞☛✔☞✒✍✦✦✫ ✒✔☞☛✏☛✖☞✒✔✩ ✦✍☞☞✒✜☛
NXΠn,2

✜✦✑✖☛✦✫ ✏☛✦✍☞☛✓
☞✑

NCR1,0
n ✢ ✹✤ ☛✜✒✕✜✍✦✦✫✬ ✏☛✜✍✦✦ ☞✘☛ ✓☛✕✔✒☞✒✑✔ ✑✚ ☞✘☛ ✦✍☞☞✒✜☛

Πn,2

✑✚ ✌✦✑ ✜✙✥✜✦✑✖☛✓
✩✏✍✤✘✖ ✓✒✖✜✛✖✖☛✓ ✒✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✲ ✢✺✮ ✌✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✲ ✢✴ ✬

NXΠn,2

✒✖ ✔✑✘☛✔✥✪ ✍✜✍✛✦✍✫✢✌☛✖☞✏✒✜☞✒✔✩ ☞✑ ✩✏✍✤✘✖ ✗ ✒☞✘ ✍ ✌ ✦✑ ✜✙✥✜✦✑✖☛✓ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ✍ ✖✛✌✦✍☞☞✒✜☛ ✬
✗✘✒✜✘ ✗☛ ✓☛✔✑☞☛ ✌✫

NXΠn,2 ✢ ✣✘☛✏☛ ✒✖ ✍✔ ✑✌★✒✑✛✖ ✜✦✑✖✛✏☛ ✎ ✍✤ ✚✏✑✎ ☞✘☛ ✚✍✜☛ ✤✑✖☛☞
✑✚

NCR1,0
n

☞✑
NXΠn,2 ✢ ✓ ✍✎ ☛✦✫✬ ✎ ✍✤ ✍ ✩✏✍✤✘

G
☞✑ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘ ✑✌☞✍✒✔☛✓ ✌✫ ✍✓✓✒✔✩

☞✘☛ ☛✓✩☛
ab ✗✘☛✔☛★☛✏ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍ ✖☛☞

V
✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩

a
✍✔✓

b
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

G(V )
✒✖ ✔✑✔✥

✖☛✤✍✏✍✌ ✦☛ ✢ ✣✘✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ✏☛✖✛✦☞ ✢
▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ◆✱✳❁ ❖❂❏

n ≥ 3
P

∆(NXΠn,2)
❄✾ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆ ✾✽ ■ ✿❏✿ ❂❈

❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅
2n− 5 ❊ �



❊✕✒ ✁✂✄☎ ✆✝✞ � ✟✡ � ✑✂ ✝✎✞✄✝ ✁✄✞✑✄✍ ✆✌ ☞✂
k
✄☎☞✍✍ ✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌

✸☛ ✗✍✔☞ ☞✑ ✤✏✑★☛ ✍ ✖☞✏✑✔✩☛✏ ✏☛✖✛✦☞ ✢ ▼ ✏✍✔✙☛✓ ✤✑✖☛☞
P ✗✒☞✘ ✏✍✔✙ ✚✛✔✜☞✒✑✔

ρ
✒✖

■ ❂❇ ❂●❂✽ ❄❆❆❏ ❏● �❂❏✿❅✾●✿❄❅∗ ✒✚
∆(I)

✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✖✤✘☛✏☛ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
ρ(G) − ρ(H) − 2

✚✑✏ ☛✍✜✘ ✔✑✔☛✎✤☞✫ ✒✔☞☛✏★✍✦
I = (x, y) = {z : x < z < y} ✖✛✜✘

☞✘✍☞
x, y ∈ P ∪ {0̂, 1̂} ✢ ✹✒✔✜☛ ☛★☛✏✫ ✦✒✔✙ ✒✔ ☞✘☛ ✑✏✓☛✏ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✍ ✤✑✖☛☞ ✒✖ ✍ ✶ ✑ ✒✔

✑✚ ✑✏✓☛✏ ✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✑✚ ✒✔☞☛✏★✍✦✖ ✬ ☛★☛✏✫ ✦✒✔✙ ✒✔ ✍ ✘✑✎✑☞✑✤✒✜✍✦✦✫ ✎✑✏☛✔✖☞☛✒✔∗ ✤✑✖☛☞
✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✖✤✘☛✏☛ ✒✔ ☞✑✤ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔ ✮ ✍✤✤✦✫ ✡☛✎✎ ✍ ✻ ✢✴ ✢ ▼ ✖ ✍
✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ✎✑✏☛✔✖☞☛✒✔∗ ✤✑✖☛☞✖ ✍✏☛ ✔✑✘☛✔✥✪ ✍✜✍✛✦✍✫✢
✫✬✭✮✯✭✰ ◆✱✳✘ ❖❂❏

n ≥ 3
P
NXΠn,2

❄✾ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ❄❆❆❏ ❏● �❂❏✿❅✾●✿❄❅∗ ❑ ❄●■ ❏❆❅❉ ❈ ❀❅❆❃
●❄❂❅

ρ(G) = 2n− 2c(G) − b(G) ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✣✘☛ ✤✏✑✑✚ ✒✖ ★☛✏✫ ✖✒✎ ✒✦✍✏ ☞✑ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✲ ✢✴ ✢ ✔✑✔✖✒✓☛✏ ✍✔ ✒✔☞☛✏★✍✦
(H,G)

✒✔ ☞✘☛ ✦✍☞☞✒✜☛ ✢ ✗✑✏
G = Kn

✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
∆(H,Kn)

✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞
☞✑

lkNCR
1,0
n

(H) ✢ ✰✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ❊✺✢✴ ✬ ☞✘✒✖ ✦✒✔✙ ✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✖✤✘☛✏☛ ✑✚
✓✒✎☛✔✖✒✑✔

2c(H) + b(H) − 5 = ρ(Kn) − ρ(H) − 3
✍✖ ✓☛✖✒✏☛✓ ✢✹✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞

G 6= Kn
✍✔✓ ✦☛☞

V1, . . . , Vr ✌☛ ☞✘☛ ✌✦✑ ✜✙✖ ✒✔
G ✢ ✸✏✒☞☛

Gi = G(Vi)✍✔✓
Hi = H(Vi) ✢ ✡☛☞

ΣG,H ✌☛ ☞✘☛ ✦✒✚☞☛✓ ✜✑✎✤✦☛✧ ✜✑✔✖✒✖☞✒✔✩ ✑✚ ✍✦✦ ✩✏✍✤✘✖
G′ ✖✛✜✘

☞✘✍☞
H ⊆ G′ ⊂ G

✍✔✓ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
G′(Vi)

✘✍✖ ✍ ✖☛✤✍✏✍✌ ✦☛ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✚✑✏ ✍☞ ✦☛✍✖☞
✑✔☛

i ✢ ✰✫ ☞✘☛ ✔ ✦✑ ✖✛✏☛ ✡☛✎✎ ✍ ✴ ✢✺✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
lkΣG,H

(H)
✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞

☞✑ ☞✘☛ ✑✏✓☛✏ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚
(H,G) ✢ � ✖✒✔✩ ☛✧✍✜☞✦✫ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✍✤✤✏✑✍✜✘ ✍✖ ✒✔ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚

✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✲ ✢✴ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔
ΣG,H

✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✏☛✎✍✒✔ ✒✔✩
✚✍✎ ✒✦✫ ✒✖ ☞✘☛ ✶ ✑✒✔ ✑✚

CR
1,0
V1

(H1)
✬
. . .

✬
CR

1,0
Vr−1

(Hr−1)
✬ ✍✔✓

NCR
1,0
Vr

(Hn) ✢ ✹✒✔✜☛ ☛✍✜✘
✑✚ ☞✘☛✖☛ ✚✍✎ ✒✦✒☛✖ ✍✓✎ ✒☞✖ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩ ✗ ✒☞✘ ✑✔☛ ✖✒✔✩✦☛ ✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✩✏✍✤✘ ✬ ☞✘☛
✖✍✎ ☛ ✒✖ ☞✏✛☛ ✚✑✏ ☞✘☛✒✏ ✶ ✑ ✒✔ ✍✔✓ ✘☛✔✜☛ ✚✑✏

ΣG,H ✢ ✣✘☛ ✏☛✎ ✍✒✔✓☛✏ ✑✚ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✒✖
✒✓☛✔☞✒✜✍✦ ☞✑ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✲ ✢✴ ✢ �

✜✘✚� � ✂✂✤✄✪ ☎ ✥✁✄ ✂ ✁☎✦✤✪✣✤✂✂✂☎ ★✣ ✤✦ ★✁✄✦✜ ✂✣✤✂✣✪✣✜✁✂✁ ✥✦✜

✸☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
NCR1,1

n

✑✚ ✩✏✍✤✘✖ ✗ ✒☞✘ ✍ ☞✗✑✥✖☛✤✍✏✍✌ ✦☛ ✤✑✦✫✩✑✔ ✏☛✤✏☛✖☛✔✥
☞✍☞✒✑✔ ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ◆✱✳✾ ❄✿●

n ≥ 4 ❊ ❋■ ✿❅ ●■ ✿ ❆❂❇✽ ❏✿✚
NCR

1,1

n

❂❅●❆❄❅✿❁ ❈ ❏❂❇
NCR1,1

n ❅●❏✿❇ ❂■❄❅❑ ●■ ✿
n

❆❂❅✿ ✽ ❂❄❅●✾
i(i+ 1)

❈ ❂❏
i ∈ [n]

✾❆●❄✾✁ ✿✾

NCR
1,1

n ≃ Sn−4.

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✸ ✘✒✦☛
NCR1,1

n

✖✍☞✒✖✕☛✖ ☞✘☛ ✜✑✔✓✒☞✒✑✔✖ ✒✔ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✴ ✢✴ ✬ ☞✘ ✒✖ ✒✖ ✔✑☞ ☞✏✛☛
✚✑✏ ☞✘☛ ✖✎ ✍✦✦☛✏ ✜✑✎✤✦☛✧

NCR
1,1

n

☞✘✍☞ ✗☛ ✍✏☛ ✒✔☞☛✏☛✖☞☛✓ ✒✔ ✢ ❉✔ ✚✍✜☞ ✬ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚
✣✘☛✑✏☛✎ ✺✴ ✢✴ ✓✑☛✖ ✔✑☞ ✍✤✤✦✫✬ ✍✖ ☞✘☛ ☛✓✩☛

e
✓☛✕✔✒✔✩ ☞✘☛ ✤ ☛✏✚☛✜☞ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔ ☞✘☛

✜✑✎✤✦☛✧
Σ(e)

✒✖ ✔✑☞ ✔☛✜☛✖✖✍✏✒✦✫ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔
Intn =

(

[n]
2

)

\Bdn ✢ ✣✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞
NCR

1,1

n✒✖ ✒✔✓☛☛✓ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑
NCR

1,1

n ∩NXn
✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✑ ✗✑✏✙ ✍ ✌✒☞ ✎ ✑✏☛ ✢ ✓✑☞☛

☞✘✍☞ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✍✖ ✖✑✑✔ ✍✖ ✖✛✜✘ ✍ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔✜☛ ✒✖ ☛✖☞✍✌✦✒✖✘☛✓ ✢ ✓✍✎ ☛✦✫✬
NCR

1,1

n ∩ NXn = An
✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛ ✍✦✦ ✔✑✔✜✏✑✖✖✒✔✩ ✩✏✍✤✘✖ ✍✏☛ ☞✗✑✥✖☛✤✍✏✍✌✦☛ ✢



� ✟✡� ✡ ✁✞✄☎✂✌ �✑ ✆✂ ✄ ✆�☞✄✌✝☎ ✄✞✄✁✝✝ ☎ ☞✝�✁☞✍ ✞✝☎ ✞✝✌✝✍ ✆✄ ✆✑☞✍ ❊✕◗

✗✑✏ ✍ ✩✒★☛✔ ✩✏✍✤✘
G

✬ ✓☛✕✔☛
X(G)

✍✖ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✜✛☞ ✖☛☞✖ {i, j} ✒✔
G ∪ Bdn ✮

i
✍✔✓

j
✖☛✤✍✏✍☞☛ ☞✘☛ ✏☛✤✏☛✖☛✔☞✍☞✒✑✔ ✑✚

G− ij ✢ ✗☛✕✔☛
Cl(G)

✍✖ ☞✘☛ ✎ ✍✧✒✎✍✦ ✩✏✍✤✘
K

✜✑✔☞✍✒✔ ✒✔✩
Bdn ✗✒☞✘ ☞✘☛ ✤✏✑✤☛✏☞✫ ☞✘✍☞

X(K) = X(G) ✢ K ✒✖ ☛✍✖✒✦✫ ✖☛☛✔ ☞✑ ✌ ☛
✛✔✒❍✛☛ ✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛ ☞✘☛ ✛✔✒✑✔

G ∪H ✑✚ ☞✗✑ ✩✏✍✤✘✖
G

✍✔✓
H ✗✒☞✘

X(G) = X(H)
✒✖

✏☛✍✓✒✦✫ ✖☛☛✔ ☞✑ ✖✍☞✒✖✚✫
X(G ∪H) = X(G) ✢

✗☛✕✔☛ ✍ ✦✒✔☛✍✏ ✑✏✓☛✏ ≤L ✑✔ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✖✛✌✖☛☞✖ ✑✚
[n]

✒✔ ☞✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ✎ ✍✔✔☛✏ ✢
▼ ✖☛☞

S
✒✖ ✖✎ ✍✦✦☛✏ ☞✘✍✔ ✍ ✖☛☞

T
✒✚ |S| < |T | ✑✏ ✒✚ |S| = |T | ✍✔✓

S
✒✖ ✖✎ ✍✦✦☛✏ ☞✘✍✔

T ✗✒☞✘ ✏☛✖✤☛✜☞ ☞✑ ✍ ✩✒★☛✔ ✕✧☛✓ ✦✒✔☛✍✏ ✑✏✓☛✏ ✢ ✗✑✏ ✍ ✩✏✍✤✘
G ∈ NCR1,1

n \ NXn
✬ ✦☛☞

Q = Q(G) ✌☛ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✗ ✒☞✘ ✏☛✖✤☛✜☞ ☞✑ ☞✘☛ ✑✏✓☛✏ ≤L
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

Q
✒✖ ✍ ✜✦✒❍✛☛ ✒✔

Cl(G) ✢ ✰✫ ☞✘☛ ✤✏✑✤ ☛✏☞✒☛✖ ✑✚ ≤L ✬ ✒☞ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞
Q

✒✖ ✍ ✎ ✍✧✒✎ ✍✦ ✜✦✒❍✛☛ ✒✔
Cl(G) ✢

✗✑✏
Q ⊂ [1, n]

✬ ✓☛✕✔☛ F(Q)
✍✖ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖

G ∈ NCR1,1
n \ NXn

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
Q(G) = Q ✢ ✣✘☛ ✚✍✎ ✒✦✒☛✖ F(Q)

✖✍☞✒✖✚✫ ☞✘☛ ✔ ✦✛✖☞☛✏ ✡☛✎✎✍ ✒ ✢❊ ✮ ✒✚ ✗☛ ✍✓✓ ✍✔ ☛✓✩☛ ☞✑
G

✬ ☞✘☛✔
Q

✜✍✔✔✑☞ ✓☛✜✏☛✍✖☛ ✢✡☛☞
G ∈ F(Q) ✢ ✹✒✔✜☛

G
✜✑✔☞✍✒✔✖ ✜✏✑✖✖✒✔✩✖ ✬

Q
✘✍✖ ✖✒✖☛ ✍☞ ✦☛✍✖☞ ✚✑✛✏ ✮ ☞✘☛ ✚✑✛✏

★☛✏☞✒✜☛✖ ✒✔ ✍ ✜✏✑✖✖✒✔✩ ✚✑✏✎ ✍ ✜✦✒❍✛☛ ✒✔
Cl(G) ✢ ✹✒✔✜☛

X(G)
✒✖ ✔✑✔☛✎✤☞✫✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

Q $ [n] ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ★☛✏☞✒✜☛✖
i, j ∈ Q

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
ij ∈ Intn

✍✔✓ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
Q ∩ (i, j) = ∅ ✮ ☞✘ ✒✖ ✎☛✍✔✖ ☞✘✍☞

i
✍✔✓

j
✍✏☛ ✍✓✶ ✍✜☛✔☞ ✑✔ ☞✘☛ ✤✑✦✫✩✑✔ ✗ ✒☞✘ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞

Q ✌✛☞ ✔✑☞ ✑✔ ☞✘☛ ✌✒✩
n

✥✩✑✔ ✢ ✔✘✑✑✖☛
(i, j) ✗✒☞✘ ☞✘✒✖ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

i
✒✖ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦

✍✔✓
i < j ✢

✸☛ ✜✦✍✒✎ ☞✘✍☞
Q(G− ij) = Q(G+ ij). ◆❊ ✺✢✺❖

❉✚ ✗☛ ✜✍✔ ✤✏✑★☛ ☞✘✒✖ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞
ij

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔ F(Q)
✬ ✗✘✒✜✘ ✜✑✔✜✦✛✓☛✖

☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✢◆❊ ✺✢✺❖ ✑✌★✒✑✛✖✦✫ ✘✑✦✓✖ ✒✚
ij /∈ G

✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛
ij ∈ Cl(G) ✮ Q ✒✖ ✍ ✜✦✒❍✛☛ ✒✔

Cl(G) ✢✹✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞
ij ∈ G ✢ ✗ ✒✏✖☞ ✬ ✗☛ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞

ij
✓✑☛✖ ✔✑☞ ✜✏✑✖✖ ✍✔✫ ☛✓✩☛ ✒✔

Cl(G) ✢
▼ ✖✖✛✎☛ ☞✘☛ ✑✤✤✑✖✒☞☛ ✮ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛

a ∈ (i, j)
✍✔✓

b ∈ (j, i)
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

ab ∈ Cl(G) ✢
✓✑☞☛ ☞✘✍☞

a /∈ Q ✢ ✰✫ ✍ ✖☞✏✍✒✩✘☞✚✑✏✗✍✏✓ ✍✓✍✤☞✍☞✒✑✔ ✑✚ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✡☛✎✎ ✍ ❊✺✢✺✬ ✗☛
✘✍★☛ ✬ ✚✑✏ ✍✔✫ ✩✏✍✤✘

H
✬ ☞✘✍☞

X(H + rs) = X(H)
✒✚
rt

✍✔✓
su

✍✏☛ ✜✏✑✖✖✒✔✩ ☛✓✩☛✖
✒✔
H ✮ ✌✫ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✬ ☛★☛✏✫ ✜✛☞ ✖☛☞ ✒✔

H
✏☛✎ ✍✒✔✖ ✍ ✜✛☞ ✖☛☞ ✒✔

H + rs ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛ ✦✍✏ ✬
ai, aj ∈ Cl(G)

✍✖
ab

✍✔✓
ij

✜✏✑✖✖ ✒✔
Cl(G) ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ✒✚

r ∈ Q \ {i, j, b} ✬ ☞✘☛✔
ar ∈ Cl(G)

✍✖
ab

✜✏✑✖✖☛✖ ☛✒☞✘☛✏
ir

✑✏
rj ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬ ☞✘✒✖ ✎ ☛✍✔✖ ☞✘✍☞

a
✒✖ ✍✓✶ ✍✜☛✔☞ ☞✑

✍✦✦ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✒✔
Q

✬ ✗✘✒✜✘ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✖ ☞✘☛ ✚✍✜☞ ☞✘✍☞
Q

✒✖ ✍ ✎ ✍✧✒✎✍✦ ✜✦✒❍✛☛ ✒✔
Cl(G) ✢

❉✚ ◆❊ ✺✢✺❖ ✓✑☛✖ ✔✑☞ ✘✑✦✓ ✬ ☞✘☛✔
X(G− ij) 6= X(G) ✢ ✡☛☞ {a, b} ∈ X(G− ij)\X(G) ✮

✗☛ ✎✛✖☞ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
a ∈ (i, j)

✍✔✓
b ∈ (j, i) ◆✑✏ ★✒✜☛ ★☛✏✖✍❖ ✢ ✼✌✖☛✏★☛ ☞✘✍☞ ☛✍✜✘ ✑✚

{b, j} ✍✔✓ {b, i} ✒✖ ☛✒☞✘☛✏ ✍ ✜✛☞ ✖☛☞ ✒✔
Cl(G)

✑✏ ✍ ✌✑✛✔✓✍✏✫ ☛✓✩☛ ✢ ✓ ✍✎ ☛✦✫✬ ✗☛ ✦☛✍✏✔☛✓
✍✌✑★☛ ☞✘✍☞ {i, j} ✒✖ ✍ ✜✛☞ ✖☛☞ ✒✔

Cl(G)
✖☛✤✍✏✍☞✒✔✩

(j, b)
✍✔✓

(b, i)
✚✏✑✎

(i, j)
✬ ✗✘☛✏☛✍✖

{a, b} ✒✖ ✍ ✜✛☞ ✖☛☞ ✒✔
Cl(G − ij)

✖☛✤✍✏✍☞✒✔✩
(j, b)

✚✏✑✎
(b, a)

✍✔✓
(b, i)

✚✏✑✎
(a, b) ✢✹✒✔✜☛

(i, j) ∪ (b, a) = (b, j)
✍✔✓

(i, j) ∪ (a, b) = (i, b)
✬ ☞✘☛ ✜✦✍✒✎ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ✢

✓✑✗ ✬ ✖✒✔✜☛
Q

✘✍✖ ✖✒✖☛ ✍☞ ✦☛✍✖☞ ✚✑✛✏ ✬ ☞✘☛ ✖☛☞
Q ∩ ((j, b) ∪ (b, i)) = Q \ {b, i, j} ✒✖

✔✑✔☛✎✤☞✫✢ ✣✘☛ ✜✑✔✜✦✛✖✒✑✔ ✒✖ ☞✘✍☞ ✍☞ ✦☛✍✖☞ ✑✔☛ ✑✚ {b, j} ✍✔✓ {b, i} ✬ ✖✍✫ {b, i} ✬ ✒✖ ✒✔✓☛☛✓
✍ ✜✛☞ ✖☛☞ ✒✔

G ∪ Bdn
✍✔✓ ✘☛✔✜☛ ✒✔

Cl(G)
✬ ✖☛✤✍✏✍☞✒✔✩ ✖✑✎☛ ☛✦☛✎ ☛✔☞

q ∈ Q \ {i, j}✚✏✑✎
j ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬

Cl(G)
✜✑✔☞✍✒✔✖ ☞✘☛ ☛✓✩☛

qj
✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞ {b, i} ✒✖ ✔✑☞ ✍ ✜✛☞



❊✕✴ ✁✂✄☎ ✆✝✞ � ✟✡ � ✑✂ ✝✎✞✄✝ ✁✄✞✑✄✍ ✆✌ ☞✂
k
✄☎☞✍✍ ✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌

✖☛☞ ✒✔
Cl(G) ✢ ✣✘✒✖ ✒✖ ✍ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✑✔ ✮ ✘☛✔✜☛ X(G − ij) = X(G)

✬ ✍✔✓ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✢
�

▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ◆✱✳✱☎ ❋■ ✿ ■ ❂❇ ❂❏❂❑● ❂❈
NCR

1,1

n

❄✾ ❑ ✿❅ ✿❏❆●✿❁ ❅● ●■ ✿ ❈ ❀❅❁❆❇ ✿❅●❆❏ ❆●❆❏✿
❂❈ ●■ ✿ ❆✾✾❂❆❄❆■ ✿❁❏❂❅

An ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✰✫ ☞✘☛ ✍✌✑★☛ ✤✏✑✑✚ ✬

NCR
1,1

n

✒✖ ✜✑✦✦✍✤ ✖✒✌✦☛ ☞✑
An ✮ ✘☛✔✜☛ ☞✘☛ ✜✑✏✑✦✦✍✏✫ ✚✑✦✦✑✗ ✖

✒✎✎☛✓✒✍☞☛✦✫✢ �



�✁✂✄☎✆✝ ��

✁ ✠✂✄☎✆✄✂ ✆✄✂ ✠✄☎✆✁ ✟ ✝ ✄✟☎☎✄☎✆✄✂
☛ ✂✄✡☞✁

✸☛ ✓☛★✑☞☛ ☞✘✒✖ ✜✘✍✤☞☛✏ ☞✑ ✖✑✎ ☛ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ★✍✏✒✍✔☞✖ ✑✚ ✜✑✔✔☛✜☞✒★ ✒☞✫✢
❉✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ❊❊ ✢✺✬ ✗☛ ✏☛★✒☛✗ ✖✑✎☛ ✙✔✑✗✔ ✏☛✖✛✦☞✖ ✍✌✑✛☞ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧

DNSCn
✑✚

✔✑☞ ✖☞✏✑✔✩✦✫ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✓✒✩✏✍✤✘✖ ✬ ☞✘☛ ✎✍✒✔ ✏☛✖✛✦☞ ✌ ☛✒✔✩ ☞✘✍☞
DNSCn

✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫
☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✗☛✓✩☛ ✑✚

(n − 1)!
✖✤✘☛✏☛✖ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔

2n − 4 ✢ ✣✘✒✖ ✏☛✖✛✦☞ ✒✖
✓✛☛ ☞✑ ✰✶ ✷✏✔☛✏ ✍✔✓ ✸☛✦✙☛✏ ✱✺✴✵ ✮ ✓✛✦☞✎ ✍✔ ✱◗✲✵ ✩☛✔☛✏✍✦✒✖☛✓ ✒☞ ☞✑ ✜☛✏☞✍✒✔ ✒✔✓✛✜☛✓
✖✛✌✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✑✚

DNSCn ✢ ❉✔ ✍✓✓✒☞✒✑✔ ✬ ✗☛ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞
DNSCn

✘✍✖ ✍ ✔✑✘☛✔✥✪ ✍✜✍✛✦✍✫
(2n− 4)

✥✖✙☛✦☛☞✑✔ ✮ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✒✖ ✒✔✖✤✒✏☛✓ ✌✫ ✹✘✍✏☛✖✘✒✍✔ ✍✖ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ☞✘☛ ✜✑✏✏☛✖✤✑✔✓✒✔✩
✏☛✖✛ ✦☞ ✚✑✏

NC2
n

◆✖☛☛ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✲ ✢✺❖ ✢
❉✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ❊❊ ✢❊ ✬ ✗☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧

DNSpn
✑✚ ✔✑✔✥✖✤✍✔✔✒✔✩ ✓✒✩✏✍✤✘✖ ✑✔

n
★☛✏☞✒✜☛✖ ✍✔✓ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☞✫✤☛ ✜✑✒✔✜✒✓☛✖ ✗ ✒☞✘ ☞✘✍☞ ✑✚

NC2
n

✬ ☞✘✛✖ ✍
✗☛✓✩☛ ✑✚

(n− 2)!
✖✤✘☛✏☛✖ ✑✚ ✓✒✎☛✔✖✒✑✔

2n− 5 ✢
✜✜ ✚✘ � ✦✁ ✪✁✂✦✜✄ ★✁ ✥✦✜✜✣✥✁✣✢ ✢ ✥✄✂✂✤✄✪
✰✶✷✏✔☛✏ ✍✔✓ ✸☛✦✙☛✏ ✱✺✴✵ ✓☛☞☛✏✎ ✒✔☛✓ ☞✘☛ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☞✫✤☛ ✑✚ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧

DNSCn
✑✚

✔✑☞ ✖☞✏✑✔✩✦✫ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✓✒✩✏✍✤✘✖ ✑✔
n

★☛✏☞✒✜☛✖ ✢ ✸☛ ✩☛✔☛✏✍✦✒✖☛ ☞✘☛✒✏ ✏☛✖✛✦☞ ☞✑ ☞✘☛
✜✑✎✤✦☛✧

DNSCn,k
✑✚ ✓✒✩✏✍✤✘✖

D
✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✍✖✖✑ ✜✒✍☞☛✓ ✤✑✖☛☞

P (D)
✘✍✖ ✍☞ ✦☛✍✖☞

k + 1
☛✦☛✎ ☛✔☞✖ ✢

✫✬✭✮✯✭✰ ◆◆ ✳✱ ❖❂❏
1 ≤ k ≤ n− 1

P
DNSCn,k ∼ cn,k · t2n−k−3 P ❑■ ✿❏✿

Pn(x) :=

n−1
∑

k=1

cn,kx
k = x(2 + x)(3 + x) · · · (n− 1 + x) = x ·

n−1
∏

i=2

(i+ x).

❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P
DNSCn

❄✾ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈
(n − 1)!

✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈
❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅

2n− 4 ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✸☛ ✛✖☛ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔

n ✢ ✗ ✒✏✖☞ ✬ ✔✑☞☛ ☞✘✍☞
DNSCn,n−1 = DAcyn ∼ tn−2 ✌✫

✣✘☛✑✏☛✎ ✺◗ ✢✻ ✢ ✣✘✛✖ ✗☛ ✎ ✍✫ ✍✖✖✛✎☛ ☞✘✍☞
1 ≤ k ≤ n − 2 ✮ ✒✔ ✤✍✏☞✒✜✛ ✦✍✏ ✬

n ≥ 3 ✢
❊✕✳



❊✕✕ ✁✂✄☎ ✆✝✞ �� ✡ � ✑✞✝☎✆✝✎ ✁✄✞✑✄✍ ✆✌ ☞✂ ✁☞✍✍✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌

✔✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✕✏✖☞✥✘ ✒☞ ✓☛✜✑✎✤✑✖✒☞✒✑✔ ✑✚
DNSCn,k ✗✒☞✘ ✏☛✖✤☛✜☞ ☞✑

(1n, 2n, . . . , (n −
1)n) ✮ ✖☛☛ ✗ ☛✕✔✒☞✒✑✔ ◗ ✢❊✒ ✢ ✗✑✏

r ∈ [n − 1]
✬ ✦☛☞

Ar = {in : i ∈ [r]} ✢ ✡☛☞
Σr =

DNSCn,k({rn}, Ar−1)
✍✔✓

Σn = DNSCn,k(∅, An−1) ✢ ✸☛ ✗✍✔☞ ☞✑ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞

Σr ∼







cn−1,k · t2n−k−3 ✒✚
r ∈ [n− 2];

(cn−1,k−1 + cn−1,k) · t2n−k−3 ✒✚
r = n− 1;

0
✒✚
r = n.

◆❊❊ ✢✺❖

✡☛✎✎ ✍ ◗ ✢❊◗ ✗ ✒✦✦ ☞✘☛✔ ✫✒☛✦✓ ☞✘✍☞

DNSCn,k ∼ (cn−1,k−1 + (n− 1)cn−1,k) · t2n−k−3.

✹✒✔✜☛ ☞✘ ✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
n−1
∑

k=1

|χ̃(DNSCn,k)| · xk = Pn−1(x) · ((n− 1) + x) = Pn(x),

☞✘☛ ☞✘☛✑✏☛✎ ✗ ✒✦✦ ✚✑ ✦✦✑✗ ✢
✔ ✦☛✍✏✦✫✬

ni
✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔

Σn
✚✑✏ ✍✔✫

i ✮ ✒✚ ✔✑ ☛✓✩☛✖ ✍✏☛ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ☞✑
n

✬ ☞✘☛✔
n✜✍✔✔✑☞ ✌☛ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ✍ ✜✫✜✦☛ ✬ ✗✘✒✜✘ ✎ ☛✍✔✖ ☞✘✍☞

n
✚✑✏✎ ✖ ✍✔ ☛✦☛✎ ☛✔☞ ✑✔ ✒☞✖ ✑✗✔ ✒✔

P (D) ✗✘☛✔☛★☛✏
D ∈ Σn ✢

✔✑✔✖✒✓☛✏
Σr

✚✑✏
r ≤ n− 1 ✢ ✡☛☞

B = {ni : i ∈ [n− 1]} ✢ ✗✑✏ ☛✍✜✘
Z ⊆ B

✬ ✜✑✔✖✒✓☛✏
☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧

Σr,Z = Σr(Z,B \Z) ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞
An−1 \Ar

✒✖ ☞✘☛ ✖☛☞ ✑✚ ☛✓✩☛✖ ✒✔✜✒✓☛✔☞
☞✑
n

☞✘✍☞ ✏☛✎ ✍✒✔ ☞✑ ✌ ☛ ✜✘☛✜✙☛✓ ✢ ✣✘☛✏☛ ✍✏☛ ☞✘✏☛☛ ✜✍✖☛✖ ❋
� ni ∈ Z

✚✑✏ ✖✑✎ ☛
i 6= r ✢ ✣✘☛✔

ri
✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔

Σr,Z ✮ ✗☛ ✍✦✏☛✍✓✫ ✘✍★☛ ✍
✓✒✏☛✜☞☛✓ ✤✍☞✘ ✚✏✑✎

r
☞✑
i

★✒✍
n ✢

� Z = {nr} ✢ ✗✑✏ ☛✍✜✘
Y ⊆ An−1 \ Ar

✬ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
Σr,{nr},Y =

Σr,{nr}(Y, (An−1 \ Ar) \ Y ) ✢ ❉✚ Y 6= ∅ ✬ ☞✘☛✔
yr

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔
Σr,{nr},Y✚✑✏ ☛✍✜✘

y ∈ Y ✮ ✗☛ ✍✦✏☛✍✓✫ ✘✍★☛ ✍ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✤✍☞✘ ✚✏✑✎
y

☞✑
r

★✒✍
n ✢ ✣✘☛

✏☛✎ ✍✒✔✒✔✩ ✜✍✖☛ ✒✖
Y = ∅ ✢ ✓✑✗ ✬ ✍ ✓✒✩✏✍✤✘

D
✑✔

n − 1
★☛✏☞✒✜☛✖ ✌ ☛✦✑✔✩✖ ☞✑

DNSCn−1,k
✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚

D′ ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑
Σr,{nr},∅

✬ ✗✘☛✏☛
D′ ✒✖ ☞✘☛ ✓✒✩✏✍✤✘

✑✌☞✍✒✔☛✓ ✌✫ ✍✓✓✒✔✩ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧
n

✍✔✓ ☞✘☛ ☛✓✩☛✖
rn

✍✔✓
nr

☞✑
D ✢ ✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✬

DNSCn−1,k ∼ cn−1,k ·t2n−k−5 ✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
Σr,{nr},∅ ∼ cn−1,k ·t2n−k−3 ✢

❉☞ ✚✑ ✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞
Σr,{nr} ∼ cn−1,k · t2n−k−3.

� Z = ∅ ✢ ✣✘✒✖ ✎ ☛✍✔✖ ☞✘✍☞ ✔✑ ☛✓✩☛ ✌☛✩✒✔✖ ✒✔
n

✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
n

✒✖ ✔✑☞
✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔ ✍✔✫ ✜✫✜✦☛ ✢ ❉✚ r < n − 1

✬ ☞✘☛✔
(n − 1)n

✒✖ ✘☛✔✜☛ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔
Σr,∅ ✮ ☞✘✛✖

Σr,∅ ∼ 0 ✢ ✣✘☛ ✏☛✎ ✍✒✔✒✔✩ ✜✍✖☛ ✒✖
r = n − 1 ✢ ✓✑✗ ✬ ✍ ✓✒✩✏✍✤✘

D
✑✔

n − 1
★☛✏☞✒✜☛✖ ✌ ☛✦✑✔✩✖ ☞✑

DNSCn−1,k−1
✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚

D′ ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑
Σn−1,∅

✬
✗✘☛✏☛

D′ ✒✖ ☞✘☛ ✓✒✩✏✍✤✘ ✑✌☞✍✒✔☛✓ ✌✫ ✍✓✓✒✔✩ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧
n

✍✔✓ ☞✘☛ ☛✓✩☛
(n−1)n☞✑

D ✢ ✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✬
DNSCn−1,k−1 ∼ cn−1,k−1 · t2n−k−4 ✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞

Σn−1,∅ ∼ cn−1,k · t2n−k−3.



�� ✡✟ ✡ � ☞ ✆ ✌ ✆✞☞✍✁ ✝� ☎☞✍✍✝☎✆✝✎ ✎✑✁✞✄☎ ✂✌ ❊✕✲

▼✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ◆❊❊ ✢✺❖ ✚✑ ✦✦✑✗ ✖ ✢ �

✗✑✏ ☞✘☛ ✏☛✎ ✍✒✔✓☛✏ ✑✚ ☞✘☛ ✖☛✜☞✒✑✔ ✬ ✗☛ ✜✑✔✕✔☛ ✑✛✏✖☛✦★☛✖ ☞✑
DNSCn = DNSCn,1 ✢ ✡☛☞

DSCn ✌☛ ☞✘☛ ❍✛✑☞✒☛✔☞ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✖☞✏✑✔✩✦✫ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✓✒✩✏✍✤✘✖ ✑✔
n

★☛✏☞✒✜☛✖ ✢ ▼ ✖ ✍✔
✒✎✎☛✓✒✍☞☛ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✑✚ ☞✘☛ ✍✌✑★☛ ✤✏✑✑✚ ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ✍ ✓☛✜✒✖✒✑✔ ☞✏☛☛ ✑✔

DSCn
✖✛✜✘

☞✘✍☞
D

✒✖ ☛★✍✖✒★☛ ✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚
D

✒✖ ☞✘☛ ✓✒✩✏✍✤✘
Dµ ✗✒☞✘ ☛✓✩☛ ✖☛☞

σµ := {µjj, jµj : j ∈ [2, n]}
✚✑✏ ✖✑✎ ☛

(µ2, . . . , µn)
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

1 ≤ µj < j
✚✑✏ ✍✦✦

j ✢ ✼✔☛ ✏☛✍✓✒✦✫ ★☛✏✒✕☛✖ ☞✘✍☞ ☛★☛✏✫
✤✏✑✤ ☛✏ ✖✛✌✓✒✩✏✍✤✘ ✑✚

Dµ ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑
DNSCn ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ✗☛ ✎ ✍✫ ✜✑✔✜✦✛✓☛

☞✘☛ ✚✑ ✦✦✑✗ ✒✔✩ ✮ ✍✤✤✦✫ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✒ ✢✺✳ ✢
▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ◆◆ ✳◆ ❖❂❏

n ≥ 2
P {[σµ] : 1 ≤ µj < j

❈ ❂❏
j ∈ [2, n]} ❄✾ ❆ ❅❆✾❄✾ ❈ ❂❏

H̃2n−3(DSCn; Z) ❊ ✂ ✾ ❆ ❆❂❅✾✿❍❀✿❅❆✿P {∂([σµ]) : 1 ≤ µj < j
❈ ❂❏ ❆❏ ❏

j} ❄✾ ❆ ❅❆✾❄✾ ❈ ❂❏
H̃2n−4(DNSCn; Z) ❊ �

✓✑☞☛ ☞✘✍☞
∂([σµ])

✒✖ ☞✘☛ ✚✛✔✓✍✎ ☛✔☞✍✦ ✜✫✜✦☛ ✑✚ ☞✘☛ ✖✤✘☛✏☛
∂2σµ ✢

▼ ✓✒✩✏✍✤✘
D

✒✖
2

❃❁✿❅✾✿ ✒✚ ☛★☛✏✫ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✜✫✜✦☛ ✒✔
D

✜✑✔☞✍✒✔ ✖ ☞✗✑ ★☛✏☞✒✜☛✖
u

✍✔✓
v

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
(u, v)

✚✑✏✎ ✖ ✍
2
✥✜✫✜✦☛ ✒✔

D ✮ (u, v), (v, u) ∈ D ✢ ✗ ☛✕✔☛
D̂

✍✖ ☞✘☛ ✑✏✓✒✔✍✏✫
✛✔✓✒✏☛✜☞☛✓ ✩✏✍✤✘ ✑✔ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞ ✍✖

D
✍✔✓ ✗ ✒☞✘ ✑✔☛ ☛✓✩☛ ✚✑✏ ☛✍✜✘

2
✥✜✫✜✦☛ ✒✔

D ✢ ✓✛✦☞✎ ✍✔ ✩☛✔☛✏✍✦✒✖☛✓ ☞✘☛ ✏☛✖✛✦☞ ✑✚ ✰✶ ✷✏✔☛✏ ✍✔✓ ✸☛✦✙☛✏ ✒✔ ☞✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ✎ ✍✔✔☛✏ ❋
✫✬✭✮✯✭✰ ◆◆ ✳✲ ✴�✁ ✼✖✰✷✸ ✽✗✾❂❃ ❄✿●

D ❅✿ ❆ ❁❄❑ ❏❆✽ ■ ❂❅
n

■✿❏●❄❆✿✾ ❊ ❈❈
D

❄✾ ✟❃
❁✿❅✾✿ ❆❅❁ ✾●❏❂❅❑ ❏● ❆❂❅❅✿❆●✿❁P ●■ ✿❅

DNSCn(D)
❄✾ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿

❂❈
(2n−4)

❃❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅❆❏ ✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❊ ❋■ ✿ ❅❀❇ ❅✿❏ ❂❈ ✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❄❅ ●■ ✿ ❑ ✿❁❑ ✿ ✿❍❀❆❏✾ |χ′
D̂

(0)|P❑■ ✿❏✿
χD̂(t)

❄✾ ●■ ✿ ❆■❏❂❇❆●❄❆ ✽ ❂❏●❅❂❇ ❄❆❏ ❂❈
D̂ ❊ �

✗ ✒✔✍✦✦✫✬ ✗☛ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞ ☞✘☛
(2n − 4)

✥✖✙☛✦☛☞✑✔ ✑✚
DNSCn

✒✖ ✔✑✘☛✔✥✪ ✍✜✍✛✦✍✫✢ ✗✑✏ ✍
✓✒✩✏✍✤✘

D
✬ ✗☛ ✓☛✕✔☛

b(D)
✍✖ ☞✘☛ ✔✛✎✌☛✏ ✑✚ ☛✦☛✎☛✔☞✖ ✒✔ ☞✘☛ ✍✖✖✑ ✜✒✍☞☛✓ ✤✑✖☛☞

P (D) ✢
✣✘✛✖ ✒✚

A1, A2, . . . , Ab
✍✏☛ ☞✘☛ ☛✦☛✎ ☛✔☞✖ ✒✔

P (D)
✬ ☞✘☛✔

b(D) = b ✢ ✸☛ ✏☛✚☛✏ ☞✑ ☞✘☛
✖☛☞✖

Ai
✍✖ ☞✘☛ ❅❏❂❆❉✾ ✑✚

D ✢ ✗✑✏ ★☛✏☞✒✜☛✖
x

✍✔✓
y

✒✔ ✍ ✓✒✩✏✍✤✘
D

✬ ✦☛☞
x

D−→ y
✎☛✍✔

☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✤✍☞✘ ✚✏✑✎
x

☞✑
y

✒✔
D ✮ ✒✚ ☞✘☛ ✛✔✓☛✏✦✫ ✒✔✩ ✓✒✩✏✍✤✘ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ✚✏✑✎

✜✑✔☞☛✧☞ ✬ ✗☛ ✖✒✎✤✦✫ ✗✏✒☞☛
x −→ y ✢ D ✒✖ ❅❏❂❆❉ ❃❆❏❂✾✿❁ ✒✚

xy ∈ D ✗✘☛✔☛★☛✏
x

D−→ y ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ◆◆ ✳✙ ❈❈

H
❄✾ ❆ ❅❏❂❆❉ ❃❆❏❂✾✿❁ ❁❄❑ ❏❆✽ ■ ❂❅

n
■✿❏●❄❆✿✾P ●■ ✿❅ ●■ ✿ ❏❄❈ ●✿❁ ❆❂❇✽ ❏✿✚

DNSCn(H, ∅)
❄✾ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈ ✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅

δ(H) :=
|H | + b(H) + c(H) − 4 ❊ ❈❈

H
❄✾ ❅❂● ❅❏❂❆❉ ❃❆❏❂✾✿❁P ●■ ✿❅

DNSCn(H, ∅)
❄✾ ❆ ❆❂❅✿ ❊ ✂ ✾

❆ ❆❂❅✾✿❍❀✿❅❆✿P ●■ ✿
(2n− 4)

❃✾❉ ✿❏✿●❂❅ ❂❈
DNSCn(H, ∅)

❄✾ ✂❂■ ✿❅❃❙ ❆❆❆❀ ❏❆● ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✸☛ ✗✍✔☞ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞

DNSCn(H, ∅)
✍✓✎ ✒☞✖ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

✍✦✦ ✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✓✒✩✏✍✤✘✖ ✜✑✔☞✍✒✔
δ(H)+ 1

☛✓✩☛✖ ✢ ✗ ✒✏✖☞ ✬ ✍✖✖✛✎☛ ☞✘✍☞
H

✒✖ ✔✑☞ ✌✦✑ ✜✙✥
✜✦✑✖☛✓ ✢ ✡☛☞

v
✍✔✓

w ✌☛ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
vw /∈ H

✍✔✓
v

H−→ w ✢ ❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞
vw

✒✖ ✍ ✜✑✔☛
✤✑✒✔☞ ✒✔

DNSCn(H, ∅) ✢
✗✏✑✎ ✔✑✗ ✑✔ ✬ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞

H
✒✖ ✌✦✑ ✜✙✥✜✦✑✖☛✓ ✢ ❉✚ H ✒✖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛☞☛ ✓✒✩✏✍✤✘ ✬ ☞✘☛✔

☞✘☛ ☞✘☛✑✏☛✎ ✒✖ ☞✏✒★ ✒✍✦ ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ☞✘☛ ✜✍✖☛✖
n = 1

✍✔✓
n = 2

✍✏☛ ☛✍✖✫ ☞✑ ✜✘☛✜✙ ✢ ✣✘✛✖



❊✲� ✁✂✄☎ ✆✝✞ �� ✡ � ✑✞✝☎✆✝✎ ✁✄✞✑✄✍ ✆✌ ☞✂ ✁☞✍✍✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌

✍✖✖✛✎☛ ☞✘✍☞
H

✒✖ ✔✑☞ ✜✑✎✤✦☛☞☛ ✍✔✓ ☞✘✍☞
n ≥ 3 ✢ ✸☛ ✗ ✒✦✦ ✓☛✕✔☛ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩

✑✔ ☞✘☛ ❍✛✑☞✒☛✔☞ ✜✑✎✤✦☛✧
DSCn(H, ∅) ✑✚ ✖☞✏✑✔✩✦✫ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✓✒✩✏✍✤✘✖ ✜✑✔☞✍✒✔ ✒✔✩

H✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ✍✦✦ ✛✔✎✍☞✜✘☛✓ ✓✒✩✏✍✤✘✖ ✜✑✔☞✍✒✔
δ(H) + 2

☛✓✩☛✖ ✢ ✣✘☛ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ☞✛✏✔✖ ✑✛☞
☞✑ ✌ ☛ ✖☞✏✍✒✩✘☞✚✑✏✗✍✏✓ ☞✑ ☞✏✍✔✖✦✍☞☛ ✒✔☞✑ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩ ✑✔

DNSCn(H, ∅) ✢
✗ ✒✏✖☞ ✬ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ★☛✏☞✒✜☛✖

v
✍✔✓

w
✒✔
H

✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ✔☛✒☞✘☛✏
vw

✔✑✏
wv ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑

H ✮ ✗☛ ✎✍✫ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞
v = 1

✍✔✓
w = n ✢ ✗ ☛✕✔☛ ✍ ✎✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔

DSCn(H, ∅) ✌✫ ✤✍✒✏✒✔✩
D+n1 ✗✒☞✘

D−n1 ✗✘☛✔☛★☛✏ ✤✑✖✖✒✌✦☛ ✢ ✡☛☞ ∆ ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚
✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✓✒✩✏✍✤✘✖ ✢ ✰✫ ✡☛✎✎✍ ✒ ✢✺✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔

DSCn(H, ∅)
✌✫ ✜✑✎✌✒✔✒✔✩ ✍✔✫ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩ ✑✔

∆ ✗✒☞✘ ☞✘☛ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✶ ✛ ✖☞ ✓☛✕✔☛✓ ✢
∆

✜✑✔✖✒✖☞✖ ✑✚ ✍✦✦ ✖☞✏✑✔✩✦✫ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✓✒✩✏✍✤✘✖
D

✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩
H

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
D−n1✒✖ ✔✑☞ ✖☞✏✑✔✩✦✫ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢ ✟❍✛✒★✍✦☛✔☞✦✫✬ ✚✑✏ ✍✦✦

x ∈ [n]
✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

1 −→ x
✍✔✓

x −→ n
✒✔ ✌✑☞✘ D ✍✔✓

D − n1
✬ ✗✘☛✏☛✍✖

n −→ 1
✒✔
D ✌✛☞ ✔✑☞ ✒✔

D − n1 ✢ ✓✑✗ ✬
✓☛✕✔☛ ✍ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔

∆ ✌✫ ✤✍✒✏✒✔✩
D + 1n ✗✒☞✘

D − 1n ✗✘☛✔☛★☛✏ ✤✑✖✖✒✌✦☛ ✢ ✡☛☞
Σ

✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✓✒✩✏✍✤✘✖ ✢ ❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞ ✍ ✓✒✩✏✍✤✘
D

✒✔
∆ ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑

Σ
✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚

1 6−→n
✒✔
D − 1n ✢

✗✑✏ ✍ ✓✒✩✏✍✤✘
D

✒✔
Σ
✬ ✗ ✏✒☞☛

D̂ = D \ {1n, n1} ✢ ✡☛☞
XD ✌☛ ☞✘☛ ✖☛☞ ✑✚ ★☛✏☞✒✜☛✖

x
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

1
D̂−→ x ✮ ✔✑☞☛ ☞✘✍☞

1 ∈ XD
✍✔✓

n /∈ XD ✢ ✗✑✏ ☛✍✜✘ ✖☛☞
X ⊆ [n − 1]

✬
✦☛☞

Σ(X) ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✓✒✩✏✍✤✘✖
D

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
XD = X ✢ ✸✏✒☞☛

YD = [n] \XD ✢
✸☛ ✜✦✍✒✎ ☞✘✍☞

D̂
✒✖ ☞✘☛ ✓✒✖✶ ✑✒✔☞ ✛✔✒✑✔ ✑✚ ☞✘☛ ☞✗✑ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌✓✒✩✏✍✤✘✖ D(XD)

✍✔✓
D(YD)

✍✔✓ ☞✘✍☞ ☞✘☛✖☛ ✖✛✌✓✒✩✏✍✤✘✖ ✍✏☛ ✖☞✏✑✔✩✦✫ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢
✣✑ ✖☛☛ ☞✘✒✖ ✬ ✕ ✏✖☞ ✔✑☞☛ ☞✘✍☞

x6−→y
✒✔
D̂

✒✚
x ∈ XD

✍✔✓
y ∈ YD ✢ ✓✍✎ ☛✦✫✬ ✑☞✘☛✏✗ ✒✖☛

✗☛ ✗✑✛✦✓ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
1

D̂−→ y ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬
x

D̂−→ 1
✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛ x D−→ 1

✬ ✗✘☛✏☛✍✖
x6−→n✒✔

D̂ ✢ ❉☞ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✔✑ ☛✓✩☛✖ ✚✏✑✎
XD

☞✑
YD

✒✔
D̂

✍✔✓ ☞✘✍☞
D(XD)

✒✖
✖☞✏✑✔✩✦✫ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢

✓☛✧☞ ✬ ✔✑☞☛ ☞✘✍☞
n

D̂−→ y
✒✚
y ∈ YD ✢ ✓ ✍✎ ☛✦✫✬

n −→ y
✒✔
D

✍✔✓ ✘☛✔✜☛ ✒✔
D− 1n ✢✹✒✔✜☛

1 6−→y
✒✔
D̂

✬ ✔✑ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✤✍☞✘ ✚✏✑✎
n

☞✑
y

✒✔
D − 1n

✜✑✔☞✍✒✔✖ ☞✘☛ ☛✓✩☛
n1

✬
✍✔✓ ☞✘☛ ✜✦✍✒✎ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

y 6−→1
✒✔
D̂

✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛ n 6−→1✒✔
D̂ ✢ ✗ ✒✔✍✦✦✫✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

y
D̂−→ n

✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛ y −→ n
✒✔
D̂ + 1n

✍✔✓
y 6−→1

✒✔
D̂ ✢ ❉☞ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✔✑ ☛✓✩☛✖ ✚✏✑✎

YD
☞✑
XD

✍✔✓ ☞✘✍☞
D(YD)

✒✖ ✖☞✏✑✔✩✦✫
✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢

▼✖ ✍✔ ✒✎✎☛✓✒✍☞☛ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✒☛✖
Σ(X)

✖✍☞✒✖✚✫ ☞✘☛ ✔ ✦✛ ✖☞☛✏
✡☛✎✎✍ ✒ ✢❊ ✮ ☞✘☛✫ ✚✑✏✎ ✍✔ ✍✔☞✒✜✘✍✒✔ ✗ ✒☞✘ ✏☛✖✤ ☛✜☞ ☞✑ ✒✔✜✦✛✖✒✑✔ ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ✗ ✒☞✘
Y = [n] \X ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

Σ(X) = {{1n, n1}} ∗ DSCX(H(X), ∅) ∗ DSCY (H(Y ), ∅);

DSCX
✒✖ ☞✘☛ ❍✛✑☞✒☛✔☞ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✖☞✏✑✔✩✦✫ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✓✒✩✏✍✤✘✖ ✑✔ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞

X ✢
❉✔✓✛✜☞✒✑✔ ✫✒☛✦✓✖ ☞✘✍☞

DSCX(H(X), ∅) ✍✔✓
DSCY (H(Y ), ∅) ✍✓✎ ✒☞ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩✖

✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ✍✦✦ ✛✔✎✍☞✜✘☛✓ ✓✒✩✏✍✤✘✖ ✜✑✔☞✍✒✔
δ(H(X)) + 2

✍✔✓
δ(H(Y )) + 2

☛✓✩☛✖ ✬
✏☛✖✤ ☛✜☞✒★☛✦✫✢ ✣✘✒✖ ✫✒☛✦✓✖ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔

Σ(X) ✗✒☞✘

2 + δ(H(X)) + 2 + δ(H(Y )) + 2

= |H | + b(H(X)) + b(H(Y )) + c(H(X)) + c(H(Y )) − 2



�� ✡✟ ✡ � ☞ ✆ ✌ ✆✞☞✍✁ ✝� ☎☞✍✍✝☎✆✝✎ ✎✑✁✞✄☎ ✂✌ ❊✲ ✺

☛✓✩☛✖ ✢ ✼✔☛ ✏☛✍✓✒✦✫ ★☛✏✒✕☛✖ ☞✘✍☞
b(H(X)) + b(H(Y )) = b(H)

✍✔✓
c(H(X)) +

c(H(Y )) = c(H) ✮ ✘☛✔✜☛

|H | + b(H(X)) + b(H(Y )) + c(H(X)) + c(H(Y )) − 2

= |H | + b(H) + c(H) − 2 = δ(H) + 2

✍✖ ✓☛✖✒✏☛✓ ✢
❉☞ ✏☛✎ ✍✒✔✖ ☞✑ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✜✍✖☛ ☞✘✍☞

vw ∈ H
✑✏
wv ∈ H

✚✑✏ ✍✦✦ ★☛✏☞✒✜☛✖
v

✍✔✓
w✒✔

H ✢ ✣✘☛✔ ☞✘☛ ✍✖✖✑✜✒✍☞☛✓ ✤✑✖☛☞
P (H)

✒✖ ✍ ✦✒✔☛✍✏ ✑✏✓☛✏ ✢ ❉✚ P (H)
✜✑✔✖✒✖☞✖ ✑✚ ✑✔☛

✖✒✔✩✦☛ ☛✦☛✎ ☛✔☞ ✬ ☞✘☛✔
H

✒✖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛☞☛ ✓✒✩✏✍✤✘ ✮ ☞✘✛✖ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞
P (H)

✜✑✔✖✒✖☞✖
✑✚ ✍☞ ✦☛✍✖☞ ☞✗✑ ☛✦☛✎ ☛✔☞✖ ✢ ✡☛☞

A1, . . . , Ab ✌☛ ☞✘☛ ✌✦✑✜✙✖ ✑✚
H

✍✔✓ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞
Ai

✒✖
✖✎ ✍✦✦☛✏ ☞✘✍✔

Aj
✒✔
P (H)

✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚
i < j ✢ ✹✒✔✜☛

H
✒✖ ✌✦✑ ✜✙✥✜✦✑✖☛✓ ✬ ☞✘✒✖ ✎ ☛✍✔✖

☞✘✍☞
xy ∈ H

✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚
x ∈ Ai

✍✔✓
y ∈ Aj

✚✑✏ ✖✑✎☛
i ≤ j ✢ ✯ ✒✜✙ ✍✔ ☛✦☛✎ ☛✔☞

a1✚✏✑✎
A1

✍✔✓ ✖✑✎☛ ☛✦☛✎☛✔☞
a2 ∈ A2 ✮ ✗☛ ✎✍✫ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞

a1 = 1
✍✔✓

a2 = n ✢
✸☛ ✑✌☞✍✒✔ ✍ ✎✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔

DSCn(H, ∅) ✌✫ ✤✍✒✏✒✔✩
D+n1 ✗✒☞✘

D−n1 ✗✘☛✔☛★☛✏
✤✑✖✖✒✌✦☛ ✢ D ✏☛✎ ✍✒✔✖ ✛✔✎✍☞✜✘☛✓ ✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚

D
✒✖ ✖☞✏✑✔✩✦✫ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✍✔✓

D − n1✒✖ ✔✑☞ ✢ ✸✏✒☞☛
A = A1

✍✔✓
B = [n] \A1 ✢✡☛☞

D ✌☛ ✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✢ ✗ ✒✏✖☞ ✬ ✗☛ ✜✦✍✒✎ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✔✑ ☛✓✩☛
xy

✒✔
D − n1

✖✛✜✘
☞✘✍☞

x ∈ B
✍✔✓

y ∈ A ✢ ✓✍✎ ☛✦✫✬ ☛✒☞✘☛✏
n = x

✑✏
nx ∈ H ✮ ✖✒✎ ✒✦✍✏✦✫✬ ☛✒☞✘☛✏

y = 1✑✏
y1 ∈ H ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬

n −→ 1
✒✔
D − n1

✬ ✍ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✑✔ ✢ ✓☛✧☞ ✬ ✗☛ ✜✦✍✒✎ ☞✘✍☞
☞✘☛ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌✓✒✩✏✍✤✘ ✑✚

D
✑✔

B
✒✖ ✖☞✏✑✔✩✦✫ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢ ✓✍✎☛✦✫✬

x
D−→ n

✚✑✏ ✍✦✦
x ∈ B

✬ ✍✔✓ ✖✒✔✜☛ ☞✘☛ ✑✔✦✫ ☛✓✩☛ ✚✏✑✎
B

☞✑
A

✒✔
D

✒✖
n1

✬ ✒☞ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞
x −→ n

✒✔
D(B) ✢

▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬

DSCn(H, ∅) = {K→
A ∪ (A×B)} ∗ {n1} ∗ DSCB(H(B), ∅);

K→
A

✒✖ ◆☞✘☛ ☛✓✩☛ ✖☛☞ ✑✚ ❖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛☞☛ ✓✒✩✏✍✤✘ ✑✔ ☞✘☛ ✖☛☞
A ✢ ✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✬ ✗☛ ✘✍★☛

☞✘✍☞
DSCB(H(B), ∅) ✍✓✎ ✒☞✖ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ✍✦✦ ✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✓✒✩✏✍✤✘✖

✜✑✔☞✍✒✔
δ(H(B)) + 2

☛✓✩☛✖ ✢ ✣✘✒✖ ✫✒☛✦✓✖ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔
DSCn(H, ∅) ✗✒☞✘

|K→
A ∪ (A×B)| + 1 + δ(H(B)) + 2 = |H | + b(H(B)) + c(H(B)) − 1

☛✓✩☛✖ ✢ ❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞
c(H(B)) = 1 = c(H)

✍✔✓
b(H(B)) = b(H) − 1 ✮ ✗☛ ✦✑✖☛ ☞✘☛

✤✑✖☛☞ ☛✦☛✎ ☛✔☞
A = A1 ✢ ✓ ☛✔✜☛

|H | + b(H(B)) + c(H(B)) − 1 = |H | + b(H) + c(H) − 2 = δ(H) + 2

✍✖ ✓☛✖✒✏☛✓ ✢
✗ ✒✔✍✦✦✫✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛

(2n−4)
✥✖✙☛✦☛☞✑✔ ✑✚

DNSCn
✒✖ ✔✑✘☛✔✥✪ ✍✜✍✛✦✍✫✢

❉☞ ✖✛✖ ✜☛✖ ☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞
|H | ≥ 2n− b(H) − c(H).

✓✍✎☛✦✫✬ ☞✘✒✖ ✗ ✒✦✦ ✫✒☛✦✓ ☞✘☛ ✓☛✖✒✏☛✓ ✒✔☛❍✛✍✦✒☞✫
δ(H) ≥ 2n− 4 ✢

✓✑✗ ✬ ✦☛☞
A1, . . . , Ab ✌☛ ☞✘☛ ✌✦✑✜✙✖ ✒✔

H ✢ ✹✒✔✜☛
H

✒✖ ✌✦✑ ✜✙✥✜✦✑✖☛✓ ✬
H(Ai)

✒✖ ✍
✜✑✎✤✦☛☞☛ ✓✒✩✏✍✤✘ ✚✑✏ ☛✍✜✘

Ai ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛ ✦✍✏ ✬
H(Ai)

✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍☞ ✦☛✍✖☞
2(|Ai| − 1)



❊✲❊ ✁✂✄☎ ✆✝✞ �� ✡ � ✑✞✝☎✆✝✎ ✁✄✞✑✄✍ ✆✌ ☞✂ ✁☞✍✍✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌

☛✦☛✎ ☛✔☞✖ ✮ ✗☛ ✘✍★☛ ☛❍✛✍✦✒☞✫ ✚✑✏ |Ai| ≤ 2 ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ✖✒✔✜☛ ☞✘☛ ✤✑✖☛☞
P (H)

✜✑✔☞✍✒✔✖
c(H)

✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✍✔✓
b(H)

☛✦☛✎☛✔☞✖ ✬ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✍☞ ✦☛✍✖☞
b(H) − c(H)

✜✑★☛✏✒✔✩ ✏☛✥
✦✍☞✒✑✔✖ ✒✔

P (H) ✢ ✗✑✏ ☛✍✜✘ ✜✑★☛✏✒✔✩ ✏☛✦✍☞✒✑✔
Ai < Aj

✒✔
P (H)

✬
H

✜✑✔☞✍✒✔✖ ☞✘☛ ✖☛☞
Ai ×Aj

✬ ✗✘✒✜✘ ✘✍✖ ✖✒✖☛ ✍☞ ✦☛✍✖☞
1 ✮ ☞✘✛✖ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✍☞ ✦☛✍✖☞

b(H) − c(H)
☛✓✩☛✖ ✒✔

H
✌☛☞✗☛☛✔ ✓✒�☛✏☛✔☞ ✌ ✦✑ ✜✙✖ ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬

H
✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍☞ ✦☛✍✖☞

b(H)
∑

i=1

2(|Ai| − 1) + b(H) − c(H) = 2n− 2b(H) + b(H) − c(H)

☛✓✩☛✖ ✬ ✗✘✒✜✘ ✜✑✔✜✦✛✓☛✖ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✢ �

✜✜ ✚✜ � ✦✜✤✪✤✂✜✜ ✥✜✄ ✢ ✥✄✂✂✤✄✪

▼✔✑☞✘☛✏ ★✍✏✒✍✔☞ ✒✖
DNSpn

✬ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✔✑✔✥✖✤✍✔✔✒✔✩ ✓✒✩✏✍✤✘✖ ✑✔
n

★☛✏☞✒✜☛✖ ✢
✸☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✩☛✔☛✏✍✦✒✖☛✓ ✜✑✎✤✦☛✧

DNSpn,k
✑✚ ✓✒✩✏✍✤✘✖

D
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

P (D)
✘✍✖

✍☞ ✦☛✍✖☞
k+1

✍☞✑✎ ✖ ✢ ✡☛☞ ✛✖ ✏☛✚☛✏ ☞✑ ✍ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✚✑✏☛✖☞ ✗ ✒☞✘
k

✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖
✍✖ ✍

k
❃✾✽ ❆❅❅❄❅❑ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✚✑✏☛✖☞ ✢ DNSpn,k

✒✖ ☛✧✍✜☞✦✫ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✓✒✩✏✍✤✘✖ ☞✘✍☞
✓✑ ✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔ ✍

k
✥✖✤✍✔✔✒✔✩ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✚✑✏☛✖☞ ✢

✫✬✭✮✯✭✰ ◆◆ ✳✗ ❖❂❏
1 ≤ k ≤ n− 1

P
DNSpn,k ∼ dn,k · t2n−2k−3 P ❑■ ✿❏✿

Qn(x) :=

n−1
∑

k=1

dn,kx
k = x(1 + x)(2 + x) · · · (n− 2 + x) =

n−2
∏

i=0

(i+ x).

❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P
DNSpn

❄✾ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈
(n − 2)!

✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈
❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅

2n− 5 ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✸☛ ✛✖☛ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔

n ✢ ✗ ✒✏✖☞ ✬ ✔✑☞☛ ☞✘✍☞
DNSpn,n−1 = {∅} ✢ ✣✘✛✖ ✗☛ ✎ ✍✫

✍✖✖✛✎☛ ☞✘✍☞
1 ≤ k ≤ n − 2 ✮ ✒✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬

n ≥ 3 ✢ ✣✘✏✑✛✩✘✑✛☞ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✬ ✗☛ ✗ ✒✦✦
✚✏☛❍✛☛✔☞✦✫ ✍✤✤✦✫ ☞✘☛ ✚✍✜☞ ☞✘✍☞ ✒✚ ✍ ✓✒✩✏✍✤✘

D
✜✑✔☞✍✒✔✖ ☞✗✑ ☛✓✩☛✖

ab
✍✔✓

bc
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

a, b, c
✍✏☛ ✍✦✦ ✓✒�☛✏☛✔☞ ✬ ☞✘☛✔

D + ac ∈ DNSpn,k
✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚

D − ac ∈ DNSpn,k ✢✡☛☞
Y = {in, ni : i ∈ [2, n−1]} ✍✔✓ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫

ΣA = DNSpn,k(A, Y \A)✚✑✏ ☛✍✜✘
A ⊆ Y ✢ ✸☛ ✒✓☛✔☞✒✚✫ ✚✑✛✏ ✜✍✖☛✖ ❋

� A
✜✑✔☞✍✒✔✖ ☛✓✩☛✖

in
✍✔✓

nj
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

i 6= j ✢ ✣✘☛✔
ij

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔
ΣA ✢

� A
✜✑✔☞✍✒✔ ✖ ✍☞ ✦☛✍✖☞ ✑✔☛ ☛✓✩☛

in
☛✔✓✒✔✩ ✒✔

n ✌✛☞ ✔✑ ☛✓✩☛ ✖☞✍✏☞✒✔✩ ✒✔
n ✢ ✗ ☛✜✑✎ ✥

✤✑✖☛ ✗ ✒☞✘ ✏☛✖✤ ☛✜☞ ☞✑
n1 ✢ ✸☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

i1
✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔

ΣA(n1, ∅) ✢ ✪ ✑✏☛✥
✑★☛✏ ✬

1n
✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔

ΣA(∅, n1) ✢ ✓✍✎☛✦✫✬ ✖✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞
D ∈ ΣA(∅, n1)✍✔✓ ☞✘✍☞

D + 1n
✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍

k
✥✖✤✍✔✔✒✔✩ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✚✑✏☛✖☞

F ✮ ✑✌★✒✑✛✖✦✫✬
1n ∈ F ✢

✸☛ ✑✌☞✍✒✔ ✍ ✔☛✗ k
✥✖✤✍✔✔✒✔✩ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✚✑✏☛✖☞ ✌✫ ✏☛✤✦✍✜✒✔✩

1n ✗✒☞✘
in ✢ ✹✒✔✜☛

☞✘✒✖ ✚✑✏☛✖☞ ✒✖ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔
D

✬ ✗☛ ✘✍★☛ ✍ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✑✔ ✮ D ∈ DNSpn,k ✢
� A

✓✑☛✖ ✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔ ✍✔✫ ☛✓✩☛ ☛✔✓✒✔✩ ✒✔
n ✢ ✗ ☛✜✑✎✤✑✖☛ ✗ ✒☞✘ ✏☛✖✤☛✜☞ ☞✑

1n ✢
✸☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

n1
✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔

ΣA(1n, ∅) ✢ ✓✍✎ ☛✦✫✬ ✖✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞
D ∈



�� ✡� ✡ � ☞✍ ✄✌☎ ✄✍✍✑✍✁ ✎✑✁ ✞✄☎✂✌ ❊✲✻

ΣA(1n, ∅) ✍✔✓ ☞✘✍☞
D+n1

✜✑✔☞✍✒✔ ✖ ✍
k

✥✖✤✍✔✔✒✔✩ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✚✑✏☛✖☞
F ✮ ✑✌★✒✑✛✖✦✫✬

n1 ∈ F ✢ ✌☛✎✑★✒✔✩
n1

✚✏✑✎
F

✍✔✓ ✍✓✓✒✔✩
1n

✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ✍✔✑☞✘☛✏
k
✥✖✤✍✔✔✒✔✩

✓✒✏☛✜☞☛✓ ✚✑✏☛✖☞ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔
D − n1 ✮ ☞✘ ✒✖ ✒✖ ✍ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✑✔ ✢

❉☞ ✏☛✎ ✍✒✔✖ ☞✑ ✜✑✔✖✒✓☛✏
ΣA(∅, 1n) ✮ ✓✒✩✏✍✤✘✖ ✒✔ ☞✘✒✖ ✚✍✎ ✒✦✫ ✘✍★☛ ☞✘☛ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫

☞✘✍☞ ✔✑ ☛✓✩☛✖ ☛✔✓ ✒✔
n ✢ ✗☛✜✑✎✤✑✖☛

ΣA(∅, 1n) ✗✒☞✘ ✏☛✖✤ ☛✜☞ ☞✑
n1 ✢ ✸☛ ✜✦✍✒✎

☞✘✍☞
21

✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✔
ΣA(n1, 1n) ✢ ✓✍✎☛✦✫✬ ✒✚

D ∈ ΣA(n1, 1n)
✍✔✓

F✒✖ ✍
k

✥✖✤✍✔✔✒✔✩ ✚✑✏☛✖☞ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔
D + 21

✬ ☞✘☛✔
(F − 21) + n1

✒✖ ✍✔✑☞✘☛✏
k
✥✖✤✍✔✔✒✔✩ ✚✑✏☛✖☞ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔

D
✬ ✍ ✜✑✔☞✏✍✓✒✜☞✒✑✔ ✢ ✣✘☛ ✏☛✎ ✍✒✔✒✔✩ ✚✍✎ ✒✦✫

✒✖
ΣA(∅, {1n, n1}) ✢ ❉✚ A ✜✑✔☞✍✒✔✖ ✖✑✎ ☛ ☛✓✩☛

ni
✬ ☞✘☛✔

1i
✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞

✌✫ ☞✘☛ ✖✍✎☛ ✍✏✩✛✎ ☛✔☞ ✍✖ ✌☛✚✑✏☛ ✢ ✗✑✏
A = ∅ ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

n
✒✖ ✒✖✑ ✦✍☞☛✓

✒✔ ☛★☛✏✫ ✓✒✩✏✍✤✘ ✒✔
Σ∅(∅, {1n, n1}) ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ☞✘✒✖ ✜✑✎✤✦☛✧ ☛❍✛✍✦✖

DNSpn−1,k−1 ✢ ✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✬
DNSpn−1,k−1 ∼ dn−1,k−1 · t2n−2k−3 ✢

✣✑ ✖✛✎✎ ✍✏✒✖☛ ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞
ΣA ∼ 0

✒✚
A 6= ∅ ✍✔✓

Σ∅ ∼ dn−1,k−1 · t2n−2k−3 ✢
� A = {in, ni} ✚✑✏ ✖✑✎ ☛

i ∈ [2, n − 1] ✢ ✗ ☛✜✑✎✤✑✖☛ ✗ ✒☞✘ ✏☛✖✤☛✜☞ ☞✑
1n

✍✔✓
n1 ✢

✗✑✏ ✍✔✫ ✔✑✔☛✎✤☞✫
I ⊆ {1n, n1} ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

Σ{in,ni}(I, {1n, n1} \ I) ✒✖ ✍
✜✑✔☛ ✢ ✓✍✎☛✦✫✬

1i
✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✚

1n ∈ I
✍✔✓

i1
✒✖ ✍ ✜✑✔☛ ✤✑✒✔☞ ✒✚

n1 ∈ I ✢
✣✘☛ ✏☛✎✍✒✔ ✒✔✩ ✜✍✖☛ ✒✖

Σ{in,ni}(∅, {1n, n1}) ✢ ✓✑✗☛★☛✏ ✬ ✍ ✓✒✩✏✍✤✘
D

✜✑✔☞✍✒✔ ✒✔✩
{in, ni} ✌✛☞ ✔✑ ✑☞✘☛✏ ☛✓✩☛✖ ✒✔✜✒✓☛✔☞ ☞✑

n ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑
Σ{in,ni}(∅, {1n, n1}) ✒✚

✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚ ☞✘☛ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌✓✒✩✏✍✤✘
D([n−1]) ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑

DNSpn−1,k ✢ ✓✍✎ ☛✦✫✬
✗☛ ✜✍✔ ☛✧☞☛✔✓ ✍

k
✥✖✤✍✔✔✒✔✩ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✚✑✏☛✖☞ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔

D([n − 1])
☞✑ ✍

k
✥

✖✤✍✔✔✒✔✩ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✚✑✏☛✖☞ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔
D ✌✫ ✍✓✓✒✔✩ ☞✘☛ ☛✓✩☛

in ✢ ✔✑✔★☛✏✖☛✦✫✬ ✒✚
D([n−1])

✓✑☛✖ ✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔ ✍
k
✥✖✤✍✔✔✒✔✩ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✚✑✏☛✖☞ ✬ ☞✘☛✔ ✔☛✒☞✘☛✏ ✓✑☛✖

D
❋

❉✚ n ✗☛✏☛ ✍ ✏✑✑☞ ✑✚ ✖✛✜✘ ✍ ✚✑✏☛✖☞ ✬ ☞✘☛✔ ☞✘☛✏☛ ✗✑✛✦✓ ✌☛ ✍
k

✥✖✤✍✔✔✒✔✩ ✓✒✏☛✜☞☛✓
✚✑✏☛✖☞ ✒✔

D([n − 1]) ✗✒☞✘
i

✍✎✑✔✩ ✒☞✖ ✏✑✑☞✖ ✬ ✗✘☛✏☛✍✖ ✍
k

✥✖✤✍✔✔✒✔✩ ✓✒✏☛✜☞☛✓
✚✑✏☛✖☞ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞

n
✒✖ ✔✑☞ ✍ ✏✑✑☞ ◆✒ ✢☛ ✢✬ ☞✘☛ ✚✑✏☛✖☞ ✜✑✔☞✍✒✔ ✖

in❖ ✗✑✛✦✓ ✑✌★✒✑✛✖✦✫
✫✒☛✦✓ ✍

k
✥✖✤✍✔✔✒✔✩ ✓✒✏☛✜☞☛✓ ✚✑✏☛✖☞ ✒✔

D([n− 1]) ✢ ✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✬
DNSpn−1,k ∼

dn−1,k · t2n−2k−5 ✢ ✣✘✛✖
Σ{1n,n1} ∼ dn−1,k · t2n−2k−3 ✢

✸☛ ✜✑✔✜✦✛✓☛ ☞✘✍☞
DNSpn,k ∼ (dn−1,k−1+(n−2)dn−1,k)·t2n−2k−3 ✢ ▼ ✖ ✒✔ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚

✣✘☛✑✏☛✎ ❊❊ ✢✺✬ ☞✘✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖ ✌✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔
n

☞✘✍☞ ∑n−1
k=1 |χ̃(DNSpn,k)| ·xk = Qn(x) ✢

�





�✁✂✄☎✆✝ ��

✁ ✟✆
2
✁✄✂✂✄✁☎✟☎☎✄☎✆✄✂ ☛ ✂✄✡☞✁

✸☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
NECkn

✑✚ ✔✑☞
k
✥☛✓✩☛✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✑✔

n
★☛✏☞✒✜☛✖ ✢ ✹✛✜✘

✩✏✍✤✘✖ ✘✍★☛ ☞✘☛ ✤✏✑✤☛✏☞✫ ☞✘✍☞ ✗☛ ✜✍✔ ✎✍✙☛ ☞✘☛✎ ✓✒✖✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✌✫ ✏☛✎✑★✒✔✩ ✍✔ ☛✓✩☛
✖☛☞ ✑✚ ✖✒✖☛ ✍☞ ✎✑✖☞

k − 1 ✢ ✗✑✏ ☛✧✍✎✤✦☛ ✬
G ∈ NEC2

n

✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚
G

✒✖ ✓✒✖✜✑✔✔☛✜☞☛✓
✑✏
G− e

✒✖ ✓✒✖✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✚✑✏ ✖✑✎ ☛ ☛✓✩☛
e ∈ G ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞

NEC1
n = NCn

✬ ✗✘✒✜✘ ✘✍✖
✍ ★☛✏✫ ✍☞☞✏✍✜☞✒★☛ ✖☞✏✛✜☞✛✏☛ ✌✫ ☞✘☛ ✏☛✖✛ ✦☞✖ ✒✔ ✔✘✍✤☞☛✏ ✺✕ ✮ ✍✦✦ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✍✤✤☛✍✏✖ ✒✔
✓✒✎☛✔✖✒✑✔

n− 3 ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬
NEC2

n

✒✖ ☛✧✍✜☞✦✫ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✌☞✍✒✔☛✓ ✚✏✑✎
NEC1

n ✌✫
✍✓✓✒✔✩

G + e
✚✑✏ ☛✍✜✘

G ∈ NEC1
n

✍✔✓
e ∈

(

[n]
2

) ✢ ✸ ✘✒✦☛ ☞✘✒✖ ✖✛✩✩☛✖☞✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ☞✗✑
✜✑✎✤✦☛✧☛✖ ✍✏☛ ✜✑✎✌✒✔✍☞✑✏✒✍✦✦✫ ✜✦✑✖☛✦✫ ✏☛✦✍☞☛✓ ✬ ✒☞ ✓✑☛✖ ✔✑☞ ✍☞ ✍✦✦ ✒✔✓✒✜✍☞☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛✫
✖✘✑✛✦✓ ✘✍★☛ ✍✔✫☞✘✒✔✩ ☞✑ ✓✑ ✗ ✒☞✘ ☛✍✜✘ ✑☞✘☛✏ ☞✑✤✑✦✑✩✒✜✍✦✦✫✢ ✹✤ ☛✜✒✕✜✍✦✦✫✬ ✗✘☛✔ ✍✓✓✒✔✩
☞✘☛ ✚✍✜☛✖ ✑✚

NEC2
n \ NEC1

n

☞✑
NEC1

n

✬ ✗☛ ✙✒✦✦ ✍✦✦ ☛✧ ✒✖☞✒✔✩ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✒✔
NEC1

n ✢
❉✔✓☛☛✓ ✬ ✒✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ❊✻ ✢✺✬ ✗☛ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✑✚

NEC2
n

✒✖ ✔✑✔★✍✔✒✖✘ ✒✔✩
✌☛✦✑✗ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔ ⌈ 3n−7

2 ⌉ ✬ ✍ ✌✑✛✔✓ ✗✍✫ ✍✌✑★☛ ☞✘☛ ✓☛✤☞✘
n − 3

✑✚
NCn ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬

✗✘✒✦☛ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✒✔ ✓✒✎☛✔✖✒✑✔ ⌊ 5n−11
3 ⌋ ◆✖☛☛ ✹☛✜☞✒✑✔ ❊✻ ✢✒ ❖ ✬ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✔✑ ✘✑✎✑✦✥

✑✩✫ ✍✌✑★☛ ☞✘ ✒✖ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔ ✢ ✣✘✒✖ ✏✛✦☛✖ ✑✛☞ ✍✔✫ ✓☛☛✤ ☛✏ ✜✑✔✔☛✜☞✒✑✔ ☞✑ ☞✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫
✑✚

NC2
n

✬ ✗✘✒✜✘ ✒✖ ✜✑✔✜☛✔☞✏✍☞☛✓ ✒✔ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔
2n− 5 ✮ ✖☛☛ ✔✘✍✤☞☛✏ ✺✲ ✢✓✑✗☛★☛✏ ✬ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍✔ ✒✔☞☛✏☛✖☞✒✔✩ ✜✑✔✔☛✜☞✒✑✔ ✌☛☞✗☛☛✔

NEC2
2k−1

✍✔✓ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
NFC2k−1

✑✚ ✔✑☞ ✚✍✜☞✑✏✥✜✏✒☞ ✒✜✍✦ ✩✏✍✤✘✖ ✢ ✰✫ ✍ ✏☛✖✛✦☞ ✑✚ ✡✒✔✛✖✖✑✔ ✬ ✹✘✍✏☛✖✘ ✒✍✔ ✬ ✍✔✓
✸☛✦✙☛✏ ✱✕✒ ✵ ✬

NFC2k−1
✒✖ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ✍ ✗☛✓✩☛ ✑✚

((2k− 3)!!)2
✖✤✘☛✏☛✖ ✑✚

✓✒✎☛✔✖✒✑✔
3k − 5 ✢ ❉✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ❊✻ ✢✻ ✬ ✗☛ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞

H̃3k−5(NEC2
2k−1; Z)

✒✖ ✒✖✑✎✑✏✤✘✒✜
☞✑
H̃3k−5(NFC2k−1; Z)

✬ ☞✘☛✏☛✌✫ ☛✖☞✍✌✦✒✖✘✒✔✩ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✖✘✒✚☞☛✓ ✜✑✔✔☛✜☞✒★ ✒☞✫ ✓☛✩✏☛☛ ✑✚
NEC2

2k−1

☛❍✛✍✦✖
3k−5 ✢ ✸☛ ✘✍★☛ ✔✑☞ ✌☛☛✔ ✍✌✦☛ ☞✑ ✜✑✎✤✛☞☛ ☞✘☛ ✖✘✒✚☞☛✓ ✜✑✔✔☛✜☞✒★ ✒☞✫

✓☛✩✏☛☛ ✑✚
NEC2

n

✚✑✏ ☛★☛✔
n

✬ ✌✛☞ ✗☛ ✜✑✔✶ ☛✜☞✛✏☛ ✒☞ ☞✑ ✌ ☛ ⌈ 3n−7
2 ⌉ = 3n

2 − 3 ✢
▼ ✖ ✛✖✛✍✦ ✬ ✗☛ ✛✖☛ ✓✒✖✜✏☛☞☛ ✪✑✏✖☛ ☞✘☛✑✏✫ ✒✔ ✑✛✏ ✍✔✍✦✫✖✒✖ ✢ ✹✒✎ ✒✦✍✏✦✫ ☞✑ ☞✘☛ ✍✔✍✦✫✖✒✖

✑✚
NC3

n

✒✔ ✔✘✍✤☞☛✏ ❊� ✬ ✑✛✏ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✒✖ ☛✧✤ ✦✒✜✒☞ ✏✍☞✘☛✏ ☞✘✍✔ ✓☛✕✔☛✓ ✒✔ ☞☛✏✎ ✖ ✑✚
✍ ✓☛✜✒✖✒✑✔ ☞✏☛☛ ✢ ❉✔ ✚✍✜☞ ✬ ☞✘☛ ✓☛✜✒✖✒✑✔ ☞✏☛☛ ✎ ☛☞✘✑✓ ✓✑☛✖ ✔✑☞ ✍✤✤☛✍✏ ☞✑ ✌ ☛ ✛✖☛✚✛✦ ✒✔ ☞✘✒✖
✜✍✖☛ ✢ ✹✤ ☛✜✒✕ ✜✍✦✦✫✬ ✗✘✒✦☛

NEC2
5

✒✖ ✖☛✎ ✒✥✜✑✦✦✍✤✖✒✌ ✦☛ ✍✔✓ ✍✓✎ ✒☞✖ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩
✗ ✒☞✘ ✔✒✔☛ ✜✏✒☞✒✜✍✦ ✩✏✍✤✘✖ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔ ✚✑✛✏ ✬ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✒✖ ✔✑☞ ✖☛✎ ✒✥✔✑✔☛★✍✖✒★☛ ✮ ☞✘☛
✦✒✔✙ ✑✚

NEC2
5 ✗✒☞✘ ✏☛✖✤ ☛✜☞ ☞✑ ✍✔✫ ☛✦☛✎ ☛✔☞ ✘✍✖ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✒✔ ☞✗✑ ✓✒✎☛✔✖✒✑✔✖ ✢

❉✔ ✣✍✌✦☛ ❊✻ ✢✺✬ ✗☛ ✤✏☛✖☛✔☞ ☞✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✑✚
NEC2

n

✚✑✏
n ≤ 9 ✢ ▼ ✦✦ ★✍✦✛☛✖ ✍✏☛

❊✲◗



❊✲✴ ✁✂✄☎ ✆✝✞ �✠ ✡ � ☞ ✆
2
✄✝✎✁ ✝✄☎☞✍✍✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌

✣✍✌✦☛ ❊✻ ✢✺❋ ✣✘☛ ✒✔☞☛✩✏✍✦ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✑✚ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧
NEC2

n

✑✚ ✔✑☞
2
✥☛✓✩☛✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓

✩✏✍✤✘✖ ✚✑✏
3 ≤ n ≤ 9 ✢

H̃i(NEC2
n) i = 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

n = 3 − Z − − − − − − − − − −
4 − − − Z2 − − − − − − − −
5 − − − − Z9 − − − − − − −
6 − − − − − − Z96 − − − − −
7 − − − − − − − Z225 Z280 − − −
8 − − − − − − − − − Z6768 − −
9 − − − − − − − − − − Z11025 Z66528

✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛✖ ✑✚ ✏☛✖✛✦☞✖ ✒✔ ☞✘ ✒✖ ✜✘✍✤☞☛✏ ✢ ✼✛✏ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✒✖ ✑✤☞✒✎ ✍✦ ✚✑✏
n ≤ 9✍✔✓ ✚✑✏

n = 11 ✢ ✗✑✏
n ≤ 6

✍✔✓
n = 8

✬ ☞✘ ✒✖ ✒✖ ✒✎✎☛✓✒✍☞☛ ✚✏✑✎ ☞✘☛ ✚✍✜☞ ☞✘✍☞
✍✦✦ ✜✏✒☞ ✒✜✍✦ ✩✏✍✤✘✖ ✍✏☛ ✑✚ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔ ✢ ✣✘☛ ✖✒☞✛✍☞✒✑✔ ✒✖ ✎✛✜✘ ✦☛✖✖ ✑✌★✒✑✛✖
✚✑✏

n ∈ {7, 9, 11} ✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛ ☞✘☛✔ ✗☛ ✘✍★☛ ✜✏✒☞✒✜✍✦ ✩✏✍✤✘✖ ✑✚ ☞✗✑ ✓✒�☛✏☛✔☞ ✍✓✶ ✍✜☛✔☞
✓✒✎☛✔✖✒✑✔✖ ✢ ✹☞✒✦✦ ✬ ☞✘☛ ✜✑✏✏☛✖✤✑✔✓☛✔✜☛ ✌ ☛☞✗☛☛✔

NEC1
2k−1

✍✔✓
NFC2k−1

✎ ✍✙☛✖ ✒☞
✤✑✖✖✒✌✦☛ ☞✑ ✖☛☞☞✦☛ ☞✘☛ ✓☛✖✒✏☛✓ ✑✤☞✒✎ ✍✦✒☞✫✢ ✸☛ ✓✑ ✔✑☞ ✙✔✑✗ ✗✘☛☞✘☛✏ ✑✛✏ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✒✖
✑✤☞✒✎ ✍✦ ✚✑✏

n = 10
✍✔✓

n ≥ 12 ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ☞✘☛ ✘✑✎✑☞✑✤✫ ☞✫✤☛ ✑✚
NEC2

n

✏☛✎ ✍✒✔✖ ✍✔
✑✤☛✔ ✤✏✑✌✦☛✎ ✚✑✏ ✍✦✦

n ≥ 7
☛✧✜☛✤☞

n = 8 ✢
✣✘☛ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩ ✩✒★☛✖ ✏✒✖☛ ☞✑ ✍✔ ✛✤✤☛✏ ✌✑✛✔✓ ✑✔ ☞✘☛ ✰☛☞☞✒ ✔✛✎✌☛✏✖ ✮ ✗☛

✤✏☛✖☛✔☞ ✍✔ ✒✎✤✦✒✜✒☞ ✚✑✏✎✛✦✍ ✚✑✏ ☞✘✒✖ ✌✑✛✔✓ ✒✔ ✹☛✜☞✒✑✔ ❊✻ ✢❊ ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ✍✔
✒✎✤✦✒✜✒☞ ✚✑✏✎✛✦✍ ✚✑✏ ☞✘☛ ✏☛✓✛✜☛✓ ✟✛✦☛✏ ✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☞✒✜ ✑✚

NEC2
n ✢

✜✙ ✚✘ ✁✜ ✂✥✁✥★✥✥ ✧ ✂✁✥✄ ✥✜✄

✸☛ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ❍✛✑☞✒☛✔☞ ✜✑✎✤✦☛✧
EC2

n = 2Kn/NEC2
n

✍✓✎ ✒☞✖ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩
✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✓✒✎☛✔✖✒✑✔

i
✑✚ ☛✍✜✘ ✜✏✒☞✒✜✍✦ ✩✏✍✤✘ ✒✖ ✒✔ ☞✘☛ ✏✍✔✩☛
⌈

3n− 5

2

⌉

≤ i ≤
⌊

5n− 8

3

⌋

. ◆❊✻ ✢✺❖
✼✛✏ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ☞✛✏✔✖ ✑✛☞ ☞✑ ✌ ☛ ✖☞✏✍✒✩✘☞✚✑✏✗✍✏✓ ☞✑ ☞✏✍✔✖✦✍☞☛ ✒✔☞✑ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜
✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩ ✑✔

NEC2
n ✮ ✜✑✎✤✍✏☛ ☞✑ ☞✘☛ ✓✒✖✜✛✖✖✒✑✔ ✍☞ ☞✘☛ ✌☛✩✒✔✔✒✔✩ ✑✚ ✹☛✜☞✒✑✔ ✺✳ ✢✺✢

✸ ✘✒✦☛ ✤✏✑✌✍✌✦✫ ✍ ✜✑✒✔✜✒✓☛✔✜☛ ✬ ✒☞ ✎ ✒✩✘☞ ✌☛ ✗✑✏☞✘ ✔✑☞✒✔✩ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✖✒✖☛ ✑✚ ☞✘☛
✒✔☞☛✏★✍✦ ✒✔ ◆❊✻ ✢✺❖ ✒✖ ☛✧✍✜☞✦✫ ☞✘☛ ✖✍✎☛ ✍✖ ☞✘☛ ✖✒✖☛ ✑✚ ☞✘☛ ✜✑✏✏☛✖✤✑✔✓✒✔✩ ✒✔☞☛✏★✍✦ ✚✑✏
☞✘☛ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✜✑✎✤✦☛✧ ✮ ✖☛☛ ✣✘☛✑✏☛✎ ✺✺✢✴ ✍✔✓ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✺✺✢✺✕ ✢ ✹✤ ☛✜✒✕✜✍✦✦✫✬ ☞✘☛
✒✔☛❍✛✍✦✒☞✒☛✖ ✒✔ ◆❊✻ ✢✺❖ ✍✏☛ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑

⌈

n− 4

3

⌉

≤ 2n− i− 4 ≤
⌊

n− 3

2

⌋

.



�✠ ✡✟✡ ✁✍ ✄☎� ☎✝✑☎ ✆ ✄ ✆☎✂✑✍✁ ❊✲✳

✣✑ ✤✏✑★☛ ◆❊✻ ✢✺❖ ✬ ✕✏✖☞ ✔✑☞☛ ☞✘✍☞
EC2

1 = {∅} ◆✌✫ ✜✑✔★☛✔☞✒✑✔ ❖ ✍✔✓ ☞✘✍☞
EC2

2 = ∅ ✢
✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ✌✫ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✺✲ ✢◗ ✬ EC2

3 = C2
3

✍✓✎ ✒☞✖ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✗ ✒☞✘ ✑✔☛ ✜✏✒☞✒✜✍✦
✚✍✜☛ ✑✚ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔

2
✬ ✗✘☛✏☛✍✖

EC2
4 = C2

4

✍✓✎ ✒☞✖ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✗ ✒☞✘ ☞✗✑ ✜✏✒☞✒✜✍✦
✚✍✜☛✖ ✑✚ ✓✒✎☛✔✖✒✑✔

4 ✢
▼ ✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞

n ≥ 5 ✢ ✸☛ ✤✏✑ ✜☛☛✓ ✒✔ ✖☞☛✤✖ ✍✖ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ✢

xG− 1n = 1Mx(G)

✗ ✒✩✛✏☛ ❊✻ ✢✺ ❋ �✁✂ ✄✂☎
Mx(G) ✆✝☎✞✟✠✡☛✂✠ ✆✝ ☞☎✂✌ ✍✎ ☎✁✂ ✂✏✏✆✌✄✂✄ ✠✂✝✟☎✂ ☛✟✝✝✂☛☎✂✠ ✑✞✒✌✁✄ ✓

✆✖✭� ✱ ✂ ✂ ✿✁ ❅❄❅❑ ●■ ✿ ✾✿●
Mx(G)

❆❅❁ ✽ ❆❏●❄●❄❂❅ ❄❅❑
EC2

n

❄❅ ●❂ ✾❀❅❈ ❆❇ ❄❏❄✿✾
EC2

n,A ❊
✼✛✏ ✖☞✍✏☞✒✔✩ ✤✑✒✔☞ ✒✖ ☞✘☛ ☛✓✩☛ ✌ ☛☞✗☛☛✔

1
✍✔✓

n ✢ ✰☛✚✑✏☛ ✤✏✑ ✜☛☛✓✒✔✩ ✬ ✗☛ ✓✒★✒✓☛
EC2

n✒✔☞✑ ✖✎ ✍✦✦☛✏ ✚✍✎ ✒✦✒☛✖ ✍✖ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ✢ ✗✑✏ ✍✔✫
x ∈ [2, n]

✍✔✓
G ∈ EC2

n

✬ ✦☛☞
Mx(G) ✌☛ ☞✘☛

✖☛☞ ✑✚ ★☛✏☞✒✜☛✖
v

✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☛★☛✏✫ ✤✍☞✘ ✚✏✑✎
1

☞✑
v

✒✔
(G − 1n)

✜✑✔☞✍✒✔✖ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧
x ✮ ✖☛☛ ✗ ✒✩✛✏☛ ❊✻ ✢✺✢ ✸☛ ✑✌☞✍✒✔ Mx(G)

✚✏✑✎
[n] ✌✫ ✏☛✎✑★✒✔✩ ☞✘☛ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✒✔ ☞✘☛

✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✜✑✔☞✍✒✔ ✒✔✩
1

✒✔
(G − 1n)([n] \ {x}) ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞

x ∈ Mx(G) ✢
✗✑✏ ☛✍✜✘

A ⊂ [2, n]
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

n ∈ A
✬ ✦☛☞

EC2
n,A ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖

G ∈ EC2
n✖✛✜✘ ☞✘✍☞

A = Mn(G) ✢ ✔ ✦☛✍✏✦✫✬ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✒☛✖
EC2

n,A

✖✍☞✒✖✚✫ ☞✘☛ ✔ ✦✛ ✖☞☛✏ ✡☛✎✎✍ ✒ ✢❊ ✮☞✘☛ ✖☛☞
Mn(G)

✜✍✔ ✑✔✦✫ ✒✔✜✏☛✍✖☛ ✗✘☛✔ ✗☛ ✏☛✎✑★☛ ☛✓✩☛✖ ✚✏✑✎
G ✢

✆✖✭� ◆ ✂ ❙ ❆●❆■ ❄❅❑ ❑ ❄●■ ●■ ✿ ✿❁❑ ✿
1n

●❂ ❂❅●❆❄❅ ●■ ✿ ❈ ❆❇ ❄❏●
Λn(A) ❊

❉✔ EC2
n,A

✬ ✎ ✍☞✜✘ ✗ ✒☞✘
1n ✗✘☛✔☛★☛✏ ✤✑✖✖✒✌✦☛ ✬ ✎ ☛✍✔✒✔✩ ☞✘✍☞ ✗☛ ✤✍✒✏

G−1n
✍✔✓

G+1n

✗✘☛✔☛★☛✏
G− 1n

✒✖ ✜✑✔☞✍✒✔☛✓ ✒✔
EC2

n,A ✢ ✡☛☞
Λn(A) ✌☛ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✜✏✒☞✒✜✍✦ ✩✏✍✤✘✖

✗ ✒☞✘ ✏☛✖✤ ☛✜☞ ☞✑ ☞✘✒✖ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✢ ✰✫ ✡☛✎✎✍ ✒ ✢✺✬ ✍✔✫ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔
Λn(A)☞✑✩☛☞✘☛✏ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ✎✍☞✜✘✒✔✩ ✶ ✛ ✖☞ ✓☛✕✔☛✓ ✫✒☛✦✓✖ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩ ✑✔

EC2
n,A ✢ ✡☛☞

Λn ✌☛ ☞✘☛ ✛✔✒✑✔ ✑✚ ✍✦✦
Λn(A) ✢

n
G =

1

a be

✗ ✒✩✛✏☛ ❊✻ ✢❊ ❋ �✁✂ ✔✂✞☎✆☛✂✄ a = a(G)
✒✝✠ b = b(G)

✒✝✠ ☎✁✂ ✂✠✑✂
e = e(G) ✆✝ ☞☎✂✌ ✕ ✎

☎✁✂ ✄✁✒✠✂✠ ✂✏✏✆✌✄✂ ✠✂✝✟☎✂✄ ✒
2✖✂✠✑✂✖☛✟✝✝✂☛☎✂✠ ✑✞✒✌✁ ✗ ✘✁✂✞✂✒✄ ☎✁✂ ✘✁✆☎✂ ✂✏✏✆✌✄✂ ✠✂✝✟☎✂✄ ✒

☛✟✝✝✂☛☎✂✠ ✑✞✒✌✁ ✄✡☛✁ ☎✁✒☎ ✒✝✙ ✂✠✑✂ ✄✂✌✒✞✒☎✆✝✑ ✆☎ ✄✂✌✒✞✒☎✂✄
a ✚✞✟✛ n

✓



❊✲✕ ✁✂✄☎ ✆✝✞ �✠ ✡ � ☞ ✆
2
✄✝✎✁ ✝✄☎☞✍✍✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌

✆✖✭� ✲ ✂ ✂ ✿✁ ❅❄❅❑ ●■ ✿ ✾✿●
X(G)

❆❅❁ ●■ ✿ ✿❁❑ ✿
e(G) = a(G)b(G) ❊

✗✑✏ ✍✔✫ ✩✏✍✤✘
G

✬ ✦☛☞
X(G) ✌☛ ☞✘☛ ✖☛☞ ✑✚ ☛✓✩☛✖

e ∈ G
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

G−e ✒✖ ✓✒✖✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢✡☛☞
G ∈ Λn ✢ ✹✒✔✜☛

G
✒✖

2
✥☛✓✩☛✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✬ ☞✘☛ ✖☛☞

X(G)
✒✖ ☛✎✤☞✫✢ ✣✘✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞

✍✔✫
e ∈ X(G − 1n)

✖☛✤✍✏✍☞☛✖
1

✍✔✓
n

✒✔
G ✢ ✗✑✏ ✍✔✫

G ∈ Λn(A)
✍✔✓

e1, en ∈
X(G−1n)

✬ ✖✒✔✜☛ ☛✍✜✘ ✑✚
e1

✍✔✓
en

✖☛✤✍✏✍☞☛✖
G−1n

✬ ☞✘☛ ✖✛✌✩✏✍✤✘
G−{1n, e1, en}✜✑✔✖✒✖☞✖ ✑✚ ☛✧✍✜☞✦✫ ☞✘✏☛☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖

C0, C1, Cn
✬ ✗✘☛✏☛

1 ∈ C1
✍✔✓

n ∈
Cn ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ✖✒✔✜☛ ✔☛✒☞✘☛✏ ✑✚ ☞✘☛ ☞✗✑ ☛✓✩☛✖ ✖☛✤✍✏✍☞☛✖

G
✬ ✗☛ ✎✛✖☞ ✘✍★☛ ☞✘✍☞

✑✔☛ ☛✓✩☛ ✬ ✖✍✫
e1

✬ ✶ ✑ ✒✔✖
C0

✍✔✓
C1

✬ ✗✘☛✏☛✍✖ ☞✘☛ ✑☞✘☛✏ ☛✓✩☛ ✬ ✖✍✫
en

✬ ✶ ✑ ✒✔✖
C0

✍✔✓
Cn ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬ ☞✘☛ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✒✔

G − {1n, e1}
✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩

1
✬ ✗✘✒✜✘ ✒✖

C1
✬ ✒✖ ✍

✤✏✑✤ ☛✏ ✖✛✌✖☛☞ ✑✚ ☞✘☛ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✒✔
G − {1n, en}

✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩
1

✬ ✗✘✒✜✘ ✒✖
C0 ∪ C1 ✢

▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍ ✛✔✒❍✛☛ ☛✓✩☛
e = e(G)

✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✒✔
G − {1n, e(G)} ✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩

1
✒✖ ✎ ✒✔✒✎ ✍✦ ✢ ✸✏✒☞☛

e(G) = a(G)b(G)
✬ ✗✘☛✏☛

a(G)
✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑ ☞✘☛ ✖✍✎☛ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✍✖

n
✍✔✓

b(G) ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✍✖
1

✒✔
G − {1n, e(G)} ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞ ✗☛ ✎ ✒✩✘☞ ✘✍★☛

a = n
✑✏
b = 1 ◆✌✛☞ ✔✑☞ ✌✑☞✘❖ ✢ ✹☛☛

✗ ✒✩✛✏☛ ❊✻ ✢❊ ✢
✆✖✭� ✙ ✂ ❇ ❆❏●❄●❄❂❅❄❅❑

Λn(A)
❄❅ ●❂ ✾❀❅❈ ❆❇ ❄❏❄✿✾

Λn(A,M, a, b)
P

Πn(A,M, x)
P ❆❅❁

Π′
n(A,M, x) ❊

✸☛ ✘✍★☛ ☞✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ✤✑✖✖✒✌✒✦✒☞✒☛✖ ✚✑✏ ✍ ✩✏✍✤✘
G

✒✔
Λn

❋

a(G) 6= n :























G− a(G)n ∈ Λn. ✣✘✒✖ ✒✖ ✜✍✖☛ ▼ ✢

G− a(G)n /∈ Λn :







b(G) 6= 1. ✣✘✒✖ ✒✖ ✜✍✖☛ ✰ ✺✢
b(G) = 1. ✣✘✒✖ ✒✖ ✜✍✖☛ ✔ ✢

a(G) = n. ✣✘✒✖ ✒✖ ✜✍✖☛ ✰❊ ✢
✡☛☞

A ⊂ [2, n] ✌☛ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
n ∈ A ✢ ✸☛ ✓✒★✒✓☛

Λn(A)
✒✔☞✑ ✖✛✌✚✍✎ ✒✦✒☛✖ ✍✜✜✑✏✓✒✔✩ ☞✑

☞✘☛ ☞✘✏☛☛ ✜✍✖☛✖ ▼ ✬ ✰ � ✰ ✺✁✰❊ ✬ ✍✔✓ ✔ ❋
✆✖✭� ✙✂ ✂ ✂ ✿✁ ❅❄❅❑ ●■ ✿ ✾❀❅❈ ❆❇ ❄❏❄✿✾

Λn(A,M, a, b) ❊
✸☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ✍✦✦ ✜✍✖☛ ▼ ✩✏✍✤✘✖ ✢ ✡☛☞

M ⊂ [n] ✌☛ ✍ ✖☛☞ ✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩
A ✌✛☞ ✔✑☞

1 ✢ ✗✑✏
✍✔✫

e = ab
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

a ∈M \A ✍✔✓
b ∈ [n− 1] \M ✬ ✓☛✕✔☛

Λn(A,M, a, b) = {G : G− an ∈ Λn(A), a = a(G), b = b(G),M = Ma(G)}.
✹☛☛ ✗ ✒✩✛✏☛ ❊✻ ✢✻ ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞

a 6= n
✬ ✌ ☛✜✍✛✖☛

n ∈ A ✢
✆✖✭� ✙✺ ✂ ✂ ✿✁ ❅❄❅❑ ●■ ✿ ✾❀❅❈ ❆❇ ❄❏❄✿✾

Πn(A,M, x) ❊



�✠ ✡✟✡ ✁✍ ✄☎� ☎✝✑☎ ✆ ✄ ✆☎✂✑✍✁ ❊✲✲

n
1

a

b
A

M \A

✗ ✒✩✛✏☛ ❊✻ ✢✻ ❋ � ✑✞✒✌✁ ✆✝ Λn(A,M, a, b) ✆✝ ☞☎✂✌ ✁� ✓ ☞✁✒✠✂✠ ✂✏✏✆✌✄✂✄ ✠✂✝✟☎✂ 2✖✂✠✑✂✖☛✟✝✝✂☛☎✂✠ ✑✞✒✌✁✄ ✗ ✘✁✂✞✂✒✄ ☎✁✂ ✘✁✆☎✂ ✂✏✏✆✌✄✂ ✠✂✝✟☎✂✄ ✒ ☛✟✝✝✂☛☎✂✠ ✑✞✒✌✁ ✄✡☛✁ ☎✁✒☎ ✒✝✙✂✠✑✂ ✄✂✌✒✞✒☎✆✝✑ ✆☎ ✄✂✌✒✞✒☎✂✄
a ✚✞✟✛ ✒✏✏ ✔✂✞☎✆☛✂✄ ✒✠✂ ✒☛✂✝☎ ☎✟

n ✆✝ G
✓ �✁✂✞✂ ✆✄ ✒☎ ✏✂✒✄☎ ✟✝✂✂✠✑✂ ✚✞✟✛ n

☎✟
M \A ✆✝ G− an ✄✆✝ ☎✁✂ ☎✑✡✞✂ ✗ ☎✁✂✞✂ ✒✞✂ ☎✁✞✂✂ ✄✡☛✁ ✂✠✑✂✄✆ ✓

G
✛✒✙ ✟✞ ✛ ✒✙

✝✟☎ ☛✟✝☎✒✆✝ ☎✁✂ ✂✠✑✂
an

✓

n 1

x

A

M \A

[n] \M n
1

x

y 6= 1
A

M \A

✗ ✒✩✛✏☛ ❊✻ ✢✒ ❋ �✁✂ ☎✘✟ ✝ ✆✝✠✄ ✟✚ ✑✞✒✌✁✄ ✆✝ Πn(A, M, x) ✆✝ ☞☎✂✌ ✁✞ ✎ ✄✁✒✠✂✠ ✂✏✏✆✌✄✂✄ ✠✂✝✟☎✂
2✖✂✠✑✂✖☛✟✝✝✂☛☎✂✠ ✑✞✒✌✁✄ ✓ ✟✝ ✒ ✑✞✒✌✁

G
✟✚ ☎✁✂ ✝ ✆✝✠ ✆✏✏✡✄☎✞✒☎✂✠ ☎✟ ☎✁✂ ✏✂✚☎ ✄☛✒✄✂ ✞✠✆ ✗ ☎✁✂✞✂

✒✞✂ ✒☎ ✏✂✒✄☎ ☎✘✟ ✂✠✑✂✄ ✚✞✟✛ x
☎✟

[n] \ M
✗ ✒✝✠ ☎✁✂ ✆✝✠✡☛✂✠ ✄✡✡✑✞✒✌✁

G([n] \ A) ✆✄ 2✖✂✠✑✂✖☛✟✝✝✂☛☎✂✠ ✓ ☛ ✟☎✂ ☎✁✒☎
G

✛✒✙ ☛✟✝☎✒✆✝ ☎✁✂ ✂✠✑✂
1x

✓

✸☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ✍✦✦ ✜✍✖☛ ✰ ✩✏✍✤✘✖ ✢ ✡☛☞
M ✌☛ ✍ ✖☛☞ ✍✖ ✒✔ ✹☞☛✤ ✒▼ ✢ ✗✑✏ ✍✔✫

x ∈M \A ✬
✓☛✕✔☛

Πn(A,M, x) = Λn(A) ∩ ({G : n = a(G), x = b(G),M = Mx(G)}
∪{G : x = a(G), xn = e(G+ 1x),M = Mx(G)}).

✹☛☛ ✗ ✒✩✛✏☛ ❊✻ ✢✒ ✢ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✜✑✔✓✒☞✒✑✔
xn = e(G + 1x)

✎☛✍✔✖ ☛✧✍✜☞✦✫ ☞✘✍☞
G− xn /∈ Λn

✍✔✓
1 6= b(G) ✢

✆✖✭� ✙▲ ✂ ✂ ✿✁ ❅❄❅❑ ●■ ✿ ✾❀❅❈ ❆❇ ❄❏❄✿✾
Π′
n(A,M, x) ❊

✸☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ✍✦✦ ✜✍✖☛ ✔ ✩✏✍✤✘✖ ✢ ✗✑✏ ☛✍✜✘
M

✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩
A ✌✛☞ ✔✑☞

1
✍✔✓ ☛✍✜✘

x ∈ M \ A ✬ ✓☛✕✔☛
Π′
n(A,M, x)

✍✖ ☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖
G ∈ Λn(A)

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
Mx(G) = M

✬ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
1x, xn, 1n ∈ G

✬ ✍✔✓ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞
G − {1x, xn, 1n} ✜✑✔✖✒✖☞✖ ✑✚

☞✘✏☛☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✬ ☛✍✜✘
2
✥☛✓✩☛✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢ ✹☛☛ ✗ ✒✩✛✏☛ ❊✻ ✢◗ ✢



✻�� ✁✂✄☎ ✆✝✞ �✠ ✡ � ☞ ✆
2
✄✝✎✁ ✝✄☎☞✍✍✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌

nG = 1

x

A

M \A

✗ ✒✩✛✏☛ ❊✻ ✢◗ ❋ � ✑✞✒✌✁ ✆✝ Π′
n(A, M, x) ✆✝ ☞☎✂✌ ✁� ✎ ✄✁✒✠✂✠ ✂✏✏✆✌✄✂✄ ✠✂✝✟☎✂

2✖✂✠✑✂✖☛✟✝✝✂☛☎✂✠
✑✞✒✌✁✄ ✓

✆✖✭� ✗ ✂ ✂ ✿❇ ❂❅✾●❏❆●❄❅❑ ●■ ❆● ●■ ✿ ✂❏❀✾●✿❏ ❄✿❇❇❆ ❆✽✽ ❏❄✿✾ ❊
✸☛ ✗✍✔☞ ☞✑ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✔ ✦✛✖☞☛✏ ✡☛✎✎ ✍ ✒ ✢❊ ✍✤✤✦✒☛✖ ☞✑ ☞✘☛ ✩✒★☛✔ ✤✍✏☞✒☞✒✑✔ ✢ ✣✑
✖✒✎✤✦✒✚✫ ✔✑☞✍☞✒✑✔ ✬ ✗☛ ✖✛✤✤✏☛✖✖ ☞✘☛ ✖☛☞

A
✚✏✑✎ ✔✑☞✍☞✒✑✔ ✒✔ ✗✘✍☞ ✚✑ ✦✦✑✗ ✖ ✮ ✗☛ ✍✦✏☛✍✓✫

✙✔✑✗ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✔ ✦✛✖☞☛✏ ✡☛✎✎ ✍ ✒ ✢❊ ✍✤✤✦✒☛✖ ☞✑ ☞✘☛ ✤✍✏☞✒☞✒✑✔ {Λn(A)} ✑✚
Λn ✢ ✗ ✒✏✖☞ ✬

✔✑☞☛ ☞✘✍☞ ✒✚ ✗☛ ✏☛✎✑★☛ ✍✔ ☛✓✩☛ ✚✏✑✎ ✍ ✩✏✍✤✘ ✒✔
Π′
n(M,x)

✬ ☞✘☛✔ ✗☛ ☛✒☞✘☛✏ ✑✌☞✍✒✔
✍✔✑☞✘☛✏ ✩✏✍✤✘ ✒✔

Π′
n(M,x)

✑✏ ✍ ✔✑☞
2
✥☛✓✩☛✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✩✏✍✤✘ ✢ ✣✘✛✖ ✗☛ ✎✍✫ ✜✑✔✜☛✔✥

☞✏✍☞☛ ✑✔
Λn(M,a, b)

✍✔✓
Πn(M,x) ✢ ✗✑✏

M $ M ′ ✬ ✗☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ☛✍✜✘ ✑✚
Λn(M,a, b)✍✔✓

Πn(M,x)
✍✖ ✌ ☛✒✔✩ ✍✌✑★☛ ☛✍✜✘ ✑✚

Λn(M
′, a′, b′)

✍✔✓
Πn(M ′, x′) ◆✔✑☞☛ ☞✘☛ ✓✒✏☛✜✥

☞✒✑✔ ❖ ✚✑✏ ☛★☛✏✫
a, b, a′, b′, x, x′ ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ✗☛ ✜✑✔✖✒✓☛✏

Λn(M,a, b)
✍✖ ✌ ☛✒✔✩ ✍✌✑★☛

Πn(M,x)
✚✑✏ ☛★☛✏✫

M,a, b, x ✢ ✡☛☞
G ✌☛ ✍ ✩✏✍✤✘ ✍✔✓ ✦☛☞

f ✌☛ ✍✔ ☛✓✩☛ ✒✔
G ✢ ✸☛

✗✍✔☞ ☞✑ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞
G ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑ ✍ ✜✦✍✖✖ ☛✒☞✘☛✏ ✍✌✑★☛ ✑✏ ☛❍✛✍✦ ☞✑ ☞✘☛ ✜✦✍✖✖ ✑✚

G− f ✢
� G ∈ Λn(M,a, b)

✍✔✓
G − f ∈ Πn(N, x) ✢ ✣✘☛ ✑✔ ✦✫ ✤✑✖✖✒✌✒✦✒☞✫ ✒✖ ☞✘✍☞

x = a✍✔✓ ☞✘✍☞
e((G − f) + 1a) = ab ✮ ✘☛✔✜☛

M = N ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬
Λn(M,a, b)

✒✖
✍✌✑★☛

Πn(N, x) ✢
� G ∈ Λn(M,a, b)

✍✔✓
G − f ∈ Λn(M

′, a′, b′) ✢ ❉✚ a = a′
✬ ☞✘☛✔ ✜✦☛✍✏✦✫

b = b′✍✔✓
M = M ′ ✢ ❉✚ a 6= a′

✬ ☞✘☛✔
a′ /∈ M = Ma(G)

✍✔✓ ✘☛✔✜☛
M $ M ′ ✢ ✣✘✛✖

Λn(M,a, b)
✒✖ ✍✌✑★☛ ✑✏ ☛❍✛✍✦ ☞✑

Λn(M
′, a′, b′) ✢

� G ∈ Πn(N, x)
✍✔✓

G− f ∈ Λn(M,a, b) ✢ ✰✫ ✜✑✔✖☞✏✛✜☞✒✑✔ ✬
(G− f)− an ∈ Λn

✬
✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞

a 6= x ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛ ✦✍✏ ✬
a /∈ N = Mx(G)

✍✔✓ ✘☛✔✜☛
N $ M ✮☞✘✛✖

Πn(N, x)
✒✖ ✍✌✑★☛

Λn(M,a, b) ✢
� G ∈ Πn(N, x)

✍✔✓
G − f ∈ Πn(N ′, x′) ✢ ✣✘☛✔ ✗☛ ✎✛✖☞ ✘✍★☛

x = x′
✍✔✓

N ⊆ N ′ ✮ ✘☛✔✜☛
Πn(N, x)

✒✖ ✌ ☛✦✑✗ ✑✏ ☛❍✛✍✦ ☞✑
Πn(N

′, x′) ✢
▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ ☞✘☛ ✔ ✦✛✖☞☛✏ ✡☛✎✎ ✍ ✒ ✢❊ ✍✤✤✦✒☛✖ ✢
✆✖✭� ✿ ✂ �✿●●❄❅❑ ❏❄❁ ❂❈

Λn(A,M, a, b)
❆❅❁ ❁✿✁ ❅❄❅❑ ❆ ❇ ❆●❆■ ❄❅❑ ❂❅

Π′
n(A,M, x) ❊



�✠ ✡✟✡ ✁✍ ✄☎� ☎✝✑☎ ✆ ✄ ✆☎✂✑✍✁ ✻� ✺

✗ ✒✏✖☞ ✬ ✦☛☞ ✛✖ ✜✑✔✜✦✛✓☛ ☞✘✍☞
Λn(A,M, a, b)

✍✓✎ ✒☞✖ ✍ ✤ ☛✏✚☛✜☞ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✢ ✓✍✎ ☛✦✫✬
✗☛ ✎ ✍✫ ✤✍✒✏

G− an
✍✔✓

G+ an ✮ e(G+ an) = e(G)
✍✔✓

Ma(G+ an) = Ma(G) ✢
✓☛✧☞ ✬ ✜✑✔✖✒✓☛✏

Π′
n(A,M, x) ✢ ✸ ✒☞✘

A1 = [n] \M ✬
Ax = M \ A ✬ ✍✔✓

An = A
✬

Π′
n(A,M, x)

☛❍✛✍✦✖

{{1x, 1n, xn}} ∗ EC2
A1

∗ EC2
Ax

∗ EC2
An
,

✗✘☛✏☛
EC2

Ai

✒✖ ☞✘☛ ❍✛✑☞✒☛✔☞ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚
2
✥☛✓✩☛✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✑✔ ☞✘☛ ✖☛☞

Ai ✢ ✰✫
✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔

n
✬ ✚✑✏

k < n
✬
EC2

k

✍✓✎ ✒☞✖ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ✍✦✦ ✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓
✩✏✍✤✘✖

G
✖✍☞✒✖✚✫

⌈

3k − 3

2

⌉

≤ |G| ≤
⌊

5k − 5

3

⌋

. ◆❊✻ ✢❊❖
✰✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ◗ ✢❊✲ ✬ ☞✘✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞

Π′
n(A,M, x)

✍✓✎ ✒☞✖ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✗ ✒☞✘
✍✦✦ ✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✩✏✍✤✘✖

G
✖✍☞✒✖✚✫ ✒✔✩

|G| ≥ 3 +
3|A1| − 3

2
+

3|Ax| − 3

2
+

3|An| − 3

2
=

3n− 3

2
;

|G| ≤ 3 +
5|A1| − 5

3
+

5|Ax| − 5

3
+

5|An| − 5

3
=

5n− 6

2
<

5n− 5

2
.

n 1

k

A

Â = N \A

[k] \ Â

✗ ✒✩✛✏☛ ❊✻ ✢✴ ❋ � ✑✞✒✌✁ ✆✝ Qn(A,N, k) ✆✝ ☞☎✂✌ � ✎ ☎✁✂ ✄✁✒✠✟✘✂✠ ✂✏✏✆✌✄✂✄ ✠✂✝✟☎✂ 2✖✂✠✑✂✖☛✟✝✝✂☛☎✂✠ ✑✞✒✌✁✄ ✓ �✁✂ ✆✝✠✡☛✂✠ ✄✡✡✑✞✒✌✁
H = G([k]) ✆✄ 2✖✂✠✑✂✖☛✟✝✝✂☛☎✂✠ ✗ ✘✁✂✞✂✒✄

H−1k

✆✄ ✝✟☎ ✓ ✁ ✟✞✂✟✔✂✞ ✗
a(H) 6= k

✓

✆✖✭� ❁ ✂ ✛ ✿❁❀❆❄❅❑
Πn(A,N, k)

●❂ ●■ ✿ ❈ ❆❇ ❄❏● Qn(A,N, k)
❆❅❁ ✽ ❆❏●❄●❄❂❅❄❅❑ ❄❅●❂ ●■ ✿

❈ ❆❇ ❄❏❄✿✾
Λk(Â, M̂ , a, b)

P
Π̂k(Â, M̂ , y)

P ❆❅❁
Π′
k(Â, M̂, y) ❊

❉☞ ✏☛✎ ✍✒✔✖ ☞✑ ✜✑✔✖✒✓☛✏
Πn(A,N, x) ✢ ✗✑✏ ✖✒✎✤✦✒✜✒☞✫✬ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞

A = [k + 1, n]
✍✔✓

x = k ✢ ❉✔ Πn(A,N, k)
✬ ✎ ✍☞✜✘ ✗ ✒☞✘

1k ✗✘☛✔☛★☛✏ ✤✑✖✖✒✌✦☛ ✍✔✓ ✦☛☞ Qn(A,N, k) ✌☛
☞✘☛ ✚✍✎ ✒✦✫ ✑✚ ✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✩✏✍✤✘✖ ✢ ❉☞ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ☞✘✍☞ ✗☛ ✜✍✔ ✍✦✗✍✫✖ ✍✓✓ ☞✘☛ ☛✓✩☛

1k
✗✒☞✘✑✛☞ ☛✔✓✒✔✩ ✛✤ ✑✛☞✖✒✓☛

Πn(A,N, k) ✮ ✖☛☛ ✗ ✒✩✛✏☛ ❊✻ ✢✒ ✢ ✸ ✘☛✔ ✏☛✎✑★✒✔✩ ☞✘☛ ☛✓✩☛
1k

✚✏✑✎ ✍ ✩✏✍✤✘
G

✒✔
Πn(A,N, k)

✬ ✗☛ ✗ ✒✦✦ ☛✔✓ ✛✤ ✒✔✖✒✓☛
Πn(A,N, k)

✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚
☛✒☞✘☛✏ ✑✚ ☞✘☛ ✚✑ ✦✦✑✗ ✒✔✩ ✒✖ ☞✏✛☛ ❋



✻�❊ ✁✂✄☎ ✆✝✞ �✠ ✡ � ☞ ✆
2
✄✝✎✁ ✝✄☎☞✍✍✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌

� G− 1k
✒✖ ✍ ✜✍✖☛ ✰ ✺ ✩✏✍✤✘ ✢ ✣✘✒✖ ✒✖ ☛❍✛ ✒★✍✦☛✔☞ ☞✑ ☞✘☛ ✒✔✓✛✜☛✓ ✖✛✌✩✏✍✤✘

G([k])
✌☛✒✔✩ ✍ ✜✍✖☛ ✰❊ ✩✏✍✤✘ ✢

� G − 1k
✒✖ ✍ ✜✍✖☛ ✰❊ ✩✏✍✤✘ ✢ ✣✘✒✖ ✒✖ ☛❍✛✒★✍✦☛✔☞ ☞✑

G([k]) − 1k ✌☛✒✔✩
2
✥☛✓✩☛✥

✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢
✣✘☛ ✜✑✔✜✦✛✖✒✑✔ ✒✖ ☞✘✍☞ ✗☛ ☛✔✓ ✛✤ ✑✛☞✖✒✓☛

Πn(A,N, k)
✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚

G([k]) − 1k
✒✖

✍ ✜✍✖☛ ▼ ✬ ✜✍✖☛ ✰ ✺✬ ✑✏ ✜✍✖☛ ✔ ✩✏✍✤✘ ✢ ✸✏✒☞☛
Â = N \A ✢ ✡☛☞

Λ̂k(Â) ✌☛ ☞✘☛ ✖✛✌✚✍✎ ✒✦✫
✑✚

Λk(Â)
✑✌☞✍✒✔☛✓ ✌✫ ✏☛✎✑★✒✔✩ ✍✦✦ ✜✍✖☛ ✰❊ ✩✏✍✤✘✖ ✢ ✸☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞ Qn(A,N, k)☛❍✛✍✦✖

{{1n, kn}} ∗ EC2
A ∗ Λ̂k(Â).

✣✘☛ ✖✒☞✛✍☞✒✑✔ ✒✖ ✒✦✦✛✖☞✏✍☞☛✓ ✒✔ ✗ ✒✩✛✏☛ ❊✻ ✢✴ ✢ ✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔
k

✬ ✗☛ ✘✍★☛ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜
✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩ ✑✔

EC2
A

✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✩✏✍✤✘✖
G

✖✍☞✒✖✚✫ ◆❊✻ ✢❊❖ ✚✑✏
k = |A| ✢ ✗✑✏

Λ̂k(Â)
✬ ☞✍✙☛ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✤✍✏☞✒☞✒✑✔ ✍✖ ✒✔ ✹☞☛✤ ✒ ✬ ☞✘☛ ✑✌★✒✑✛✖ ☛✧✜☛✤☞✒✑✔ ✌☛✒✔✩ ☞✘✍☞ ✗☛

✔☛☛✓ ☞✑ ✏☛✤✦✍✜☛
Πk(Â, M̂, y) ✗✒☞✘

Π̂k(Â, M̂, y) = Λ̂k(Â) ∩ {G : y = a(G), yk = e(G+ 1y), M̂ = My(G)}.

✣✘☛ ✑☞✘☛✏ ✚✍✎ ✒✦✒☛✖
Λk(Â, M̂ , a, b)

✍✔✓
Π′
k(Â, M̂, y)

✍✏☛ ✓☛✕✔☛✓ ✍✖ ✌ ☛✚✑✏☛ ✢ ✪ ✒✎ ✒✜✙✒✔✩
☞✘☛ ✤✏✑ ✜☛✓✛✏☛ ✒✔ ✹☞☛✤ ◗ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞ ☞✘ ✒✖ ✤✍✏☞✒☞✒✑✔ ✑✚

Λ̂k(Â)
✖✍☞✒✖✕☛✖ ☞✘☛ ✔ ✦✛ ✖☞☛✏

✡☛✎✎ ✍ ✒ ✢❊ ✢

n

k

1

y

A

Ak

A1

Ay

✗ ✒✩✛✏☛ ❊✻ ✢✳ ❋ � ✑✞✒✌✁
G ✆✝ Qn(A,Ak ∪ A,k) ✆✝ ☞☎✂✌ � ✄✡☛✁ ☎✁✒☎

G([k])
✡ ✂✏✟✝✑✄ ☎✟

Π′
k(Ak, Ay, y)

✎ ☎✁✂ ✄✁✒✠✟✘✂✠ ✂✏✏✆✌✄✂✄ ✠✂✝✟☎✂ 2✖✂✠✑✂✖☛✟✝✝✂☛☎✂✠ ✑✞✒✌✁✄ ✓

✆✖✭� ✘ ✂ �✿●●❄❅❑ ❏❄❁ ❂❈
Λk(Â, M̂ , a, b)

❆❅❁ ❁✿✁ ❅❄❅❑ ❆ ❇ ❆●❆■ ❄❅❑ ❂❅
Π′
k(Â, M̂ , y) ❊

▼✖ ✒✔ ✹☞☛✤ ✴ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞
Λk(Â, M̂, a, b)

✍✓✎ ✒☞✖ ✍ ✤☛✏✚☛✜☞ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✍✔✓
☞✘✍☞

Π′
k(Â, M̂ , y)

☛❍✛✍✦✖

{{1y, 1k, yk}} ∗ EC2
A1

∗ EC2
Ay

∗ EC2
Ak
,

✗✘☛✏☛
A1 = [k]\M̂ ✬

Ay = M̂ \ Â ✬ ✍✔✓
Ak = Â ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬

Σ = {{1n, kn}}∗
EC2

A ∗ Π′
k(Â, M̂ , x)

☛❍✛✍✦✖

{{1y, 1k, ky, 1n, kn}} ∗ EC2
A ∗ EC2

A1
∗ EC2

Ay
∗ EC2

Ak
.



�✠ ✡✟✡ ✁✍ ✄☎� ☎✝✑☎ ✆ ✄ ✆☎✂✑✍✁ ✻�✻

✹☛☛ ✗ ✒✩✛✏☛ ❊✻ ✢✳ ✚✑✏ ✍✔ ✒✦✦✛✖☞✏✍☞✒✑✔ ✢ ▼✤✤✦✫✒✔✩ ✣✘☛✑✏☛✎ ◗ ✢❊✲ ✬ ◆❊✻ ✢❊❖ ✬ ✍✔✓ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔
✑✔
n

✬ ☞✘ ✒✖ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞
Σ

✍✓✎ ✒☞✖ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ✍✦✦ ✛✔✎ ✍☞✜✘☛✓ ✩✏✍✤✘✖
G

✖✍☞✒✖✚✫

|G| ≥ 5 +
3|A| − 3

2
+

3|A1| − 3

2
+

3|Ay| − 3

2
+

3|Ak| − 3

2
>

3n− 3

2
;

|G| ≤ 5 +
5|A| − 5

5
+

5|A1| − 5

3
+

5|Ax| − 5

3
+

5|Ak| − 5

3
=

5n− 5

3
.

n

k

1

y

z
A

Ak

A1

Ay

✗ ✒✩✛✏☛ ❊✻ ✢✕ ❋ � ✑✞✒✌✁
G ✆✝ Qn(A,Ak ∪ A,k) ✆✝ ☞☎✂✌ � ✄✡☛✁ ☎✁✒☎

G([k])
✡ ✂✏✟✝✑✄ ☎✟

Π̂k(Ak, Ay, y)
✎ ☎✁✂ ✄✁✒✠✟✘✂✠ ✂✏✏✆✌✄✂✄ ✠✂✝✟☎✂ 2✖✂✠✑✂✖☛✟✝✝✂☛☎✂✠ ✑✞✒✌✁✄ ✓

✆✖✭� ✾ ✂ ✂ ✿✁ ❅❄❅❑ ❆ ❇ ❆●❆■ ❄❅❑ ❂❅
Π̂k(Â, M̂, y) ❊

✣✘☛ ✑✔☛ ✏☛✎✍✒✔ ✒✔✩ ✚✍✎ ✒✦✫ ✒✖
Π̂k(Â, M̂ , y) ✢ ▼ ✩✏✍✤✘

G ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑ ☞✘✒✖ ✚✍✎ ✒✦✫ ✒✚
✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚

G
✜✑✔☞✍✒✔✖ ☞✘☛ ☛✓✩☛✖

1k, ky, yz
✚✑✏ ✖✑✎ ☛

z 6= 1
✍✔✓ ✘✍✖ ☞✘☛ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫

☞✘✍☞
G−{1k, ky, yz} ✜✑✔☞✍✒✔✖ ☞✘✏☛☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✬ ☛✍✜✘

2
✥☛✓✩☛✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✬

✑✔☛ ✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩ {1, z} ✬ ✑✔☛ ✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩
k

✬ ✍✔✓ ✑✔☛ ✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩
y ✢ ✡☛☞

A1 = [k] \ M̂ ✬
Ay = M̂ \ Â ✬ ✍✔✓

Ak = Â ✢ � ✖✒✔✩ ☛✧✍✜☞✦✫ ☞✘☛ ✖✍✎☛ ✍✤✤✏✑✍✜✘ ✍✖ ✒✔ ✹☞☛✤ ✕ ✬ ✗☛
✜✑✔✜✦✛✓☛ ☞✘✍☞ {{1k, ky, yz, 1n, kn}} ∗ EC2

A ∗ Π̂k(Â, M̂ , y)
☛❍✛✍✦✖

{{1k, ky, yz, 1n, kn}} ∗ EC2
A ∗ EC2

A1
∗ EC2

Ay
∗ EC2

Ak✍✔✓ ✘☛✔✜☛ ✍✓✎ ✒☞✖ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✖✍☞✒✖✚✫✒✔✩ ☞✘☛ ✓☛✖✒✏☛✓ ✌✑✛✔✓✖ ✢ ✹☛☛ ✗ ✒✩✛✏☛ ❊✻ ✢✕✚✑✏ ✍✔ ✒✦✦✛✖☞✏✍☞✒✑✔ ✢
▲✮✸✟✼✁✁✻✮✸ ✳

✸☛ ✘✍★☛ ☛✖☞✍✌ ✦✒✖✘☛✓ ☞✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩ ✏☛✖✛✦☞ ❋
✫✬✭✮✯✭✰ ◆✲ ✳✱ ❖❂❏

n ≥ 3
P
NEC2

n

❄✾ ⌈ 3(n−3)
2 ⌉❃❆❂❅❅✿❆●✿❁ ❑ ❄●■ ●■ ✿ ✽ ❏❂✽ ✿❏●● ●■ ❆● ●■ ✿

■ ❂❇ ❂ ❏❂❑● ❑ ❏❂❀✽
H̃i(NEC2

n,Z)
❄✾ ✄✿❏❂ ❀❅ ❏✿✾✾

⌈

3n− 7

2

⌉

≤ i ≤
⌊

5n− 11

3

⌋

. �
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2
✄✝✎✁ ✝✄☎☞✍✍✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌

✜✙ ✚✜ �✜✣✧✣✂✂✁ ✥✁✣ ✤✂✦✤✣✂✁ ✥✣✪ ✦ ✄ ✁✄✣ ✄ ✥✁✣✜ ✧ ✂✁✥✄ ✥✜✄

✣✘✏✑✛✩✘✑✛☞ ☞✘✒✖ ✖☛✜☞✒✑✔ ✬ ✩☛✔☛✏✍☞✒✔✩ ✚✛✔✜☞✒✑✔✖ ✍✏☛ ✑✚ ☞✘☛ ✚✑✏✎ ∑
n rnx

n/(n−1)! ✮ ☞✘ ✒✖✒✖ ☞✑ ✑✌☞✍✒✔ ✍✖ ✖✒✎✤✦☛ ✚✑✏✎✛✦✍✖ ✍✖ ✤✑✖✖✒✌ ✦☛ ✢ ✣✘☛ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✒✔ ☞✘☛ ✤✏☛★✒✑✛✖
✖☛✜☞✒✑✔ ✒✔✓✛✜☛✖ ✍✔ ✛✤✤☛✏ ✌✑✛✔✓ ✑✔ ☞✘☛ ✰☛☞☞✒ ✔✛✎✌☛✏✖ ❋
✫✬✭✮✯✭✰ ◆✲ ✳◆ ❖❂❏

n ≥ 1
P ❏✿● {fn(t) =

∑

i≥0 fn,it
i} ❅✿ ●■ ✿ ❀❅❄❍❀✿ ✾✿❍❀✿❅❆✿ ❂❈

✽ ❂ ❏●❅❂❇ ❄❆❏✾ ❑ ❄●■ ●■ ✿ ✽ ❏❂✽ ✿❏●● ●■ ❆●
F = F (t, x) =

∑

n≥1 fn(t)x
n/(n− 1)!

✾❆●❄✾✁ ✿✾

x · ∂
∂x
F =

F (1 + t3F 2)

1 − t5F 3
◆❊✻ ✢✻❖

❆❅❁
f1(t) = 1 ❊ ❋■ ✿❅

EC2
n

❆❁❇ ❄●✾ ❆❅ ❆❆●❆❏❄❆ ❇❆●❆■ ❄❅❑ ❑ ❄●■
fn,i

❀❅❇❆●❆■ ✿❁ ✾✿●✾ ❂❈
✾❄✄✿

i ❊ ❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P
H = H(x) = F (−1, x) = −∑n≥1 χ̃(EC2

n)x
n/(n− 1)!

✾❆●❄✾✁ ✿✾

xH ′ =
H −H2

1 −H +H2
⇐⇒ H = ln

H

x(1 −H)
.

✂ ✾ ❆ ❆❂❅✾✿❍❀✿❅❆✿P

χ̃(EC2
n) = −

n−1
∑

k=0

(−1)k
(

n

k

)

nn−k−3 · n!

(n− k − 1)!
.

✛ ✿❇❆❏❉ ❊ ✓✑☞☛ ☞✘✍☞
χ̃(EC2

n) = −χ̃(NEC2
n)

✚✑✏
n ≥ 2 ✢

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✗✏✑✎ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ❊✻ ✢✺✬ ✗☛ ✓☛✓✛✜☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ☞✘✏☛☛ ☞✫✤ ☛✖ ✑✚
✜✏✒☞ ✒✜✍✦ ✩✏✍✤✘✖ ✗ ✒☞✘ ✏☛✖✤ ☛✜☞ ☞✑ ☞✘☛ ✩✒★☛✔ ✎✍☞✜✘✒✔✩ ❋

� ✸ ✒☞✘ ✔✑☞✍☞✒✑✔ ✍✖ ✒✔ ✹☞☛✤ ✴ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ✩✏✍✤✘✖ ✑✚ ☞✘☛ ✚✑✏✎

{1x, 1n, xn} ∪G1 ∪Gx ∪Gn,

✗✘☛✏☛
Gi

✒✖ ✍ ✜✏✒☞✒✜✍✦ ✩✏✍✤✘ ✗ ✒☞✘ ✏☛✖✤☛✜☞ ☞✑ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩ ✑✔
EC2

Ai
✢ ✸☛

✎ ✍✫ ✜✘✑✑✖☛
x

✒✔
(n−2) ✗✍✫✖ ✍✔✓

A1, Ax, An
✑✚ ✖✒✖☛

a1, ax, an
◆✗ ✒☞✘ ∑

ai = n❖
✒✔ (n− 3)!

(a1 − 1)!(ax − 1)!(an − 1)!
✗✍✫✖ ✢

� ✸ ✒☞✘ ✔✑☞✍☞✒✑✔ ✍✖ ✒✔ ✹☞☛✤ ✕ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ✩✏✍✤✘✖ ✑✚ ☞✘☛ ✚✑✏✎

{1y, 1x, xy, 1n, xn} ∪G1 ∪Gx ∪Gy ∪Gn,

✗✘☛✏☛
Gi

✒✖ ✍ ✜✏✒☞✒✜✍✦ ✩✏✍✤✘ ✗ ✒☞✘ ✏☛✖✤☛✜☞ ☞✑ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔
EC2

Ai
✢ ✓✑☞☛

☞✘✍☞ ✗☛ ✕✧☛✓
x = k

✍✔✓
An = [k+1, n]

✒✔ ✹☞☛✤ ✳ ✬ ✌✛☞ ☞✘✍☞ ✗✍✖ ✑✔✦✫ ☞✑ ✖✒✎✤✦✒✚✫
✔✑☞✍☞✒✑✔ ✢ ✸☛ ✎✍✫ ✜✘✑✑✖☛

x
✍✔✓

y
✒✔

(n− 2)(n− 3) ✗✍✫✖ ✍✔✓
A1, Ax, Ay, An✑✚ ✖✒✖☛

a1, ax, ay, an
◆✗ ✒☞✘ ∑

ai = n❖ ✒✔ (n− 4)!

(a1 − 1)!(ax − 1)!(ay − 1)!(an − 1)!✗✍✫✖ ✢



�✠ ✡� ✡ �✍✂✆ ✝✞✄ ✆✑�✝ ☎ ✞☞☎ ✝✞ ✆✑✝✌ ☞✂ ✆✂ ✝ ✁ ✑�✝✍ ✆ ✄ ✆☎✂✑✍✁ ✻�◗

� ✸ ✒☞✘ ✔✑☞✍☞✒✑✔ ✍✖ ✒✔ ✹☞☛✤ ✲ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ✩✏✍✤✘✖ ✑✚ ☞✘☛ ✚✑✏✎

{1x, xy, yz, 1n, xn} ∪G1 ∪Gx ∪Gy ∪Gn,

✗✘☛✏☛
Gi

✒✖ ✍ ✜✏✒☞✒✜✍✦ ✩✏✍✤✘ ✗ ✒☞✘ ✏☛✖✤☛✜☞ ☞✑ ✍✔ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔
EC2

Ai
✢

▼✩✍✒✔ ✗☛ ✕✧☛✓
x = k

✍✔✓
An = [k + 1, n]

✬ ✗✘✒✜✘ ✗✍✖ ✑✔✦✫ ✚✑✏ ✖✒✎✤✦✒✜✒☞✫✢ ✸☛
✎✍✫ ✜✘✑✑✖☛

x
✬
y
✬ ✍✔✓

z
✒✔

(n−2)(n−3)(n−4) ✗✍✫✖ ✍✔✓
A1, Ax, Ay , An

✑✚ ✖✒✖☛
a1, ax, ay, an

◆✗ ✒☞✘ ∑
ai = n❖ ✒✔ (n− 5)!

(a1 − 2)!(ax − 1)!(ay − 1)!(an − 1)!
✗✍✫✖ ✢

▼ ✖ ✍ ✜✑✔✜✦✛✖✒✑✔ ✬ ✗ ✒☞✘
fn = fn(t)

✍✔✓
n ≥ 3

✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞

fn
(n− 2)!

=
∑

∑

ai=n

t3
∏

i∈{1,x,n}

fai

(ai − 1)!
+

∑

∑

ai=n

t5
∏

i∈{1,x,y,n}

fai

(ai − 1)!

+
∑

∑

ai=n

t5
fa1

(a1 − 2)!
·

∏

i∈{x,y,n}

fai

(ai − 1)!

✍✔✓ ✘☛✔✜☛ ☞✘✍☞

∂x

(

F

x

)

=
t3F 3

x2
+
t5F 4

x2
+ t5F 3∂x

(

F

x

)

⇐⇒

x∂x(F ) − F = t3F 3 + t5F 4 + xt5F 3∂x(F ) − t5F 4,

✍✔✓ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✢
✣✑ ✜✑✎✤✛☞☛ ☞✘☛ ✟✛✦☛✏ ✜✘✍✏✍✜☞☛✏✒✖☞✒✜ ✑✚

EC2
n

✬ ✗☛ ✔✑☞☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✒✔★☛✏✖☛ ✑✚
H(x)☛❍✛✍✦✖

G(y) = ye−y/(1−y) ✢ ✰✫ ☞✘☛ ✡✍✩✏✍✔✩☛ ✒✔★☛✏✖✒✑✔ ✚✑✏✎✛✦✍ ◆✖☛☛ ✹☞✍✔✦☛✫ ✱✺✺✲✵❖ ✬☞✘☛ ✜✑☛✖ ✜✒☛✔☞ ✑✚
xn

✒✔
H(x)

✒✖ ☛❍✛✍✦ ☞✑ ☞✘☛ ✜✑☛✖ ✜✒☛✔☞ ✑✚
yn−1 ✒✔

(y/G(y))n/n =
(1 − y)neyn/n

✬ ✗✘✒✜✘ ✒✖

n−1
∑

k=0

(−1)k
(

n

k

)

· nn−2−k

(n− 1 − k)!
.

✹✒✔✜☛ ☞✘☛ ✜✑☛✖ ✜✒☛✔☞ ✑✚
xn

✒✔
H(x)

✒✖ ✍✦✖✑ ☛❍✛✍✦ ☞✑ −χ̃(EC2
n)/(n−1)!

✬ ☞✘☛ ✕✔✍✦ ✜✦✍✒✎
✒✔ ☞✘☛ ☞✘☛✑✏☛✎ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ✢ �

▼✖ ✍ ✖✒✓☛ ✔✑☞☛ ✬ ✦☛☞ ✛✖ ✎☛✔☞✒✑✔ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✜✑☛✖ ✜✒☛✔☞ ✑✚
yn/n!

✒✔
G(y)

✒✖ ☞✘☛ ✔✛✎✌☛✏ ✑✚
✤☛✏✎✛☞✍☞✒✑✔✖ ✑✔

n+1
☛✦☛✎ ☛✔☞✖ ✗ ✒☞✘ ☛✧✍✜☞✦✫ ✑✔☛ ✕✧☛✓ ✤✑✒✔☞ ✮ ✖☛☛ ✖☛❍✛☛✔✜☛ ▼ ���❊✒�✒✔ ✹✦✑✍✔☛ ✍✖ ✟✔✜✫✜✦✑✤☛✓✒✍ ✱✺✺✻✵ ✢

✗✑✏ k ≥ 1
✬ ✔✑☞☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✔✑ ✜✏✒☞✒✜✍✦ ✩✏✍✤✘✖ ✒✔

EC2
2k−1 ✗✒☞✘ ✚☛✗☛✏ ☞✘✍✔

3k − 3
☛✓✩☛✖ ✢

▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ◆✲ ✳✲ ❖❂❏
k ≥ 1

P
f2k−1,3k−3

❄✾ ✿❍❀❆❏ ●❂
((2k − 3)!!)2 � f1,0 = 1 ❊



✻�✴ ✁✂✄☎ ✆✝✞ �✠ ✡ � ☞ ✆
2
✄✝✎✁ ✝✄☎☞✍✍✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✣✑ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✒✖ ✒✓☛✔☞✒☞✫✬ ✒✩✔✑✏☛ ☞✘☛
t5F 3 ☞☛✏✎ ✒✔ ☞✘☛ ☛❍✛✍☞✒✑✔ ◆❊✻ ✢✻❖ ✮ ☞✘✒✖

✫✒☛✦✓✖ ☞✘☛ ☛❍✛✍☞✒✑✔

∂x

(

F

x

)

= xt3 ·
(

F

x

)3

⇐⇒ F

x
=

1√
1 − t3x2

.

❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬
∑

k≥0

f2k+1,3k−3
x2k

(2k)!
=

1√
1 − x2

=
∑

k≥0

((2k − 1)!!)2
x2k

(2k)!
;

✘☛✔✜☛ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✢ �

✡☛☞ ✛✖ ✍✦✖✑ ☛✧✍✎ ✒✔☛
f2k,3k−1

✚✑✏
k ≥ 1 ✮ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✔✑ ✜✏✒☞✒✜✍✦ ✩✏✍✤✘✖ ✒✔

EC2
2k ✗✒☞✘

✚☛✗☛✏ ☞✘✍✔
3k − 1

☛✓✩☛✖ ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ◆✲ ✳✙ ❋■ ✿ ❄❅●✿❑ ✿❏✾

f2k,3k−1
✾❆●❄✾❈ ● ●■ ✿ ❄❁✿❅●❄●●

H(x)

x
:=
∑

k≥1

f2k,3k−1
x2k−1

(2k − 1)!
=
x− arcsin(x)

√
1 − x2

(1 − x2)2
.

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✡☛☞
k ≥ 2

✍✔✓ ✗✏✒☞☛
n = 2k ✢ ▼ ✖ ✒✔ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ❊✻ ✢❊ ✬ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛

☞✘✏☛☛ ✜✍✖☛✖ ❋
� ❉✔ ☞✘☛ ✕✏✖☞ ✜✍✖☛ ✬ ✗☛ ✘✍★☛ ✩✏✍✤✘✖ ✑✚ ☞✘☛ ✚✑✏✎

G = {1x, 1n, xn} ∪G1 ∪Gx ∪Gn
✍✔✓ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞ ✑✚

Gi
✒✖
Ai ✢ ❉✚ A1

✬
Ax

✬ ✍✔✓
An

✍✏☛ ✍✦✦ ✑✚ ☛★☛✔ ✖✒✖☛ ✬ ☞✘☛✔
☞✘☛ ✔✛✎✌☛✏ ✑✚ ☛✓✩☛✖ ✒✔

G
✒✖ ✍☞ ✦☛✍✖☞

3 +
∑

i
3|Ai|−2

2 = 3k ✢ ✣✘✛✖ ✗☛ ✎✛✖☞ ✘✍★☛
☞✘✍☞ ☞✗✑ ✑✚ ☞✘☛ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞✖ ✘✍★☛ ✑✓✓ ✖✒✖☛ ✮ ✒✔ ☞✘ ✒✖ ✜✍✖☛ ✒☞ ✒✖ ✤ ✑✖✖✒✌✦☛ ☞✑ ✑✌☞✍✒✔☛✧✍✜☞✦✫

3k − 1
☛✓✩☛✖ ✢

� ❉✔ ☞✘☛ ✖☛✜✑✔✓ ✍✔✓ ☞✘✒✏✓ ✜✍✖☛✖ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ✩✏✍✤✘✖ ✑✚ ☞✘☛ ✚✑✏✎

G = E0 ∪G1 ∪Gx ∪Gy ∪Gn,
✗✘☛✏☛

E0
✒✖ ✍✔ ☛✓✩☛ ✖☛☞ ✑✚ ✖✒✖☛ ✕★☛ ✢ ✣✘✒✖ ☞✒✎ ☛ ✬ ✍✦✦ ✚✑✛✏ ✩✏✍✤✘✖

Gi
✎✛✖☞ ✘✍★☛

✍✔ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞ ✑✚ ✑✓✓ ✖✒✖☛ ✮ ✑☞✘☛✏✗ ✒✖☛ ✬
G ✗✒✦✦ ☛✔✓ ✛✤ ✗ ✒☞✘ ✎✑✏☛ ☞✘✍✔

3k − 1☛✓✩☛✖ ✢
✸✏✒☞☛

fn = fn,⌈ 3n−3
2 ⌉ ✢ ▼✔✍✦✑✩✑✛✖✦✫ ☞✑ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✣✘☛✑✏☛✎ ❊✻ ✢❊ ✬ ✑✔☛ ✎✍✫ ✜✑✔✜✦✛✓☛

☞✘✍☞
f2k

(2k − 2)!
=

∑

∑

ai=n

∏

i∈{1,x,n}

fai

(ai − 1)!
+

∑

∑

ai=n

∏

i∈{1,x,y,n}

fai

(ai − 1)!

+
∑

∑

ai=n

fa1

(a1 − 2)!
·

∏

i∈{x,y,n}

fai

(ai − 1)!
.
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❉✔ ☞✘☛ ✕✏✖☞ ✖✛✎ ✬ ✗☛ ✏☛❍✛✒✏☛ ☞✘✍☞ ☛✧✍✜☞✦✫ ☞✗✑
ai ✌☛ ✑✓✓ ✬ ✗✘☛✏☛✍✖ ✒✔ ☞✘☛ ✑☞✘☛✏ ✖✛✎ ✖ ✬

✍✦✦
ai

✎✛✖☞ ✌☛ ✑✓✓ ✢ ✓☛✔✜☛ ✗ ✒☞✘
F

✓☛✕✔☛✓ ✍✖ ✒✔ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✑✚ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ❊✻ ✢✻ ✬ ✕✧✒✔✩
t

☞✑ ✑✔☛ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞

d

dx

(

H

x

)

=
3F 2H

x2
+
F 4

x2
+ F 3 d

dx

(

F

x

)

⇐⇒

xH ′ = (1 + 3F 2)H + xF 3F ′.

✹✛✌✖☞✒☞✛☞✒✔✩
F = x/

√
1 − x2

✬ ✗☛ ✓☛✏✒★☛ ☞✘☛ ☛❍✛✍☞✒✑✔

xH ′ =
2x2 + 1

1 − x2
H +

x4

(1 − x2)3
⇐⇒

d

dx

(

(1 − x)3/2

x
H

)

=
x2

(1 − x2)3/2
⇐⇒

(1 − x)3/2

x
H =

x

(1 − x2)1/2
− arcsin(x),

✗✘✒✜✘ ✜✑✔✜✦✛✓☛✖ ☞✘☛ ✤✏✑✑✚ ✢ �

✜✙ ✚✙ ✂✦✁✁✦✧ ✜✦✜✁✂✜ ✥✪✄ ✥✜✄ ✄✦✧✦★✦✄✁ ✄✂✦✣✤

✸☛ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✦✑✗☛✏ ✌✑✛✔✓ ✒✔ ✣✘☛✑✏☛✎ ❊✻ ✢✺ ✒✖ ✖✘✍✏✤ ✚✑✏ ✑✓✓
n ✢ ✹✤ ☛✜✒✕ ✜✍✦✦✫✬

✗☛ ✓☛✎✑✔✖☞✏✍☞☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✘✑✎✑✦✑✩✫ ✩✏✑✛✤
H̃3k−5(NEC2

2k−1,Z)
✒✖ ✔✑✔✖☛✏✑ ✚✑✏

k ≥ 2 ✢✌☛✜✍✦✦ ☞✘✍☞
NFC2k−1

✒✖ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✔✑☞ ✚✍✜☞✑✏✥✜✏✒☞ ✒✜✍✦ ✩✏✍✤✘✖ ✑✔
2k − 1★☛✏☞✒✜☛✖ ✮ ✍ ✩✏✍✤✘

G = (V,E)
✒✖ ✚✍✜☞✑✏✥✜✏✒☞ ✒✜✍✦ ✒✚

G(V \ {v}) ✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍ ✤☛✏✚☛✜☞
✎ ✍☞✜✘ ✒✔✩ ✚✑✏ ☛✍✜✘

v ∈ V ✢ ✡☛☞
FC2k−1 ✌☛ ☞✘☛ ❍✛✑☞✒☛✔☞ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚ ✚✍✜☞✑✏✥✜✏✒☞✒✜✍✦

✩✏✍✤✘✖ ✮ FC2k−1 = 2K2k−1/NFC2k−1 ✢ ✣✘✒✖ ✜✑✎✤✦☛✧ ✒✖ ✑✚ ✒✎✤✑✏☞✍✔✜☛ ✒✔ ☞✘☛ ✍✔✍✦✫✖✒✖
✑✚ ☞✘☛ ✜✑✎✤✦☛✧

NMn,k
✑✚ ✩✏✍✤✘✖ ☞✘✍☞ ✓✑ ✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔ ✍✔✫

k
✥✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✮ ✖☛☛ ✔✘✍✤☞☛✏ ❊✒ ✢

✫✬✭✮✯✭✰ ◆✲ ✳✗ ✴✂ ✻✸✁✁✁✮✸ ✭✖ ✷✼ ✳ ✽✘✙❂❃ ❖❂❏
k ≥ 2

P
NFC2k−1

❄✾ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❃
❆❏✿❅● ●❂ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈

((2k − 3)!!)2
✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅

3k − 5 ❊ ✂ ✾ ❆ ❆❂❅✾✿❍❀✿❅❆✿P
FC2k−1

❄✾ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈
((2k − 3)!!)2

✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅
3k − 4 ❊ �

✡✒✔✛✖✖✑✔ ☛☞ ✍✦ ✢ ✱✕✒✵ ✓☛✕✔☛✓ ✍ ●❏✿✿ ❂❈ ●❏❄❆❅❑ ❏✿✾ ☞✑ ✌ ☛ ✍ ✩✏✍✤✘
G

✑✔ ✍ ✦✒✔☛✍✏✦✫
✑✏✓☛✏☛✓ ★☛✏☞☛✧ ✖☛☞

V = {v1, . . . , vn} ✗✒☞✘
vi < vi+1

✖✍☞✒✖✚✫ ✒✔✩ ☛✒☞✘☛✏ ✑✚ ☞✘☛ ✚✑✦✦✑✗ ✒✔✩
✤✏✑✤☛✏☞✒☛✖ ❋

� G
✜✑✔✖✒✖☞✖ ✑✚ ✍ ✖✒✔✩✦☛ ★☛✏☞☛✧ ✢

� ✣✘☛ ☛✓✩☛
v1v2 ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑

G
✬ ✍✔✓ ☞✘☛✏☛ ✒✖ ✍ ✛✔✒❍✛☛ ★☛✏☞☛✧

vi
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

v1vi✍✔✓
v2vi ✌☛✦✑✔✩ ☞✑

G ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘ ✑✌☞✍✒✔☛✓ ✚✏✑✎
G ✌✫ ✏☛✎✑★✒✔✩

☞✘☛ ☞✘✏☛☛ ☛✓✩☛✖
v1v2

✬
v1vi

✬ ✍✔✓
v2vi

✘✍✖ ☞✘✏☛☛ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✬ ☛✍✜✘ ✑✚
✗✘✒✜✘ ✒✖ ✍ ☞✏☛☛ ✑✚ ☞✏✒✍✔✩✦☛✖ ✢



✻�✕ ✁✂✄☎ ✆✝✞ �✠ ✡ � ☞ ✆
2
✄✝✎✁ ✝✄☎☞✍✍✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌

▼✔✫ ☞✏☛☛ ✑✚ ☞✏✒✍✔✩✦☛✖ ✑✔ ☞✘☛ ✖☛☞
[2k − 1]

✒✖ ☛✍✖✒✦✫ ✖☛☛✔ ☞✑ ✌ ☛ ✍ ✎ ✒✔ ✒✎ ✍✦ ✔✑✔✚✍✜☛ ✑✚
NFC2k−1

✱✕✒ ✵ ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ◆✲ ✳✿ ✴✂ ✻✸✁✁✁✮✸ ✭✖ ✷✼ ✳ ✽✘✙❂❃ ❖❂❏

k ≥ 2
P ●■ ✿ ✾✿●

Ck = {[G] : G
❄✾ ❆ ●❏✿✿ ❂❈ ●❏❄❆❅❑ ❏✿✾ ❂❅

[2k − 1]}
❄✾ ❆ ❅❆✾❄✾ ❈ ❂❏

H̃3k−4(FC2k−1; Z)
❆❅❁ ●■ ✿ ✾✿●

C′
k = {∂([G]) : G

❄✾ ❆ ●❏✿✿ ❂❈ ●❏❄❆❅❑ ❏✿✾ ❂❅
[2k − 1]}

❄✾ ❆ ❅❆✾❄✾ ❈ ❂❏
H̃3k−5(NFC2k−1; Z) ❊ �

✰✫ ☞✘☛ ☛✧✍✜☞ ✖☛❍✛☛✔✜☛ ✚✑✏ ☞✘☛ ✤✍✒✏
(2K2k−1 ,NFC2k−1)

✍✔✓ ☞✘☛ ✏☛✎ ✍✏✙ ✌☛✚✑✏☛ ☞✘☛
☞✘☛✑✏☛✎ ✬ ☞✘☛ ✖☛✜✑✔✓ ✖☞✍☞☛✎ ☛✔☞ ✒✖ ✍✔ ✒✎✎☛✓✒✍☞☛ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✑✚ ☞✘☛ ✕✏✖☞ ✢
✫✬✭✮✯✭✰ ◆✲ ✳❁ ❖❂❏

k ≥ 2
P ●■ ✿ ✾✿●✾ Ck ❆❅❁ C′

k

❄❅ ❋■ ✿❂❏✿❇ ✟✝ ❊✆ ❈ ❂❏❇ ❅❆✾✿✾ ❈ ❂❏ ●■ ✿
❑ ❏❂❀✽ ✾

H̃3k−4(EC2
2k−1; Z)

❆❅❁
H̃3k−5(NEC2

2k−1; Z)
P ❏✿✾✽ ✿❆●❄■✿❏● ❊ ✂ ✾ ❆ ❆❂❅✾✿❍❀✿❅❆✿P

H̃3k−4(EC2
2k−1,Z)

❆❅❁
H̃3k−5(NEC2

2k−1,Z)
❆❏✿ ❅❂●■ ❈ ❏✿✿ ❂❈ ❏❆❅❉

((2k − 3)!!)2 ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✼✔☛ ☛✍✖✒✦✫ ✍✓✍✤☞✖ ✑✛✏ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✑✔

EC2
2k−1

✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ✍ ✩✏✍✤✘ ✗ ✒☞✘
3k−3

☛✓✩☛✖ ✒✖ ✜✏✒☞ ✒✜✍✦ ✒✚ ✍✔✓ ✑✔✦✫ ✒✚ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘ ✒✖ ✍ ☞✏☛☛ ✑✚ ☞✏✒✍✔✩✦☛✖ ✑✔ ☞✘☛ ✖☛☞
[2k−1] ✢✹✤ ☛✜✒✕✜✍✦✦✫✬ ✖✗ ✒☞✜✘ ☞✘☛ ✏✑✦☛✖ ✑✚ ☞✘☛ ★☛✏☞✒✜☛✖

2
✍✔✓

n
✒✔ ✑✛✏ ✜✑✔✖☞✏✛✜☞✒✑✔ ✍✔✓ ✤✏✑ ✜☛☛✓

✏☛✜✛✏✖✒★☛✦✫ ✒✔ ☞✘☛ ✔✍☞✛✏✍✦ ✎ ✍✔✔☛✏ ✑✔ ✍ ✩✏✍✤✘ ✍✖ ✒✔ ✗ ✒✩✛✏☛ ❊✻ ✢◗ ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ✒✚
H

✒✖
✍ ✖✛✌✩✏✍✤✘ ✑✌☞✍✒✔☛✓ ✚✏✑✎ ✍ ☞✏☛☛ ✑✚ ☞✏✒✍✔✩✦☛✖

G ✌✫ ✏☛✎✑★✒✔✩ ✍✔ ☛✓✩☛
e
✬ ☞✘☛✔

H
✒✖

✔✑☞
2
✥☛✓✩☛✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✮ ☛✍✜✘ ✑✚

f
✍✔✓

g
✖☛✤✍✏✍☞☛✖

H
✬ ✗✘☛✏☛ {e, f, g} ✒✖ ☞✘☛ ✛✔✒❍✛☛

☞✏✒✍✔✩✦☛ ✒✔
G

✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩
e ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬ Ck ✩☛✔☛✏✍☞☛✖

H̃3k−4(EC2
2k−1; Z)

✍✔✓
C′
k

✩☛✔☛✏✍☞☛✖
H̃3k−5(NEC2

2k−1; Z) ✢ ✰✫ ✣✘☛✑✏☛✎ ✖ ❊✻ ✢◗ ✍✔✓ ❊✻ ✢✴ ✬ ✗☛ ✍✏☛ ✓✑✔☛ ✒✚ ✗☛
✜✍✔ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞ C′

k

✒✖ ✍ ✌✍✖✒✖ ✚✑✏
H̃3k−5(NEC2

2k−1; Z) ✢
✓✑✗ ✬

NFC2k−1
✜✑✔☞✍✒✔✖

NEC2
2k−1 ✢ ✓✍✎☛✦✫✬ ✖✛✤✤✑✖☛ ☞✘✍☞

G
✒✖ ✔✑☞

2
✥☛✓✩☛✥

✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✢ ❉✚ G ✒✖ ✔✑☞ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✬ ☞✘☛✔ ✦☛☞
v ✌☛ ✍ ★☛✏☞☛✧ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ✖✑✎ ☛ ✜✑✔✥

✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔ ✒✔✩
v

✒✖ ✑✓✓ ◆✒ ✢☛ ✢✬ ✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍✔ ✑✓✓ ✔✛✎✌☛✏ ✑✚ ★☛✏✥
☞✒✜☛✖❖ ✢ ✔ ✦☛✍✏✦✫✬

H = G([2k− 1] \ {v}) ✓✑☛✖ ✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔ ✍ ✤☛✏✚☛✜☞ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✬ ✌☛✜✍✛✖☛
H

✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍✔ ✑✓✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✢ ❉✚ G ✒✖ ✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✬ ✦☛☞
e = ab ✌☛ ✍✔ ☛✓✩☛ ✖☛✤✍✥

✏✍☞✒✔✩
G

✒✔☞✑ ☞✗✑ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✮ ✍✖✖✛✎ ☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✜✑✔☞✍✒✔ ✒✔✩
a

✒✖ ✑✓✓ ✢
✣✘☛✔

H = G([2k − 1] \ {b}) ✓✑☛✖ ✔✑☞ ✜✑✔☞✍✒✔ ✍ ✤☛✏✚☛✜☞ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✬ ✍✩✍✒✔ ✌ ☛✜✍✛✖☛
H✜✑✔☞✍✒✔✖ ✍✔ ✑✓✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✢

✸☛ ✜✑✔✜✦✛✓☛ ☞✘✍☞ C′
k

✜✑✔✖☞✒☞✛☞☛✖ ✍✔ ✒✔✓☛✤ ☛✔✓☛✔☞ ✖☛☞ ✒✔
H̃3k−5(NEC2

2k−1,Z)
✍✔✓

✘☛✔✜☛ ✚✑✏✎ ✖ ✍ ✌✍✖✒✖ ✚✑✏ ☞✘✒✖ ✩✏✑✛✤ ✢ ✓✍✎ ☛✦✫✬ ✖✒✔✜☛
NEC2

2k−1

✒✖ ✍ ✖✛✌ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚
NFC2k−1

✬ ✍✔✫ ✌✑✛✔✓✍✏✫ ✒✔ ☞✘☛ ✜✘✍✒✔ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚
NEC2

2k−1 ✗✑✛✦✓ ✍✦✖✑ ✌ ☛ ✍ ✌✑✛✔✓✍✏✫
✒✔ ☞✘☛ ✜✘✍✒✔ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚

NFC2k−1 ✢ �

▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ◆✲ ✳✘ ❖❂❏
k ≥ 2

P ●■ ✿ ✾■ ❄❈ ●✿❁ ❆❂❅❅✿❆●❄■ ❄●● ❁✿❑ ❏✿✿ ❂❈
NEC2

2k−1

✿❍❀❆❏✾
3k−5 ❊

�

✣✘☛ ✍✔✍✦✑✩✑✛✖ ✤✏✑✌✦☛✎ ✚✑✏ ☛★☛✔
n

✏☛✎ ✍✒✔✖ ✛✔✖☛☞☞✦☛✓ ❋



�✠ ✡� ✡ �☞☎ ✍☞✍�✄✍✑✌✂ ✑✍✁ ✂☞✆ ☞✝☞✁� ✁ ✞☞✂☎ ✻�✲

1

2

3

4

5

6

7

−34

1

2

3

4

5

6

7

+46

1

2

3

4

5

6

7

−14

1

2

3

4

5

6

7

✗ ✒✩✛✏☛ ❊✻ ✢✲ ❋ � ✠✆✞✂☛☎✂✠ ✌✒☎✁ ✡ ✂☎✘✂✂✝ ☎✘✟ ☛✞✆☎✆☛✒✏ ✑✞✒✌✁✄ ✆✝ ☎✁✂ ✠✆✑✞✒✌✁ ☛✟✞✞✂✄✌✟✝✠✆✝✑☎✟ ☎✁✂ ✑✆✔✂✝ ✛ ✒☎☛✁✆✝✑ ✓ ✁ ✂✛✟✔✆✝✑ 14 ✆✝ ☎✁✂ ☎✞✄☎ ✄☎✂✌ ✒✝✠ 34 ✆✝ ☎✁✂ ☎✁ ✆✞✠ ✄☎✂✌ ✗ ✘✂ ✟✡☎✒✆✝✒✝✟☎✁✂✞ ✠✆✞✂☛☎✂✠ ✌✒☎✁ ☎✁✒☎ ✂☛✒✝☛✂✏✄ ✟✡☎✄ ☎✁ ✆✄ ✌✒☎✁ ✎ ✄✂✂ ☎✟✞✛ ✒✝ ✆✁✝✞ ✚✟✞ ✆✝✚✟✞✛ ✒☎✆✟✝ ✒✡✟✡☎
✁✟✘ ✌✒☎✁✄ ☛✒✝☛✂✏ ✟✡☎ ✓

▲✮✸� ✭✟✖✁✯✭ ◆✲ ✳✾ ❖❂❏
k ≥ 1

P
H̃3k−3(NEC2

2k,Z)
❄✾ ❈ ❏✿✿ ❂❈ ❏❆❅❉

f2k,3k−1
P ❑■ ✿❏✿

f2k,3k−1
✾❆●❄✾✁ ✿✾ ●■ ✿ ❄❁✿❅●❄●● ❄❅ ❋■ ✿❂❏✿❇ ✟✝ ❊☎ ❊

✣✘☛ ✍✜✫✜✦✒✜ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✒✔ ✣✘☛✑✏☛✎ ❊✻ ✢✺ ✒✖ ✑✤☞✒✎ ✍✦ ✚✑✏
n ≤ 11

✬ ☛✧✜☛✤☞ ✤✑✖✖✒✌ ✦✫ ✚✑✏
n = 10 ✢ ✓✍✎ ☛✦✫✬ ✚✑✏

n = 8
✍✔✓

n ≤ 6
✬ ✍✦✦ ✜✏✒☞✒✜✍✦ ✚✍✜☛✖ ✘✍★☛ ☞✘☛ ✖✍✎ ☛ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔ ✢

✪✑✏☛✑★☛✏ ✬ ✚✑✏
n ∈ {7, 9, 11} ✬ ✍✦✦ ✜✏✒☞ ✒✜✍✦ ✚✍✜☛✖ ✍✏☛ ✜✑✔✜☛✔☞✏✍☞☛✓ ✒✔ ☞✗✑ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔✖ ✢✹✒✔✜☛ ☞✘☛ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✒✖ ✑✤☞✒✎ ✍✦ ✒✔ ☞✘☛ ✦✑✗☛✏ ✑✚ ☞✘☛✖☛ ☞✗✑ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔✖ ✌✫ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ❊✻ ✢✻✍✔✓ ✣✘☛✑✏☛✎ ❊✻ ✢✳ ✬ ☞✘☛ ✎ ✍☞✜✘✒✔✩ ✎✛✖☞ ✌ ☛ ✑✤☞✒✎ ✍✦ ✒✔ ✌✑☞✘ ✓✒✎ ☛✔✖✒✑✔✖ ✢

✵✯✮✁ ✼✭✰ ◆✲ ✳✱☎ ❈✾ ●■ ✿ ❆❆●❆❏❄❆ ❇❆●❆■ ❄❅❑ ❄❅ ▲ ✿❆●❄❂❅ ✟✝ ❊✄ ❂✽ ●❄❇❆❏ ❈ ❂❏
n = 10

❆❅❁
n ≥ 12 ✁ ❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P ❄✾

NEC2
n

✾✿❇ ❄❃❆❂ ❏ ❏❆✽ ✾❄❅❏✿ ❂■✿❏
Z ✁

▼✖ ✗ ✒✩✛✏☛ ❊✻ ✢✲ ☛✧☛✎✤✦✒✕☛✖ ✬ ✔✑☞ ✍✦✦ ✜✏✒☞ ✒✜✍✦ ✩✏✍✤✘✖
G

✍✔✓
H

✘✍★☛ ☞✘☛ ✤✏✑✤ ☛✏☞✫ ☞✘✍☞
G 6−→ H ✢ ❉✔ ✤✍✏☞✒✜✛✦✍✏ ✬ ✗☛ ✜✍✔✔✑☞ ✑✌☞✍✒✔ ✍ ✖✑✦✛☞✒✑✔ ☞✑ ✯✏✑✌✦☛✎ ❊✻ ✢✺� ✌✫ ✖✒✎✤✦✫
✏☛✚☛✏✏✒✔✩ ☞✑ ✔✑✏✑✦✦✍✏✫ ✒ ✢✺✻ ✢
✜✙ ✚� ✁✦✤ ✜✦✜✁✂✜ ✥✪✄ ✥✜✄ ✄✦✧✦★✦✄✁ ✄✂✦✣✤

✗ ✒✔✍✦✦✫✬ ✗☛ ✖✘✑✗ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✛✤✤☛✏ ✌✑✛✔✓ ✒✔ ✣✘☛✑✏☛✎ ❊✻ ✢✺ ✒✖ ✖✘✍✏✤ ✢
✂✭✰✰✷ ◆✲ ✳✱✱ ❄✿●

G ❅✿ ❆ ❆❏❄●❄❆❆❏ ❑ ❏❆✽ ■ ❑ ❄●■ ❏✿✾✽ ✿❆● ●❂ ●■ ✿ ❑ ❄■✿❅ ❆❆●❆❏❄❆ ❇❆●❆■ ❄❅❑
❂❅

EC2
n

❆❅❁ ❏✿●
ûG ❅✿ ●■ ✿ ❆❂❏❏✿✾✽ ❂❅❁❄❅❑ ❑ ❏❂❀✽ ✿❏✿❇ ✿❅● ❄❅ ●■ ✿ ❏✿✾❀ ❏●❄❅❑ ❆■ ❆❄❅ ❆❂❇✽ ❏✿✚

U
❄❅ ❋■ ✿❂❏✿❇ ☎ ❊✄✆�

✾✿✿ ✂❂❏❂❏ ❏❆❏● ☎ ❊✄�❊ ❈❈ ❆❏ ❏
2

❃❆❂❅❅✿❆●✿❁ ❆❂❇✽ ❂❅✿❅●✾ ❄❅
G

❆❂❅●❆❄❅
✿❄●■ ✿❏ ●■ ❏✿✿ ❂❏ ❈ ❂❀❏ ■✿❏●❄❆✿✾P ●■ ✿❅

∂(ûG) = 0 ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ▼✦✦

2
✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖ ✘✍★✒✔✩ ★☛✏☞☛✧ ✖✒✖☛ ☞✘✏☛☛ ✑✏ ✚✑✛✏ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞

G✒✖ ☛✒☞✘☛✏ ✍✖ ✒✔ ✗ ✒✩✛✏☛ ❊✻ ✢◗ ✑✏ ✍✖ ✒✔ ✗ ✒✩✛✏☛ ❊✻ ✢✳ ✮ ✗☛ ☞✘✛✖ ✘✍★☛ ☞✗✑ ✜✍✖☛✖ ✢ ✸☛ ✛✖☛
✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔

n
☞✑ ✤✏✑★☛ ☞✘☛ ✓☛✖✒✏☛✓ ✏☛✖✛✦☞ ✢

❉✔ ☞✘☛ ✕✏✖☞ ✜✍✖☛ ✬ ☞✘☛ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩ ☞✘☛ ★☛✏☞✒✜☛✖
1

✍✔✓
n

✒✖ ✍ ☞✏✒✍✔✩✦☛ ✮✦☛☞
x ✌☛ ☞✘☛ ☞✘ ✒✏✓ ★☛✏☞☛✧ ✒✔ ☞✘ ✒✖ ☞✏✒✍✔✩✦☛ ✢ G ✒✖ ☞✘☛ ✛✔✒✑✔ ✑✚ ☞✘✒✖ ☞✏✒✍✔✩✦☛ ✍✔✓ ☞✘✏☛☛

2
✥☛✓✩☛✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✩✏✍✤✘✖

G1
✬
Gx

✬ ✍✔✓
Gn ✢ ✰✫ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✑✔

n
✬ ☛✍✜✘

Gi
✜✑✏✏☛✖✤✑✔✓✖

☞✑ ✍ ✩✏✑✛✤ ☛✦☛✎ ☛✔☞
ûi

✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✌✑✛✔✓✍✏✫ ✑✚
ûi

★✍✔✒✖✘☛✖ ✒✔ ☞✘☛ ✜✘✍✒✔ ✜✑✎✤✦☛✧
✑✚

EC2
V (Gi) ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ☞✘☛ ✌✑✛✔✓✍✏✫ ✑✚ ☞✘☛ ☛✦☛✎☛✔☞

û0 = [1x] ∧ [1n] ∧ [xn]
✒✔ ☞✘☛



✻ ✺� ✁✂✄☎ ✆✝✞ �✠ ✡ � ☞ ✆
2
✄✝✎✁ ✝✄☎☞✍✍✝☎✆✝✎ ✁✞✄☎✂✌

✜✘✍✒✔ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚
EC2

{1,x,n}
✒✖ ✖☛✏✑ ✢ ❉☞ ✚✑✦✦✑✗ ✖ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✌✑✛✔✓✍✏✫ ✑✚ ☞✘☛ ☛✦☛✎ ☛✔☞

û = û0 ∧ û1 ∧ ûx ∧ ûn
✒✔ ☞✘☛ ✜✘✍✒✔ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚

EC2
n

✒✖ ✖☛✏✑ ✢ � ✖✒✔✩ ✍✔ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔
✍✏✩✛✎ ☛✔☞ ✬ ✑✔☛ ☛✍✖✒✦✫ ✜✑✔✜✦✛✓☛✖ ☞✘✍☞ ✍✦✦ ✩✏✍✤✘✖ ✍✤✤☛✍✏✒✔✩ ✒✔ ☞✘☛ ✖✛✎

û
✍✏☛ ✎ ✍☞✜✘☛✓

✗ ✒☞✘ ✖✎ ✍✦✦☛✏ ✩✏✍✤✘✖ ✢ ✣✘✛✖
û = ûG ✢

❉✔ ☞✘☛ ✖☛✜✑✔✓ ✜✍✖☛ ✬ ☞✘☛ ☛✓✩☛ ✖☛☞ ✑✚ ☞✘☛ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✜✑✔☞✍✒✔✒✔✩ ☞✘☛ ★☛✏☞✒✜☛✖
1

✍✔✓
n

✒✖ ✑✚ ☞✘☛ ✚✑✏✎ {1y, 1k, ky, 1n, kn} ✚✑✏ ✖✑✎ ☛ ★☛✏☞✒✜☛✖
k

✍✔✓
y ✢ G ✒✖ ☞✘☛ ✛✔✒✑✔ ✑✚ ☞✘✒✖

✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✍✔✓ ✚✑✛✏
2
✥☛✓✩☛✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✩✏✍✤✘✖

G1
✬
Gk

✬
Gy

✬ ✍✔✓
Gn ✢ ▼ ✖ ✍✌✑★☛ ✬ ☛✍✜✘

Gi
✜✑✏✏☛✖✤✑✔✓✖ ☞✑ ✍ ✩✏✑✛✤ ☛✦☛✎ ☛✔☞

ûi
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

∂(ûi) = 0 ✢ ✪ ✑✏☛✑★☛✏ ✬ ☞✘☛ ✌✑✛✔✓✍✏✫
✑✚ ☞✘☛ ☛✦☛✎ ☛✔☞

û0 = [1y] ∧ [1n] ∧ [ky] ∧ [kn] ∧ ([1k] − [yn])
✒✔ ☞✘☛ ✜✘✍✒✔ ✜✑✎✤✦☛✧ ✑✚

EC2
{1,k,y,n}

✒✖ ✖☛✏✑ ✢ ▼ ✖ ✒✔ ☞✘☛ ✕✏✖☞ ✜✍✖☛ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ✍✔ ☛✦☛✎ ☛✔☞
û

✒✔ ☞✘☛ ✜✘✍✒✔ ✜✑✎✤✦☛✧
✑✚

EC2
n

✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ☞✘☛ ✌✑✛✔✓✍✏✫ ★✍✔✒✖✘☛✖ ✢ ✓✑✗ ✬ ✜✑✔✖✒✓☛✏ ✍ ✩✏✍✤✘
G′ ✍✤✤☛✍✏✒✔✩ ✒✔

☞✘☛ ✖✛✎
û

✖✛✜✘ ☞✘✍☞
yn ∈ G′ ✍✔✓

1k /∈ G′ ✢ ✣✘☛✔ {1y, yn, ky, 1n, kn} ✚✑✏✎ ✖ ✍
2
✥

✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞ ✒✔
G′ ✬ ✗✘✒✜✘ ✒✎✤✦✒☛✖ ☞✘✍☞

G′ ✌☛✦✑✔✩✖ ☞✑
Λn(A,M, y, 1)

✚✑✏
✖✑✎ ☛ ✖☛☞✖

A
✍✔✓

M ✢ ▼ ✖ ✍ ✜✑✔✖☛❍✛☛✔✜☛ ✬
G′ ✒✖ ✎ ✍☞✜✘☛✓ ✗ ✒☞✘ ☞✘☛ ✖✎ ✍✦✦☛✏ ✩✏✍✤✘

G′−yn ✢ ▼✔ ✒✔✓✛✜☞✒✑✔ ✍✏✩✛✎ ☛✔☞ ✫✒☛✦✓✖ ☞✘✍☞ ✍✦✦ ✔✑✔✜✏✒☞✒✜✍✦ ✩✏✍✤✘✖
G′ ✒✔

û
✖✛✜✘ ☞✘✍☞

1k ∈ G′ ✍✔✓
yn /∈ G′ ✍✏☛ ✍✦✖✑ ✎ ✍☞✜✘☛✓ ✗ ✒☞✘ ✖✎ ✍✦✦☛✏ ✩✏✍✤✘✖ ✢ ▼✩✍✒✔ ✬ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ☞✘✍☞

û = ûG ✢ �

✫✬✭✮✯✭✰ ◆✲ ✳✱◆ ❖❂❏
n ≥ 3

P ●■ ✿ ❆❂❇✽ ❏✿✚
NEC2

n

■ ❆✾ ❅❂❅■❆❅❄✾■ ❄❅❑ ■ ❂❇ ❂❏❂❑● ❄❅
❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅ ⌊ 5n−11

3

⌋ ❅❀● ❅❂ ■ ❂❇ ❂❏❂❑● ❆❅❂■✿ ●■ ❄✾ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅ ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✰✫ ✡☛✎✎✍ ❊✻ ✢✺✺✬ ✗☛ ✔☛☛✓ ✑✔✦✫ ✤✏✑★☛ ☞✘✍☞ ☞✘☛✏☛ ✍✏☛ ✜✏✒☞✒✜✍✦ ✩✏✍✤✘✖ ✒✔

EC2
n✗✒☞✘ ☞✘☛ ✎ ✍✧✒✎✛✎ ✔✛✎✌☛✏ ⌊ 5n−5

3 ⌋ ✑✚ ☛✓✩☛✖ ✖✛✜✘ ☞✘✍☞ ✍✦✦
2
✥✜✑✔✔☛✜☞☛✓ ✜✑✎✤✑✔☛✔☞✖

✜✑✔☞✍✒✔ ☞✘✏☛☛ ✑✏ ✚✑✛✏ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✢ ✣✘✒✖ ✒✖ ✜✦☛✍✏ ✒✚
n = 3

✑✏
n = 4 ✢ ▼ ✖✖✛✎☛ ☞✘✍☞

n ≥ 5✍✔✓ ✗✏✒☞☛
n = 3k + r

✬ ✗✘☛✏☛
k ≥ 0

✍✔✓
r ∈ {5, 6, 7} ✢

� ❉✚ r = 5
✬ ☞✘☛✔ ☞✍✙☛ ☞✘☛ ✗☛✓✩☛ ✑✚

k
✜✑✤ ✒☛✖ ✑✚ ☞✘☛ ✩✏✍✤✘

G4
✑✔ ✚✑✛✏ ★☛✏☞✒✜☛✖

✗ ✒☞✘ ☛✓✩☛ ✖☛☞ {12, 13, 14, 23, 24} ✍✔✓ ☞✗✑ ✜✑✤✒☛✖ ✑✚ ☞✘☛ ☞✏✒✍✔✩✦☛ ✩✏✍✤✘
G3 ✗✒☞✘

☛✓✩☛ ✖☛☞ {12, 13, 23} ✢
� ❉✚ r = 6

✬ ☞✘☛✔ ☞✍✙☛ ☞✘☛ ✗☛✓✩☛ ✑✚
k + 1

✜✑✤✒☛✖ ✑✚
G4

✍✔✓ ✑✔☛ ✜✑✤✫ ✑✚
G3 ✢

� ❉✚ r = 7
✬ ☞✘☛✔ ☞✍✙☛ ☞✘☛ ✗☛✓✩☛ ✑✚

k + 2
✜✑✤✒☛✖ ✑✚

G4 ✢
✣✘☛ ✔✛✎✌☛✏ ✑✚ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✒✔ ☞✘☛ ✏☛✖✛✦☞✒✔✩ ✩✏✍✤✘ ✒✖ ✑✔☛ ✎✑✏☛ ☞✘✍✔ ☞✘☛ ✖✛✎ ✑✚ ☞✘☛
✔✛✎✌☛✏ ✑✚ ★☛✏☞✒✜☛✖ ✒✔ ☞✘☛ ✖☛✤✍✏✍☞☛ ✩✏✍✤✘✖ ✎ ✒✔✛✖ ☞✘☛ ✔✛✎✌☛✏ ✑✚ ✩✏✍✤✘✖ ✢ ✣✘✒✖ ✒✖

n✒✔ ☛✍✜✘ ✑✚ ☞✘☛ ☞✘✏☛☛ ✜✍✖☛✖ ✢ ✼✔☛ ☛✍✖✒✦✫ ✜✘☛✜✙✖ ☞✘✍☞ ✗☛ ✑✌☞✍✒✔ ✍ ✩✏✍✤✘ ✒✖✑✎✑✏✤✘✒✜ ☞✑
✖✑✎ ☛ ✜✏✒☞✒✜✍✦ ✩✏✍✤✘ ✒✔ ✍✦✦ ☞✘✏☛☛ ✜✍✖☛✖ ✢ ✪✑✏☛✑★☛✏ ✬ ☞✘☛ ✔✛✎✌☛✏ ✑✚ ☛✓✩☛✖ ✒✖ ☛✍✖✒✦✫ ✖☛☛✔
☞✑ ✌ ☛

5k + 2r − 4 = 5n
3 + r−12

3 = 5n−5
3 ✢ �



�✂✝☎ ✁✂✂

✄ ☎✠�✁✄✁ ✄☎✂ ✂✆✄✄ ☎✄ ✂✄✆✁

✻ ✺✺





�✁✂✄☎✆✝ �✟

☛ ✂✄✡☞✁ �✝✁✂✂ ✂☎✂
k
✁✄ ✄✆☎☞ ✂☎✂✁

✸☎ ✆☎✝✞☎✟ ✠✡☎ ☛ ☞✞✌ ✍✌✎✟✌ ✆☎✏✑✒✠✏ ☞✓✎✑✠ ✠✡☎ ✔✎☛✕✒☎✖ NMn,k ✎✗ ✘✆☞✕✡✏ ✎✌ n ✝☎✆✠✞✔☎✏
✠✡☞✠ ✙✎ ✌✎✠ ✔✎✌✠☞✞✌ ☞ k✚☛ ☞✠✔✡ ✞✌✘ ✛ ✠✡☎✏☎ ✆☎✏✑ ✒✠✏ ☞✆☎ ✙✑☎ ✠✎ ✜✞✌✑✏✏✎✌ ✢ ✹✡☞✆☎✏✡✞☞✌ ✢
☞✌✙ ✸☎✒✍☎✆ ✱✕✒ ✵ ✣ ✤✡☎✞✆ ☛ ✎✏✠ ✕✆✎☛ ✞✌☎✌✠ ☞✔✡✞☎✝☎☛ ☎✌✠ ✞✏ ✠✡☎ ✆☎✏✑✒✠ ✠✡☞✠ NMn,k ✞✏
✡✎☛✎✠✎✕✥ ☎❍✑✞✝☞✒☎✌✠ ✠✎ ☞ ✟☎✙✘☎ ✎✗ ✏✕✡☎✆☎✏ ✎✗ ✙✞☛ ☎✌✏✞✎✌ 3k − 4 ✛ ✠✡☎ ✌✑☛✓☎✆ ✎✗
✏✕✡☎✆☎✏ ✞✌ ✠✡☎ ✟☎✙✘☎ ✞✏ ☞ ✕✎✒✥✌✎☛ ✞☞✒ ✞✌ n ✗✎✆ ☎☞✔✡ k ✣ ✤✡☎✥ ✕✆✎✝☎✙ ☞ ✏✞☛ ✞✒☞✆ ✗✎✆☛✑✒☞
✗✎✆ ✠✡☎ ✔✎☛✕✒☎✖ NMm+n,k(Km,n) ✎✗ ✏✑✓✘✆☞✕✡✏ ✎✗ Km,n ✠✡☞✠ ✙✎ ✌✎✠ ✔✎✌✠☞✞✌ ☞ k✚
☛ ☞✠✔✡ ✞✌✘ ✣
✫✬✭✮✯✭✰ ◆✙ ✳✱ ✴✂ ✻✸✁✁✁✮✸ ✭✖ ✷✼ ✳ ✽✘✙❂❃ ❄✿●

Π1
n−1(k) ❅✿ ●■ ✿ ❈ ❆❇ ❄❏● ❂❈ ✽ ❆❏●❄●❄❂❅✾

U = {U1, . . . , Un−2k+1}
❂❈

[n− 1]
✾❀❆■ ●■ ❆● |Ui| ❄✾ ❂❁❁ ❈ ❂❏ ✿❆❆■

Ui ❊ ❋■ ✿❅
NMn,k

❄✾
■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈

gk(n)
✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅

3k − 4
P ❑■ ✿❏✿

gk(n) =
∑

U∈Π1
n−1(k)

n−2k+1
∏

i=1

((|Ui| − 2)!!)2 . ◆❊✒ ✣✺❖

❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P
gk(n)

❄✾ ❆ ✽ ❂ ❏●❅❂❇ ❄❆❏ ❄❅
n

❂❈ ❁✿❑ ❏✿✿
3k − 3

✾❀❆■ ●■ ❆●
gk(2k) =

((2k − 3)!!)2
❆❅❁

gk(i) = 0
❈ ❂❏

1 ≤ i ≤ 2k − 1 ❊ �

✤✡☎ ✕✆✎✎✗ ✎✗ ✜✞✌✑✏✏✎✌ ☎✠ ☞✒ ✣ ✆☎✒✞☎✏ ✎✌ ✙✞✏✔✆☎✠☎ ✦✎✆✏☎ ✠✡☎✎✆✥ ☞✌✙ ✠✡☎ ✎☞✒✒☞✞✚✟✙☛✎✌✙✏
✏✠✆✑✔✠✑✆☎ ✠✡☎✎✆☎☛ ✛ ✏☎☎ ✜✎✝✂✏✖ ☞✌✙ ✧✒✑☛☛☎✆ ✱✕✴✵ ✗✎✆ ✙☎✠☞✞✒✏ ☞✓✎✑✠ ✠✡✞✏ ✠✡☎✎✆☎☛ ✣

✤✎ ✏☎☎ ✠✡☞✠ gk(n) ✞✏ ✞✌✙☎☎✙ ☞ ✕✎✒✥✌✎☛ ✞☞✒ ✟ ✞✠✡ ✠✡☎ ✘✞✝☎✌ ✕✆✎✕☎✆✠✞☎✏ ✢ ✒☎✠ ✑✏ ✞✌✝☎✏✠✞✚
✘☞✠☎ ✠✡☎ ✗✎✆☛✑✒☞ ◆❊✒ ✣✺❖ ✞✌ ✘✆☎☞✠☎✆ ✙☎✠☞✞✒ ✣ ✜☎✠ λ = (λ1, . . . , λr) ✓☎ ☞ ✟☎☞✍✒✥ ✙☎✔✆☎☞✏✚
✞✌✘ ✏☎❍✑☎✌✔☎ ✎✗ ✎✙✙ ✞✌✠☎✘☎✆✏ ✏✑✔✡ ✠✡☞✠ λi ≥ 3 ☞✌✙ ✏✑✔✡ ✠✡☞✠∑i λi = 2k−2+r

✣ ✤✡☎✆☎
☞✆☎ ★✌✞✠☎✒✥ ☛ ☞✌✥ ✏✑✔✡ ✏☎❍✑☎✌✔☎✏ ✢ ✓☎✔☞✑✏☎ 2k − 2 + r =

∑

i λi ≥ 3r ✢ ✟✡✞✔✡ ✞☛✕✒✞☎✏
✠✡☞✠ r ≤ k − 1

✣ ✸✆✞✠☎ l(λ) = r
✣ ✤✡☎ ✌✑☛✓☎✆ ✎✗ ✕☞✆✠✞✠✞✎✌✏ U = {U1, . . . , Un−2k+1}

✎✗ [n− 1] ✏✑✔✡ ✠✡☞✠ |Ui| = λi ✗✎✆ 1 ≤ i ≤ l(λ) ☞✌✙ |Ui| = 1 ✎✠✡☎✆✟ ✞✏☎ ✞✏

cλ ·
(

n− 1

2k − 2 + l(λ)

)

, ◆❊✒ ✣❊❖

✻ ✺✻



✻ ✺✒ ✁✂✄☎ ✆✝✞ �� ✡ ✁✞✄☎✂✌ ✁�☞✑✎✑✍✁
k
✄✏✄✆☎✂✑✍✁ ✌

✟✡☎✆☎ cλ ✞✏ ✠✡☎ ✌✑☛✓☎✆ ✎✗ ✕☞✆✠✞✠✞✎✌✏ U = {U1, . . . , Ul(λ)} ✎✗ [2k−2+ l(λ)] ✏✑✔✡ ✠✡☞✠
|Ui| = λi ✗✎✆ ☞✒✒ i ✣ ✤✡✞✏ ✞☛✕✒✞☎✏ ✠✡☞✠ gk(n) ✞✏ ☞ ✕✎✒✥✌✎☛ ✞☞✒ ✢ ✓☎✞✌✘ ☞ ★✌✞✠☎ ✏✑☛ ✎✗
☎✖✕✆☎✏✏✞✎✌✏ ✎✗ ✠✡☎ ✗✎✆☛ ◆❊✒ ✣❊❖ ✣ ✦ ✎✆☎ ✕✆☎✔✞✏☎✒✥✢

gk(n) =
∑

λ

(

n− 1

2k − 2 + l(λ)

)

· cλ ·
l(λ)
∏

i=1

((λi − 2)!!)2 , ◆❊✒ ✣✻❖

✟✡☎✆☎ ✠✡☎ ✏✑☛ ✞✏ ✎✝☎✆ ☞✒✒ λ ✟✞✠✡ ✕✆✎✕☎✆✠✞☎✏ ☞✏ ☞✓✎✝☎ ✣ ▼ ✏ ☞ ✔✎✌✏☎❍✑☎✌✔☎ ✢ ✟☎ ✡☞✝☎
✠✡☎ ✗✎✒✒✎✟ ✞✌✘ ✔✎✆✎✒✒☞✆✥ ❋▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ◆✙ ✳◆ ❋■ ✿ ❆❂✿� ❆❄✿❅● ❂❈ ●■ ✿ ■ ❄❑■ ✿✾●❃❁✿❑ ❏✿✿ ●✿❏❇

n3k−3 ❄❅
gk(n)

✿❍❀❆❏✾
1

(k−1)!6k−1 ❊ ❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P

gk(n) ∼ 1

(k − 1)!
·
(

n3

6

)k−1

.

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✤✡☎ ✎✌✒✥ ✟☎☞✍✒✥ ✙☎✔✆☎☞✏✞✌✘ ✏☎❍✑☎✌✔☎ λ ✏✑✔✡ ✠✡☞✠ ∑i λi = 2k − 2 + l(λ) ≥
3k − 3 ☞✌✙ λi ≥ 3 ✗✎✆ ☞✒✒ i ✞✏ ✠✡☎ ✏☎❍✑☎✌✔☎ ✔✎✌✏✞✏✠✞✌✘ ✎✗ k − 1 ✠✡✆☎☎✏ ✣ ✔ ✒☎☞✆✒✥✢
cλ = (3k−3)!

(k−1)!(3!)k−1 ✢ ✟✡✞✔✡ ✔✎✌✔✒✑✙☎✏ ✠✡☎ ✕✆✎✎✗ ✣ �
✸☎ ✘✞✝☎ ☞✌ ☞✒✠☎✆✌☞✠✞✝☎ ✕✆✎✎✗ ✠✡☞✠ gk ✞✏ ☞ ✕✎✒✥✌✎☛ ✞☞✒ ✞✌ ☞ ✏☎✕☞✆☞✠☎ ☛ ☞✌✑✏✔✆✞✕✠ ✱✴✳✵ ✢
✟✡☎✆☎ ✟☎ ☞✒✏✎ ✙☎✙✑✔☎ ✠✡☞✠ gk(0) = (−1)k−1 ✣ ✟❍✑✞✝☞✒☎✌✠✒✥✢ ✠✡☎ ✕✎✒✥✌✎☛ ✞☞✒ ✔✎✑✌✠✞✌✘
✠✡☎ ✆☎✙✑✔☎✙ ✟✑✒☎✆ ✔✡☞✆☞✔✠☎✆✞✏✠✞✔ ☎❍✑☞✒✏ −1 ☞✠ 0

✣ ✗✎✆ ✏☛ ☞✒✒ ✝☞✒✑☎✏ ✎✗ k ✢ ✎✌☎ ☛ ☞✥
☎☞✏✞✒✥ ✔✎☛✕✑✠☎ ☞✌ ☎✖☞✔✠ ✗✎✆☛✑✒☞ ✗✎✆ gk(n)

❋
✵✯✮� ✮✁✻✖✻✮✸ ◆✙ ✳✲ �✿ ■ ❆■✿ ●■ ❆●

g2(n) =

(

n− 1

3

)

;

g3(n) =

(

n− 1

5

)

· 5n− 3

3
;

g4(n) =

(

n− 1

7

)

· 35n2 − 28n+ 9

9
;

g5(n) =

(

n− 1

9

)

· (5n− 1)(35n2 − 14n+ 15)

15
;

g6(n) =

(

n− 1

11

)

· 385n4 + 374n2 + 9

9
;

g7(n) =

(

n− 1

13

)

· 1001n2(175n3 + 175n2 + 410n + 218) + 83343n − 945

945
;

g8(n) =

(

n− 1

15

)

· 1001n3(25n3 + 60n2 + 145n + 168) + 120107n2 + 34428n + 27

27
.



✻ ✺◗

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✤✡✞✏ ✞✏ ✶✑✏✠ ☞ ☛ ☞✠✠☎✆ ✎✗ ☞✕✕✒✥✞✌✘ ✗✎✆☛✑✒☞ ◆❊✒ ✣✻❖ ✣ ✗✎✆ ☎✖☞☛✕✒☎ ✢ ✗✎✆ k = 4 ✢
✠✡☎✆☎ ☞✆☎ ✠✡✆☎☎ ✆☎✒☎✝☞✌✠ ✏☎❍✑☎✌✔☎✏ λ ✛ ✠✡☎✏☎ ☞✆☎ (7), (5, 3) ☞✌✙ (3, 3, 3)

✣ ✼✓✏☎✆✝✞✌✘
✠✡☞✠ c(7) = 1 ✢ c(5,3) = 56 ✢ ☞✌✙ c(3,3,3) = 280 ✢ ✟☎ ✞☛☛☎✙✞☞✠☎✒✥ ✎✓✠☞✞✌ ✠✡☎ ✙☎✏✞✆☎✙
✗✎✆☛✑✒☞ ✗✎✆ g4(n)

✣
�

✤✡☎ ✔✎☎✖ ✔✞☎✌✠✏ ✞✌ g8(n) ☞✆☎ ✌✎✠ ☞✒✠☎✆✌☞✠✞✌✘ ✛ ✠✡☎ ✔✎☎✖ ✔✞☎✌✠✏ ✎✗ 1 ✢ n ✢ ☞✌✙ n2 ☞✆☎ ☞✒✒
✌☎✘☞✠✞✝☎ ✣ ❉✌ ✗☞✔✠ ✢ g8 ✡☞✏ ✠✟✎ ✆☎☞✒ ☞✌✙ ✌☎✘☞✠✞✝☎ ✆✎✎✠✏ ✣ g4 ☞✌✙ g5 ✡☞✝☎ ✠✟✎ ✌✎✌✆☎☞✒
✆✎✎✠✏ ✢ ✟✡☎✆☎☞✏ g6, g7 ✢ ☞✌✙ g8 ✡☞✝☎ ✗✎✑✆ ✌✎✌✆☎☞✒ ✆✎✎✠✏ ✣ ✗✎✆ k ≤ 6 ✢ ✠✡☎ ✆☎☞✒ ✕☞✆✠ ✎✗
☎☞✔✡ ✆✎✎✠ ✎✗ hk(n) = gk(n)/

(

n−1
2k−1

) ☎❍✑☞✒✏ (6 − k)/5
✣ ✤✡✞✏ ✞✌✠✆✞✘✑✞✌✘ ✕✆✎✕☎✆✠✥ ✙✎☎✏

✌✎✠ ✡✎✒✙ ✗✎✆ h7(n) ☞✌✙ h8(n) ✢ ✓✑✠ ✞✠ ✙✎☎✏ ✡✎✒✙ ✗✎✆ ✠✡☎ ✏✒✞✘✡✠✒✥ ☛✎✙✞★☎✙ ✕✎✒✥✌✎☛ ✞☞✒
h7(n) + 55296

4375

✣
✗✎✆ n ✎✙✙ ✢ ✆☎✔☞✒✒ ✠✡☞✠ ☞ ✘✆☞✕✡ G ✎✌ n ✝☎✆✠✞✔☎✏ ✞✏ ✗☞✔✠✎✆✚✔✆✞✠ ✞✔☞✒ ✞✗ G([n] \ {v})

✔✎✌✠☞✞✌✏ ☞ ✕ ☎✆✗☎✔✠ ☛ ☞✠✔✡✞✌✘ ✗✎✆ ☎☞✔✡ v ∈ [n]
✣ ❉✌ ✹☎✔✠✞✎✌ ❊✻ ✣✻ ✢ ✟☎ ✙✞✏✔✑✏✏☎✙ ✠✡☎

✔✎☛✕✒☎✖ FC2k−1 ✎✗ ✗☞✔✠✎✆✚✔✆✞✠✞✔☞✒ ✘✆☞✕✡✏ ✣ �✥ ✤✡☎✎✆☎☛ ✏ ❊✻ ✣◗ ☞✌✙ ❊✒ ✣✺ ✢ FC2k−1 ☞✌✙
NM2k,k ☞✆☎ ✡✎☛✎✠✎✕✥ ☎❍✑✞✝☞✒☎✌✠ ✣ ❉✌✙☎☎✙ ✢ ✠✡✞✏ ✞✏ ☞✌ ✎✓✏☎✆✝☞✠✞✎✌ ✎✗ ✗✑✌✙☞☛ ☎✌✠☞✒
✞☛✕✎✆✠☞✌✔☎ ✞✌ ✠✡☎ ✟✎✆✍ ✎✗ ✜ ✞✌✑✏✏✎✌ ☎✠ ☞✒ ✣ ✁✕✒ ✂ ✣ ✼✌☎ ☛☞✥ ☎✏✠☞✓✒✞✏✡ ☞ ✡✎☛✎✠✎✕✥
☎❍✑✞✝☞✒☎✌✔☎ ✞✌ ✠✡☎ ✗✎ ✒✒✎✟ ✞✌✘ ☛ ☞✌✌☎✆ ❋

✜☎✠ ∆ ✓☎ ✠✡☎ ✏✑✓ ✔✎☛✕✒☎✖ ✎✗ NM2k,k ✔✎✌✏✞✏✠✞✌✘ ✎✗ ☞✒✒ ✘✆☞✕✡✏ G ✏✑✔✡ ✠✡☞✠ G([2k−
1]) ✞✏ ✌✎✠ ✗☞✔✠✎✆✚✔✆✞✠✞✔☞✒ ✣ ✗✎✆ G ∈ ∆ ✢ ✒☎✠ x = xG ✓☎ ☛ ✞✌✞☛ ☞✒ ✏✑✔✡ ✠✡☞✠ G([2k−1]\{x})
✙✎☎✏ ✌✎✠ ✔✎✌✠☞✞✌ ☞ ✕☎✆✗☎✔✠ ☛☞✠✔✡✞✌✘ ✣ ❉✠ ✞✏ ☎☞✏✥ ✠✎ ✏☎☎ ✠✡☞✠ ✟☎ ✎✓✠☞✞✌ ☞ ✕☎✆✗☎✔✠ ☞✔✥✔✒✞✔
☛ ☞✠✔✡ ✞✌✘ ✎✌ ∆ ✓✥ ✕☞✞✆✞✌✘ G− xG(2k) ☞✌✙ G+ xG(2k)

✣ ✤✡✑✏ NM2k,k ✞✏ ✡✎☛✎✠✎✕✥
☎❍✑✞✝☞✒☎✌✠ ✠✎ NM2k,k/∆ ✓✥ ✠✡☎ ✔✎✌✠✆☞✔✠✞✓✒☎ ✹✑✓✔✎☛✕✒☎✖ ✜☎☛☛☞ ✻ ✣✺✄ ✣ ✓✎✟ ✢ ☞
✘✆☞✕✡ G ✓☎✒✎✌✘✞✌✘ ✠✎ NM2k,k/∆ ✡☞✏ ✠✡☎ ✕✆✎✕ ☎✆✠✥ ✠✡☞✠ G([2k−1]) ✞✏ ✗☞✔✠✎✆✚✔✆✞✠✞✔☞✒ ✣
▼ ✏ ☞ ✔✎✌✏☎❍✑☎✌✔☎ ✢ G+x(2k) ✔✎✌✠☞✞✌✏ ☞ ✕ ☎✆✗☎✔✠ ☛☞✠✔✡✞✌✘ ✗✎✆ ☎☞✔✡ x ∈ [2k−1]

✣ ✤✡✞✏
✞☛✕✒✞☎✏ ✠✡☞✠ ✠✡☎ ✝☎✆✠☎✖ 2k ☛✑✏✠ ✓ ☎ ✞✏✎✒☞✠☎✙ ✞✌ G ✣ ✓☎✌✔☎ ✟☎ ✡☞✝☎ ☞✌ ✞✏✎☛✎✆✕✡✞✏☛
✗✆✎☛ NM2k,k/∆ ✠✎ FC2k−1 ✙☎★✌☎✙ ✓✥ ✆☎☛✎✝✞✌✘ ✠✡☎ ✝☎✆✠☎✖ 2k

✣
❉✌ ✠✡✞✏ ✔✎✌✠☎✖✠ ✢ ✞✠ ✞✏ ✟✎✆✠✡ ☛ ☎✌✠✞✎✌✞✌✘ ✠✡☞✠ ✠✡☎✆☎ ✞✏ ☞✌ ✞✌✠✆✞✘✑✞✌✘ ✡✎☛✎✒✎✘✞✔☞✒

✔✎✌✌☎✔✠✞✎✌ ✓☎✠✟☎☎✌ FC2k−1 ☞✌✙ ☞ ✔☎✆✠☞✞✌ ✏✑✓✒☞✠✠✞✔☎ ✎✗ ✠✡☎ ✕☞✆✠✞✠✞✎✌ ✒☞✠✠✞✔☎ Π2k−1 ✛✠✡ ✞✏ ✏✑✓✒☞✠✠✞✔☎ ✔✎✌✏✞✏✠✏ ✎✗ ☞✒✒ ✕☞✆✠✞✠✞✎✌ ✏ ✞✌ ✟✡✞✔✡ ☞✒✒ ✏☎✠✏ ☞✆☎ ✎✙✙ ✣ ✸☎ ✆☎✗☎✆ ✠✡☎
✆☎☞✙☎✆ ✠✎ ✜✞✌✑✏✏✎✌ ☎✠ ☞✒ ✣ ✁✕✒✂ ✗✎✆ ☛ ✎✆☎ ✞✌✗✎✆☛ ☞✠✞✎✌ ☞✌✙ ✆☎✗☎✆☎✌✔☎✏ ✣

✗ ✞✌☞✒✒✥✢ ✒☎✠ ✑✏ ☛☎✌✠✞✎✌ ☞ ✓☎☞✑✠✞✗✑ ✒ ✆☎✏✑✒✠ ☞✓✎✑✠ ✠✡☎ ✔✎☛✕✒☎✖ ✎✗ ✏✑✓✘✆☞✕✡✏ ✎✗ ☞
✔✎☛✕✒☎✠☎ ✓✞✕☞✆✠✞✠☎ ✘✆☞✕✡ ✠✡☞✠ ✙✎ ✌✎✠ ✔✎✌✠☞✞✌ ☞ k✚☛ ☞✠✔✡✞✌✘ ✣
✫✬✭✮✯✭✰ ◆✙ ✳✙ ✴✂ ✻✸✁✁✁✮✸ ✭✖ ✷✼ ✳ ✽✘✙❂❃ ❖❂❏

n,m, k ≥ 1
P
NMm+n,k(Km,n)

❄✾ ■ ❂❃
❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈ (m−1

k−1

)(

n−1
k−1

) ✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅
2k − 3 ❊ �





�✁✂✄☎✆✝ ��

t
✁✄✁ ☎✁✂✄✄ ☎✄ ☛ ✂✄✡☞✁

✸☎ ✔✎✌✏✞✙☎✆ ✠✡☎ ✔✎☛✕✒☎✖ Coltn ✎✗ t✚✔✎✒✎✆☞✓✒☎ ✘✆☞✕✡✏ ✎✌ n ✝☎✆✠✞✔☎✏ ✢ ✏✑☛☛☞✆✞✖ ✞✌✘
✠✡☎ ✆☎✏✑ ✒✠✏ ✎✗ ✜✞✌✑✏✏✎✌ ☞✌✙ ✹✡☞✆☎✏✡✞☞✌ ✁✕✻✂ ☞✓✎✑✠ ✠✡☎ ✡✎☛✎✠✎✕✥ ✠✥✕☎ ☞✌✙ ✟✑✒☎✆
✔✡☞✆☞✔✠☎✆✞✏✠✞✔ ✎✗ Coltn ✗✎✆ t ∈ {2, n− 3, n− 2} ✣ ❉✌ ☞✙✙✞✠✞✎✌ ✢ ✟☎ ✕✆☎✏☎✌✠ ☞ ✔✎✌� ☎✔✠✑✆☎
☞✓✎✑✠ χ̃(Coln−4

n ) ✓☞✏☎✙ ✎✌ ✠✡☎ ✞✌✠✆✞✘✑ ✞✌✘ ✎✓✏☎✆✝☞✠✞✎✌ ✠✡☞✠ ✠✡✞✏ ✝☞✒✑☎ ★✠✏ ☞ ✔☎✆✠☞✞✌
✕✎✒✥✌✎☛ ✞☞✒ ✎✗ ✙☎✘✆☎☎ ✏☎✝☎✌ ✗✎✆ ✌✞✌☎ ✙✞�☎✆☎✌✠ ✝☞✒✑☎✏ ✎✗ n ✣

✗ ✞✆✏✠ ✢ ✌✎✠☎ ✠✡☞✠ t = 2 ✥✞☎✒✙✏ ✠✡☎ ✔✎☛✕✒☎✖ Bn ✎✗ ✓ ✞✕☞✆✠✞✠☎ ✘✆☞✕✡✏ ✢ ✟✡✞✔✡ ✟☎
☎✖☞☛ ✞✌☎✙ ✞✌ ✙☎✠☞✞✒ ✞✌ ✔✡☞✕✠☎✆ ✺✒ ✣ ✗✎✆ ☎☞✏✥ ✆☎✗☎✆☎✌✔☎ ✢ ✒☎✠ ✑✏ ✆☎✏✠☞✠☎ ✠✡☎ ☛ ☞✞✌ ✆☎✏✑ ✒✠◆✏☎☎ ✤✡☎✎✆☎☛ ✺✒ ✣✺❖ ☞✓✎✑✠ ✠✡✞✏ ✔✎☛✕✒☎✖ ❋
❖❂❏

n ≥ 1
P
Col2n

❄✾ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈ ✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅
n− 2 ❊

✓☎✖✠ ✢ ✔✎✌✏✞✙☎✆ t = n− 2
✣ ▼ ✏ ✜ ✞✌✑✏✏✎✌ ☞✌✙ ✹✡☞✆☎✏✡✞☞✌ ✎✓✏☎✆✝☎✙ ✁✕✻✂ ✢ Coln−2

n ✞✏ ✠✡☎
▼ ✒☎✖☞✌✙☎✆ ✙✑☞✒ ✎✗ ✠✡☎ ✔✎☛✕✒☎✖ ✎✗ ✏✠☞✆ ✘✆☞✕✡✏ ✔✎✌✏✞✙☎✆☎✙ ✞✌ ✧✆✎✕✎✏✞✠✞✎✌ ✺✒ ✣✺✄ ✣ ✤✡✞✏
✔✎☛✕✒☎✖ ✞✏ ✏☎☛ ✞✚✌✎✌☎✝☞✏✞✝☎ ☞✌✙ ✡✎☛✎✠✎✕✥ ☎❍✑✞✝☞✒☎✌✠ ✠✎ ☞ ✟☎✙✘☎ ✎✗ (n−1

2

) ✏✕✡☎✆☎✏
✎✗ ✙✞☛ ☎✌✏✞✎✌ 1 ✓✥ ✤✡☎✎✆☎☛ ✺✒ ✣✺❊ ☞✌✙ ✧✆✎✕✎✏✞✠✞✎✌ ✺✒ ✣✺✄ ✣
▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ◆✗ ✳✱ ❖❂❏

n ≥ 3
P

Coln−2
n

❄✾ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈ (n−1
2

)

✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅ (n
2

)

− 4 ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ � ✏☎ ✧✆✎✕✎✏✞✠✞✎✌ ◗ ✣✻✄ ✣

�

✗ ✞✌☞✒✒✥✢ ✠✡☎ ✔☞✏☎ t = n− 3 ✞✏ ☞✏ ✗✎ ✒✒✎✟ ✏ ❋
✫✬✭✮✯✭✰ ◆✗ ✳◆ ✴✂ ✻✸✁✁✁✮✸ ✷✸✹ ✆✬✷✯✭✁✬✻✷✸ ✽✘✲❂❃ ❖❂❏

n ≥ 4
P

Coln−3
n

❄✾ ■ ❂❇ ❂❃
●❂✽ ● ✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈ (n−1

3

)

· 3n2−12n+5
5

✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅ (n
2

)

− 7 ❊ �

✤✡☎ ✕✆✎✎✗ ✎✗ ✤✡☎✎✆☎☛ ❊◗ ✣❊ ✆☎✒✞☎✏ ✎✌ ✠✡☎ ✗✎✒✒✎✟ ✞✌✘ ✘☎✌☎✆☞✒ ✒☎☛☛☞ ❋
✂✭✰✰✷ ◆✗ ✳✲ ✴✂ ✻✸✁✁✁✮✸ ✷✸✹ ✆✬✷✯✭✁✬✻✷✸ ✽✘✲❂❃ ❖❂❏

1 ≤ t ≤ n
P

Coltn
❆❁❇ ❄●✾ ❆

❁✿❆❄✾❄❂❅ ●❏✿✿ ✾❀❆■ ●■ ❆●
G

❄✾ ✿■❆✾❄■✿ ❄❈ ❆❅❁ ❂❅ ❏● ❄❈
G([n−1]) /∈ Colt−1

n−1

❆❅❁ ●■ ✿ ❁✿❑ ❏✿✿
❂❈ ✿■✿❏● ■✿❏●✿✚ ❄❅

G([n− 1])
❄✾ ❆● ❏✿❆✾●

t− 1 ❊
✻ ✺✁



✻ ✺✕ ✁✂✄☎ ✆✝✞ �� ✡
t
✄✁☞✝☞✞✄✁✝✝ ✁✞✄☎✂✌

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✜☎✠ Y =
(

[n−1]
2

) ☞✌✙ En = {1n, . . . , (n − 1)n} ✣ ✔✎✌✏✞✙☎✆ ✠✡☎ ✒✞✗✠☎✙ ✔✎☛✕✒☎✖
ΣB = Coltn(B, Y \B) ✗✎✆ ☎☞✔✡ ✏✑✓✏☎✠ B ✎✗ Y ✣ ✜☎✠ H ✓☎ ✠✡☎ ✘✆☞✕✡ ✎✌ ✠✡☎ ✝☎✆✠☎✖ ✏☎✠
[n − 1] ✟✞✠✡ ☎✙✘☎ ✏☎✠ B ✣ ❉✗ H ✓☎✒✎✌✘✏ ✠✎ Colt−1

n−1 ✢ ✠✡☎✌ ☎✝☎✆✥ ☎✙✘☎ ✞✌ En ✞✏ ☞ ✔✎✌☎
✕✎✞✌✠ ✞✌ ΣB

✣ ❉✗ ✏✎☛ ☎ ✝☎✆✠☎✖ v ✡☞✏ ✙☎✘✆☎☎ ☞✠ ☛✎✏✠ t−2 ✞✌ H ✢ ✠✡☎✌ vn ✞✏ ☞ ✔✎✌☎ ✕✎✞✌✠
✞✌ ΣB

✣ ✓☞☛ ☎✒✥✢ ✗✎✆ ☎✝☎✆✥ ✘✆☞✕✡ G ✞✌ ΣB ✢ v ✡☞✏ ✗☎✟☎✆ ✠✡☞✌ t ✌☎✞✘✡✓✎✆✏ ✞✌ G+ vn ✢
✟✡✞✔✡ ✞☛✕✒✞☎✏ ✠✡☞✠ ✟☎ ☛☞✥ ☎✖✠☎✌✙ ☞✌✥ t✚✔✎✒✎✆✞✌✘ ✎✗ G([n] \ {v}) ✠✎ ☞ t✚✔✎✒✎✆✞✌✘ ✎✗
G+ vn

✣
�

❉✌ ✠✡☎✞✆ ✕✆✎✎✗ ✎✗ ✤✡☎✎✆☎☛ ❊◗ ✣❊ ✢ ✜✞✌✑✏✏✎✌ ☞✌✙ ✹✡☞✆☎✏✡✞☞✌ ☞✕✕✒✞☎✙ ✜☎☛☛☞ ❊◗ ✣✻ ✠✎
Coln−3

n ☞✌✙ ✠✡☎✌ ✙☎★✌☎✙ ☞✌ ✎✕✠✞☛ ☞✒ ☞✔✥✔✒✞✔ ☛ ☞✠✔✡✞✌✘ ✎✌ ✠✡☎ ✆☎☛☞✞✌ ✞✌✘ ❍✑✎✠✞☎✌✠
✔✎☛✕✒☎✖ ✎✗ ☎✝☞✏✞✝☎ ✘✆☞✕✡✏ ✣✤✡☎ ✗✎✒✒✎✟ ✞✌✘ ✞☛☛☎✙✞☞✠☎ ✔✎✌✏☎❍✑☎✌✔☎ ✎✗ ✜☎☛☛☞ ❊◗ ✣✻ ✞✏ ✟✎✆✠✡ ☛ ☎✌✠✞✎✌✞✌✘ ✣
▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ◆✗ ✳✙ ✴✂ ✻✸✁✁✁✮✸ ✷✸✹ ✆✬✷✯✭✁✬✻✷✸ ✽✘✲❂❃ ❖❂❏

1 ≤ t ≤ n
P ●■ ✿ ✾■ ❄❈ ●✿❁

❆❂❅❅✿❆●❄■❄●● ❁✿❑ ❏✿✿ ❂❈
Coltn

❄✾ ❆● ❏✿❆✾● (n−1)(t−1)
2 − 1 ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✟✝☎✆✥ ☎✝☞✏✞✝☎ ✘✆☞✕✡ ✟ ✞✠✡ ✆☎✏✕ ☎✔✠ ✠✎ ✠✡☎ ✙☎✔✞✏✞✎✌ ✠✆☎☎ ✞✌ ✜☎☛☛☞ ❊◗ ✣✻ ✔✎✌✠☞✞✌✏
☞✠ ✒☎☞✏✠ (n−1)(t−1)

2 ☎✙✘☎✏ ✢ ✟✡✞✔✡ ✞☛✕✒✞☎✏ ✠✡☞✠ ☞✒✒ ✗☞✔☎✏ ✎✗ Coltn ✎✗ ✙✞☛ ☎✌✏✞✎✌ ☞✠ ☛✎✏✠
(n−1)(t−1)

2 −2 ☞✆☎ ✔✎✌✠☞✞✌☎✙ ✞✌ ☞ ✔✎✒✒☞✕✏✞✓ ✒☎ ✏✑✓ ✔✎☛✕✒☎✖ ✎✗ Coltn
✣ �✥ ✔✎✆✎✒✒☞✆✥ ✻ ✣✺� ✢

✟☎ ☞✆☎ ✙✎✌☎ ✣ �

✤✡☎ ✓✎✑✌✙ ✞✌ ✔✎✆✎✒✒☞✆✥ ❊◗ ✣✒ ✎✌ ✠✡☎ ✏✡ ✞✗✠☎✙ ✔✎✌✌☎✔✠✞✝ ✞✠✥ ✙☎✘✆☎☎ ✎✗ Coltn ✞✏ ✌✎✠ ✏✡☞✆✕ ✣
❉✌ ✗☞✔✠ ✢ ✗✎✆ t ∈ {1, 2, n− 3, n− 2, n− 1} ✢ ✠✡☎ ☞✔✠✑☞✒ ✝☞✒✑☎ ✞✏ n(t− 1)−

(

t
2

)

− 1 ✛ ☞✕✕✒✥
✠✡☎ ✆☎✏✑ ✒✠✏ ✞✌ ✠✡✞✏ ✏☎✔✠✞✎✌ ✣ ✔✎☛✕✑✠☞✠✞✎✌✏ ✓✥ ✜✞✌✑✏✏✎✌ ☞✌✙ ✹✡☞✆☎✏✡✞☞✌ ✁✕✻✂ ✥✞☎✒✙
✏✎☛ ☎ ☎✝✞✙☎✌✔☎ ✠✡☞✠ ✠✡✞✏ ✝☞✒✑☎ ☛ ✞✘✡✠ ✓☎ ☞ ✓✎✑✌✙ ✎✌ ✠✡☎ ✏✡✞✗✠☎✙ ✔✎✌✌☎✔✠✞✝ ✞✠✥ ✙☎✘✆☎☎
✞✌ ✘☎✌☎✆☞✒ ✣ ✦✎✆☎ ✕✆☎✔✞✏☎✒✥✢ ✜ ✞✌✑✏✏✎✌ ☞✌✙ ✹✡☞✆☎✏✡✞☞✌ ✑✏☎✙ ✔✎☛✕✑✠☎✆ ✠✎ ✏✡✎✟ ✠✡☞✠
Col37 ✞✏ ✡✎☛✎✠✎✕✥ ☎❍✑✞✝☞✒☎✌✠ ✠✎ ☞ ✟☎✙✘☎ ✎✗ 1535 ✏✕✡☎✆☎✏ ✎✗ ✙✞☛ ☎✌✏✞✎✌ ✠☎✌ ✣ ✦ ✎✆☎✎✝☎✆ ✢
✠✡☎✥ ✏✡✎✟☎✙ ✠✡☞✠

H̃i(Col48; Z) ∼=







Z9396 ✞✗ i = 17;
Z ✞✗ i = 19;
0 ✎✠✡☎✆✟ ✞✏☎.

✜☎✠ p ✓☎ ★✖☎✙ ✣ ❉✌ ☞ ✏☎✕☞✆☞✠☎ ☛☞✌✑✏✔✆✞✕✠ ✁✄✁✂ ✢ ✟☎ ✕✆✎✝☎ ✠✡☞✠ ✠✡☎ ✟✑✒☎✆ ✔✡☞✆☞✔✚
✠☎✆✞✏✠✞✔ ✎✗ ✠✡☎ ▼ ✒☎✖☞✌✙☎✆ ✙✑☞✒ NQPn,n−p−1 ✎✗ Coln−p−1

n ✞✏ ☞ ✕✎✒✥✌✎☛ ✞☞✒ gp(n) ✏✑✔✡
✠✡☞✠ gp(0) = −1 ☞✌✙ gp(k) = 0 ✞✗ 1 ≤ k ≤ p + 1 ✛ ✏☎☎ ✹☎✔✠✞✎✌ ❊✄ ✣✕ ✗✎✆ ✏✎☛ ☎ ☛✎✆☎
✙✞✏✔✑✏✏✞✎✌ ✣ �✥ ✔✎✆✎✒✒☞✆✥ ❊◗ ✣✺ ☞✌✙ ✤✡☎✎✆☎☛ ❊◗ ✣❊ ✢ ✟☎ ✍✌✎✟ ✠✡☞✠

g1(n) = −
(

n− 1

2

)

;

g2(n) =

(

n− 1

3

)

· 3n2 − 12n+ 5

5
.

✔✎✌✏✞✙☎✆ p = 3
✣ ▼ ✏ ☞✒✆☎☞✙✥ ☛☎✌✠✞✎✌☎✙ ✢ g3(0) = −1 ☞✌✙ g3(1) = g3(2) = g3(3) =

g3(4) = 0
✣ ✦ ✎✆☎✎✝☎✆ ✢ ✔✎☛✕✑✠☞✠✞✎✌✏ ✓✥ ✜✞✌✑✏✏✎✌ ☞✌✙ ✹✡☞✆☎✏✡✞☞✌ ✥✞☎✒✙ ✠✡☞✠ g3(5) =

1 ✢ g3(6) = 105 ✢ g3(7) = 1535 ✢ ☞✌✙ g3(8) = 9397
✣ ✜☎✠ ĝ3 ✓☎ ✠✡☎ ✑✌✞❍✑☎ ✕✎✒✥✌✎☛ ✞☞✒



✻ ✺�

✎✗ ✙☎✘✆☎☎ ☞✠ ☛✎✏✠ ✏☎✝☎✌ ✟ ✞✠✡ ✠✡☎ ✕✆✎✕☎✆✠✥ ✠✡☞✠ ĝ3(k) = g3(k) ✗✎✆ 0 ≤ k ≤ 7
✣ ▼

✏✠✆☞✞✘✡✠✗✎✆✟☞✆✙ ✔☞✒✔✑✒☞✠✞✎✌ ✥✞☎✒✙✏ ✠✡☞✠ ĝ3(8) = g3(8) = 9397 ✛ ✡☎✌✔☎ ✟☎ ✡☞✝☎ ❍✑✞✠☎
✏✠✆✎✌✘ ☎✝✞✙☎✌✔☎ ✗✎✆ ✠✡☎ ✗✎ ✒✒✎✟ ✞✌✘ ✔✎✌� ☎✔✠✑✆☎ ❋
▲✮✸� ✭✟✖✁✯✭ ◆✗ ✳✗ �✿ ■ ❆■✿ ●■ ❆●

g3(n) = χ̃(NQPn,n−4)
❄✾ ✿❍❀❆❏ ●❂

ĝ3(n) =

(

n− 1

4

)

· 411n3 − 4178n2 + 10657n− 105

105
.

✓✎✠☎ ✠✡☞✠ ĝ3(n) ✡☞✏ ✠✟✎ ✌✎✌✆☎☞✒ ✆✎✎✠✏ ✣ ✤✎ ✕✆✎✝☎ ✠✡ ✞✏ ✔✎✌� ☎✔✠✑✆☎ ✢ ✞✠ ✏✑✖ ✔☎✏ ✠✎
✙☎☛✎✌✏✠✆☞✠☎ ✠✡☞✠ g3(n) ✞✏ ✎✗ ✙☎✘✆☎☎ ☞✠ ☛✎✏✠ ☎✞✘✡✠ ✛ ✟☎ ✍✌✎✟ ✠✡☎ ✝☞✒✑☎ ✎✗ g3(n) ☞✠
✌✞✌☎ ✙✞✏✠✞✌✔✠ ✕✎✞✌✠✏ n ✣

✗✎✆ 2 ≤ n ≤ 7 ✢ ✠✡☎✆☎ ✞✏ ✡✎☛✎✒✎✘✥ ✎✌✒✥ ✞✌ ✙✞☛ ☎✌✏✞✎✌ ☎✞✘✡✠ ✣ ✗✎✆ n = 8 ✢ ✟☎ ✡☞✝☎
✠✡☞✠ dim H̃8(NQP8,4) = 9396 ☞✌✙ dim H̃6(NQP8,4) = 1

✣ ✤✡✞✏ ✞✏ ✝☎✆✥ ✒✞✠✠✒☎ ☎✝✞✙☎✌✔☎
✠✎ ✓☞✏☎ ☞✌✥ ✔✎✌� ☎✔✠✑✆☎ ✎✌ ✢ ✓✑✠ ✞✗ ☎☞✔✡ �☎✠✠✞ ✌✑☛✓☎✆ ✟☎✆☎ ✘✞✝☎✌ ✓✥ ☞ ✕✎✒✥✌✎☛ ✞☞✒ ✎✗
✙☎✘✆☎☎ ☞✠ ☛✎✏✠ ✏☎✝☎✌ ✢ ✠✡☎✌ ✟☎ ✟✎✑✒✙ ✎✓✠☞✞✌ ✠✡☞✠

dim H̃8(NQPn,n−4) =

(

n

5

)

· 821n2 − 8338n+ 21207

42
;

dim H̃6(NQPn,n−4) =

(

n− 1

7

)

,

✟✡☎✆☎☞✏ ☞✒✒ ✠✡☎ ✎✠✡☎✆ �☎✠✠✞ ✌✑☛✓☎✆✏ ✟✎✑✒✙ ✝☞✌✞✏✡ ✣ ✓✎✠☎ ✠✡☞✠ ✟☎ ✙✎ ✌✎✠ ✍✌✎✟
✟✡☎✠✡☎✆ ✠✡☎ �☎✠✠✞ ✌✑☛✓☎✆✏ ☞✆☎ ✘✞✝☎✌ ✓✥ ✕✎✒✥✌✎☛ ✞☞✒✏ ✣

✜☎✠ t ≥ 2 ☞✌✙ p ≥ 1 ✢ ☞✌✙ ✒☎✠ c = (c1, . . . , ct−1) ✓☎ ☞ ✏☎❍✑☎✌✔☎ ✎✗ ✕✎✏✞✠✞✝☎ ✞✌✠☎✘☎✆✏ ✣
✜☎✠ Coltn,c,p ✓☎ ✠✡☎ ✔✎☛✕✒☎✖ ✎✗ ✘✆☞✕✡✏ ☞✙☛ ✞✠✠✞✌✘ ☞ t✚✔✎✒✎✆✞✌✘ γ : V → [t] ✏✑✔✡ ✠✡☞✠
✠✡☎ ✗✎ ✒✒✎✟ ✞✌✘ ✡✎✒✙ ❋

� |γ−1(i)| ≤ ci ✗✎✆ i ∈ [1, t− 1]
✣

� |γ−1(t)| ≥ n− p
✣

✗✎✆ t = 2 ☞✌✙ c1 = p ✢ ✟☎ ✎✓✠☞✞✌ ✠✡☎ ✔✎☛✕✒☎✖ Bn,p ✎✗ ✘✆☞✕✡✏ ✟ ✞✠✡ ✓☞✒☞✌✔☎ ✌✑☛✓☎✆ ☞✠
☛✎✏✠ p ✣ ✗✎✆ t = p+ 1 ☞✌✙ c1 = . . . cp = 1 ✢ ✟☎ ✎✓✠☞✞✌ ✠✡☎ ✔✎☛✕✒☎✖ Covn,p ✎✗ ✘✆☞✕✡✏
✟ ✞✠✡ ✔✎✝☎✆✞✌✘ ✌✑☛✓☎✆ ☞✠ ☛✎✏✠ p ✛ ✏☎☎ ✔✡☞✕✠☎✆ ❊✄ ✣ ✓✎✠☎ ✠✡☞✠ ✞✗ c = (p, . . . , p) ✢ ✠✡☎✌
Coltn,c,p ✞✏ ✠✡☎ ✔✎☛✕✒☎✖ ✎✗ t✚✔✎✒✎✆☞✓✒☎ ✘✆☞✕✡✏ ✏✑✔✡ ✠✡☞✠ ✠✡☎ ✔✎✒✎✆ t ✞✏ ✑✏☎✙ ✎✌ ☞✠ ✒☎☞✏✠
n− p ✝☎✆✠✞✔☎✏ ✣ ❉✌ ☞ ✏☎✕☞✆☞✠☎ ☛ ☞✌✑✏✔✆✞✕✠ ✁✄✁✂ ✢ ✟☎ ✏✡✎✟ ✠✡☞✠ ✠✡☎ ✟✑✒☎✆ ✔✡☞✆☞✔✠☎✆✞✏✠✞✔
✎✗ Coltn,c,p ✞✏ ☞ ✕✎✒✥✌✎☛ ✞☞✒ ✞✌ n ✗✎✆ ✏✑✖ ✔✞☎✌✠✒✥ ✒☞✆✘☎ n ✗✎✆ ☎☞✔✡ ★✖☎✙ t ✢ p ✢ ☞✌✙ c

✣
✤✡✞✏ ✘☎✌☎✆☞✒✞✖☎✏ ✠✡☎ ✔✎✆✆☎✏✕✎✌✙✞✌✘ ✆☎✏✑ ✒✠✏ ☞✓✎✑✠ Bn,p ☞✌✙ Covn,p ✞✌ ✹☎✔✠✞✎✌✏ ✺✒ ✣✻ ✣✻
☞✓✎✝☎ ☞✌✙ ❊✄ ✣✒ ✓☎✒✎✟ ✢ ✆☎✏✕ ☎✔✠✞✝☎✒✥✣





�✁✂✄☎✆✝ ��

☛ ✂✄✡☞✁ ✄☎✂ ✂✞✡ ✄✂✂✂✄✡☞✁ � ✂✆☞ ✄

✠✁✁☎✂✄✂ ✄✁✝✄✂ ✂☎✂ ✁ ✁✄✄ ✄✂

� ▼ ✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡ H ✞✏ p✚ ❆❂■✿❏❆❅❏✿ ✞✗ ✠✡☎✆☎ ✞✏ ☞ ✝☎✆✠☎✖ ✏☎✠ W ✎✗ ✏✞✖☎ ☞✠ ☛✎✏✠ p ✏✑✔✡
✠✡☞✠ ☎✝☎✆✥ ☎✙✘☎ ✞✌ H ✔✎✌✠☞✞✌ ✏ ☞✠ ✒☎☞✏✠ ✎✌☎ ✝☎✆✠☎✖ ✗✆✎☛ W

✣ ✸☎ ✆☎✗☎✆ ✠✎ W ☞✏ ☞
|W |❃❆❂■✿❏ ✎✗ H ✣ ✤✡☎ ❆❂■✿❏❄❅❑ ❅❀❇❅✿❏ τ(H) ✎✗ ☞ ✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡ H ✞✏ ✠✡☎ ✏☛ ☞✒✒☎✏✠
✞✌✠☎✘☎✆ p ✏✑✔✡ ✠✡☞✠ H ✡☞✏ ☞ p✚✔✎✝☎✆ ✣ ✗✎✆ 1 ≤ p ≤ n ☞✌✙ 1 ≤ r ≤ n ✢ ✒☎✠ HCovn,p,r ✓☎
✠✡☎ ✏✞☛✕✒✞✔✞☞✒ ✔✎☛✕✒☎✖ ✎✗ r✚✑✌✞✗✎✆☛ ✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡✏ ✎✌ ✠✡☎ ✝☎✆✠☎✖ ✏☎✠ [n] ✟✞✠✡ ✔✎✝☎✆✞✌✘
✌✑☛✓☎✆ ☞✠ ☛✎✏✠ p ✣ ✓✎✠☎ ✠✡☞✠ HCovn,p,2 ✔✎✞✌✔✞✙☎✏ ✟ ✞✠✡ ✠✡☎ ✔✎☛✕✒☎✖ Covn,p ✎✗ p✚
✔✎✝☎✆☞✓✒☎ ✘✆☞✕✡✏ ✣✤✡☎ ☛ ☞✞✌ ✆☎✏✑✒✠✏ ✎✗ ✠✡ ✞✏ ✔✡☞✕✠☎✆ ☞✆☎ ☞✏ ✗✎✒✒✎✟ ✏ ❋

� ❉✌ ✹☎✔✠✞✎✌✏ ❊✄ ✣✻ ☞✌✙ ❊✄ ✣✒ ✢ ✟☎ ✏✡✎✟ ✢ ✗✎✆ ☞✌✥ ★✖☎✙ p ☞✌✙ r ✢ ✠✡☞✠ ✠✡☎ �☎✠✠✞
✌✑☛✓☎✆✏ ✎✗ HCovn,p,r ✎✝☎✆ ☞✌✥ ★☎✒✙ F ☞✆☎ ✕✎✒✥✌✎☛ ✞☞✒✏ ✞✌ n ✣ ✹✕☎✔✞★✔☞✒✒✥✢

dim H̃i(HCovn,p,r,F) =

γ+1
∑

k=p+r

(−1)γ+1−kfk,γ(n) dim H̃i(HCovk,p,r,F),

✟✡☎✆☎ ☎☞✔✡ fk,γ(n) ✞✏ ☞ ✕✎✒✥✌✎☛ ✞☞✒ ✞✌ n ☞✌✙ γ = γ(p, r) ✞✏ ☞✌ ✞✌✠☎✘☎✆ ✣ ✗✎✆
r = 2 ✢ ✟☎ ✡☞✝☎ ✠✡☞✠ γ = 2p ✢ ✟✡✞✔✡ ✠✑✆✌✏ ✎✑✠ ✠✎ ✞☛✕✒✥ ✠✡☞✠ ✠✡☎ ✙☎✘✆☎☎ ✎✗
fk,γ(n) ✞✏ ☞✠ ☛✎✏✠ 2p ✞✌ ✠✡✞✏ ✔☞✏☎ ✣

� ❉✌ ✹☎✔✠✞✎✌ ❊✄ ✣◗ ✢ ✟☎ ✘✞✝☎ ☎✖✕✒✞✔✞✠ ✗✎✆☛✑✒☞✏ ✗✎✆ ✠✡☎ ✡✎☛✎✒✎✘✥ ✎✗ Covn,p =
HCovn,p,2 ✗✎✆ p ≤ 3 ✛ ✗✎✆ p = 2 ☞✌✙ p = 3 ✢ ✎✑✆ ✆☎✏✑ ✒✠✏ ☞✆☎ ✓☞✏☎✙ ✎✌ ✔✎☛✕✑✠☎✆
✔☞✒✔✑✒☞✠✞✎✌✏ ✟ ✞✠✡ ✠✡☎ ✕✆✎✘✆☞☛ ✁✂✄ ✂☎✂✆✝ ✁✻�✂ ✣ ✓✎✠☞✓✒✥✢ ✠✡☎✆☎ ✞✏ 2✚✠✎✆✏✞✎✌ ✞✌
✙✞☛ ☎✌✏✞✎✌ ✏✞✖ ✞✌ ✠✡☎ ✡✎☛✎✒✎✘✥ ✎✗ Covn,3 ✗✎✆ n ≥ 6

✣
� ❉✌ ✹☎✔✠✞✎✌ ❊✄ ✣✄ ✢ ✟☎ ✙☎☛✎✌✏✠✆☞✠☎ ✢ ✗✎✆ ☞✌✥ p ≥ 1 ✢ ✠✡☞✠ ✠✡☎ (2p− 1)✚✏✍☎✒☎✠✎✌ ✎✗

Covn,p ✞✏ ✝☎✆✠☎✖✚✙☎✔✎☛✕✎✏☞✓✒☎ ☞✌✙ ✡☎✌✔☎ ✏✡☎✒✒☞✓✒☎ ✣ ▼ ✏ ☞ ✔✎✌✏☎❍✑☎✌✔☎ ✢ Covn,p✁✞✍ ✟✏ ✄✍✝✠☎☛✒ ✟✏ ✝ ✒☛✡✟✏☛✌ ✝✔✌ ☛☛☎☛✔✌☛✌ ✡☛✒✏✟✑✔ ✑☞ ✝ ✠✝✠ ☛✒ ✍✍✍✎ ✝✄✄☛✠☎☛✌ ☞✑✒ ✠✆☞✞✟✄✝☎✟✑✔ ✟✔✧✁✩✂ ✏✑✒✓✔✕✖ ✑✗ ✄ ✛★☎✓✤✜✤ ✂ ✕✜✣ ✤✙ ✕✜✛☎★✕
✻❊✺



✻❊❊ ✁✂✄☎ ✆✝✞ �� ✡ ✁✞✄☎✂✌ �✑ ✆✂ � ☞✂✍ ✎✝✎ ✁☞�✝✞✑✍✁ � ✂✆ ✁✝✞

✞✏ (2p−2)✚✔✎✌✌☎✔✠☎✙ ☞✌✙ ✡☞✏ ✌✎ ✡✎☛✎✒✎✘✥ ✞✌ ✙✞☛ ☎✌✏✞✎✌ i ≤ 2p−2
✣ ✗✎✆ p ≤ 3

☞✌✙ n ≥ 2p + 1 ✢ ✟☎ ✡☞✝☎ ✙☎✠☎✔✠☎✙ ✌✎✌✖☎✆✎ ✡✎☛✎✒✎✘✥ ✞✌ ✙✞☛ ☎✌✏✞✎✌ 2p − 1
✣

✸☎ ✡☞✝☎ ✌✎✠ ✓☎☎✌ ☞✓✒☎ ✠✎ ★✌✙ ☛☎☞✌✞✌✘✗✑✒ ✔✎✑✌✠☎✆✕☞✆✠✏ ✎✗ ✠✡☎✏☎ ✆☎✏✑✒✠✏ ✗✎✆
HCovn,p,r ✟✡☎✌ r ≥ 3

✣

❉✌ ✹☎✔✠✞✎✌ ❊✄ ✣❊ ✢ ✟☎ ✞✌✠✆✎✙✑✔☎ ☞ ✔✎☛✕✒☎✖ HCov#
n,p,r ✟✞✠✡ ✠✡☎ ✏☞☛ ☎ ✡✎☛✎✠✎✕✥ ✠✥✕☎

☞✏ HCovn,p,r ☞✌✙ ✟ ✞✠✡ ✔☎✆✠☞✞✌ ✌✞✔☎ ✕✆✎✕☎✆✠✞☎✏ ✠✡☞✠ ☞✒✒✎✟ ✗✎✆ ☞ ✏☛✎✎✠✡ ☞✌☞✒✥✏✞✏ ✣ ✸☎
☞✕✕✒✥ ✙✞✏✔✆☎✠☎ ✦✎✆✏☎ ✠✡☎✎✆✥ ✠✎ HCov#

n,p,r ✞✌ ✹☎✔✠✞✎✌ ❊✄ ✣✻ ☞✌✙ ✙☎✆✞✝☎ ✠✡☎ ✕✎✒✥✌✎☛ ✞☞✒
✕✆✎✕ ☎✆✠✥ ✎✗ ✠✡☎ �☎✠✠✞ ✌✑☛✓☎✆✏ ✞✌ ✹☎✔✠✞✎✌ ❊✄ ✣✒ ✣✤✡☎ ✘✆☞✕✡ ✠✡☎✎✆✥ ✕✆☎✏☎✌✠☎✙ ✞✌ ✹☎✔✠✞✎✌ ❊✄ ✣✺ ✞✏ ☎❍✑☞✒✒✥ ✔✆✑✔✞☞✒ ✗✎✆ ✎✑✆ ✠✡☎✎✆☎☛ ✏
☞✌✙ ✞✏ ✑✏☎✙ ✠✡✆✎✑✘✡✎✑✠ ✠✡☎ ✔✡☞✕✠☎✆ ✣ ✤✡✞✏ ✞✏ ✔✒☞✏✏✞✔☞✒ ✠✡☎✎✆✥ � ✓☞✏✞✔☞✒✒✥ ✔✡☞✕✠☎✆ ✺✻
✞✌ �☎✆✘☎ ✁◗✂

� ☞✓✎✑✠ ✘✆☞✕✡✏ ✟ ✞✠✡ ✠✡☎ ✕✆✎✕ ☎✆✠✥ ✠✡☞✠ ☎☞✔✡ ✝☎✆✠☎✖ ✞✏ ✔✎✌✠☞✞✌☎✙ ✞✌ ✠✡☎
✔✎☛✕✒☎☛☎✌✠ ✎✗ ☞ ✔✎✝☎✆ ✎✗ ☛ ✞✌ ✞☛✑☛ ✏✞✖☎ ✣

✜� ✚✘ �✦★✥✢ ✄✁✤✣✂✄✂✂✤✄✪

✜☎✠ ✑✏ ✏☞✥ ✠✡☞✠ ☞ ✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡ H = (V,E) ✟✞✠✡ ✔✎✝☎✆✞✌✘ ✌✑☛✓☎✆ p ✞✏ (p, r)✚ ✾❂❏❄❁
✞✗ ✢ ✗✎✆ ☎✝☎✆✥ ✝☎✆✠☎✖ ✏☎✠ U ✎✗ ✏✞✖☎ ☞✠ ☛✎✏✠ r − 1 ✢ ✠✡☎✆☎ ✞✏ ☞ p✚✔✎✝☎✆ W ✎✗ H ✏✑✔✡
✠✡☞✠ U ∩W = ∅ ✣ ❉✌ ✠✡✞✏ ✏☎✔✠✞✎✌ ✢ ✟☎ ✕✆☎✏☎✌✠ ✏✎☛ ☎ ✑✏☎✗✑✒ ✆☎✏✑ ✒✠✏ ☞✓✎✑✠ (p, r)✚✏✎✒✞✙
[r]✚✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡✏ ✛ ✆☎✔☞✒✒ ✠✡☞✠ ☞ ✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡ ✞✏ ☞✌ S✚✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡ ✞✗ ☞✒✒ ☎✙✘☎✏ ☞✆☎ ✎✗ ✏✞✖☎
☞✌ ✞✌✠☎✘☎✆ ✞✌ S ✣
✂✭✰✰✷ ◆✿ ✳✱ ❈❈ ❆❅

[r]
❃■●✽ ✿❏❑ ❏❆✽ ■

H
❄✾

(p, r)
❃✾❂❏❄❁P ●■ ✿❅

H
❄✾
r
❃❀❅❄❈ ❂❏❇ ❊ ❙ ❂❏✿❃

❂■✿❏P ✿■✿❏● ❆❂■✿❏✿❁ ■✿❏●✿✚ ❄✾ ❆❂❅●❆❄❅✿❁ ❄❅ ❆
p
❃❆❂■✿❏ ❂❈

H ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✗✎✆ ✠✡☎ ★✆✏✠ ✏✠☞✠☎☛ ☎✌✠ ✢ ✏✞✌✔☎ H ✞✏ (p, r)✚✏✎ ✒✞✙ ✢ ☞ ✝☎✆✠☎✖ ✏☎✠ ✎✗ ✏✞✖☎ ☞✠ ☛✎✏✠
r − 1 ✔☞✌✌✎✠ ✗✎✆☛ ☞✌ ☎✙✘☎ ✞✌ H

✣ ✗✎✆ ✠✡☎ ✏☎✔✎✌✙ ✏✠☞✠☎☛ ☎✌✠ ✢ ✒☎✠ v ✓☎ ☞ ✔✎✝☎✆☎✙
✝☎✆✠☎✖ ☞✌✙ ✒☎✠ e ✓☎ ☞✌ ☎✙✘☎ ✞✌ H ✔✎✌✠☞✞✌✞✌✘ v ✛ ✔✒☎☞✆✒✥✢ |e \ {v}| = r − 1

✣
H ✓☎✞✌✘

(p, r)✚✏✎ ✒✞✙ ☛ ☎☞✌✏ ✠✡☞✠ ✏✎☛ ☎ p✚✔✎✝☎✆ ✙✎☎✏ ✌✎✠ ✞✌✠☎✆✏☎✔✠ e \ {v} ✣ ✹ ✞✌✔☎ ✠✡ ✞✏ ✔✎✝☎✆
☛✑✏✠ ✠✡☎✌ ✔✎✌✠☞✞✌ v ✢ ✟☎ ☞✆☎ ✙✎✌☎ ✣ �
�✥ ✜☎☛☛☞ ❊✄ ✣✺ ✢ ✟☎ ☛ ☞✥ ✆☎✏✠✆✞✔✠ ✎✑✆ ☞✠✠☎✌✠✞✎✌ ✠✎ r✚✑✌✞✗✎✆☛ ✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡✏ ✣ ✗ ✞✆✏✠ ✢ ☞
✏✞☛✕✒☎ ✎✓✏☎✆✝☞✠✞✎✌ ❋
✂✭✰✰✷ ◆✿ ✳◆ ❈❈

H
❄✾
r
❃❀❅❄❈ ❂❏❇ ❆❅❁ ■ ❆✾ ❆❂■✿❏❄❅❑ ❅❀❇ ❅✿❏ pP ●■ ✿❅ ●■ ✿ ❅❀❇ ❅✿❏ ❂❈

■✿❏●❄❆✿✾ ❄❅
H

❄✾ ❆● ❏✿❆✾●
p+ r − 1 ❊ ❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P ●■ ❄✾ ❄✾ ●❏❀✿ ❄❈

H
❄✾

(p, r)
❃✾❂ ❏❄❁ ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ▼✌✥ r✚✑✌✞✗✎✆☛ ✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡ ✎✌ ☞✠ ☛✎✏✠ p+r−2 ✝☎✆✠✞✔☎✏ ✡☞✏ ✔✎✝☎✆✞✌✘ ✌✑☛✓☎✆
☞✠ ☛✎✏✠ p− 1

✣
�

✤✡☎ ✓✎✑✌✙ ✞✌ ✜☎☛☛☞ ❊✄ ✣❊ ✞✏ ✠ ✞✘✡✠ ✛ ✠✡☎ ✔✎☛✕✒☎✠☎ r✚✑✌ ✞✗✎✆☛ ✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡ ✎✌ p+ r−1
✝☎✆✠✞✔☎✏ ✞✏ (p, r)✚✏✎ ✒✞✙ ✣

✸☎ ✟ ✞✒✒ ✑✏☎ ✠✡☎ ✗✎✒✒✎✟ ✞✌✘ ✒☎☛☛☞ ✞✌ ✹☎✔✠✞✎✌ ❊✄ ✣✒ ✠✎ ✕✆✎✝☎ ✠✡☞✠ ✠✡☎ �☎✠✠✞ ✌✑☛✓☎✆✏
✎✗ HCovn,p,r ☞✆☎ ✕✎✒✥✌✎☛ ✞☞✒✏ ✞✌ n ✗✎✆ ☎☞✔✡ ★✖☎✙ p ☞✌✙ r ✣



�� ✡✟ ✡ �☞✝✑✎ ✂�☎ ✝✞✁ ✞✄☎✂✌ ✻❊✻

✂✭✰✰✷ ◆✿ ✳✲ ❖❂❏ ✿■✿❏●
p, r ≥ 1

P ●■ ✿❏✿ ❄✾ ❆ ✽ ❂✾❄●❄■✿ ❄❅●✿❑ ✿❏
γ(p, r)

✾❀❆■ ●■ ❆● ❄❈
H

❄✾
❆

(p, r)
❃✾❂ ❏❄❁ ❆❅❁

r
❃❀❅❄❈ ❂❏❇ ■●✽ ✿❏❑ ❏❆✽ ■ ❑ ❄●■ ❅❂ ❀❅❆❂■✿❏✿❁ ■✿❏●❄❆✿✾P ●■ ✿❅ ●■ ✿ ❅❀❇❅✿❏❂❈ ■✿❏●❄❆✿✾ ❄❅

H
❄✾ ❆● ❇ ❂✾●

γ(p, r) ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✜☎✠ H ✓☎ (p, r)✚✏✎ ✒✞✙ ✟ ✞✠✡✎✑✠ ✑✌✔✎✝☎✆☎✙ ✝☎✆✠✞✔☎✏ ✣ ❉✗ ✟☎ ✆☎☛✎✝☎ ☞✌ ☎✙✘☎ e
✏✑✔✡ ✠✡☞✠ ✠✡☞✠ τ(H) = τ(H − e) ✢ ✠✡☎✌ H − e ✞✏ ☞✘☞✞✌ (p, r)✚✏✎ ✒✞✙ ✟ ✞✠✡ ✌✎ ✑✌✔✎✝☎✆☎✙
✝☎✆✠✞✔☎✏ ✣ ✓ ☞☛ ☎✒✥✢ ☞✏✏✑☛ ☎ ✠✎ ✠✡☎ ✔✎✌✠✆☞✆✥ ✠✡☎ ✏✎☛ ☎ ✝☎✆✠☎✖ v ∈ e ✞✏ ✑✌✔✎✝☎✆☎✙ ✞✌
H − e

✣ �✥ ✜☎☛☛☞ ❊✄ ✣✺ ✢ ✠✡☎✆☎ ✞✏ ☞ p✚✔✎✝☎✆ W ✎✗ H ✔✎✌✠☞✞✌✞✌✘ v ✣ ✓✎✟☎✝☎✆ ✢ ✠✡✞✏
✞☛✕✒✞☎✏ ✠✡☞✠ W \ {v} ✞✏ ☞ (p− 1)✚✔✎✝☎✆ ✎✗ H − e ✢ ✟✡✞✔✡ ✞✏ ☞ ✔✎✌✠✆☞✙✞✔✠✞✎✌ ✣✹✠☞✆✠✞✌✘ ✟ ✞✠✡ H ✢ ✆☎☛✎✝☎ ☎✙✘☎✏ ✌✎✠ ☞�☎✔✠✞✌✘ ✠✡☎ ✔✎✝☎✆✞✌✘ ✌✑☛✓☎✆ ✑✌✠✞✒ ✟☎ ✡☞✝☎
☞ τ ❃❆❏❄●❄❆❆❏ ✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡ H ′ ✢ ☛ ☎☞✌✞✌✘ ✠✡☞✠ ✠✡☎ ✆☎☛✎✝☞✒ ✎✗ ☞✌✥ ☎✙✘☎ ✞✌ H ′ ✙☎✔✆☎☞✏☎✏
✠✡☎ ✔✎✝☎✆✞✌✘ ✌✑☛✓☎✆ ✎✗ H ′ ✣� �✥ ☞ ✆☎✏✑ ✒✠ ✎✗ �✎✒✒✎✓✂✏ ✁✺✁✂ ✢ ✠✡☎ ✌✑☛✓☎✆ ✎✗ ☎✙✘☎✏ ✞✌
☞ τ ✚✔✆✞✠ ✞✔☞✒ r✚✑✌ ✞✗✎✆☛ ✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡ ✟ ✞✠✡ ✔✎✝☎✆✞✌✘ ✌✑☛✓☎✆ p ✞✏ ☞✠ ☛ ✎✏✠ (p+r−1

r

) ✛ ✏☎☎
✜✎✝✂✏✖ ✁✕◗ ✢ ✟✖ ✣ ✺✻ ✣✻❊✂ ✣ ✤✡✞✏ ✞☛✕✒✞☎✏ ✠✡☞✠ ✠✡☎ ✌✑☛✓☎✆ ✎✗ ✝☎✆✠✞✔☎✏ ✞✌ H ′ ✞✏ ☞✠ ☛ ✎✏✠
r ·
(

p+r−1
r

) ◆✠✡✞✏ ✞✏ ☞ ✝☎✆✥ ✒✎✎✏☎ ✓✎✑✌✙ ❖ ✢ ☞✌✙ ✠✡☎ ✒☎☛☛☞ ✗✎✒✒✎✟ ✏ ✣ �
✗✎✆ r = 2 ✢ ✟☎ ✔☞✌ ☎✏✠☞✓✒✞✏✡ ☞ ✠✞✘✡✠ ✓✎✑✌✙ ✎✌ γ(p, r) ❋
✫✬✭✮✯✭✰ ◆✿ ✳✙ ✴✺✭✯✁✭ ✽✗ ❀ ✫✬ ✳ ✱✲ ✳✱✲❂❃ ❈❈

G
❄✾ ❆ ✾❄❇✽ ❏✿ ❑ ❏❆✽ ■ ❑ ❄●■

τ(G) = p✾❀❆■ ●■ ❆●
G

❆❂❅●❆❄❅✾ ❅❂ ❀❅❆❂■✿❏✿❁ ■✿❏●❄❆✿✾ ❆❅❁ ✾❀❆■ ●■ ❆● ✿■✿❏● ■✿❏●✿✚ ❄✾ ❆❂❅●❆❄❅✿❁
❄❅ ❆

p
❃❆❂■✿❏P ●■ ✿❅ ●■ ✿ ❅❀❇ ❅✿❏ ❂❈ ■✿❏●❄❆✿✾ ❄❅

G
❄✾ ❆● ❇ ❂✾●

2p ❊ ✂ ✾ ❆ ❆❂❅✾✿❍❀✿❅❆✿P ❄❈
G

❄✾
(p, 2)

❃✾❂❏❄❁ ❑ ❄●■ ❅❂ ❀❅❆❂■✿❏✿❁ ■✿❏●❄❆✿✾P ●■ ✿❅ ●■ ✿ ❅❀❇❅✿❏ ❂❈ ■✿❏●❄❆✿✾ ❄❅
G

❄✾ ❆●
❇ ❂✾●

2p ❊ �

✤✡☎ ✓✎✑✌✙ 2p ✞✏ ✠✞✘✡✠ ✢ ☞✏ ✠✡☎ 2p✚✔✥✔✒☎ ✞✏ (p, 2)✚✏✎✒✞✙ ✣ ✤✡☎ ★✆✏✠ ✏✠☞✠☎☛ ☎✌✠ ✞✌ ✠✡☎
✠✡☎✎✆☎☛ ✞✏ ✓☞✏✞✔☞✒✒✥ ☞ ✔✎✌✏☎❍✑☎✌✔☎ ✎✗ ✏✎☛ ☎ ✆☎✏✑✒✠✏ ✙✑☎ ✠✎ ✓ ☞�✌☞✒ ✁◗✻✂ ✛ ✏☎☎ �☎✆✘☎ ✁◗ ✢✤✡ ✣ ✺✻ ✣✕✚�✂ ✣ �✌✗✎✆✠✑✌☞✠☎✒✥✢ ✠✡☎✏☎ ✆☎✏✑ ✒✠✏ ✏☎☎☛ ✡☞✆✙ ✠✎ ✘☎✌☎✆☞✒✞✖☎ ✠✎ ✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡✏ ✣�✥ ✜☎☛☛☞ ❊✄ ✣✺ ✢ ✠✡☎ ✏☎✔✎✌✙ ✏✠☞✠☎☛☎✌✠ ✞✌ ✠✡☎ ✠✡☎✎✆☎☛ ✞✏ ☞ ✔✎✌✏☎❍✑☎✌✔☎ ✎✗ ✠✡☎ ★✆✏✠ ✣

✗ ✞✌☞✒✒✥✢ ✟☎ ✏✠☞✠☎ ☞✌✙ ✕✆✎✝☎ ☞ ✗☎✟ ✆☎✏✑✒✠✏ ✠✡☞✠ ✟☎ ✟ ✞✒✒ ✑✏☎ ✞✌ ✹☎✔✠✞✎✌ ❊✄ ✣✄ ✠✎ ✕✆✎✝☎
✠✡☞✠ ✠✡☎ (2p− 1)✚✏✍☎✒☎✠✎✌ ✎✗ Covn,p ✞✏ ✝☎✆✠☎✖✚✙☎✔✎☛✕✎✏☞✓✒☎ ✛ ☞✘☞✞✌ ✢ ✟☎ ✆☎✏✠✆✞✔✠ ✎✑✆
☞✠✠☎✌✠✞✎✌ ✠✎ ✘✆☞✕✡✏ ✣
✂✭✰✰✷ ◆✿ ✳✗ ❄✿●

H ❅✿ ❆ ❑ ❏❆✽ ■ ❑ ❄●■ ❆❂■✿❏❄❅❑ ❅❀❇❅✿❏ p ❆❅❁ ❑ ❄●■ ❆❂❅❅✿❆●✿❁ ❆❂❇✽ ❂❃
❅✿❅●✾

C1, . . . , Ck ❊ ❋■ ✿❅
H

❄✾
(p, 2)

❃✾❂❏❄❁ ❄❈ ❆❅❁ ❂❅ ❏● ❄❈ ●■ ✿❏✿ ❆❏✿ ❄❅●✿❑ ✿❏✾
p1, . . . , pk✾❀❇❇ ❄❅❑ ❀✽ ●❂

p
✾❀❆■ ●■ ❆●

Ci
❄✾

(pi, 2)
❃✾❂ ❏❄❁ ❈ ❂❏ ✿❆❆■

i ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✸ ✞✠✡ pi = τ(Ci) ✢ ✞✠ ✞✏ ✔✒☎☞✆ ✠✡☞✠ ∑i pi = τ(H) = p

✣ ✹✑✕✕✎✏☎ ✠✡☞✠ ✏✎☛ ☎
✝☎✆✠☎✖ v ∈ Ci ✞✏ ✔✎✌✠☞✞✌☎✙ ✞✌ ☎✝☎✆✥ pi✚✔✎✝☎✆ ✎✗ Ci ✣ ✤✡☎✌ v ✞✏ ✔✎✌✠☞✞✌☎✙ ✞✌ ☎✝☎✆✥
p✚✔✎✝☎✆ ✎✗ H ✛ ✟☎ ✔☞✌✌✎✠ ✔✎✝☎✆ H \ Ci ✟✞✠✡ ✗☎✟☎✆ ✠✡☞✌ p− pi ✝☎✆✠✞✔☎✏ ✣ ✔✎✌✝☎✆✏☎✒✥✢
✞✗ v ✞✏ ❅❂● ✔✎✌✠☞✞✌☎✙ ✞✌ ☞ ✘✞✝☎✌ pi✚✔✎✝☎✆ ✎✗ Ci ✢ ✠✡☎✌ ✟☎ ✔☞✌ ☎✖✠☎✌✙ ✠✡ ✞✏ ✔✎✝☎✆ ✠✎ ☞
p✚✔✎✝☎✆ ✎✗ H ✌✎✠ ✔✎✌✠☞✞✌✞✌✘ v ✓✥ ✕✞✔✍✞✌✘ ☞✌ ☞✆✓ ✞✠✆☞✆✥ pj ✚✔✎✝☎✆ ✎✗ ☎✝☎✆✥ ✎✠✡☎✆ Cj ✣ �
✂✭✰✰✷ ◆✿ ✳✿ ✂ (p, 2)

❃✾❂❏❄❁ ❑ ❏❆✽ ■
H

❆❂❅●❆❄❅✾ ❆● ❏✿❆✾●
2p− k

✿❁❑ ✿✾P ❑■ ✿❏✿
k

❄✾ ●■ ✿
❅❀❇ ❅✿❏ ❂❈ ❆❂❅❅✿❆●✿❁ ❆❂❇✽ ❂❅✿❅●✾ ❄❅

H
❑ ❄●■ ❆● ❏✿❆✾● ●❑ ❂ ■✿❏●❄❆✿✾ ❊

✂✞✍ ✟✏ ✟✏ ☛✄✆ ✟✡✝✞☛✔☎ ☎✑
H′

☞☛✟✔✎
α☎

☎✓✛✜✛☎✕✖ ✝✏ ✌☛✆✔☛✌ ☞✟ ✝☛✒✎☛ ✍✌ ✠ ✌☛✄ ✕ ✠☛ ✕☛✎ ✕



✻❊✒ ✁✂✄☎ ✆✝✞ �� ✡ ✁✞✄☎✂✌ �✑ ✆✂ � ☞✂✍ ✎✝✎ ✁☞�✝✞✑✍✁ � ✂✆ ✁✝✞

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✤✡☎ ✒☎☛☛☞ ✞✏ ✔✒☎☞✆ ✗✎✆ p = 1 ✛ ☞✏✏✑☛☎ ✠✡☞✠ p ≥ 2
✣ ✸☎ ☛ ☞✥ ☞✏✏✑☛ ☎ ✠✡☞✠ H

✔✎✌✠☞✞✌✏ ✌✎ ✑✌✔✎✝☎✆☎✙ ✝☎✆✠✞✔☎✏ ✣ ✜☎✠ ✠✡☎ ✔✎✌✌☎✔✠☎✙ ✔✎☛✕✎✌☎✌✠✏ ✎✗ H ✓☎ C1, . . . , Ck
✣

✸ ✞✠✡ pi = τ(Ci) ✢ ✟☎ ✡☞✝☎ ✠✡☞✠ Ci ✞✏ (pi, 2)✚✏✎✒✞✙ ✗✎✆ ☎☞✔✡ i ✓✥ ✜☎☛☛☞ ❊✄ ✣◗ ✣ ❉✌
✕☞✆✠✞✔✑ ✒☞✆ ✢ ✞✗ k ≥ 2 ✢ ✠✡☎✌ ✟☎ ☛☞✥ ✑✏☎ ✞✌✙✑✔✠✞✎✌ ✎✌ p ✠✎ ✔✎✌✔✒✑✙☎ ✠✡☞✠ Ci ✔✎✌✠☞✞✌✏
☞✠ ✒☎☞✏✠ 2pi−1 ☎✙✘☎✏ ✣ ✹✑☛☛ ✞✌✘ ✎✝☎✆ i ☞✌✙ ✑✏✞✌✘ ✠✡☎ ✗☞✔✠ ✠✡☞✠ ∑i pi = p ✢ ✟☎ ✎✓✠☞✞✌
✠✡☞✠ H ✔✎✌✠☞✞✌ ✏ ☞✠ ✒☎☞✏✠ 2p− k ☎✙✘☎✏ ✣✤✡✑✏ ☞✏✏✑☛ ☎ ✠✡☞✠ H ✞✏ ✔✎✌✌☎✔✠☎✙ ✣ ▼ ✏ ✞✌ ✠✡☎ ✕✆✎✎✗ ✎✗ ✜☎☛☛☞ ❊✄ ✣✻ ✢ ✌✎✠☎ ✠✡☞✠ ✞✗
✟☎ ✆☎☛✎✝☎ ☞✌ ☎✙✘☎ ✠✡☞✠ ✙✎☎✏ ✌✎✠ ☞�☎✔✠ ✠✡☎ ✔✎✝☎✆✞✌✘ ✌✑☛✓☎✆ ✎✗ H ✢ ✠✡☎✌ ✠✡☎ ✆☎✏✑✒✠✞✌✘
✘✆☞✕✡ ✞✏ ☞✘☞✞✌ (p, 2)✚✏✎✒✞✙ ✟ ✞✠✡ ✌✎ ✑✌✔✎✝☎✆☎✙ ✝☎✆✠✞✔☎✏ ✣ ✌☎☛✎✝☎ ✏✑✔✡ ☎✙✘☎✏ ✗✆✎☛ H
✑✌✠✞✒ ✟☎ ✡☞✝☎ ☞ τ ✚✔✆✞✠✞✔☞✒ ✘✆☞✕✡ H ′ ✛ ✠✡☎ ✆☎☛✎✝☞✒ ✎✗ ☞✌✥ ☎✙✘☎ ✗✆✎☛ H ′ ✙☎✔✆☎☞✏☎✏ ✠✡☎
✔✎✝☎✆✞✌✘ ✌✑☛✓☎✆ ✣

❉✗ ✠✡☎ ✎✓✠☞✞✌☎✙ ✘✆☞✕✡ H ′ ✞✏ ✙✞✏✔✎✌✌☎✔✠☎✙ ✟ ✞✠✡ k ✔✎☛✕✎✌☎✌✠✏ ✢ ✠✡☎✌ ✟☎ ✆☎☛✎✝☎✙
☞✠ ✒☎☞✏✠ k− 1 ☎✙✘☎✏ ✢ ☞✌✙ ✓✥ ✠✡☎ ✏☞☛ ☎ ✞✌✙✑✔✠✞✎✌ ☞✆✘✑☛ ☎✌✠ ☞✏ ☞✓✎✝☎ ✢ H ′ ✔✎✌✠☞✞✌✏ ☞✠
✒☎☞✏✠ 2p− k ☎✙✘☎✏ ✣ ✓☎✌✔☎ H ✔✎✌✠☞✞✌✏ ☞✠ ✒☎☞✏✠ 2p− 1 ☎✙✘☎✏ ☞✏ ✙☎✏✞✆☎✙ ✣

▼ ✏✏✑☛ ☎ ✠✡☞✠ H ′ ✞✏ ✔✎✌✌☎✔✠☎✙ ✛ ✗✎✆ ✏✞☛✕✒✞✔✞✠✥✢ ✒☎✠ ✑✏ ✟✆✞✠☎ H ✞✌✏✠☎☞✙ ✎✗ H ′ ✣
�☎✆✘☎ ✁◗ ✢ ✤✡ ✣ ✺✻ ✣✄✂ ✕✆✎✝☎✙ ✠✡☞✠ ☞ τ ✚✔✆✞✠✞✔☞✒ ☞✌✙ ✔✎✌✌☎✔✠☎✙ ✘✆☞✕✡ ✞✏ ❊✚✔✎✌✌☎✔✠☎✙ ✣
✸☎ ✟☞✌✠ ✠✎ ★✌✙ ☞ ✝☎✆✠☎✖ x ✞✌ H ✏✑✔✡ ✠✡☞✠ ✠✡☎ ✞✌✙✑✔☎✙ ✏✑✓✘✆☞✕✡ K ✎✓✠☞✞✌☎✙ ✓✥
✆☎☛✎✝✞✌✘ x ✗✆✎☛ H ✞✏ (p−1, 2)✚✏✎✒✞✙ ✣ �✥ ✞✌✙✑✔✠✞✎✌ ✢ ✠✡ ✞✏ ✟ ✞✒✒ ✞☛✕✒✥ ✠✡☞✠ K ✔✎✌✠☞✞✌✏
☞✠ ✒☎☞✏✠ 2(p − 1) − 1 ☎✙✘☎✏ ✢ ✟✡✞✔✡ ✞✌ ✠✑✆✌ ✟ ✞✒✒ ✞☛✕✒✥ ✠✡☞✠ H ✔✎✌✠☞✞✌✏ ☞✠ ✒☎☞✏✠
2(p− 1)− 1 + 2 = 2p− 1 ☎✙✘☎✏ ☞✏ ✙☎✏✞✆☎✙ ✣ ✓☞☛ ☎✒✥✢ ✟☎ ✘☎✠ ✆✞✙ ✎✗ ☞✠ ✒☎☞✏✠ ✠✟✎ ☎✙✘☎✏
✟✡☎✌ ✟☎ ✆☎☛✎✝☎ x ✢ ☞✌✙ ✠✡☎ ✆☎✏✑ ✒✠✞✌✘ ✘✆☞✕✡ K ✞✏ ✔✎✌✌☎✔✠☎✙ ✢ ☞✏ H ✞✏ ❊✚✔✎✌✌☎✔✠☎✙ ✣✤✎ ★✌✙ ✠✡☎ ✝☎✆✠☎✖ x ✢ ✒☎✠ y ≤ z ☛☎☞✌ ✠✡☞✠ ☞✌✥ p✚✔✎✝☎✆ ✎✗ H ✔✎✌✠☞✞✌✞✌✘ y ☞✒✏✎
✔✎✌✠☞✞✌✏ z ✣ ✤✡✞✏ ✙☎★✌☎✏ ☞ ✕☞✆✠✞☞✒ ✎✆✙☎✆ ✣ ✓ ☞☛ ☎✒✥✢ ✏✞✌✔☎ H ✞✏ τ ✚✔✆✞✠ ✞✔☞✒ ✢ ✟☎ ✡☞✝☎ ✢ ✗✎✆
☎☞✔✡ y, w ✏✑✔✡ ✠✡☞✠ yw ∈ H ✢ ✠✡☞✠ ✠✡☎ ✘✆☞✕✡ H − yw ✡☞✏ ☞ (p − 1)✚✔✎✝☎✆ Q ✟✞✠✡
✠✡☎ ✕✆✎✕☎✆✠✥ ✠✡☞✠ y, w /∈ Q

✣ ❉✗ z /∈ Q ✢ ✠✡☎✌ y 6≤ z ✢ ☞✏ Q ∪ {y} ✞✏ ☞ p✚✔✎✝☎✆ ✎✗ H ✌✎✠
✔✎✌✠☞✞✌✞✌✘ z ✣ ❉✗ z ∈ Q ✢ ✠✡☎✌ z 6≤ y ✢ ☞✏ Q ∪ {w} ✞✏ ☞ p✚✔✎✝☎✆ ✎✗ H ✔✎✌✠☞✞✌ ✞✌✘ z ✓✑✠
✌✎✠ y ✣ ✓✎✟ ✢ ✕✞✔✍ x ☛☞✖✞☛☞✒ ✟ ✞✠✡ ✆☎✏✕ ☎✔✠ ✠✎ ✠✡☎ ✘✞✝☎✌ ✕☞✆✠✞☞✒ ✎✆✙☎✆ ✣ ✤✡✞✏ ☛☎☞✌✏ ✢
✗✎✆ ☞✌✥ y 6= x ✢ ✠✡☞✠ ✠✡☎✆☎ ✞✏ ☞ p✚✔✎✝☎✆ ✎✗ H ✔✎✌✠☞✞✌✞✌✘ x ✓✑✠ ✌✎✠ y ✣ ❉✌ ✕☞✆✠✞✔✑ ✒☞✆ ✢
✠✡☎✆☎ ✞✏ ☞ (p − 1)✚✔✎✝☎✆ ✌✎✠ ✔✎✌✠☞✞✌✞✌✘ y ✎✗ ✠✡☎ ✞✌✙✑✔☎✙ ✏✑✓✘✆☞✕✡ K ✎✓✠☞✞✌☎✙ ✓✥
✆☎☛✎✝✞✌✘ x ✗✆✎☛ H

✣ ✓✎✟☎✝☎✆ ✢ ✠✡ ✞✏ ☛ ☎☞✌✏ ☎✖☞✔✠✒✥ ✠✡☞✠ K ✞✏ (p− 1, 2)✚✏✎ ✒✞✙ ✢ ☞✌✙ ✟☎
☞✆☎ ✙✎✌☎ ✣ �

✤✡☎ ✓✎✑✌✙ ✞✌ ✜☎☛☛☞ ❊✄ ✣✄ ✞✏ ✠✞✘✡✠ ❋ ✜☎✠ G ✓☎ ✠✡☎ ✘✆☞✕✡ ✔✎✌✏✞✏✠✞✌✘ ✎✗ ☞ ✕☞✠✡ ✎✗
✝☎✆✠☎✖ ✒☎✌✘✠✡ 2(p−k+1) ☞✌✙ k−1 ☞✙✙✞✠✞✎✌☞✒ ✔✎☛✕✎✌☎✌✠✏ ✢ ☎☞✔✡ ✎✗ ✝☎✆✠☎✖ ✏✞✖☎ ✠✟✎ ✣✤✡☎✌ G ✞✏ (p, 2)✚✏✎✒✞✙ ☞✌✙ ✔✎✌✠☞✞✌✏ k − 1 + 2p− 2k + 1 = 2p− k ☎✙✘☎✏ ✣

✜� ✚✜ ✁ ✂✣★✂✁✣✢ ✪✥✧✤★✥✥ ✥✂ ★ ✥✦✧✤★✣✩

✗✎✆ n, p, r ≥ 1 ✢ ✒☎✠ HCov#
n,p,r ✓☎ ✠✡☎ ✏✞☛✕✒✞✔✞☞✒ ✔✎☛✕✒☎✖ ✎✗ [r]✚✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡✏ ✎✌ ✠✡☎

✝☎✆✠☎✖ ✏☎✠ [n] ✟✞✠✡ ✔✎✝☎✆✞✌✘ ✌✑☛✓☎✆ ☞✠ ☛✎✏✠ p ✣ ✓☎✌✔☎ HCov#
n,p,r ✔✎✌✏✞✏✠✏ ✎✗ ✡✥✕☎✆✚

✘✆☞✕✡✏ ✟ ✞✠✡ ☎✙✘☎✏ ✎✗ ✏✞✖☎ ✓ ☎✠✟☎☎✌ 1 ☞✌✙ r ✢ ✟✡☎✆☎☞✏ HCovn,p,r ✔✎✌✏✞✏✠✏ ✎✗ r✚✑✌✞✗✎✆☛
✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡✏ ✣ ▼ ✏ ✞✠ ✠✑✆✌✏ ✎✑✠ ✢ HCov#

n,p,r ✡☞✏ ✏☎✝☎✆☞✒ ☞✠✠✆☞✔✠✞✝☎ ✕✆✎✕ ☎✆✠✞☎✏ ✠✡☞✠ ☛☞✍☎



�� ✡� ✡ ✁ ✞✝✝✄ ✆✝✎ ✌✑✆☎ ✝✑☎✑✄✝ ☎☞✆☎ ✝✝✞ ✻❊◗

✠✡☎ ✔✎☛✕✒☎✖ ☎☞✏✞☎✆ ✠✎ ✡☞✌✙✒☎ ✠✡☞✌ ✠✡☎ ✎✆✞✘ ✞✌☞✒ ✔✎☛✕✒☎✖ HCovn,p,r
✣ ✸☎ ✟ ✞✒✒ ✟ ✆✞✠☎

Cov#
n,p = HCov

#
n,p,2

✣

✂✭✰✰✷ ◆✿ ✳❁ ❖❂❏
p ≥ 1

❆❅❁
1 ≤ r ≤ n

P
HCovn,p,r ≃ HCov#

n,p,r ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✸☎ ✏✡✎✟ ✡✎✟ ✠✎ ✔✎✒✒☞✕✏☎ HCov#

n,p,r ✙✎✟✌ ✠✎ HCovn,p,r
✣ ✗ ✞✖ ☞ ✒✞✌☎☞✆ ✎✆✙☎✆

✎✌ ([n]
r

) ✛ ✠✡ ✞✏ ✞✏ ✠✡☎ ✗☞☛ ✞✒✥ ✎✗ ☎✙✘☎✏ ✎✗ ☛ ☞✖✞☛✑☛ ✏✞✖☎ r ✣ ✗✎✆ ☞ ✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡ H ∈
HCov#

n,p,r \ HCovn,p,r ✢ ✒☎✠ e = e(H) ✓☎ ☛ ☞✖✞☛ ☞✒ ✟ ✞✠✡ ✆☎✏✕☎✔✠ ✠✎ ✠✡✞✏ ✒✞✌☎☞✆ ✎✆✙☎✆
✏✑✔✡ ✠✡☞✠ e ✔✎✌✠☞✞✌✏ ☞✌ ☎✙✘☎ e′ ∈ H ✎✗ ✏✞✖☎ ☞✠ ☛✎✏✠ r − 1 ✛ e ✞✠✏☎✒✗ ✞✏ ✌✎✠ ✌☎✔☎✏✏☞✆✞✒✥
✔✎✌✠☞✞✌☎✙ ✞✌ H ✣ ✗✎✆ ☎☞✔✡ e ✎✗ ✏✞✖☎ r ✢ ✒☎✠ F(e) ✓☎ ✠✡☎ ✗☞☛ ✞✒✥ ✎✗ ✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡✏ H ∈
HCov#

n,p,r \ HCovn,p,r ✏✑✔✡ ✠✡☞✠ e(H) = e
✣ ❉✠ ✞✏ ✔✒☎☞✆ ✠✡☞✠ ✠✡☎ ✗☞☛ ✞✒✞☎✏ F(e) ✏☞✠✞✏✗✥

✠✡☎ ✔ ✒✑✏✠☎✆ ✜☎☛☛☞ ✒ ✣❊ ✣ ✓☞☛ ☎✒✥✢ H 7→ e(H) ∈
(

[n]
r

) ✞✏ ☞ ✕✎✏☎✠ ☛☞✕ ✟ ✞✠✡ ✠✡☎ ✘✞✝☎✌
✒✞✌☎☞✆ ✎✆✙☎✆ ✎✌ ([n]

r

) ✣ ✓✎✟ ✢ ✟☎ ✎✓✠☞✞✌ ☞ ✕☎✆✗☎✔✠ ☛ ☞✠✔✡✞✌✘ ✎✌ F(e) ✓✥ ✕☞✞✆✞✌✘ H + e
✟✞✠✡ H − e ✗✎✆ ☎☞✔✡ H ∈ F(e)

✣ ✓☞☛ ☎✒✥✢ ☞✙✙✞✌✘ ✎✆ ✙☎✒☎✠✞✌✘ e ✙✎☎✏ ✌✎✠ ☞�☎✔✠ e(H)
✣

▼ ✒✏✎ ✢ ✠✡☎ ✔✎✝☎✆✞✌✘ ✌✑☛✓☎✆ ✆☎☛☞✞✌✏ ✠✡☎ ✏☞☛ ☎ ✟✡☎✌ e ✞✏ ☞✙✙☎✙ ✎✆ ✙☎✒☎✠☎✙ ✢ ☞✏ H
☞✒✆☎☞✙✥ ✔✎✌✠☞✞✌ ✏ ☞✌ ☎✙✘☎ e′ $ e

✣ �✥ ✠✡☎ ✔ ✒✑✏✠☎✆ ✜☎☛☛☞ ✒ ✣❊ ✢ ✟☎ ☞✆☎ ✙✎✌☎ ✣ �

✓☎✖✠ ✢ ✟☎ ✕✆✎✝☎ ✠✡☞✠ HCov#
n,p,r ☞✌✙ HCov#

n,r,p ☞✆☎ ✡✎☛✎✠✎✕✥ ☎❍✑✞✝☞✒☎✌✠ ✛ ✟☎ ☛ ☞✥
✡☎✌✔☎ ✏✟☞✕ p ☞✌✙ r ✟✞✠✡✎✑✠ ☞�☎✔✠✞✌✘ ✠✡☎ ✡✎☛✎✠✎✕✥ ✠✥✕☎ ✣ ✼✌☎ ☛ ☞✥ ✝✞☎✟ ✠✡✞✏ ✆☎✏✑ ✒✠
☞✏ ☞✌ ☞✌☞✒✎✘✑☎ ✎✗ ✠✡☎ ✆☎✏✑ ✒✠ ☞✓✎✑✠ ✠✡☎ ✔✎☛✕✒☎✖ HBn,p,t ✞✌ ✧✆✎✕✎✏✞✠✞✎✌ ✺✒ ✣❊ ✺ ✣

✵✯✮� ✮✁✻✖✻✮✸ ◆✿ ✳✘ ❖❂❏
n, p, r ≥ 1

P ❑ ✿ ■ ❆■✿ ●■ ❆●
HCov#

n,p,r ≃ HCov#
n,r,p ❊ ❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❃

❀ ❏❆❏P
HCovn,p,r ≃ HCovn,r,p

❑■ ✿❅✿■✿❏
n ≥ max{p, r} ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✗✎✆ 1 ≤ n ≤ p + r − 1 ✢ HCov#
n,p,r ☞✌✙ HCov#

n,r,p ☞✆☎ ✓✎✠✡ ✔✎✌☎✏ ☞✌✙ ✡☎✌✔☎
✔✎✒✒☞✕✏✞✓✒☎ ✛ ☎✝☎✆✥ ☎✙✘☎ ✎✗ ☛ ☞✖✞☛✑☛ ✏✞✖☎ ✞✏ ☞ ✔✎✌☎ ✕✎✞✌✠ ✣ ▼ ✏✏✑☛ ☎ ✠✡☞✠ n ≥ p + r

✣
✔✎✌✏✞✙☎✆ ✠✡☎ ✌☎✆✝☎ ✔✎☛✕✒☎✖ Nn,p,r = N(HCov#

n,p,r) ✛ ✏☎☎ ✠✡☎ ✓ ☎✆✝☎ ✤✡☎✎✆☎☛ ✄ ✣❊ ✣
✸☎ ☛ ☞✥ ✞✙☎✌✠✞✗✥ ✠✡☎ 0✚✔☎✒✒✏ ✞✌ Nn,p,r ✟✞✠✡ ✏✑✓✏☎✠✏ ✎✗ [n] ✎✗ ✏✞✖☎ p ✣ ✓☞☛ ☎✒✥✢ ☎✝☎✆✥
☛ ☞✖✞☛ ☞✒ ✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡ H ∈ HCov#

n,p,r ✡☞✏ ☞ ✑✌✞❍✑☎ p✚✔✎✝☎✆ ✔✎✌✏✞✏✠✞✌✘ ✎✗ ✠✡✎✏☎ x ✟✞✠✡
✠✡☎ ✕✆✎✕☎✆✠✥ ✠✡☞✠ ✠✡☎ ✏✞✌✘✒☎✠✎✌ ☎✙✘☎ x ✓☎✒✎✌✘✏ ✠✎ H ✣

✗✎✆ ☞ ✏☎✠ U ✎✗ ✏✞✖☎ p ✢ ✒☎✠ HU ✓☎ ✠✡☎ ☛ ☞✖✞☛ ☞✒ ✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡ ✞✌ HCov#
n,p,r ✟✞✠✡

✑✌✞❍✑☎ p✚✔✎✝☎✆ U ✣ ▼ ✗☞☛ ✞✒✥ W ✎✗ 0✚✔☎✒✒✏ ✞✌ Nn,p,r ✗✎✆☛ ✏ ☞ ✗☞✔☎ ✎✗ Nn,p,r ✞✗ ☞✌✙ ✎✌✒✥
✞✗ ✠✡☎ ✞✌✠☎✆✏☎✔✠✞✎✌ ⋂W∈W HW ✞✏ ✌✎✌☎☛✕✠✥✣ ✤✡✞✏ ☛ ☎☞✌✏ ✠✡☞✠ ✠✡☎✆☎ ✞✏ ☞ ✏☎✠ S ✎✗
✏✞✖☎ ☞✠ ☛✎✏✠ r ✏✑✔✡ ✠✡☞✠ |W ∩ S| ≥ 1 ✗✎✆ ☎☞✔✡ W ∈ W ✣ ✓✎✟☎✝☎✆ ✢ ✠✡✞✏ ✞✏ ☎✖☞✔✠✒✥
✠✡☎ ✔✎✌✙✞✠✞✎✌ ✠✡☞✠ ✠✡☎ ✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡ ([n],W) ☞✙☛ ✞✠✏ ☞ ✔✎✝☎✆ ✎✗ ✏✞✖☎ ☞✠ ☛✎✏✠ r ✣ ▼ ✏ ☞
✔✎✌✏☎❍✑☎✌✔☎ ✢ ✟☎ ☛ ☞✥ ✞✙☎✌✠✞✗✥ Nn,p,r ✟✞✠✡ HCovn,r,p

✣ ✤✡✑✏

HCov#
n,p,r ≃ Nn,p,r ∼= HCovn,r,p ≃ HCov#

n,r,p;

✠✡☎ ★✆✏✠ ☎❍✑✞✝☞✒☎✌✔☎ ✗✎✒✒✎✟ ✏ ✗✆✎☛ ✠✡☎ ✓ ☎✆✝☎ ✤✡☎✎✆☎☛ ✄ ✣❊ ✢ ✟✡☎✆☎☞✏ ✠✡☎ ✒☞✏✠ ☎❍✑✞✝☞✚
✒☎✌✔☎ ✗✎ ✒✒✎✟ ✏ ✗✆✎☛ ✜☎☛☛☞ ❊✄ ✣✁ ✣ �



✻❊✄ ✁✂✄☎ ✆✝✞ �� ✡ ✁✞✄☎✂✌ �✑ ✆✂ � ☞✂✍ ✎✝✎ ✁☞�✝✞✑✍✁ � ✂✆ ✁✝✞

✜� ✚✙ ✁✜ ✂✥✁✥★✥✥ ✧ ✂✁✥✄ ✥✜✄
✤✡☎ ✕✑✆✕✎✏☎ ✎✗ ✠✡ ✞✏ ✏☎✔✠✞✎✌ ✞✏ ✠✎ ✕✆☎✏☎✌✠ ☞✌ ☞✔✥✔✒✞✔ ☛ ☞✠✔✡✞✌✘ ✎✌ HCov#

n,p,r ✏✑✔✡ ✠✡☞✠
✠✡☎ ✑✌☛ ☞✠✔✡☎✙ ✘✆☞✕✡✏ ✡☞✝☎ ✔☎✆✠☞✞✌ ✆☞✠✡☎✆ ✏✠✆✎✌✘ ✕✆✎✕☎✆✠✞☎✏ ✣ ✼✓✏☎✆✝☞✌✠ ✆☎☞✙☎✆✏ ☛ ☞✥
✌✎✠☎ ✠✡☞✠ ✎✑✆ ☛ ☞✠✔✡✞✌✘ ✞✏ ❍✑✞✠☎ ✏✞☛ ✞✒☞✆ ✞✌ ✌☞✠✑✆☎ ✠✎ ✠✡☎ ☛ ☞✠✔✡✞✌✘ ✠✡☞✠ ✜✞✌✑✏✏✎✌
☞✌✙ ✹✡☞✆☎✏✡ ✞☞✌ ✕✆✎✝✞✙☎✙ ✗✎✆ ✔✎☛✕✒☎✖☎✏ ✎✗ t✚✔✎✒✎✆☞✓✒☎ ✘✆☞✕✡✏ ✛ ✏☎☎ ✜☎☛☛☞ ❊◗ ✣✻ ✣

✗✎✆ ☞✌ [r]✚✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡ H ✎✌ ✠✡☎ ✝☎✆✠☎✖ ✏☎✠ [n] ✢ ✒☎✠ X (H) ✓☎ ✠✡☎ ✗☞☛ ✞✒✥ ✎✗ ☞✒✒
✏✑✓✏☎✠✏ ✎✗ [n− 1] ✎✗ ✏✞✖☎ ☞✠ ☛✎✏✠ r − 1 ✠✡☞✠ ✡☞✝☎ ✌✎✌☎☛✕✠✥ ✞✌✠☎✆✏☎✔✠✞✎✌ ✟ ✞✠✡ ☎✝☎✆✥
p✚✔✎✝☎✆ ✎✗ H([n − 1])

✣ ✓✎✠☎ ✠✡☞✠ ✞✗ H ∈ HCov#
n,p,r ✢ ✠✡☎✌ ✟☎ ☛ ☞✥ ☞✙✙ ✠✡☎ ☎✙✘☎

X ∪ {n} ✠✎ H ✗✎✆ ☞✌✥ X ∈ X (H) ✟✞✠✡✎✑✠ ☎✌✙✞✌✘ ✑✕ ✎✑✠✏✞✙☎ HCov#
n,p,r

✣
✗☎★✌☎
An,p,r = {H ∈ HCov#

n,p,r : H([n− 1]) ∈ HCov
#
n−1,p−1,r};

Bn,p,r = {H ∈ HCov#
n,p,r : H([n− 1]) /∈ HCov

#
n−1,p−1,r ☞✌✙ X (H) 6= ∅};

Cn,p,r = {H ∈ HCov#
n,p,r : H([n− 1]) /∈ HCov

#
n−1,p−1,r ☞✌✙ X (H) = ∅}.

❉✠ ✞✏ ✔✒☎☞✆ ✠✡☞✠ HCov#
n,p,r ✞✏ ✠✡☎ ✙✞✏�✎✞✌✠ ✑✌✞✎✌ ✎✗ An,p,r ✢ Bn,p,r ✢ ☞✌✙ Cn,p,r ☞✌✙ ✠✡☞✠

An,p,r ☞✌✙ An,p,r∪Cn,p,r ☞✆☎ ✓✎✠✡ ✏✞☛✕✒✞✔✞☞✒ ✔✎☛✕✒☎✖☎✏ ✣ ✤✡✞✏ ✞☛✕✒✞☎✏ ✠✡☞✠ ✠✡☎ ✠✡✆☎☎
✗☞☛ ✞✒✞☎✏ ✏☞✠✞✏✗✥ ✠✡☎ ✔ ✒✑ ✏✠☎✆ ✜☎☛☛☞ ✒ ✣❊ ✣ ✸☎ ✟☞✌✠ ✠✎ ✕✆✎✝☎ ✠✡☞✠ ✠✡☎✆☎ ☞✆☎ ✕☎✆✗☎✔✠
☞✔✥✔✒✞✔ ☛ ☞✠✔✡✞✌✘✏ ✎✌ An,p,r ☞✌✙ Bn,p,r

✣ ✤✡☎ ✆☎☛☞✞✌ ✞✌✘ ✗☞☛ ✞✒✥ Cn,p,r ✞✏ ✠✡☎ ✗☞☛ ✞✒✥
✎✗ ☞✒✒ [r]✚✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡✏ H ✏✑✔✡ ✠✡☞✠ H([n− 1]) ✡☞✏ ✔✎✝☎✆✞✌✘ ✌✑☛✓☎✆ p ☞✌✙ ✏✑✔✡ ✠✡☞✠
☎✝☎✆✥ ✏✑✓✏☎✠ ✎✗ [n−1] ✎✗ ✏✞✖☎ ☞✠ ☛✎✏✠ r−1 ✞✏ ✙✞✏�✎✞✌✠ ✗✆✎☛ ✏✎☛ ☎ p✚✔✎✝☎✆ ✎✗ H([n−1])

✣
✤✡✞✏ ☛☎☞✌✏ ☎✖☞✔✠✒✥ ✠✡☞✠ H([n− 1]) ✞✏ (p, r)✚✏✎ ✒✞✙ ✣

✸☎ ✎✓✠☞✞✌ ☞ ✕☎✆✗☎✔✠ ☞✔✥✔✒✞✔ ☛ ☞✠✔✡ ✞✌✘ ✎✌ An,p,r ✓✥ ✕☞✞✆✞✌✘ H−n ✟✞✠✡ H+n ✛ ✟☎
☛ ☞✠✔✡ ✟ ✞✠✡ ✠✡☎ ✏✞✌✘✒☎✠✎✌ ☎✙✘☎ n ✣ ✓ ☞☛ ☎✒✥✢ ✗✎✆ ☞✌✥ ✔✎✝☎✆ W ✎✗ H([n− 1]) ✢ W ∪ {n}
✞✏ ☞ ✔✎✝☎✆ ✎✗ H ✣

✗✎✆ ☞ ✗☞☛ ✞✒✥ X ✎✗ ✏✑✓✏☎✠✏ ✎✗ [n− 1] ✢ ✒☎✠ Bn,p,r(X ) ✓☎ ✠✡☎ ✗☞☛ ✞✒✥ ✎✗ ✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡✏
H ∈ Bn,p,r ✏✑✔✡ ✠✡☞✠ X (H) = X ✣ ❉✠ ✞✏ ✔✒☎☞✆ ✠✡☞✠ ✠✡☎ ✗☞☛ ✞✒✞☎✏ Bn,p,r(X ) ✏☞✠✞✏✗✥ ✠✡☎
✔ ✒✑ ✏✠☎✆ ✜☎☛☛☞ ✒ ✣❊ ✣ ✓☞☛ ☎✒✥✢ H 7→ X (H) ✞✏ ☞ ✕✎✏☎✠ ☛ ☞✕ ✛ X (H) ✔☞✌✌✎✠ ✘✆✎✟ ✟✡☎✌
✟☎ ✙☎✒☎✠☎ ☎✙✘☎✏ ✗✆✎☛ H

✣ ✜☎✠ X(H) ✓☎ ☛ ✞✌✞☛ ☞✒ ✞✌ X (H) ✟✞✠✡ ✆☎✏✕☎✔✠ ✠✎ ✏✎☛ ☎ ★✖☎✙
✒✞✌☎☞✆ ✎✆✙☎✆ ✣ ❉✗ H ∈ Bn,p,r(X ) ✢ ✠✡☎✌ ✠✡☎ ✏☞☛ ☎ ✞✏ ✠✆✑☎ ✗✎✆ H +X(H)n ✛ ☎✝☎✆✥ p✚✔✎✝☎✆
✎✗ H ✔✎✌✠☞✞✌✏ ☞✌ ☎✒☎☛☎✌✠ ✗✆✎☛ X(H) ✢ ☞✌✙ X(H) ✡☞✏ ✏✞✖☎ ☞✠ ☛✎✏✠ r−1

✣ X (H) ✙✎☎✏
✌✎✠ ✙☎✕☎✌✙ ✎✌ ✠✡☎ ✏☎✠ ✎✗ ☎✙✘☎✏ ✔✎✌✠☞✞✌ ✞✌✘ n ✢ ✟✡✞✔✡ ☛☎☞✌✏ ✠✡☞✠ ✟☎ ✎✓✠☞✞✌ ☞ ✕☎✆✗☎✔✠
☛ ☞✠✔✡ ✞✌✘ ✎✌ Bn,p,r(X ) ✓✥ ✕☞✞✆✞✌✘ H −X(H)n ✟✞✠✡ H +X(H)n

✣ ✤☞✍✞✌✘ ✠✡☎ ✑✌✞✎✌
✎✝☎✆ ☞✒✒ X ✢ ✟☎ ✘☎✠ ☞ ✕☎✆✗☎✔✠ ☞✔✥✔✒✞✔ ☛ ☞✠✔✡✞✌✘ ✎✌ Bn,p,r

✣
✔✎☛✓✞✌✞✌✘ ✎✑✆ ✠✟✎ ✕☎✆✗☎✔✠ ☞✔✥✔✒✞✔ ☛ ☞✠✔✡✞✌✘✏ ✎✌ An,p,r ☞✌✙ Bn,p,r ✢ ✟☎ ✎✓✠☞✞✌ ☞✌

☞✔✥✔✒✞✔ ☛ ☞✠✔✡✞✌✘ ✎✌ HCov#
n,p,r ✟✞✠✡ Cn,p,r ☞✏ ✠✡☎ ✏☎✠ ✎✗ ✔✆✞✠ ✞✔☞✒ ✘✆☞✕✡✏ ✣ ✤✡☎✎✆☎☛ ✒ ✣✺✺

✥✞☎✒✙✏ ✠✡☎ ✗✎✒✒✎✟ ✞✌✘ ❋✵✯✮� ✮✁✻✖✻✮✸ ◆✿ ✳✾ �❄●■ ❅❂●❆●❄❂❅ ❆✾ ❆❅❂■✿ ❆❅❁ ❆✾ ❄❅ ◆✒ ✣❊❖ ❄❅ ▲✿❆●❄❂❅ ☎ ❊✝P
HCov#

n,p,r ≃ (HCov#
n,p,r)Cn,p,r

.

✂ ❏✾❂P ❑ ❄■✿❅ ❆❅ ❆❆●❆❏❄❆ ❇❆●❆■ ❄❅❑ ❂❅ Cn,p,r
❑ ❄●■

ci
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i
❈ ❂❏ ✿❆❆■
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P
HCov#

n,p,r
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ci
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i❈ ❂❏ ✿❆❆■

i
❆❅❁ ❂❅✿ ❆❁❁❄●❄❂❅❆❏

0
❃❆✿❏ ❏ ❊ �



�� ✡� ✡ ✁ ☞✆ ☞ ✆☞☎� ✆�☎ ✝ ✄✍ ✎ ✂☞✆ ☞✝☞✁� ✻❊✁

✜� ✚� ✝ ✦✧✦✁✦✤✁ ✁✁✤✣ ✂✜✢ ✄✦✧✦★✦✄✁
�☎✗✎✆☎ ✕✆✎ ✔☎☎✙✞✌✘ ✢ ✒☎✠ ✑✏ ☎✖☞☛ ✞✌☎ ✏✎☛ ☎ ✏✕☎✔✞☞✒ ✔☞✏☎✏ ✣ ✗ ✞✆✏✠ ✎✗ ☞✒✒ ✢ ✌✎✠☎ ✠✡☞✠
HCov#

n,p,r ✞✏ ☞ ✔✎✌☎ ☞✌✙ ✡☎✌✔☎ ✔✎✒✒☞✕✏✞✓✒☎ ✟✡☎✌☎✝☎✆ 1 ≤ n ≤ p + r − 1
✣ ▼ ✒✏✎ ✢

✓✥ ✜☎☛☛☞ ❊✄ ✣✁ ✢ HCov
#
p+r,p,r ✞✏ ✡✎☛✎✠✎✕✥ ☎❍✑✞✝☞✒☎✌✠ ✠✎ HCovp+r,p,r ✢ ✟✡✞✔✡ ✔✎✌✠☞✞✌✏

☞✒✒ r✚✑✌✞✗✎✆☛ ✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡✏ ✎✌ ✠✡☎ ✝☎✆✠☎✖ ✏☎✠ [p+r] ☎✖✔☎✕✠ ✠✡☎ ✔✎☛✕✒☎✠☎ ✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡ ✣✤✡✞✏ ✞☛✕✒✞☎✏ ✠✡☞✠
HCov

#
p+r,p,r ≃ SC(p+r,r)−2, ◆❊✄ ✣✺❖

✟✡☎✆☎ C(m, k) =
(

m
k

) ✣
✓☎✖✠ ✢ ✔✎✌✏✞✙☎✆ p = 1

✣ ✤✡☎ ✔✎☛✕✒☎✖ HCov
#
n,1,r ✔✎✌✏✞✏✠✏ ✎✗ ✾●❆❏ ■●✽ ✿❏❑ ❏❆✽ ■✾ ✢

✟✡✞✔✡ ☞✆☎ ✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡✏ ✔✎✝☎✆☎✙ ✓✥ ☞ ✏✞✌✘✒☎ ✝☎✆✠☎✖ ✣ �✥ ✧✆✎✕✎✏✞✠✞✎✌ ❊✄ ✣✕ ✢ HCov
#
n,1,r ✞✏

✡✎☛✎✠✎✕✥ ☎❍✑✞✝☞✒☎✌✠ ✠✎ HCov
#
n,r,1 = HCovn,r,1

✣ ✓✎✟ ✢ ✠✡☎ ✒☞✠✠☎✆ ✔✎☛✕✒☎✖ ✞✏ ✎✓✝✞✎✑✏✒✥
✠✡☎ (r− 1)✚✏✍☎✒☎✠✎✌ ✎✗ ☞✌ (n− 1)✚✏✞☛✕✒☎✖ ✣ ▼ ✏ ☞ ✔✎✌✏☎❍✑☎✌✔☎ ✢ ✟☎ ✡☞✝☎ ✠✡☎ ✗✎✒✒✎✟ ✞✌✘
✏✞☛✕✒☎ ✆☎✏✑✒✠ ✣
✵✯✮� ✮✁✻✖✻✮✸ ◆✿ ✳✱☎ ❖❂❏

n, r ≥ 1
P

HCov
#
n,1,r

❆❅❁
HCov

#
n,r,1

❆❏✿ ❅❂●■ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ●
✿❍❀❄■❆❏✿❅● ●❂ ❆ ❑ ✿❁❑ ✿ ❂❈ (n−1

r

) ✾✽ ■ ✿❏✿✾ ❂❈ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅
r − 1 ❊ �

✓✎✠☎ ✠✡☞✠ Covn,1 = HCovn,1,2 ✔✎✞✌✔✞✙☎✏ ✟ ✞✠✡ ✠✡☎ ✔✎☛✕✒☎✖ Bn,1 ✎✗ ✏✠☞✆ ✘✆☞✕✡✏ ✔✎✌✚
✏✞✙☎✆☎✙ ✞✌ ✧✆✎✕✎✏✞✠✞✎✌ ✺✒ ✣✺✄ ✣ ✹ ✞✌✔☎ Covn,1 ✞✏ ✡✎☛✎✠✎✕✥ ☎❍✑✞✝☞✒☎✌✠ ✠✎ HCov

#
n,1,2 ✓✥

✜☎☛☛☞ ❊✄ ✣✁ ✢ ✧ ✆✎✕✎✏✞✠✞✎✌ ❊✄ ✣✺� ✞✏ ☎❍✑✞✝☞✒☎✌✠ ✠✎ ✧✆✎✕✎✏✞✠✞✎✌ ✺✒ ✣✺✄ ✗✎✆ ✠✡☎ ✏✕☎✔✞☞✒
✔☞✏☎ r = 2

✣
✓✎✟ ✢ ✕✆✎ ✔☎☎✙ ✟ ✞✠✡ ✘☎✌☎✆☞✒ n, p, r ✣ ✌☎✔☞✒✒ ✠✡☞✠ Cn,p,r ✞✏ ✠✡☎ ✏☎✠ ✎✗ ✔✆✞✠ ✞✔☞✒ ✡✥✕☎✆✚

✘✆☞✕✡✏ ✞✌ ✧✆✎✕✎✏✞✠✞✎✌ ❊✄ ✣� ☞✌✙ ✠✡☞✠ ☞ ✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡ H ✞✌ HCov#
n,p,r ✓☎✒✎✌✘✏ ✠✎ Cn,p,r

✞✗ ☞✌✙ ✎✌✒✥ ✞✗ H([n − 1]) ✞✏ (p, r)✚✏✎✒✞✙ ✣ ✗✎✆ ☞ ✌✎✌☎☛✕✠✥ ✝☎✆✠☎✖ ✏☎✠ J ⊆ [n− 1] ✢ ✒☎✠
Cn,p,r(J) ✓☎ ✠✡☎ ✗☞☛ ✞✒✥ ✎✗ ✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡✏ H ✞✌ Cn,p,r ✏✑✔✡ ✠✡☞✠ J ✞✏ ✠✡☎ ✏☎✠ ✎✗ ✝☎✆✠✞✔☎✏
✠✡☞✠ ☞✆☎ ✔✎✝☎✆☎✙ ✞✌ H([n− 1])

✣ ✸✆✞✠☎
Λn,p,r(J) = (HCov#

n,p,r)Cn,p,r(J)
◆✌✎✠☞✠✞✎✌ ☞✏ ✞✌ ◆✒ ✣❊❖❖;

Λk,p,r = Λk,p,r([k − 1]).

✂✭✰✰✷ ◆✿ ✳✱✱ ❄✿●
n, p, r ≥ 1 ❊ ❖❂❏ ❆❅● ❅❂❅✿❇✽ ●● ■✿❏●✿✚ ✾✿●

J ⊆ [n− 1]
P
Λn,p,r(J)❄✾ ●■ ✿ ❀❅❄❂❅ ❂❈ Cn,p,r(J)

❆❅❁ ❆ ❆❂❏ ❏❆✽ ✾❄❅❏✿ ✾❀❅❆❂❇✽ ❏✿✚ ❂❈ ●■ ✿ ❆❂❇✽ ❏✿✚ An,p,r
❁✿✁ ❅✿❁

❄❅ ▲✿❆●❄❂❅ ✟✆❊✝ ❊ ❙ ❂❏✿❂■✿❏P ❑ ✿ ■ ❆■✿ ●■ ❆●

Λn,p,r(J) ≃ Λ|J|+1,p,r.
◆❊✄ ✣❊❖

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✗✎✆ ✠✡☎ ★✆✏✠ ✔✒☞✞☛ ✢ ✒☎✠ H ✓☎ ☞ ✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡ ✞✌ Cn,p,r(J)
✣ ✸☎ ✟☞✌✠ ✠✎ ✕✆✎✝☎

✠✡☞✠ H 6−→ Cn,p,r(I) ✞✗ I 6= J
✣ ✓✎✠☎ ✠✡☞✠ ✞✗ ✟☎ ✆☎☛✎✝☎ ☞✌ ☎✙✘☎ e ✗✆✎☛ H ✢ ✠✡☎✌ ✟☎

✎✓✠☞✞✌ ☞ ✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡ ✞✌ Cn,p,r(I) ✗✎✆ ✏✎☛ ☎ I ⊆ J ✎✆ ☞ ✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡ ✞✌ An,p,r
✣ ❉✗ n ∈ e ✢

✠✡☎✌ H − e ∈ Cn,p,r(J) ✛ ✠✡✑✏ ☞✏✏✑☛ ☎ ✠✡☞✠ n /∈ e
✣ ❉✠ ✞✏ ✔✒☎☞✆ ✠✡☞✠ An,p,r 6−→ Cn,p,r ✢



✻❊✕ ✁✂✄☎ ✆✝✞ �� ✡ ✁✞✄☎✂✌ �✑ ✆✂ � ☞✂✍ ✎✝✎ ✁☞�✝✞✑✍✁ � ✂✆ ✁✝✞

✟✡✞✔✡ ☛ ☎☞✌✏ ✠✡☞✠ ✟☎ ✎✌✒✥ ✡☞✝☎ ✠✎ ✕✆✎✝☎ ✠✡☞✠ ✞✗ ✠✡☎ ✌☎✟ ✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡ G = H − e
✓☎✒✎✌✘✏ ✠✎ Cn,p,r(I) ✢ ✠✡☎✌ I = J

✣
▼ ✏✏✑☛ ☎ ✠✡☎ ✎✕✕✎✏✞✠☎ ✣ ✤✡☎✌ ✏✎☛ ☎ x ∈ e ✞✏ ✑✌✔✎✝☎✆☎✙ ✞✌ G([n − 1])

✣ ✹ ✞✌ ✔☎
H ∈ Cn,p,r ✢ ✠✡☎✆☎ ✞✏ ☞ p✚✔✎✝☎✆ W ✎✗ H([n − 1]) ✏✑✔✡ ✠✡☞✠ (e \ {x}) ∩W = ∅ ✣ ✹ ✞✌ ✔☎
e ∈ H([n − 1]) ✢ ✟☎ ☛✑✏✠ ✡☞✝☎ ✠✡☞✠ x ∈ W

✣ ✓✎✟☎✝☎✆ ✢ ✏✞✌✔☎ x ✞✏ ✑✌✔✎✝☎✆☎✙ ✞✌
G([n− 1]) ✢ W \ {x} ✔✎✝☎✆✏ G([n− 1]) ✢ ✟✡✞✔✡ ✞☛✕✒✞☎✏ ✠✡☞✠ G ∈ An,p,r ✢ ✔✎✌✠✆☞✙✞✔✠✎✆✥
✠✎ ☞✏✏✑☛✕✠✞✎✌ ✣ ✤✡✑✏ ✎✑✆ ✔✒☞✞☛ ✞✏ ✕✆✎✝☎✙ ✣

✗✎✆ ✠✡☎ ✏☎✔✎✌✙ ✔✒☞✞☛ ✢ ✟☎ ✡☞✝☎ ✠✡☞✠ ✠✡☎ ★✆✏✠ ✔✒☞✞☛ ✞☛✕✒✞☎✏ ✠✡☞✠ Λn,p,r(J) ✞✏
✠✡☎ ✑✌✞✎✌ ✎✗ Cn,p,r(J) ☞✌✙ ☞ ✔✎✒✒☞✕✏✞✓✒☎ ✏✑✓ ✔✎☛✕✒☎✖ T ✎✗ An,p,r

✣ ✤✎ ✏☎☎ ✠✡☞✠ T ✞✏
✔✎✒✒☞✕✏✞✓✒☎ ✢ �✑✏✠ ✌✎✠☎ ✠✡☞✠ H−n ∈ T ✞✗ ☞✌✙ ✎✌✒✥ ✞✗ H+n ∈ T ✛ ✠✡ ✞✏ ✞✏ ✓✥ ✙☎★✌✞✠✞✎✌ ✎✗
Λn,p,r(J) ☞✌✙ ✜☎☛☛☞ ✒ ✣✺� ✣ ❉✌ ✕☞✆✠✞✔✑✒☞✆ ✢ T ✞✏ ☞ ✔✎✌☎ ✟ ✞✠✡ ✔✎✌☎ ✕✎✞✌✠ ✠✡☎ ✏✞✌✘✒☎✠✎✌
☎✙✘☎ n ✣ Cn,p,r(J)∪T ✞✏ ☎☞✏✞✒✥ ✏☎☎✌ ✠✎ ✓ ☎ ✡✎☛✎✠✎✕✥ ☎❍✑✞✝☞✒☎✌✠ ✠✎ Cn,p,r(J)∪An,p,r

✣
✓☞☛☎✒✥✢ ✟☎ ✎✓✠☞✞✌ ☞ ✕☎✆✗☎✔✠ ☞✔✥✔✒✞✔ ☛ ☞✠✔✡✞✌✘ ✎✌ An,p,r \ T ✓✥ ✕☞✞✆✞✌✘ H − n ✟✞✠✡
H + n ✟✡☎✌☎✝☎✆ H ∈ An,p,r \ T ✛ An,p,r ☞✌✙ T ☞✆☎ ✓✎✠✡ ✔✎✌☎✏ ✟ ✞✠✡ ✔✎✌☎ ✕✎✞✌✠ n ✣

✜☎✠ C′
n,p,r(J) ✓☎ ✠✡☎ ✏✑✓✗☞☛ ✞✒✥ ✎✗ Cn,p,r(J) ✔✎✌✏✞✏✠✞✌✘ ✎✗ ✠✡✎✏☎ H ✟✞✠✡ ✠✡☎ ✕✆✎✕✚

☎✆✠✥ ✠✡☞✠ ☞✒✒ ✝☎✆✠✞✔☎✏ ✞✌ [n− 1] \ J ☞✆☎ ✑✌✔✎✝☎✆☎✙ ✞✌ H ◆✌✎✠ ✎✌✒✥ ✞✌ H([n− 1])❖ ✣ ✸☎
✎✓✠☞✞✌ ☞ ✕☎✆✗☎✔✠ ☞✔✥✔✒✞✔ ☛ ☞✠✔✡ ✞✌✘ ✎✌ Cn,p,r(J) \ C′

n,p,r(J) ✞✌ ✠✡☎ ✗✎✒✒✎✟ ✞✌✘ ☛ ☞✌✌☎✆ ✣
❉✌ ☞ ✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡ H ∈ Cn,p,r(J) \ C′

n,p,r(J) ✢ ✙☎★✌☎ e(H) ☞✏ ✠✡☎ ☛☞✖✞☛ ☞✒ ☎✙✘☎ ✞✌ H
✟✞✠✡ ✆☎✏✕ ☎✔✠ ✠✎ ✏✎☛☎ ★✖☎✙ ✒✞✌☎☞✆ ✎✆✙☎✆ ✏✑✔✡ ✠✡☞✠ e(H) ✔✎✌✠☞✞✌✏ ✏✎☛ ☎ ✝☎✆✠☎✖ ✞✌
[n − 1] \ J ✣ ✜☎✠ Cn,p,r(J, e) ✓☎ ✠✡☎ ✏✑✓✗☞☛ ✞✒✥ ✎✗ Cn,p,r(J) \ C′

n,p,r(J) ✔✎✌✏✞✏✠✞✌✘ ✎✗
✠✡✎✏☎ H ✏☞✠✞✏✗✥ ✞✌✘ e(H) = e

✣
❉✠ ✞✏ ✔✒☎☞✆ ✠✡☞✠ ✠✡☎ ✗☞☛ ✞✒✞☎✏ Cn,p,r(J, e) ✏☞✠✞✏✗✥ ✠✡☎ ✔ ✒✑✏✠☎✆ ✜☎☛☛☞ ✒ ✣❊ ✣ ✓☞☛ ☎✒✥✢

H 7→ e(H) ✞✏ ☞ ✕✎✏☎✠ ☛☞✕ ✛ e(H) ✔☞✌✌✎✠ ✞✌✔✆☎☞✏☎ ✟✡☎✌ ☎✙✘☎✏ ☞✆☎ ✆☎☛✎✝☎✙ ✗✆✎☛ H
✣

✸✆✞✠☎ e′(H) = (e(H) ∩ J) ∪ {n} ✣ ✸☎ ✔✒☞✞☛ ✠✡☞✠ ✟☎ ☛ ☞✥ ✙☎★✌☎ ☞ ✕☎✆✗☎✔✠ ☛☞✠✔✡✞✌✘
✎✌ Cn,p,r(J, e) ✓✥ ✕☞✞✆✞✌✘ H−e′(H) ✟✞✠✡ H+e′(H) ✟✡☎✌☎✝☎✆ H ∈ Cn,p,r(J, e) ✛ ✌✎✠☎
✠✡☞✠ e′(H) ✞✏ ✠✡☎ ✏☞☛☎ ✗✎✆ ☞✒✒ H ∈ Cn,p,r(J, e)

✣ ✤✎ ✕✆✎✝☎ ✠✡☎ ✔✒☞✞☛ ✢ ✞✠ ✏✑✖ ✔☎✏ ✠✎
✕✆✎✝☎ ✠✡☞✠ H−e′(H) ∈ Cn,p,r(J) ✞✗ ☞✌✙ ✎✌✒✥ ✞✗ H+e′(H) ∈ Cn,p,r(J) ✛ e(H) ✙✎☎✏ ✌✎✠
✙☎✕ ☎✌✙ ✎✌ ✟✡☎✠✡☎✆ ✠✡☎ ☎✙✘☎ e′(H) ✞✏ ✕✆☎✏☎✌✠ ✞✌ H ✣ ✤✎ ✕✆✎✝☎ ✠✡✞✏ ✢ ✟☎ ✌☎☎✙ ✎✌✒✥ ✏✡✎✟
✠✡☞✠ H+e′(H) ∈ HCov#

n,p,r ✟✡☎✌☎✝☎✆ H ∈ Cn,p,r(J)
✣ ✓✎✟ ✢ ☎✝☎✆✥ p✚✔✎✝☎✆ W ✎✗ H ✞✏

✔✎✌✠☞✞✌☎✙ ✞✌ J ✓✥ ☞✏✏✑☛✕✠✞✎✌ ✛ ✎✠✡☎✆✟ ✞✏☎ ✢ ✟☎ ✟✎✑✒✙ ✡☞✝☎ ☞ (p−1)✚✔✎✝☎✆ ✎✗ H([n−1])
✣

✤✡✞✏ ✞☛✕✒✞☎✏ ✠✡☞✠ W ☛✑✏✠ ✔✎✌✠☞✞✌ ☞✌ ☎✒☎☛☎✌✠ ✗✆✎☛ e(H) ∩ J = e′(H) \ {n} ✣ ✤✡✑✏
W ✞✌✠☎✆✏☎✔✠✏ e′ ✢ ☞✌✙ ✟☎ ☞✆☎ ✙✎✌☎ ✣✤✡☎ ✔✎✌✔✒✑✏✞✎✌ ✞✏ ✠✡☞✠ ✠✡☎ ✏✞☛✕✒✞✔✞☞✒ ✔✎☛✕✒☎✖ Cn,p,r(J) ∪ An,p,r ✞✏ ✡✎☛✎✠✎✕✥
☎❍✑✞✝☞✒☎✌✠ ✠✎ C′

n,p,r(J) ∪An,p,r
✣ ✓✎✟ ✢ C′

n,p,r(J) ∪An,p,r(J) ✞✏ ☞ ✏✞☛✕✒✞✔✞☞✒ ✔✎☛✕✒☎✖ ✢
✟✡☎✆☎ An,p,r(J) ✞✏ ✠✡☎ ✏☎✠ ✎✗ ☞✒✒ ✘✆☞✕✡✏ ✞✌ An,p,r ✏✑✔✡ ✠✡☞✠ ☞✒✒ ✝☎✆✠✞✔☎✏ ✞✌ [n− 1] \ J
☞✆☎ ✑✌✔✎✝☎✆☎✙ ✣ ✸☎ ☛ ☞✥ ✔✎✒✒☞✕✏☎ C′

n,p,r(J) ∪ An,p,r ✙✎✟✌ ✠✎ C′
n,p,r(J) ∪ An,p,r(J)

✓✥ ☛ ☞✠✔✡ ✞✌✘ H − n ✟✞✠✡ H + n ✟✡☎✌☎✝☎✆ H ∈ An,p,r \ An,p,r(J)
✣ ✤✡☎ ✆☎✏✑✒✠✞✌✘

✔✎☛✕✒☎✖ ✞✏ ✔✒☎☞✆✒✥ ✞✏✎☛✎✆✕✡✞✔ ✠✎ C|J|+1,p,r([|J |]) ∪ A|J|+1,p,r
✣ �✥ ✠✡☎ ✕✆✎✎✗ ☞✓✎✝☎ ✢

✟☎ ☛ ☞✥ ✔✎✒✒☞✕✏☎ ✠✡ ✞✏ ✔✎☛✕✒☎✖ ✙✎✟✌ ✠✎ Λ|J|+1,p,r ✢ ☞✌✙ ✟☎ ☞✆☎ ✙✎✌☎ ✣ �

✗☎★✌☎
γ(p, r) = min{γ : Cn,p,r(J) = ∅ ✟✡☎✌☎✝☎✆ |J | > γ}. ◆❊✄ ✣✻❖

✹✑✔✡ ☞ γ(p, r) ☎✖ ✞✏✠✏ ✓✥ ✜☎☛☛☞ ❊✄ ✣✻ ✢ ☞✌✙ γ(p, 2) = 2p ✓✥ ✤✡☎✎✆☎☛ ❊✄ ✣✒ ✣



�� ✡� ✡ ✁ ☞✆ ☞ ✆☞☎� ✆�☎ ✝ ✄✍ ✎ ✂☞✆ ☞✝☞✁� ✻❊�

✫✬✭✮✯✭✰ ◆✿ ✳✱◆ ❄✿●
n, p, r ≥ 1 ❊ �❄●■ ❅❂●❆●❄❂❅ ❆✾ ❆❅❂■✿P

HCov#
n,p,r ≃

γ(p,r)+1
∨

k=p+r

∨

(n−1
k−1)

Λk,p,r =

min{γ(p,r)+1,n}
∨

k=p+r

∨

(n−1
k−1)

Λk,p,r,
◆❊✄ ✣✒ ❖

❑■ ✿❏✿
γ = γ(p, r)

❄✾ ❁✿✁ ❅✿❁ ❆✾ ❄❅ ◆❊✄ ✣✻❖ � γ(p, r) = pr
❈ ❂❏

1 ≤ r ≤ 2 ❊
✛ ✿❇❆❏❉ ❊ ✹ ✞✌✔☎ ✠✡☎ 1✚✏✍☎✒☎✠✎✌ ✎✗ HCov#

n,p,r ✞✏ ✗✑ ✒✒ ☞✏ ✏✎✎✌ ☞✏ p ≥ 2 ✢ ✠✡☎ ✆✞✘✡✠✚
✡☞✌✙ ✏✞✙☎ ✞✌ ◆❊✄ ✣✒ ❖ ✞✏ ✑✌☞☛✓✞✘✑✎✑✏ ✗✆✎☛ ☞ ✡✎☛✎✠✎✕✥ ✕✎✞✌✠ ✎✗ ✝✞☎✟ ✣ ✗✎✆ p = 1 ✢
HCov#

n,p,r ✞✏ ✡✎☛✎✠✎✕✥ ☎❍✑✞✝☞✒☎✌✠ ✠✎ ☞ ✟☎✙✘☎ ✎✗ ✏✕✡☎✆☎✏ ✞✌ ☞ ★✖☎✙ ✙✞☛ ☎✌✏✞✎✌ ✓✥
✧✆✎✕✎✏✞✠✞✎✌ ❊✄ ✣✺� ✢ ✟✡✞✔✡ ✞☛☛☎✙✞☞✠☎✒✥ ✥✞☎✒✙✏ ✑✌☞☛✓✞✘✑✞✠✥✣
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✗ ✞✆✏✠ ✢ ✌✎✠☎ ✠✡☞✠ ✜☎☛☛☞ ❊✄ ✣✺✺ ✞☛ ✕✒✞☎✏ ✠✡☞✠

HCov#
n,p,r ≃

∨

J⊆[n−1]

Λn,p,r(J) ≃
n
∨

k=1

∨

(n−1
k−1)

Λk,p,r.

✓☞☛☎✒✥✢ ✓✥ ✠✡☎ ✕✆✎✎✗ ✎✗ ✠✡☎ ✒☎☛☛☞ ✢ Cn,p,r(J) 6−→ Cn,p,r(I) ✞✗ I 6= J ✛ ✡☎✌✔☎ ✤✡☎✎✚
✆☎☛ ✒ ✣✺✺ ✥✞☎✒✙✏ ✠✡☎ ✙☎✏✞✆☎✙ ✆☎✏✑✒✠ ✣ ❉✠ ✆☎☛ ☞✞✌✏ ✠✎ ✕✆✎✝☎ ✠✡☞✠ Cn,p,r(J) ✞✏ ✝✎✞✙ ✑✌✒☎✏✏
p+ r ≤ |J |+ 1 ≤ γ(p, r)+ 1

✣ ✤✡☎ ✒✎✟☎✆ ✓✎✑✌✙ ✗✎✒✒✎✟ ✏ ✓✥ ✜☎☛☛☞ ❊✄ ✣❊ ✢ ✟✡☎✆☎☞✏ ✠✡☎
✑✕✕☎✆ ✓✎✑✌✙ ✞✏ ✓✥ ✙☎★✌✞✠✞✎✌ ✎✗ γ(p, r) ✛ ✏☎☎ ◆❊✄ ✣✻❖ ✣ �
▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ◆✿ ✳✱✲ ❄✿●

p, r ≥ 1
❆❅❁

n ≥ γ(p, r)+1 ❊ ❖❂❏ ❆❅● ✁ ✿❏❁
F

❆❅❁ ❆❅● ❄❅ ●✿❑ ✿❏
i ≥ −1

P
H̃i(HCov#

n,p,r,F)
❄✾ ❅❂❅✄ ✿❏❂ ❄❈ ❆❅❁ ❂❅ ❏● ❄❈

H̃i(HCov
#
γ(p,r)+1,p,r,F)

❄✾ ❅❂❅✄ ✿❏❂ ❊
❙ ❂❏✿❂■✿❏P ●■ ✿ ❆❂❅❅✿❆●❄■❄●● ❁✿❑ ❏✿✿✾ ❂❈ ●■ ✿ ❆❂❇✽ ❏✿✚ ✿✾

HCov#
n,p,r

❆❅❁
HCov

#
γ(p,r)+1,p,r❆❏✿ ●■ ✿ ✾❆❇ ✿❊ ❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P ❈ ❂❏

n ≥ 2p + 1
P
H̃i(Cov#

n,p,F) 6= 0
❄❈ ❆❅❁ ❂❅ ❏● ❄❈

H̃i(Cov
#
2p+1,p,F) 6= 0

P ❆❅❁ ●■ ✿ ❆❂❅❅✿❆●❄■ ❄●● ❁✿❑ ❏✿✿✾ ❂❈
Cov#

n,p

❆❅❁
Cov

#
2p+1,p

❆❏✿ ●■ ✿
✾❆❇ ✿❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✸ ✡☎✌☎✝☎✆ n ≥ γ(p, r) + 1 ✢ H̃i(HCov#

n,p,r,F) ✞✏ ✌✎✌✖☎✆✎ ✞✗ ☞✌✙ ✎✌✒✥ ✞✗
H̃i(Λk,p,r,F) ✞✏ ✌✎✌✖☎✆✎ ✗✎✆ ✏✎☛ ☎ k ✏✑✔✡ ✠✡☞✠ p + r ≤ k ≤ γ(p, r) + 1 ✛ ✑✏☎ ✤✡☎✚
✎✆☎☛ ❊✄ ✣✺❊ ✣ �✥ ✠✡☎ ✏☞☛ ☎ ✠✡☎✎✆☎☛ ✢ ✠✡☎ ✔✎✌✌☎✔✠✞✝ ✞✠✥ ✙☎✘✆☎☎ ✎✗ HCov#

n,p,r ✞✏ ✠✡☎
☛ ✞✌✞☛✑☛ ✎✗ ✠✡☎ ✔✎✌✌☎✔✠✞✝ ✞✠✥ ✙☎✘✆☎☎✏ ✎✗ Λk,p,r ✗✎✆ p + r ≤ k ≤ γ(p, r) + 1

✣ ✹ ✞✌ ✔☎
✠✡☎✏☎ ✔✎✌✙✞✠✞✎✌✏ ✙✎ ✌✎✠ ✙☎✕ ☎✌✙ ✎✌ n ✢ ✟☎ ☞✆☎ ✙✎✌☎ ✣ ✗✎✆ ✠✡☎ ✒☞✏✠ ✔✒☞✞☛ ✢ ☞✕✕✒✥ ✤✡☎✎✚
✆☎☛ ❊✄ ✣✒ ✣ �
▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ◆✿ ✳✱✙ ❄✿●

n, p, r ≥ 1 ❊ ❖❂❏ ❆❅● ✁ ✿❏❁
F

❆❅❁ ❆❅● ❄❅●✿❑ ✿❏
i ≥ −1

P ●■ ✿ � ✿●●❄
❅❀❇ ❅✿❏ βi(HCov#

n,p,r,F) = dim H̃i(HCov#
n,p,r,F)

✾❆●❄✾✁ ✿✾

βi(HCov#
n,p,r,F) =

γ+1
∑

k=p+r

(−1)γ+1−k
(

n− 1

k − 1

)(

n− 1 − k

γ + 1 − k

)

βi(HCov
#
k,p,r,F);

γ = γ(p, r) ❊ ❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P
βi(HCov#

n,p,r,F)
❄✾ ❆ ✽ ❂❏●❅❂❇ ❄❆❏ ❄❅

n
❂❈ ❁✿❑ ❏✿✿ ❆● ❇ ❂✾●

γ(p, r) ❊



✻✻� ✁✂✄☎ ✆✝✞ �� ✡ ✁✞✄☎✂✌ �✑ ✆✂ � ☞✂✍ ✎✝✎ ✁☞�✝✞✑✍✁ � ✂✆ ✁✝✞

✛ ✿❇❆❏❉ ❊ ✹ ✞✌✔☎ γ(p, 2) = 2p ✓✥ ✤✡☎✎✆☎☛ ❊✄ ✣✒ ✢ ✟☎ ✡☞✝☎ ✠✡☞✠

βi(Cov#
n,p,F) =

2p+1
∑

k=p+2

(−1)k−1

(

n− 1

k − 1

)(

n− 1 − k

2p+ 1 − k

)

βi(Cov
#
k,p,F).

�✥ ✧✆✎✕✎✏✞✠✞✎✌ ❊✄ ✣✕ ✢ ✟☎ ☛ ☞✥ ✔✡✎✎✏☎ γ(p, r) = pr ✞✌ ✠✡☎ ✔✎✆✎✒✒☞✆✥ ✟✡☎✌☎✝☎✆ p ≤ 2
✣

❇ ❏❂❂❈ ❊ �✥ ✤✡☎✎✆☎☛ ❊✄ ✣✺❊ ✢ ✟☎ ✍✌✎✟ ✠✡☞✠ fp,r,i(n) = βi(HCov#
n,p,r,F) ✙☎★✌☎✏ ☞

✕✎✒✥✌✎☛ ✞☞✒ ✞✌ n ✎✗ ✙☎✘✆☎☎ ☞✠ ☛✎✏✠ γ(p, r) ✏✑✔✡ ✠✡☞✠ fp,r,i(k) = 0 ✗✎✆ 1 ≤ k ≤ p+r−1
✣

�✥ ✧✆✎✕✎✏✞✠✞✎✌ ✄ ✣✺✻ ✟✞✠✡ s = 1 ✢ ✟☎ ☞✆☎ ✙✎✌☎ ✣ �
✗✎✆ ✠✡☎ ✆☎☛ ☞✞✌✙☎✆ ✎✗ ✠✡✞✏ ✏☎✔✠✞✎✌ ✢ ✟☎ ✔✎✌★✌☎ ✎✑✆✏☎✒✝☎✏ ✠✎ ✠✡☎ ✔☞✏☎ r = 2

✣
▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ◆✿ ✳✱✗ ❄✿●

F ❅✿ ❆ ✁ ✿❏❁ ❂❏
Z ❊ ❖❂❏

1 ≤ p ≤ n − 2
P
H̃i(Covn,p,F) =

H̃i(Cov#
n,p,F)

❄✾ ✄ ✿❏❂ ❀❅ ❏✿✾✾
i ≤ p · min{p+ 1, n+1

2 } − 1 ❊ � ✿❅❆✿P ❈ ❂❏
2 ≤ q ≤ n− 1

P
H̃i(Covn,n−q,F)

❄✾ ✄ ✿❏❂ ❀❅ ❏✿✾✾
i ≤ ⌊ (n+1)(n−q)

2 ⌋−1
P ❑■ ❄❆■ ❄❇✽ ❏❄✿✾ ●■ ❆● ●■ ✿ ✂ ❏✿✚ ❆❅❁✿❏

❁❀❆❏ ❂❈
Covn,n−q

■ ❆✾ ❅❂ ■ ❂❇ ❂❏❂❑● ✾●❏❄❆●❏● ❅✿❏❂❑ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅ ⌈ (q−2)(n+1)
2 ⌉ − 1 ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ❉✠ ✞✏ ✔✒☎☞✆ ✠✡☞✠ ☞✒✒ ✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡✏ G ∈ Ck,p,2([k− 1]) ☞✆☎ ✎✆✙✞✌☞✆✥ ✘✆☞✕✡✏ ✛ ✏✞✌✔☎
G([k− 1]) ✞✏ (p, 2)✚✏✎✒✞✙ ✢ G([k− 1]) ✡☞✏ ✠✡✞✏ ✕✆✎✕ ☎✆✠✥ ◆☞✕✕✒✥ ✜☎☛☛☞ ❊✄ ✣✺❖ ✢ ☞✌✙ ✠✡☎
✏✞✌✘✒☎✠✎✌ ☎✙✘☎ k ✔☞✌✌✎✠ ✓☎ ✕✆☎✏☎✌✠ ✞✌ G ✣ ✸☎ ✔✒☞✞☛ ✠✡☞✠ ☞ ✘✆☞✕✡ G ∈ Ck,p,2([k− 1])
✡☞✏ ☞✠ ☛✎✏✠ p · k+1

2 ☎✙✘☎✏ ✛ ✞✌✏☎✆✠✞✌✘ k = min{2p+ 1, n} ✥✞☎✒✙✏ ✠✡☎ ✙☎✏✞✆☎✙ ✓✎✑✌✙ ✣
✓✎✟ ✢ ✓✥ ✔✎✌✏✠✆✑✔✠✞✎✌ ✢ ✠✡☎ ✙☎✘✆☎☎ ✎✗ ☎☞✔✡ ✝☎✆✠☎✖ ✞✌ G([k−1]) ✞✏ ☞✠ ☛✎✏✠ p ✛ ✎✠✡☎✆✟ ✞✏☎
✏✎☛ ☎ ✝☎✆✠✞✔☎✏ ✟✎✑✒✙ ✌☎✔☎✏✏☞✆✞✒✥ ✓ ☎ ✕☞✆✠ ✎✗ ☎✝☎✆✥ p✚✔✎✝☎✆ ✎✗ G([k − 1])

✣ ▼ ✒✏✎ ✢ ✠✡☎
✝☎✆✠☎✖ k ✞✏ ✌✎✠ ✕☞✆✠ ✎✗ ☞✌✥ p✚✔✎✝☎✆ ✢ ✟✡✞✔✡ ✞☛✕✒✞☎✏ ✠✡☞✠ ✠✡☎ ✙☎✘✆☎☎ ✎✗ k ✞✏ ☞✠ ☛ ✎✏✠ p ✣✹✑☛☛ ✞✌✘ ✢ ✟☎ ✘☎✠ p · k−1

2 + p = p · k+1
2 ☞✏ ✔✒☞✞☛ ☎✙ ✣ ✤✡☎ ✒☞✏✠ ✏✠☞✠☎☛ ☎✌✠ ✗✎✒✒✎✟ ✏ ✓✥

▼ ✒☎✖☞✌✙☎✆ ✙✑☞✒✞✠✥ ✛ (n2
)

− ( (n+1)(n−q)
2 − 1) − 3 = (q−2)(n+1)

2 − 1
✣
�

✛ ✿❇❆❏❉ ❊ ❉✌ ✹☎✔✠✞✎✌ ❊✄ ✣✄ ✢ ✟☎ ✏✡✎✟ ✠✡☞✠ H̃i(Covn,p) ✞✏ ✖☎✆✎ ✑✌✒☎✏✏ i ≥ 2p− 1
✣

✼✌☎ ☛ ☞✥ ✔✎☛✕☞✆☎ ✠✡☎ ✒☞✏✠ ✏✠☞✠☎☛ ☎✌✠ ✞✌ ✔✎✆✎✒✒☞✆✥ ❊✄ ✣✺◗ ✟✞✠✡ ✞✌ ✌☞✠✑✆☎ ✠✎ ✜✞✌✑✏✏✎✌
☞✌✙ ✹✡☞✆☎✏✡ ✞☞✌ ✍✏ ✔✎✆✎✒✒☞✆✥ ❊◗ ✣✒ ✢ ✟✡✞✔✡ ✏✠☞✠☎✏ ✠✡☞✠ ✠✡☎ ✔✎☛✕✒☎✖ Coltn ✎✗ t✚✔✎✒✎✆☞✓✒☎
✘✆☞✕✡✏ ✎✌ n ✝☎✆✠✞✔☎✏ ✞✏ (⌈ (t−1)(n−1)

2 ⌉ − 2)✚✔✎✌✌☎✔✠☎✙ ✣ ❉✌ ✠✡✞✏ ✔✎✌✠☎✖✠ ✢ ✞✠ ☛ ✞✘✡✠
✓☎ ✟✎✆✠✡ ✌✎✠✞✌✘ ✠✡☞✠ Coltn ✞✏ ✔✎✌✠☞✞✌☎✙ ✞✌ ✠✡☎ ▼ ✒☎✖☞✌✙☎✆ ✙✑☞✒ ✎✗ Covn,n−(t+1) ✛ ☞
t✚✔✎✒✎✆☞✓✒☎ ✘✆☞✕✡ ✙✎☎✏ ✌✎✠ ✔✎✌✠☞✞✌ ☞✌✥ (t + 1)✚✔✒✞❍✑☎✏ ✣ ✹ ✞✌ ✔☎ ✎✑✆ ☞✔✥✔✒✞✔ ☛ ☞✠✔✡✚
✞✌✘ ✞✏ ✔✒✎✏☎✒✥ ✆☎✒☞✠☎✙ ✠✎ ✠✡☎ ☞✔✥✔✒✞✔ ☛ ☞✠✔✡✞✌✘ ✎✗ ✜✞✌✑✏✏✎✌ ☞✌✙ ✹✡☞✆☎✏✡✞☞✌ ◆✏☎☎
✜☎☛☛☞ ❊◗ ✣✻❖ ✢ ✞✠ ✞✏ ✠✡☎✆☎✗✎✆☎ ✌✎✠ ✠✎✎ ✏✑✆✕✆✞✏✞✌✘ ✠✡☞✠ ✎✑✆ ✓✎✑✌✙ ✞✏ ✎✌ ✒✥ ✏✒✞✘✡✠✒✥
✙✞�☎✆☎✌✠ ✗✆✎☛ ✠✡☎✞✆✏ ✣ ✹☎☎ ✹☎✔✠✞✎✌ ❊✄ ✣✕ ✗✎✆ ☞ ✕✎✠☎✌✠✞☞✒ ✞☛✕✆✎✝☎☛ ☎✌✠ ✎✗ ✠✡✞✏ ✓✎✑✌✙ ✣

✗ ✞✌☞✒✒✥✢ ✟☎ ✕✆✎✝☎ ☞ ☛ ✞✌✎✆ ✆☎✏✑ ✒✠ ☞✓✎✑✠ ✠✡☎ ✟✑✒☎✆ ✔✡☞✆☞✔✠☎✆✞✏✠✞✔ ✎✗ Cov#
n,p

✣ ✓✎✠☎
✠✡☞✠ ✔✎✆✎✒✒☞✆✞☎✏ ❊✄ ✣✺✒ ☞✌✙ ❊✄ ✣✺◗ ✞☛ ✕✒✥ ✠✡☞✠ χ̃(Cov#

n,p) ✙☎★✌☎✏ ☞ ✕✎✒✥✌✎☛ ✞☞✒ ✞✌ n ✎✗
✙☎✘✆☎☎ ☞✠ ☛✎✏✠ 2p ✗✎✆ ☎☞✔✡ ★✖☎✙ p ✣
✵✯✮� ✮✁✻✖✻✮✸ ◆✿ ✳✱✿ ❄✿●

p ≥ 1
❆❅❁ ❏✿●

fp ❅✿ ●■ ✿ ✽ ❂❏●❅❂❇ ❄❆❏ ❑ ❄●■ ●■ ✿ ✽ ❏❂✽ ✿❏●● ●■ ❆●
fp(n) = χ̃(Cov#

n,p)
❈ ❂❏

n ≥ 1 ❊ ❋■ ✿❅
fp(0) = −1 ❊ ❙ ❂❏✿❂■✿❏P ❏✿● Yn,p ❅✿ ●■ ✿ ❈ ❆❇ ❄❏●



�� ✡� ✡ ✁☞✆☎ ✂✆✄ ✆✑☞✍✌ ✻✻ ✺

❂❈ ■●✽ ✿❏❑ ❏❆✽ ■✾ ❄❅
Cov#

n,p

❑ ❄●■ ❅❂ ❀❅❆❂■✿❏✿❁ ■✿❏●❄❆✿✾ ❊ ❋■ ✿❅
χ̃(Yn,p) = 0

❑■ ✿❅✿■✿❏
n > 2p ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✗☎★✌☎ Cov
#
0,p = Y0,p = {∅} ✣ ✔ ✒☎☞✆✒✥✢

χ̃(Cov#
n,p) =

n
∑

k=0

(

n

k

)

χ̃(Yk,p) ◆❊✄ ✣◗❖

✗✎✆ ☞✒✒ n ≥ 0
✣ ✦ ✎✆☎✎✝☎✆ ✢ ✗✎✆ n ≥ 1 ✢

χ̃(Cov#
n,p) = fp(n) =

∑

k≥0

(

n

k

)

yk,
◆❊✄ ✣✄❖

✟✡☎✆☎ yk = 0 ✗✎✆ k > 2p ✛ ✠✡☎ ✙☎✘✆☎☎ ✎✗ fp ✞✏ ☞✠ ☛ ✎✏✠ 2p
✣ ✼✌☎ ☎☞✏✞✒✥ ✙☎✆✞✝☎✏ ✗✆✎☛◆❊✄ ✣◗❖ ☞✌✙ ◆❊✄ ✣✄❖ ✠✡☞✠

yn − χ̃(Yn,p) = (−1)n(y0 − χ̃(Y0,p)) = (−1)n(y0 + 1)

✗✎✆ n ≥ 0
✣ ✤✡✑✏ ✞✠ ✏✑✖ ✔☎✏ ✠✎ ✕✆✎✝☎ ✠✡☞✠ χ̃(Yn,p) = 0 ✗✎✆ ✏✎☛ ☎ n > 2p ✛ ✠✡ ✞✏ ✟ ✞✒✒

✞☛ ✕✒✥ ✠✡☞✠ y0 = χ̃(Y0,p) = −1 ☞✌✙ ✡☎✌✔☎ ✠✡☞✠ fp(0) = χ̃(Cov
#
0,p) = −1 ☞✏ ✙☎✏✞✆☎✙ ✣

▼ ✏ ☞ ✓✥✕✆✎✙✑✔✠ ✢ ✟☎ ✟ ✞✒✒ ☞✒✏✎ ✎✓✠☞✞✌ ✠✡☞✠ χ̃(Yn,p) = 0 ✗✎✆ ☞✒✒ n > 2p
✣

✓✎✟ ✢ ✗✎✆ ☞ ✘✞✝☎✌ ✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡ H ∈ Yn,p ✢ ✒☎✠ H∗ ✓☎ ✠✡☎ ✘✆☞✕✡ ✎✓✠☞✞✌☎✙ ✗✆✎☛
H ✓✥ ✆☎☛✎✝✞✌✘ ☞✒✒ ✏✞✌✘✒☎✠✎✌ ☎✙✘☎✏ ✣ ✜☎✠ Xn,p ✓☎ ✠✡☎ ✏✑✓✗☞☛ ✞✒✥ ✎✗ Yn,p ✔✎✌✏✞✏✠✞✌✘
✎✗ ☞✒✒ ✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡✏ H ✏✑✔✡ ✠✡☞✠ ✏✎☛ ☎ ✝☎✆✠☎✖ x ✞✏ ✔✎✌✠☞✞✌☎✙ ✞✌ ☎✝☎✆✥ p✚✔✎✝☎✆ ✎✗
✠✡☎ ✑✌✙☎✆✒✥✞✌✘ ✘✆☞✕✡ H∗ ✣ ✗✎✆ ☎☞✔✡ H ∈ Xn,p ✢ ✒☎✠ x(H) ✓☎ ☛ ✞✌✞☛ ☞✒ ✟ ✞✠✡ ✠✡✞✏
✕✆✎✕ ☎✆✠✥✣ ✸☎ ✎✓✠☞✞✌ ☞ ✕☎✆✗☎✔✠ ☎✒☎☛☎✌✠ ☛ ☞✠✔✡✞✌✘ ✎✌ Xn,p ✓✥ ✕☞✞✆✞✌✘ H − {x(H)}
☞✌✙ H + {x(H)} ✣

✜☎✠ H ∈ Yn,p \ Xn,p ☞✌✙ ✒☎✠ W ✓☎ ☞ p✚✔✎✝☎✆ ✎✗ H ✣ �✥ ☞✏✏✑☛✕✠✞✎✌ ✢ ✗✎✆ ☎☞✔✡
w ∈ W ✢ ✠✡☎✆☎ ✞✏ ☞ p✚✔✎✝☎✆ ✎✗ H∗ ✌✎✠ ✔✎✌✠☞✞✌✞✌✘ w ✢ ✟✡✞✔✡ ✞☛✕✒✞☎✏ ✠✡☞✠ w ✞✏ ☞✙� ☞✔☎✌✠
✠✎ ☞✠ ☛✎✏✠ p ✝☎✆✠✞✔☎✏ ✞✌ H ✣ ❉✠ ✗✎✒✒✎✟ ✏ ✠✡☞✠ ✠✡☎✆☎ ☞✆☎ ☞✠ ☛✎✏✠ p+ p2 ✔✎✝☎✆☎✙ ✝☎✆✠✞✔☎✏
✞✌ H ✛ ✡☎✌✔☎ Yn,p \ Xn,p = ∅ ✟✡☎✌☎✝☎✆ n > p + p2 ✣ ▼ ✏ ☞ ✔✎✌✏☎❍✑☎✌✔☎ ✢ χ̃(Yn,p) = 0
✟✡☎✌☎✝☎✆ n > p+ p2 ✢ ☞✌✙ ✟☎ ☞✆☎ ✙✎✌☎ ✣ �

✜� ✚✂ �✦✧✤✣✁✂✁ ✥✦✜✪

✔✎✆✎✒✒☞✆✥ ❊✄ ✣✺✒ ✆☎✙✑✔☎✏ ✠✡☎ ✕✆✎✓✒☎☛ ✎✗ ✙☎✠☎✆☛ ✞✌✞✌✘ ✠✡☎ ✡✎☛✎✒✎✘✥ ✎✗ ✠✡☎ ✔✎☛✕✒☎✖
HCovn,p,r ≃ HCov#

n,p,r ✗✎✆ ✘☎✌☎✆☞✒ n ≥ p + r ✠✎ ✠✡☎ ✏✕ ☎✔✞☞✒ ✔☞✏☎✏ p + r ≤ n ≤
γ(p, r) + 1

✣ ✗✎✆ r = 2 ✢ ✟☎ ✍✌✎✟ ✓✥ ✤✡☎✎✆☎☛ ❊✄ ✣✒ ✠✡☞✠ ✞✠ ✏✑✖ ✔☎✏ ✠✎ ✔✎✌✏✞✙☎✆
p + 2 ≤ n ≤ 2p + 1

✣ � ✏✞✌✘ ✠✡☎ ✔✎☛✕✑✠☎✆ ✕✆✎✘✆☞☛ ✁✂✄ ✂☎✂✆✝ ✁✻�✂ ✢ ✟☎ ✡☞✝☎ ✓☎☎✌
☞✓✒☎ ✠✎ ✔✎☛✕✑✠☎ ✠✡☎ ✡✎☛✎✒✎✘✥ ✎✗ Covn,p = HCovn,p,2 ✗✎✆ p = 2, 3 ✛ ✠✡☎ ✆☎✏✑✒✠✏ ☞✆☎
✕✆☎✏☎✌✠☎✙ ✞✌ ✤✡☎✎✆☎☛ ✏ ❊✄ ✣✺✁ ☞✌✙ ❊✄ ✣✺✕ ✓☎✒✎✟ ✣

✗✎✆ ✞✌✠☎✘☎✆✏ m, r ✢ ✙☎★✌☎ C(m, r) =
(

m
r

) ✣



✻✻❊ ✁✂✄☎ ✆✝✞ �� ✡ ✁✞✄☎✂✌ �✑ ✆✂ � ☞✂✍ ✎✝✎ ✁☞�✝✞✑✍✁ � ✂✆ ✁✝✞

✫✬✭✮✯✭✰ ◆✿ ✳✱❁ ❖❂❏
n ≥ 4

P ●■ ✿
kth ■ ❂❇ ❂ ❏❂❑● ❑ ❏❂❀✽ ❂❈

Covn,2
❄✾ ✄ ✿❏❂ ❀❅ ❏✿✾✾

3 ≤
k ≤ 4

P ❄❅ ❑■ ❄❆■ ❆❆✾✿ ❑ ✿ ■ ❆■✿ ●■ ❆●

H̃3(Covn,2) ∼= ZC(n−1,4);

H̃4(Covn,2) ∼= ZC(n,4).

❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P ●■ ✿ ❏✿❁❀❆✿❁ ✁ ❀ ❏✿❏ ❆■ ❆❏❆❆●✿❏❄✾●❄❆ ❂❈
Covn,2

❄✾ (n−1
3

) ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✌✑✌✌✞✌✘ ✁✂✄ ✂☎✂✆✝ ✁✻�✂ ✎✌ ✠✡☎ ✔✎☛✕✒☎✖ Cov5,2 ✢ ✟☎ ✎✓✠☞✞✌ ✠✡☞✠

H̃3(Cov5,2) ∼= Z;

H̃4(Cov5,2) ∼= Z5.

�✥ ◆❊✄ ✣✺❖ ✢ Cov4,2 ≃ S4 ✣ ✤✡✑✏ ✔✎✆✎✒✒☞✆✥ ❊✄ ✣✺✒ ✥✞☎✒✙✏ ✠✡☞✠ ✠✡☎ ✡✎☛✎✒✎✘✥ ✎✗ Covn,2
✞✏ ✠✎✆✏✞✎✌✚✗✆☎☎ ☞✌✙ ✠✡☞✠

dim H̃3(Covn,2,Q) =
(

n−1
5−1

)(

n−5−1
4−5+1

)

=
(

n−1
4

)

;

dim H̃4(Covn,2,Q) = −
(

n−1
4−1

)(

n−4−1
4−4+1

)

+ 5
(

n−1
5−1

)(

n−5−1
4−5+1

)

=
(

n
4

)

. �

✛ ✿❇❆❏❉ ❊ ✸☎ ✡☞✝☎ ✌✎✠ ✓ ☎☎✌ ☞✓✒☎ ✠✎ ✙☎✠☎✆☛ ✞✌☎ ✠✡☎ ✡✎☛✎✠✎✕✥ ✠✥✕☎ ✎✗ Covn,2
✣

✫✬✭✮✯✭✰ ◆✿ ✳✱✘ ❖❂❏
n ≥ 5

P ●■ ✿
kth ■ ❂❇ ❂ ❏❂❑● ❑ ❏❂❀✽ ❂❈

Covn,3
❄✾ ✄ ✿❏❂ ❀❅ ❏✿✾✾

5 ≤
k ≤ 8

P ❄❅ ❑■ ❄❆■ ❆❆✾✿ ❑ ✿ ■ ❆■✿ ●■ ❆●

H̃5(Covn,3) ∼= ZC(n−1,6);

H̃6(Covn,3) ∼= (Z2)
C(n,6);

H̃7(Covn,3) ∼= Z9C(n,6);

H̃8(Covn,3) ∼= ZC(n,5).

❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P ●■ ✿ ❏✿❁❀❆✿❁ ✁ ❀ ❏✿❏ ❆■ ❆❏❆❆●✿❏❄✾●❄❆ ❂❈
Covn,3

❄✾ −(n−1
4

)

· 5n2−31n+15
15 ❊ � ●

❇ ❏❂✽ ❂✾❄●❄❂❅ ✟✆ ❊✆P ●■ ✿ ✾❆❇ ✿ ■ ❂❏❁✾ ❈ ❂❏ ●■ ✿ ❆❂❇✽ ❏✿✚
Covn,2,3 ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✔✎☛✕✑✠☞✠✞✎✌✏ ✟ ✞✠✡ ✁✂✄ ✂☎✂✆✝ ✁✻�✂ ✥✞☎✒✙ ✠✡☞✠










H̃6(Cov6,3) ∼= Z2;

H̃7(Cov6,3) ∼= Z9;

H̃8(Cov6,3) ∼= Z6

☞✌✙























H̃5(Cov7,3) ∼= Z;

H̃6(Cov7,3) ∼= (Z2)
7;

H̃7(Cov7,3) ∼= Z63;

H̃8(Cov7,3) ∼= Z21.

�✥ ◆❊✄ ✣✺❖ ✢ ✟☎ ✍✌✎✟ ✠✡☞✠ H̃i(Cov5,3) = Z ✞✗ i = 8 ☞✌✙ � ✎✠✡☎✆✟ ✞✏☎ ✣ �✥ ✔✎✆✎✒✚
✒☞✆✥ ❊✄ ✣✺✒ ✢ ✠✡☎✆☎ ✞✏ ✌✎ ✠✎✆✏✞✎✌ ✞✌ H̃i(Covn,3,Z) ✑✌✒☎✏✏ i = 6 ✢ ✞✌ ✟✡✞✔✡ ✔☞✏☎ ✠✡☎✆☎ ✞✏



�� ✡� ✡ ✁☞✆☎ ✂✆✄ ✆✑☞✍✌ ✻✻✻

✤☞✓✒☎ ❊✄ ✣✺❋ ✤✡☎ ✆☎✙✑✔☎✙ ✟✑✒☎✆ ✔✡☞✆☞✔✠☎✆✞✏✠✞✔ ✎✗ HCov
#
n,p,2 ✗✎✆ ✏☛ ☞✒✒ ✝☞✒✑☎✏ ✎✌ n ☞✌✙

p
✣ ✌☎✔☞✒✒ ✠✡☞✠ χ̃(HCov

#
n,p,2) = χ̃(Covn,p) ✟✡☎✌☎✝☎✆ n ≥ 2

✣

χ̃(HCov
#
n,p,2) n = 0 ✠ ✡ ☛ ☞ ✌ ✍ ✎ ✏ ✑ ✠✒
p = 1 −1 ✒ ✒ −1 −3 −6 −10 −15 −21 −28 −36

✡ −1 ✒ ✒ ✒ ✠ ☞ ✠✒ ✡✒ ☛✌ ✌✍ ✏☞
☛ −1 ✒ ✒ ✒ ✒ ✠ −3 −43 −203 �✍✌✏ −1722
☞ −1 ✒ ✒ ✒ ✒ ✒ −1 −61 � � �

✤☞✓✒☎ ❊✄ ✣❊ ❋ ✤✡☎ ✡✎☛✎✒✎✘✥ ✎✗ Λk,p,2 ✗✎✆ ☞✒✒ ✞✌✠☎✆☎✏✠✞✌✘ (k, p) ✏✑✔✡ ✠✡☞✠ 2 ≤ p ≤ 3 ☞✌✙
✗✎✆ (k, p) = (6, 4), (7, 4) ◆✟☎ ✎✓✠☞✞✌☎✙ ✠✡☎ ✒☞✠✠☎✆ ✡✎☛✎✒✎✘✥ ✝✞☞ ☞ ✔✎☛✕✑✠☎✆ ✔☞✒✔✑✒☞✠✞✎✌
✎✗ ✠✡☎ ✡✎☛✎✒✎✘✥ ✎✗ Cov7,4

❖ ✣

H̃i(Λk,p,2, Z) i = 3 ☞ ✌ ✍ ✎ ✏ ✑ ✠✒ ✠✠ ✠✡ ✠☛
(k, p) = (4, 2) � Z � � � � � � � � �

(5, 2) Z Z � � � � � � � � �

(5, 3) � � � � � Z � � � � �

(6, 3) � � � Z2 Z9 Z � � � � �

(7, 3) � � Z Z2 Z9
� � � � � �

(6, 4) � � � � � � � � � � Z
(7, 4) � � � � � � � Z Z55 ⊕ Z2 � Z

2✚✠✎✆✏✞✎✌ ✓✑✠ ✌✎ ✗✆☎☎ ✡✎☛✎✒✎✘✥✣ ✔✎✆✎✒✒☞✆✥ ❊✄ ✣✺✒ ✥✞☎✒✙✏ ✠✡☞✠

dim H̃5(Covn,3,Q) =
(

n−1
6

)(

n−8
0

)

=
(

n−1
6

)

;

dim H̃6(Covn,3,Z2) = −
(

n−1
5

)(

n−7
1

)

+ 7
(

n−1
6

)(

n−8
0

)

=
(

n
6

)

;

dim H̃7(Covn,3,Q) = − 9
(

n−1
5

)(

n−7
1

)

+ 63
(

n−1
6

)(

n−8
0

)

= 9
(

n
6

)

;

dim H̃8(Covn,3,Q) =
(

n−1
4

)(

n−6
2

)

− 6
(

n−1
5

)(

n−7
1

)

+ 21
(

n−1
6

)(

n−8
0

)

=
(

n
5

)

.

�

✹☎☎ ✤☞✓✒☎ ❊✄ ✣✺ ✗✎✆ ✠✡☎ ✟✑✒☎✆ ✔✡☞✆☞✔✠☎✆✞✏✠✞✔ ✎✗ Covn,2 ✗✎✆ ✏☛ ☞✒✒ n ☞✌✙ p ✣

✛ ✿❇❆❏❉ ❊ ✓✎✠☎ ✠✡☞✠ ☞✒✒ �☎✠✠✞ ✌✑☛✓☎✆✏ ☞✆☎ ✞✌✠☎✘☎✆ ☛✑✒✠✞✕✒☎✏ ✎✗ ✓ ✞✌✎☛ ✞☞✒ ✔✎☎✖ ✔✞☎✌✠✏ ✣✤✡✞✏ ✞✏ ✙✑☎ ✠✎ ✤✡☎✎✆☎☛ ❊✄ ✣✺❊ ☞✌✙ ✠✡☎ ✏✞☛✕✒☎ ✏✠✆✑✔✠✑✆☎ ✎✗ ✠✡☎ ✡✎☛✎✒✎✘✥ ✎✗ Λk,p,2 ✛
✏☎☎ ✤☞✓✒☎ ❊✄ ✣❊ ✣ ✸☎ ✟✎✑✒✙ ✓☎ ✏✑✆✕✆✞✏☎✙ ✞✗ ✠✡✞✏ ✕✆✎✕ ☎✆✠✥ ✡☎✒✙ ✞✌ ✘☎✌☎✆☞✒ ✛ ✏☎☎ ✧✆✎✕✎✚
✏✞✠✞✎✌ ❊✄ ✣❊❊ ◆☎❖ ✗✎✆ ☞ ✕✎✠☎✌✠✞☞✒ ✔✎✌� ☎✔✠✑✆☎ ✠✡☞✠ ☛ ✞✘✡✠ ✓☎ ☞ ✓✞✠ ☛ ✎✆☎ ✆☎☞✒✞✏✠✞✔ ✣



✻✻✒ ✁✂✄☎ ✆✝✞ �� ✡ ✁✞✄☎✂✌ �✑ ✆✂ � ☞✂✍ ✎✝✎ ✁☞�✝✞✑✍✁ � ✂✆ ✁✝✞

✜� ✚� ✝ ✦✧✦✁✦✤ ✥✥✂ ★ ✢✣✤✁✄

✸☎ ✕✆✎✝☎ ✠✡☞✠ Covn,p ✡☞✏ ☞ ✝☎✆✠☎✖✚✙☎✔✎☛✕✎✏☞✓✒☎ (2p − 1)✚✏✍☎✒☎✠✎✌ ✗✎✆ n ≥ p + 2
✣

✓✎✠☎ ✠✡☞✠ ✟☎ ✔✎✌✏✞✙☎✆ ✠✡☎ ✘✆☞✕✡ ✔✎☛✕✒☎✖ Covn,p ✢ ✌✎✠ ✠✡☎ ✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡ ✔✎☛✕✒☎✖
HCov

#
n,p,2 ✸☎ ✡☞✝☎ ✌✎✠ ✓ ☎☎✌ ☞✓✒☎ ✠✎ ✕✆✎✝☎ ☞✌✥✠✡ ✞✌✘ ✎✗ ✞✌✠☎✆☎✏✠ ☞✓✎✑✠ ✠✡☎ ✙☎✕✠✡ ✎✆

✠✡☎ ✔✎✌✌☎✔✠✞✝ ✞✠✥ ✙☎✘✆☎☎ ✎✗ HCovn,p,r ✗✎✆ r ≥ 3
✣

✫✬✭✮✯✭✰ ◆✿ ✳✱✾ ❖❂❏
1 ≤ p ≤ n − 2

P
Covn,p

❄✾
V D(2p − 1) ❊ ❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P ●■ ✿

■ ❂❇ ❂●❂✽ ❄❆❆❏ ❁✿✽ ●■ ❂❈
Covn,p

❄✾ ❆● ❏✿❆✾●
(2p− 1) ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ✜☎✠ Y =
(

[n−1]
2

) ☞✌✙ En = {1n, . . . , (n− 1)n} ✣ ✗✎✆ ☞✌✥ ✏✑✓✏☎✠ B ✎✗ Y ✢ ✒☎✠
dp(B) = p+ min{p− 1, |Y \B|};

dp(B) = 2p− 1 ✞✗ |Y \ B| ≥ p − 1
✣ ✸☎ ✔✒☞✞☛ ✠✡☞✠ Covn,p(A,B) ✞✏ V D(dp(B)) ✗✎✆

☞✌✥ ✙✞✏�✎✞✌✠ ✏✑✓✏☎✠✏ A ☞✌✙ B ✎✗ Y ✣ ✤✡☎ ✏✕☎✔✞☞✒ ✔☞✏☎ A = B = ∅ ✥✞☎✒✙✏ ✠✡☎ ✠✡☎✎✆☎☛ ✢
✏✞✌✔☎ |Y | ≥ p− 1

✣
✤✎ ✕✆✎✝☎ ✠✡☎ ✔✒☞✞☛ ✢ ✟☎ ✑✏☎ ✞✌✙✑✔✠✞✎✌ ✎✌ |Y \B| ✣ ✸☎ ✙✞✏✠✞✌✘✑✞✏✡ ✠✡✆☎☎ ✔☞✏☎✏ ❋

◆✞❖ |Y \ B| ≤ p− 1
✣ ✤✡☎✌ ✠✡☎ ✔✎✝☎✆✞✌✘ ✌✑☛✓☎✆ ✎✗ ✠✡☎ ✘✆☞✕✡ ✟ ✞✠✡ ☎✙✘☎ ✏☎✠ Y \B

✞✏ ☞✠ ☛ ✎✏✠ p− 1
✣ ▼ ✏ ☞ ✔✎✌✏☎❍✑☎✌✔☎ ✢ ✠✡☎ ✘✆☞✕✡ ✟ ✞✠✡ ☎✙✘☎ ✏☎✠ En ∪ (Y \B) ✡☞✏

✔✎✝☎✆✞✌✘ ✌✑☛✓☎✆ ☞✠ ☛✎✏✠ p ✢ ✟✡✞✔✡ ✞☛✕✒✞☎✏ ✠✡☞✠ ☞✒✒ ☎✙✘☎✏ ✞✌ En ∪ (Y \ (A∪B))
☞✆☎ ✔✎✌☎ ✕✎✞✌✠✏ ✞✌ Covn,p(A,B)

✣ ❉✌ ✕☞✆✠✞✔✑✒☞✆ ✢ Covn,p(A,B) ✞✏ ✠✡☎ �✎✞✌ ✎✗ {A}
☞✌✙ ✠✡☎ ✗✑✒✒ ✏✞☛✕✒☎✖ ✎✌

|En| + |Y \B| − |A| = n− 1 + |Y \B| − |A| ≥ dp(B) − |A| + 1

☎✒☎☛ ☎✌✠✏ ◆n − 1 ≥ p + 1❖ ✣ ✤✡✞✏ ✞☛✕✒✞☎✏ ✠✡☞✠ Covn,p(A,B) ✞✏ V D(dp(B)) ☞✏
✙☎✏✞✆☎✙ ✣

◆✞✞❖ |Y \B| ≥ p ☞✌✙ A $ Y \B ✣ ✤✡☎✌ ✒☎✠ e ∈ Y \ (A ∪B)
✣ ✸☎ ✡☞✝☎ ✓✥ ✞✌✙✑✔✠✞✎✌

✎✌ |Y \ (A ∪B)| ✠✡☞✠ Covn,p(A+ e,B) ☞✌✙ Covn,p(A,B + e) ☞✆☎ V D(2p− 1)
✣

▼ ✏ ☞ ✔✎✌✏☎❍✑☎✌✔☎ ✢ Covn,p(A,B) ✞✏ V D(2p− 1) ✓✥ ✜☎☛☛☞ ✄ ✣� ✣
◆✞✞✞❖ |Y \ B| = |A| ≥ p ☞✌✙ A = Y \ B ✣ ❉✌ ✠✡✞✏ ✔☞✏☎ ✢ ✟☎ ✔✎✌✏✞✙☎✆ ✔✎☛✕✒☎✖☎✏

Covn,p(A, Y \A) ✏✑✔✡ ✠✡☞✠ |A| ≥ p
✣ ✓✎✠☎ ✠✡☞✠ ☞✒✒ ✗☞✔☎✏ ✎✗ Covn,p(A, Y \A) ☞✆☎

✎✗ ✠✡☎ ✗✎✆☛ A ∪C ✗✎✆ ✏✎☛ ☎ ✏☎✠ C ⊆ En
✣ ✜☎✠ H ✓☎ ✠✡☎ ✘✆☞✕✡ ✟ ✞✠✡ ☎✙✘☎ ✏☎✠ A ✣

✸☎ ✞✙☎✌✠✞✗✥ ✠✡✆☎☎ ✏✑✓✔☞✏☎✏ ❋

◆☞ ❖ τ(H) ≤ p− 1
✣ ✤✡☎✌ ☞✒✒ n− 1 ☎✙✘☎✏ ✞✌ En ☞✆☎ ✔✎✌☎ ✕✎✞✌✠✏ ✞✌ Covn,p(A,B) ✢

☞✌✙ ✟☎ ☞✆☎ ✙✎✌☎ ✛ |En| − 1 = n− 2 ≥ p ≥ 2p− |A| > dp(Y \A) − |A| ✣
◆✓ ❖ τ(H) = p ☞✌✙ ✏✎☛☎ ✝☎✆✠☎✖ x ✞✏ ✔✎✌✠☞✞✌☎✙ ✞✌ ☎✝☎✆✥ p✚✔✎✝☎✆ ✎✗ H ✣ ✹ ✞✌ ✔☎

☎✝☎✆✥ p✚✔✎✝☎✆ ✔✎✌✠☞✞✌✏ x ✢ ✠✡☎ ☎✙✘☎ xn ✞✏ ☞ ✔✎✌☎ ✕✎✞✌✠ ✞✌ Covn,p(A,B)
✣ ❉✌

✕☞✆✠✞✔✑✒☞✆ ✢ Covn,p(A, Y \A) ✞✏ V D(2p−1) ✞✗ ☞✌✙ ✎✌✒✥ ✞✗ Covn,p(A+xn, Y \A)
✞✏ V D(2p− 1)

✣



�� ✡�✡ �✞✑✄✍✁ ✝✝✄✂✞✝✝ ✁✞✄☎✂✌ ✻✻◗

✗ ☎★✌☎ A0 ☞✌✙ Y0 ☞✏ ✠✡☎ ✏☎✠✏ ✎✓✠☞✞✌☎✙ ✗✆✎☛ A ☞✌✙ Y ✓✥ ✆☎☛✎✝✞✌✘ ☞✒✒ ☎✙✘☎✏
✔✎✌✠☞✞✌✞✌✘ x ✛ ✡☎✌✔☎ Y0 =

(

[n−1]\{x}
2

) ✣ ✸☎ ✡☞✝☎ ✠✡☞✠ Covn,p(A+ xn, Y \A)
✔✎✞✌✔✞✙☎✏ ✟ ✞✠✡ Covn−1,p−1(A0, Y0 \A0)∗{(A+xn)\A0} ✢ ✟✡☎✆☎ ✟☎ ✆☎☛✎✝☎
✠✡☎ ✝☎✆✠☎✖ x ◆✆☞✠✡☎✆ ✠✡☞✌ n❖ ✠✎ ✎✓✠☞✞✌ Covn−1,p−1

✣ ✓☞☛ ☎✒✥✢ ☞ ✘✆☞✕✡ G
✔✎✌✠☞✞✌✞✌✘ H ☞✌✙ ✓☎✞✌✘ ✔✎✌✠☞✞✌☎✙ ✞✌ H + En ✡☞✏ ☞ p✚✔✎✝☎✆ ✞✗ ☞✌✙ ✎✌✒✥ ✞✗
G([n]\{x}) ✡☞✏ ☞ (p−1)✚✔✎✝☎✆ ✣ �✥ ✞✌✙✑✔✠✞✎✌ ✎✌ n ✢ Covn−1,p−1(A0, Y0\A0)
✞✏ V D(dp−1) ✢ ✟✡☎✆☎ dp−1 = dp−1(Y0 \A0)

✣
✸☎ ✌☎☎✙ ✠✎ ✕✆✎✝☎ ✠✡☞✠

dp−1 ≥ 2p− 1 − |(A+ xn) −A0| = 2p− 2 − |A| + |A0|.

✓✎✟ ✢
dp−1 = p− 1 + min{p− 2, |A0|}.

❉✗ p− 2 ≥ |A0| ✢ ✠✡☎✌ dp−1 = p− 1 + |A0| ✢ ✟✡✞✔✡ ✞✏ ☞✠ ✒☎☞✏✠ 2p− 1 − |A| +
|A0| ✢ ☞✏ |A| ≥ p

✣ ❉✗ p − 2 < |A0| ✢ ✠✡☎✌ dp−1 = 2p − 3 ✢ ✟✡✞✔✡ ✞✏ ☞✠ ✒☎☞✏✠
2p − 2 + |A0| − |A| ✢ ☞✏ |A \ A0| ≥ 1

✣ ❉✌ ✗☞✔✠ ✢ ✟☎ ☛✑✏✠ ✡☞✝☎ |A \ A0| > 1 ✢
✓ ☎✔☞✑✏☎ x ✞✏ ✔✎✌✠☞✞✌☎✙ ✞✌ ☎✝☎✆✥ p✚✔✎✝☎✆ ✣ ✤✡✑✏ ✟☎ ☞✆☎ ✙✎✌☎ ✣

◆✔❖ τ(H) = p ☞✌✙ ✌✎ ✝☎✆✠☎✖ ✞✏ ✔✎✌✠☞✞✌☎✙ ✞✌ ☎✝☎✆✥ p✚✔✎✝☎✆ ✎✗ H ✣ ✤✡✞✏ ☛ ☎☞✌✏
✠✡☞✠ H ✞✏ (p, 2)✚✏✎✒✞✙ ✣ ▼ ✏ ☞ ✔✎✌✏☎❍✑☎✌✔☎ ✢ ✜☎☛☛☞ ❊✄ ✣✄ ✥✞☎✒✙✏ ✠✡☞✠ |A| ≥
2p − k ✢ ✟✡☎✆☎ k ✞✏ ✠✡☎ ✌✑☛✓☎✆ ✎✗ ✔✎✌✌☎✔✠☎✙ ✔✎☛✕✎✌☎✌✠✏ ✎✗ H ✟✞✠✡ ☞✠
✒☎☞✏✠ ✠✟✎ ✝☎✆✠✞✔☎✏ ✣ ✤✡✑✏ ✞✠ ✏✑✖ ✔☎✏ ✠✎ ✕✆✎✝☎ ✠✡☞✠ ∆ = Covn,p(A, Y \ A)
✞✏ V D(|A| + k − 1)

✣ ✜☎✠ C1, . . . , Ck ✓☎ ✠✡☎ ✔✎✌✌☎✔✠☎✙ ✔✎☛✕✎✌☎✌✠✏ ✎✗ H◆✑✌✔✎✝☎✆☎✙ ✝☎✆✠✞✔☎✏ ☎✖✔✒✑✙☎✙ ❖ ✛ ✓✥ ✜☎☛☛☞ ❊✄ ✣◗ ✢ ☎☞✔✡ Ci ✞✏ (pi, 2)✚✏✎ ✒✞✙ ✗✎✆
✏✎☛ ☎ pi ≥ 1 ✏☞✠✞✏✗✥ ✞✌✘ ∑i pi = p

✣ ✜☎✠ Ti ✓☎ ✠✡☎ ✏☎✠ ✎✗ ☎✙✘☎✏ xn ∈ En
✟✞✠✡ ✎✌☎ ☎✌✙✕✎✞✌✠ x ✞✌ Ci

✣ ✜☎✠ ∆i ✓☎ ✠✡☎ ✞✌✙✑✔☎✙ ✏✑✓✔✎☛✕✒☎✖ ✎✗ ∆ ✎✌
✠✡☎ ✏☎✠ Ti ✣ ❉✠ ✞✏ ✔✒☎☞✆ ✠✡☞✠ ∆ = {A} ∗ ∆1 ∗ · · · ∗ ∆k ✛ ✟☎ ✔☞✌ ☞✙✙ ☞ ✏✑✓✏☎✠
Q ✎✗ En ✠✎ H ✟✞✠✡✎✑✠ ✞✌✔✆☎☞✏✞✌✘ p = τ(H) ✞✗ ☞✌✙ ✎✌✒✥ ✞✗ ✟☎ ✔☞✌ ☞✙✙ ✠✡☎
✔✎✆✆☎✏✕✎✌✙✞✌✘ ✏✑✓✏☎✠✏ Q ∩ Ti ✟✞✠✡✎✑✠ ✞✌✔✆☎☞✏✞✌✘ pi = τ(Ci)

✣
✓✎✟ ✢ ☎☞✔✡ ✝☎✆✠☎✖ ✞✌ Ci ✞✏ ✔✎✌✠☞✞✌☎✙ ✞✌ ☞ pi✚✔✎✝☎✆ ✎✗ Ci ✓✥ ✜☎☛☛☞ ❊✄ ✣✺ ✢
☞✌✙ pi ≥ 1 ✗✎✆ ☎☞✔✡ i ✣ ▼ ✏ ☞ ✔✎✌✏☎❍✑☎✌✔☎ ✢ ∆i ✞✏ V D(0) ✗✎✆ ☎☞✔✡ i ✢ ✟✡✞✔✡
✞☛✕✒✞☎✏ ✓✥ ✜☎☛☛☞ ✄ ✣✺✺ ✠✡☞✠ ∆ ✞✏ V D(|A| + k − 1)

✣ ✤✡✑✏ ✟☎ ☞✆☎ ✙✎✌☎ ✣ �

✸☎ ✔✎✌� ☎✔✠✑✆☎ ✠✡☞✠ ✠✡☎✆☎ ✞✏ ✌✎✌✝☞✌✞✏✡✞✌✘ ✡✎☛✎✒✎✘✥ ✞✌ ✙✞☛ ☎✌✏✞✎✌ 2p − 1 ✗✎✆ n ≥
2p+1 ✛ ✠✡ ✞✏ ✟✎✑✒✙ ✞☛✕✒✥ ✠✡☞✠ ✠✡☎ ✏✡✞✗✠☎✙ ✔✎✌✌☎✔✠✞✝✞✠✥ ✙☎✘✆☎☎ ✎✗ Covn,p ☎❍✑☞✒✏ 2p−1
✟✡☎✌☎✝☎✆ n ≥ 2p+ 1

✣ ✹☎☎ ✹☎✔✠✞✎✌ ❊✄ ✣✕ ✗✎✆ ✗✑✆✠✡☎✆ ✙✞✏✔✑✏✏✞✎✌ ✣

✜� ✚✆ ✁✂ ✥✂✜✄ ★✣✤✄✂✣✣ ✄✂✂✤✄✪

✓✎✠☎ ✠✡☞✠ Covn,p ✞✏ ✠✡☎ ▼ ✒☎✖☞✌✙☎✆ ✙✑☞✒ ✎✗ ✠✡☎ ✔✎☛✕✒☎✖ ✎✗ ✘✆☞✕✡✏ ✎✌ n ✝☎✆✠✞✔☎✏ ✠✡☞✠
✙✎ ✌✎✠ ✔✎✌✠☞✞✌ ☞ ✔✒✞❍✑☎ ✎✗ ✏✞✖☎ n− p

✣ ✗✎✆ p = n− 3 ✢ ✟☎ ✎✓✠☞✞✌ ✠✡☎ ✔✎☛✕✒☎✖ ⋫n ✎✗
✠✆✞☞✌✘✒☎✚✗✆☎☎ ✘✆☞✕✡✏ ✎✌ n ✝☎✆✠✞✔☎✏ ✣ ❉✌ ✠✡✞✏ ✏☎✔✠✞✎✌ ✢ ✟☎ ✏✑☛☛☞✆✞✖☎ ✎✑✆ ✡✑☛✓✒☎ ✆☎✏✑✒✠✏
✗✎✆ ✠✡✞✏ ✝☎✆✥ ✞☛✕✎✆✠☞✌✠ ✘✆☞✕✡ ✕✆✎✕☎✆✠✥✣



✻✻✄ ✁✂✄☎ ✆✝✞ �� ✡ ✁✞✄☎✂✌ �✑ ✆✂ � ☞✂✍ ✎✝✎ ✁☞�✝✞✑✍✁ � ✂✆ ✁✝✞

✤☞✓✒☎ ❊✄ ✣✻ ❋ ✤✡☎ ✡✎☛✎✒✎✘✥ ✎✗ ⋫n ✗✎✆ 4 ≤ n ≤ 7
✣ ✤✡☎ ★✘✑✆☎✏ ☞✆☎ ✔✎✒✒☎✔✠☎✙ ✗✆✎☛✤☞✓✒☎ ❊✄ ✣❊ ☞✌✙ ✠✆☞✌✏✒☞✠☎✙ ✝✞☞ ▼ ✒☎✖☞✌✙☎✆ ✙✑☞✒✞✠✥✣

H̃i(⋫n,Z) i = 2
✻ ✒ ◗ ✄ ✁ ✕

n = 4 Z3 ✚ ✚ ✚ ✚ ✚ ✚◗ ✚ Z5 Z ✚ ✚ ✚ ✚
✄ ✚ ✚ Z6 Z9 ⊕ Z2 ✚ ✚ ✚
✁ ✚ ✚ ✚ Z7 Z2 Z55 Z

▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ◆✿ ✳◆☎ ❖❂❏
n ≥ r + 2

P

HCovn,n−r−1,r ≃ Λn,n−r−1,r ∨
∨

n−1

Λn−1,n−r−1,r

≃ Λn,n−r−1,r ∨
∨

n−1

SC(n−1,r)−2,

❑■ ✿❏✿
C(m, k) =

(

m
k

) ❊ ❈❅ ✽ ❆❏●❄❆❀ ❏❆❏P ❈ ❂❏
r = 2

P ●■ ✿ ❁❀❆❏ ❆❂❇✽ ❏✿✚
⋫n

❂❈ ●❏❄❆❅❑ ❏✿❃❈ ❏✿✿
❑ ❏❆✽ ■✾ ❂❅

n
■✿❏●❄❆✿✾ ■ ❆✾ ●■ ✿ ✽ ❏❂✽ ✿❏●● ●■ ❆●

H̃n−2(⋫n,Z)
❆❂❅●❆❄❅✾

Zn−1 ❆✾ ❆ ❈ ❏✿✿
✾❀❅❑ ❏❂❀✽ ❊
❇ ❏❂❂❈ ❊ ✤✡☎ ★✆✏✠ ☎❍✑✞✝☞✒☎✌✔☎ ✞✏ ✤✡☎✎✆☎☛ ❊✄ ✣✺❊ ✣ ✤✡☎ ✏☎✔✎✌✙ ☎❍✑✞✝☞✒☎✌✔☎ ✗✎ ✒✒✎✟ ✏ ✗✆✎☛
✠✡☎ ✗☞✔✠ ✠✡☞✠

Λp+r,p,r ≃ HCovp+r,p,r ≃ SC(p+r,r)−2;

✑✏☎ ✤✡☎✎✆☎☛ ❊✄ ✣✺❊ ☞✌✙ ◆❊✄ ✣✺❖ ✟✞✠✡ p = n − r − 1
✣ ✗✎✆ ✠✡☎ ★✌☞✒ ✏✠☞✠☎☛ ☎✌✠ ✢ ✑ ✏☎✤✡☎✎✆☎☛ ✻ ✣✒ ✣

�

▲✮✯✮✼✼✷✯▼ ◆✿ ✳◆✱ ❖❂❏
n ≥ 3

P
⋫n

❄✾
V D(n− 2)

❆❅❁ ■ ❆✾ ■ ❂❇ ❂●❂✽ ❄❆❆❏ ❁✿✽ ●■
n− 2 ❊

❇ ❏❂❂❈ ❊ ⋫n ✞✏ VD(n−2) ✓✥ ✔✎✆✎✒✒☞✆✥ ✺✻ ✣✕ ✛ ☞✒✒ ☛ ✞✌ ✞☛ ☞✒ ✌✎✌✗☞✔☎✏ ☞✆☎ ✠✆✞☞✌✘✒☎✏ ✢ ✟✡✞✔✡
☞✆☎ ✞✏✠✡☛✑✏✚✗✆☎☎ ✣ ✓✎✟☎✝☎✆ ✢ ✠✡☎ (n− 1)✚✏✍☎✒☎✠✎✌ ✎✗ ⋫n ✞✏ ✌✎✠ ☎✝☎✌ ✔✎✡☎✌✚✦ ☞✔☞✑✒☞✥✢
☞✏ ✠✡☎✆☎ ✞✏ ✡✎☛✎✒✎✘✥ ✞✌ ✙✞☛☎✌✏✞✎✌ n− 2 ✛ ✑✏☎ ✤✡☎✎✆☎☛ ✺✻ ✣� ✎✆ ✔✎✆✎✒✒☞✆✥ ❊✄ ✣❊� ✣ �
✸☎ ✡☞✝☎ ✌✎ ✔✎☛✕✒☎✠☎ ✙☎✏✔✆✞✕✠✞✎✌ ✎✗ ✠✡☎ ✡✎☛✎✒✎✘✥ ✎✗ ⋫n ☎✖✔☎✕✠ ✗✎✆ n ≤ 7 ✛ ✏☎☎✤☞✓✒☎ ❊✄ ✣✻ ✣

✜� ✚✁ �✦✜✥★✣✢ ✥✜✄ ✂✣✧ ✂✂�✪ ✂✜✢ ✦✤✣✜ ✤✂✦☎ ★✣✧ ✪

✸☎ ✡☞✝☎ ✌✎✠ ✓ ☎☎✌ ☞✓✒☎ ✠✎ ✔✎☛✕✑✠☎ ✠✡☎ ✡✎☛✎✒✎✘✥ ✎✗ HCovn,p,r ✗✎✆ ✘☎✌☎✆☞✒ n ✢ p ✢ ☞✌✙
r ✢ ☞✌✙ ✟☎ ✡☞✝☎ ✝☎✆✥ ✒✞✠✠✒☎ ✡✎✕☎ ✠✎ ☎✝☎✆ ✏☎☎ ✠✡✞✏ ✓ ☎✞✌✘ ☞✔✡✞☎✝☎✙ ✛ ✏☎☎ ✠✡☎ ✔✎☛✕✒☎✖ ✞✠✥✚
✠✡☎✎✆☎✠✞✔ ✆☎☛☞✆✍ ✓☎✒✎✟ ✗✎✆ ✏✎☛ ☎ ✗✑✆✠✡☎✆ ✙✞✏✔✑✏✏✞✎✌ ✣ ✓ ☎✝☎✆✠✡☎✒☎✏✏ ✢ ✠✡☎ ✡✎☛✎✒✎✘✥



�� ✡� ✡ ✁☞✍ ☎✝✂✎✑✍✁ ✞✝✆ ✄✞� ✌ ✄✍ ✎ ☞☎ ✝✍ ☎ ✞☞✁✝✝✆ ✌ ✻✻✁

✎✗ Covn,p = HCovn,p,2 ✔☎✆✠☞✞✌✒✥ ✡☞✏ ✕✒☎✌✠✥ ✎✗ ✏✠✆✑✔✠✑✆☎ ✢ ☞✌✙ ✎✑✆ ✔✎☛✕✑✠☞✠✞✎✌✏ ✗✎✆
✏☛ ☞✒✒ ✝☞✒✑☎✏ ✎✗ n ☞✌✙ p ✏✑✘✘☎✏✠ ✠✡☞✠ ✠✡☎✆☎ ✞✏ ❍✑✞✠☎ ✏✎☛ ☎ ☛✎✆☎ ✏✠✆✑✔✠✑✆☎ ✠✎ ✓ ☎ ✗✎✑✌✙ ✣
❉✌ ✠✡☎ ✗✎✒✒✎✟ ✞✌✘ ✕✆✎✕✎✏✞✠✞✎✌ ✢ ✌✎✠☎ ✠✡☞✠ ✟☎ ✆☎✏✠✆✞✔✠ ✎✑✆ ☞✠✠☎✌✠✞✎✌ ✠✎ p ≤ 3

✣
✵✯✮� ✮✁✻✖✻✮✸ ◆✿ ✳◆◆ ❋■ ✿ ❈ ❂❏ ❏❂❑ ❄❅❑ ■ ❂ ❏❁ ❈ ❂❏

1 ≤ p ≤ 3
◗

◆☞❖ Covn,p
■ ❆✾ ❅❂ ■ ❂❇ ❂❏❂❑● ❂■✿❏ ❆❅● ✁ ✿❏❁ ✾●❏❄❆●❏● ❆❅❂■✿ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅ (p+2

2

)

−2 ❊ ✁ ❍❀❄■❃
❆❏✿❅●❏●P ●■ ✿ ✂ ❏✿✚ ❆❅❁✿❏ ❁❀❆❏ ❂❈

Covn,n−r
■ ❆✾ ❅❂ ■ ❂❇ ❂ ❏❂❑● ✾●❏❄❆●❏● ❅✿❏❂❑ ❁❄❇ ✿❅❃

✾❄❂❅
dn,r = n(r − 2) −

(

r−1
2

)

− 1 ❊
◆✓ ❖ ❖❂❏

p + 2 ≤ n ≤ 2p + 1
P

Covn,p
■ ❆✾ ❅❂ ■ ❂❇ ❂❏❂❑● ✾●❏❄❆●❏● ❅✿❏❂❑ ❁❄❇ ✿❅✾❄❂❅

2p− 1 +
(

2p−n+2
2

) ❊
◆✔❖ ❖❂❏

p = 2
❆❅❁

p = 3
P
H̃(p+2

2 )−2(Covn,p,Z)
❄✾ ❈ ❏✿✿ ❂❈ ❏❆❅❉ ( n

p+2

) ❊
◆✙ ❖ H̃2p−1(Covn,p,Z)

❄✾ ❈ ❏✿✿ ❂❈ ❏❆❅❉ (n−1
2p

) ❊
◆☎❖ ❖❂❏

i ≥ 2p
❆❅❁ ❈ ❂❏ ❆❅● ✁ ✿❏❁

F
P

2p+1
∑

k=p+2

(−1)kβi(Λk,p,2,F) = 0.

✁ ❍❀❄■❆❏✿❅●❏●P ❈ ❂❏
i ≥ 2p

P ●■ ✿ ✽ ❂ ❏●❅❂❇ ❄❆❏
fp,i(n) = βi(Covn,p,F)

■❆❅❄✾■ ✿✾ ❆●
✄ ✿❏❂ ❊

◆✗ ❖ ✂ ❏ ❏ ❏❂❂●✾ ❂❈ ●■ ✿ ✽ ❂ ❏●❅❂❇ ❄❆❏
fp,i

❆❏✿ ❏✿❆❏ ❆❅❁ ❅❂❅❅✿❑ ❆●❄■✿ ☎●■ ✿● ❆❏✿ ❄❅❁✿✿❁ ❄❅●✿❃
❑ ✿❏✾✞ ❊ ❙ ❂❏✿❂■✿❏P ●■ ✿ ✁ ❀ ❏✿❏ ❆■ ❆❏❆❆●✿❏❄✾●❄❆ ❂❈

Covn,p
❄✾ ❆ ✽ ❂❏●❅❂❇ ❄❆❏ ❄❅

n
❑ ❄●■

❂❅ ❏● ❏✿❆❏ ❆❅❁ ✽ ❂✾❄●❄■✿ ❏❂❂●✾ ❊ �

✓✎✠☎ ✠✡☞✠ ✕✆✎✕ ☎✆✠✞☎✏ ◆☞ ❖✚ ◆✙ ❖ ☞✆☎ ☞✒✏✎ ✠✆✑☎ ✗✎✆ p = 4 ☞✌✙ n ≤ 7 ✛ ✏☎☎ ✤☞✓✒☎ ❊✄ ✣❊ ✣
✦ ✎✆☎✎✝☎✆ ✢ ✓✥ ✔✎✆✎✒✒☞✆✥ ❊✄ ✣❊ ✺ ✢ ✕✆✎✕ ☎✆✠✥ ◆☞❖ ✞✏ ✠✆✑☎ ✟✡☎✌☎✝☎✆ p = n− 3

✣
✧ ✆✎✕✎✏✞✠✞✎✌ ❊✄ ✣❊❊ ✏✑✘✘☎✏✠✏ ✠✡☎ ✗✎✒✒✎✟ ✞✌✘ ✕✆✎✓✒☎☛ ✣

�✁✭✁✖ ✻✮✸ ◆✿ ✳◆✲ ✂❇ ❂❅❑ ●■ ✿ ✾❄✚ ✽ ❏❂✽ ✿❏●❄✿✾ ❏❄✾●✿❁ ❄❅ ❇ ❏❂✽ ❂✾❄●❄❂❅ ✟✆ ❊✟✟ P ❑■ ❄❆■ ❂❈
●■ ✿❇ ■ ❂ ❏❁ ❈ ❂❏ ❑ ✿❅✿❏❆❏

p ✁

✸☎ ☞✆☎ ✕☞✆✠✞✔✑✒☞✆✒✥ ✞✌✠☎✆☎✏✠☎✙ ✞✌ ✍✌✎✟ ✞✌✘ ✟✡☎✠✡☎✆ ✕✆✎✕ ☎✆✠✥ ◆☞ ❖ ✆☎☛ ☞✞✌✏ ✠✆✑☎ ✞✌ ✘☎✌✚
☎✆☞✒ ✣ ✗ ✞✆✏✠ ✢ ✠✡✞✏ ✆☎✒☞✠☎✏ ✠✎ ✠✡☎ ✞☛✕✎✆✠☞✌✠ ✕✆✎✓✒☎☛ ✎✗ ✙☎✠☎✆☛ ✞✌ ✞✌✘ ✠✡☎ ✔✎✌✌☎✔✠✞✝ ✞✠✥ ✙☎✚
✘✆☎☎ ✎✗ ✠✡☎ ✔✎☛✕✒☎✖ ✎✗ Kn−p✚✗✆☎☎ ✘✆☞✕✡✏ ✛ ✠✡ ✞✏ ✞✏ ✠✡☎ ▼ ✒☎✖☞✌✙☎✆ ✙✑☞✒ Cov∗n,p ✎✗ Covn,p

✣
✹☎✔✎✌✙ ✢ ✟☎ ✟✎✑✒✙ ✒✞✍☎ ✠✎ ✍✌✎✟ ☛✎✆☎ ☞✓✎✑✠ ✔✎✌✌☎✔✠✞✎✌✏ ✓ ☎✠✟☎☎✌ ✠✡☎ ✔✎☛✕✒☎✖ Coltn✎✗ t✚✔✎✒✎✆☞✓ ✒☎ ✘✆☞✕✡✏ ☞✌✙ Cov∗n,n−(t+1) ✛ ✆☎✔☞✒✒ ✠✡☞✠ ✠✡☎ ✒☞✠✠☎✆ ✔✎☛✕✒☎✖ ✔✎✌✠☞✞✌✏ ✠✡☎
✗✎✆☛ ☎✆ ✣ ▼ ✏ ✜✞✌✑✏✏✎✌ ☞✌✙ ✹✡☞✆☎✏✡✞☞✌ ✁✕✻✂ ✎✓✏☎✆✝☎✙ ◆✏☎☎ ✔✡☞✕✠☎✆ ❊◗ ✗✎✆ ✙✞✏✔✑✏✏✞✎✌ ❖ ✢
☛ ✎✏✠ ✡✎☛✎✒✎✘✥ ✎✗ Coltn ✞✏ ✔✎✌✔☎✌✠✆☞✠☎✙ ✞✌ ✙✞☛ ☎✌✏✞✎✌ n(t− 1)−

(

t
2

)

− 1 = dn,t+1 ✗✎✆
☞✒✒ ✍✌✎✟✌ ☎✖☞☛✕✒☎✏ ✢ ☞✌✙ ✏✎ ✗☞✆ ✌✎ ✡✎☛✎✒✎✘✥ ✓☎✒✎✟ ✠✡ ✞✏ ✙✞☛ ☎✌✏✞✎✌ ✡☞✏ ✓☎☎✌ ✗✎✑✌✙ ✣✌☎✘☞✆✙✞✌✘ ✕✆✎✕☎✆✠✥ ◆✓ ❖ ✢ ✎✌☎ ☛ ☞✥ ☞✒✏✎ ☞✏✍ ✟✡☎✠✡☎✆ ✠✡☎ ✔✎✆✆☎✏✕✎✌✙✞✌✘ ✏✍☎✒☎✠✎✌
✞✏ ✝☎✆✠☎✖✚✙☎✔✎☛✕✎✏☞✓✒☎ ✎✆ ☞✠ ✒☎☞✏✠ ✔✎✡☎✌✚✦ ☞✔☞✑✒☞✥✣ ✌☎✘☞✆✙✞✌✘ ✕✆✎✕☎✆✠✥ ◆✔❖ ✢ ✟☎



✻✻✕ ✁✂✄☎ ✆✝✞ �� ✡ ✁✞✄☎✂✌ �✑ ✆✂ � ☞✂✍ ✎✝✎ ✁☞�✝✞✑✍✁ � ✂✆ ✁✝✞

✍✌✎✟ ✠✡☞✠ H̃(p+2
2 )−2(Covn,p,Z) ✔✎✌✠☞✞✌✏ ☞ ✗✆☎☎ ✏✑✓✘✆✎✑✕ ✎✗ ✆☞✌✍ (n−1

p+1

) ✛ ✑✏☎ ◆❊✄ ✣✺❖
☞✌✙ ✔✎✆✎✒✒☞✆✥ ❊✄ ✣✺✒ ✣

✹ ✞✌ ✔☎ ✟☎ ✙✎ ✌✎✠ ✡☞✝☎ ☛✑✔✡ ✙☞✠☞ ✢ ✞✠ ☛ ☞✥ ✟☎✒✒ ✠✑✆✌ ✎✑✠ ✠✡☞✠ ✏☎✝☎✆☞✒ ✎✗ ✠✡☎ ✕✆✎✕☎✆✚
✠✞☎✏ ✞✌ ✧✆✎✕✎✏✞✠✞✎✌ ❊✄ ✣❊❊ ✙✎ ✌✎✠ ✘☎✌☎✆☞✒✞✖☎ ✠✎ ✒☞✆✘☎✆ ✝☞✒✑☎✏ ✎✗ p ✣ ✸☎ ☞✆☎ ✕☞✆✠✞✔✑✒☞✆✒✥
✏✍☎✕✠✞✔☞✒ ☞✓✎✑✠ ✕✆✎✕ ☎✆✠✞☎✏ ◆✓ ❖ ☞✌✙ ◆✗ ❖ ✣ ✌☎✘☞✆✙✞✌✘ ✕✆✎✕☎✆✠✥ ◆✗ ❖ ✢ ✎✌☎ ☛ ☞✥ ✆☎✔☞✒✒ ✔✎✌✚
� ☎✔✠✑✆☎ ✺✒ ✣❊� ☞✓✎✑✠ ✠✡☎ ✆☎☞✒✚✆✎✎✠☎✙✌☎✏✏ ✎✗ χ̃(Bn,p) ✛ ✏☎☎ ✹☎✔✠✞✎✌ ✺✒ ✣✻ ✣✻ ✣ ✸☎ �✑✏✠✞★☎✙
✠✡✞✏ ✔✎✌� ☎✔✠✑✆☎ ✓✥ ✆☎✙✑✔✞✌✘ ✞✠ ✠✎ ☞ ✔✎✌� ☎✔✠✑✆☎ ☞✓✎✑✠ ✠✡☎ ✡✎☛✎✠✎✕✥ ✠✥✕☎ ✎✗ ✔☎✆✠☞✞✌
✏✞☛✕✒✞✔✞☞✒ ✔✎☛✕✒☎✖☎✏ ✣ ❉✌ ✠✡☎ ✕✆☎✏☎✌✠ ✔☞✏☎ ✢ ✟☎ ✡☞✝☎ ✌✎ ✏✑✔✡ �✑✏✠✞★✔☞✠✞✎✌ ✣

✗✎✆ ✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡✏ ✢ ✠✡☎ ✏✞✠✑☞✠✞✎✌ ✞✏ ☎✝☎✌ ✟✎✆✏☎ ✢ ☞✏ ✟☎ ✡☞✝☎ ☞✒☛✎✏✠ ❅❂ ✙☞✠☞ ✣ ✹✠✞✒✒ ✢
✆☎✘☞✆✙✞✌✘ ✕✆✎✕☎✆✠✥ ◆☞ ❖ ✢ ✎✌☎ ☛☞✥ ☞✏✍ ✟✡☎✠✡☎✆ ✞✠ ✞✏ ✠✆✑☎ ✠✡☞✠ HCovn,p,r ✡☞✏ ✌✎ ✡✎✚
☛✎✒✎✘✥ ✎✝☎✆ ☞✌✥ ★☎✒✙ ✏✠✆✞✔✠✒✥ ☞✓✎✝☎ ✙✞☛ ☎✌✏✞✎✌ (p+rr

)

− 2
✣

❉✌ ✎✑✆ ✎✕✞✌✞✎✌ ✡✎✟☎✝☎✆ ✢ ✠✡☎ ☛✎✏✠ ✞☛✕✎✆✠☞✌✠ ✎✕ ☎✌ ✕✆✎✓✒☎☛ ✗✎✆ r ≥ 3 ✞✏ ✠✎
✙☎✠☎✆☛ ✞✌☎ ✠✡☎ ☛ ☞✖✞☛✑☛ ✞✌✠☎✘☎✆ k ✗✎✆ ✟✡✞✔✡ Λk,p,r ✡☞✏ ✌✎✌✝☞✌✞✏✡✞✌✘ ✡✎☛✎✒✎✘✥✣✤✡✞✏ ✟✎✑✒✙ ✘✞✝☎ ☞✌ ✑✕✕☎✆ ✓✎✑✌✙ ✎✌ ✠✡☎ ✙☎✘✆☎☎ ✎✗ ✠✡☎ ✕✎✒✥✌✎☛ ✞☞✒✏ fp,r,i ✣ ✼✑✆ ✡✎✕☎
✞✏ ✠✡☞✠ ✠✡☎ ☞✌✏✟☎✆ ✞✏ pr ✢ ✓✑✠ ✟☎ ✡☞✝☎ ✌✎ ☎✝✞✙☎✌✔☎ ✟✡☞✠✏✎☎✝☎✆ ✗✎✆ ✠✡✞✏ ✘✑☎✏✏ ✟✡☎✌
p, r ≥ 3

✣ ❉✌ ✕☞✆✠✞✔✑✒☞✆ ✢ pr ✞✏ ✌✎✠ ☞✌ ✑✕✕☎✆ ✓✎✑✌✙ ✎✌ γ(p, r) ✛ γ(3, 3) ≥ 10 ✢ ☞✏
✠✡☎ ✡✥✕☎✆✘✆☞✕✡ ✎✌ ✠✡☎ ✝☎✆✠☎✖ ✏☎✠ {0, 1, . . . , 9} ✟✞✠✡ ☎✙✘☎✏ 012, 234, 456, 678, 890 ✞✏
(3, 3)✚✏✎✒✞✙ ✣✌☎✔☞✒✒ ✠✡☞✠ NMn,k ✞✏ ✠✡☎ ✔✎☛✕✒☎✖ ✎✗ ✘✆☞✕✡✏ ✎✌ n ✝☎✆✠✞✔☎✏ ✠✡☞✠ ✙✎ ✌✎✠ ✔✎✌✠☞✞✌
☞ k✚☛ ☞✠✔✡ ✞✌✘ ☞✌✙ ✠✡☞✠ NQPn,t ✞✏ ✠✡☎ ✔✎☛✕✒☎✖ ✎✗ ✘✆☞✕✡✏ ✎✌ n ✝☎✆✠✞✔☎✏ ✠✡☞✠ ✙✎ ✌✎✠
☞✙☛ ✞✠ ☞ ✔✒✞❍✑☎ ✕☞✆✠✞✠✞✎✌ ✞✌✠✎ t ✕☞✆✠✏ ✛ ✏☎☎ ✔✡☞✕✠☎✆ ❊◗ ✗✎✆ ☛ ✎✆☎ ✞✌✗✎✆☛ ☞✠✞✎✌ ✣ ❉✌ ☞
✏☎✕☞✆☞✠☎ ☛☞✌✑✏✔✆✞✕✠ ✁✄✁✂ ✢ ✟☎ ✘✞✝☎ ☞ ✑✌✞★☎✙ ✕✆✎✎✗ ✠✡☞✠ NMn,p+1 ✢ NQPn,n−p−1 ✢ ☞✌✙
Covn,p ✡☞✝☎ ✟✑✒☎✆ ✔✡☞✆☞✔✠☎✆✞✏✠✞✔✏ ✘✞✝☎✌ ✓✥ ✕✎✒✥✌✎☛ ✞☞✒✏ ✣ ✤✡☎✏☎ ✘✆☞✕✡ ✕✆✎✕☎✆✠✞☎✏
✡☞✝☎ ✞✌ ✔✎☛☛✎✌ ✠✡☞✠ ✠✡☎✥ ☞✒✒ ☞✝✎✞✙ (p+1)✚☛ ☞✠✔✡✞✌✘✏ ✟✡✞✒☎ ☞✙☛ ✞✠✠✞✌✘ p✚☛ ☞✠✔✡✞✌✘✏ ✣
✦✎✆☎✎✝☎✆ ✢ ✞✗ Σn ✞✏ ☞✌✥ ✎✗ ✠✡☎ ✕✆✎✕☎✆✠✞☎✏ ✢ ✠✡☎✌ ✠✡☎✆☎ ✞✏ ☞ d ✏✑✔✡ ✠✡☞✠ ✠✡☎ ✗✎✒✒✎✟ ✞✌✘
✡✎✒✙✏ ❋

� ❉✗ G ∈ Σn ☞✌✙ x ∈ G ✡☞✏ ✠✡☎ ✕✆✎✕☎✆✠✥ ✠✡☞✠ degG(x) ≥ d ✢ ✠✡☎✌ G+En(x) ∈ Σn
✣

✸☎ ✏✡✎✟ ✠✡☞✠ ✠✡☎ ✕✎✒✥✌✎☛ ✞☞✒ ✕✆✎✕ ☎✆✠✥ ✡✎✒✙✏ ✗✎✆ ☞✌✥ ✔✒☞✏✏ ✎✗ ✘✆☞✕✡ ✕✆✎✕☎✆✠✞☎✏
✏☞✠✞✏✗✥ ✞✌✘ ✠✡☎✏☎ ✠✟✎ ✔✎✌✙✞✠✞✎✌✏ ✢ ✕✆✎✝✞✙☎✙ ✠✡☞✠ ✠✡☎ ✑✌✞✎✌ ✎✗ ☞✒✒ ✕✆✎✕ ☎✆✠✞☎✏ ✞✌ ✠✡☎
✔✒☞✏✏ ✞✏ ✔✒✎✏☎✙ ✑✌✙☎✆ ☞✙✙✞✠✞✎✌ ☞✌✙ ✙☎✒☎✠✞✎✌ ✎✗ ✞✏✎✒☞✠☎✙ ✝☎✆✠✞✔☎✏ ✣
✂❂❇✽ ❏✿✚ ❄●●❃●■ ✿❂❏✿●❄❆ ❏✿❇❆❏❉ ❊ ✤✡☎ �✁ ✂✄☎ ✂✆ ✝ ✞✟✁ ✂✄ ✕✆✎✓✒☎☛ ✎✌ ✞✌✕✑✠ ☞ ✕☞✞✆ (G, p)
✞✏ ✠✎ ✙☎✠☎✆☛ ✞✌☎ ✟✡☎✠✡☎✆ G ∈ Covn,p ✛ n ✞✏ ✠✡☎ ✌✑☛✓☎✆ ✎✗ ✝☎✆✠✞✔☎✏ ✞✌ G ✣ ✤✡✞✏ ✞✏ ✠✡☎❆❂❅●❆❄❅❇ ✿❅● ✽ ❏❂❅❏✿❇ ✗✎✆ ✠✡☎ ✗☞☛ ✞✒✥ {Covn,p : n, p ≥ 1} ✣ ✞✟✁ ✂✄ ✞✏ ✟☎✒✒✚✍✌✎✟✌ ✠✎
✓☎ ✓✧✚✔✎☛✕✒☎✠☎ ✁✁❊ ✢ ✻�✂ ✣ ▼ ✕✎✠☎✌✠✞☞✒✒✥ ✞✌✠☎✆☎✏✠✞✌✘ ❍✑☎✏✠✞✎✌ ✞✏ ✟✡☎✠✡☎✆ ✠✡☎✆☎ ✞✏ ☞✌✥
✙☎☎✕☎✆ ✔✎✌✌☎✔✠✞✎✌ ✓☎✠✟☎☎✌ ✠✡✞✏ ✗☞✔✠ ☞✌✙ ✠✡☎ ✗☞✔✠ ✠✡☞✠ ✠✡☎ ✡✎☛✎✒✎✘✥ ✎✗ Covn,p ✏☎☎☛ ✏
✙✞✖ ✔✑✒✠ ✠✎ ✔✎☛✕✑✠☎ ✗✎✆ ✘☎✌☎✆☞✒ n ☞✌✙ p

✣ ✼✌☎ ☛ ☞✥ ✆☞✞✏☎ ✠✡☎ ☞✌☞✒✎✘✎✑✏ ❍✑☎✏✠✞✎✌
✗✎✆ ☞✌✥ ✗☞☛ ✞✒✥ ✎✗ ☛ ✎✌✎✠✎✌☎ ✘✆☞✕✡ ✕✆✎✕☎✆✠✞☎✏ ✟ ✞✠✡ ☞✌ ✓✧✚✔✎☛✕✒☎✠☎ ✔✎✌✠☞✞✌☛ ☎✌✠
✕✆✎✓✒☎☛ ✣ ✼✌☎ ☎✖☞☛✕✒☎ ✞✏ ✠✡☎ ✓✧✚✔✎☛✕✒☎✠☎ ✠✡☛ ☞✌☎✟✍☞✡ ✍ ✕✆✎✓ ✒☎☛ ❋ ✼✌ ✞✌✕✑✠ ☞
✘✆☞✕✡ G ✢ ✙☎✠☎✆☛ ✞✌☎ ✟✡☎✠✡☎✆ G ∈ Hamn ✢ ✟✡☎✆☎ Hamn ✞✏ ✠✡☎ ❍✑✎✠✞☎✌✠ ✔✎☛✕✒☎✖ ✎✗✓☞☛ ✞✒✠✎✌ ✞☞✌ ✘✆☞✕✡✏ ✙✞✏✔✑✏✏☎✙ ✞✌ ✔✡☞✕✠☎✆ ✺✁ ✣
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✍✠✎ � ✕ ✂ ✕ ✂☎✍✝✔✝✏✟✝✌ ✟✏ ✕ ✁ ☛✄✑✂ ✠✑✏✟☎✟✑✔✏ ✝✔✌ ✄✑✔✔☛✄☎ ✟✡ ✟☎✟ ✑☞ ✂ ✝☎✄✍ ✟✔✎ ✝✔✌ ✄✍☛✏✏☞✑✝✒✌ ✄✑✂
�✠ ✞☛☛☛✏ ✕ ✄ ✛★☎✓✤✜✤ ✘✑✙✄ ✒✜ ☎ ✆✤✑✙ ☎✠ ☛ ✠✝☛✞ ✟☛✑✌✠☞✒☛ ✠ ✡✒✒☞ ✕✍✡✎ ✡ ✕ ✝✝☞✏✑✔ ✠ ✂ ✕ ✝☛ ☞✒✔☛✒ ✠ ✌ ✕ ✡ ✟✔✆✏✏✑✔ ✠ ✌ ✕ ✌✍✝✒☛✏✍ ✟✝✔ ✠ ✝✔✌ ✍ ✕ ✎☛✞✏☛✒ ✕ �✑✂ ✠ ✞☛☛☛✏ ✑☞ ✔✑☎

i�✄✑✔✔☛✄☎☛✌ ✎✒✝✠✍✏ ✕ ✢✑✄✑✖✑✑✥ ✠ ☛✏ ✝✡✞ ✟✡✎✠✠✡✑✑ ✠ ✠✑✑✑ ✕✍☛✎ ✡ ✕ ✝✝☞✏✑✔ ✝✔✌ ✒ ✕ ✓ ☛✒✔✍ ✕ ✁ ✟✔✄✒☛☎☛ ✕ ✑✒✔☛ ☞✆✔✄☎ ✟✑✔✔ ☞✒✑✂ ✞☛☛✟✄✑✎✒✝✠✍ ✟✄ ✑✒✌☛✒✔ ✕ ✢✓✕✔★ ☎ ✩✙✤✓ ☎
✂ ✕✜✣ ☎ ✧✑☎ ☎✠ ☛✌✎ ✟✌✒✑✠✌☛☞ ✠ ✡✒✒✌ ✕✍☞✎ ✡ ✕ ✝✝☞✔✑✔ ✝✔✌ ✁ ✕ ✕ ✕ ✖✑✗✞✑✡ ✕ �✑✂ ✠ ✞☛☛☛✔ ✑☞ ✎✒✝✠✍ ✍✑✂ ✑✂ ✑✒✠✍ ✟✔✂ ✔ ✕ ✒✒☛✠✒✟✔☎ ✠ ✡✒✒✌ ✕✍✌✎ � ✕ ✝☛✒✎☛ ✕ ✆✓✕✄ ✣★ ✕✔✘ ✙ ✥✄ ✤✓✑✓✕✄ ✣★✕ ✚✑✒☎✍
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✓✑✞✞✝✔✌ ✠ ✂✂✔☎☛✒✌✝✂ ✠ ✡✔✌ ✒☛✡✟✔☛✌ ☛✌ ✟☎✟✑✔ ✠ ✠✑✎✍ ✕✍✍✎ ✂ ✕ ✝☛ ☞✒✔☛✒ ✕ ✌✍☛✞✞✝☞✞☛ ✝✔✌ �✑✍☛✔
�

✕ ✝✄✝✆✞✝✟ ✠✝✒☎✟✝✞✞✟ ✑✒✌☛✒☛✌ ✔☛☎✔ ✕ ✢✓✕✔★ ☎ ✩✙✤✓ ☎ ✂ ✕✜✣ ☎ ✧✑☎ ☎✠
✡✍✒ ✟✠✌✑✠ ✠✏☛ ✠ ✠✑✏✒ ✕✍✎✎ ✂ ✕ ✝☛ ☞✒✔☛✒ ✕ ✞✍☛ ✍✑✂ ✑✞✑✎✟ ✝✔✌ ✔✍☛✞✞✝☞ ✟✞✟☎✟ ✑☞ ✂ ✝☎✒✑ ✟✌✔ ✝✔✌ ✎☛✑✂ ☛☎✒✟✄ ✞✝☎☎✟✄☛✔ ✕ ✛✔ ✚ ✕ ✎ ✍ ✟☎☛ ✠
☛✌ ✟☎✑✒ ✠ ✂ ✕✜✓✑✛✘ ✩✄✄ ✖✛☎✕✜✛✑✔★✠ ✠✝✎☛✔ ✡✡✍✠✡✏☛ ✕ �✝✂☞✒✟✌✎☛ ✜✔ ✟✡☛✒✔✟☎✟ ✒ ✒☛✔✔ ✠ ✠✑✑✡ ✕✍✏✎ ✂ ✕ ✝☛ ☞✒✔☛✒ ✕ ✞✑✠✑✞✑✎ ✟✄✝✞ ✂ ☛☎✍✑✌✔ ✕ ✛✔ ✢ ✕ ✡ ✕ ✣ ✒✝✍✝✂ ✠ ✕ ✕ ✣ ✒☞☎✔✄✍☛✞ ✠ ✝✔✌ ✡ ✕ ✡✑✡✤✔✗ ✠ ☛✌ ✟☎✑✒✔ ✠✙ ✕✔✘✚✑✑✥ ✑✗ ✘✑✙ ✚✛✔✕✜✑✓✛☎★✠ ✡✑✞✆✂ ☛ ✛✛ ✠ ✠✝✎☛✔ ✠✏ ✠✑✠ ✠✏✎✡ ✠ �✝✂☞✒✟✌✎☛ ✠ ✕✂ ✠ ✠✑✑✍ ✕ ✞✍☛ ✕✛✞✒ ✒☛✔✔ ✕

✍✑✎ ✂ ✕ ✝☛ ☞✒✔☛✒ ✝✔✌ ✌ ✕ ✁ ✕ ✦✝✒✞☛✟✕ �✍✝✟✔ ✠✑✞✟✔✑✂ ✟✝✞✔ ✑☞ ✌ ✟✔☎✒✟☞✆☎ ✟✡☛ ✞✝☎☎✟✄☛✔ ✝✒☛ ✎✌✧ ✆✔ ✟✂ ✑✌✝✞ ✕
★ ✖✤☎✜✓✑✔✛☎ ✏ ☎ ✘✑✙ ✚✛✔ ☎✠ ✠✡ ✝✠✞ ✟✚☞ ✠ ✡✒✒✌ ✕✍✠✒✎ ✂ ✕ ✝☛ ☞✒✔☛✒ ✠ ✡ ✕ ✡✑✡✤✔✗ ✠ ✌ ✕ ✞ ✕ ✍✒☛✩✟✄✝ ✠ ✝✔✌ ✢ ✕ ✞ ✕

Ž
✟✡✝✞☛ ☛✡ ✟✩ ✕ �✍☛✔✔☞✑✝✒✌ ✄✑✂ ✠ ✞☛☛☛✔ ✝✔✌✂ ✝☎✄✍ ✟✔✎ ✄✑✂ ✠ ✞☛☛☛✔ ✕ ✏ ☎ ✪✑✔✘✑✔ ✂ ✕✜✣ ☎ ✧✑☎ ☎ ✫✬✭ ✠ ☞✑ ✟✡✌✠☛✑ ✠ ✠✑✑☞ ✕✍✠✠✎ ✂ ✕ ✝☛ ☞✒✔☛✒ ✝✔✌ ✕ ✕ ✎✝✄✍✔ ✕ ✮✔ ✞☛☛ ✟✄✑✎✒✝✠✍ ✟✄✝✞✞✟ ✔✍☛✞✞✝☞✞☛ ✠✑✔☛☎✔ ✕ ✢✓✕✔★ ☎ ✩✙✤✓ ☎ ✂ ✕✜✣ ☎ ✧✑☎ ☎✠

✡✎✎ ✟☛✡☛✠☛☞ ✠ ✠ ✠✑✏☛ ✕✍✠✡✎ ✂ ✕ ✝☛ ☞✒✔☛✒ ✝✔✌ ✕ ✕ ✎✝✄✍✔ ✕ ✌✍☛✞✞✝☞✞☛ ✔✑✔✠✆✒☛ ✄✑✂ ✠ ✞☛☛☛✔ ✝✔✌ ✠✑✔☛☎✔ ✕ ✛ ✕ ✢✓✕✔★ ☎ ✩✙✤✓ ☎ ✂ ✕✜✣ ☎✧✑☎ ☎✠ ☛☞✏ ✟✠✡✑✑✠ ✠☛✡✎ ✠ ✠✑✑✍ ✕✍✠☛✎ ✂ ✕ ✝☛ ☞✒✔☛✒ ✝✔✌ ✕ ✕ ✎✝✄✍✔ ✕ ✌✍☛✞✞✝☞✞☛ ✔✑✔✠✆✒☛ ✄✑✂ ✠ ✞☛☛☛✔ ✝✔✌ ✠✑✔☛☎✔ ✕ ✛✛ ✕ ✢✓✕✔★ ☎ ✩✙✤✓ ☎ ✂ ✕✜✣ ☎✧✑☎ ☎✠ ☛☞✑ ✟☛✑☞✌✠☛✑✎✌ ✠ ✠✑✑✎ ✕✍✠☞ ✎ ✂ ✕ ✝☛ ☞✒✔☛✒ ✠ ✕ ✕ ✎✝✄✍✔ ✠ ✝✔✌ ✍ ✕ ✎☛✞✏☛✒ ✕ ✮✔ ✔☛✄✆☛✔☎✟✝✞✞✟ �✑✍☛✔
�

✕ ✝✄✝✆✞✝✟ ✄✑✂ ✠ ✞☛☛☛✔ ✝✔✌✠✑✔☛☎✔ ✕ ✒ ✒☛✠✒✟✔☎ ✠ ✡✒✒✡ ✕✍✠✌✎ ✂ ✕ ✝☛ ☞✒✔☛✒ ✝✔✌ ✍ ✕ ✎☛✞✏☛✒ ✕ ✓✑✂ ✑✞✑✎✟ ✑☞ ☎✍☛ ✯
k�

☛✄✆✝✞✰ ✂ ✝✔ ✟☞✑✞✌✔ ✝✔✌ ✒☛✞✝☎☛✌ ✠✝✒☎✟☎✟✑✔✞✝☎☎ ✟✄☛✔ ✕ ✩✘✱ ☎ ✂ ✕✜✣ ☎✠ ✠✠✒ ✝✡✞ ✟✡✎✎✠☛ ✠☛ ✠ ✠✑✑✌ ✕✍✠✍✎ ✂ ✕ ✝☛ ☞✒✔☛✒ ✝✔✌ ✍ ✕ ✎☛✞✏☛✒ ✕ �✑✂ ✠ ✞☛☛☛✔ ✑☞ ✌ ✟✒☛✄☎☛✌ ✎✒✝✠✍✔ ✕ ✧✁✩✂ ✏ ☎ ✄ ✛★☎✓✤✜✤ ✂ ✕✜✣ ☎✠
✠✡ ✝☞ ✞ ✟☞ ✠☛✠☞✡☞ ✠ ✠✑✑✑ ✕✍✠✎✎ ✝ ✕ ✝✑✞✞✑☞✤✔ ✕ ✮✔ ✎☛✔☛✒✝✞✟✗☛✌ ✎✒✝✠✍✔ ✕ ✩☎✜✕ ✂ ✕✜✣ ☎ ✩ ☎✕✘☎ ✧ ☎✛☎ ✙ ✒✔✑ ✕✓ ☎✠ ✠✍ ✟☞☞✎✠☞✌✡ ✠ ✠✑✍✌ ✕✍✠✏✎ ✝ ✕ ✝✑✞✞✑☞✤✔ ✕ ✡☛☎✒☛✂ ✝✞ ✎✒✝✠✍ ☎✍☛✑✒✟ ✕ ✛✔ ✢ ✕ ✡ ✕ ✣ ✒✝✍✝✂ ✠ ✕ ✕ ✣ ✒☞☎✔✄✍☛✞ ✠ ✝✔✌ ✡ ✕ ✡✑✡✤✔✗ ✠ ☛✌ ✟☎✑✒✔ ✠✙ ✕✔✘✚✑✑✥ ✑✗ ✘✑✙ ✚✛✔✕✜✑✓✛☎★✠ ✡✑✞✆✂ ☛ ✛✛ ✠ ✠✝✎☛✔ ✠✡☛ ✠✠ ✠✡✑✡ ✠ �✝✂☞✒✟✌✎☛ ✠ ✕✂ ✠ ✠✑✑✍ ✕ ✞✍☛ ✕✛✞✒ ✒☛✔✔ ✕
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✞✟✔✏ ✟✔✎ ✑☞ ✏✔✑☎✔ ✕ ✏ ☎ ✂ ✕✜✣ ☎ � ✣✥★ ☎✠ ☛✌ ✝✠✒✞ ✟✌✡☞✎✠✌✡✏✎ ✠
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✎✒✑✆✠ ☛✔ ✌☛✔ ✎✒✑✆✠ ☛✔ ✔✟✂ ✁☎✒✟✄✆☛✔ ✕ ✏ ☎✩ ✖✑ ✤✚✓✕✠ ✠✌✒ ✟✠✏✎✠✡✒✌ ✠ ✠✑✑✡ ✕✍✡ ✠✎ ✓ ✕ ✝ ✒✆✎✎☛✔✔☛✒ ✝✔✌ ✒✕ ✕ ✝✔ ✟ ✕ ✌✍☛✞✞✝☞✞☛ ✌☛✄✑✂ ✠✑✔✟☎✟✑✔✔ ✑☞ ✄☛✞✞✔ ✝✔✌ ✔✠✍☛✒☛✔ ✕ ✂ ✕✜✣ ☎ ✧ ☎✕✔✘☎✠
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✄✑✂☞ ✟✔✝☎✑✒✟✄✔ ✑☞ ✄✟✄✞✟✄ ✔✠ ✞✟☎ ✔✟✔☎☛✂✔ ✕ ✧ ✤✙ ✛✔✕✛✓✤ ✪✑✜✣ ✕✓✛✔✑ ✛✤✔ ✘✤ ✘✑✙ ✚✛✔✕✜✑✛✓✤✠ ☞✎ ✠ ✡✒✒ ✠ ✕✍☛✍✎ ✂ ✕ ✁ ✒☛✔✔ ✠ ✌ ✕ ✖✑✑✞☛✔ ✠ ✝✔✌ ✍ ✕ ✕ ✑✆✞☎✑✔ ✕ ✮✔ ✞✟✔☛ ✝✒✒✝✔✎☛✂ ☛✔☎✔ ✟✔ ☎✍☛ ✍✟✠ ☛✒☞✑✞✟✄ ✠ ✞✝✔☛ ✕ ★ ✒✓✑

☎✄✤✕✔ ✏ ☎ ✘✑✙ ✚✛✔ ☎✠ ✡☛ ✟✌☞✑✠✌✌✎ ✠ ✡✒✒✡ ✕✍☛✎✎ ✂ ✕ ✁ ✒☛✔✔ ✠ ✌ ✕ ✖✑✑✞☛✔ ✠ ✝✔✌ ✍ ✕ ✕ ✑✆✞☎✑✔ ✕
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✲✒ �

✍☞☞ ✎ ✌ ✕ ✦✑✂ ✟✔ ✝✔✌ ✂ ✕ ☎☛✞☛✡✟✔✔✏✟✕
Y �

✔✟ ✔☎☛✂✔ ✝✔✌ ✎☛✔☛✒✝✞✟✗☛✌ ✝✔✔✑✄ ✟✝✍☛✌✒✝ ✕ ✩✔✔ ☎ ✂ ✕✜✣ ✠ ✠✌✏ ✟✑✎✎✠
✠✒ ✠✏ ✠ ✡✒✒☛ ✕✍☞✌✎ ✢ ✕ ✦✑✒✂ ✝✔ ✕ ✂ ✌ ✟✔✄✒☛☎☛ ✕ ✑✒✔☛ ☎✍☛✑✒✟ ☞✑✒ ✄☛✞✞ ✄✑✂ ✠ ✞☛☛☛✔ ✕ ✛✔ ✌ ✕ ✞ ✕ ✄✝✆ ✠ ☛✌ ✟☎✑✒ ✠ ✆✤✑✙ ✤✜✓✥✦✢✑✄✑✖✑✑✥ ✁ � ✣✥★✛☎★ ✗ ✑✓ ✠✕✑✒✖ ✂ ✑✜✜✕ ✛✔☎☛✒✔✝☎✟✑✔✝✞ ✒ ✒☛✔✔ ✠ ✠✑✑✌ ✕✍☞✍✎ ✢ ✕ ✦✑✒✂ ✝✔ ✕ ✕ ✑✒✔☛ ☎✍☛✑✒✟ ☞✑✒ ✄☛✞✞ ✄✑✂ ✠ ✞☛☛☛✔ ✕ ✩✘✱ ☎ ✂ ✕✜✣ ☎✠ ✠☛☞ ✟✑✒✠ ✠☞✌ ✠ ✠✑✑✏ ✕✍☞✎✎ ✢ ✕ ✦✑✒✂ ✝✔ ✕ ✕ ✑✒✔☛ ☎✍☛✑✒✟ ✝✔✌ ☛✡✝✔✟✡☛✔☛✔✔ ✕ ✘✑✙ ✚✛✔✕✜✑✓✛☎✕✠ ✡✒ ✟☞✏✑✠✌✒☞ ✠ ✡✒✒✒ ✕✍☞✏✎ ✌ ✕ ✌ ✕ ✦✒✝✂ ☛ ✠ ✣ ✕ ✌☛ ✝ ✕ ✢✑☞ ✟✔✔✑✔ ✠ ✝✔✌ ✢ ✕ ✕ ✕ ✞✍✒✝✞✞ ✕ ✞✍☛ ✍✑✑✏ ✎✒✝✠✍✔ ✑☞ ☎✍☛ ✔✟✂✂ ☛☎✒✟✄ ✎✒✑✆✠ ✕✘✕✔✕✘☎ ✏ ☎ ✂ ✕✜✣ ☎✠ ✍ ✟☛ ✠✍✠☛✡✌ ✠ ✠✑✌☞ ✕✍☞✑✎ ✌ ✕ ✦✒ ✟☛✌✂ ✝✔ ✝✔✌ ✒✕ ✓ ✝✔✞✑✔ ✕ ✮✔ ☎✍☛ ✝☛☎☎ ✟ ✔✆✂☞☛✒✔ ✑☞ ✄✍☛✔✔☞✑✝✒✌ ✄✑✂ ✠ ✞☛☛☛✔ ✕ ✏ ☎ ✩ ✖✑ ✤✚✓✕✛☎✘✑✙ ✚✛✔ ☎✠ ✏ ✟✠✑☛✠✡✒☛ ✠ ✠✑✑✏ ✕✍✌✒✎ ✮ ✕ ✂ ✕ ✣ ✒✑✔✔ ✕ ✒✒☛☞☛✒☛✔☎✟✝✞ ✝✒✒✝✔✎☛✂ ☛✔☎✔ ✕ ✩✙✤✓ ☎ ✂ ✕✜✣ ☎ ✂ ✑✔✜✣ ✖✥ ✠ ✍✑ ✟☞✠✏ ✠ ✠✑✍✡ ✕✍✌ ✠✎ ✕ ✕ ✓ ✝✄✍ ✟✂ ✑✒✟ ✕ ✘✑✙ ✚✛✔✕✜✑✓✛☎★ ✑✗ ☎✑✔★✜✓✒☎✜✛✚✖✤ ☎✑✙✄ ✖✤✝ ✤★✕ ✒✍✁ ☎✍☛✔✟✔ ✠ ✜✔ ✟✡☛✒✔✟☎✟ ✑☞ ✞✑✏✟✑ ✠
✡✒✒✒ ✕✍✌✡✎ ✕ ✕ ✓ ✝✟✂ ✝✔ ✕ ✘✑✔★✜✓✒☎✜✛✔✑ ✜✣ ✤ ✕★★✑☎✛✕✣ ✤✘✓✑✔ ✕ ✕✛✞ ✠ ✠✑✏☞ ✕ ✓ ✝✔✌✓ ✒✟☎☎☛✔ ✂ ✝✔✆✔✄✒✟✠☎ ✠✆☞✞✟✔✍☛✌
☛✞☛✄☎✒✑✔ ✟✄✝✞✞✟ ✝☎ ✂✄☎✆ ✝✞✟ ✠✡✟ ☛✟☞✝✟✌✍✎

∼
✂✆✄✏✂✄✑ ✕

✍✌☛✎ ✂ ✕ ✓ ✝☛✔✝✞ ✕ ✂ ☎✍☛✑✒☛✂ ✑✔
k�

✔✝☎✆✒✝☎☛✌ ✎✒✝✠✍✔ ✕ ✘✕✔✕✘☎ ✂ ✕✜✣ ☎ ✏ ☎✠ ✠✎ ✟✎✡✒✠ ✎✡☞ ✠ ✠✑✍✌ ✕✍✌☞✎ ✂ ✕ ✓ ✝☎✄✍☛✒ ✕ ✩ ✖✑ ✤✚✓✕✛☎ ✢✑✄✑✖✑✑✥ ✕ �✝✂☞✒✟✌✎☛ ✜✔ ✟✡☛✒✔✟☎✟ ✒✒☛✔✔ ✠ ✡✒✒✡ ✕✍✌✌✎ ✒✕ ✓ ☛✒✔✍ ✕ ✮✔ ✑✠☎ ✟✂ ✟✗✟✔✎ ✌ ✟✔✄✒☛☎☛ ✕ ✑✒✔☛ ☞✆✔✄☎ ✟✑✔✔ ✕ ✒ ✒☛✠✒✟✔☎ ✠ ✡✒✒☞ ✕✍✌✍✎ ✒✕ ✓☛✒✔✍ ✝✔✌ ✍ ✕ ✎☛✞✏☛✒ ✕ ✣ ✒☞☞✔☛✒ ☞✝✔✟✔ ✌☛✎✒☛☛ ☞✑✆✔✌✔ ✑✔
Tor

k[Λ]
• (k, k)•

✝✔✌ ✁ ✟✔✄✒☛☎☛ ✕ ✑✒✔☛✞✍☛✑✒✟ ☞✑✒ ✠✑✔☛☎✔ ✕ ✛✔ � ✓✑☎✤✤✘✛✔✑ ★ ✑✗ ✜✣ ✤ ✧✒✙✙ ✤✓ ✠✤★✤✕✓☎✣ ✘✑✔✗ ✤✓✤✔☎✤ ✑✔ ✁✔✜✤✑ ✤✓ � ✑✛✔✜★✛✔ � ✑✖✥✣ ✤✘✓✕ ✠ ✡✒✒☛ ✕✍✌✎✎ ✌ ✕ ✓ ☛✒✗✑✎ ✝✔✌ ✚ ✕ ✍ ✕ ✞✒✆✔✎ ✕ ✣ ✒☞☞✔☛✒ ☞✝✔☛✔ ✝✔✌ ✂✆✞☎✟✠ ✞✟✄✟☎✟ ✑☞ ✌☛☎☛✒✂ ✟✔✝✔☎✝✞ ✝✔✌ ✒ ☞✝✒ ✝✔✟✌☛✝✞✔ ✕ ✩✘✱☎ ✂ ✕✜✣ ☎✠ ✑✍ ✟✠✠☛✎ ✠ ✠✑✑✡ ✕✍✌✏✎ ✕ ✕ ✓✑✄✍✔☎☛✒ ✕ ✢ ✟✔✎✔ ✑☞ ✟✔✡✝✒✟✝✔☎✔ ✑☞ ☎✑✒✟ ✠ �✑✍☛✔
�

✕ ✝✄✝✆✞✝✟ ✒✟✔✎✔ ✎☛✔☛✒✝☎☛✌ ☞✟ ✂ ✑✔✑✂ ✟✝✞✔ ✠
✝✔✌ ✠ ✑✞✟☎✑✠ ☛✔ ✕ ✩✔✔ ☎ ✂ ✕✜✣ ☎✠ ✑✍ ✟☛ ✠✏✠☛☛✎ ✠ ✠✑✎✡ ✕✍✌✑✎ ✂ ✕ ✓✆✞☎✂ ✝✔ ✕ ✁ ✟✒☛✄☎☛✌ ✔✆☞✎✒✝✠✍ ✄✑✂ ✠ ✞☛☛☛✔ ✕ ★ ✖✤☎✜✓✑✔✛☎ ✏✑✒✓✔✕✖ ✑✗ ✘✑✙ ✚✛✔✕✜✑✓✛☎★✠ ✠✠✝✠✞ ✟✢ ✎✌ ✠
✡✒✒☞ ✕✍✍✒✎ ✛ ✕ ✕ ✕ ✛✔✝✝✄✔ ✕ ✩ ✖✑ ✤✚✓✕ ✓ ✩ ✆✓✕✘✒✕✜✤ ✘✑✒✓★✤✕ ✝ ✒✑ ✑✏✔�✑✞☛✔ ✒✆☞✞✟✔✍ ✟✔✎ �✑✂ ✠✝✔✟✠ ✒✝✄✟✆✄ ✣ ✒✑✡☛ ✠
�✂ ✠ ✠✑✑☞ ✕✍✍ ✠✎ ✕ ✕ ✌☞ ✞✞☛✔☞ ☛✄✏ ✝✔✌ ✍ ✕ ✎☛✞✏☛✒ ✕ ✢☛✔✑✞✆☎ ✟✑✔ ✑☞ ☎✍☛ ✒☛✔✟✌✆☛ ✆☛✞✌ ✡✟✝ ✝✞✎☛☞✒✝✟✄ ✌ ✟✔✄✒☛☎☛ ✕ ✑✒✔☛
☎✍☛✑✒✟ ✕ ✒✒☛✠✒✟✔☎ ✠ ✡✒✒✌ ✕✍✍✡✎ ✌ ✕ ✌✑✔✔✔✑✔ ✕ ✮✔ ☎✍☛ ☎✑✠ ✑✞✑✎✟ ✑☞ ✔✟✂ ✠ ✞✟✄✟✝✞ ✄✑✂ ✠ ✞☛☛☛✔ ✒☛✞✝☎☛✌ ☎✑ ☛�

✄✑✔✔☛✄☎☛✌ ✝✔✌ ✓ ✝✂ ✟✞☎✑✔ ✟✝✔
✎✒✝✠✍✔ ✕ ✏ ☎ ✘✑✙ ✚✛✔ ☎ ✢✣✤✑✓✥✦ ✧ ✤✓ ☎ ✩ ✠ ✠✒☞ ✝✠✞ ✟✠✍✑✠ ✠✑✑ ✠ ✡✒✒☛ ✕✍✍☛✎ ✌ ✕ ✌✑✔✔✔✑✔ ✕ � ✞✝✔✔✟☞✟ ✟✔✎ ✂ ✑✔✑☎✑✔☛ ✌ ✟✎✒✝✠✍ ✠✒✑✠ ☛✒☎ ✟☛✔ ☎✍✝☎ ✝✒☛ ✔☎✒✑✔✎ ✠✔☛✆✌✑

�

✟✔✌☛✠ ☛✔✌☛✔✄☛
✄✑✂ ✠ ✞☛☛☛✔ ✕ ✕ ✝✔✆✔✄✒✟✠☎ ✠ ✡✒✒✌ ✕✍✍☞✎ ✌ ✕ ✌✑✔✔✔✑✔ ✕ ✕ ✝☎✄✍ ✟✔✎ ✄✑✂ ✠ ✞☛☛☛✔ ✑✔ ✎✒✟✌✔ ✕ ✕ ✝✔✆✔✄✒✟✠☎ ✠ ✡✒✒✌ ✕✍✍✌✎ ✌ ✕ ✌✑✔✔✔✑✔ ✕ ✮✠☎✟✂ ✝✞ ✌☛✄✟✔✟✑✔ ☎✒☛☛✔ ✑✔ ✔✟✂ ✠ ✞✟✄✟✝✞ ✄✑✂ ✠ ✞☛☛☛✔ ✕ ★ ✖✤☎✜✓✑✔✛☎ ✏ ☎ ✘✑✙ ✚✛✔ ☎✠ ✠✡ ✝✠✞ ✟✢☛ ✠
✡✒✒✌ ✕✍✍✍✎ ✌ ✕ ✌✑✔✔✔✑✔ ✕ ✌✟✂ ✠ ✞✟✄✟✝✞ ✄✑✂ ✠ ✞☛☛☛✔ ✑☞ ✎✒✝✠✍✔ ✝✔✌ ✍✟✠ ☛✒✎✒✝✠✍✔ ✓ ✟☎✍ ✝ ☞ ✑✆✔✌☛✌ ✄✑✡☛✒✟✔✎ ✔✆✂

�☞☛✒ ✕ ✧✁✩✂ ✏ ☎ ✄ ✛★☎✓✤✜✤ ✂ ✕✜✣ ☎✠ ✡✒✒✌ ✕ ✂✄✄☛✠☎☛✌ ✕
✍✍✎✎ ✌ ✕ ✌✑✔✔✔✑✔ ✕ ✌✑✂ ☛ ✄✞✝✔✔☛✔ ✑☞ ✔✟✂ ✠ ✞✟✄✟✝✞ ✄✑✂ ✠ ✞☛☛☛✔ ✓ ✟☎✍ ✡✆✞☛✒ ✄✍✝✒✝✄☎☛✒✟✔☎✟✄✔ ✎ ✟✡☛✔ ☞✟ ✠✑✞✟

�✔✑✂ ✟✝✞✔ ✕ ✕ ✝✔✆✔✄✒✟✠☎ ✠ ✡✒✒✌ ✕✍✍✏✎ ✞ ✕ ✌✕✗☛✆✝✏ ✝✔✌ ✌ ✕ ✎☛✟✂ ✝✔ ✕ ✢☛✠✒☛✔☛✔☎✝☎✟✑✔
�

☎✍☛✑✒☛☎✟✄ ✟✔☎☛✒✠✒☛☎✝☎✟✑✔ ✑☞ ✝ ☞✑✒✂✆✞✝ ✑☞ ✁ ✕ ✡ ✕
✡ ✟☎☎✞☛✓✑✑✌ ✕ ✂ ✕✜✣ ☎ � ✓✑☎ ☎ ✘✕✙ ✚✓✛✘✑ ✤ � ✣ ✛✖✑★ ☎ ✧✑☎ ☎✠ ✠✒☛ ✟✠✑☛✠ ✠✑✍ ✠ ✠✑✏✏ ✕



✲✒❊ � ✑✁✝✑☞✁✞✄☎✂�

✍✍✑✎ ✌ ✕ ✖ ✝✍✔ ✠ ✕ ✕ ✌✝✏✔ ✠ ✝✔✌ ✁ ✕ ✌☎✆✒☎☛✡✝✔☎ ✕ ✂ ☎✑✠✑✞✑✎ ✟✄✝✞ ✝✠✠✒✑✝✄✍ ☎✑ ☛✡✝✔✟✡☛✔☛✔✔ ✕ ✘✑✙ ✚✛✔✕✜✑✓✛☎✕✠
☞ ✟✡✑✎✠☛✒✍ ✠ ✠✑✏☞ ✕✍✎✒✎ ✕ ✕ ✕ ✕ ✖ ✝✠✒✝✔✑✡ ✕ ✞✍☛ ✠ ☛✒✂✆☎✑✝✔✔✑ ✄✟✝✍☛✌✒✑✔ ✠ ✕ ✝✄ ✡✝✔☛ �✔ ✄✑✍☛✒☛✔✄☛ ☎✍☛✑✒☛✂ ✝✔✌ ✝✔✟✂ ✠

�☎✑☎ ✟✄ ✗✑✔☛✔ ☞✑✒ ☎✍☛ ✖☎ ☛✄✆✝☎ ✟✑✔ ✕ ✏ ☎ � ✒✓✤ ✩✄✄ ✖☎ ✩ ✖✑ ✤✚✓✕✠ ✏✌ ✝✡✞ ✟✠✠✑✠ ✠☞✡ ✠ ✠✑✑☛ ✕✍✎✠✎ ✁ ✕ ✝ ✕ ✖ ✝✒✝✎✆☛✗✟✝✔ ✕ ✙ ✑✙✑✖✑✑✥ ✑✗ ☎✑✙✄ ✖✤✝ ✤★ ✑✗ ✘✤✑ ✓✤✤ ✑✔✤ ✑ ✓✕✄ ✣★✕ ✒✍✁ ☎✍☛✔✟✔ ✠ ✌☎✝✔ ☞✑✒✌✜✔ ✟✡☛✒✔✟☎✟✠ ✠✑✑☞ ✕✍✎✡✎ ✢ ✕ ✖ ✝✒✠ ✕ ✢ ☛✌✆✄ ✟☞ ✟✞✟☎✟ ✝✂ ✑✔✎ ✄✑✂☞ ✟✔✝☎✑✒ ✟✝✞ ✠✒✑☞✞☛✂✔ ✕ ✛✔ ✢ ✕ ✕ ✟✞✞☛✒ ✝✔✌ ✌ ✕ ✞✍✝☎✄✍☛✒ ✠ ☛✌ ✟☎✑✒✔ ✠✘✑✙✄ ✖✤✝ ✛✜✥ ✑✗ ✘✑✙✄ ✒✜✤✓ ✘✑✙✄ ✒✜✕✜✛✑✔★✠ ✠✝✎☛✔ ✏✌✠ ✠✒☞ ✕ ✒ ✞☛✔✆✂ ✒✒☛✔✔ ✠ ✠✑✎✡ ✕✍✎☛✎ ✁ ✕ ✌ ✕ ✖ ✞☛✟☎✂ ✝✔ ✝✔✌ ✁ ✕ ✌ ✕ ✖✓ ✟✝☎✏✑✓ ✔✏ ✟ ✕ ✦✆✒☎✍☛✒ ✒☛✔✆✞☎✔ ✑✔ ☎✍☛ ✂✝✔✌☛✒✝✝
�

✢✑✔☛✔☞☛✒✎ ✄✑✔☛ ☛✄
�☎✆✒☛ ✕ ✏ ☎ ✘✑✙ ✚✛✔ ☎ ✢✣✤✑✓✥✦ ✧ ✤✓ ☎ ✂ ✠ ✡✏ ✟✏✌✠✑✌ ✠ ✠✑✏✒ ✕✍✎☞✎ ✕ ✕ ✖✑✔☎✔☛✡✟✄✍ ✕ ✦✑✒✂ ✝✞ ✝✔✑✔ ✞✄✑✂✂✆☎✝☎ ✟✡☛ ✔✟✂ ✠ ✞☛✄☎✟✄ ✎☛✑✂ ☛☎✒✟✕ ✛✔ ✢✣✤ ✆✤✖✗ ✕✔✘ ✂ ✕✜✣ ✤✙✕✜
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