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Abstract

✶ ▼✐❝r♦s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✉r❜❛♥ s②st❡♠s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❦❡②

✐♥♣✉t✳ ❈✉rr❡♥t❧②✱ t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s ♦♥ tr❡❛t✐♥❣ s②♥t❤❡s✐s ❛s ❛ ☞tt✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤✉s ✈❛r✐✲

♦✉s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ■t❡r❛t✐✈❡ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❋✐tt✐♥❣ ✭■P❋✮ ❛♥❞

❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡ ❦❡② s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡✲

❞✉r❡s ✐♥❝❧✉❞❡✿ ❛✮ ☞tt✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝② t❛❜❧❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥s

♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ ❜✮ ❞✉❡ t♦ ❝❧♦♥✐♥❣ r❛t❤❡r t❤❛♥ tr✉❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛✲

t✐♦♥✱ ❧♦s✐♥❣ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② t❤❛t ♠❛② ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛♣t✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦❞❛t❛ ❝✮ ♦✈❡r

r❡❧✐❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝❧♦♥✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts ❞✮ ♣♦♦r s❝❛❧❛❜✐❧✐t②

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ❛❣❡♥ts✳ ■♥ ♦r❞❡r

t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡s❡ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭▼❈▼❈✮ s✐♠✲

✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ P❛rt✐❛❧ ✈✐❡✇s ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥t✬s ❛ttr✐❜✉t❡s t❤❛t

❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ ✈❛r✐♦✉s ❞❛t❛ s♦✉r❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❞r❛✇s ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❙✇✐ss ❝❡♥s✉s ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ s②♥t❤❡s✐s ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ■P❋✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡

❡rr♦r st❛t✐st✐❝s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❛t ❡✈❡♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ s②♥t❤❡s✐s ✭❙❘▼❙❊

❂ ✵✳✸✺✮ ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡ ■P❋ s②♥t❤❡s✐s ✭❙❘▼❙❊❂✵✳✻✹✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ t❤✐s

♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❇r✉ss❡❧s✱ ❇❡❧❣✐✉♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛t❛

✶❋♦rt❤❝♦♠✐♥❣✿ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❘❡s❡❛r❝❤ P❛rt ❇✿ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧✳ ❉❛t❡ ❛❝❝❡♣t❡❞✿ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✶✱ ✷✵✶✸
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♠♦❞❡❧✱ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✉r❜❛♥ s②st❡♠s ♣❧❛♥♥✐♥❣

1. Introduction

▲❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❛❝t✐✈✐t② ❜❛s❡❞ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ❧❛♥❞ ✉s❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s t❤❛t t❛❦❡

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❣❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❛r❡ ❛❝t✐✈❡❧② ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞

✐♥ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❡ ✭❲❛❞❞❡❧❧✱ ✷✵✵✷❀ ▼✐❧❧❡r ❛♥❞ ❘♦♦r❞❛✱ ✷✵✵✸❀ ❆r❡♥t③❡ ❛♥❞ ❚✐♠✲

♠❡r♠❛♥s✱ ✷✵✵✹❀ ❇❛❧♠❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ▼✐❧❧❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ❚❤❡s❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r❛❧ ❛♥❞ ♠❛r❦❡t

♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ t♦♦❧ ❢♦r ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♠♣❛❝t ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥✱ ❧❛♥❞

✉s❡✱ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧✱ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② r❡❧❛t❡❞ ♣♦❧✐❝✐❡s✳

❆♠♦♥❣ ♦t❤❡r ❞❛t❛✱ t❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ ❛t ❧❡❛st ❛ ❜❛s❡ ②❡❛r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥ts

✭❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ ❢❛♠✐❧✐❡s✱ ❛♥❞✴♦r ♣❡rs♦♥s✮ ❛♥❞ t❤❡✐r ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ❛r❡ t❤❡♥

✉s❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❜❡❤❛✈✐♦✉r❛❧ ♠♦❞❡❧s ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥ ❛ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉✲

❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❢♦r❡❝❛st✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❜❛s❡ ②❡❛r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱

❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ❢✉t✉r❡ ②❡❛rs ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❆❣❡♥t ❧❡✈❡❧ ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥

❛ st✉❞② ❛r❡❛ ✐s ❛❧♠♦st ♥❡✈❡r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡④♥♦t ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❢❡✇ ❡①❝❡♣t✐♦♥s ❧✐❦❡ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❡♥s✉s ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r r❡s❡❛r❝❤✳ ■♥st❡❛❞ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s ❛ ♠✐❝r♦s❛♠♣❧❡

❝❛❧❧❡❞ ♣✉❜❧✐❝ ✉s❡ ♠✐❝r♦ s❛♠♣❧❡ ✭P❯▼❙✮ ✇✐t❤ ♦✉t ❛♥② ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■t ♠❛② ♥♦t ❤❛✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❣❡♥ts ❡✐t❤❡r✳ ❚r❛✈❡❧

s✉r✈❡②s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ❣♦✈❡r♥♠❡♥t❛❧ ❜♦❞✐❡s ✭❡✳❣✳ ♠✉♥✐❝✐♣❛❧✐t②✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s❛♠♣❧❡ ❢♦r ✉s❡✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❛t ❝❡♥s✉s ❛♥❞ tr❛✈❡❧ s✉r✈❡②s ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❡✈❡❧ ❞❛t❛ ❛t ✈❛r✐♦✉s

③♦♥❛❧ s②st❡♠s✳ ❚❤❡r❡ ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❜❡ ✈❛r✐♦✉s ♦t❤❡r ❜✐ts ❛♥❞ ♣✐❡❝❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t

❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡r ❛❜♦✉t t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ✈❛r✐♦✉s s♦✉r❝❡s t❤❛t ❛r❡

♣❛rt✐❛❧ ✈✐❡✇s ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ✐t✱ ✉s✐♥❣ s②♥t❤❡s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

❋✉t✉r❡ ②❡❛r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ✉♣✲

❞❛t❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦r ❜② ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♥❡✇ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡✈❡r② ②❡❛r ✉s✐♥❣ ❛ s②♥t❤❡s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✳

❉❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ✉♣❞❛t❡ ✐s ♥♦t t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❜✉t ✐s ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ ❋❛r♦♦q

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❛♥❞ ❡❧s❡✇❤❡r❡✳

❚❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s②♥t❤❡s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦❝✉s ♦♥ ☞tt✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝②

t❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛✳ ❯s✐♥❣ t❤❛t ❛s t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ t❤❡ ♠✐❝r♦s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ r✉♥

t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♦✉t♣✉ts✳ ■♥ ❡①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥

t❤❡ ❡rr♦r t❤❛t ♠❛② ❜❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ❢♦r✇❛r❞ ✈✐❛ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✉❡ t♦✿ ❛✮ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢

t❤❡ ❞❛t❛ ❜✮ s②st❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ ❞❡❧✐❜❡r❛t❡ t❛♠♣❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛t s♦✉r❝❡ t♦ ❝♦♥s❡r✈❡ ♣r✐✈❛❝②

❝✮ ❞✐☛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡☞♥✐t✐♦♥s✱ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✱ s❝❛❧❡✱ ❡t❝✳ ❞✮ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ s❤♦rt

❝♦♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ☞tt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ ✉♥❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♦♥ r❡❛❧

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✮ ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡r❡ r❛r❡❧② ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞

s②st❡♠❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t

Pr❡♣r✐♥t s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❘❡s❡❛r❝❤ P❛rt ❇✿ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✺✱ ✷✵✶✸



✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ✉s❡s ❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ✈✐❡✇s ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

r❡❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ ✈❛r✐♦✉s ❞❛t❛ s♦✉r❝❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞r❛✇ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ✐t✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❝❡♥s✉s ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✱

✇❤✐❝❤ ✇❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛ss❡ss♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤

✐s ❛❜❧❡ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ ♠❛❥♦r ✐ss✉❡s ❢❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣

❛t ❧❡❛st t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ❛s t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣

❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✿ ✇❡ ☞rst ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

❞❛t❛s❡ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s✳ ❊①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s ♦✉t❧✐♥❡❞ ❛♥❞ ❦❡② s❤♦rt✲

❝♦♠✐♥❣s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❲❡ t❤❡♥ ❢♦r♠❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ st❛t❡♠❡♥t ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t

♦✉r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❱❛r✐♦✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❛♥❞ ❛ ❝❛s❡ st✉❞② ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❦❡② ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞

❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳

2. Available data sources

❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ♣r✐♠❛r② ❞❛t❛ s♦✉r❝❡s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❝❡♥s✉s ❛♥❞ tr❛✈❡❧ s✉r✈❡②s✳ ❖t❤❡r s♦✉r❝❡s ✐♥❝❧✉❞❡✿ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ s♣❡♥❞✐♥❣ s✉r✈❡②✱ ❧❛❜♦✉r

❢♦r❝❡ s✉r✈❡②✱ st❛t✐st✐❝s ❢r♦♠ r❡✈❡♥✉❡ ❛❣❡♥❝②✱ r❡❛❧ ❡st❛t❡ ❝❛❞❛st❡r ❡t❝✳ ❆❧t❤♦✉❣❤✱ t❤❡② ❛r❡

r❛r❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡s❡ s♦✉r❝❡s ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥

t✇♦ ❞✐☛❡r❡♥t ❢♦r♠s✿ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ❝r♦ss✲❝❧❛ss✐☞❝❛t✐♦♥ t❛❜❧❡s✳ ❚❤❡s❡

❞❛t❛ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ s♣❛t✐❛❧ ③♦♥✐♥❣ s②st❡♠s✳

✷✳✶✳ ❩♦♥✐♥❣ s②st❡♠s

❚❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❝❡rt❛✐♥ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥s ♦❢ s♣❛❝❡ t❤❛t ✐s ❞❡☞♥❡❞ ❜② ❛ ③♦♥✐♥❣

s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❡rt❛✐♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♥s✐t② ❧❡✈❡❧s✱ ♣❤②s✐❝❛❧

♦❜st❛❝❧❡s ✭r✐✈❡r✱ str❡❡t ❡t❝✳✮✱ ❛♥❞ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡r❡ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢

❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ③♦♥✐♥❣ s②st❡♠✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❈❛♥❛❞✐❛♥ ❝❡♥s✉s t❤❡ ❧♦✇✲

❡st ❧❡✈❡❧ ♦❢ ③♦♥❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞✐ss❡♠✐♥❛t✐♦♥ ❛r❡❛ ✇❤❡r❡ ✹✵✵ t♦ ✼✵✵ ♣❡rs♦♥s ❛r❡ ❧✐✈✐♥❣✴✇♦r❦✐♥❣✳

❖♥❡ ❧❡✈❡❧ ❛❜♦✈❡ ✐s t❤❡ ❝❡♥s✉s tr❛❝t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✐♠✐t ✐s ✷✱✺✵✵ t♦ ✽✱✵✵✵ ♣❡rs♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r ❛❣✲

❣r❡❣❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❡♥s✉s s✉❜✲❞✐✈✐s✐♦♥✱ ❞✐✈✐s✐♦♥✱ ❛♥❞ ♠✉♥✐❝✐♣❛❧✐t②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ③♦♥✐♥❣

s②st❡♠ ❛❧s♦ ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ t✐♠❡ ✐✳❡✳ ❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛r❡❛ ✐♥ ②❡❛r ✷✵✵✶ ❝❡♥s✉s✱ ♠❛② ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ✐♥ ✷✵✶✵ ❝❡♥s✉s✱ s♦ ❛s t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡rs♦♥s✳

❚❤❡ tr❛✈❡❧ s✉r✈❡②s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡st ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ❚r❛✍❝ ❆♥❛❧✲

②s✐s ❩♦♥❡ ✭❚❆❩✮✳ ❚❆❩s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❞❡☞♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ r♦❛❞ ♥❡t✇♦r❦❀ ✐ts s✐③❡ ♠❛② ✈❛r②

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛❣❡♥❝② ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ t❤❡ s✉r✈❡②❀ ❛♥❞ ♠❛② ♥♦t ♦✈❡r❧❛♣ ✇✐t❤ ❛♥② ♦❢ t❤❡

❝❡♥s✉s ③♦♥✐♥❣ s②st❡♠✳ ❆♥♦t❤❡r ③♦♥✐♥❣ s②st❡♠ t❤❛t ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ✐s t❤❡ ♣♦st❛❧ ❝♦❞❡

s②st❡♠✳

✸



✷✳✷✳ ❙❛♠♣❧❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s

❙t❛t✐st✐❝s ❜✉r❡❛✉ ♦❢ ❛ ❝♦✉♥tr② ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r s✉r✈❡②s ❛❧s♦ ❝♦♥❞✉❝ts ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝❡♥s✉s ♦❢

t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ t❤✐s ❝❡♥s✉s r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✺ ✭✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❈❛♥❛❞❛✮

t♦ ✶✵ ②❡❛rs ✭❯❙❆✱ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞ ❡t❝✳✮✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛s❡t ✐s ❛❧♠♦st ♥❡✈❡r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

❢♦r t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ✭✇✐t❤ s♦♠❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ t❤❛t ♦❢ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✮✱ ❜✉r❡❛✉s ❞♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s❛♠♣❧❡ ❢♦r ♣✉❜❧✐❝ ✉s❡✳ ■♥ ◆♦rt❤ ❆♠❡r✐❝❛✱ t❤✐s s❛♠♣❧❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❣❡♥ts

✐s ❝❛❧❧❡❞ P✉❜❧✐❝ ❯s❡ ▼✐❝r♦ ❙❛♠♣❧❡ ✭P❯▼❙✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❯❑ ❛♥❞ ❢❡✇ ♦t❤❡r ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ❙❛♠✲

♣❧❡ ♦❢ ❆♥♦♥②♠✐s❡❞ ❘❡❝♦r❞s ✭❙❆❘s✮✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ✉s❡ t❤❡ t❡r♠ P❯▼❙✳ ❚❤✐s s❛♠♣❧❡

✐s ♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❛ ❧❛r❣❡ s♣❛t✐❛❧ ❛r❡❛ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❈✐t② ♦❢ ❚♦r♦♥t♦✱ ▲♦♥❞♦♥ ❡t❝✳✮✱ s♦

❛s t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♣r✐✈❛❝② ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐s ♣r♦t❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ s❛♠♣❧❡

♠❛② r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✶✪ t♦ ✺✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ r❛♥❣❡ ♦❢

❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❛♥❞ s♦❝✐♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ ❢❛♠✐❧✐❡s✱ ❛♥❞ ♣❡rs♦♥s✳ ❚❤❡

❡①❛❝t ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ✐♥❝♦♠❡ ❞❡t❛✐❧s✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ♦t❤❡r ❞❡t❛✐❧s ♠❛② ❜❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞✉❡ t♦ ♣r✐✈❛❝②

❝♦♥❝❡r♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❝❡♥s✉s ❜✉r❡❛✉ ♠❛② ❤✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❝❡rt❛✐♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ✐❢

t❤❡② ❞❡❡♠ ✐t t♦ ❜❡ ❡①♣♦s✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ✐❞❡♥t✐t②✳

❆♥♦t❤❡r s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ tr❛✈❡❧ s✉r✈❡②✱ ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✉r❜❛♥

r❡❣✐♦♥s✱ ♠✉♥✐❝✐♣❛❧✐t✐❡s✱ ❝♦✉♥t✐❡s✱ ❡t❝✳ ❚❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s s✉r✈❡② ✐s ♦♥ t❤❡ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞

♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ♠♦❞❡ s❤❛r❡s✱ ❜✉t ✐t ❛❧s♦ ❤❛s s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ s♦❝✐❡❝♦♥♦♠✐❝s

❛♥❞ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝s ♦❢ ❛❣❡♥ts✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♠♦r❡ ✌✉❝t✉❛t✐♦♥ ❤❡r❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s✱ s✐③❡✱

❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ tr❛✈❡❧ s✉r✈❡② ❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡❣✐♦♥s✴❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ tr❛✈❡❧

s✉r✈❡②s ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ♠❛② ♥♦t ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❛♥❞ ✐t ♠❛② ❛❧s♦ ♥♦t ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤

t❤❛t ♦❢ ❝❡♥s✉s✳

❱❛r✐♦✉s ☞tt✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✭❡✳❣✳ ■P❋✮ ✉s❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ❝♦♥✲

t✐♥❣❡♥❝② t❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❡❛❝❤

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✭❇❡❝❦♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻✮✳

✷✳✸✳ ❈r♦ss✲❝❧❛ss✐☞❝❛t✐♦♥ t❛❜❧❡s

❆t ✈❛r✐♦✉s ③♦♥✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❞✐ss❡♠✐♥❛t✐♦♥ ❛r❡❛ ❛♥❞ ❝❡♥s✉s tr❛❝ts ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢

❈❛♥❛❞❛✳ ❖r s❡❝t♦rs ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥❡s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❇❡❧❣✐✉♠ ❛♥❞ ❋r❛♥❝❡✮✱ ❙t❛t✐st✐❝s ❜✉r❡❛✉

❛❧s♦ r❡❧❡❛s❡s t❤❡ ❝r♦ss✲❝❧❛ss✐☞❝❛t✐♦♥ t❛❜❧❡s ❢♦r s♦❝✐♦❡❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝s ✭❢♦r ✐♥✲

st❛♥❝❡✱ ✐♥❝♦♠❡ ❜② ❛❣❡ ❛t s❡❝t♦r ❧❡✈❡❧✮✳ ❚❤❡s❡ t❛❜❧❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✶ t♦ ✸ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

t❛❜❧❡s✳ ▼❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✴❝♦✉♥ts ♦❢ ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠

✶ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t❛❜❧❡ ♦r ❜② ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t❛❜❧❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢

❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ☞tt✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛s ❝♦♥tr♦❧ t♦t❛❧s✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝r♦ss✲❝❧❛ss✐☞❝❛t✐♦♥ t❛❜❧❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧✲♠❛r❣✐♥❛❧

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✴❝♦✉♥t ♦❢ ♦♥❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❛ttr✐❜✉t❡s t❤❛t ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡✳

■♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✇❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ❜♦t❤ ♠❛r❣✐♥❛❧s ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧✲♠❛r❣✐♥❛❧s

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✴❝♦✉♥ts ✶✳

✶❋r♦♠ ❤❡r❡ ♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ t❡r♠ ♠❛r❣✐♥❛❧ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✴❝♦✉♥ts ❛♥❞
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧✲♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✴❝♦✉♥ts✳

✹



❍✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s t❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦t r❡❧❡❛s❡❞ ❞✉❡ t♦ ♣r✐✈❛❝② ❝♦♥❝❡r♥s④t❤❡ ❝❡❧❧ ✈❛❧✉❡s ♠❛②

❜❡ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❛❜❧❡s✱ ✐❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ✈❛❧✉❡s

✇❡r❡ ✈❡r② s♠❛❧❧✱ ✉s✉❛❧❧② t❤❡② ❤❛❞ ❜❡❡♥ r♦✉♥❞❡❞ ♦☛ t♦ ③❡r♦ ❜② t❤❡ ❜✉r❡❛✉✳ ❚❤❡r❡ ✐s

❛❧s♦ ❛ r❛♥❞♦♠ r♦✉♥❞✐♥❣ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ❙t❛t✐st✐❝s ❜✉r❡❛✉✱ s♦ ❛s t♦ ♠❛❦❡ ✐t ❢✉rt❤❡r

❞✐✍❝✉❧t t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

❉❡t❛✐❧s ♦♥ ✈❛r✐♦✉s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ t♦ ❛♥♦♥②♠✐③❡ t❤❡ ❝❡♥s✉s ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥

❙✇❡❡♥❡② ✭✷✵✵✷✮✱ ❉❛❧❡♥✐✉s ❛♥❞ ❘❡✐ss ✭✶✾✽✷✮✱ ❇r❛♥❞ ✭✷✵✵✷✮✱ ❛♥❞ ❡❧s❡ ✇❤❡r❡✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t

t♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ ❤❡r❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ tr❡❛t❡❞ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s s✉❝❤

❛♥♦♥②♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ t❤✉s ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ❜② ☞tt✐♥❣ ❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s

♠❛② ♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

3. Literature review

❉❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✴♠✐ss✐♥❣ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❞❛t❛s❡t ❤❛s ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❜❡❡♥ st✉❞✲

✐❡❞ ✐♥ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❙❝❤❛❢❡r ✭✶✾✾✼✮ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✈❛r✐♦✉s

❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❝r❡❛t❡ ✐♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦♥ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❞❛t❛s❡ts ✇✐t❤ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡

✐♠♣✉t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❣r♦✉♣s✿ ❥♦✐♥t ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❢✉❧❧② ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥❛❧ s♣❡❝✐☞❝❛t✐♦♥ ✭❇✉✉r❡♥✱ ✷✵✵✼✮✳ ■♥ ❥♦✐♥t ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✱ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ π(X|θ)

✐s ❛ss✉♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ X✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣r✐♦r ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r θ✱ ❇❛②❡s✐❛♥

❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞r❛✇ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ π(xmis|xobs)✳ ❍❡r❡

t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ✐❣♥♦r❛❜❧❡✳ ❈♦♠♠♦♥ ❢♦r♠s ♦❢

♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✉s❡❞ ❛r❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♥♦r♠❛❧✱ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❧♦❝❛✲

t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭❍♦❧❢♦r❞✱ ✶✾✽✵✮✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ s♣❡❝✐☞❝❛t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②

✐♥ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ r❡s❡❛r❝❤ ✐s t❤❡ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝❡❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥

❛ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝② t❛❜❧❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❙❝❤❛❢❡r✱ ✶✾✾✼✮✿ ❛✮

♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡☛❡❝t ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜✮ ❡☛❡❝t ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❯s✐♥❣

s♣❡❝✐☞❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❡rt❛✐♥ t❡r♠s ✭t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥

❉❡♠✐♥❣ ❛♥❞ ❙t❡♣❤❛♥ ✭✶✾✹✵✮ ❛♥❞ ❙❝❤❛❢❡r ✭✶✾✾✼✮✮ ❜r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❝❛❧❧❡❞

♦❞❞✲r❛t✐♦ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝② t❛❜❧❡✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♠❛r❣✐♥❛❧s ❛♥

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ☞tt✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❉❡♠✐♥❣ ❛♥❞ ❙t❡♣❤❛♥

✭✶✾✹✵✮✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❦♥♦✇♥ ❛s ■t❡r❛t✐✈❡ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❋✐tt✐♥❣ ✭■P❋✮ ♠❡t❤♦❞

❛♥❞ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❜② ❉✉❣✉❛② ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✻✮ t♦ s②♥t❤❡s✐③❡

❤♦✉s❡❤♦❧❞s s✉r✈❡② ❞❛t❛✳ ■t ✇❛s ❧❛t❡r ✉s❡❞ ❜② ❇❡❝❦♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✻✮ t♦ ❝r❡❛t❡ s②♥t❤❡t✐❝

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❚❘❆◆❙■▼❙ ✭▲❛❘♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻✮ ✉s✐♥❣ ❝❡♥s✉s ❝r♦ss t❛❜✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ s❛♠✲

♣❧❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡♥ ■P❋ ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ ✇♦r❦❤♦rs❡ ❢♦r s②♥t❤❡s✐③✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❝t✐✈✐t② ❜❛s❡❞

tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ❧❛♥❞ ✉s❡ ♠♦❞❡❧s✳

❚❤❡ ■P❋ ❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥✈♦❧✈❡ t✇♦ st❡♣ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❤❡ ☞tt✐♥❣ st❡♣✱ ❛ ❈♦♥t✐♥❣❡♥❝②

❚❛❜❧❡ ✭❈❚✮ ✐s ☞tt❡❞ t♦ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❛r❣✐♥❛❧s✳ P❯▼❙ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ❈❚✳ ❚❤❡

✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❤❡r❡ ✐s t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ tr✉❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡

❛♠♦♥❣ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ❆♥❞ t❤❡ ♦❞❞ r❛t✐♦ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ■P❋ ✇✐❧❧ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ☞tt❡❞ ❈❚

✇✐❧❧ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤✐s str✉❝t✉r❡✳ ❋✐♥❛❧ ☞tt❡❞ ❈❚ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ❝❡❧❧

✺



✈❛❧✉❡s s♦ ❛s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ❋♦r ❛ ☞tt✐♥❣ t♦

✇♦r❦ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ✐ts ♠❛r❣✐♥❛❧s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

■P❋ ✐♥✈♦❧✈❡s ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ΠI
i=1

(ki) ❝❡❧❧s ✐♥ ♠❡♠♦r②✱ ✇❤❡r❡ I ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s✱

k r❡♣r❡s❡♥ts ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞

❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❋✐tt✐♥❣ ❢♦r ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s q✉✐❝❦❧② ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❛♥❞

♠❡♠♦r②✲✇✐s❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡✳ Pr✐t❝❤❛r❞ ❛♥❞ ▼✐❧❧❡r ✭✷✵✶✷✮ ✉s❡❞ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥

t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❜✉t ✇❛s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ s②♥t❤❡s✐③✐♥❣ ✽ ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ■P❋ ☞tt✐♥❣ ❝❛♥ ♥♦t ❞✐☛❡r❡♥t✐❛t❡

❜❡t✇❡❡♥ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ③❡r♦✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✈❛r✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❣✲

❣❡st❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ③❡r♦ ✐ss✉❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ●✉♦ ❛♥❞ ❇❤❛t ✭✷✵✵✼✮✱ ❆✉❧❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱

❛♥❞ ♦t❤❡rs✳ ❘❡❝❡♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ ■P❋ ❜❛s❡❞ ☞tt✐♥❣ ✭❆r❡♥t③❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❨❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮

❤❛s ❛❧s♦ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ☞tt✐♥❣ ♦❢ ❈❚s ❢♦r ❞✐☛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❛❣❡♥ts ✭❢♦r ✐♥✲

st❛♥❝❡✱ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❛♥❞ ♣❡rs♦♥s t♦❣❡t❤❡r✮✳ ❙❝❤❛❢❡r ✭✶✾✾✼✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡

❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ☞tt❡❞ ❈❚✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❝❡❧❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤

❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r✐♦rs✳ ❆ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭▼❈▼❈✮ ♣r♦❝❡ss ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞

t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❛ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❚ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❉✐r✐❝❤❧❡t✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ st❡♣

❢♦r✇❛r❞ ✐♥ t❡r♠s t❤❛t t❤❡ ❝❡❧❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❘❱s✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳

❋✐rst t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✈❡r② r❡str✐❝t✐✈❡④✐t ❤❛s t♦ ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t

t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❝❛♥ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢

♦♥❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ☞tt❡❞ ❝❡❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦✉t ♦❢ ♣♦st❡r✐♦r✳ ❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥

♦❢ ■P❋ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ♦❢ ■P❋ ❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥✈♦❧✈❡s ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

✉s✐♥❣ t❤❡ ☞tt❡❞ ❈❚✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❝❧♦♥✐♥❣✴r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❡❧❧

✇❡✐❣❤ts✳ ❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ■♥✈❡rs❡ ❚r❛♥s✲

❢♦r♠ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥ ❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❇❡❝❦♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻✮✳

❆♥♦t❤❡r ☞tt✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛✲

t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❈❖✮✳ ■♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛ ✇❡✐❣❤t

✭w = {0, 1}✮ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ③♦♥❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s s②♥t❤❡s✐③❡❞ ❜②

r❡♣❧✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡s❡ ✇❡✐❣❤ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❞✐☛❡r❡♥❝❡

❢r♦♠ t❤❡ ③♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧s ✭❱♦❛s ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s♦♥✱ ✷✵✵✵❀ ▲✉✱ ✷✵✶✶✮✳ ❖♣❡♥s❤❛✇ ❛♥❞ ❘❛♦

✭✶✾✾✺✮✱ ❲✐❧❧✐❛♠s♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮✱ ❛♥❞ ❱♦❛s ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s♦♥ ✭✷✵✵✵✮ ✉s❡❞ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆♥✲

♥❡❛❧✐♥❣ ✭❙❆✮ ❛s ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t♦♦❧ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❘②❛♥ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✵✾✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❈❖ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ t❤❡ ■P❋ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ❈❖ ♣r♦❞✉❝❡❞

❧❡ss❡r ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❆♥♦t❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❛t ✐t ❤❛s ❧♦✇❡r ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ t❤♦✉❣❤

t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡ ♦❢ ❈❖ ❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐s ✈❡r② ❤✐❣❤✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❙❆ ❜❛s❡❞ ♦♣t✐✲

♠✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ✇❛st❡❢✉❧ ❛♥❞ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s②♥t❤❡t✐❝

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❈❖ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✐s st✐❧❧ ❝❧♦♥✐♥❣✴r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞✳ ❍❡r❡ t♦♦✱ ♠♦r❡

❛ttr✐❜✉t❡s ♠❡❛♥ ♠♦r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ▲✐❦❡ ■P❋✱

❈❖ ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ttr✐❜✉t❡s ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧❡✈❡❧✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦✱ ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❛r❣✐♥❛❧s ❝❛♥

❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡✳

✻



❇❛rt❤❡❧❡♠② ❛♥❞ ❚♦✐♥t ✭✷✵✶✸✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ s❛♠♣❧❡✲❢r❡❡ s②♥t❤❡s✐s ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✐s ❜❛s❡❞

♦♥ ✈❛r✐♦✉s ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❚❤❡✐r ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ st❡♣

❢♦r✇❛r❞ ✐♥ ☞tt✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛s ✐t ❣✐✈❡s ♠♦r❡ ✌❡①✐❜✐❧✐t② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❛t❛ ♥❡❡❞s✳

❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤♦✇❡✈❡r ✐♥✈♦❧✈❡s ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ☞tt✐♥❣

st❡♣s ✭❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✮✱ ❡♥tr♦♣② ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✱ t❛❜✉

s❡❛r❝❤✱ ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s ❛❞ ❤♦❝ ♠❛t❝❤✐♥❣ r✉❧❡s✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ s✐♠✉❧✲

t❛♥❡♦✉s ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ t♦t❛❧s ❢♦r ❜♦t❤ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛♥❞ ♣❡rs♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞

✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s②♥t❤❡s✐③❡ ❇❡❧❣✐❛♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✱ s♦ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♦t❤❡r ❝❛s❡s ✐s ♥♦t ✈❡r② ❝❧❡❛r✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧② ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❞✐r❡❝t❧② ❞r❛✇✐♥❣ ❢r♦♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥

❚❖❘❯❙ ✭▼✐❧❧❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✼✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❝r♦s✐♠✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡ ❞❡✲

❝✐s✐♦♥ ✐♥ ❚♦r♦♥t♦ ❛r❡❛✳ ■♥ ❚❖❘❯❙✱ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ❛❣❡♥t✬s ❛ttr✐❜✉t❡s✱ ❛❧❧ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❡r❡ s❛♠♣❧❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✇❤✐❧❡ ♠❛❦✐♥❣ s✉r❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✇❡r❡ ♥♦ ❧♦❣✐❝❛❧

✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡s ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ✷ ②❡❛rs ♦❧❞ ❝❛♥♥♦t ❤❛✈❡ ❛

✉♥✐✈❡rs✐t② ❞❡❣r❡❡✮✳ ■t ✉s❡❞ t❤❡ ③♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧s ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠

t❤❡ ❝❡♥s✉s✳ ❆ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ♦♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s②♥t❤❡s✐s ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡

❢♦✉♥❞ ✐♥ ▼⑧✉❧❧❡r ❛♥❞ ❆①❤❛✉s❡♥ ✭✷✵✶✶✮✱ ▲✉ ✭✷✵✶✶✮✱ ❛♥❞ Pr✐t❝❤❛r❞ ✭✷✵✵✽✮✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❢❡✇ ♠❛❥♦r ✐ss✉❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❋✐rst

♦❢ ❛❧❧✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ r♦❜✉st ❡♥♦✉❣❤ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ r❡♣r♦❞✉❝❡

♦♥❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝② t❛❜❧❡ t❤❛t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ❤❛s ♣✉r♣♦s❡❧② ❜❡❡♥ t❛♠♣❡r❡❞ ✇✐t❤ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❛♥♦♥②♠✐③✐♥❣

t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t r❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✉s✉❛❧❧② t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ☞t

t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧s ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s✴❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥

❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ✐ss✉❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ A✱ B✱ ❛♥❞ C ❛r❡ t♦ ❜❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ❢r♦♠ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♦♥

A✱ B✱ C ❛♥❞ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ AB✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ ❛❞❞✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥ t❤❡

❝♦♥t✐♥❣❡♥❝② t❛❜❧❡ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ☞t ❢♦r AB ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ A✱ B✱ ❛♥❞ C✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❤❛s t♦

❜❡ ❞♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ ❛♥ ✐ss✉❡ ✇❤❡♥ ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ ❧❛r❣❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞✳ ❚❤✐r❞✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❡rr♦r

t❤❛t ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✿ ❛✮ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧s ♦♥❧②✱ ♠❛② r❡s✉❧t

✐♥ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ☞tt✐♥❣ st❡♣ ❜✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

✇❡✐❣❤ts ❢r♦♠ t❤❡ ☞tt❡❞ ❈❚✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞

❜② r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ r✉♥♥✐♥❣ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ P❯▼❙✳ ❚❤✐s ♠❛② ❢✉rt❤❡r ❛❞❞

t♦ t❤❡ ❡rr♦r✳ ❊☛❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s s②♥t❤❡s✐③❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✴❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♠❛ss

❛t ❦♥♦✇♥ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ s♣❛❝❡ ✭✉s✉❛❧❧② ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ P❯▼❙✮✱ r❛t❤❡r t❤❛♥

r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ t❤❛t s♣❛❝❡✳ ❆ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s

t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s②♥t❤❡s✐③❡ ❛♥ ❛❣❡♥t ✇✐t❤ ❛ttr✐❜✉t❡ ✈❛❧✉❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ r❡❛❧

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❜✉t ♠✐ss✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✭s✉❝❤ ❝❛♥ ♦❝❝✉r ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✐♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

❛ttr✐❜✉t❡s✮✳ ❋♦✉rt❤✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s r❡q✉✐r❡ ❛ ✇❡❧❧ ❞❡☞♥❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ r❛✇ ❞❛t❛ ✐✳❡✳ ❛✮ ❜✐❣

❡♥♦✉❣❤ ❛♥❞ ✇❡❧❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♠✐❝r♦s❛♠♣❧❡ ❜✮ t❤❡ ③♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ t♦t❛❧s ♦♥ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s

t❤❛t ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡② r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥

t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ✐s ♣r❡s❡♥t ❛t ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧❡✈❡❧✳ ▲❛st❧② t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s

✼



✈❡r② s❧♦✇④❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ③❡r♦ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛ ❝❛t❡❣♦r② ✐♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✱ ❜✉t ❛ ♥♦♥✲

③❡r♦ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛♥② ❝❡❧❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✐t ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝② t❛❜❧❡ ✭❇✐s❤♦♣ ❡t ❛❧✳✱

✶✾✼✺❀ ❇r♦✇♥ ❛♥❞ ❋✉❝❤s✱ ✶✾✽✸✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ♠❛② ♦❝❝✉r ✐❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ♥♦t

❝♦♥s✐st❡♥t✳

4. Methodology

✹✳✶✳ Pr♦❜❧❡♠ ❞❡☞♥✐t✐♦♥

■♥ ❛ s♣❛t✐❛❧ r❡❣✐♦♥ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ tr✉❡ ♣♦♣✲

✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s

X = (X1, X2, ..., Xn)✷✳ ❚❤❡s❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ♠❛② ❜❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✭❡✳❣✳ ♠❛r✐t❛❧ st❛t✉s✮ ♦r ❝♦♥✲

t✐♥✉♦✉s ✭❡✳❣✳ ✐♥❝♦♠❡✮✳ ■♥ t❤❡ tr✉❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② πX(x)✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ πX(x) ❛♥❞ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ✐t ✐s ❤❛r❞ t♦

❞r❛✇ ❢r♦♠✳ ■♥st❡❛❞✱ ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧ ✈✐❡✇s ♦❢ πX(x) ❢r♦♠ ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ ❞❛t❛ s♦✉r❝❡s ❛r❡

❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡s❡ ♣❛rt✐❛❧ ✈✐❡✇s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧s✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s✱ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡s✳

❲❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ s②♥t❤❡s✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ❧❡ts ✉s ✉s❡ t❤❡s❡ ✈✐❡✇s t♦ ❞r❛✇ ❛ s②♥t❤❡t✐❝

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛s ✐❢ ✇❡ ✇❡r❡ ❞r❛✇✐♥❣ ❢r♦♠ πX(x)✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡♥s✉r❡❞ t❤❛t

t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ πX̂(x̂) ♦❢ X̂ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛s ❝❧♦s❡ t♦

πX(x) ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

✹✳✷✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s②♥t❤❡s✐③✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣♦♣✲

✉❧❛t✐♦♥s ❜② ❞r❛✇✐♥❣ ❛❣❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ♣♦♣✲

✉❧❛t✐♦♥✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ☞tt✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t

❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ✐s ❤❛r❞ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❞r❛✇ ❢r♦♠✳ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭▼❈▼❈✮ ♠❡t❤♦❞s

❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡r ❜❛s❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡✲

q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇s ❢r♦♠ ✈❡r② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s✴♣r♦❝❡ss❡s ✭❍❛st✐♥❣s✱

✶✾✼✵✮✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦✈✐❞❡ ✌❡①✐❜✐❧✐t② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✉s✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ❞❛t❛ s♦✉r❝❡s ❛t ✈❛r✐✲

♦✉s s♣❛t✐❛❧ s❝❛❧❡❀ ❜r✐♥❣ ✐♥ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥ ❛ s②st❡♠✐❝ ✇❛②❀ ✇❤❡r❡✈❡r t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ♥♦t

❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t ♠❛♥♥❡r❀ ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❛♥❞

♠❡♠♦r②✲✇✐s❡ r♦❜✉st✳ ❚❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ♦t❤❡r ❞♦✲

♠❛✐♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣❤②s✐❝s✱ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ❡t❝✳

❍❡r❡ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉s✐♥❣ ▼❈▼❈ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❞r❛✇ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥ πX(x) t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ☞tt✐♥❣

♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❯s✐♥❣ ▼❈▼❈ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ♠❛❥♦r s❤♦rt❝♦♠✐♥❣ ♦❢ ☞tt✐♥❣

❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❛r❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❛t ❧❡❛st t❤❡ s❛♠❡

q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛t ♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ❛s t❤❡ ☞tt✐♥❣

❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s r❡q✉✐r❡✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ☞rst ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ s✉❝❤ ❛ ▼❈▼❈ t❡❝❤♥✐q✉❡

❝❛♥ ❜❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧✐③❡❞✳ ❲❡ t❤❡♥ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ❝♦♠✲

♣❛r❡ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ■P❋✳ ❚❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞

✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

✷✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ t♦ s②♥t❤❡s✐③❡✳

✽



✹✳✷✳✶✳ ❯s✐♥❣ ●✐❜❜s s❛♠♣❧✐♥❣ ❢♦r s②♥t❤❡s✐s

❆s t❤❡ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ πX(x) ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s X ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ✐s ❤✐❣❤❧② ❝♦♠♣❧❡①

t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❞r❛✇ ❢r♦♠✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧✐♥❣ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ✐s ❛ ▼❈▼❈ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✉s❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s π(Xi|Xj = xj,

❢♦r j = 1...n & i , j) = π(Xi|X−i) ❢♦r i = 1, ..., n t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❞r❛✇✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❥♦✐♥t

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ πX(x) ✭●❡♠❛♥ ❛♥❞ ●❡♠❛♥✱ ✶✾✽✹✮✳ ❚❤❡ ❦❡② ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❤❡r❡ ✐s t♦ ♣r❡♣❛r❡ t❤❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ✉s✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s

♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

✹✳✷✳✷✳ Pr❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s

■♥ t❤❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝❛s❡✱ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦✉♥ts ❜② ❝❛t❡❣♦r② ❢♦r ❡❛❝❤

❛ttr✐❜✉t❡✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥s✉s ③♦♥❛❧ st❛t✐st✐❝s t❛❜❧❡ ♦r ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧②

❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ P❯▼❙✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤♦✉❣❤✱ ✐t ✐s r❛r❡❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉❧❧✲

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ✐♥ t❤✐s ❢♦r♠ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ✐♥ X✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡

♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✌❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✉s✐♥❣ s✉❝❤

♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ✐s t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✈❛r✐♦✉s s♦✉r❝❡s ✭P❯▼❙✱ ③♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧s✱ ❡t❝✳✮

❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ ❞✐s❝r❡t❡

❝❤♦✐❝❡ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ✉s❡❞ ❢r♦♠ P❯▼❙❀ s♦♠❡

♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛s ✇❡❧❧✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s

❛r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ③♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧s✳

✹✳✷✳✸✳ ❉❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s

❚❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♥✲

❞✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✐♥ π(X1|X−1) =

π(X1|X(2...k)✱X((k+1)...n)) ♦♥❧② t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ π(X1|X(2...k)) ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■♥

s✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ X1 ♦♥ X((k+1)...n)✱ ❣✐✈❡♥

π(X1|X(2...k))✳ ❚❤✉s π(X1|X−1) = π(X1|X(2...k))✳ ■♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ♠❛r❣✐♥❛❧s

❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ π(X1|X−1) = π(X1)✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✉s❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❢✉❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s✳

❚❤✐s ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ π(X1|X(2...k), X((k+1)...n) = a) = πa(X1|X(2...k)) ❛♥❞

π(X1|X(2...k), X((k+1)...n) = b) = πb(X1|X(2...k))✳ ❚♦ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ✐♥✲

st❛♥❝❡✱ ✐❢ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ✉♣♦♥ ❛❣❡✱

✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❝❤✐❧❞ t♦ ❜❡ ❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❛s ③❡r♦✱ ✇❤✐❧❡

♠❛❦✐♥❣ ❛ ❞✐☛❡r❡♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r ❛❞✉❧ts✳

✹✳✷✳✹✳ ❘❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

❯s✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s✱ ✐❢ t❤❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ✐s r❛♥ ❢♦r ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞

❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ✐t ❡✈❡♥t✉❛❧❧② r❡❛❝❤❡s ❛ st❛t✐♦♥❛r② st❛t❡✳ ❆t t❤❛t ♣♦✐♥t ❛♥② ❞r❛✇

✇✐❧❧ ❜❡ ❛s ✐❢ t❤❡ ❞r❛✇ ✇❛s ❢r♦♠ π(x) ✭❚r❛✐♥✱ ✷✵✵✸✮✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❞r❛✇s✱ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞r❛✇s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ r❡❝♦r❞❡❞ ❞r❛✇s ❛r❡ s❦✐♣♣❡❞✳

◆♦✇ ✉s✐♥❣ t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❜② s✐♠♣❧② ❞r❛✇✐♥❣

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❡q✉❛❧✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥

r❡❛❧✐③❡ ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s X̂✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✱ t❤❡

✾



❞✐str✐❜✉t✐♦♥ πX̂(x̂) ♦❢ X̂ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛s ❝❧♦s❡ t♦ πX(x) ❛s

♣♦ss✐❜❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r st❛t✐st✐❝s

✭✇✐t❤ s♦♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥♦✐s❡✮✱ ❜✉t t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡ t✇♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♠❛② ♥♦t ❜❡ t❤❡ s❛♠❡✳

❋♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✍❝✐❡♥❝②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ st♦r❡ t❤❡ ✇❛r♠❡❞ ✉♣ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r✳

❙♦ ❡✈❡r② t✐♠❡ ❛ ♥❡✇ s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡r ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② st❛rt ❢r♦♠

t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② st♦r❡❞ st❛t❡✳ ❆♥♦t❤❡r ♦♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ t❤❛t ❛ ❧❛r❣❡ ♣♦♦❧ ♦❢ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❜❡✐♥❣

❞r❛✇♥ ❛♥❞ st♦r❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✇❛r♠❡❞ ✉♣ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r✳ ▲❛t❡r ✇❤❡♥❡✈❡r ❛ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢

s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦♦❧✳

✹✳✸✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❛ r❡❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✿ ❙✇✐ss ❝❡♥s✉s

❆s ♠♦st ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♠❡t❤♦❞s ✐♥ r❡❝❡♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ♣r✐♠❛r✐❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ■P❋ ✭❢♦r

✐♥st❛♥❝❡✱ ●✉♦ ❛♥❞ ❇❤❛t ✭✷✵✵✼✮❀ ❨❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮❀ ❆✉❧❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮❀ ❛♥❞ Pr✐t❝❤❛r❞ ❛♥❞

▼✐❧❧❡r ✭✷✵✶✷✮✮✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②

t♦ ■P❋ ♦♥❧②✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ■P❋ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ☞tt✐♥❣ ❝❛♥

❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❘②❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❡r❡ ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛s s✉❝❤ t❤❛t ❜♦t❤

♠❡t❤♦❞s ✭■P❋ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞✮ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ❛❜♦✉t

t❤❡ r❡❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❤♦✇ ❣♦♦❞

t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧s ❛♥❞ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❡♥❞✱

❙t❛♥❞❛r❞✐③❡❞ ❘♦♦t ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡ ❊rr♦r ✭❙❘▼❙❊✮ ❜❛s❡❞ ❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ ☞t t❡st ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞

♦♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳

✹✳✸✳✶✳ ❉❛t❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥

❚❤❡ ❙✇✐ss ❝❡♥s✉s ❢♦r ②❡❛r ✷✵✵✵ ✇❛s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❞❛t❛ s♦✉r❝❡ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡

✇❡ ❤❛❞ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ♦❢ r❡❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ s❡❧❡❝t❡❞ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛r❡❛ ❛ss♦❝✐✲

❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣♦st❛❧ ❝♦❞❡ ❈❍✶✵✵✹ ✭✇❡st❡r♥ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐t② ♦❢ ▲❛✉s❛♥♥❡✮ ❛s t❤❡ t❡st❜❡❞✳ ❚❤❡

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❍✶✵✵✹ ✐♥ ②❡❛r ✷✵✵✵ ✇❛s ✷✽✱✺✸✸ ♣❡rs♦♥s✳ ❋♦r s②♥t❤❡s✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡

s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦✉r ❛ttr✐❜✉t❡s✿ ❛❣❡ ✭✽ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✮✱ s❡① ✭✷✮✱ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ s✐③❡ ✭✻✮✱ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✭✹✮✳

❇❛s❡❞ ♦♥ ✇❤❛t ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡r ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✱ t✇♦

❞✐☛❡r❡♥t s❡t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✿ ❛✮ ♠✐❝r♦s❛♠♣❧❡ ❜✮ ❛❣✲

❣r❡❣❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ π(age|sex, hhld size, edu level)✱ π(sex|age, hhld size, edu level)✱

✳✳✳✮ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❝r♦ss✲t❛❜✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❈❍✶✵✵✹✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡

❞❡s✐❣♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ♦♥ ♦♥❡ s✐❞❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ❝❤❛♥❣❡❞ ✇❤✐❧❡ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r

s✐❞❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ✇❛s ❝❤❛♥❣❡❞✳

❚❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡s t❤❛t ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ✶✪✱ ✸✪✱ ✺✪✱ ✶✵✪✱ ❛♥❞ ✷✵✪✳

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦✉♥tr② t❤❡ P❯▼❙ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ✶✪✱ ✸✪✱ ❛♥❞ ✺✪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❛❧s♦

✇❛♥t❡❞ t♦ t❡st t❤❡ ❡☛❡❝t ♦❢ ❧❛r❣❡r s❛♠♣❧❡s✱ s♦ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ✶✵✪✱ ❛♥❞ ✷✵✪ s✐③❡s ✐♥

t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛s ✇❡❧❧✳ ❲❡ ♣r❡♣❛r❡❞ t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s ❜② ❞r❛✇✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢

❈❍✶✵✵✹ ✉s✐♥❣ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❧r❡❛❞②

s❛♠♣❧❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳

✶✵



❋♦r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ st❛rt❡❞ ❢r♦♠ ❢✉❧❧✲

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ✭❡✈❡r② ❛ttr✐❜✉t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ✉♣♦♥ ♦t❤❡r✮✳ ❚❤❡♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧✐t② r❡♠♦✈✐♥❣

t❤❡ s❡① r❡❧❛t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ♦❢ ♦t❤❡r ❛ttr✐❜✉t❡s ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢r♦♠

π(age|sex, hhld size, edu level) t♦ π(age|hhld size, edu level)✮✳ ■t ✇❛s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t

❢♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡① ✐s ♠✐ss✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ s❡① ❣✐✈❡♥

♦t❤❡r ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ❆❧❧ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ✇❡r❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢

❈❍✶✵✵✹ ❜② ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s✳

❚❛❜❧❡ ✶✿ ▲✐st ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡s

◆♦✳ ❙❛♠♣❧❡ ❙✐③❡

✶ ✷✵✪

✷ ✶✵✪

✸ ✺✪

✹ ✸✪

✺ ✶✪

❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧✐st ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶ ❛♥❞ ✷✳ ❋♦r ■P❋✱ ♥♦t

❛❧❧ t❤❡ ✷✵ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ✇❡r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ t❡st❡❞✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥

❜❡✐♥❣ t❤❛t ■P❋ ✐♥ ✐ts ❜❛s✐❝ ❢♦r♠ ❝♦♥✈❡rts ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s t♦ ♠❛r❣✐♥❛❧s✳ ❙♦✱ ❢♦r ■P❋ ✇❡

♣❡r❢♦r♠❡❞ ✺ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ s❛♠♣❧❡ s✐③❡s ❛♥❞ ♠❛r❣✐♥❛❧s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❝♦❧❧❛♣s✐♥❣

❢✉❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ✭FullCond✮✳ ❋♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛❧❧ t❤❡ ✷✵ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s

❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❡st❡❞✱ ❜✉t ❤❡r❡ ✇❡ t❡st❡❞ ❢♦r ♦♥❧② ✹ ❞✐☛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ✇✐t❤♦✉t

✉s✐♥❣ ❛♥② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t ❧❡ss❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ■P❋✳ ▲❛t❡r ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞

❤♦✇ ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s✴♠❛r❣✐♥❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ✐♥♣✉t

❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✳ ◆❡①t t❤r❡❡ s✉❜✲s❡❝t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞❡t❛✐❧s

♦❢ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳

✹✳✸✳✷✳ ■P❋ ❜❛s❡❞ s②♥t❤❡s✐s

❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t✇♦ st❡♣ ♣r♦❝❡ss ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❇❡❝❦♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✻✮ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡

s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ■P❋ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭✐✳❡✳ ☞tt✐♥❣✱ ❛♥❞ ❝❧♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✮✳ ❋♦r ☞tt✐♥❣

♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ❣✐✈❡♥ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝② t❛❜❧❡ ✭❈❚✮✳ ❲❡ ❦♥❡✇

t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ③❡r♦ ❝❡❧❧s ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ③❡r♦ ❝❡❧❧s ✇❡r❡

t❤✉s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ t♦ ❛ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐s ♠❛❞❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ③❡r♦ ❝❡❧❧s ❝❛♥ ❡✈♦❧✈❡

❞✉r✐♥❣ t❤❡ ☞tt✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❈❚ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✸✽✹ ❝❡❧❧s t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ❆s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ☞tt✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✉s❡s ♠❛r❣✐♥❛❧s ♦♥❧②✱

t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ✇❡r❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ♠❛r❣✐♥❛❧s ❢♦r ❛❧❧ ✹ ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ■P❋ ❝❛♥

❛❧s♦ ✉s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s✱ ❜✉t ✐t ✈❡r② q✉✐❝❦❧② ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ✐ss✉❡✳ ❚❤❡ ❈❚ ❤❛s

t♦ ❜❡ ☞tt❡❞ ♥♦t ♦♥❧② t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ❜✉t ❛❧s♦ t♦ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧s ❢♦r t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ✐♥

t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❧❧ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s✲❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ s❛♠♣❧❡

t♦♦✳ ❚♦ ❣❡t ❛ ❝❧♦s❡ ☞t ❜❡t✇❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❛r❣✐♥❛❧s✱ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛❜s♦❧✉t❡

❞✐☛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✵✳✵✵✵✵✶ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✐t❡r❛t✐♦♥ s✐③❡ ♦❢ ✶✵ ❜✐❧❧✐♦♥ ✇❛s ✉s❡❞✳

✶✶



❚❛❜❧❡ ✷✿ ▲✐st ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s

◆♦✳ ■❉ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s

π(age|sex, hhld size, edu level)

✶ FullCond π(sex|age, hhld size, edu level)

π(hhld size|age, sex, edu level)

π(edu level|age, sex, hhld size)

π(age|✟✟sex, hhld size, edu level)

✷ Partial 1 π(sex|age, hhld size, edu level)

π(hhld size|age, sex, edu level)

π(edu level|age, sex, hhld size)

π(age|✟✟sex, hhld size, edu level)

✸ Partial 2 π(sex|age, hhld size, edu level)

π(hhld size|age,✟✟sex, edu level)

π(edu level|age, sex, hhld size)

π(age|✟✟sex, hhld size, edu level)

✹ Partial 3 π(sex|age, hhld size, edu level)

π(hhld size|age,✟✟sex, edu level)

π(edu level|age,✟✟sex, hhld size)

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ❝❧♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ☞tt❡❞ ❈❚ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❋r❛❝✲

t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❈❚ t❛❜❧❡ ✇❡r❡ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ r✉♥♥✐♥❣ ❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ❜②

❇❡❝❦♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r ■P❋✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ❞♦❡s ♥♦t ♠❛t✲

t❡r✱ ❛s t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ♠❛r❣✐♥❛❧s ❛♥②✇❛②✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s

♦♥ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦♥❧②✳

❋✐❣✉r❡ ✶ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡♥s✉s ❛♥❞ ■P❋ ✇✐t❤ ✷✵✪ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡

♠❛r❣✐♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ❚❤❡ ■P❋ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♥❡❛r ♣❡r❢❡❝t ☞t ❢♦r t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧s✳

■t ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❈❚ ☞tt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s♣❡❝✐☞❝❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡

❞✐☛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❛r❣✐♥❛❧s ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❈❚✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡

❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts s②♥t❤❡s✐③❡❞ ❜② ■P❋ t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

✐♥ t❤❡ ❝❡♥s✉s ✭❋✐❣✉r❡ ✷✮✱ ✇❡ s❡❡ ♠♦r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✾✼ ❢♦r t❤❡ s❧♦♣❡✱

■P❋ ✐s ✉♥❞❡r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ R2 ✈❛❧✉❡ ✐s ✵✳✾✶✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❡✈❡♥

✇✐t❤ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ✷✵✪ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❛ ✾✪ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♥♦t

r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❇② ❧♦♦❦✐♥❣ ❝❧♦s❡❧② ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡

☞t ✐s ✇♦rst ❢♦r t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❢♦✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s s♣❛❝❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❧♦✇✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❛❣❡♥ts ✇❤♦ ❛r❡ ✈❡r② ❢❡✇ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✶✵✵ ②❡❛rs ♦❧❞ ♠❛❧❡ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐✈❡rs✐t② ❞❡❣r❡❡✮ ❛r❡ ♥♦t ✈❡r② ✇❡❧❧ r❡♣r♦❞✉❝❡❞

✐♥ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

❇② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ t♦ ✶✵✪ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡☛❡❝t ♦♥ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ☞t ✭❋✐❣✉r❡

✸✮✱ ❜✉t t❤❡ R2 ✈❛❧✉❡ ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧❧②✳ ■t ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦t

♠✉❝❤ ♦❢ ❛ ❣❛✐♥ ✐♥ ✉s✐♥❣ ❛ ✷✵✪ s❛♠♣❧❡ t❤❛♥ ✶✵✪✱ ❛s ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ✇❡❧❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡

♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❍❡r❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ☞t ✐s ✇♦rst ❢♦r t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s

✶✷



	
  

	
  	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
   	
  

	
  

	
  	
   	
  

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧s ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r ❛ttr✐❜✉t❡s

❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①✐st❡♥❝❡ ✐s ❧♦✇✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ☞t ❢♦r ♦t❤❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s

❞❡❝r❡❛s❡s ❛s ✇❡❧❧✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ P❯▼❙ ♦r ❛♥② ♦t❤❡r ♠✐❝r♦s❛♠♣❧❡ ✐s ♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

❢♦r ✺✪ ♦r ❧❡ss ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✱ ✺✱ ❛♥❞ ✻ s❤♦✇ t❤❡ ☞ts ❢♦r t❤❡ ✺✪✱ ✸✪✱

❛♥❞ ✶✪ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ✺✪ s❛♠♣❧❡ t❤❡ ☞t ✐s st✐❧❧

❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ❧❛r❣❡r s❛♠♣❧❡s✱ ❜✉t ❢♦r ✸✪ ❛♥❞ ✶✪ t❤❡ s❝❛tt❡r ✐♥ t❤❡ ☞t s✐❣♥✐☞❝❛♥t❧②

✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ r❡❛s♦♥ ❜❡❤✐♥❞ ✐t ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ■P❋ ✐s ♦♥❧② ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥

☞tt✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧s✳ ❙♦✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ♠❛r❣✐♥❛❧s✱ ❜✉t ✐❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ♥♦t

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ♦❢ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t ❢♦r ■P❋ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

r❡❛s♦♥❛❜❧②✱ ❛ ♠✐❝r♦s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ♦❢ ❛t ❧❡❛st ✺✪ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳

❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t t♦ ♥♦t❡ ❤❡r❡ ✐s t❤❛t ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ✇❛s ♣r❡s❡♥t ❛t ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ♠❛r❣✐♥❛❧s ❧❡✈❡❧✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧

❝❛s❡s✱ ✉s✉❛❧❧② t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✳ ■t ✐s t❤✉s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞

❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ❢✉rt❤❡r✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦

✶✸



❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❋✐t ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧ ❛♥❞ ■P❋ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭✷✵✪ s❛♠♣❧❡✮

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❋✐t ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧ ❛♥❞ ■P❋ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭✶✵✪ s❛♠♣❧❡✮

♣r♦✈❡ t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ♦♥❧② ✸ ♠❛r❣✐♥❛❧s ✭❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t 4th ♦♥❡ ✐s ♠✐ss✲

✶✹



❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❋✐t ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧ ❛♥❞ ■P❋ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭✺✪ s❛♠♣❧❡✮

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❋✐t ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧ ❛♥❞ ■P❋ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭✸✪ s❛♠♣❧❡✮

✐♥❣✮ ❛♥❞ t❤❡♥ r✉♥♥✐♥❣ ■P❋ ☞tt✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❈❚ ✸✳ ■♥ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡

✸■♥ s✉❝❤ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜✉t ♥♦t r❡♣♦rt❡❞ ❤❡r❡✱ ✐t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ☞t ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❜②

✶✺



❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❋✐t ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧ ❛♥❞ ■P❋ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭✶✪ s❛♠♣❧❡✮

♠❛❞❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s❛♠♣❧✐♥❣ ③❡r♦s ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❈❚✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛❣❛✐♥ t❤✐s ✐s

♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥♦t❤❡r s♦✉r❝❡ ♦❢ ❢✉rt❤❡r ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

✹✳✸✳✸✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ s②♥t❤❡s✐s

❊①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ✭s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s✮ ✇❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ t❤❡

●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r✱ ❛s ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ t❤❡ ■P❋ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡✲

s✉❧ts✱ t❤❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ✐❣♥♦r❡❞ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ✉s❡❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s

♦♥❧②✳ ■t t❤✉s ✉s❡❞ ❧❡ss❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛♥ ■P❋ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ▲❛t❡r

✐♥ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤❛t s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱

♣❛rt✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ♦r ♠❛r❣✐♥❛❧s✮ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❢✉s❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✇❛②s t♦ ♣r♦❞✉❝❡

❜❡tt❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s✳ ❚❤✉s ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ✉s❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ✉s ❢r♦♠

✈❛r✐♦✉s s♦✉r❝❡s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ☞rst ✇❛r♠❡❞ ✉♣ t❤❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r t♦ ❛ st❡❛❞②

st❛t❡ ❜② r✉♥♥✐♥❣ ✐t ❢♦r ✷✵✱✵✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ✇❛r♠✐♥❣ ✉♣ ❡✈❡r② t✐♠❡ ❛ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥

✐s ♥❡❡❞❡❞✱ ✇❡ ❞r❡✇ ❛ ♣♦♦❧ ♦❢ ✶ ♠✐❧❧✐♦♥ ❛❣❡♥ts✳ ❚❤❡ ❛❣❡♥ts ✇❡r❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❡✈❡r② ✷✵t❤

✐t❡r❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ✇❛r♠✉♣✱ s♦ ❛s t♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞r❛✇s✳

❚❤✐s ♣♦♦❧ ✇❛s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t ✷✵ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❈❍✶✵✵✹ ✭✷✽✱✺✸✸ ❛❣❡♥ts✮ ❛♥❞ t❤❡

r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡s ❢r♦♠ t❤❡♠✳ ❋✐❣✉r❡ ✼ s❤♦✇s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧s

❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❢✉❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ✭FullCond✮✿

π(age|sex, hhld size, edu level)✱ π(sex|age, hhld size, edu level)✱

✸✵✪✳

✶✻



	
  

	
  	
  	
  	
  	
   	
  

	
  

	
   	
  	
  	
  	
   	
  

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧s ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r ❛ttr✐❜✉t❡s

π(hhld size|age, sex, edu level)✱ ❛♥❞ π(edu level|age, sex, hhld size)✳

▲✐❦❡ ■P❋✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ s②♥t❤❡s✐s ✐s ❛❧s♦ ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧s ❢♦r

t❤❡ ❢♦✉r ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ❚❤❡ ☞t ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❢✉❧❧

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ✭❋✐❣✉r❡ ✽✮ ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ♣❡r❢❡❝t ✇✐t❤ s❧♦♣❡ ♦❢ ✶ ❛♥❞ R2 ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✾✾✾✳ ❚❤❡

♠✐♥♦r ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠♥❡ss ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❯♥✲

❧✐❦❡ ■P❋✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

✈❛❧✉❡s✳

❲❡ ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ✈❛r✐♦✉s r❡❛❧✐③❡❞

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✾ s❤♦✇s t❤❡ ♣❧♦t ❢♦r t❤❡ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭❜❧❛❝❦

❝♦❧♦✉r✮✱ ❛♥❞ ✷✵ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✉♣♦♥ ✐t✳ ❊❛❝❤

♣♦✐♥t ♦♥ ①✲❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❢r♦♠ ✹ ❛ttr✐❜✉t❡s✱ ✇❤✐❧❡ ②✲

❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s♦rt❡❞ ✐♥ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❛❧

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ ❝❧♦s❡ ♠❛t❝❤ ❛♠♦♥❣ t❤❡♠

✶✼



❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❋✐t ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭FullCond✮

❛♥❞ ❛❧s♦ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❏♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉r ❛ttr✐❜✉t❡s ✭✷✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r✉♥s✮

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤♦✉❣❤✱ ✐t ✐s ❤❛r❞❧② t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■♥

❢❛❝t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❡❧✐❜❡r❛t❡ ❛tt❡♠♣t t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞

✶✽



❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❋✐t ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭Partial 1✮

❛♥② ♣r✐✈❛❝② ❝♦♥❝❡r♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ s②♥t❤❡s✐③✐♥❣ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

✉s✐♥❣ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✵ s❤♦✇s t❤❡ ☞t ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡

r❡❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ♣❛rt✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ✭Partial 1✮✿

π(age|hhld size, edu level)✱ π(sex|age, hhld size, edu level)✱

π(hhld size|age, sex, edu level)✱ ❛♥❞ π(edu level|age, sex, hhld size)✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ s❧♦♣❡ ❜② ✷✪✱ ❛♥❞ t❤❡ ☞t r❡♠❛✐♥s ❣♦♦❞ ✭R2❂✵✳✾✾✮✳

❚❤❡ s♠❛❧❧❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛❧s♦ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇❡❧❧✳ ■♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❡①♣❡r✐✲

♠❡♥t✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❢✉rt❤❡r ❞❡♣❧❡t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ✭Partial 2✮✿

π(age|hhld size, edu level)✱ π(sex|age, hhld size, edu level)✱

π(hhld size|age, edu level)✱ ❛♥❞ π(edu level|age, sex, hhld size)✳

❋✐❣✉r❡ ✶✶ s❤♦✇s t❤❡ ☞t✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ s❧♦♣❡ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ✶ ❛♥❞ t❤❡ ☞t ✐s ✈❡r② ❤✐❣❤✳

■♥ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡♣❧❡t❡❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ❜② ♥♦t ❤❛✈✐♥❣ ❛♥② ❛t✲

tr✐❜✉t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡ s❡① ✭Partial 3✮✿

π(age|hhld size, edu level)✱ π(sex|age, hhld size, edu level)✱

π(hhld size|age, edu level)✱ ❛♥❞ π(edu level|age, hhld size)✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❢✉rt❤❡r ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ☞t✳ ■t ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢

t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✬s ♣❛rt✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ❛❧♦♥❣

✶✾



❛❣❡ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❡ ✌❡①✐❜✐❧✐t②

♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱ ✐♥ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✱ ✇✐t❤

t❤❡ ♣r♦♣❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ❞♦♠❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✇❡ ❝❛♥ st✐❧❧ s②♥t❤❡s✐③❡ ❛ ❣♦♦❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

❲❡ ❛❧s♦ ❛♥❛❧②s❡❞ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣

t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✮✳ ❍❡r❡ t♦♦✱ ❛ ❣♦♦❞ ☞t ✇❛s

♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ r❡♣♦rts t❤❡

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ 1st ❛♥❞ 2nd ♦r❞❡r ♣❛rt✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ t❤❡

☞rst s❡✈❡♥ r❛✇ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❋✐t ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭Partial 2)

✷✵



❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❋✐t ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭Partial 3)

✹✳✸✳✹✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts

■♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s②♥t❤❡s✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ss❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡

❙t❛♥❞❛r❞✐③❡❞ ❘♦♦t ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡ ❊rr♦r ✭❙❘▼❙❊✮ ✭▼⑧✉❧❧❡r ❛♥❞ ❆①❤❛✉s❡♥✱ ✷✵✶✶❀ Pr✐t❝❤❛r❞

❛♥❞ ▼✐❧❧❡r✱ ✷✵✶✷✮✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s ♦♥❧② ♠❛r❣✐♥❛❧s ♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s

❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ☞t ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧ ❛♥❞ s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦

t❤❡ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♦ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ ☞t t♦ t❤❛t✳ ❙❘▼❙❊ ✐s ❞❡☞♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡

❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭P✐t☞❡❧❞✱ ✶✾✼✽✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s✿

SRSME =

[∑m
i=1 ...

∑n
j=1(Ri...j − Ti...j)

2/N
]1/2

∑m
i=1 ...

∑n
j=1(Ti...j)/N

❲❤❡r❡ N ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❣❡♥ts❀ Ri...j ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ ❛ttr✐❜✉t❡

✈❛❧✉❡s ✐✳✳✳❥ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s②♥t❤❡s✐③❡❞❀ ❛♥❞ Ti...j ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ ❛t✲

tr✐❜✉t❡ ✈❛❧✉❡s ✐✳✳✳❥ ✐♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❆ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ③❡r♦ ♠❡❛♥s ♣❡r❢❡❝t ♠❛t❝❤✱ ✇❤✐❧❡

t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❜❛❞ ☞t✳ ❋r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✸✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❡✈❡♥ t❤❡

✷✵✪ s❛♠♣❧❡ ❜❛s❡❞ ■P❋ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭❙❘▼❙❊❂✵✳✻✸✼✮ ✐s ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ✸ ♦✉t ♦❢ ✹ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ❜❡✐♥❣ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✭❙❘▼❙❊❂✵✳✸✺✵✮✳

❲❡ ❛❧s♦ t❡st❡❞✱ ❜✉t ❤❛✈❡ ♥♦t r❡♣♦rt❡❞ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❢♦✉r ♠❛r❣✐♥❛❧s ❛♥❞

♥♦ s❛♠♣❧❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❣✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ☞t✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ✇❛s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✱ ■P❋ ✐s ☞rst ♦❢ ❛❧❧ ♥♦t

❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣✐t❛❧✐③❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ✭✐t ❝♦♥✈❡rts t❤❡♠ t♦ ♠❛r❣✐♥❛❧s✮✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✐t ✐s ♦✈❡r❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉♣♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ☞tt✐♥❣

✷✶



♠❛r❣✐♥❛❧s ♦♥❧②✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s ✉s✐♥❣ ❧❡ss❡r

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡✮ ❛♥❞ ❡✈❡♥ t❤❡♥ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡

■P❋ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❚❛❜❧❡ ✸✿ ●♦♦❞♥❡ss ♦❢ ☞t st❛t✐st✐❝s ✭❙t❛♥❞❛r❞✐③❡❞ ❘♦♦t ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡ ❊rr♦r✮

■♥♣✉t ■P❋ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥

20✪Sample ✵✳✻✸✼ ✲

10✪Sample ✵✳✼✵✽ ✲

5✪Sample ✵✳✼✺✵ ✲

3✪Sample ✵✳✾✶✵ ✲

1✪Sample ✶✳✹✷✵ ✲

FullCond ✲ ✵✳✶✸✵

Partial 1 ✲ ✵✳✷✹✵

Partial 2 ✲ ✵✳✸✹✵

Partial 3 ✲ ✵✳✸✺✵

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♠♦r❡ ✌❡①✐❜❧❡ ✐♥ t❡r♠s t❤❛t ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ s❛♠♣❧❡ ♦r ❛♥② ♦t❤❡r s♦✉r❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢✉s❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦r

s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭❡✳❣✳ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ❍❛st✐♥❣ s❛♠♣❧✐♥❣✮ t♦ ❞r❛✇ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲

❛❧s✳ ❚❤✐s ❤❛s ❛ ✈❡r② str♦♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ✈❡r②

❧✐♠✐t❡❞ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ ❤❛s t♦ ❜❡ ✉t✐❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦st ❡✍❝✐❡♥t ✇❛② ♣♦ss✐❜❧❡✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s✉❝❤ ❝❛s❡ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡

❛❜❧❡ t♦ s②♥t❤❡s✐③❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②✳

5. Application: Greater Brussels Area

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r ❛ r❡❛❧ ❝❛s❡ st✉❞②✱ ✇❤❡r❡ ❛ s②♥t❤❡t✐❝

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❜❛s❡ ②❡❛r ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❧❛♥❞ ✉s❡ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡❧

❢♦r t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❇r✉ss❡❧s✳ ❚❤❡ ❛❣❡♥ts t♦ s②♥t❤❡s✐③❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡r❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✭h✮

❛♥❞ ❢♦r t❤✐s t❤❡ ✷✵✵✶ ❈❡♥s✉s ♦❢ ❇❡❧❣✐✉♠ ❛♥❞ ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ s✉r✈❡② ✇❛s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠

❍✉❜❡rt ❛♥❞ ❚♦✐♥t ✭✷✵✵✷✮✳ ❚❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ st✉❞② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✶✺✶ ❝♦♠♠✉♥❡s t❤❛t ❛r❡ ❢✉rt❤❡r

❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ✹✾✹✺ s❡❝t♦rs ✭i✮✳ ❚❤❡ ❈❡♥s✉s st❛t✐st✐❝s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r

t❤❡ ✶✳✷ ♠✐❧❧✐♦♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ st✉❞②✳ ❚❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ s✉r✈❡② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❞❡t❛✐❧❡❞

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ✶✸✻✼ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✵✳✶✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❤♦✉s❡❤♦❧❞

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✮✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛♥❞ ✉s❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞

✐♥ t❡r♠s ♦❢ s✐③❡✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥✱ ❝❛r ♦✇♥❡rs❤✐♣✱ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧

❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧✳ ❚❛❜❧❡ ✹ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧❡✈❡❧s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞

❛ttr✐❜✉t❡s✳

❆❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ✇❡r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛s ♠❛r❣✐♥❛❧s ❛t t❤❡ s❡❝t♦r ❧❡✈❡❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❈❡♥s✉s

❛♥❞ ❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ tr❛✈❡❧ s✉r✈❡②✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ tr❛✈❡❧ s✉r✈❡② ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❡ s❡❝t♦r
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❚❛❜❧❡ ✹✿ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ ❛ttr✐❜✉t❡s

❆ttr✐❜✉t❡ ❧❡✈❡❧s

■♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ (✐♥❝h) ✶ ✭✵✲✶✽✺✾ ❊✉r♦s✮

✷ ✭✼✹✺✲✶✽✺✾ ❊✉r♦s✮

✸ ✭✶✽✻✵✲✸✵✾✾ ❊✉r♦s✮

✹ ✭✸✶✵✵✲✹✾✺✽ ❊✉r♦s✮

✺ ✭❃✹✾✺✾ ❊✉r♦s✮

❍♦✉s❡❤♦❧❞ s✐③❡ (s✐③❡h) ✶✱✷✱✸✱✹✱✺✰

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ (❝❤✐❧❞r❡♥h) ✵✱✶✱✷✰

◆✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs (✇♦r❦❡rsh) ✵✱✶✱✷✰

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛rs (❝❛rsh) ✵✱✶✱✷✱✸✰

◆✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡♦♣❧❡ ✇✐t❤ ✉♥✐✈❡rs✐t② ❞❡❣r❡❡ (✉♥✐✈h) ✵✱✶✱✷✰

❉✇❡❧❧✐♥❣ t②♣❡ ✭✈h✮ ❤♦✉s❡ ✭✸ t②♣❡s✮✱ ❛♣❛rt♠❡♥t

❙❡❝t♦r ✭✐✮ ✹✾✹✺

✭i✮ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s r❡s✐❞❡♥❝❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ s❛♠♣❧❡✱ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s

❝❛♥♥♦t ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❝♦✉♥ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ s❡t ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✲

❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ s♦♠❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥

t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ♦❢ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞

✭✐♥ t❤❡ tr❛✈❡❧ s✉r✈❡②✮✱ ✇❤✐❧❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡♠ ✇✐t❤ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✭i✮ ♦❢ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ❡st✐♠❛t❡❞

❢♦r t❤❡ ❞✇❡❧❧✐♥❣✲t②♣❡✱ ❝❛r✲♦✇♥❡rs❤✐♣✱ ❡❞✉❝❛t✐♦♥✲❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡✲❧❡✈❡❧ ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ❚❤❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡s ✭❤♦✉s❡❤♦❧❞ s✐③❡✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛♥❞

♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs✮ ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❝♦✉♥ts ✐♥ t❤❡ tr❛✈❡❧ s✉r✈❡②✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡

♠♦❞❡❧s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❛ttr✐❜✉t❡ ✭①h) ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r

❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❛ttr✐❜✉t❡s ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s ✭①i✮✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆♣✲

♣❡♥❞✐① ❈✳ ❚❛❜❧❡ ✺ s❤♦✇s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ttr✐❜✉t❡s t❤❛t ✇❡r❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛♥❞

t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❛♥❞ s❡❝t♦r ❛ttr✐❜✉t❡s t❤❛t ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❛s ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ✐♥tr♦✲

❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛ r✐❝❤❡r s❡t ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤

✇❛s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❞✐☛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡❝t♦r✳

❚❛❜❧❡ ✺✿ ▼♦❞❡❧❧❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ❢♦r ●r❡❛t ❇r✉ss❡❧s ❆r❡❛

❛ttr✐❜✉t❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s

✐♥❝h ❝❛rsh,✇♦r❦❡rsh,✉♥✐✈h, ✈h ✐♥❝♦♠❡i
❝❛rsh ✐♥❝h,✇♦r❦❡rsh,✉♥✐✈h, ✈h, ❝❤✐❧❞r❡♥h ✐♥❝♦♠❡i✱ ❝❛r ♦✇♥❡rs❤✐♣i
✉♥✐✈h ✐♥❝h,✇♦r❦❡rsh ✉♥✐✈i
✈h ❝❛rsh✱ s✐③❡h s✉r❢❛❝❡vi
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❆ ♣♦♦❧ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✵✵ ♠✐❧❧✐♦♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❚❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦♣✲

✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✳✷ ♠✐❧❧✐♦♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇❛s t❤❡♥ r❡❛❧✐③❡❞ ❜② s❛♠♣❧✐♥❣ ♦✉t ♦❢ ✐t✳

❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧❛♥❞ ✉s❡ ♠♦❞❡❧ r❡q✉✐r❡❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ♣❡r ❞✇❡❧❧✐♥❣ ✉♥✐t✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❛s

♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② s❡❝t♦r ❛♥❞ ❜② ❞✇❡❧❧✐♥❣ t②♣❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♠❛t❝❤❡❞

♣❡r❢❡❝t❧② t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❜② s❡❝t♦r ❛♥❞ ❞✇❡❧❧✐♥❣ t②♣❡✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❛ttr✐❜✉t❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ ❧❛♥❞ ✉s❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐s t❤❡ ✐♥❝♦♠❡

❧❡✈❡❧✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s✱ ✇❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❤❡r❡ ♦♥❧② ♦♥ t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞

t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ♣❡r ❝♦♠♠✉♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ☞❣✉r❡

✶✸✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥❝♦♠❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❜② ✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧ ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞

✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ☞t ✭R2 = 0.799✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✹ s❤♦✇s t❤❡ s♣❛t✐❛❧

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ❜② ❝♦♠♠✉♥❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡

♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ❊✉r♦ ✸✼✺✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧s♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ♦❜s❡r✈❡❞

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ☞t✳

❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❋✐t ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ✐♥❝♦♠❡

✷✹



❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ❙♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ❜② ❝♦♠♠✉♥❡

✷✺



6. Discussion and conclusions

❍❡r❡ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s②♥t❤❡s✐③❡ t❤❡ ❛❣❡♥t ♣♦♣✉❧❛✲

t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✉r❜❛♥ s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ☞tt✐♥❣

❛ s✐♥❣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉s❡s t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ✈✐❡✇s ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥t ❛ttr✐❜✉t❡s t♦ ❞r❛✇ ❛❣❡♥ts ❛s ✐❢ t❤❡② ✇❡r❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❥♦✐♥t

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❞r❛✇ ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ✐♥♣✉t t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ✉s✐♥❣ ♠♦❞❡❧s s♣❡❝✐☞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ ✭❜♦t❤

❝r♦ss✲❝❧❛ss✐☞❝❛t✐♦♥ t❛❜❧❡s ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ r❡s♣♦♥s❡ ♠♦❞❡❧s✮ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ♥♦ ❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱

❢r♦♠ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦

r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧s ❛s ❣♦♦❞ ❛s t❤❡ ☞tt✐♥❣ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇✐t❤ ❛t ♠♦st t❤❡ s❛♠❡

❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛✳ ▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ✐t ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣❧② ♦✉t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥

r❡tr✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

■♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛s❡ts ❝♦♥t❛✐♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛❣❡♥t

❛ttr✐❜✉t❡s✳ ❉✐☛❡r❡♥t ❞❛t❛s❡ts ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❞❡☞♥✐t✐♦♥s✱ s♣❛✲

t✐❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t✐♠❡✳ ❋♦r ♣r✐✈❛❝② r❡❛s♦♥s t❤❡② ❛r❡ ♣✉r♣♦s❡❧② ❛♥❞ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧②

t❛♠♣❡r❡❞ ✉s✐♥❣ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ☞tt✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦♣✲

t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡

♠❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙♦✱ ✐t ✐s ❜❡tt❡r t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❞r❛✇

❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛t✲

tr✐❜✉t❡s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧s♦ ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ❝♦♠✐♥❣ ♦✉t ♦❢ t❤❡

♠✐❝r♦s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ▼❆❚❙✐♠✱ ■▲❯❚❊✮✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ r✉♥♥✐♥❣ t❤❡s❡ ♠✐❝r♦s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞

♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦♥❡ ☞tt❡❞ s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭O = microsim(psyn)✮✱

t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♠✐♥❣ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

O =

∫
psyn

microsim(psyn) f(psyn)dpsyn.

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❞✐r❡❝t ♣❛rt ♦❢ t❤❡s❡ ♠✐✲

❝r♦s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✳ ❚❤✐s ✇❛② t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s②♥t❤❡s✐s ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt ♦❢

t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✉r❜❛♥ s②st❡♠s ♠✐❝r♦s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ♦✉t ♦❢ ☞tt✐♥❣ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②

❝❧♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s❛♠♣❧❡ ✉s✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇❡✐❣❤ts✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❜❧♦✇✐♥❣ ✉♣ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✐t ❢r♦♠ t❤❡

❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ ✇❤❡r❡ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥

t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ s♣❛❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦s❛♠♣❧❡ ✭❡✳❣✳ ❞✉❡ t♦ s❛♠♣❧✐♥❣ ③❡r♦✮ ❛♥❞✴♦r

✐♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧s ✭❡✳❣✳ t❤❡r❡ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛♥② ♠❛r❣✐♥❛❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ❛ttr✐❜✉t❡✮✱ ❜✉t

✐t ❡①✐sts ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣♦✐♥t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ☞tt✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❜❛s❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭✇✐t❤ ♣r♦♣❡r s♣❡❝✐☞❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s✮ ❝❛♥ tr❛✈❡rs❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡

❡♥t✐r❡ ❛ttr✐❜✉t❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥♦✉s ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s②♥t❤❡t✐❝

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

✷✻



❆♥♦t❤❡r ✉♥✐q✉❡ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ s②♥t❤❡s✐s ✐s t❤❛t t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ❝❛♥ ❜❡

❜♦t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ♦r ❛♥② ♠✐① ♦❢ t❤❡♠✳ ❋✐tt✐♥❣ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞

t♦ s②♥t❤❡s✐③✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ♦♥❧②✳ ❉✉❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s ♦t❤❡r ✐ss✉❡s✱

❛ttr✐❜✉t❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ✐♥t♦ r❛t❤❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱

t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ✐♠♣♦rt❛♥t ❛ttr✐❜✉t❡s ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥❝♦♠❡✱ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❡t❝✳✮

t❤❛t ❜❡❤❛✈✐♦✉r❛❧ ♠♦❞❡❧s ♥❡❡❞ ❛s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❞❡❛❧ ✇✐t❤

t❤❡ ♠✐① ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐t

✐s ❡❛s✐❡r t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛ttr✐❜✉t❡ ✭❡✳❣✳ ✐t ❝❛♥ ❜❡ st♦r❡❞ ❛s ❛ r✉♥t✐♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❛t❛str✉❝t✉r❡✮✳

❚❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ❢♦r t❤❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ❛r❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ✉s✐♥❣ ♠❛r❣✐♥❛❧s✱ ♣❛rt✐❛❧

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s✱ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ ✈❛r✐♦✉s s♦✉r❝❡s✳ ❲❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧✲

❛❜❧❡✱ ❜r✐♥❣✐♥❣ ✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤✐s t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢

✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ♠❛② ❛r✐s❡✳ ❚❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ t❤❡r❡ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛♥② ✉♥✐q✉❡ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ❝❛♥ ❛rr✐✈❡ t♦✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧✳ ❇✉✉r❡♥ ✭✷✵✵✼✮ ❛♥❞ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ●✐❜❜s

s❛♠♣❧❡r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s✳ ❇✉✉r❡♥ ✭✷✵✵✼✮ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ❡ss❡♥✲

t✐❛❧❧② t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ✇❡r❡ st✐❧❧ ✉♥❜✐❛s❡❞ ❛♥❞ ❤❛❞ ❛ ❣♦♦❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡②

❤♦✇❡✈❡r✱ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ✐t ✐s st✐❧❧ ❛ r❡s❡❛r❝❤ q✉❡st✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡s❡r✈❡ ❢✉rt❤❡r

st✉❞②✳ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛❧❧❡❞ ●✐❜❜s ❊♥s❡♠❜❧❡s t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡

❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ❞❡✈✐❛t❡ t❤❡ ❧❡❛st ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s✳ ❖✉r ♦❜✲

❥❡❝t✐✈❡ ❤♦✇❡✈❡r ✐s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦♥

✐t✱ s♦ ✇❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ st❛♥❞❛r❞ ●✐❜❜s s❛♠♣❧✐♥❣ ♦♥❧②✳ ■♥ ❛♥② ❢✉t✉r❡ st✉❞✐❡s✱ ✈❛r✐♦✉s r❡✲

☞♥❡♠❡♥ts ♦❢ ●✐❜❜s s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ♦t❤❡r s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝t t❤❛t ✐s ♥♦t ❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❜✉t ✐s ♣❛rt ♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣ ✇♦r❦✱ ✐s

t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐☛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❛❣❡♥ts ✭❤♦✉s❡❤♦❧❞✱ ❢❛♠✐❧②✱ ❛♥❞

♣❡rs♦♥✮✳ ❋♦r ❛♥② r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❡❞❣❡s ✭✇✐t❤ ✇❡✐❣❤ts✮✱

❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐☛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ ❛ ❜✐✲♣❛rt✐t❡ ❣r❛♣❤✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛♥❞ ♣❡rs♦♥s ❛❣❡♥ts✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡t ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛✈❛✐❧✲

❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❛❣❡♥ts ✭♠♦t❤❡r✱ ❢❛t❤❡r✱ ☞rst ❝❤✐❧❞✱ ❡t❝✳✮ t♦ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥

♠❛② ❡①✐st ❢♦r ♣❡rs♦♥ ❛❣❡♥ts✳ ❙♦✱ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♦♥ ❛❣❡♥ts ❢♦r♠ t❤❡ t✇♦

t②♣❡s ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❜✐✲♣❛rt✐t❡ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❥♦✐♥t

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts✳ ❆❣❛✐♥✱ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞

❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❛ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦✉t ♦❢

t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ♦❢ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✐s t♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧✐③❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r

❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ■P❋✱ ✐❢ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ②❡❛r s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞✱ t❤❡ ❜❛s❡ ❈❚ ✐s

r❡☞tt❡❞ t♦ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ②❡❛rs ♠❛r❣✐♥❛❧s✳ ❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❤❡r❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ str✉❝✲

t✉r❡ ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ②❡❛r r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❜❛s❡

②❡❛r✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ s②♥t❤❡s✐s ❜② r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦❢

❢✉t✉r❡ ②❡❛rs ♠❛r❣✐♥❛❧s ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s✳ ❆♥♦t❤❡r ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s

✷✼



t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s❡♣❛r❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛❣❡♥t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡❛♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡

❞✐r❡❝t ❝♦✉♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱

❡t❝✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ✉s❡❞ ●✐❜❜s s❛♠♣❧✐♥❣ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✈❛r✐♦✉s

♦t❤❡r s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳

■♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ■P❋ s❡✈❡r❡❧② s✉☛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✳

■♥ t❤❡ ☞tt✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ■P❋ ❤❛s t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛♥❞ ✐t❡r❛t❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝②

t❛❜❧❡✳ ❚❤❛t ❧✐♠✐ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞✳ ❲❤✐❧❡✱ ▼❛r❦♦✈

❝❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ♦♥❧② ♥❡❡❞s t♦ ❦❡❡♣

t❤❡ ❧❛st s②♥t❤❡s✐③❡❞ ❛❣❡♥t t♦ s②♥t❤❡s✐③❡ t❤❡ ♥❡①t ❛❣❡♥t✳

■♥ t❡r♠s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❞❡❝❡♥t s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r

●r❡❛t❡r ❇r✉ss❡❧s ❆r❡❛ ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭♠✐❝r♦s❛♠♣❧❡ ♦❢ ♦♥❧② ✵✳✶✪ ♦❢ t❤❡

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡r② ♣❛rt✐❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧s✮ ❛s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳ ■t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ■P❋ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞②
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Appendix A. Correlation Analysis

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

❢r♦♠ t❤❡ ❙✇✐ss ❈❡♥s✉s✳ P❛✐r✲✇✐s❡ ✉♥❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ♣❛rt✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡

❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ❆✳✻✱ ❆✳✼✱ ❛♥❞ ❆✳✽✳ ❆s t❤❡ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡

♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛✐r✲✇✐s❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❧✐♥❡❛r✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡
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♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❑❡♥❞❛❧❧ ✭✶✾✸✽✮ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡♣♦rt❡❞ ♣❛rt✐❛❧

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ s✐❣♥✐☞❝❛♥t ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✾✾✪ st❛t✐st✐❝❛❧ ❝♦♥☞❞❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r r❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇s ❛ ❝❧♦s❡ ♠❛t❝❤✳ ❚❤❡
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Appendix B. Higher Moments Analysis

❚❛❜❧❡ ❇✳✾✱❇✳✶✵✱ ❇✳✶✶✱ ❇✳✶✷✱ ❛♥❞ ❇✳✶✸ r❡♣♦rts t❤❡ ☞rst s❡✈❡♥ r❛✇ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ ♠♦✲

♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❑r✉s❦❛❧✲❲❛❧❧✐s t❡st

✭✾✺✪ ❝♦♥☞❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧✮ ♦♥ t❤❡s❡ s❡t ♦❢ ♠♦♠❡♥ts r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❛♠❡

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭❑r✉s❦❛❧ ❛♥❞ ❲❛❧❧✐s✱ ✶✾✺✷✮✳

❚❛❜❧❡ ❇✳✾✿ ❘❛✇ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ ♠♦♠❡♥ts ✐♥ r❡❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
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✷ ✸✳✶✸ ✵✳✺✸ ✶✳✻✶ ✵✳✸✺
✸ ✶✹✳✹✺ ✵✳✺✸ ✹✳✻✸ ✵✳✽✶
✹ ✼✼✳✷✼ ✵✳✺✸ ✶✻✳✵✽ ✷✳✶✻
✺ ✹✹✾✳✷✵ ✵✳✺✸ ✻✷✳✺✷ ✻✳✵✼
✻ ✷✼✹✻✳✽✶ ✵✳✺✸ ✷✻✶✳✺✻ ✶✼✳✺✻
✼ ✶✼✸✺✽✳✽✻ ✵✳✺✸ ✶✶✹✾✳✺✽ ✺✶✳✺✻

Appendix C. Estimated Models

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✇❡r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r t❤❡

❇r✉ss❡❧s ❝❛s❡ st✉❞②✳

✸✸



❚❛❜❧❡ ❈✳✶✹✿ ❉✇❡❧❧✐♥❣ t②♣❡ ♠♦❞❡❧∗a

P❛r❛♠❡t❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ❱❛❧✉❡ ❙t❞ ❡rr t✲t❡st

ASC2 ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❞✇❡❧❧✐♥❣ t②♣❡ ✷ ✵✳✹✷✸ ✵✳✷✾✼ ✶✳✹✷

ASC3 ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❞✇❡❧❧✐♥❣ t②♣❡ ✸ ✵✳✽✼ ✵✳✸✵✺ ✷✳✽✻

ASC4 ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❞✇❡❧❧✐♥❣ t②♣❡ ✹ ✶✳✷ ✵✳✸✷✼ ✸✳✻✽

βs✉r❢×❤✷ ❞✉♠♠② ❢♦r ❤❤ s✐③❡❂✷ ① ③♦♥❛❧ ❛✈❣ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞✇❡❧❧✐♥❣b ✵✳✵✶✹✻ ✵✳✵✵✺✸✸ ✷✳✼✹

βs✉r❢×❤✸ ❞✉♠♠② ❢♦r ❤❤ s✐③❡❂✸ ① ③♦♥❛❧ ❛✈❣ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞✇❡❧❧✐♥❣b ✵✳✵✶✾✹ ✵✳✵✵✺✾✼ ✸✳✷✺

βs✉r❢×❤✹✰ ❞✉♠♠② ❢♦r ❤❤ s✐③❡>✸ ① ③♦♥❛❧ ❛✈❣ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞✇❡❧❧✐♥❣b ✵✳✵✷✹✾ ✵✳✵✵✷✾✾ ✽✳✸✶

β2
❝❛rs ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛rs ✐♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✲✵✳✷✼✾ ✵✳✶✽✷ ✲✶✳✺✸

β3
❝❛rs ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛rs ✐♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✲✵✳✺✾✸ ✵✳✷✵✼ ✲✷✳✽✻

β4
❝❛rs ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛rs ✐♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✲✵✳✾✹✽ ✵✳✷✸✸ ✲✹✳✵✼

A1 ❧♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✇❡❧❧✐♥❣s ♦❢ t②♣❡ ✶ ✐♥ ③♦♥❡bc ✶ ✲ ✲

A2 ❧♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✇❡❧❧✐♥❣s ♦❢ t②♣❡ ✷ ✐♥ ③♦♥❡bc ✶ ✲ ✲

A3 ❧♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✇❡❧❧✐♥❣s ♦❢ t②♣❡ ✸ ✐♥ ③♦♥❡bc ✶ ✲ ✲

A4 ❧♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✇❡❧❧✐♥❣s ♦❢ t②♣❡ ✹ ✐♥ ③♦♥❡bc ✶ ✲ ✲

✯✿ ❞✇❡❧❧✐♥❣ t②♣❡s ❛r❡✿ ✐s♦❧❛t❡❞ ❤♦✉s❡ ✭✶✮✱ s❡♠✐✲❛tt❛❝❤❡❞ ❤♦✉s❡ ✭✷✮✱ ❛tt❛❝❤❡❞ ❤♦✉s❡✭✸✮ ❛♥❞ ❛♣❛rt♠❡♥t✭✹✮

a✿ t❤❡ s✉♣❡r✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥❞✐❝❛t❡s t♦ ✇❤✐❝❤ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✭✵✱✶✱✷✮ ✐t ✐s s♣❡❝✐☞❝✳

❚❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ ❤♦✉s❡ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✭β1
∗
= 0✮

b✿ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡

c✿ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✉s❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ✭✉♥✮❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐☛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❞✇❡❧❧✐♥❣ ✐♥ ❞✐☛❡r❡♥t

③♦♥❡s✳ ◆♦t ❛♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r

✸✹



❚❛❜❧❡ ❈✳✶✺✿ ■♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧a

P❛r❛♠❡t❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ❱❛❧✉❡ ❙t❞ ❡rr t✲t❡st

ASC2 ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧ ✷ ✲✵✳✽✻ ✵✳✼✽✾ ✲✶✳✵✾

ASC3 ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧ ✸ ✲✹✳✻✹ ✵✳✾✵✶ ✲✺✳✶✹

ASC4 ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧ ✹ ✲✽✳✸✶ ✶✳✶✷ ✲✼✳✸✾

ASC5 ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧ ✺ ✲✶✵✳✻ ✶✳✺✺ ✲✻✳✽✷

β3
❡❞✉❝

❞✉♠♠② ❢♦r ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣❡♦♣❧❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❡❞✉❝ ✐♥ t❤❡ ❤❤ ✵✳✽✸✶ ✵✳✶✼✼ ✹✳✻✾

β4
❡❞✉❝

❞✉♠♠② ❢♦r ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣❡♦♣❧❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❡❞✉❝ ✐♥ t❤❡ ❤❤ ✶✳✼✷ ✵✳✸✶✹ ✺✳✹✾

β5
❡❞✉❝

❞✉♠♠② ❢♦r ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣❡♦♣❧❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❡❞✉❝ ✐♥ t❤❡ ❤❤ ✶✳✾✷ ✵✳✻✺✻ ✷✳✾✸

β2
③♦♥❛❧ ✐♥❝

❛✈❡r❛❣❡ ③♦♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡b ✵✳✵✵✵✽ ✵✳✵✵✵✹ ✶✳✽✹

β3
③♦♥❛❧ ✐♥❝

❛✈❡r❛❣❡ ③♦♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡b ✵✳✵✵✶✷ ✵✳✵✵✵✺ ✷✳✺✺

β4
③♦♥❛❧ ✐♥❝

❛✈❡r❛❣❡ ③♦♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡b ✵✳✵✵✶✻ ✵✳✵✵✵✺ ✸✳✵✾

β5
③♦♥❛❧ ✐♥❝

❛✈❡r❛❣❡ ③♦♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡b ✵✳✵✵✶✻ ✵✳✵✵✵✻ ✷✳✹✼

β2
❝❛rs ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛rs ✐♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✶✳✶✻ ✵✳✷✻✺ ✹✳✸✾

β3
❝❛rs ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛rs ✐♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✶✳✾✷ ✵✳✷✾✾ ✻✳✹✶

β4
❝❛rs ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛rs ✐♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✷✳✸✸ ✵✳✸✹✶ ✻✳✽✸

β5
❝❛rs ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛rs ✐♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✸✳✷ ✵✳✹✻✻ ✻✳✽✼

β3
❤♦✉s❡

❞✉♠♠② ❢♦r ❞✇❡❧❧✐♥❣ ❜❡✐♥❣ ❛ ❤♦✉s❡ ✵✳✹✺ ✵✳✶✾✸ ✷✳✸✹

β4
❤♦✉s❡

❞✉♠♠② ❢♦r ❞✇❡❧❧✐♥❣ ❜❡✐♥❣ ❛ ❤♦✉s❡ ✵✳✹✽✺ ✵✳✷✾✹ ✶✳✻✺

β5
❤♦✉s❡

❞✉♠♠② ❢♦r ❞✇❡❧❧✐♥❣ ❜❡✐♥❣ ❛ ❤♦✉s❡ ✵✳✹✽✺ ✵✳✷✾✹ ✶✳✻✺

β2
✇♦r❦❡rs

♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs ✐♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✶✳✶✹ ✵✳✷✼✼ ✹✳✶✶

β3
✇♦r❦❡rs

♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs ✐♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✷✳✷✷ ✵✳✷✾✺ ✼✳✺✸

β4
✇♦r❦❡rs

♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs ✐♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✷✳✹✻ ✵✳✸✹✺ ✼✳✶✸

β5
✇♦r❦❡rs

♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs ✐♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✶✳✼✹ ✵✳✹✷✽ ✹✳✵✼

a✿ t❤❡ s✉♣❡r✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥❞✐❝❛t❡s t♦ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧ ✭✶✱✷✱✸✱✹✱✺✮ ✐t ✐s s♣❡❝✐☞❝✳ ■♥❝♦♠❡

❧❡✈❡❧ ✶ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✭β1
∗
= 0✮

b✿ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡

✸✺



❚❛❜❧❡ ❈✳✶✻✿ ❈❛r ♦✇♥❡rs❤✐♣ ♠♦❞❡❧a

P❛r❛♠❡t❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ❱❛❧✉❡ ❙t❞ ❡rr t✲t❡st

ASC1 ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ✶ ❝❛r ✲✷✳✼✺ ✵✳✻✶✶ ✲✹✳✺

ASC2 ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ✷ ❝❛rs ✲✼✳✵✷ ✵✳✽✶✷ ✲✽✳✻✺

ASC3 ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ✸✰ ❝❛rs ✲✶✵✳✶ ✶✳✷✸ ✲✽✳✷

β1
❡❞✉❝

❞✉♠♠② ❢♦r ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣❡♦♣❧❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❡❞✉❝ ✐♥ t❤❡ ❤❤ ✵✳✺✵✹ ✵✳✶✾✻ ✷✳✺✼

β2
❡❞✉❝

❞✉♠♠② ❢♦r ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣❡♦♣❧❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❡❞✉❝ ✐♥ t❤❡ ❤❤ ✵✳✾✸✸ ✵✳✷✻✼ ✸✳✹✾

β3
❡❞✉❝

❞✉♠♠② ❢♦r ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣❡♦♣❧❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❡❞✉❝ ✐♥ t❤❡ ❤❤ ✶✳✵✼ ✵✳✺✺✷ ✶✳✾✹

β1
❤✐❣❤ ✐♥❝

❞✉♠♠② ❢♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ✐♥❝♦♠❡ ✭❃✸✮ ✵✳✾✼✼ ✵✳✹✾✾ ✶✳✾✻

β2
❤✐❣❤ ✐♥❝

❞✉♠♠② ❢♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ✐♥❝♦♠❡ ✭❃✸✮ ✷✳✹✸ ✵✳✺✻✾ ✹✳✷✽

β3
❤✐❣❤ ✐♥❝

❞✉♠♠② ❢♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ✐♥❝♦♠❡ ✭❃✸✮ ✸✳✷✹ ✵✳✽✵✶ ✹✳✵✺

β1
♠✐❞ ✐♥❝

❞✉♠♠② ❢♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇✐t❤ ♠✐❞ ✐♥❝♦♠❡ ✭❂✸✮ ✵✳✽✺✽ ✵✳✷✻✼ ✸✳✷✷

β2
♠✐❞ ✐♥❝

❞✉♠♠② ❢♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇✐t❤ ♠✐❞ ✐♥❝♦♠❡ ✭❂✸✮ ✶✳✽✼ ✵✳✸✹✷ ✺✳✹✻

β3
♠✐❞ ✐♥❝

❞✉♠♠② ❢♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇✐t❤ ♠✐❞ ✐♥❝♦♠❡ ✭❂✸✮ ✶✳✹✷ ✵✳✻✼✻ ✷✳✶✶

β1
③♦♥❛❧ ✐♥❝

❛✈❡r❛❣❡ ③♦♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡b ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✵✵✸ ✸✳✺✶

β2
③♦♥❛❧ ✐♥❝

❛✈❡r❛❣❡ ③♦♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡b ✵✳✵✵✶✸ ✵✳✵✵✵✹ ✸✳✷✾

β3
③♦♥❛❧ ✐♥❝

❛✈❡r❛❣❡ ③♦♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡b ✵✳✵✵✶✸ ✵✳✵✵✵✹ ✸✳✷✾

β1
❝❛r✶ ③♦♥❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❤❤✬s ✇✐t❤ ✶ ❝❛r ✐♥ t❤❡ ③♦♥❡b ✵✳✹✾✽ ✵✳✶✼✷ ✷✳✽✾

β2
❝❛r✷ ③♦♥❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❤❤✬s ✇✐t❤ ✷ ❝❛rs ✐♥ t❤❡ ③♦♥❡b ✷✳✶✸ ✵✳✽✹✷ ✷✳✺✸

β3
❝❛r✸ ③♦♥❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❤❤✬s ✇✐t❤ ✸✰ ❝❛rs ✐♥ t❤❡ ③♦♥❡b ✶✹✳✶ ✼✳✺✼ ✶✳✽✻

β1
❝❤✐❧❞r❡♥

❞✉♠♠② ❢♦r ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ✐♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✵✳✹✺✼ ✵✳✷✹ ✶✳✾

β2
❝❤✐❧❞r❡♥

❞✉♠♠② ❢♦r ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ✐♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✵✳✽ ✵✳✷✼✻ ✷✳✾

β1
❤♦✉s❡

❞✉♠♠② ❢♦r ❞✇❡❧❧✐♥❣ ❜❡✐♥❣ ❛ ❤♦✉s❡ ✵✳✽✹✶ ✵✳✶✾✶ ✹✳✹

β2
❤♦✉s❡

❞✉♠♠② ❢♦r ❞✇❡❧❧✐♥❣ ❜❡✐♥❣ ❛ ❤♦✉s❡ ✶✳✽✻ ✵✳✷✽✾ ✻✳✹✷

β3
❤♦✉s❡

❞✉♠♠② ❢♦r ❞✇❡❧❧✐♥❣ ❜❡✐♥❣ ❛ ❤♦✉s❡ ✷✳✻✻ ✵✳✼✼✻ ✸✳✹✸

β1
✇♦r❦❡rs

♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs ✐♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✵✳✹✸✼ ✵✳✶✸✾ ✸✳✶✺

β2
✇♦r❦❡rs

♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs ✐♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✶✳✷✹ ✵✳✶✾✸ ✻✳✹✷

β3
✇♦r❦❡rs

♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs ✐♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✶✳✻ ✵✳✸✺✽ ✹✳✹✻

a✿ t❤❡ s✉♣❡r✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥❞✐❝❛t❡s t♦ ✇❤✐❝❤ ❝❛r ♦✇♥❡rs❤✐♣ ❧❡✈❡❧ ✭✵✱✶✱✷✱✸✰✮ ✐t ✐s s♣❡❝✐☞❝✳ ❚❤❡

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♦❢ ✵ ❝❛rs ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✭β0
∗
= 0✮

b✿ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡

✸✻



❚❛❜❧❡ ❈✳✶✼✿ ❍♦✉s❤♦❧❞ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧∗a

P❛r❛♠❡t❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ❱❛❧✉❡ ❙t❞ ❡rr t✲t❡st

ASC1 ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ✶ ♣❡rs♦♥ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❡❞✉❝ ✐♥ ❤❤ ✲✷✳✾✻ ✵✳✸✹ ✲✽✳✼✷

ASC2 ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ✷✰ ♣❡rs♦♥s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❡❞✉❝ ✐♥ ❤❤ ✲✼✳✶✾ ✵✳✺✹✼ ✲✶✸✳✶✹

β1
❝❛rs ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛rs ✐♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✵✳✷✸✽ ✵✳✶✸✸ ✶✳✼✾

β2
❝❛rs ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛rs ✐♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✵✳✼✵✶ ✵✳✶✺✻ ✹✳✺✶

β1
❡❞✉❝ ③♦♥❡

♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❤❤✬s ✇✐t❤ ❡❞✉❝ ❧❡✈❡❧ ✶ ✐♥ ③♦♥❡b ✸✳✸✹ ✵✳✺✻✻ ✺✳✾✶

β2
❡❞✉❝ ③♦♥❡

♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❤❤✬s ✇✐t❤ ❡❞✉❝ ❧❡✈❡❧ ✐♥ ③♦♥❡b ✹✳✸✹ ✵✳✼✵✽ ✻✳✶✸

β1
✐♥❝♦♠❡

✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✵✳✷✹ ✵✳✶✷✾ ✶✳✽✼

β2
✐♥❝♦♠❡

✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✶✳✵✾ ✵✳✶✺✷ ✼✳✶✽

β1
✇♦r❦❡rs

♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs ✐♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✵✳✸✾✸ ✵✳✶✶✸ ✸✳✹✼

β2
✇♦r❦❡rs

♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs ✐♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✵✳✽✺✶ ✵✳✶✺✹ ✺✳✺✷

✯✿ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡♦♣❧❡ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐✈❡rs✐t② ❞✐♣❧♦♠❛ ✐♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞
✭✵✱✶✱✷✰✮

a✿ t❤❡ s✉♣❡r✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥❞✐❝❛t❡s t♦ ✇❤✐❝❤ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✭✵✱✶✱✷✰✮ ✐t ✐s s♣❡❝✐☞❝✳

❚❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♦❢ ✵ ♣❡rs♦♥s ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✭β0
∗
= 0✮

b✿ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡

✸✼


