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❙❦✐❧❧✲❙tr✉❝t✉r❡ ❙❤♦❝❦s✱ t❤❡ ❙❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❍✐❣❤✲❚❡❝❤

❙❡❝t♦r ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ●r♦✇t❤ ❉②♥❛♠✐❝s

P❡❞r♦ ▼❛③❡❞❛ ●✐❧1,2

❖s❝❛r ❆❢♦♥s♦1,2

P❛✉❧♦ ❇✳ ❱❛s❝♦♥❝❡❧♦s1,3

1 ❋❊P✲❯P✱ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ P♦rt♦
2 ❈❊❋✳❯P✱ ❘❡s❡❛r❝❤ ❈❡♥t❡r ✐♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ P♦rt♦

3 ❈▼❯P✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ P♦rt♦



❙❦✐❧❧✲❙tr✉❝t✉r❡ ❙❤♦❝❦s✱ t❤❡ ❙❤❛r❡ ♦❢ t❤❡

❍✐❣❤✲❚❡❝❤ ❙❡❝t♦r ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ●r♦✇t❤

❉②♥❛♠✐❝s

P❡❞r♦ ▼❛③❡❞❛ ●✐❧∗✱ ❖s❝❛r ❆❢♦♥s♦†✱ P❛✉❧♦ ❇✳ ❱❛s❝♦♥❝❡❧♦s‡

❏❛♥✉❛r② ✻✱ ✷✵✶✺

❇② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❞✐r❡❝t❡❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤
✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❘✫❉✱ ✇❡ st✉❞② ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧✲❞②♥❛♠✐❝s ♠❡❝❤❛♥✐s♠
t❤❛t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲ ✈❡rs✉s t❤❡ ❧♦✇✲t❡❝❤
s❡❝t♦rs ❢♦✉♥❞ ✐♥ r❡❝❡♥t ❊✉r♦♣❡❛♥ ❞❛t❛✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
s❤♦❝❦ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r✱ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧✲❦♥♦✇❧❡❞❣❡
❜✐❛s ❝❤❛♥♥❡❧ ❧❡❛❞s t♦ ♥♦♥❜❛❧❛♥❝❡❞ s❡❝t♦r❛❧ ❣r♦✇t❤ ✇✐t❤ ❛ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ s❤✐❢t ♦❢
r❡s♦✉r❝❡s ❛❝r♦ss s❡❝t♦rs✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❡①❡r❝✐s❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t✱ ✉♥❞❡r
♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ♠❛r❦❡t✲s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ✉♣ t♦ ✺✵ t♦
✶✵✵ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲t❡❝❤ s❡❝t♦r ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥
t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✶✾✾✺ t♦ ✷✵✵✼✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s
♦❢ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲t❡❝❤ s❡❝t♦r ❤❛s ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝
❣r♦✇t❤ r❛t❡✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ✐♥❞✉str② ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❤✐❣❤ t❡❝❤✱ ❧♦✇ t❡❝❤✱ ❞✐r❡❝t❡❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✱ ❡❝♦♥♦♠✐❝
❣r♦✇t❤

❏❊▲ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❖✹✶✱ ❖✸✶

∗❋❛❝✉❧t② ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ P♦rt♦✱ ❛♥❞ ❈❊❋✳❯P✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉t❤♦r✿ ♣❧❡❛s❡ ❡♠❛✐❧ t♦
♣❣✐❧❅❢❡♣✳✉♣✳♣t ♦r ❛❞❞r❡ss t♦ ❘✉❛ ❉r ❘♦❜❡rt♦ ❋r✐❛s✱ ✹✷✵✵✲✹✻✹✱ P♦rt♦✱ P♦rt✉❣❛❧✳ ❈❊❋✳❯P ✕ ❈❡♥t❡r ❢♦r
❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❋✐♥❛♥❝❡ ❛t ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ P♦rt♦ ✕ ✐s ✜♥❛♥❝✐❛❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❋❈❚ ✭❋✉♥❞❛çã♦ ♣❛r❛ ❛

❈✐ê♥❝✐❛ ❡ ❛ ❚❡❝♥♦❧♦❣✐❛✮✱ P♦rt✉❣❛❧✱ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❙tr❛t❡❣✐❝ Pr♦❥❡❝t P❊st✲❈✴❊●❊✴❯■✹✶✵✺✴✷✵✶✶✳
†❋❛❝✉❧t② ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ P♦rt♦✱ ❛♥❞ ❈❊❋✳❯P
‡❋❛❝✉❧t② ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ P♦rt♦✱ ❛♥❞ ❈▼❯P✳

✶



✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❖✈❡r ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ❞❡❝❛❞❡✱ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♣♦❧✐t✐❝✐❛♥s ❤❛✈❡ ❡♠♣❤❛s✐s❡❞ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲t❡❝❤ s❡❝t♦r ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❣r♦✇t❤ str❛t❡❣② ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❏♦✲
❤❛♥ss♦♥✱ ❑❛r❧ss♦♥✱ ❇❛❝❦♠❛♥✱ ❛♥❞ ❏✉✉s♦❧❛✱ ✷✵✵✼ ❛♥❞ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♠♠✐ss✐♦♥✱ ✷✵✶✵✱ ♦♥ t❤❡
✏▲✐s❜♦♥ ❙tr❛t❡❣② ✷✵✵✵✲✷✵✶✵✑ ❛♥❞ ✏❊✉r♦♣❡ ✷✵✷✵ ❙tr❛t❡❣②✑✮✳ ❇✉t ✇❤✐❧❡ t✇♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛r② ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ✐♥❞✉str② str✉❝t✉r❡ ❛r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ ❛ss❡ss t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❤✐❣❤✲t❡❝❤ s❡❝t♦r ✕ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲t❡❝❤ s❡❝t♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ s❤❛r❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s ✕✱ ❝❛s✉❛❧ ❡♠♣✐r✐❝✐s♠ ❤❛s ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s❡❞
♦♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛♥❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐ts s❧♦✇ ❣r♦✇t❤✳ ◆♦t❛❜❧②✱ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s❤❛r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❧❡❛r❧② ❜❡tt❡r✱ t❤✉s ✐♠♣❧②✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢
❛✈❡r❛❣❡ ✜r♠ s✐③❡ ✭✐✳❡✳✱ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r ✜r♠✮ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲ ✈✐s✲à✲✈✐s t❤❡ ❧♦✇✲t❡❝❤ s❡❝t♦r✳ ❋✐❣✲
✉r❡ ✶ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ t✐♠❡✲s❡r✐❡s ❞❛t❛ ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲ ✈❡rs✉s
t❤❡ ❧♦✇✲t❡❝❤ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ s❡❝t♦rs✮✱ ♦✈❡r t❤❡ ✶✾✽✵✲✷✵✵✼ ♣❡r✐♦❞✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✜r♠s ✭t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲ ✈❡rs✉s t❤❡ ❧♦✇✲t❡❝❤ s❡❝t♦rs✮✱ ♦✈❡r ✶✾✾✺✲✷✵✵✼✱
❢♦r ✶✹ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✳✶ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♠♦r❡ ✜♥❡❧② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s ♦✈❡r t✐♠❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ♣❡✲
r✐♦❞ ✇✐t❤ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ ❢♦r ❜♦t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✶✾✾✺✲✷✵✵✼✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡✐r ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②
✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥♥✉❛❧ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✇❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ❜♦t❤
r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s✱ ❜✉t t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❡r ❡①❝❡❡❞❡❞ t❤❡
❧❛tt❡r ❜② ✵✳✺✷ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts✴②❡❛r ✭✶✳✷✷ ♣❡r❝❡♥t✴②❡❛r ✈❡rs✉s ✵✳✼ ♣❡r❝❡♥t✴②❡❛r✮✳ ■♥
t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✶✾✾✺✲✷✵✵✵✱ ❜♦t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣r❡✇ ❛t ❛ ❢❛st❡r ♣❛❝❡ ✭✷✳✽ ♣❡r❝❡♥t✴②❡❛r ✈❡rs✉s ✶✳✵✻
♣❡r❝❡♥t✴②❡❛r✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞r✐❢t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✇❛s ❛❧s♦ ❧❛r❣❡r ✭✶✳✼✹ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts✴②❡❛r✮✳

❲❤❛t ❛r❡ t❤❡ ❢❛❝t♦rs ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲t❡❝❤ s❡❝t♦r ✐♥
❊✉r♦♣❡ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ❞❡❝❛❞❡s❄ ❆♥❞ ✇❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢
t❤❛t ❞②♥❛♠✐❝s ♦♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤❄ ■♥ ♦✉r ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s
❣r♦✇t❤✱ s✉♠♠❛r✐s❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❲❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐s♣❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ r♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡
❡①t❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❣r♦✇t❤✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♣❡rt❛✐♥s t♦
t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ♣r♦❞✉❝ts✴✜r♠s ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t q✉❛❧✐t②
♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞✱ t❤❡r❡❜②✱ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r ✜r♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐♥ ❧✐♥❡
✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✈✐❡✇ t❤❛t ✐♥❞✉str✐❛❧ ❣r♦✇t❤ ♣r♦❝❡❡❞s ❜♦t❤ ❛❧♦♥❣ ❛♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ ❛♥
❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ✭❡✳❣✳✱ ❋r❡❡♠❛♥ ❛♥❞ ❙♦❡t❡✱ ✶✾✾✼✮✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t ❛ r✐❝❤

✶❚❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s t❤❡ ❊✉r♦st❛t ♦♥✲❧✐♥❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥✱ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t
❤tt♣✿✴✴❡♣♣✳❡✉r♦st❛t✳❡❝✳❡✉r♦♣❛✳❡✉✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❖❊❈❉ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤✲ ❛♥❞ ❧♦✇✲t❡❝❤ s❡❝t♦rs
✐s ✉s❡❞ ✭s❡❡ ❍❛t③✐❝❤r♦♥♦❣❧♦✉✱ ✶✾✾✼✮✳ ❍✐❣❤✲t❡❝❤ s❡❝t♦rs ❛r❡ ❛❡r♦s♣❛❝❡✱ ❝♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞ ♦✣❝❡ ♠❛❝❤✐♥✲
❡r②✱ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♣❤❛r♠❛❝❡✉t✐❝❛❧s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧♦✇✲t❡❝❤ s❡❝t♦rs ❛r❡ ♣❡tr♦❧❡✉♠
r❡✜♥✐♥❣✱ ❢❡rr♦✉s ♠❡t❛❧s✱ ♣❛♣❡r ❛♥❞ ♣r✐♥t✐♥❣✱ t❡①t✐❧❡s ❛♥❞ ❝❧♦t❤✐♥❣✱ ✇♦♦❞ ❛♥❞ ❢✉r♥✐t✉r❡✱ ❛♥❞ ❢♦♦❞ ❛♥❞
❜❡✈❡r❛❣❡s✳ ❇② ❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ♦♥ ❜♦t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✕ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s ✕ ❛♥❞
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ t✐♠❡✲s♣❛♥ ♦❢ ✶✷ ②❡❛rs ✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t✐♠❡ s♣❛♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s✮✱ ✇❡ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ✶✹ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❚♦
t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ❊✉r♦st❛t ♦♥✲❧✐♥❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ✇✐t❤ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s ✐♥ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❜r♦❦❡ ❞♦✇♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❖❊❈❉ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳

✷



✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠❛r❣✐♥s ❢♦r s❤♦rt❡r t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦
str✉❝t✉r❛❧ s❤♦❝❦s✳ ❍❛✈✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ ✭✐✮ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s♣❡❝✐✜❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲ ❛♥❞ ❧♦✇✲t❡❝❤
s❡❝t♦rs r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r✱✷ ✭✐✐✮ t❤❡ s✇✐❢t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ s❦✐❧❧
str✉❝t✉r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
✽✵✬s ❛♥❞ t❤❡ ✾✵✬s ❛❝r♦ss ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦✉♥tr✐❡s ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❆❝❡♠♦❣❧✉✱ ✷✵✵✸ ❛♥❞
❇❛rr♦ ❛♥❞ ▲❡❡✱ ✷✵✶✵✮✸ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✾✵✬s
✭s❡❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛♥❡❧ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✱ ✇❡ ❡♠♣❤❛s✐s❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❛ s❤♦❝❦ ✐♥
t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✉♣♣❧② ♦❢ s❦✐❧❧s ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❤✐❣❤✲ t♦ ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞
✇♦r❦❡rs✮✳ ❚❤✐s s❤♦❝❦ ✐s tr❛♥s♠✐tt❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❞✐r❡❝t❡❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡
❛♥❞ ❤❛s ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥✱ ❜♦t❤ ✇✐t❤✐♥
❛♥❞ ❛❝r♦ss t❤❡ ❤✐❣❤✲ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇✲t❡❝❤ s❡❝t♦rs✳✹ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❢✉rt❤❡r ❜❡❧♦✇✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ s❤♦✉❧❞ ♣❧❛② ❛ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ❤❡r❡✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❜② ✐s♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❤♦❝❦ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✉♣♣❧② ♦❢ s❦✐❧❧s ❛s

t❤❡ ❞r✐✈❡r ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉str② str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝
❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✱ ❛t ❜❡st✱ ❛ ♠✐❧❞ ❧❡✈❡❧ ❡✛❡❝t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❡✈♦❧✈❡s
t♦✇❛r❞s t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞✲❣r♦✇t❤ ♣❛t❤ ✭❇●P✮✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s❤✐❢t ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t②
❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇✲ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤✲t❡❝❤ s❡❝t♦rs ✭♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✮✱ ❜✉t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡
r❡♠❛✐♥s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳✺

❚♦ ✉♥❝♦✈❡r t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡

✷❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❤✐❣❤✲t❡❝❤ s❡❝t♦rs ❛r❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ✐♥ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r t❤❛♥ t❤❡
❧♦✇✲t❡❝❤ s❡❝t♦rs✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❯♥✐♦♥ ✭✷✼ ❝♦✉♥✲
tr✐❡s✱ ✷✵✵✼✮✱ ✸✵✳✾✪ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲t❡❝❤ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ s❡❝t♦rs ✐s ❤✐❣❤ s❦✐❧❧❡❞ ✭✏❝♦❧❧❡❣❡
❣r❛❞✉❛t❡s✑✮✱ ❛❣❛✐♥st ✶✷✳✶✪ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲t❡❝❤ s❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s t❤❡ ❊✉r♦st❛t
♦♥✲❧✐♥❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✭❤tt♣✿✴✴❡♣♣✳❡✉r♦st❛t✳❡❝✳❡✉r♦♣❛✳❡✉✮✳

✸❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❇❛rr♦ ❛♥❞ ▲❡❡ ✭✷✵✶✵✮✬s ❞❛t❛ s❡t✱ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ s❦✐❧❧❡❞ ✭♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ r❛t✐♦
♦❢ ❝♦❧❧❡❣❡ t♦ ♥♦♥✲❝♦❧❧❡❣❡ ❣r❛❞✉❛t❡s✮ ✐♥ t❤❡ ✶✵ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐t❤ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
❞❡♣✐❝t❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✶ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ✹✳✶✶ t♦ ✺✳✼✻ ♣❡r❝❡♥t ✐♥ ✶✾✽✵✲✶✾✾✺ ❛♥❞ t❤❡♥ s❧♦✇❡❞ ❞♦✇♥ ❢r♦♠
✸✳✸✺ t♦ ✵✳✺✶ ♣❡r❝❡♥t ✐♥ ✶✾✾✺✲✷✵✵✼✳

✹❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✉♣♣❧② ♦❢ s❦✐❧❧s ✐s ✉s✉❛❧❧② tr❡❛t❡❞ ❛s ❡①♦❣❡♥♦✉s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❞✐r❡❝t❡❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✱
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐s♦❧❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ s❦✐❧❧❡❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡
❞❛t❛ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜✐❛s ❝❤❛♥♥❡❧ ✭❡✳❣✳✱ ❆❝❡♠♦❣❧✉ ❛♥❞ ❩✐❧✐❜♦tt✐✱ ✷✵✵✶❀❆❝❡♠♦❣❧✉✱
✷✵✵✸✮✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❝❛✉s❛❧✐t② ❝❛♥ r✉♥ ❜♦t❤ ✇❛②s✿ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞
❧❛❜♦✉r ♠❛② ✐♠♣❧② ❤✐❣❤❡r ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❧❛tt❡r ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡ ❡♥r♦❧❧♠❡♥t r❛t❡s ❛♥❞
t❤❡r❡❜② t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ s❦✐❧❧❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡❝❡♥t ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❤❛s ❢♦✉♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t
s✉♣♣♦rts ❝❛✉s❛❧✐t② r✉♥♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ t♦ ❣r♦✇t❤ ✭❡✳❣✳✱ ❍❛♥✉s❤❡❦ ❛♥❞ ❑✐♠❦♦✱ ✷✵✵✵❀ ❙❡q✉❡✐r❛✱
✷✵✵✼❀ ❍❛♥✉s❤❡❦ ❛♥❞ ❲♦❡ss♠❛♥♥✱ ✷✵✶✷✮✱ ✇❤✐❧❡ s♦♠❡ ❛✉t❤♦rs ❡♠♣❤❛s✐s❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
s❤❛r❡ ♦❢ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r ❛♥❞ ✬❡①♦❣❡♥♦✉s✬ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❢❛❝t♦rs ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❏♦♥❡s ❛♥❞ ❘♦♠❡r✱ ✷✵✶✵✮✳
P❛rt✐❝✉❧❛r❧② str♦♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦♥ ❝❛✉s❛❧✐t② ❢r♦♠ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ t♦ ❣r♦✇t❤ r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❢❛❝t♦rs ✭❡✳❣✳✱ ❆❝❡♠♦❣❧✉✱
❏♦❤♥s♦♥✱ ❛♥❞ ❘♦❜✐♥s♦♥✱ ✷✵✵✺✮✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡✱ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦✇♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣
✭st❛t✐st✐❝❛❧✮ ❝❛✉s❛❧✐t② r✉♥♥✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ s❦✐❧❧❡❞ t♦ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❤✐❣❤✲t❡❝❤ s❡❝t♦r✳

✺❆ s✐st❡r ♣❛♣❡r ✭●✐❧✱ ❆❢♦♥s♦✱ ❛♥❞ ❇r✐t♦✱ ✷✵✶✷✮ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ✐ss✉❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ ❤✐❣❤✲✴❧♦✇✲t❡❝❤ str✉❝t✉r❡✱ s❦✐❧❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤ ♦♥ t❤❡ ❇●P✳ ❚❤❡r❡✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥
t❤❛t t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲t❡❝❤ s❡❝t♦r ♠❛tt❡rs ❢♦r ❣r♦✇t❤ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s s❡❝t♦r ❡♠♣❧♦②s ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞
❧❛❜♦✉r✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦✈❡r ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r✱ ❜✉t t❤✐s ❡✛❡❝t ♦♥
❣r♦✇t❤ t❡♥❞s t♦ ❜❡ ❞❛♠♣❡♥❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥tr② ❝♦sts ✐♥t♦ t❤❡ ❤✐❣❤✲t❡❝❤ s❡❝t♦r✳

✸



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❚❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲t❡❝❤ s❡❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡✿ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭✉♣♣❡r
♣❛♥❡❧✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s ✭❧♦✇❡r ♣❛♥❡❧✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤✲
t❡❝❤ ❧♦✇✲t❡❝❤ ❖❊❈❉ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ✶✹ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❙♦✉r❝❡✿ ❊✉r♦st❛t
♦♥✲❧✐♥❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✕ t❛❜❧❡ ✏❊❝♦♥♦♠✐❝
st❛t✐st✐❝s ♦♥ ❤✐❣❤✲t❡❝❤ ✐♥❞✉str✐❡s ❛♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✲✐♥t❡♥s✐✈❡ s❡r✈✐❝❡s ❛t t❤❡ ♥❛✲
t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧✑✱ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴❡♣♣✳❡✉r♦st❛t✳❡❝✳❡✉r♦♣❛✳❡✉ ✳

✹



❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡❞✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ❡♥✲
❞♦❣❡♥♦✉s ❞✐r❡❝t❡❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❛❧ ❘✫❉ ✭✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t q✉❛❧✐t②✮ ❛♥❞
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❘✫❉ ✭❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ♣r♦❞✉❝ts✴✜r♠s✮✳ ❋✐♥❛❧✲❣♦♦❞s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✉s❡s ❡✐t❤❡r
❧♦✇✲ ♦r ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r ✇✐t❤ ❧❛❜♦✉r✲s♣❡❝✐✜❝ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s✱ ✇❤✐❧❡ ❘✫❉ ❝❛♥ ❜❡
❞✐r❡❝t❡❞ t♦ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❧♦✇✲ ♦r t❤❡ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❚❤✉s✱
✏s❡❝t♦r✑ ❤❡r❡✐♥ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✜r♠s ♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ♦❢ ❧❛❜♦✉r✲s♣❡❝✐✜❝
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞❛t❛ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤✲t❡❝❤ s❡❝t♦rs ❛r❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡♥✲
s✐✈❡ ✐♥ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r t❤❛♥ t❤❡ ❧♦✇✲t❡❝❤ s❡❝t♦rs ✭s❡❡ ❢♥✳ ✷✮✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❤✐❣❤✲
❛♥❞ ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r✲s♣❡❝✐✜❝ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✲❣♦♦❞ s❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲ ❛♥❞ ❧♦✇✲t❡❝❤ s❡❝t♦rs ✭❡✳❣✳✱ ❈♦③③✐ ❛♥❞ ■♠♣✉❧❧✐tt✐✱ ✷✵✶✵✮✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❘✫❉ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ●✐❧✱ ❇r✐t♦✱ ❛♥❞ ❆❢♦♥s♦ ✭✷✵✶✸✮✱

t❤❛t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ ❘✫❉ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢✉❧❧② ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❡♥❞♦❣❡♥✐s❡ t❤❡
r❛t❡ ♦❢ ❜♦t❤ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❣r♦✇t❤✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❜② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✜r♠s ✐♥ ❡❛❝❤ s❡❝t♦r✳✻ ●✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❞✐st✐♥❝t ♥❛t✉r❡ ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✭✐♠♠❛t❡r✐❛❧ ✈❡rs✉s ♣❤②s✐❝❛❧✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❘✫❉
❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦sts✱ ✈❡rt✐❝❛❧ ❘✫❉ ❡♠❡r❣❡s ❛s t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❣r♦✇t❤ ❡♥❣✐♥❡✱
✇❤✐❧❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❘✫❉ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛♥❞ ✐♥❞✉str②✲str✉❝t✉r❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ✭t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❤✐❣❤✲ ❛♥❞ ✐♥ ❧♦✇✲t❡❝❤ s❡❝t♦rs✮✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ t❛❦❡ ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ✈✐❡✇ ♦❢ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡

r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts ❛s s♦♠❡t✐♠❡s ♣♦s✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s ❛ ❦♥✐❢❡✲
❡❞❣❡ ❝❛s❡✱ ❛s P❡r❡tt♦ ❛♥❞ ❙♠✉❧❞❡rs ✭✷✵✵✷✮ ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② str❡ss❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts ❛t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❡✈❡❧ ✐s ❞✐s♣✉t❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts r❡❥❡❝t✐♥❣
✐t ✐♥ s❡❝✉❧❛r tr❡♥❞ ❜✉t ♥♦t ♦✈❡r tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✭❡✳❣✳✱ ❏♦♥❡s✱ ✶✾✾✺❀ ❏♦♥❡s✱ ✷✵✵✷❀
❙❡❞❣❧❡② ❛♥❞ ❊❧♠s❧✐❡✱ ✷✵✶✵✮✱ ✇❤❡r❡❛s ❡❛r❧② ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ❝❧❡❛r❧② ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts ❛t t❤❡ ✐♥❞✉str② ✭♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✮ ❧❡✈❡❧ ✭❡✳❣✳✱ ❇❛❝❦✉s✱ ❑❡❤♦❡✱ ❛♥❞ ❑❡❤♦❡✱
✶✾✾✷✮✳ ❚❤✉s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t ♦✛❡r ❛ ❝❧❡❛r ❝✉t ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢
t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❝❡♥❛r✐♦s✱ ❢r♦♠ ♥♦ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts
♦♥ ❣r♦✇t❤ ✭♦♥❧② ♣r✐❝❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❡✛❡❝ts ❡①✐st✮ t♦ ❢✉❧❧ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts ✭♦♥❧② ♠❛r❦❡t✲s✐③❡✲❝❤❛♥♥❡❧
❡✛❡❝ts ❡①✐st✮✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ ✢❡①✐❜❧❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s
❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r ✜r♠ ❛❝r♦ss t❤❡ ❤✐❣❤✲ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇✲t❡❝❤ s❡❝t♦rs✳
■♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❣❧♦❜❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✿ ❣❧♦❜❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞

t♦ ❧♦❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝❛rr② ♦✉t ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❡①❡r❝✐s❡ ✇✐t❤♦✉t r❡✲
str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❛♥❞✱ t❤✉s✱
t♦ s♠❛❧❧ s❤✐❢ts ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳✼ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠
✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ❢♦✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✐♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② ❞❡tr❡♥❞❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✱ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ♣r❡❞❡✲

✻❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❘✫❉ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦✉r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❘✫❉✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛❜♦✉r
❧❡✈❡❧ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧②✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❣r♦✇t❤ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s✱ ✐✳❡✳✱
t❤❡ ❇●P ✢♦✇ ♦❢ ♥❡✇ ♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞ ✐♥❞✉str✐❡s ♦❝❝✉rs ❛t t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡ ❛s ✭♦r ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦✮
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣r♦✇t❤✳

✼❆t♦❧✐❛✱ ❈❤❛tt❡r❥❡❡✱ ❛♥❞ ❚✉r♥♦✈s❦② ✭✷✵✶✵✮ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ t♦ ❡✈❛❧✲
✉❛t❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ♥❡♦❝❧❛ss✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s
s❧♦✇ ✕ ❛s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✕✱ ❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ t❡♥❞s t♦ ②✐❡❧❞ ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳

✺



t❡r♠✐♥❡❞ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ ✐s ❤✐❣❤❧② ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✱ ✇❡ r❡s♦rt t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s
t♦ st✉❞② ❣❧♦❜❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡✲st❛❣❡ ▲♦❜❛tt♦ ■■■❛
❢♦r♠✉❧❛ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ▼❛t▲❛❜✳

❲❡ ❛♥❛❧②s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ✉♥❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ♦♥❡✲
♦✛ s❤♦❝❦ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✉♣♣❧② ♦❢ s❦✐❧❧s✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s②♠♠❡tr② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲
❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇✲t❡❝❤ s❡❝t♦rs t❤❡♥ ❛r✐s❡s ✇♦r❦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧✲❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜✐❛s
❝❤❛♥♥❡❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡ t✇♦ s❡❝t♦rs ✐♥❞✉❝❡❞ ❜②
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r✿ ✉♥❞❡r ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ♠❛r❦❡t✲s✐③❡✲
❝❤❛♥♥❡❧ ❡✛❡❝ts ✭♣r✐❝❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❡✛❡❝ts✮✱ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ r❛t❡ t❛r❣❡t✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇✲t❡❝❤
s❡❝t♦r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✭✐♥❝r❡❛s❡✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲t❡❝❤ s❡❝t♦r
t❛❦❡s ❛♥ ✉♣✇❛r❞ ✭❞♦✇♥✇❛r❞✮ ❥✉♠♣❀ t❤❡♥✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡rt✐❝❛❧
❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❘✫❉✱ t❤✐s s❡ts ♦✛ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦✈❡r tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡
✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ r❛t❡ ✕ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♦❢ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡
❛♥❞ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ✕ ❛❝r♦ss s❡❝t♦rs✳ ❆s t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② s❧♦✇❧② ❛❞❥✉sts t♦✇❛r❞s t❤❡ ♥❡✇
❇●P✱ ✐♥❞✉str② ❞②♥❛♠✐❝s ❝♦❡①✐sts ✇✐t❤ ❛❣❣r❡❣❛t❡ st❛❜✐❧✐t②✳
❲❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ r❡s✉❧t t❤❛t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ r❡♠❛✐♥s ❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝
❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐s ❛ ✇❡✐❣❤❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s❡❝t♦r❛❧ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❜❡✐♥❣
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲t❡❝❤ s❡❝t♦r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧✲❦♥♦✇❧❡❞❣❡
st♦❝❦✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧✲❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜✐❛s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛❧s♦
♠♦✈❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ s❤♦❝❦ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✉♣♣❧② ♦❢ s❦✐❧❧s✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧✲❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜✐❛s ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♦♣♣♦s✐♥❣ ♠♦✈❡♠❡♥ts
♦❢ t❤❡ s❡❝t♦r❛❧ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲t❡❝❤ s❡❝t♦r t❤❡♥ ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐s r♦✉❣❤❧② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ♦✈❡r tr❛♥s✐t✐♦♥✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐♠♣❧✐❡s ❛ s♣❡❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ♥❡✇ ❇●P t❤❛t ✐s ❢❛st❡r

❛t t❤❡ s❡❝t♦r❛❧ t❤❛♥ ❛t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❡✈❡❧✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐❢ ♦♥❡ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢
t❤❡ ❤✐❣❤✲t❡❝❤ s❡❝t♦rs ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱
tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ✢❡①✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♣❡❡❞ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❜♦t❤
❛❝r♦ss ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ t✐♠❡ ♣❛t❤s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❧✐♥❡❛r✐s❡❞
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ st❛❜❧❡
♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❙✉❝❤ ❛ r❡s✉❧t ✇❛s ✜rst❧② ❡①♣❧♦r❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s✲❣r♦✇t❤ s❡t✉♣ ❜② ❊✐❝❤❡r
❛♥❞ ❚✉r♥♦✈s❦② ✭✷✵✵✶✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞
❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❛ ❏♦♥❡s ✭✶✾✾✺✮✲t②♣❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ♦✉r
r❡s✉❧ts ✉♥❞❡r ❧❡ss str✐❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤✐s r❡s♣❡❝t✿ ❣✐✈❡♥ ♦✉r ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦
t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡
r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts✳✽

✽❊✐❝❤❡r ❛♥❞ ❚✉r♥♦✈s❦② ✭✷✵✵✶✮ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♣❤②s✐❝❛❧
❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❘✫❉✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❧❛❜♦✉r ✐s t❤❡ ✐♥♣✉t✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❏♦♥❡s ✭✶✾✾✺✮✱ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t
t❤❡ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❛t t②♣❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧s r❛✐s❡s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ s✉❝❤
t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ❜❡❝♦♠❡s ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳ ■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ♦❢
✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❘✫❉ ❛♥❞ t✇♦ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✲❣♦♦❞ s❡❝t♦rs✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✜♥❛❧✲❣♦♦❞
✐s t❤❡ ✐♥♣✉t t♦ ❘✫❉ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛

✻



■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ♠❛r❦❡t✲s❝❛❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❡✛❡❝ts✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥s✐s✲
t❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡✲s❡r✐❡s ❞❛t❛ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡
s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲t❡❝❤ s❡❝t♦rs ❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s✱
♣❛r❛❧❧❡❧❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r ✜r♠ r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ❧♦✇✲t❡❝❤ s❡❝t♦rs✳ ❚❤❡
❢♦r♠❡r r❡s✉❧t st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ✐♥❞✉str② str✉❝✲
t✉r❡ t♦ t❤❡ s❤♦❝❦ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧✲❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜✐❛s ❝❤❛♥♥❡❧ ✭❛ ❧❛r❣❡r ♠❛r❦❡t✱
♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❡♠♣❧♦②❡❞ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r✱ ❡①♣❛♥❞s ♣r♦✜ts ❛♥❞✱ t❤✉s✱ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦
❛❧❧♦❝❛t❡ r❡s♦✉r❝❡s t♦ ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ❘✫❉ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲t❡❝❤ s❡❝t♦rs✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❡①✲
♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ str♦♥❣❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦sts ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❘✫❉✱
✇❤✐❝❤ s❧♦✇ ❞♦✇♥ ❛♥❞ ❞❛♠♣❡♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❛t ♦❢
♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❡①❡r❝✐s❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r
✉♣ t♦ ✺✵ t♦ ✶✵✵ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲t❡❝❤ s❡❝t♦rs ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥
t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✶✾✾✺ t♦ ✷✵✵✼✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❥❡❝ts t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts

✐♥ s❡❝✉❧❛r tr❡♥❞✱ ❛s ❝✐t❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ♦✉r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts ♣❧❛② ❛ r♦❧❡
❛s r❡❣❛r❞s t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ t❡r♠ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❡s ✕ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡
r❡❧❛t✐✈❡❧② s❤♦rt t✐♠❡ s♣❛♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲s❡r✐❡s ❞❛t❛ t❤❛t s✉♣♣♦rt ♦✉r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❡①❡r❝✐s❡✳
■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② t♦ t❤❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ✈✐s✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❣r♦✇t❤
❛s ❛ ♥♦♥✲s❝❛❧❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳✾

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str✉❝t✉r❡✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❞✐r❡❝t❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❘✫❉✱ ❞❡r✐✈❡
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡ t❤❡ ❇●P✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡
❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝s r❡s✉❧ts ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ s❤♦❝❦ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✉♣♣❧②
♦❢ s❦✐❧❧s ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✉str②✲❧❡✈❡❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ ❝❛rr② ♦✉t ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❡①❡r❝✐s❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❣✐✈❡s s♦♠❡ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s✳

✷✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ❤❡r❡✐♥ ✐s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❆❝❡♠♦❣❧✉ ❛♥❞ ❩✐❧✐❜♦tt✐ ✭✷✵✵✶✮✱ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤
✈❡rt✐❝❛❧ ❘✫❉ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉♥❞❡r ✢❡①✐❜❧❡ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ st✉❞② ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ t❡❝❤✲
♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❘✫❉✱ ❜✉✐❧t ✐♥t♦ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❣❡♥❡r❛❧
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s❡t✉♣ ♦❢ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❡❝♦♥♦♠② ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡❧②✲♣r♦❞✉❝❡❞ ✜✲
♥❛❧ ❣♦♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ❛♥❞ ❘✫❉✳ ❚❤❡
❡❝♦♥♦♠② ✐s ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡❧②✲❧✐✈❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇❤♦ ✐♥❡❧❛st✐❝❛❧❧②
s✉♣♣❧② ♦♥❡ ♦❢ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❧❛❜♦✉r t♦ ✜♥❛❧✲❣♦♦❞ ✜r♠s✿ ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞✱ L✱ ❛♥❞ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞
❧❛❜♦✉r✱ H✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ✜r♠s✱ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② n ∈ [0, 1]✱ t♦
✇❤♦♠ t✇♦ s✉❜st✐t✉t❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✿ t❤❡ ✏▲♦✇✑ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✏❍✐❣❤✑✮ t❡❝❤♥♦❧✲
♦❣② ✉s❡s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ L ✭H✮ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ L✲s♣❡❝✐✜❝ ✭H✲s♣❡❝✐✜❝✮ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
❣♦♦❞s ✐♥❞❡①❡❞ ❜② ωL ∈ [0, NL] ✭ωH ∈ [0, NH ]✮✳
P♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥tr❛♥ts ❝❛♥ ❞❡✈♦t❡ r❡s♦✉r❝❡s t♦ ❡✐t❤❡r ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♦r ✈❡rt✐❝❛❧ ❘✫❉✱ ❛♥❞ ❞✐✲

t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts✳
✾■♥ ❢❛❝t✱ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts ♦✈❡r tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❜t❛✐♥ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s❀ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❏♦♥❡s
✭✶✾✾✺✮✱ ❉✐♥♦♣♦✉❧♦s ❛♥❞ ❚❤♦♠♣s♦♥ ✭✶✾✾✽✮❀ ❏♦♥❡s ✭✷✵✵✷✮✱ ❛♥❞ ❙❡❞❣❧❡② ❛♥❞ ❊❧♠s❧✐❡ ✭✷✵✶✸✮✳

✼



r❡❝t❡❞ t♦ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❤✐❣❤✲ ♦r t❤❡ ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r✲s♣❡❝✐✜❝ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❘✫❉
✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞✉str✐❡s✱ Nm✱ m ∈ {L,H}✱ ✐♥ t❤❡ m✲s♣❡❝✐✜❝ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✲❣♦♦❞
s❡❝t♦r✱✶✵ ✇❤✐❧❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❘✫❉ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ q✉❛❧✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞ ♦❢ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ✐♥❞✉s✲
tr②✱ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② jm(ωm)✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❧❡✈❡❧ jm(ωm) tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢
t❤❡ ✜♥❛❧ ♣r♦❞✉❝❡r ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣♦♦❞ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ✐♥❞✉str② ωm✱ λ

jm(ωm)✱ ✇❤❡r❡ λ > 1 ✐s
❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❡❛❝❤ q✉❛❧✐t② ✉♣❣r❛❞❡✳ ❇② ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❜❡st q✉❛❧✐t② ✐♥❞❡① jm✱ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❘✫❉ ✜r♠ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣✲❡❞❣❡ q✉❛❧✐t②
jm(ωm) + 1 ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ r❡♥❞❡r ✐♥❡✣❝✐❡♥t t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ✐♥♣✉t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧
✐♥♥♦✈❛t♦r ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❛ ♠♦♥♦♣♦❧✐st ✐♥ ωm✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠♦♥♦♣♦❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♥♦♣♦✲
❧✐st ❡❛r♥✐♥❣s t❤❛t ❝♦♠❡ ✇✐t❤ ✐t✱ ❛r❡ t❡♠♣♦r❛r②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ♥❡✇ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥♥♦✈❛t♦r ✇✐❧❧
❡✈❡♥t✉❛❧❧② s✉❜st✐t✉t❡ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥t✳

✷✳✶✳ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r✐❝❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❆❝❡♠♦❣❧✉ ❛♥❞ ❩✐❧✐❜♦tt✐✬s ✭✷✵✵✶✮
♠♦❞❡❧✱ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❛❧ ❘✫❉✳ ❆❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉t ❛t t✐♠❡ t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s Ytot(t) =
∫ 1
0 P (n, t)Y (n, t)dn✱ ✇❤❡r❡ P (n, t) ❛♥❞ Y (n, t) ❛r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢
t❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ✜r♠ n✳ ❊❛❝❤ ✜♥❛❧✲❣♦♦❞ ✜r♠ n ❤❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t✲r❡t✉r♥s✲t♦✲s❝❛❧❡
t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♣♦ss✐❜❧② ✉s✐♥❣ ❧♦✇✲ ❛♥❞ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r ❛♥❞ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ❧❛❜♦✉r✲s♣❡❝✐✜❝
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ✇✐t❤ ♠❡❛s✉r❡ Nm(t)✱ s✉❝❤ t❤❛t Ntot(t) = NL(t) +NH(t) ❛♥❞

Y (n, t) = A
[

∫ NL(t)
0

(

λjL(ωL,t) ·XL(n, ωL, t)
)1−α

dωL

]

[(1− n) · l · L(n)]α+

+A
[

∫ NH(t)
0

(

λjH(ωH ,t) ·XH(n, ωH , t)
)1−α

dωH

]

[n · h ·H(n)]α
, 0 < α < 1,

✭✶✮
✇❤❡r❡ A > 0 ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❢❛❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ L(n) ❛♥❞ H(n) ❛r❡ t❤❡ ❧❛❜♦✉r ✐♥♣✉ts ✉s❡❞
❜② n ❛♥❞ α ✐s t❤❡ ❧❛❜♦✉r s❤❛r❡ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ λjm(ωm,t) ·Xm(n, ωm, t) ✐s t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢
m✲s♣❡❝✐✜❝ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞ ωm ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✉♥✐ts ❛t t✐♠❡ t✳✶✶ ❆♥ ❛❜s♦❧✉t❡✲
♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ H ♦✈❡r L ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② h > l ≥ 1❀ ❛ r❡❧❛t✐✈❡✲♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛❜♦✉r t②♣❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❡r♠s n ❛♥❞ (1 − n)✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t H
✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ♠♦r❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❢♦r ❧❛r❣❡r n✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❧♦✇✱ ❛t ❡❛❝❤ t
t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤r❡s❤♦❧❞ n̄(t)✱ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ♦♥❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❜❡❝♦♠❡s ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s✱ s♦ t❤❛t ❡❛❝❤ n ♣r♦❞✉❝❡s
❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ✇✐t❤ ♦♥❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❡✐t❤❡r L✲ ♦r H✲t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳
❋✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝❡rs t❛❦❡ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡✐r ✜♥❛❧ ❣♦♦❞✱ P (n, t)✱ ✇❛❣❡s✱ Wm(t)✱ ❛♥❞ ✐♥♣✉t

♣r✐❝❡s pm(ωm, t) ❛s ❣✐✈❡♥✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞ ωm ❜② ✜r♠ n✱ ❛t ❡❛❝❤ t✶✷

✶✵❍❡♥❝❡❢♦rt❤✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ✏m✲s♣❡❝✐✜❝ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✲❣♦♦❞ s❡❝t♦r✑ ❛s ✏m✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡❝t♦r✑✳
✶✶■♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ♦♥❧② t❤❡ t♦♣ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ωm ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞❀ t❤✉s✱ Xm(j, ωm, t) = Xm(ωm, t)✳
✶✷❚❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞ t♦

✐ts ♣r✐❝❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤✱ ❣✐✈❡♥ ✭✶✮✱ t❤❡ ♣r♦✜t ♦❢ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞ ✜r♠s ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✱ ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥
❛♠♦✉♥ts t♦ ❛ st❛t✐❝ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❧✐♥❦❛❣❡s ✐♠♣❛❝t✐♥❣ ♦♥
♣r♦✜ts✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡r ♦❢ Y (n) s❡❧❡❝ts X(n, ωm) ❛t ❡❛❝❤ ❞❛t❡ t♦ ♠❛①✐♠✐s❡ t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ♣r♦✜ts ❛t
t❤❛t ❞❛t❡ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❇❛rr♦ ❛♥❞ ❙❛❧❛✲✐✲▼❛rt✐♥✱ ✷✵✵✹❀ ❆❝❡♠♦❣❧✉✱ ✷✵✵✾✮✳

✽



XL(n, ωL, t) = (1− n) · l · L(n) ·
[

A·P (n,t)·(1−α)
pL(ω,t)

] 1
α
λj(ωL,t)( 1−α

α )

XH(n, ωH , t) = n · h ·H(n) ·
[

A·P (n,t)·(1−α)
pH(ω,t)

] 1
α
λj(ωH ,t)( 1−α

α )
. ✭✷✮

❚❤❡r❡ ✐s ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡❝t♦r✿ t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧✐st ✐♥
✐♥❞✉str② ωm ∈ [0, Nm(t)] ✜①❡s t❤❡ ♣r✐❝❡ pm(ωm, t) ❜✉t ❢❛❝❡s ❛♥ ✐s♦❡❧❛st✐❝ ❞❡♠❛♥❞ ❝✉r✈❡✱

XL(ωL, t) =
∫ n̄(t)
0 XL(n, ωL, t)dn ♦r XH(ωH , t) =

∫ 1
n̄(t)XH(n, ωH , t)dn ✭s❡❡ ✭✷✮✮✳ ❲❡

❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ❛r❡ ♥♦♥✲❞✉r❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡♥t❛✐❧ ❛ ✉♥✐t ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ♣r♦✲
❞✉❝t✐♦♥✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞✱ ✇❤♦s❡ ♣r✐❝❡ ✐s t❛❦❡♥ ❛s ❣✐✈❡♥ ✭♥✉♠❡r❛✐r❡✮✳
Pr♦✜t ✐♥ ωm ✐s t❤✉s πm(ωm, t) = (pm(ωm, t)− 1) ·Xm(ωm, t)✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐s✐♥❣
♣r✐❝❡ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❛r❦✉♣ ♦✈❡r ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st

pm(ωm, t) ≡ p =
1

1− α
> 1, m ∈ {L,H} . ✭✸✮

●✐✈❡♥ n̄ ❛♥❞ ✭✸✮✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ✜♥❛❧✲❣♦♦❞ ♦✉t♣✉t ❛s

Y (n, t) =







A
1
αP (n, t)

1−α
α · (1− α)

2(1−α)
α · (1− n) · l · L(n) ·QL(t) , 0 ≤ n ≤ n̄

A
1
αP (n, t)

1−α
α · (1− α)

2(1−α)
α · n · h ·H(n) ·QH(t) , n̄ ≤ n ≤ 1

, ✭✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ q✉❛❧✐t② ✐♥❞❡①

Qm(t) =

∫ Nm(t)

0
qm(ωm, t)dω, qm(ωm, t) ≡ λjm(ωm,t)( 1−α

α ), m ∈ {L,H} , ✭✺✮

♠❡❛s✉r❡s t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧✲❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥ ❡❛❝❤ m✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡❝t♦r✳ ❚❤✉s✱ Q ≡
QH/QL ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧✲❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜✐❛s✳ ❚❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲ ❛♥❞ ❤✐❣❤✲
s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r ✐♥♣✉ts t♦ t❤❡ L✲ ❛♥❞ t❤❡ H✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡❝t♦r ✈❡r✐✜❡s L =

∫ n̄
0 L(n)dn ❛♥❞

H =
∫ 1
n̄ H(n)dn. ❲✐t❤ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✜♥❛❧✲❣♦♦❞ ♣r♦❞✉❝❡rs✱ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡✐t❤❡r

L✲ ♦r H✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❧❛❜♦✉r✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ♣r✐❝❡s ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s✱ ❞✉❡ t♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t②
✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ▲❛❜♦✉r ♣r✐❝❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ H ❛♥❞ L✳ ■♥ r❡❧❛t✐✈❡ t❡r♠s✱ t❤❡
♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✲❛❞❥✉st❡❞ q✉❛♥t✐t② ♦❢ H ✐s H/L✱ ✇❤❡r❡ H ≡ hH ❛♥❞ L ≡ lL✳ ❆s ❢♦r t❤❡
♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ♣r✐❝❡s ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s✱ t❤❡② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ✇✐t❤
❡✐t❤❡r H ♦r L✱ ♦♥ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❡♠❜♦❞✐❡❞ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛r❦✉♣✳ ❚❤❡s❡
❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ❛r❡ s✉♠♠❡❞ ✉♣ ✐♥ QL ❛♥❞ QH ✳ ❚❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s t❤r❡s❤♦❧❞ n̄ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉ts ♠❛r❦❡ts✱ ❛♥❞ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈✐❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ t✇♦ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ s✉❝❤ t❤❛t

n̄(t) =

[

1 +

(

H

L

QH(t)

QL(t)

) 1
2

]−1

. ✭✻✮

n̄(t) ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t L✲ ✭H✲✮s♣❡❝✐✜❝ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ✉s❡❞ ❜② ✜♥❛❧✲❣♦♦❞ ✜r♠s ✐♥❞❡①❡❞
❜② n ∈ [0, n̄(t)] ✭n ∈ [n̄(t), 1]✮✱ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ♣r✐❝❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ ✜♥❛❧
❣♦♦❞s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ L✲ ❛♥❞ H✲t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✿

✾



PH(t)

PL(t)
=

(

n̄(t)

1− n̄(t)

)α

, ✇❤❡r❡

{

PL(t) = P (n, t) · (1− n)α = exp(−α) · n̄(t)−α

PH(t) = P (n, t) · nα = exp(−α) · (1− n̄(t))−α
. ✭✼✮

■♥ ✭✼✮✱ ✇❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❞✐❝❡s✱ PL(t) ❛♥❞ PH(t)✱ ❜② r❡❝♦❣♥✐s✐♥❣ t❤❛t✱ ✐♥ ❡q✉✐✲
❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♣r♦❞✉❝t✱ ∂

∂m(n) (P (n, t)Y (n, t))✱ ♠✉st ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r n✱

✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t P (n, t)
1
α · (1− n) ❛♥❞ P (n, t)

1
α · n ♠✉st ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r n ∈ [0, n̄(t)] ❛♥❞

n ∈ [n̄(t), 1]✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❛t n̄(t) t❤❡ L✲ ❛♥❞ t❤❡ H✲ t❡❝❤♥♦❧♦❣②
✜r♠s ♠✉st ❜r❡❛❦ ❡✈❡♥✱ ✇❡ r❡❧❛t❡ PL(t) ❛♥❞ PH(t) ✇✐t❤ n̄(t)✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮ s❤♦✇s t❤❛t ✐❢
❡✐t❤❡r t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ❤✐❣❤❧② H✲❜✐❛s❡❞ ♦r ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛r❣❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✉♣♣❧② ♦❢ H✱ t❤❡
s❤❛r❡ ♦❢ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞s ✉s✐♥❣ t❤❡ H✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ❧❛r❣❡ ❛♥❞ n̄(t) ✐s s♠❛❧❧✳ ❇② ✭✼✮✱ s♠❛❧❧ n̄(t)
✐♠♣❧✐❡s ❛ ❧♦✇ PH(t)/PL(t)✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ωH ∈ [0, NH(t)] ✐s ❧♦✇✱ ✇❤✐❝❤
❞✐s❝♦✉r❛❣❡s ❘✫❉ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❞✐r❡❝t❡❞ t♦ H✲t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳
❋r♦♠ ✭✷✮✱ ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✼✮✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✲❣♦♦❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ Xm(ωm)✱

❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✜t ❛❝❝r✉❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧✐st ✐♥ ωm ✐s

πm(ωm, t) = π0m · Pm(t)
1
α · qm(ωm, t) , m ∈ {L,H} , ✭✽✮

✇❤❡r❡ π0L ≡ LA
1
α

(

α
1−α

)

(1− α)
2
α ❛♥❞ π0H ≡ HA

1
α

(

α
1−α

)

(1− α)
2
α ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥✲

st❛♥ts✳
❚♦t❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✲❣♦♦❞ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱Xtot(t) ≡ XL(t)+XH(t) ≡

∫ NL(t)
0 XL(ωL)dωL+

∫ NH(t)
0 XH(ωH)dωH ✱ ❛♥❞ t♦t❛❧ ✜♥❛❧✲❣♦♦❞ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ Ytot(t) ≡ YL(t) + YH(t) ≡
∫ n̄(t)
0 P (n, t)Y (n, t)dn+

∫ 1
n̄(t) P (n, t)Y (n, t)dn✱ ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

Xtot(t) = χXΓ(t) ✭✾✮

❛♥❞
Ytot(t) = χY Γ(t), ✭✶✵✮

✇❤❡r❡ χX ≡ A
1
α (1− α)

2
α ✱ χY ≡ A

1
α (1− α)

2(1−α)
α ❛♥❞ Γ(t) ≡ PL(t)

1
α ·L·QL(t)+PH(t)

1
α ·

H ·QH(t)✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ r❡❛❧ ✇❛❣❡✱ Wm✱ ♠✉st ❡q✉❛❧ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ❧❛❜♦✉r ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❤❡ m✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡❝t♦r m ∈ {L,H}✱ ✇❡ ❣❡t✱
❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✮✱ t❤❡ s❦✐❧❧ ♣r❡♠✐✉♠ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧✲❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜✐❛s✱
Q ≡ QH/QL✱

W (t) ≡
WH(t)

WL(t)
=

h

l

(

H

L

)− 1
2

(Q(t))
1
2 . ✭✶✶✮

✷✳✷✳ ❘✫❉

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❘✫❉ s❡❝t♦rs✱ ♦♥❡ t❛r❣❡t✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❡♥❞❡❛✈✲
♦r✐♥❣ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦♦❧s ♦❢ ✐♥♥♦✈❛t♦rs ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ t✇♦

✶✵



t②♣❡s ♦❢ ❘✫❉ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❊❛❝❤ ♥❡✇ ❞❡s✐❣♥ ✭❛ ♥❡✇ ✈❛r✐❡t② ♦r ❛ ❤✐❣❤❡r q✉❛❧✐t② ❣♦♦❞✮ ✐s
❣r❛♥t❡❞ ❛ ♣❛t❡♥t ❛♥❞ t❤✉s ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥♥♦✈❛t♦r r❡t❛✐♥s ❡①❝❧✉s✐✈❡ r✐❣❤ts ♦✈❡r t❤❡ ✉s❡ ♦❢
❤✐s✴❤❡r ❣♦♦❞✳ ❲❡ ❛❧s♦ t❛❦❡ t❤❡ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t ❜♦t❤ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
❘✫❉ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✭♣♦t❡♥t✐❛❧✮ ❡♥tr❛♥ts✱ ❛♥❞ t❤❛t s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❘✫❉ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ s❡t✲✉♣
♦❢ ❛ ♥❡✇ ✜r♠ ✐♥ ❡✐t❤❡r ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ♦r ✐♥ ❛ ♥❡✇ ✐♥❞✉str② ✭❡✳❣✳✱ ❍♦✇✐tt✱ ✶✾✾✾❀ ❙tr✉❧✐❦✱ ✷✵✵✼❀
●✐❧✱ ❇r✐t♦✱ ❛♥❞ ❆❢♦♥s♦✱ ✷✵✶✸✮✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❡♥tr❛♥ts ❛♥❞ ❢r❡❡
❡♥tr② ✐♥ ❘✫❉ ❜✉s✐♥❡ss✳

✷✳✷✳✶✳ ❱❡rt✐❝❛❧ ❘✫❉

❇② ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t♦♣ q✉❛❧✐t② ❧❡✈❡❧ jm(ωm, t)✱ m ∈ {L,H}✱ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❘✫❉
✜r♠ ❡❛r♥s ♠♦♥♦♣♦❧② ♣r♦✜ts ❢r♦♠ s❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣✲❡❞❣❡ ✐♥♣✉t ♦❢ jm(ωm, t) + 1 q✉❛❧✐t②
t♦ ✜♥❛❧✲❣♦♦❞ ✜r♠s✳ ❆ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ q✉❛❧✐t②
✐♥❞❡① ✐♥ ωm ❢r♦♠ qm(ωm, t) = qm(jm) t♦ q+m(ωm, t) = qm(jm + 1) = λ(1−α)/αqm(jm)✳ ■♥
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❧♦✇❡r q✉❛❧✐t✐❡s ♦❢ ωm ❛r❡ ♣r✐❝❡❞ ♦✉t ♦❢ ❜✉s✐♥❡ss✳
▲❡t Iim (jm) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡ ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ✭✈❡rt✐❝❛❧✲✐♥♥♦✈❛t✐♦♥

r❛t❡✮ ❜② ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥tr❛♥t i ✐♥ ✐♥❞✉str② ωm ✇❤❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡st q✉❛❧✐t② ✐s jm✳ ❚❤❡ r❛t❡
Iim (jm) ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝r♦ss ✜r♠s✱ ❛❝r♦ss ✐♥❞✉str✐❡s ❛♥❞ ♦✈❡r t✐♠❡✱ ❛♥❞ ❞❡✲
♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s Ri

vm (jm) ❝♦♠♠✐tt❡❞ ❜② ❡♥tr❛♥ts ❛t t✐♠❡ t✳ ❆s ✐♥✱ ❡✳❣✳✱
❇❛rr♦ ❛♥❞ ❙❛❧❛✲✐✲▼❛rt✐♥ ✭✷✵✵✹✱ ❝❤✳ ✼✮✱ Iim (jm) ❢❡❛t✉r❡s ❝♦♥st❛♥t r❡t✉r♥s ✐♥ ❘✫❉ ❡①♣❡♥✲
❞✐t✉r❡s✱ Iim(jm) = Ri

vm(jm) · Φm(jm)✱ ✇❤❡r❡ Φm (jm) ✐s t❤❡ ❘✫❉ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❢❛❝t♦r✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛❝r♦ss i ✐♥ ωm✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡

ΦL (jL) =
1

ζ · qL(jL + 1)·Lǫ ❛♥❞ ΦH(jH) =
1

ζ · qH(jH + 1) · Hǫ
, ✭✶✷✮

✇❤❡r❡ ζ ≡ ζL ≡ ζH > 0 ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✭✢♦✇✮ ✜①❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧✲❘✫❉ ❝♦st✱ ❛♥❞ ǫ ≥ 0✳ ❍❡♥❝❡✱
❛♥ ❘✫❉ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❡✛❡❝t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭❡✳❣✳✱ ❇❛rr♦ ❛♥❞ ❙❛❧❛✲✐✲▼❛rt✐♥✱ ✷✵✵✹✱ ❝❤✳ ✼❀
❊tr♦✱ ✷✵✵✽✮✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❡t✉r♥s t♦ ✈❡rt✐❝❛❧ ❘✫❉✿ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❧❡✈❡❧
♦❢ q✉❛❧✐t②✱ qm✱ t❤❡ ❝♦st❧✐❡r ✐t ✐s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❢✉rt❤❡r ❥✉♠♣ ✐♥ q✉❛❧✐t②✳✶✸ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✮
❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❛r❦❡t s❝❛❧❡✱ L ♦r H✱ ♠❛② ❞✐❧✉t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❘✫❉
♦✉t❧❛②s ♦♥ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭♠❛r❦❡t ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❡✛❡❝t✮❀ t❤✐s ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t
t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♥❡✇ q✉❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ♦❧❞ ♦♥❡s ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡
♠❛r❦❡t s✐③❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❡♠♣❧♦②❡❞ ❧❛❜♦✉r ✐♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✉♥✐ts ✭❡✳❣✳✱ ❇❛rr♦ ❛♥❞ ❙❛❧❛✲✐✲
▼❛rt✐♥✱ ✷✵✵✹✮✱ ❞✉❡ t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✱ ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❝♦sts ❛♥❞ r❡♥t❛❧
♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❛❝t✐♦♥s ❜② ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ✭❡✳❣✳✱ ❉✐♥♦♣♦✉❧♦s ❛♥❞ ❚❤♦♠♣s♦♥✱ ✶✾✾✾❀ ❙❡♥❡r✱ ✷✵✵✽✮✳
❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤♦s❡ ❝♦sts ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡② ♠❛② ♣❛rt✐❛❧❧② ✭0 < ǫ < 1✮✱
t♦t❛❧❧② ✭ǫ = 1✮ ♦r ♦✈❡r ✭ǫ > 1✮ ❝♦✉♥t❡r❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ s❝❛❧❡ ❜❡♥❡✜ts ♦♥ ♣r♦✜ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝r✉❡
t♦ t❤❡ ❘✫❉ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✜r♠ ❛t ❡❛❝❤ t✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ t❛❦❡ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ r❡♠♦✈❛❧
♦❢ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts✱ ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s✉♣♣♦rt ✭✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦✱ ❡✳❣✳✱ ❏♦♥❡s✱ ✶✾✾✺✮✱ s✉❝❤
t❤❛t t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ♥✉❧❧ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❡t s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ ✐♥❞✉str✐❛❧

✶✸❚❤❡ ✇❛② Φ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ j ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ❝r❡❛t✐♥❣ ♥❡✇ ♣r♦❞✉❝t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ♦✈❡r
t ❡①❛❝t❧② ♦✛s❡ts t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ r❡✇❛r❞s ❢r♦♠ ♠❛r❦❡t✐♥❣ ❤✐❣❤❡r q✉❛❧✐t② ♣r♦❞✉❝ts❀ s❡❡ ✭✶✷✮ ❛♥❞ ✭✽✮✳ ❚❤✐s
❛❧❧♦✇s ❢♦r ❝♦♥st❛♥t ✈❡rt✐❝❛❧✲✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦✈❡r t ❛♥❞ ❛❝r♦ss ω ✐♥ ❇●P ✭♦♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
✐♥ q✉❛❧✐t②✲❧❛❞❞❡rs ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✐ts ❣r♦✇t❤ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✱ s❡❡ ❈♦③③✐✱ ✷✵✵✼✮✳

✶✶



❣r♦✇t❤✱ ❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② 1−ǫ✳ ❆❣❣r❡❣❛t✐♥❣ ❛❝r♦ss i ✐♥ ωm✱ ✇❡ ❣❡tRvm (jm) =
∑

iR
i
vm (jm)

❛♥❞ Im (jm) =
∑

i I
i
m (jm)✱ ❛♥❞ t❤✉s

IL (jL) = RvL (jL) · ΦL (jL) ❛♥❞ IH (jH) = RvH (jH) · ΦH(jH). ✭✶✸✮

❆s t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ❞❛t❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦♥♦♣♦❧② ❛rr✐✈❡s ❛s ❛ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝②
Im (jm) ♣❡r ✭✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧✮ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ t✐♠❡✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✬s ♣r♦✜ts
✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▲❡t Vm (jm) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝✉♠❜❡♥t ✜r♠ ✇✐t❤
❝✉rr❡♥t q✉❛❧✐t② ❧❡✈❡❧ jm(ωm, t)✱✶✹

Vm(jm) = π0m · qm(jm)

∫ ∞

t
Pm(s)

1
α · e−

∫ s

t
(r(v)+Im(jm))dvds, m ∈ {L,H} , ✭✶✹✮

✇❤❡r❡ r ✐s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❛r❦❡t r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱ ❛♥❞ π0mqm(jm) = πm(jm)P
− 1

α
m ✱

❣✐✈❡♥ ❜② ✭✽✮ ❛♥❞ ✭✼✮✱ ✐s ❝♦♥st❛♥t ✐♥✲❜❡t✇❡❡♥ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s✳ ❋r❡❡✲❡♥tr② ♣r❡✈❛✐❧s ✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧
❘✫❉ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ Im(jm) ·Vm (jm + 1) = Rvm (jm) ❤♦❧❞s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

VL (jL + 1) =
1

ΦL (jL)
❛♥❞ VH (jH + 1) =

1

ΦH (jH)
. ✭✶✺✮

◆❡①t✱ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ Vm(jm + 1) ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ ✭✶✹✮✱ t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r ✭✶✺✮ ❛♥❞ t✐♠❡✲
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ✇❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✭✽✮✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ♥♦✲
❛r❜✐tr❛❣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t♦r

r (t) + IL(t) =
π0 · L

1−ǫ · PL(t)
1
α

ζ
, r (t) + IH (t) =

π0 · H
1−ǫ · PH(t)

1
α

ζ
, ✭✶✻✮

✇❤❡r❡ π0 ≡ π0L/L = π0H/H✳✶✺ ■t ❤❛s t✇♦ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✏❜❛s✐❝✑

♣r♦✜ts π0 · L
1−ǫ · PL(t)

1
α ❛♥❞ π0 · H

1−ǫ · PH(t)
1
α ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣r♦✜t ✢♦✇s t❤❛t ❛❝❝r✉❡ ✇❤❡♥

jm = 0✱ ♦r qm = 1✮✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❛t❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st r(t) + Im(t) ❛s ❛ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r✱
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦st ♦❢ ❡♥tr②❀ ❛♥❞ t❤❡ r❛t❡s ♦❢ ❡♥tr② ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❛❝r♦ss
✐♥❞✉str✐❡s Im(ωm, t) = Im(t)✳
■❢ ✇❡ ❡q✉❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ ❢♦r ❜♦t❤ ❘✫❉ s❡❝t♦rs ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✭✶✻✮✱ t❤❡

♥♦✲❛r❜✐tr❛❣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥s

IH(t)− IL(t) =
π0
ζ

(

H1−ǫ · PH(t)
1
α − L1−ǫ · PL(t)

1
α

)

. ✭✶✼✮

✶✹❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡♥tr❛♥ts ❛r❡ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❛♥❞✱ t❤✉s✱ ♦♥❧② ❝❛r❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✜r♠✳
✶✺❋r♦♠ ✭✽✮ ❛♥❞ ✭✶✸✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ π̇m(ωm,t)

πm(ωm,t)
−

1
α

Ṗm(t)
Pm(t)

= Im(ωm, t)·
[

j̇m(ωm, t) ·
(

α
1−α

)

· lnλ
]

❛♥❞ Ṙvm(ωm,t)
Rvm(ωm,t)

−

İm(ωm,t)
Im(ωm,t)

= Im(ωm, t) ·
[

j̇m(ωm, t) ·
(

α
1−α

)

· lnλ
]

✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ✇❡ t✐♠❡✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ✭✶✺✮ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✭✶✹✮

❛♥❞ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❣❡t r(t) = πm(jm+1)·Im(jm)
Rvm(jm)

− Im(jm + 1)✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ r❡✲✇r✐tt❡♥

❛s ✭✶✻✮✳

✶✷



❙♦❧✈✐♥❣ ✭✶✸✮ ❢♦r Rvm(ωm, t) = Rvm(jm) ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ ❛❝r♦ss ✐♥❞✉str✐❡s ωm✱ ✇❡
❞❡t❡r♠✐♥❡ t♦t❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ✈❡rt✐❝❛❧ ❘✫❉✱ Rvm(t)❀ ❡✳❣✳✱ ✇✐t❤ m = L✱ RvL (t) =
∫ NL(t)
0 RvL (ωL, t) dωL =

∫ NL(t)
0 ζ · Lǫ · q+L (ωL, t) · IL (ωL, t) dωL✳ ❆s t❤❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s

✐♥❞✉str② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ t❤❡♥

RvL(t) = ζ · Lǫ · λ
1−α
α · IL(t) ·QL(t), RvH(t) = ζ · Hǫ · λ

1−α
α · IH(t) ·QH(t). ✭✶✽✮

✷✳✷✳✷✳ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❘✫❉

❱❛r✐❡t② ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ ❘✫❉ ❛✐♠❡❞ ❛t ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞✳ ❆❣❛✐♥✱
✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥tr❛♥t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ❢r❡❡
❡♥tr②✱ t❤❡ ♥❡✇ ❣♦♦❞ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ♥❡✇ ✜r♠s✳ ❯♥❞❡r ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❘✫❉
✜r♠s ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡ ❛t t❤❡ ✜r♠ ❧❡✈❡❧✱ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❡♥tr② ♦❜t❛✐♥s ❛s
Ṅ e

m(t)/N e
m(t) = Re

hm(t)/ηm(t)✱ ✇❤❡r❡ Ṅ e
m(t) ✐s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s

✢♦✇ ♦❢ ♥❡✇ m✲s♣❡❝✐✜❝ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ❜② ❘✫❉ ✜r♠ e ❛t ❛ ❝♦st ♦❢ ηm(t) ✉♥✐ts ♦❢
t❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞ ✭❝♦st ♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡♥tr②✮ ❛♥❞ Re

hm(t) ✐s t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❞❡✈♦t❡❞ t♦
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❘✫❉ ❜② ✐♥♥♦✈❛t♦r e ❛t t✐♠❡ t✳ ❚❤❡ ❝♦st ηm(t) ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ s②♠♠❡tr✐❝
✇✐t❤✐♥ t❤❡ m✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡❝t♦r✳ ❚❤❡♥✱ Rhm(t) =

∑

eR
e
hm(t) ❛♥❞ Ṅm(t) =

∑

e Ṅ
e
m(t)✱

✐♠♣❧②✐♥❣

Rhm(t) = ηm(t) · Ṅm(t)/Nm(t), m ∈ {L,H} . ✭✶✾✮

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡♥tr②✱ ηm(t)✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ●✐❧✱ ❇r✐t♦✱ ❛♥❞ ❆❢♦♥s♦ ✭✷✵✶✸✮
❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐t ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ✈❛r✐❡t✐❡s✱ Nm(t)✱ ❛♥❞ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✇ ❡♥tr❛♥ts✱ Ṅm(t)✱

ηm(t) = φ ·Nm(t)1+σ · Ṅm(t)γ , m ∈ {L,H} , ✭✷✵✮

✇❤❡r❡ φ > 0 ✐s ❛ ✜①❡❞ ✭✢♦✇✮ ❝♦st✱ ✇❤✐❧❡ σ > 0 ❛♥❞ γ > 0 r❡❧❛t❡ η ✇✐t❤ N ❛♥❞ Ṅ ✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✵✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❡t✉r♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ η ♦♥ N ❛♥❞ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✭❡✳❣✳✱ ❊✈❛♥s✱ ❍♦♥❦❛♣♦❤❥❛✱ ❛♥❞ ❘♦♠❡r✱
✶✾✾✽❀ ❇❛rr♦ ❛♥❞ ❙❛❧❛✲✐✲▼❛rt✐♥✱ ✷✵✵✹✱ ❝❤✳ ✻✮✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ✈❛r✐❡t✐❡s✱ t❤❡ ❝♦st❧✐❡r ✐t ✐s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥❡✇ ✈❛r✐❡t✐❡s✳ ■t ✐s ♥♦t❡✇♦rt❤② t❤❛t
t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② r❡❣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✲❘✫❉ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝♦sts ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥
t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧✲❘✫❉ ❝❛s❡ ✭✐✳❡✳✱ 1 + σ > 1✮✱ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ✇❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❛r✐♥❣ ✐♥
♠✐♥❞ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❘✫❉ ✭♣❤②s✐❝❛❧ ✈❡rs✉s ✐♠♠❛t❡r✐❛❧✮✳ ❙t❛t✐❝
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡ ✭❛t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❡✈❡❧✮ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢
η ♦♥ Ṅ ❛♥❞ ♠❡❛♥ t❤❛t ♦♥❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥tr❛♥t ❡①❡rts ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧✐t② ♦♥ ♦t❤❡r ❡♥tr❛♥ts
❞✉❡ t♦✱ ❡✳❣✳✱ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr② ❝♦st ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥✲
tr❛♥ts ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❞②♥❛♠✐❝ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❡✛❡❝ts ❢r♦♠ ❡♥tr②✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ♥❡✇ ✈❛r✐❡t✐❡s
❛r❡ ❜r♦✉❣❤t t♦ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❣r❛❞✉❛❧❧②✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧✉♠♣② ❛❞❥✉st♠❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s

✶✸



✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ st②❧✐s❡❞ ❢❛❝ts ♦♥ ❡♥tr②✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ ❡♥tr② ♦❝❝✉rs ♠♦st❧② ❛t s♠❛❧❧
s❝❛❧❡ s✐♥❝❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦sts ♣❡♥❛❧✐s❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❡♥tr② ✭❡✳❣✳✱ ●❡r♦s❦✐✱ ✶✾✾✺✮✳
❊✈❡r② ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♥❡✇ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞ ✇❤♦s❡ q✉❛❧✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s

❞r❛✇♥ r❛♥❞♦♠❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ✈❛r✐❡t✐❡s ✭❡✳❣✳✱ ❍♦✇✐tt✱ ✶✾✾✾✮✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ q✉❛❧✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✐♥♥♦✈❛t♦r ✐s

q̄m(t) =

∫ Nm(t)

0

qm(ωm, t)

Nm(t)
dωm =

Qm(t)

Nm(t)
, m ∈ {L,H} . ✭✷✶✮

❆s ❤✐s✴❤❡r ♠♦♥♦♣♦❧② ♣♦✇❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧s♦ t❡r♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ♦❢ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✈❡rt✐❝❛❧
✐♥♥♦✈❛t♦r ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ ❡♥tr② ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

Vm(q̄m) = π0m · q̄m(t)

∫ ∞

t
Pm(t)

1
α · e−

∫ s

t
[r(ν)+Im(q̄m)]dνds, m ∈ {L,H} , ✭✷✷✮

✇❤❡r❡ π0mq̄m = π̄mP
− 1

α
m ✳ ❚❤❡ ❢r❡❡✲❡♥tr② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥♦✇ Ṅm · V (q̄m) = Rhm✱ ✇❤✐❝❤

s✐♠♣❧✐✜❡s t♦

Vm(q̄m) =
ηm(t)

Nm(t)
, m ∈ {L,H} . ✭✷✸✮

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✭✷✷✮ ✐♥t♦ ✭✷✸✮ ❛♥❞ t✐♠❡✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ②✐❡❧❞s t❤❡
♥♦✲❛r❜✐tr❛❣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✐♥♥♦✈❛t♦r

r (t) + Im(t) =
π̄m(t)

ηm (t) /Nm(t)
, m ∈ {L,H} . ✭✷✹✮

✷✳✷✳✸✳ ■♥tr❛✲s❡❝t♦r ♥♦✲❛r❜✐tr❛❣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

◆♦✲❛r❜✐tr❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ♠❛r❦❡t r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✕ ✈❡rt✐❝❛❧
❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❘✫❉ ✕ ②✐❡❧❞ ❡q✉❛❧ r❛t❡s ♦❢ r❡t✉r♥✳ ❚❤✉s✱ ❜② ❡q✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❛t❡
♦❢ r❡t✉r♥ r + Im ❢♦r ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ❡♥tr②✱ ❢r♦♠ ✭✶✻✮ ❛♥❞ ✭✷✹✮✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ✐♥tr❛✲s❡❝t♦r
♥♦✲❛r❜✐tr❛❣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

q̄L(t) =
QL(t)

NL(t)
=

ηL(t)

ζ · Lǫ ·NL(t)
, q̄H(t) =

QH(t)

NH(t)
=

ηH(t)

ζ · Hǫ ·NH(t)
. ✭✷✺✮

❚❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡q✉❛t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦st ♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❘✫❉✱ ηL/NL ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ηH/NH✮✱
t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦st ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ❘✫❉✱ q̄LζL

ǫ ✭q̄HζHǫ✮✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❜❡❛r✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ ✭✷✵✮✱ ✭✷✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② r❡❝❛st ❛s

Ṅm(t) = xm(Qm(t), Nm(t)) ·Nm(t), m ∈ {L,H} , ✭✷✻✮

✇❤❡r❡

xL(QL, NL) ≡

(

ζ

φ
· Lǫ

) 1
γ

·Q
1
γ

L ·N
−

σ+γ+1
γ

L , ✭✷✼✮

✶✹



xH(QH , NH) ≡

(

ζ

φ
· Hǫ

) 1
γ

·Q
1
γ

H ·N
−

σ+γ+1
γ

H . ✭✷✽✮

■♥ ❛ s♠❛❧❧ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✱ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ q✉❛❧✐t② ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛r✲
r✐✈❛❧ r❛t❡ ♦❢ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛❧✐t② s❤✐❢t ✐t ✐♥tr♦❞✉❝❡s✿ q̇m/qm =
Im · (q+m − qm)/qm✱ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② s❤✐❢t ❛r❡ ✐♥❞✉str②✲
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚✐♠❡✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✭✺✮✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭✷✻✮ ②✐❡❧❞s

Q̇m(t) = (Ξ · Im(t) + xm(Qm(t), Nm(t))) ·Qm(t), m ∈ {L,H} , ✭✷✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② s❤✐❢t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Ξ ≡ (q+m − qm)/qm = λ
1−α
α − 1✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧

✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s ❛♥ ❡❝♦♥♦♠②✲✇✐❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡✲
❧♦✇✳ ❋r♦♠ ✭✺✮ ❛♥❞ ✭✷✶✮✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧✲❦♥♦✇❧❡❞❣❡ st♦❝❦✱ Qm✱ ❤❛s t✇♦
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿ ❛♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣✲✈❛r✐❡t② ♦r ❡①t❡♥s✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ Nm✱ ❛♥❞ ❛ q✉❛❧✐t②✲❧❛❞❞❡r ♦r
✐♥t❡♥s✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ q̄m✱ ✐✳❡✳✱ Qm(t) = q̄m(t) ·Nm(t).✶✻

❚❤❡♥✱ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ q✉❛❧✐t② qm ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✈❡rt✐❝❛❧✲✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ r❛t❡✱

q̇m(t)

qm(t)
=

Q̇m(t)

Qm(t)
−

Ṅm(t)

Nm(t)
= Ξ · Im(t), ✭✸✵✮

✇❤❡r❡❛s ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ xm ❛s

xL(qL, NL) =

(

ζ · L

φ

) 1
γ

· qL(t)
1
γ ·NL(t)

−

(

σ+γ
γ

)

, ✭✸✶✮

xH(qH , NH) =

(

ζ · H

φ

) 1
γ

· qH(t)
1
γ ·NH(t)

−

(

σ+γ
γ

)

. ✭✸✷✮

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✸✶✮✲✭✸✷✮ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ ❛❞♦♣t❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❡♥tr② ❜② ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣
❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜r♠ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❞❡♣❡♥❞s ♣♦s✐t✐✈❡❧②
♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ q✉❛❧✐t② ❧❡✈❡❧✱ q̄m✱ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s✱ Nm✳ ❚❤❡ ✜rst
❡✛❡❝t r❡♣r❡s❡♥ts ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✲❡♥tr②
r❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
❡♥tr② ✭s❡❡ ✭✷✵✮✮✳

✷✳✸✳ ❍♦✉s❡❤♦❧❞s

❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡❧②✲❧✐✈❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇❤♦ ❝♦♥s✉♠❡
❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t ✐♥❝♦♠❡ ❢r♦♠ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐♥ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡ts ❛♥❞ ❢r♦♠ ❧❛❜♦✉r✳ ❍♦✉s❡❤♦❧❞s ✐♥✲
❡❧❛st✐❝❛❧❧② s✉♣♣❧② ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞✱ L✱ ♦r ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r✱ H✳ ❚❤✉s✱ t♦t❛❧ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧②✱
L + H✱ ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ❝♦♥s✉♠❡rs ❤❛✈❡ ♣❡r❢❡❝t ❢♦r❡s✐❣❤t ❝♦♥✲
❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ ✜♥❛❧✲❣♦♦❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ {C(t), t ≥ 0} t♦ ♠❛①✐♠✐s❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✉t✐❧✐t②

✶✻■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐♥ ❆❝❡♠♦❣❧✉ ❛♥❞ ❩✐❧✐❜♦tt✐ ✭✷✵✵✶✮✬s ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❘✫❉ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧✲❦♥♦✇❧❡❞❣❡ st♦❝❦ ✐s s✐♠♣❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② Nm(t)✳

✶✺



U =

∫ ∞

0

(

C(t)1−θ − 1

1− θ

)

e−ρtdt, ✭✸✸✮

✇❤❡r❡ ρ > 0 ✐s t❤❡ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡ ❛♥❞ θ > 0 ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧
❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ✢♦✇ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t

ȧ(t) = r(t) · a(t) +WL(t) · L+WH(t) ·H − C(t), ✭✸✹✮

✇❤❡r❡ a ❞❡♥♦t❡s ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬ r❡❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡ts ❤♦❧❞✐♥❣s✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✇❡❛❧t❤ a(0)

✐s ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲P♦♥③✐ ❣❛♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ limt→∞e−
∫ t

0 r(s)dsa(t) ≥ 0 ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦s❡❞✳
❚❤❡ ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛r❡ st❛♥❞❛r❞✱

Ċ(t)

C(t)
=

1

θ
· (r(t)− ρ) , ✭✸✺✮

lim
t→∞

e−ρt · C(t)−θ · a(t) = 0. ✭✸✻✮

✷✳✹✳ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ r❛t❡s

❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✇❡❛❧t❤ ❤❡❧❞ ❜② ❛❧❧ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✐s a(t) =
∑

m=L,H

∫ Nm(t)
0 Vm(ωm, t)dωm✱

✇❤✐❝❤✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❛r❜✐tr❛❣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡♥tr② ✭✷✺✮✱ ②✐❡❧❞s
a(t) =

∑

m=L,H ηm(t) ·Nm(t)✳ ❚❛❦✐♥❣ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ ✭✸✹✮✱ ✇❡ ❣❡t
❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✢♦✇ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t
♠❛r❦❡t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

Ytot(t) = C(t) +Xtot(t) +Rh(t) +Rv(t), ✭✸✼✮

✇❤❡r❡ Rh =
∑

m=L,H Rhm ❛♥❞ Rv =
∑

m=L,H Rvm✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡
❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉ts ✭✶✵✮ ❛♥❞ ✭✾✮✱ ❛♥❞ ❢♦r t♦t❛❧ ❘✫❉ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ✭✶✽✮ ❛♥❞ ✭✶✾✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

χY · Γ(t) = C(t) + χX · Γ(t) + ηL(t) · ṄL(t) + ηH(t) · ṄH(t)+

+ζ · λ
1−α
α (Lǫ · IL(t) ·QL(t) +Hǫ · IH(t) ·QH(t)) . ✭✸✽✮

❙♦❧✈✐♥❣ ❢♦r✱ ❡✳❣✳✱ IL✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭✷✺✮ ❛♥❞ ✭✷✻✮✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✈❡rt✐❝❛❧✲✐♥♥♦✈❛t✐♦♥
r❛t❡ ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❤❡ L✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡❝t♦r

IL(QL, QH , NL, NH , C, IH) =
1

ζ · λ
1−α

α · Lǫ

[

χ ·

(

[PH(QH , QL)]
1

α · H ·
QH

QL

+ [PL(QH , QL)]
1

α · L

)

−
C

QL

]

−

−

(

H

L

)ǫ

·
QH

QL

· IH −
1

λ
1−α

α

·

[(

H

L

)ǫ

·
QH

QL

· xH(QH , NH) + xL(QL, NL)

]

, ✭✸✾✮

✶✻



✇❤❡r❡ χ ≡ χY − χX = A
1
α (1− α)

2
α

[

(1− α)−2 − 1
]

> 0✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t PL ❛♥❞ PH ❛r❡

✭♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✮ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ QH/QL ❛❧♦♥❡ ✭s❡❡ ✭✻✮ ❛♥❞ ✭✼✮✮✳ ■❢ ✇❡ ❢✉rt❤❡r ✉s❡ ✭✶✼✮ t♦ ❡❧✐♠✐✲
♥❛t❡ IH ❢r♦♠ ✭✸✾✮✱ ✇❡ ❣❡t IL ≡ IL(QL, QH , NL, NH , C)✳ ❆s ❢✉♥❝t✐♦♥s Im(QL, QH , NL, NH , C)
❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ r❛t❡s ❛t t❤❡ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❧❡✈❡❧ ❛r❡

I+m(QL, QH , NL, NH , C) = max {Im(QL, QH , NL, NH , C), 0} , m ∈ {L,H} . ✭✹✵✮

❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❡✛❡❝t ♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✿
✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s ✐s t♦♦ ❧♦✇✱ ✈❡rt✐❝❛❧ ❘✫❉ s❤✉ts ❞♦✇♥✳✶✼ ❋r♦♠ ✭✶✻✮✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡
r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛s r(QL, QH , NL, NH , C) = r0m−I+m(QL, QH , NL, NH , C)✱ ✇❤❡r❡

r0L ≡ π0L
1−ǫP

1
α

L /ζ ❛♥❞ r0H ≡ π0H
1−ǫP

1
α

H /ζ✳

✷✳✺✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛t❤s ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r✐❝❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥s ({Xm(ωm, t), pm(ωm, t)} , ωm ∈ [0, Nm(t)])t≥0 ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s✱ q✉❛❧✐t② ✐♥✲
❞✐❝❡s ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧✲✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ r❛t❡s ({ Nm(t), Qm(t), Im(t)} )t≥0 ❢♦r s❡❝t♦rs m ∈ {L,H}✱
❛♥❞ ❜② t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣❛t❤s (C(t), r(t))t≥0✱ s✉❝❤ t❤❛t✿ ✭✐✮ ❝♦♥s✉♠❡rs✱ ✜♥❛❧✲❣♦♦❞ ✜r♠s ❛♥❞
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✲❣♦♦❞ ✜r♠s s♦❧✈❡ t❤❡✐r ♣r♦❜❧❡♠s❀ ✭✐✐✮ ❢r❡❡✲❡♥tr② ❛♥❞ ♥♦✲❛r❜✐tr❛❣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛r❡ ♠❡t❀ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ♠❛r❦❡ts ❝❧❡❛r✳ ❚♦t❛❧ s✉♣♣❧✐❡s ♦❢ ❤✐❣❤✲ ❛♥❞ ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r ❛r❡ ❡①♦❣❡✲
♥♦✉s✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ✇❤❡r❡ I+m (·) = Im (·) > 0✱ m ∈ {L,H}✱✶✽

s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠

Ċ =
1

θ
· (r0m − Im(QL, QH , NL, NH , C)− ρ) · C, ✭✹✶✮

Q̇m = (Im(QL, QH , NL, NH , C) · Ξ + xm(Qm, Nm)) ·Qm, ✭✹✷✮

Ṅm = xm(Qm, Nm) ·Nm, ✭✹✸✮

❣✐✈❡♥ Qm(0) ❛♥❞ Nm(0)✱ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✻✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ r❡✲✇r✐tt❡♥
❛s

lim
t→∞

e−ρt · C(t)−θ · ζ · (Lǫ ·QL(t) +Hǫ ·QH(t)) = 0. ✭✹✹✮

✷✳✻✳ ❚❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞✲❣r♦✇t❤ ♣❛t❤

❆s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ s②st❡♠ ✭✹✶✮✲✭✹✸✮ ❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ❛ ❇●P ❡①✐sts ♦♥❧② ✐❢✿ ✭✐✮ t❤❡
❛s②♠♣t♦t✐❝ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t② ✐♥❞✐❝❡s ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❡q✉❛❧
t♦ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✱ gC = gQL

= gQH
= g❀ ✭✐✐✮ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s ♦❢ t❤❡

✶✼❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❛♥❛❧②s❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ●✐❧✱ ❇r✐t♦✱ ❛♥❞ ❆❢♦♥s♦ ✭✷✵✶✸✮✳
✶✽❆s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ❜❡❧♦✇ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✱ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠❡t ❜② ♦✉r

♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

✶✼



♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❡q✉❛❧✱ gNL
= gNH

❀ ✭✐✐✐✮ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧✲✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ r❛t❡s
❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧✲❣♦♦❞ ♣r✐❝❡ ✐♥❞✐❝❡s ❛r❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② tr❡♥❞❧❡ss✱ gIL = gIH = gPL

= gPH
= 0❀

❛♥❞ ✭✐✈✮ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t② ✐♥❞✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s
❛r❡ ♠♦♥♦t♦♥♦✉s❧② r❡❧❛t❡❞✱ gQL

/gNL
= gQH

/gNH
= (σ + γ + 1)✱ gNm 6= 0✱ m ∈ {L,H}✳

❖❜s❡r✈❡✱ ❢r♦♠ ✷✻✱ t❤❛t xm = gNm ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡ ✐❢ Nm > 0✳
■t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ r❡❝❛st s②st❡♠ ✭✹✶✮✲✭✹✸✮✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s✱ xm✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✷✼✮✲✭✷✽✮✱ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r❛t❡✱ zL ≡ C/QL✱ ❛♥❞
t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧✲❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜✐❛s✱ Q ≡ QH/QL✱ ✐♥t♦ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s②st❡♠ ✐♥ ❞❡tr❡♥❞❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ t❤❡♥ ❣❡t✱ ❛❣❛✐♥ ✇✐t❤ I+m = Im > 0✱

ẋL =

[

Ξ

γ
· IL −

(

σ + γ

γ

)

· xL

]

· xL, ✭✹✺✮

żL =

[

1

θ
· (r0L − ρ)−

(

1

θ
+ Ξ

)

· IL − xL

]

· zL, ✭✹✻✮

ẋH =

[

Ξ

γ
· IL −

(

σ + γ

γ

)

· xH +
Ξ

γ
·
π0
ζ

·

(

H1−ǫ · P
1
α

H − L1−ǫ · P
1
α

L

)]

· xH , ✭✹✼✮

Q̇ =

[

Ξ ·
π0
ζ

·

(

H1−ǫ · P
1
α

H − L1−ǫ · P
1
α

L

)

+ xH − xL

]

·Q, ✭✹✽✮

✇❤❡r❡ IL ≡ IL(Q, xL, xH , zL) = IL(QL, QH , NL, NH , C)✱ IH ≡ IH(Q, xL, xH , zL) =
IH(QL, QH , NL, NH , C)✱ PL ≡ PL(Q) = PL(QL, QH)✱ ❛♥❞ PH ≡ PH(Q) = PL(QL, QH)✳
❚❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✹✮ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
♦♥ xL(0)✱ xH(0) ❛♥❞ Q(0)✱ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❇●P✱ ❜② ❥♦✐♥t❧②
❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ xL(t), zL(t), xH(t) ❛♥❞ Q(t)✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s
Nm(t)✱ C(t) ❛♥❞ QL(t) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ QH(t)✮✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ QH(t) ✭QL(t)✮✳
❚❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✹✮ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡tr❡♥❞❡❞

✈❛r✐❛❜❧❡s✱

lim
t→∞

e−ρt · zL(t)
−θ · ζ · (Lǫ +Hǫ ·Q(t)) ·QL(t)

1−θ = 0, ✭✹✾✮

✇❤❡r❡ zL ❛♥❞ Q ❛r❡ st❛t✐♦♥❛r② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❇●P✱ ❛s s❤♦✇♥ ❛❜♦✈❡✳ ▲❡t QL = q̂Le
gt✱ ✇❤❡r❡

q̂L ❞❡♥♦t❡s ❞❡tr❡♥❞❡❞ QL ✭✐✳❡✳✱ st❛t✐♦♥❛r② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❇●P✮✱ ❛♥❞ s✉❜st✐t✉t❡ ✐♥ ✭✹✾✮✱ t♦
s❡❡ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s ρ ≥ (1 − θ)g✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥✱
g = (r − ρ) /θ✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ❛s r > g✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❛❧s♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ✉t✐❧✐t② ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✭✸✸✮ ❝♦♥✈❡r❣❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ▲❡t r̃0m − ρ > 0✱ ❛♥❞ 0 <
Ξ
θ
(r̃0m−ρ)

Ξ(σ+γ+1)+(σ+γ)/θ < x ≡ χ · Γ̃/(Q̃LZ)✱

m ∈ {L,H}✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r✐♦r st❡❛❞② st❛t❡✱ (x̃L, z̃L, x̃H , Q̃)✱ ❡①✐sts ❛♥❞ ✐s ✉♥✐q✉❡✱ ✇✐t❤✿

Q̃ =

(

H

L

)1−2ǫ

, ✭✺✵✮

✶✽



x̃L = x̃H =
Ξ
θ (r̃0m − ρ)

Ξ (σ + γ + 1) + 1
θ (σ + γ)

, ✭✺✶✮

z̃L = χ

(

P̃
1
α

HHQ̃+ P̃
1
α

L L

)

−
(

ζλ
1−α
α ĨL + ζx̃L

)(

HǫQ̃+ Lǫ
)

, ✭✺✷✮

✇❤❡r❡

ĨL = ĨH =

(

σ + γ

Ξ

)

x̃L =

(

σ + γ

Ξ

)

x̃H , ✭✺✸✮

❛♥❞ r̃0L ≡ π0
ζ L1−ǫP̃

1
α

L = r̃0H ≡ π0
ζ H1−ǫP̃

1
α

H ✱ P̃L = exp(−α) ·
[

1 + (H/L)1−ǫ
]α

✱ P̃H =

exp(−α) ·
[

1 + (H/L)ǫ−1
]α

✱ ❛♥❞ Z ≡ ζ [(σ + γ) /Ξ + σ + γ + 1]
(

HǫQ̃+ Lǫ
)

> 0✳

Pr♦♦❢ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳
❊q✉❛t✐♦♥s ✭✺✵✮✲✭✺✷✮ r❡♣r❡s❡♥t ❛ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❣r♦✇t❤ ✐♥ t❤❡

✉s✉❛❧ s❡♥s❡✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❣r♦✇t❤ r❛t❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱

g̃NL
= g̃NH

= x̃L = x̃H > 0, ✭✺✹✮

g̃QL
= g̃QH

= g̃ =
Ξ
θ (r̃0L − ρ) (σ + γ + 1)

Ξ (σ + γ + 1) + 1
θ (σ + γ)

> 0. ✭✺✺✮

❚❤✉s✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts✱ ✉♥❞❡r ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❛ ❇●P ✇✐t❤ ❝♦♥✲
st❛♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s✱ g ❛♥❞ gNm ✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ❧❛tt❡r ❜② t❤❡
❣r♦✇t❤ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✲❣♦♦❞ q✉❛❧✐t②✱ Ξ · Im ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✵✮✮✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ ✭✺✸✮
t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❇●P ♦♥❧② ❡①✐sts ✐❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s ❛♥❞ t❤❡
✈❡rt✐❝❛❧✲✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ r❛t❡ ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐s ♣r♦♣❡❧❧❡❞ ❜②
t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s ♣❧✉s t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✲❣♦♦❞
q✉❛❧✐t②✱ g̃ = g̃Nm + Ξ · Ĩm ✭s❡❡ ✭✷✾✮✮✱ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✈✐❡✇ t❤❛t ✐♥❞✉str✐❛❧
❣r♦✇t❤ ♣r♦❝❡❡❞s ❜♦t❤ ❛❧♦♥❣ ❛♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡✢❡❝t✐♥❣
t❤❡ ❞✐st✐♥❝t ♥❛t✉r❡ ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✭✐♠♠❛t❡r✐❛❧ ✈❡rs✉s ♣❤②s✐❝❛❧✮ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❘✫❉ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝♦sts ✭s❡❡ ✭✶✷✮ ❛♥❞ ✭✷✵✮✮✱ ✈❛r✐❡t②
❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s ✉❧t✐♠❛t❡❧② s✉st❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s q✉❛❧✐t② ✉♣❣r❛❞❡✱ ❛s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
❣r♦✇t❤ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✲❣♦♦❞ q✉❛❧✐t② ❞✉❡ t♦ ✈❡rt✐❝❛❧ ❘✫❉ ♠❛❦❡s ✐t ❛ttr❛❝t✐✈❡✱ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ♣r♦✜ts✱ ❢♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥tr❛♥ts t♦ ❛❧✇❛②s ♣✉t ✉♣ ❛♥ ❡♥tr② ❝♦st✱ ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢
✐ts ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ Nm✳

✶✾ ❚❤✉s✱ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛r✐s❡s ❛s t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❣r♦✇t❤ ❡♥❣✐♥❡✱
✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t s✉st❛✐♥s ❜♦t❤ ✈❛r✐❡t② ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇t❤✳
❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ C̃✱ Ñm✱ ❛♥❞ Q̃m✱ m ∈ {L,H}✱ ✇❤❡r❡ Q̃L ✐s ✉♥❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❞

C̃ = z̃Q̃L, ✭✺✻✮

ÑL =

(

ζ

φ
Lǫ

) 1
σ+γ+1

(x̃L)
−γ

σ+γ+1

(

Q̃L

) 1
σ+γ+1

, ✭✺✼✮

✶✾■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❇❛rr♦ ❛♥❞ ❙❛❧❛✲✐✲▼❛rt✐♥ ✭✷✵✵✹✱ ❝❤✳ ✻✮ t❤❛t✱ ✐♥ ❛ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❤♦r✐③♦♥t❛❧
❘✫❉✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝♦st ✐♥ ✭✷✵✮ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❝♦♥st❛♥t N ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❇●P ✭♣r♦✈✐❞❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣r♦✇t❤
✐s ③❡r♦✮✳

✶✾



ÑH =

(

ζ

φ
Hǫ

) 1
σ+γ+1

(x̃H)
−γ

σ+γ+1

[

(

H

L

)1−2ǫ

Q̃L

] 1
σ+γ+1

. ✭✺✽✮

❋r♦♠ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r XL ❛♥❞ XH ✭s❡❡ ✭✾✮✮ ❛♥❞ ❢♦r NL ❛♥❞ NH ❛❜♦✈❡✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞
✇✐t❤ ✭✺✵✮ ❛♥❞ ✭✺✶✮✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s ✭✐✳❡✳✱ H✲ ✈✐s✲à✲✈✐s L✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡❝t♦r✮✱

X̃ ≡
˜(

XH

XL

)

=

(

H

L

)1−ǫ

, ✭✺✾✮

Ñ ≡
˜(

NH

NL

)

=

(

H

L

)
1−ǫ

σ+γ+1

. ✭✻✵✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✶✮ ❛♥❞ ✭✺✵✮✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ s❦✐❧❧ ♣r❡♠✐✉♠

W̃ =
h

l

(

H

L

)−ǫ

. ✭✻✶✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r st❡❛❞② st❛t❡ (x̃L, z̃L, x̃H , Q̃) ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❧♦❝❛❧ st❛✲
❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ❧✐♥❡❛r✐s❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠ ✭✹✺✮✲✭✹✽✮ ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ (x̃L, z̃L, x̃H , Q̃)
❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦✉rt❤✲♦r❞❡r s②st❡♠









ẋL
żL
ẋH
Q̇









=











a11x̃L a12x̃L a13x̃L
Ξ
γ

˜(

∂IL
∂Q

)

x̃L

a21z̃L a22z̃L a23z̃L a24z̃L
a31x̃H a32x̃H a33x̃H a34x̃H
−Q̃ 0 Q̃ −ΞS1Q̃



















xL − x̃L
zL − z̃L
xH − x̃H
Q− Q̃









, ✭✻✷✮

❣✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s xL(0)✱ xH(0) ❛♥❞ Q(0) ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✾✮✳

❚❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① J
(

x̃L, x̃H , z̃L, Q̃
)

✱ ✐♥ ✭✻✷✮✱ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡✱ ✇❤❡r❡

✇❡ ❞❡✜♥❡
a11 ≡ − 1

γ

(

Ξ
Ξ+1

)

S0 −
σ+γ
γ ❀ a12 ≡ − 1

ζLǫ
1
γ

(

Ξ
Ξ+1

)

S0❀ a13 ≡ − 1
γ

(

Ξ
Ξ+1

)

S0

(

H
L

)1−ǫ
❀

a21 ≡
(

1
θ + Ξ

)

1
Ξ+1S0 − 1❀ a22 ≡

(

1
θ + Ξ

)

1
Ξ+1

1
ζLǫS0❀ a23 ≡

(

1
θ + Ξ

)

1
Ξ+1

(

H
L

)1−ǫ
S0❀

a24 ≡
π0
θζ

1
2eL

1−ǫ
(

H
L

)ǫ
−
(

1
θ + Ξ

) ˜(

∂IL
∂Q

)

❀

a31 ≡ a11 +
σ+γ
γ ❀ a32 ≡ a12❀ a33 ≡ a13 −

σ+γ
γ ❀ a34 ≡ a14 −

Ξ
γ S1❀

✇✐t❤

S0 ≡ 1/
[

1 +
(

H
L

)1−ǫ
]

❀ S1 ≡
π0
ζ

1
2eL

1−ǫ 1
Q̃S0

❀

˜(

∂IL
∂Q

)

=
[

S1 −
(

1
Ξ+1 + σ+γ

Ξ

)

x̃H

]

(

H
L

)ǫ
S0 +

1
ζ
1
eH

1−ǫ 1
Ξ+1χ

1
Q̃
.

❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ xL✱ xH ❛♥❞ Q✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❥✉♠♣ ✈❛r✐✲

❛❜❧❡✱ zL✱ s❛❞❞❧❡✲♣❛t❤ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
(

x̃L, x̃H , z̃L, Q̃
)

r❡q✉✐r❡s t❤❛t

✷✵



J
(

x̃L, x̃H , z̃L, Q̃
)

❤❛s t❤r❡❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❛❧ ♣❛rt ❛♥❞ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡

r❡❛❧ ♣❛rt✱ ❤❡♥❝❡ ✐♠♣❧②✐♥❣ det(J(x̃L, x̃H , z̃L, Q̃)) < 0✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ♦♥❡ ❛♥❞ t❤r❡❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❛❧ ♣❛rt✱ ❢✉rt❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
♠✉st ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ s♦ t❤❛t s❛❞❞❧❡✲♣❛t❤ st❛❜✐❧✐t② ❛♣♣❧✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②

❤❛r❞ t♦ ❝❤❡❝❦ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t J
(

x̃L, x̃H , z̃L, Q̃
)

✐s ❛ 4× 4 ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❥✉st

♦♥❡ ③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥t✳✷✵ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❡r❝✐s❡ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❡①✐s✲
t❡♥❝❡ ♦❢ t❤r❡❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❛❧ ♣❛rt ❛♥❞ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧ ♣❛rt ✭s❡❡
❆♣♣❡♥❞✐① ❈✮ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t✿

❘❡♠❛r❦ ✶✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r✐♦r st❡❛❞② st❛t❡ ✐s ❧♦❝❛❧❧② s❛❞❞❧❡✲♣❛t❤ st❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❜❛s❡❧✐♥❡
♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ♥♦t❡✇♦rt❤② t❤❛t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐s ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ ✉♥✐t② ✭✐t ✐s t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✮✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s♦✉r❝❡s ♦❢ st❛❜✐❧✐t②
✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠✱ ❜✉t ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r❛❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ❚❤✉s✱ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❝❛♥ ❡♠❡r❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧♦♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r✐s❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❊✐❝❤❡r ❛♥❞ ❚✉r♥♦✈s❦②✱ ✷✵✵✶✱ ✇❤♦s❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s
❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ ❢❡❛t✉r❡s ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✮✳

✸✳ ■♥❞✉str② ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝s

✸✳✶✳ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉str② str✉❝t✉r❡ ✭❤✐❣❤✲ ✈❡rs✉s ❧♦✇✲t❡❝❤ s❡❝✲
t♦rs✮ ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ ♦♥ ✐ts r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
♥❛♠❡❧② t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✳ ❚♦ t❤❛t ❡♥❞✱ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ tr✐❣❣❡r❡❞ ❜② ❛♥ ✉♥❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ♦♥❡✲♦✛ s❤♦❝❦ ✐♥
t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r✳✷✶ ●❧♦❜❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ❧♦❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✱
❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝❛rr② ♦✉t ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❡①❡r❝✐s❡ ✇✐t❤♦✉t r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
t♦ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❛♥❞✱ t❤✉s✱ t♦ s♠❛❧❧ s❤✐❢ts ✐♥ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝
s②st❡♠ ✐♥ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❢♦✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ ✐s ❤✐❣❤❧② ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ r❡s♦rt t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s t♦ st✉❞②
✐ts ❣❧♦❜❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✳

✷✵❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐s❡❞ s②st❡♠ ✭✻✷✮ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Po(β) = β4 + b3β
3 +

b2β
2 + b1β + b0✱ ✇❤❡r❡ β ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ r♦♦ts ♦❢ ♠❛tr✐① J

(

x̃L, x̃H , z̃L, Q̃
)

✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❡✣✲

❝✐❡♥ts b4−k✱ k = 1, .., 4✱ ❡q✉❛❧ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ kt❤✲♦r❞❡r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠✐♥♦rs ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ b0 = det(J)
❛♥❞ b3 = −tr(J)✮✱ t❤♦s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡❧② ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛ q✉❛rt✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❇❛r♥❡tt✱
✶✾✼✶❀ ❑✐♥❣✱ ✶✾✾✻❀ ❇r✐t♦✱ ✷✵✵✹✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ b4−k ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs
♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ t❤r❡❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❛❧ ♣❛rt ❛♥❞ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧ ♣❛rt ❛r❡✿

✭✐✮ ❢♦r ③❡r♦ ❝♦♠♣❧❡① ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ b0 < 0 ❛♥❞ (b1 < 0, b2 < 0 ♦r b2 > 0, b3 > 0)❀
✭✐✐✮ ❢♦r ♦♥❡ ♣❛✐r ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ b0 < 0 ❛♥❞

(b3 > 0, h1 < 0 ♦r b1 < 0, b3 > 0, h1 = 0 ♦r b1 < 0, h1 > 0)✱ ✇❤❡r❡ h1 = b0b
2
3 + b21 − b1b2b3✳

✷✶■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❡✈✐❞❡♥❝❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ✭st❛t✐st✐❝❛❧✮ ❝❛✉s❛❧✐t② r✉♥♥✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡
❤✐❣❤ s❦✐❧❧❡❞ t♦ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲t❡❝❤ s❡❝t♦r ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❞❛t❛✳

✷✶



❲❡ st❛rt ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ t❤❡ ✭♣r❡✲s❤♦❝❦✮ st❡❛❞② st❛t❡❀ t❤❡♥✱ ✇❡
♣♦s✐t ❛♥ ✉♥❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ♦♥❡✲♦✛ s❤♦❝❦ t❤❛t s❤✐❢ts t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✭t❤❡ ♣♦st✲s❤♦❝❦ st❡❛❞②
st❛t❡✮✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✾✮✮ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ xL(0)✱ xH(0) ❛♥❞ Q(0) ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
♣r❡✲s❤♦❝❦ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✈❛❧✉❡s✮✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ✭✹✺✮✲✭✹✽✮ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧
❞②♥❛♠✐❝s ❛❢t❡r t❤❡ s❤♦❝❦✱ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♥❡✇ ✭♣♦st✲s❤♦❝❦✮ st❡❛❞② st❛t❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞✲
❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♣♣❧② ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts ✐♥ t✐♠❡✱ t❤✐s ❛♠♦✉♥ts t♦ ❛ ❜♦✉♥❞❛r②✲✈❛❧✉❡ ♣r♦❜✲
❧❡♠✿ ✇❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧② ❛t t = 0
✭✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r t❤❡ s❤♦❝❦ ♦❝❝✉rs✮✱ ❛♥❞ ❛ t❡r♠✐♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧✐❡s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❛t t❤❡ ♥❡✇ st❡❛❞② st❛t❡✳ ❚❤❡ ❥♦❜ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ ❡①♣r❡ss t❤✐s ❧❛tt❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡
♦❢ t❤❡ ❥✉♠♣ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ zL(0)✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥s✉✐♥❣ t✐♠❡ ♣❛t❤ ✭♦❢ zL ❛♥❞✱ t❤❡r❡❜②✱ ♦❢ xL✱ xH
❛♥❞ Q✮ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♥❡✇ st❡❛❞② st❛t❡✱ ✐♥ ❝❛s❡ ❛ st❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❡①✐sts✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝
s②st❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣
t❤❡ t❤r❡❡✲st❛❣❡ ▲♦❜❛tt♦ ■■■❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ▼❛t▲❛❜ ✭✈❡rs✐♦♥ ❘✷✵✶✹❛✮✳✷✷,✷✸

❇❡❛r✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ✭✹✺✮✲✭✹✽✮✱ t❤❡ t✐♠❡✲♣❛t❤ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡
♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ xL✱ xH ❛♥❞ Q✱ ❛♥❞ t❤❡ ❥✉♠♣ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ zL✱ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❛ss❡ss t❤❡
✐♥❞✉str② ❞②♥❛♠✐❝s✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t✐♠❡✲♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s ✭t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s ✐♥ t❤❡ H✲ t♦ t❤❡ L✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡❝t♦r✮✱

N(t) =

(

H

L

) ǫ
σ+γ+1

(

xH(t)

xL(t)

)−

(

γ
σ+γ+1

)

Q(t)
1

σ+γ+1 , ✭✻✸✮

r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ H✲ t♦ t❤❡ L✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡❝t♦r✮✱

X(t) =

(

H

L

) 1
2

Q(t)
1
2 , ✭✻✹✮

t❤❡ s❡❝t♦r❛❧ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s ✐♥ t❤❡ H✲ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ L✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡❝t♦rs✱

gQH
(t) = IL(t) · Ξ + xL(t), ✭✻✺✮

gQL
(t) = IH(t) · Ξ + xH(t), ✭✻✻✮

❛♥❞ t❤❡ s❦✐❧❧ ♣r❡♠✐✉♠✱

W (t) =
h

l

(

H

L

)− 1
2

Q(t)
1
2 . ✭✻✼✮

✷✷❚❤❡ ❝♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▼❛t▲❛❜ ❜✈♣✹❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♣❡r❢♦r♠s ❛ ♠❡s❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡rr♦r
❝♦♥tr♦❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♦❧✉t✐♦♥ ✭❢✉rt❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡
▼❛t▲❛❜ ❤❡❧♣✲❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥✮✳

✷✸❆s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ t❤❡ ✏❋♦r✇❛r❞ ❙❤♦♦t ✶❉✑ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ❆t♦❧✐❛ ❛♥❞
❇✉✣❡ ✭✷✵✵✾✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛ s♦❢t✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦✉r ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠✱
✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤r❡❡ ♣r❡✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ②✐❡❧❞❡❞ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts
t♦ t❤❡ ▼❛t▲❛❜ ❜✉✐❧t✲✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ s❡✈❡r❛❧
❡①❡❝✉t✐♦♥s ✇❡r❡ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡✳

✷✷



❆t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲♣❛t❤ ♦❢ t❤❡
❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✱

g(t) =
L

1
2 · gQL

(t) + (Q(t) · H)
1
2 · gQH

(t)

L
1
2 + (Q(t) · H)

1
2

, ✭✻✽✮

❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱

r(t) =
π0
ζ

· L1−ǫ · PL(t)
1
α − IL(t) =

π0
ζ

· H1−ǫ · PH(t)
1
α − IH(t). ✭✻✾✮

❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ s❤♦❝❦ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✉♣♣❧② ♦❢ s❦✐❧❧s✱ H/L✱ ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st
❛r❡ t❤❡♥ st✉❞✐❡❞ ✉♥❞❡r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r t❤❡ ♠❛r❦❡t ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝♦st ♣❛r❛♠❡t❡r✱
ǫ ✭❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❣r♦✇t❤✱ 1 − ǫ✮✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ s❝❡♥❛r✐♦s
❢❡❛t✉r❡✱ r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❝❛s❡✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ H/L ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❥✉♠♣ ✐♥ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞
❧❛❜♦✉r✱ H✱ ❢r♦♠ 0.1 t♦ 0.19✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r✱ L✱ ✐s ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ t♦ ✉♥✐t②✳✷✹ ❚❤✐s
t❤❡♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ st❡❛❞② st❛t❡ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
H/L = 0.1 ❛♥❞ H/L = 0.19✳ ❚❤❡s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ s❦✐❧❧❡❞ ✭♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❝♦❧❧❡❣❡ t♦ ♥♦♥✲❝♦❧❧❡❣❡ ❣r❛❞✉❛t❡s✮ ✐♥ t❤❡ ✶✹
❝♦✉♥tr✐❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ ❛s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❇❛rr♦ ❛♥❞ ▲❡❡ ✭✷✵✶✵✮✬s ❞❛t❛ s❡t ❢♦r ✶✾✽✵ ❛♥❞
✶✾✾✺✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳✷✺

■♥ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✶✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ǫ = 0 ♦r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ǫ ♥❡❛r ③❡r♦✱ t❤❛t ✐s✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❡✳❣✳✱ ❆❝❡✲
♠♦❣❧✉ ✭✶✾✾✽✮ ❛♥❞ ❆❝❡♠♦❣❧✉ ❛♥❞ ❩✐❧✐❜♦tt✐ ✭✷✵✵✶✮✱ ♠❛r❦❡t✲s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts ♣r❡✈❛✐❧✳ ❙❝❡♥❛r✐♦
✷ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② ǫ = 1 ♦r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ǫ ♥❡❛r ✉♥✐t②✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ ♠❛r❦❡t✲s❝❛❧❡
❡✛❡❝ts ❛r❡ ✭t♦t❛❧❧② ♦r ❛❧♠♦st t♦t❛❧❧②✮ r❡♠♦✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❡✛❡❝ts ♣r❡✈❛✐❧✱ ✐♥
❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❏♦♥❡s ✭✶✾✾✺✮ ❛♥❞ ♦t❤❡rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✸✱ ✇❡ ❧❡t ǫ = 0.5✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t
♠❛r❦❡t✲s✐③❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ♣r✐❝❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❡✛❡❝ts ♦✛s❡t ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❡①❛❝t❧②✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧✲❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜✐❛s✱ Q✱ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✉♣♣❧② ♦❢ s❦✐❧❧s✱ H/L✱ ♦♥
t❤❡ ❇●P✳

❆s ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ❜❛s❡❧✐♥❡
✈❛❧✉❡s✿ρ = 0.02❀ θ = 1.5❀ A = 1❀ φ = 1❀ α = 0.6❀ λ = 2.5❀ σ = 1.2❀ γ = 1.2❀ l = 1.0❀
h = 1.3✳✷✻ ●✐✈❡♥ t❤❛t✱ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❇●P✱ ✇❡ ❤❛✈❡ gQm−gNm = (σ+γ)gNm ✱ ✇❡ ❧❡t σ+γ = 2.4
t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✜r♠ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡
♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❢♦r ❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞
✶✾✾✺✲✷✵✵✼✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r l ❛♥❞ h ❛r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❆❢♦♥s♦ ❛♥❞ ❚❤♦♠♣s♦♥ ✭✷✵✶✶✮✱ ❛❧s♦
❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❞❛t❛✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ❤❛s ♥♦ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s✱ φ ✇❛s ♥♦r♠❛❧✐s❡❞
t♦ ✉♥✐t②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r θ✱ ρ✱ λ ❛♥❞ α ✇❡r❡ s❡t ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡

✷✹❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ s✉❣❣❡sts t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ H ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❧❡❛r❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ✐♥ L ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❛♥♥✉❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❧❡❣❡ ✭t❤❡ ✉s✉❛❧ ♣r♦①② ❢♦r ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r✮ ❛♥❞ ♥♦♥✲
❝♦❧❧❡❣❡ ❣r❛❞✉❛t❡s ✭t❤❡ ♣r♦①② ❢♦r t❤❡ ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞✮ ✇❛s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✺✳✵✹ ❛♥❞ ✵✳✶✺ ♣❡r❝❡♥t✱ ❝♦♠♣✉t❡❞
❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✶✹ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶ ❢♦r t❤❡ ✶✾✽✵✲✶✾✾✺ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡
❞❛t❛ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❇❛rr♦ ❛♥❞ ▲❡❡ ✭✷✵✶✵✮✬s ❞❛t❛ s❡t✳

✷✺❚❤❡ ✜rst ②❡❛r ✭✶✾✽✵✮ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ❢♦r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✜♥❛❧ ②❡❛r ✭✶✾✾✺✮
✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t ❜② t❤❛t t✐♠❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤
s❦✐❧❧❡❞ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲t❡❝❤ s❡❝t♦r ✭s❡❡ ❢♥✳ ✭✸✮ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✳

✷✻❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡✱ ρ✱ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ②❡❛r✳

✷✸



ζ z̃ Q̃ x̃m g̃ Ĩm r̃

❙❝❡♥❛r✐♦ ✶ ✭ǫ = 0✮ 0.42 0.1204 0.2600 0.0073 0.0248 0.0208 0.0572

❙❝❡♥❛r✐♦ ✷ ✭ǫ = 1✮ 0.66 0.3032 3.8461 0.0074 0.0252 0.0211 0.0577

❙❝❡♥❛r✐♦ ✸ ✭ǫ = 0.5✮ 0.50 0.1729 1.0000 0.0074 0.0251 0.0210 0.0577

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧✲❘✫❉ ✢♦✇ ✜①❡❞ ❝♦st✱ ζ✱ ✉♥❞❡r t❤r❡❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r
ǫ✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr② ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ●❉P ❣r♦✇t❤
r❛t❡ ♦✈❡r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✶✾✾✺✲✷✵✵✼✱ ❢♦r ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ✶✹ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ✐♥ t❤❡
❊✉r♦st❛t ♦♥✲❧✐♥❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✭❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴❡♣♣✳❡✉r♦st❛t✳❡❝✳❡✉r♦♣❛✳❡✉✮✱
✇❤❡♥ H/L = 0.19✳

ζ z̃ Q̃ x̃m g̃ Ĩm r̃

❙❝❡♥❛r✐♦ ✶ ✭ǫ = 0✮ 0.42 0.0976 0.1300 0.0063 0.0214 0.0179 0.0521

❙❝❡♥❛r✐♦ ✷ ✭ǫ = 1✮ 0.66 0.3032 7.6923 0.0074 0.0252 0.0211 0.0577

❙❝❡♥❛r✐♦ ✸ ✭ǫ = 0.5✮ 0.50 0.1414 1.0000 0.0064 0.0217 0.0182 0.0526

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❙t❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡s ✇❤❡♥ H/L = 0.1✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ζ
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳

✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❇❛rr♦ ❛♥❞ ❙❛❧❛✲✐✲▼❛rt✐♥✱ ✷✵✵✹✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ A ❛♥❞
ζ✱ ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ❛❢t❡r✲s❤♦❝❦ ❇●P ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✱ g✱ ❛r♦✉♥❞
2.5 ♣❡r❝❡♥t✴②❡❛r ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✶✮✱ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ●❉P ❣r♦✇t❤ r❛t❡
❛❝r♦ss ❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ♦✈❡r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✶✾✾✺✲✷✵✵✼✳✷✼ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡
P♦✐ss♦♥ r❛t❡✱ I✱ ✐s ❛r♦✉♥❞ 2.1 ♣❡r❝❡♥t✴②❡❛r❀ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡
❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ❛ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ✹✼✳✻ ②❡❛rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡
❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❡✳❣✳✱ ❈❛❜❛❧❧❡r♦ ❛♥❞ ❏❛✛❡✱ ✶✾✾✸✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r
t❤❡ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱ r✱ ✐s ❛❜♦✉t 5.8 ♣❡r❝❡♥t✱ ❜r♦❛❞❧② ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡
❢♦r t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❛❧ r❡t✉r♥ ♦♥ t❤❡ st♦❝❦ ♠❛r❦❡t✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛s
t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ t♦ ❘✫❉ ✭❡✳❣✳✱ ▼❡❤r❛ ❛♥❞ Pr❡s❝♦tt✱ ✶✾✽✺✮✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱
❡①t❡♥s✐✈❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡❛❢t❡r ❛r❡ r♦❜✉st✱
✐♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ t❡r♠s✱ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❬❚❛❜❧❡ ✶ ❣♦❡s ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

❬❚❛❜❧❡ ✷ ❣♦❡s ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛♥❛❧②s✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡✛❡❝ts ✭s❤✐❢t ✐♥ t❤❡
❇●P ✈❛❧✉❡s✮ ❛♥❞ ✐ts ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥t♦ s❤♦rt✲r✉♥ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧✲❞②♥❛♠✐❝s ❡✛❡❝ts ♦❢

✷✼❚❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr② ❞❛t❛ ✐s t❤❡ ❊✉r♦st❛t ♦♥✲❧✐♥❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✭❧✐♥❦ ❛t ❤tt♣✿

✴✴❡♣♣✳❡✉r♦st❛t✳❡❝✳❡✉r♦♣❛✳❡✉✮✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ✶✹ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝r♦ss✲
s❡❝t✐♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡✶✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳ ❙❡❡ ❛❧s♦ ❢♥✳✶ ✳

✷✹



❛ ✉♥❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ♦♥❡✲♦✛ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✉♣♣❧② ♦❢ s❦✐❧❧s✱ H/L✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r✱ H✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r✱
L✱ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts✱ 1 − ǫ✱
✐s ❛ ❦❡②✱ ❛❧❜❡✐t ✐♥❞✐r❡❝t✱ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❜②
✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t❤❡ s❤♦rt✲ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ s❤♦❝❦✳

❙❝❡♥❛r✐♦ ✶ ✲ ✏▼❛r❦❡t✲s✐③❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❡✛❡❝t ♣r❡✈❛✐❧s✑ ✭s♠❛❧❧ ǫ✱ ❋✐❣✉r❡ ✷✮

■♥❞✉str② ❞②♥❛♠✐❝s✿ s❤♦rt✲r✉♥ ❡✛❡❝t ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ H ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ r❡✲
s♦✉r❝❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞ ✭s❡❡ ✭✶✵✮✮ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❘✫❉✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ✐s ♥♦♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ s❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t str♦♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡
♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ✐♥ t❤❡ H✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡❝t♦r ✭s❡❡ ✭✽✮✮
♠♦r❡ t❤❛♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①✱ PH ✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡
♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ❧❛❜♦✉r ♦❢ t❤❛t s❡❝t♦r❀ t❤❡♥✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧✲✐♥♥♦✈❛t✐♦♥
r❛t❡ IH ♦❝❝✉rs ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t✲s✐③❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t
L ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ ♣r♦✜ts ✐♥ t❤❡ H✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡❝t♦r ✐♥❝r❡❛s❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ L✲t❡❝❤♥♦❧♦❣②
s❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❞✐✈❡rs✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛tt❡r t♦ t❤❡ ❢♦r♠❡r s❡❝t♦r ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❢❛❧❧ ✐♥
IL✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✈❛✐❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✉♣✇❛r❞ ❥✉♠♣ ✐♥ t❤❡
♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①✱ PL ✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ s❡❝t♦r❛❧ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ H✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡❝t♦r✱ gQH

❥✉♠♣s ✉♣✇❛r❞s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ L✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡❝t♦r✱ gQL
✱ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛

s♠❛❧❧ s❤✐❢t ❞♦✇♥✇❛r❞s✳✷✽

■♥❞✉str② ❞②♥❛♠✐❝s✿ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧✲❞②♥❛♠✐❝s ❡✛❡❝t✳ ❆❢t❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❥✉♠♣✱ gQH
t❛❦❡s

❛ ❞♦✇♥✇❛r❞ ♣❛t❤✱ ✇❤✐❧❡ gQL
❢♦❧❧♦✇s ❛♥ ✉♣✇❛r❞ ♣❛t❤❀ t❤❡ ❢♦r♠❡r r❡✢❡❝ts t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r

♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ✭t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ r❛t❡✱ IH ✱ ❢❛❧❧s ♦✈❡r tr❛♥s✐t✐♦♥✮ ✇❤✐❝❤
♠♦r❡ t❤❛♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ✭t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✈❛r✐❡t✐❡s✱ xH ✱ ✐♥❝r❡❛s❡s✮❀ ✐♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ gQL

r❡✢❡❝ts t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❜♦t❤
t❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ✭IL ❛♥❞ xL ✐♥❝r❡❛s❡✮✳ ❆❢t❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡✈❡❧ ❡✛❡❝t✱
✇❡ ❤❛✈❡ IH > IL✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ t✐♠❡✲♣❛t❤s ♦❢ IH ❛♥❞ IL r❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡✛❡❝t✿ IH
❛♥❞ IL ❛r❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❞✐❝❡s ✕ PH ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ PL

✐♥❝r❡❛s❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ♥❡✇ st❡❛❞② st❛t❡ ✕✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ t✉r♥✱ r❡✢❡❝ts t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧✲❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜✐❛s✱ Q❀ t❤❡ ❜✐❛s r✐s❡s✱ ❛t ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❛t❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐♥ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ H✲ ❛♥❞ t❤❡ L✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡❝t♦r✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ IH ❛♥❞
IL✱ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❥✉♠♣ ✐♥ H✳ ■♥ t✉r♥✱ xH ❛♥❞ xL r✐s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥
t❤❡ s❡❝t♦r❛❧ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧✲❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ QH ❛♥❞ QL ✭❣✐✈❡♥ IH > 0 ❛♥❞ IL > 0✮✱ r❡✢❡❝t✐♥❣
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✲❡♥tr② r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧✲❦♥♦✇❧❡❞❣❡
st♦❝❦ ✭s❡❡ ✭✷✻✮✮❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t IH > IL ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝♦sts ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡♥tr② ❛r❡ ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❢♦r ✐♥ t❤❡ L✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡❝t♦r ❛t t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤ ✭s❡❡ ✭✹✺✮ ❛♥❞ ✭✹✼✮✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r
s❡❝t♦r✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲♣❛t❤s ♦❢ xH ❛♥❞ xL ✭❝♦♥❝❛✈❡
❛♥❞ ❝♦♥✈❡①✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❙✐♥❝❡ xH > xL t❤r♦✉❣❤♦✉t tr❛♥s✐t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✜r♠s✱ N ✱ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ H✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡❝t♦r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥

✷✽◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ xL✱ xH ❛♥❞ Q ❛r❡ ♣r❡✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ✭✹✺✮✲✭✹✽✮✱ t❤❡②
❞♦ ♥♦t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛♥② s❤♦rt✲t❡r♠ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s s❤♦❝❦✳

✷✺



✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ t❤❛t ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ L✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡❝t♦r✱ ❛s
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r❀ ❛s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❘✫❉ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②
♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ N ✭s❡❡ ✭✻✸✮✮✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❡✛❡❝ts ✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧
❘✫❉ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❛ ❢❛st❡r ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ X✱ ❝♦♠♠❛♥❞❡❞ ❜② Q ✭s❡❡
✭✻✹✮✮✱✷✾ ❛♥❞ t❤✉s ❛❧s♦ ❛ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✜r♠ s✐③❡✱ X/N ✳✸✵

■♥❞✉str② ❞②♥❛♠✐❝s✿ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡✛❡❝t✳ ❇♦t❤ gQH
❛♥❞ gQL

s❡tt❧❡ ❞♦✇♥ ❛t ❛ ❧❡✈❡❧ t❤❛t ✐s
❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✲s❤♦❝❦ ❇●P ❧❡✈❡❧✱ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♥❡t ♣♦s✐t✐✈❡ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝t ✭♠❛r❦❡t✲s✐③❡
❡✛❡❝t✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s s❤♦❝❦✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t t❤❡ s❤♦rt✲
r✉♥ ♣♦s✐t✐✈❡ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦✈❡rs❤♦♦ts t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ♣♦s✐t✐✈❡
s❝❛❧❡ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ H✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡❝t♦r✱ ✇❤✐❧❡✱ ✐♥ t❤❡ L✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡❝t♦r✱ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
s❤♦rt✲r✉♥ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝t ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ♣♦s✐t✐✈❡ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡
r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s✱ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ✜r♠ s✐③❡ ❛❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ r❡❧❛t✐✈❡❧②
t♦ t❤❡ ♣r❡✲s❤♦❝❦ ❇●P ❧❡✈❡❧✳

❆❣❣r❡❣❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✱ g✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱ r✱ ❡①♣❡✲
r✐❡♥❝❡ ♦♥❧② ❛ ✈❡r② s❧✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤❀ t❤✉s✱ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥
✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ H r❡s✉❧ts ❛❧♠♦st ❡♥t✐r❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s s❤♦❝❦✳
❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✈❡r tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡✢❡❝ts t❤❡ ♦♣♣♦s✐♥❣ ♠♦✈❡♠❡♥ts
♦❢ t❤❡ s❡❝t♦r❛❧ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s✱ gQH

❛♥❞ gQL
✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ g✱✸✶ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠♦✈❡♠❡♥ts ♦❢

t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ r❛t❡✱ Im✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①✱ Pm✱ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ m✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡❝✲
t♦r✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ r✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❝❛✉s❡ ✐s t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧✲❦♥♦✇❧❡❞❣❡
❜✐❛s ❡✛❡❝t ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ H✳

❬❋✐❣✉r❡ ✷ ❣♦❡s ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

❙❝❡♥❛r✐♦ ✷ ✲ ✏Pr✐❝❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❡✛❡❝t ♣r❡✈❛✐❧s✑ ✭❧❛r❣❡ ǫ✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✮

■♥❞✉str② ❞②♥❛♠✐❝s✿ s❤♦rt✲r✉♥ ❡✛❡❝t ❇② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts✱ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ♦❢ ❡✛❡❝ts
✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣r✐❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❜② ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❛r❡ str♦♥❣❡r ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❡❝❤✲
♥♦❧♦❣✐❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❣♦♦❞s t❤❛t t❤❡② ♣r♦❞✉❝❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ♣r✐❝❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t
♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ H ♦♥ t❤❡ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
❣♦♦❞s ✐♥ t❤❡ H✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡❝t♦r ✐s ♥♦✇ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡
♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①✱ PH ❀ t❤❡♥✱ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧✲✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ r❛t❡ IH ♦❝❝✉rs ❞✉❡ t♦ t❤❡

✷✾❖❜s❡r✈❡ t❤❛t Q ❤❛s ❛❧s♦ ❛ ❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t ♦♥ N ✭s❡❡ ✭✻✸✮✮✱ ❜✉t ✐t ✐s ❞❛♠♣❡♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞
❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❘✫❉ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❣✉❧❛t❡❞ ❜② ♣❛r❛♠❡t❡rs σ ❛♥❞ γ✳

✸✵❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ X/N ✇✐❧❧ t❛❦❡ ❛ s❧✐❣❤t ❢❛❧❧ ❛s t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❣❡ts ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ♥❡✇ ❇●P ❜❡❝❛✉s❡✱ s✐♥❝❡
t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ X ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ N ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✱ ❜❡❧♦✇✮✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✇✐❧❧ st♦♣
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❧❛tt❡r✳

✸✶■♥ ❢❛❝t✱ s✐♥❝❡ g ✐s ❛ ✇❡✐❣❤❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s❡❝t♦r❛❧ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❜❡✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧✲❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜✐❛s✱ Q ✭s❡❡ ✭✻✽✮✮✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ H✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡❝t♦r ✐♥ t❡r♠s
♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧✲❦♥♦✇❧❡❞❣❡ st♦❝❦✱ t❤❡♥ Q ❛❧s♦ ♣❧❛②s ❛ ❞✐r❡❝t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ g✳ ▼♦r❡
s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✐♥t❡♥s❡ ❢❛❧❧ ✐♥ gQH

✐s ❞❛♠♣❡♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ Q ♦✈❡r
tr❛♥s✐t✐♦♥✳

✷✻



♣r❡❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ ❞✐✈❡rs✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❛r✐s❡s ❢r♦♠
t❤❡ H✲ t♦ t❤❡ L✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡❝t♦r✱ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ IL✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ s❡❝t♦r❛❧
❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ H✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡❝t♦r✱ gQH

❥✉♠♣s ❞♦✇♥✇❛r❞s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐♥
t❤❡ L✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡❝t♦r✱ gQL

✱ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ s❤✐❢t ✉♣✇❛r❞s✳

■♥❞✉str② ❞②♥❛♠✐❝s✿ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧✲❞②♥❛♠✐❝s ❡✛❡❝t ❆❢t❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❥✉♠♣✱ gQH
t❛❦❡s ❛♥

✉♣✇❛r❞ ♣❛t❤✱ ✇❤✐❧❡ gQL
❢♦❧❧♦✇s ❛ ❞♦✇♥✇❛r❞ ♣❛t❤✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r

✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥✱ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ s❡♣❛r❛t❡ ❝❛s❡s✱
♦♥❡ ❢♦r ǫ ∈ (0.5; ǭ) ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❢♦r ǫ ∈ (ǭ; 1]✱ ✇❤❡r❡ ǭ ∈ (0.5; 1) ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✭❛✮ ❲✐t❤ ǫ ✉♣ t♦ ǭ✱ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝t♦r❛❧ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ L✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡❝t♦r
r❡✢❡❝ts t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❢❛❧❧ ✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥
r❛t❡✱ IL✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡s t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ✭t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s✱ xL✱ ✐♥❝r❡❛s❡s ♦✈❡r ♠♦st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤✮❀ ✐♥ ❝♦♥✲
tr❛st✱ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ H✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡❝t♦r r❡✢❡❝ts t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r
♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ✭IH ✐♥❝r❡❛s❡s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❛❧♦♥❣
t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤✱ ✇❤✐❧❡ xH ✐♥❝r❡❛s❡s ♦✈❡r ♠♦st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤✮✳ ❆❢✲
t❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡✈❡❧ ❡✛❡❝t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ IH < IL✱ ✇✐t❤ IH ❛♥❞ IL ❛r❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡❞ ❜②✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ PH ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ PL t♦✇❛r❞s t❤❡ ♥❡✇ st❡❛❞②
st❛t❡✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ t✉r♥✱ r❡✢❡❝t t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧✲❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜✐❛s✱ Q❀
t❤❡ ❜✐❛s ❢❛❧❧s✱ ❛t ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❛t❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ H✲ ❛♥❞ t❤❡ L✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡❝t♦r✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ IH ❛♥❞ IL✱ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜②
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❥✉♠♣ ✐♥ H✳ ■♥ t✉r♥✱ xH ❛♥❞ xL r✐s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝t♦r❛❧
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧✲❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ QH ❛♥❞ QL✱ ❣✐✈❡♥ IH > 0 ❛♥❞ IL > 0❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t IH < IL ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝♦sts ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡♥tr② ❛r❡ ♦♥❧②
s❧✐❣❤t❧② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❢♦r ✐♥ t❤❡ H✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡❝t♦r ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐✲
t✐♦♥ ♣❛t❤✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r s❡❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❞✐st✐♥❝t
s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲♣❛t❤s ♦❢ xH ❛♥❞ xL ✭t❤❡ s❤❛♣❡s ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ✐♥
❙❝❡♥❛r✐♦ ✶✮✳ ❙✐♥❝❡ xH < xL ❛❧❧ ♦✈❡r tr❛♥s✐t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s✱ N ✱
❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ L✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡❝t♦r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ t❤❛t ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ H✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡❝t♦r✱ ❛s ❛❧r❡❛❞②
❡①♣❧❛✐♥❡❞❀ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❡✛❡❝t ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❘✫❉ r❡❞✉❝❡s t❤❡
✈❡❧♦❝✐t② ❛t ✇❤✐❝❤ N ✐s ❢❛❧❧✐♥❣✳ ❇❡♥❡✜t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❡✛❡❝ts
✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❘✫❉✱ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ X✱ t❛❦❡s ❛ ❢❛st❡r ❢❛❧❧ ❝♦♠♠❛♥❞❡❞ ❜② Q✱ ❛♥❞
t❤✉s ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✜r♠ s✐③❡✱ X/N ✳✸✷

✭❜✮ ❲❤❡♥ ǫ > ǭ✱ xH ❛♥❞ xL ❞✐s♣❧❛② ♠❛r❦❡❞ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ t✐♠❡ ♣❛t❤s✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❜❡✐♥❣
❝♦♥✈❡① ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ❜❡✐♥❣ ❝♦♥❝❛✈❡✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡✈❡❧
❡✛❡❝t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ IH < IL✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ ♣r✐❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❡ts str♦♥❣❡r ✭✐✳❡✳✱ ǫ ✐♥❝r❡❛s❡s
t♦✇❛r❞s ✉♥✐t②✮✱ t❤❡ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❥✉♠♣ ✐♥ IH ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r✱ s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡♥t✉❛❧❧②
t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧✲✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦sts ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦

✸✷❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ X/N ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ s❧✐❣❤t❧② ❛s t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ♥❡✇ ❇●P ❜❡❝❛✉s❡ X ❝♦♥✈❡r❣❡s
❛t ❛ ❤✐❣❤❡r s♣❡❡❞ t❤❛♥ N ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✱ ❜❡❧♦✇✮✳

✷✼



❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡♥tr② ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤✳ ❯♥❞❡r t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱
t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡♥tr② r❛t❡ xH ✇✐❧❧ st❛rt t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛
❞♦✇♥✇❛r❞ ♣❛t❤✱ ❜✉t s✐♥❝❡ IH ✐♥❝r❡❛s❡s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ♦✈❡r tr❛♥s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ✇✐❧❧
❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❜❡❝♦♠❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♦✈❡rt✉r♥ t❤❡ ❝♦sts ❡✛❡❝t❀ ❢r♦♠ t❤❛t ♣♦✐♥t ♦♥✱
xH ✇✐❧❧ t❛❦❡ ❛♥ ✉♣✇❛r❞ ♣❛t❤ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♥❡✇ st❡❛❞② st❛t❡✳✸✸ ■♥ t❤❡ L✲t❡❝❤♥♦❧♦❣②
s❡❝t♦r✱ ❛♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇✐❧❧ ♦❝❝✉r✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ❜♦t❤ s❡❝t♦rs✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
♣r♦❝❡ss ❜❡❣✐♥s ♣r♦♣❡❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦✉♥t❡r✈❛✐❧❡❞
❜② t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥✱ ❜✉t ❡✈❡♥t✉❛❧❧② t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❜♦t❤ ♠❛r❣✐♥s✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s✱ r❡❧❛t✐✈❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ✜r♠ s✐③❡ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r t❤❛t ✐s s✐♠✐❧❛r
t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ✭❛✮✳

■♥❞✉str② ❞②♥❛♠✐❝s✿ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡✛❡❝t ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s✱ r❡❧❛t✐✈❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ ✭✐❢ ǫ ✐s ♥❡❛r ✉♥✐t②✮ ♦r ♥♦♥✲
❡①✐st❡♥t ✭✐❢ ǫ = 1✮✳

❆❣❣r❡❣❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❚❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ r❡♠❛✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
❝♦♥st❛♥t ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ s❤♦❝❦ ✐♥ H✱ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ t✐♠❡✲♣❛t❤s t❤❛t ❛r❡ ✭s❧✐❣❤t❧②✮ ♥♦♥✲
♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✮ ❛♥❞ ✈❡r② ✢❛t ♦✈❡r tr❛♥s✐t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ s❝❛❧❡
❡✛❡❝ts ❛r❡ t♦t❛❧❧② ✭♦r ❛❧♠♦st t♦t❛❧❧②✮ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❬❋✐❣✉r❡ ✸ ❣♦❡s ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

❙❝❡♥❛r✐♦ ✸ ✲ ✏❇❛❧❛♥❝❡❞ ♠❛r❦❡t✲s✐③❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ♣r✐❝❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❡✛❡❝ts✑ ✭ǫ = 0.5✱
❋✐❣✉r❡ ✹✮

■♥❞✉str② ❞②♥❛♠✐❝s✿ s❤♦rt✲r✉♥ ❡✛❡❝t ❋♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ǫ✱ t❤❡ ♠❛r❦❡t✲s✐③❡ ❛♥❞
t❤❡ ♣r✐❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛r❡ ✐♥ ❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r str❡♥❣t❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s
❢♦r ✈❡rt✐❝❛❧ ❘✫❉ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❤♦❝❦ ✐♥ H t❡♥❞ t♦ ❜❡ s❤❛r❡❞ r♦✉❣❤❧② ❡q✉❛❧❧② ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ L✲ ❛♥❞ t❤❡ H✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡❝t♦r✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♠♦r❡ r❡s♦✉r❝❡s ❜❡❝♦♠❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❛ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s✱ ❜✉t r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧✱ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧✲✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ r❛t❡s✱
IL ❛♥❞ IH ✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝t♦r❛❧ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s✱ gQL

❛♥❞ gQH
✳

■♥❞✉str② ❞②♥❛♠✐❝s✿ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧✲❞②♥❛♠✐❝s ❡✛❡❝t ❚❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❡r✐✲
❡♥❝❡ ♦♥❧② ❛ s❧✐❣❤t ✭♦r ♥♦✮ ❝❤❛♥❣❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤ ✐♥ ❜♦t❤ s❡❝t♦rs✱ r❡✢❡❝t✐♥❣
t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t✲s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧❀ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ❜❛❧❛♥❝❡
❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❛t t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧✲❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜✐❛s✱ Q✱ ✐s ✉♥r❡s♣♦♥s✐✈❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r✳ ❇♦t❤ gQL

❛♥❞ gQH
t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇ ✉♣✇❛r❞ ♣❛t❤s ❛❧♦♥❣

t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥❡✇ st❡❛❞② st❛t❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ♥♦✇

✸✸◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t✲s✐③❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣r❡✈❛✐❧s✱ ❛s ✐♥ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✶✱ t❤❡ ❢❛❧❧ ✐♥ IL ✐s ♦♥❧② s❧✐❣❤t ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✈❛✐❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✉♣✇❛r❞ ❥✉♠♣ ✐♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①✱ PL✳ ❚❤✉s✱ ❛ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝
❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ xL ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ♦r ✐s ✈❡r② ♠✐❧❞✳

✷✽



❜❡✐♥❣ ❝♦♠♠❛♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ✐♥ ❜♦t❤ s❡❝t♦rs✱ s✐♥❝❡ xH ❛♥❞ xL ✐♥❝r❡❛s❡ ♦✈❡r
tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥✱ ❛s IH ❛♥❞ IL ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛
s❧✐❣❤t ❢❛❧❧✿ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✉♥r❡s♣♦♥s✐✈❡♥❡ss ♦❢ Q t♦ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s s❤♦❝❦✱ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡
✈❡rt✐❝❛❧✲✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ r❛t❡s r❡✢❡❝ts ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❤✐❢t ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡
♠❛r❣✐♥ ♦✈❡r tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Q r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✉♣♣❧② ♦❢ s❦✐❧❧s
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s✱ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✜r♠ s✐③❡
❛r❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤✱ t♦♦✳

■♥❞✉str② ❞②♥❛♠✐❝s✿ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡✛❡❝t ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ❜♦t❤ gQL
❛♥❞ gQH

✇✐❧❧ s❡tt❧❡ ❞♦✇♥ ❛t
❛ ❧❡✈❡❧ t❤❛t ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✲s❤♦❝❦ st❡❛❞② st❛t❡ ❧❡✈❡❧✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ❡✛❡❝t ♦❢
t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s s❤♦❝❦ tr❛♥s❧❛t✐♥❣ ❛❧♠♦st ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡✛❡❝t✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s✱ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✜r♠ s✐③❡✱ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥
❡✛❡❝t r❡s✉❧ts str✐❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s s❤♦❝❦✳

❆❣❣r❡❣❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❚❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♦♥❧② ❛ ✈❡r②
s❧✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤❀ t❤✉s✱ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ H
r❡s✉❧ts ❛❧♠♦st ❡♥t✐r❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s s❤♦❝❦✱ ❜✉t ✇❤✐❝❤ ✐s
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✐♥ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✶✱ s✐♥❝❡ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♣❛rt✐❛❧❧② r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❬❋✐❣✉r❡ ✹ ❣♦❡s ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

✸✳✷✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥

■t ✐s ♥♦t❡✇♦rt❤② t❤❛t✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❦♥✐❢❡✲❡❞❣❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛r❦❡t✲s✐③❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞
♣r✐❝❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❡✛❡❝ts ♦✛s❡t ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❡①❛❝t❧② ✭❙❝❡♥❛r✐♦ ✸✮✱ ❛s t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❡✈♦❧✈❡s t♦✲
✇❛r❞s t❤❡ ♥❡✇ ❇●P✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ s❤✐❢t ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ s❡❝t♦rs✱
s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜✉t ❛❧s♦ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s✳ ❋♦r t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ❛♥❞ ✇✐t❤ ǫ = 0 ✭ǫ = 1✮✱ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝✲
t✐♦♥✱ X✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s✱ N ✱ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛ t♦t❛❧ ♦❢✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✶✸✳✸ ❛♥❞
✶✵✳✼ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts ✭❞❡❝r❡❛s❡ ✹✷✳✺ ❛♥❞ ✶✾✳✾ ♣♦✐♥ts✮ ♦✈❡r ✶✷✵ ②❡❛rs✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝
❣r♦✇t❤ r❛t❡✱ g✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱ r✱ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛ t♦t❛❧ ♦❢✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✵✳✸✹ ❛♥❞ ✵✳✺✶
♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts ✭♥♦ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥✮✳✸✹ ❚❤✉s✱ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱
t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♠❛✐♥ r♦✉❣❤❧② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✶✷✵ ②❡❛rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s✱ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❛t t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲t❡❝❤ s❡❝t♦r ❤❛s r♦✉❣❤❧② ❛ ♥✉❧❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤
❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤ ♦✈❡r t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t✳

✸✹■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ s❤♦❝❦ ✐♥ H/L ✐♠♣❧✐❡s ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❥✉♠♣ ✭t❤❡ ✏s❤♦rt✲r✉♥ ❡✛❡❝t✑ ❛♥❛❧②s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✸✳✶✮ ✐♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♦♥❡✲♦✛ ❥✉♠♣ ✐♥ H/L❀ ✐♥ r❡❛❧✐t②✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✉♣♣❧② ♦❢ s❦✐❧❧s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦
❤❛✈❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡✲♣❛t❤✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❛t ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ r❛t❡✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✽✵✬s ❛♥❞ t❤❡ ✾✵✬s✳
❚❤✉s✱ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝❛❧❧②✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✶✱ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤♦s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠❛❣✐♥❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ s♣r❡❛❞ ♦✉t ♦✈❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛s ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❥✉♠♣✳ ❇❡❛r✐♥❣ t❤✐s ✐♥ ♠✐♥❞✱ ✉♥❞❡r t❤❛t s❝❡♥❛r✐♦✱ ✇❡ ❛ss❡ss t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❜②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s❤♦rt✲r✉♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❡♥s✉✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤✳

✷✾



❲❡ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ ❡♠♣❤❛s✐s❡ t❤❛t✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✺✱ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❛❞❥✉st✲
♠❡♥t t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❤♦❝❦ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✉♣♣❧② ♦❢ s❦✐❧❧s ♠❛② ❜❡ q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝r♦ss
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤❡t❤❡r ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠ ❛t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦r t❤❡ ✐♥❞✉str② ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ s♣❡❡❞s
♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛r❡ ❛❧s♦ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❧♦✇❡st s♣❡❡❞
✐s ❝❧❡❛r❧② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❛ r❡s✉❧t t❤❛t
✐s ♠❛✐♥❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦sts
♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❘✫❉✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ✐♠♣❧✐❡s ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❡❞s ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ t✇♦ ✐♥❞✉str②✲str✉❝t✉r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ♥❡✇ ❇●P✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ t❤❡
♠❛r❦❡t✲s✐③❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞♦♠✐♥❛t❡s✱ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❛t ❛ ❤✐❣❤❡r s♣❡❡❞ t❤❛♥ t❤❡
❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✱ ❜✉t ❜♦t❤ ❛r❡ s❧♦✇❡r t❤❛♥ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♣r✐❝❡✲
❝❤❛♥♥❡❧ ❞♦♠✐♥❛t❡s✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ t✐♠❡✲♣❛t❤
t❤❛t ♦✈❡rs❤♦♦ts t❤❡ ♥❡✇ ❇●P ✭❛❧t❤♦✉❣❤ ♦♥❧② ✈❡r② s❧✐❣❤t❧②✮ ❛❢t❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✹✵ ②❡❛rs
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐ts s♣❡❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇✐❧❧✱ ❛t t❤❛t t✐♠❡✱ ❜❡❝♦♠❡ ✐♥✜♥✐t❡❀✸✺ ❛❢t❡r ♣❛ss✐♥❣
t❤r♦✉❣❤ t❤❛t ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✇✐❧❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛t ❛ ✜♥✐t❡ r❛t❡ t❤❛t ✐s ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❜✉t s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♠♣❤❛s✐s❡❞ ✇✐t❤✐♥

t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❣r♦✇t❤ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❜② ❊✐❝❤❡r ❛♥❞ ❚✉r♥♦✈s❦② ✭✷✵✵✶✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡
❧❛tt❡r✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✢❡①✐❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤♦✉t ❤❛✈✐♥❣ t♦ r❡str✐❝t ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s t♦
❛ ♥♦♥✲s❝❛❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ✐♥ ❞❡tr❡♥❞❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s✳

❬❋✐❣✉r❡ ✺ ❣♦❡s ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

❇❡❛r✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ ❛t t❤❡ s❡❝t♦r❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ✇❡ ❛ss❡ss t❤❡ ❛❞❡q✉❛❝② ♦❢
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts t♦ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s✐❞❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ✶✹
❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ❞❡♣✐❝t❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✶✱ ❜♦t❤ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ✐♥❞✉str② str✉❝t✉r❡ ❛r❡ ❣r♦✇✐♥❣
♦✈❡r t✐♠❡✱ ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♦✉t♣❛❝✐♥❣ t❤❡ ❧❛tt❡r✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ s❤✐❢t ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t②
♦❝❝✉rs ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇✲ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤✲t❡❝❤ s❡❝t♦rs ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ str♦♥❣❡r ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
t❤❛♥ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s✳ ❚❤✐s ❡✈✐❞❡♥❝❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❙❝❡♥❛r✐♦ ✶ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✮ ✐s t❤❡ ♦♥❧②
♦♥❡ t❤❛t ✐s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❢❛❝ts ♦♥ ✐♥❞✉str② ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❆s
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ❢❡❛t✉r❡s t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧✲❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜✐❛s ✇♦r❦✐♥❣ ♠❛✐♥❧②
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛r❦❡t✲s✐③❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❙❝❡♥❛r✐♦ ✶ ✐s t❤❡ ♦♥❧②
♦♥❡ t❤❛t ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② ❛ r✐s✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧✲❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜✐❛s ❛♥❞ t❤✉s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
s❦✐❧❧ ♣r❡♠✐✉♠ ♦✈❡r tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭s❡❡ ✭✻✼✮✮✱ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t ❛❧s♦ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❝♦rr♦❜♦r❛t❡❞
❜② t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✳✸✻

❆ s✐♠♣❧❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❡①❡r❝✐s❡ ❣✐✈❡s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧✲
❞②♥❛♠✐❝s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❞✐st✐♥❝t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r

✸✺❚❤✐s ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ βr✳
✸✻■♥ t❤❡ ✶✹ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ t❤❡ s❦✐❧❧ ♣r❡♠✐✉♠ ✕ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥♥✉❛❧

❡❛r♥✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❣❡ ❣r❛❞✉❛t❡s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ✈✐s✲à✲✈✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥♥✉❛❧ ❡❛r♥✐♥❣s ♦❢
t❤❡ ♥♦♥✲❝♦❧❧❡❣❡ ❣r❛❞✉❛t❡s ✕ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✶✳✻✼✽✱ ✐♥ ✷✵✵✷✱ t♦ ✶✳✼✹✷✱ ✐♥ ✷✵✵✻✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ ❛
❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ✵✳✾✹ ♣❡r❝❡♥t✴②❡❛r✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s t❤❡ ❊✉r♦st❛t ♦♥✲❧✐♥❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②
❛♥❞ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✕ t❛❜❧❡ ✏❆♥♥✉❛❧ ❞❛t❛ ♦♥ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✲✐♥t❡♥s✐✈❡ s❡❝t♦rs
❛t t❤❡ ♥❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ❜② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡❞✉❝❛t✐♦♥✑ ✭❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴❡♣♣✳❡✉r♦st❛t✳❡❝✳❡✉r♦♣❛✳❡✉✮✳

✸✵



t❤❡ s❤♦❝❦ ♦♥ H/L ❛s ❛ ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✶✾✽✵ t♦ ✶✾✾✺✱ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ✇✐t❤ ❛ ♦♥❡✲②❡❛r ❧❛❣ ❢♦r
t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✭✐♥ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐①
❆✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❛ r♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤ ❛ ✺✲②❡❛r ❧❛❣ ❢♦r t❤❡
✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② str✉❝t✉r❡ ❛♥❞✱ t❤✉s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❤♦❝❦ ♦♥ H/L ✐s ♠❡❛s✉r❡❞
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ s♣❛♥ ❢r♦♠ ✶✾✽✵ t♦ ✶✾✾✵ ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❧❡t H/L ✐♥❝r❡❛s❡ ❢r♦♠ ✵✳✶
t♦ ✵✳✶✺✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✶✹ ❝♦✉♥tr✐❡s ✐♥ ❇❛rr♦ ❛♥❞ ▲❡❡✱ ✷✵✶✵✮✳
❚❤✐s ❡①❡r❝✐s❡ ✐s r✉♥ ❢♦r ❙❝❡♥❛r✐♦ ✶✱ ✇✐t❤ ǫ = 0✱ ❛♥❞ ❜② s❡tt✐♥❣ ρ✱ θ✱ α✱ λ✱ ζ✱ ❛♥❞

σ+ γ t♦ t❤❡✐r ❜❛s❡❧✐♥❡ ✈❛❧✉❡s✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦
♥♦t❡ t❤❛t γ✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t r❡❣✉❧❛t❡s t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❘✫❉ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st✱ ✐s ❝r✉❝✐❛❧
t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ N ❛♥❞ X ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡✐r ❣r♦✇t❤ r❛t❡s ♣❡r
♣❡r✐♦❞ ♦✈❡r tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❣✉✐❞❛♥❝❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r✱ ❛s ❛ s❡♥s✐t✐✈❡♥❡ss ❛♥❛❧②s✐s✱ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ❢♦r γ ✭❛♥❞ t❤✉s ❢♦r σ✮ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧
(0; 2.4) ✕ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ r❡✢❡❝ts t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r σ + γ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❛❦❡♥ ❛s ❣✐✈❡♥ ❤❡r❡✐♥✳✸✼ ❋✐❣✉r❡ ✻ s❤♦✇s ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ γ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s ♦❢ N ❛♥❞ X✳ ❆s
❡①♣❡❝t❡❞✱ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ γ ②✐❡❧❞ ❤✐❣❤❡r ❣r♦✇t❤ r❛t❡s ♦❢ ❜♦t❤ N ❛♥❞ X✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛
str♦♥❣❡r ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❛s γ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r②✱ s✐♥❝❡ s❤✐❢ts ✐♥ t❤❛t
♣❛r❛♠❡t❡r ✐♠♣❛❝t ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡♥tr② ❝♦st ❛♥❞ ♦♥❧② ✐♥❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧
❡♥tr② ❝♦st✳
❚❛❜❧❡ ✸ s✉♠♠❛r✐s❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❡①❡r❝✐s❡✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡✱

t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ❢♦r γ✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r ❙❝❡♥❛r✐♦ ✶ ❛♥❞ ✉♥❞❡r
t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ r❡❧❛t✐✈❡ s✉♣♣❧② ♦❢ s❦✐❧❧s ❢r♦♠ 0.1 t♦ 0.19 ❛♥❞ ✶✲②❡❛r
❧❛❣ ✐♠♣❛❝t ✭❢r♦♠ 0.1 t♦ 0.15 ❛♥❞ ✺✲②❡❛r ❧❛❣ ✐♠♣❛❝t✮✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
✽✷ t♦ ✶✵✵ ♣❡r❝❡♥t ❛♥❞ ✻ t♦ ✽✼ ♣❡r❝❡♥t ✭✹✶ t♦ ✺✵ ♣❡r❝❡♥t ❛♥❞ ✺ t♦ ✺✸ ♣❡r❝❡♥t✮ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❛♥♥✉❛❧ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥
t❤❡ ❞❛t❛✳ ❆s ❛ ✜♥❛❧ r♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦ t♦ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❧♦♦❦ ✐♥t♦ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧ t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ s❦✐❧❧ ♣r❡♠✐✉♠✱ ❛♥❞ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧
❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ✽✻ t♦ ♦✈❡r ✶✵✵ ♣❡r❝❡♥t ✭✺✵ t♦ ✻✵ ♣❡r❝❡♥t✮ ♦❢ t❤❡ ❛♥♥✉❛❧ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t❤❡
s❦✐❧❧ ♣r❡♠✐✉♠ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳

❬❋✐❣✉r❡ ✻ ❣♦❡s ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

❬❚❛❜❧❡ ✸ ❣♦❡s ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

❆ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ♠❛r❦❡t✲s✐③❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♠♣❧✐❡s s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❣r♦✇t❤✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥
❛♣♣❛r❡♥t ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s✲❣r♦✇t❤ ❞❡❜❛t❡ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧
❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❥❡❝ts t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s❝❛❧❡

✸✼❚♦ ❜❡ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r γ ∈ [0.1; 2.3] ✐♥ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ γ ✈❡r②
❝❧♦s❡ t♦ ✵ ♦r t♦ ✷✳✹ r❡♥❞❡r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲♣❛t❤s ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s
✉♥st❛❜❧❡ ✭♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❝❛s❡ ♦❢ γ = 0 ❬❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ σ = 2.4❪ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞✐s♣❧❛②s
♥♦ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❤✐❧❡ σ = 0 ❬❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ γ = 2.4❪ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♥♦ ✐♥t❡r✐♦r ❇●P ❡①✐sts✮✳

✸✶



❘❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❘❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s ❙❦✐❧❧ ♣r❡♠✐✉♠

✭❛♥♥✉❛❧ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✱ ✪✮ ✭❛♥♥✉❛❧ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✱✪✮ ✭❛♥♥✉❛❧ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✱✪✮

H/L ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✵✳✶ t♦ ✵✳✶✾ ✭✶✲②❡❛r ❧❛❣✮

γ = 2.3 1.00 0.04 0.81

γ = 1.2 ✭❜❛s❡❧✐♥❡✮ 1.02 0.08 0.83

γ = 0.1 1.23 0.61 1.02

H/L ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✵✳✶ t♦ ✵✳✶✺ ✭✺✲②❡❛r ❧❛❣✮

γ = 2.3 0.50 0.04 0.47

γ = 1.2 ✭❜❛s❡❧✐♥❡✮ 0.51 0.07 0.48

γ = 0.1 0.62 0.37 0.57

♦❜s❡r✈❡❞ 1.22 0.70 0.94

❚❛❜❧❡ ✸✿ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❡①❡r❝✐s❡ ❢♦r t❤❡ ❛♥♥✉❛❧ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❧✲
❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s ❛♥❞ t❤❡ s❦✐❧❧ ♣r❡♠✐✉♠✳ ❖❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s
❢♦r t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s ❛r❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s ♦❢
t❤❡ s❦✐❧❧ ♣r❡♠✐✉♠ ❝♦✈❡r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✷✵✵✷✲✷✵✵✻ ✭s❡❡ ❞❛t❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥ ❢♥✳ ✸✻✮✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❤♦s❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✲❝♦♠♣✉t❡❞ t✐♠❡
♣❛t❤ ❢♦r W ✭❜❛s❡❞ ♦♥ ✭✻✼✮✮✳ ■♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ✭❧♦✇❡r✮ ♣❛♥❡❧✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠ t = 8 t♦ t = 12 ✭t = 12 t♦ t = 16✮✱
✇❤❡r❡ t = 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ②❡❛r ♦❢ ✶✾✾✵ ✭✶✾✾✺✮✳ P❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❤❡
s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳

✸✷



❡✛❡❝ts ✐♥ s❡❝✉❧❛r tr❡♥❞✱ ✇❤✐❧❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣✐♥❣ t❤❡✐r r♦❧❡ ♦✈❡r tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✭❡✳❣✳✱
❏♦♥❡s✱ ✶✾✾✺❀ ❏♦♥❡s✱ ✷✵✵✷❀ ❙❡❞❣❧❡② ❛♥❞ ❊❧♠s❧✐❡✱ ✷✵✶✵✱ ✷✵✶✸✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ♦✉r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
r❡s✉❧ts ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ t❡r♠✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❣✐✈❡♥ t❤❡
r❡❧❛t✐✈❡❧② s❤♦rt t✐♠❡ s♣❛♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲s❡r✐❡s ❞❛t❛ t❤❛t ✇❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳

✹✳ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❜✉✐❧❞s ❛♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❞✐r❡❝t❡❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ s✐✲
♠✉❧t❛♥❡♦✉s ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❘✫❉ ❛♥❞ ✢❡①✐❜❧❡ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts t♦ st✉❞② t❤❡ s❤✐❢ts ✐♥
t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲ ✈✐s✲à✲✈✐s t❤❡ ❧♦✇✲t❡❝❤ s❡❝t♦rs ✇✐t❤✐♥ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ s❧♦✇✱ ❜✉t ✢❡①✐❜❧❡✱ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❛
♣♦s✐t✐✈❡ s❤♦❝❦ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r✱ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧✲❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜✐❛s
❝❤❛♥♥❡❧ ❧❡❛❞s t♦ ♥♦♥❜❛❧❛♥❝❡❞ s❡❝t♦r❛❧ ❣r♦✇t❤✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ r♦✉❣❤❧②
✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳
■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ r♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥

✐♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉str②✲❧❡✈❡❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉♥❞❡r s❝❛❧❡ ❛♥❞ ♥♦✲s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts
♦♥ ❣r♦✇t❤✳ ❖✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❛ r✐❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠❛r❣✐♥s
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ ♦♥❡ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s❤♦rt ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧✲❞②♥❛♠✐❝s
r❡s♣♦♥s❡s t♦ str✉❝t✉r❛❧ s❤♦❝❦s✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s❤♦❝❦ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✉♣♣❧② ♦❢ s❦✐❧❧s
♦❝❝✉r ❞✉❡ t♦ ❛ r✐s❡ ✐♥ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r ♣❛r❛❧❧❡❧❡❞ ❜② ❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ✭♦r ♦♥❧② ❛ s❧✐❣❤t
❞❡❝r❡❛s❡✮ ✐♥ ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r ✭✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡✮ ❢✉rt❤❡r
❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts✳
❯♥❞❡r ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ♠❛r❦❡t✲s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥t

✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲t❡❝❤ s❡❝t♦rs ❢♦✉♥❞ ✐♥ t✐♠❡✲s❡r✐❡s ❞❛t❛✱ ❝♦♠♣✉t❡❞
❛s ❛ ✇❡✐❣❤❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❝r♦ss ✶✹ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
❡①❡r❝✐s❡✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❢♦r t❤❡ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲
t❡❝❤ s❡❝t♦rs ♦✈❡r tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛r❡ ♦❢ ✉♣ t♦ ✺✵ t♦ ✶✵✵ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡
❞❛t❛ ❢r♦♠ ✶✾✾✺ t♦ ✷✵✵✼✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢
t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲t❡❝❤ s❡❝t♦r ❤❛s ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❛s ♠✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉str② str✉❝t✉r❡ ✐s ♠❛✐♥❧② ❞r✐✈❡♥ ❜② ❛ s❤✐❢t
✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ s❦✐❧❧❡❞ ✇♦r❦❡rs✱ ♦✉r r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t r❛✐s✐♥❣ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡
❤✐❣❤✲t❡❝❤ s❡❝t♦r ♠❛② ❜❡ ❧❛r❣❡❧② ✐♥❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ st✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤✳
❲❡ ❧❡❛✈❡ ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ❛ ❢✉❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠

♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ♣❧❛②s ❛ ✜rst✲♦r❞❡r r♦❧❡ ✐♥ ♥♦♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ❤✐❣❤✲✴❧♦✇✲t❡❝❤ s❡❝t♦r❛❧
❣r♦✇t❤ ❛t t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛ ✜♥❡r ❝❛❧✐❜r❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❡①t❡♥❞ ♦✉r ♠♦❞❡❧ t♦ ❛ s❡tt✐♥❣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❚♦t❛❧ ❋❛❝t♦r
Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② ✭❚❋P✮ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s ❛r❡ ♥♦t ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛❝r♦ss t❤❡ ❤✐❣❤✲ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇✲t❡❝❤
s❡❝t♦rs ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❇●P✱ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥
❚❋P ❣r♦✇t❤ r❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ s❡❝t♦r❛❧ ✐♥♣✉t r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝
❣r♦✇t❤ r❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛♥❞ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝❡♥t
❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✭❡✳❣✳✱ ◆❣❛✐ ❛♥❞ P✐ss❛r✐❞❡s✱ ✷✵✵✼❀ ❇❧❛♥❦❡♥❛✉ ❛♥❞ ❈❛ss♦✉✱
✷✵✵✾✮✱ t❤❡ ♥♦♥❜❛❧❛♥❝❡❞ s❡❝t♦r❛❧ ❣r♦✇t❤ ♠❛② ✐♥❞✉❝❡ ❛♥ ❡✈❡r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✭❞❡❝r❡❛s✐♥❣✮ s❤❛r❡

✸✸



♦❢ t❤❡ s❡❝t♦r ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ✭❧♦✇❡r✮ ❚❋P ❣r♦✇t❤✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥
t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❇●P ✐s ✭❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧②✮ r❡❛❝❤❡❞✱ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❣r♦✇t❤ ❛t ❜♦t❤ t❤❡ ❛❣✲
❣r❡❣❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝t♦r❛❧ ❧❡✈❡❧ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱ ❛♥❞ t❤✉s ♥♦ s❡❝t♦r ❡✈❡r ✈❛♥✐s❤❡s✱ ❛s s❡❡♠s
t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧②✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆❝❡♠♦❣❧✉✱ ❉✳ ✭✶✾✾✽✮✿ ✏❲❤② ❉♦ ◆❡✇ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❈♦♠♣❧❡♠❡♥t ❙❦✐❧❧s❄ ❉✐r❡❝t❡❞ ❚❡❝❤✲
♥✐❝❛❧ ❈❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❲❛❣❡ ■♥❡q✉❛❧✐t②✱✑ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✶✸ ✭✹✮✱ ✶✵✺✺✕
✶✵✽✾✳

✭✷✵✵✸✮✿ ✏❈r♦ss✲❈♦✉♥tr② ■♥❡q✉❛❧✐t② ❚r❡♥❞s✱✑ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✶✶✸✱ ✶✷✶✕✶✹✾✳

✭✷✵✵✾✮✿ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ▼♦❞❡r♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ●r♦✇t❤✳ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

❆❝❡♠♦❣❧✉✱ ❉✳✱ ❙✳ ❏♦❤♥s♦♥✱ ❛♥❞ ❆✳ ❘♦❜✐♥s♦♥ ✭✷✵✵✺✮✿ ✏■♥st✐t✉t✐♦♥s ❛s ❛ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❈❛✉s❡ ♦❢ ▲♦♥❣✲❘✉♥ ●r♦✇t❤✱✑ ✐♥ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ●r♦✇t❤✳ ❆♠st❡r❞❛♠✿ ◆♦rt❤
❍♦❧❧❛♥❞✳

❆❝❡♠♦❣❧✉✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ❋✳ ❩✐❧✐❜♦tt✐ ✭✷✵✵✶✮✿ ✏Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② ❉✐✛❡r❡♥❝❡s✱✑ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r✲
♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✶✻ ✭✷✮✱ ✺✻✸✕✻✵✻✳

❆❢♦♥s♦✱ ❖✳✱ ❛♥❞ ▼✳ ❚❤♦♠♣s♦♥ ✭✷✵✶✶✮✿ ✏❈♦st❧② ■♥✈❡st♠❡♥t✱ ❈♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t✐❡s ❛♥❞
t❤❡ ❙❦✐❧❧ Pr❡♠✐✉♠✱✑ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣✱ ✷✽✱ ✷✷✺✹✕✷✷✻✷✳

❆t♦❧✐❛✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❊✳ ❋✳ ❇✉❢❢✐❡ ✭✷✵✵✾✮✿ ✏❙♠❛rt ❋♦r✇❛r❞ ❙❤♦♦t✐♥❣✱✑ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❊❝♦♥♦♥♦♠✐❝s✱ ✸✸✱ ✶✕✸✵✳

❆t♦❧✐❛✱ ▼✳✱ ❙✳ ❈❤❛tt❡r❥❡❡✱ ❛♥❞ ❙✳ ❚✉r♥♦✈s❦② ✭✷✵✶✵✮✿ ✏❍♦✇ ▼✐s❧❡❛❞✐♥❣ ■s ▲✐♥✲
❡❛r✐③❛t✐♦♥❄ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ◆❡♦❝❧❛ss✐❝❛❧ ●r♦✇t❤ ▼♦❞❡❧✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
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P♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❍✉♠❛♥ ❈❛♣✐t❛❧✱✑ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✿ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✷✭✶✮✱
✷✷✹✕✷✹✺✳

❑✐♥❣✱ ❘✳ ❇✳ ✭✶✾✾✻✮✿ ❇❡②♦♥❞ t❤❡ ◗✉❛rt✐❝ ❊q✉❛t✐♦♥✳ ❇✐r❦ä✉s❡r✳

▼❡❤r❛✱ ❘✳✱ ❛♥❞ ❊✳ ❈✳ Pr❡s❝♦tt ✭✶✾✽✺✮✿ ✏❚❤❡ ❊q✉✐t② Pr❡♠✐✉♠✿ ❆ P✉③③❧❡✱✑ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ▼♦♥❡t❛r② ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✺✱ ✶✹✺✕✶✻✶✳

◆❣❛✐✱ ❘✳✱ ❛♥❞ ❈✳ P✐ss❛r✐❞❡s ✭✷✵✵✼✮✿ ✏❙tr✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲s❡❝t♦r ♠♦❞❡❧ ♦❢
❣r♦✇t❤✱✑ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✾✼ ✭✶✮✱ ✹✷✾✕✹✹✸✳

P❡r❡tt♦✱ P✳✱ ❛♥❞ ❙✳ ❙♠✉❧❞❡rs ✭✷✵✵✷✮✿ ✏❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❉✐st❛♥❝❡✱ ●r♦✇t❤ ❛♥❞ ❙❝❛❧❡
❊✛❡❝ts✱✑ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✶✶✷ ✭❏✉❧②✮✱ ✻✵✸✕✻✷✹✳

❙❡❞❣❧❡②✱ ◆✳✱ ❛♥❞ ❇✳ ❊❧♠s❧✐❡ ✭✷✵✶✵✮✿ ✏❘❡✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤❡ ❏♦♥❡s ❈r✐t✐q✉❡✿ ❆ ❚✐♠❡
❙❡r✐❡s ❆♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❚❡st✐♥❣ ❛♥❞ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ■❞❡❛ ❉r✐✈❡♥ ●r♦✇t❤ ▼♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❚r❛♥✲
s✐t✐♦♥❛❧ ❉②♥❛♠✐❝s✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✸✷✱ ✶✵✸✕✶✶✼✳

✭✷✵✶✸✮✿ ✏❚❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❊♥❞♦❣❡♥♦✉s ●r♦✇t❤ ▼♦❞❡❧s✱✑ ▼❛❝r♦❡❝♦✲
♥♦♠✐❝ ❉②♥❛♠✐❝s✱ ❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣✱ ❞♦✐✿✶✵✳✶✵✶✼✴❙✶✸✻✺✶✵✵✺✶✷✵✵✵✶✶✾✳

❙❡♥❡r✱ ❋✳ ✭✷✵✵✽✮✿ ✏❘✫❉ P♦❧✐❝✐❡s✱ ❊♥❞♦❣❡♥♦✉s ●r♦✇t❤ ❛♥❞ ❙❝❛❧❡ ❊✛❡❝ts✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❊❝♦♥♦♠✐❝ ❉②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✱ ✸✷✱ ✸✽✾✺✕✸✾✶✻✳

❙❡q✉❡✐r❛✱ ❚✳ ◆✳ ✭✷✵✵✼✮✿ ✏❍✉♠❛♥ ❈❛♣✐t❛❧ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ●r♦✇t❤ ❛♥❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✿ ❛♥
❘✫❉ ●r♦✇t❤ ▼♦❞❡❧ ✈❡rs✉s ❉❛t❛✱✑ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✸✷✱ ✹✶✕✻✺✳

❙tr✉❧✐❦✱ ❍✳ ✭✷✵✵✼✮✿ ✏❚♦♦ ▼✉❝❤ ♦❢ ❛ ●♦♦❞ ❚❤✐♥❣❄ ❚❤❡ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ♦❢
❘✫❉✲❞r✐✈❡♥ ●r♦✇t❤ ❘❡✈✐s✐t❡❞✱✑ ❙❝❛♥❞✐♥❛✈✐❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✵✾ ✭✷✮✱ ✸✻✾✕
✸✽✻✳

✸✻



❉❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✿ ❉✐❢ ❧♦❣ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❙✉♣♣❧② ♦❢ ❙❦✐❧❧s

❊①❝❧✉❞❡❞ ❈❤✐✲sq ❞❢ Pr♦❜✳

❉✐❢ ❧♦❣ ❘❡❧❛t✐✈❡ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ✵✳✾✶✼✻✾✵ ✶ ✵✳✸✸✽✶

❉❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✿ ❉✐❢ ❧♦❣ ❘❡❧❛t✐✈❡ Pr♦❞✉❝t✐♦♥

❊①❝❧✉❞❡❞ ❈❤✐✲sq ❞❢ Pr♦❜✳

❉✐❢ ❧♦❣ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❙✉♣♣❧② ♦❢ ❙❦✐❧❧s ✹✳✹✹✽✾✼✵ ✶ ✵✳✵✸✹✾

❚❛❜❧❡ ✹✿ ❱❆❘ ●r❛♥❣❡r ❈❛✉s❛❧✐t②✴❇❧♦❝❦ ❊①♦❣❡♥❡✐t② ❲❛❧❞ ❚❡sts✳ ❙❛♠♣❧❡✲♣❡r✐♦❞✿ ✶✾✽✵✲
✶✾✾✺✳

❆♣♣❡♥❞✐①

❆✳ ●r❛♥❣❡r ❝❛✉s❛❧✐t② t❡st ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✉♣♣❧② ♦❢ s❦✐❧❧s ❛♥❞

r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

❲❡ r✉♥ ❛ ❱❆❘ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st ●r❛♥❣❡r ❝❛✉s❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢
❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r ✭t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✉♣♣❧② ♦❢ s❦✐❧❧s✮ ❛♥❞ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲
t❡❝❤ s❡❝t♦r ✭r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✮✱ ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✶✾✽✵✲✶✾✾✺✳ ❚❤❡ st❛rt✐♥❣ ②❡❛r ✭✶✾✽✵✮ ✐s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ❢♦r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✜♥❛❧ ②❡❛r ✭✶✾✾✺✮ ✇❛s ❝❤♦s❡♥
❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❜② t❤❛t t✐♠❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ s❦✐❧❧❡❞
❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲t❡❝❤ s❡❝t♦r ✭s❡❡ ❢♥✳ ✭✸✮ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ ✐♥ t❤❡
t❡①t✮✳ ❲❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❱❆❘ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr② ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✉♣♣❧② ♦❢
s❦✐❧❧s ❛♥❞ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✶✵ ❝♦✉♥tr✐❡s✱✸✽ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✶✹ ❝♦✉♥tr✐❡s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ ❢♦r ❤✐❣❤✲ ❛♥❞ ❧♦✇✲t❡❝❤ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛s ♦❢
✶✾✽✵✳
❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❱❆❘ ✭♥♦ r♦♦ts ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✉♥✐t ❝✐r❝❧❡✮

❛♥❞ t❤❡ ❱❆❘ ❧❛❣ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ ❛ ❜✐✈❛r✐❛t❡ ❱❆❘ ✇✐t❤ ✶ ❧❛❣ ♦♥ t❤❡
✜rst ❧♦❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✉♣♣❧② ♦❢ s❦✐❧❧s ❛♥❞ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✉♣♣❧② ♦❢ s❦✐❧❧s ●r❛♥❣❡r ❝❛✉s❡s r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t
t❤❡ ❢♦r♠❡r ❞♦❡s ♥♦t ●r❛♥❣❡r ❝❛✉s❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s r❡❥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✵✳✵✸✹✾✮✱ ❜✉t
♥♦t t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② ❛r♦✉♥❞ ✭t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ●r❛♥❣❡r
❝❛✉s❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✉♣♣❧② ♦❢ s❦✐❧❧s ✐s r❡❥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✵✳✸✸✽✶✮✳✸✾

❬❚❛❜❧❡ ✹ ❣♦❡s ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

✸✽❚❤❡s❡ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❉❡♥♠❛r❦✱ ❋✐♥❧❛♥❞✱ ❋r❛♥❝❡✱ ■t❛❧②✱ ●❡r♠❛♥②✱ ◆♦r✇❛②✱ P♦rt✉❣❛❧✱ ❙♣❛✐♥✱ ❙✇❡❞❡♥✱ ❛♥❞
t❤❡ ❯❑✳

✸✾❲❡ ❛❧s♦ r✉♥ ❛ ❱❆❘ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞✱ ✶✾✽✵✲✷✵✵✼✱ ❛♥❞ ❛❣❛✐♥ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✉♣♣❧② ♦❢
s❦✐❧❧s ●r❛♥❣❡r ❝❛✉s❡s r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❜✉t ♥♦t t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② ❛r♦✉♥❞✳
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❇✳ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶

Pr♦♦❢✳ ❇② ❡q✉❛t✐♥❣ ẋm = żL = Q̇ = 0✱ m ∈ {L,H}✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❥✉st ♦♥❡
✐♥t❡r✐♦r st❡❛❞② st❛t❡✱ ✐✳❡✳✱ x̃L > 0 ∧ z̃L > 0 ∧ x̃H > 0 ∧ Q̃ > 0✳ ●✐✈❡♥ ✭✷✻✮ ❛♥❞ t❤❡
❇●P ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t g̃NL

= g̃NH
✱ t❤❡♥ x̃L = x̃H ✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✹✽✮✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t Q̇ = 0

✐♠♣❧✐❡s

P̃ ≡
˜(

PH

PL

)

=

(

L

H

)α(1−ǫ)

, ✭✼✵✮

✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ĨL = ĨH ✭s❡❡ ✭✶✼✮✮✳ ◆❡①t✱ s✉❜st✐t✉t❡ ✭✼✵✮ ✐♥ ✭✼✮ ❛♥❞ s♦❧✈❡ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ Q t♦ ❣❡t

Q̃ ≡
˜(

QH

QL

)

=

(

H

L

)1−2ǫ

> 0. ✭✼✶✮

❋r♦♠ ❤❡r❡✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✻✮ ❛♥❞ ✭✼✮✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t P̃L = e−α ˜̄n−α✱ P̃H = e−α (1− ˜̄n)
−α

✱

˜̄n =
[

1 + (H/L)1−ǫ
]−1

❛♥❞✱ t❤✉s✱ P̃L = exp(−α) ·
[

1 + (H/L)1−ǫ
]α

❛♥❞ P̃H = exp(−α) ·
[

1 + (H/L)ǫ−1
]α
✳ ◆♦✇✱ ✇❡ t✉r♥ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ẋL = 0 ❛♥❞ żL = 0✳ ❇② r❡♣❧❛❝✐♥❣

✭✼✵✮ ❛♥❞ ✭✼✶✮ ✐♥ ✭✸✾✮✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ IL ≡ IL(xL, xH , zL) = I0 + I1xH +

I2xL + I3zL✱ ✇❤❡r❡ I0 ≡ Θζ−1λ− 1−α
α L−ǫχ

[

P̃
1
α

HHQ̃+ P̃
1
α

L L

]

✱ I1 ≡ −Θλ− 1−α
α (H/L)1−ǫ✱

I2 ≡ −Θλ− 1−α
α ✱ I3 ≡ −Θζ−1λ− 1−α

α L−ǫ✱ ❛♥❞ Θ ≡ 1/
[

1 + (H/L)1−ǫ
]

✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✐♥

✭✹✺✮ ❛♥❞ ✭✹✻✮✱ ❡q✉❛t✐♥❣ ẋL = 0 ❛♥❞ żL = 0 ❛♥❞ s♦❧✈✐♥❣ ❢♦r zL ❛♥❞ xL✱ ②✐❡❧❞s

z̃L =

(

−I0 − I1x̃H − I2x̃L +
σ + γ

Ξ
x̃L

)

1

I3
, ✭✼✷✮

x̃L =

Ξ
θ

[

π0
ζ L1−ǫP̃

1
α

L − ρ

]

Ξ (σ + γ + 1) + 1
θ (σ + γ)

. ✭✼✸✮

●✐✈❡♥ t❤❛t x̃L = x̃H ❢r♦♠ t❤❡ ❇●P ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

x̃H =

Ξ
θ

[

π0
ζ L1−ǫP̃

1
α

L − ρ

]

Ξ (σ + γ + 1) + 1
θ (σ + γ)

=

Ξ
θ

[

π0
ζ H1−ǫP̃

1
α

H − ρ

]

Ξ (σ + γ + 1) + 1
θ (σ + γ)

. ✭✼✹✮

❚❤❡♥✱ ❧❡tt✐♥❣ r̃0L ≡ π0
ζ L1−ǫP̃

1
α

L ❛♥❞ r̃0H ≡ π0
ζ H1−ǫP̃

1
α

H ✱ ✇❤❡r❡ r̃0L = r̃0H ❜② ❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t x̃m > 0 ✐✛ r̃0m > ρ ✭t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧②
♣r♦❞✉❝t✐✈❡✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ ✭✼✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ I0✱ I1✱ I2 ❛♥❞ I3✱ ✇❡ ❣❡t ❡q✉❛✲
t✐♦♥s ✭✺✷✮ ❛♥❞ ✭✺✸✮✱ ✐♥ t❤❡ t❡①t✳ ❇② r❡✇r✐t✐♥❣ ✭✺✷✮ ❛s z̃L = Z · (x̄− x̃L)✱ ✇❤❡r❡ Z ≡

ζ [(σ + γ) /Ξ + σ + γ + 1]
(

HǫQ̃+ Lǫ
)

> 0 ❛♥❞ x̄ ≡ χ · Γ̃/(Q̃LZ) > 0✱ ✇✐t❤ χ ≡ A
1
α ·

✸✽



(1− α)
2
α ·

[

(1− α)−2 − 1
]

> 0 ❛♥❞ Γ̃ ≡ P̃
1
α

L · L · Q̃L + P̃
1
α

H · H · Q̃H ✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t z̃L > 0

✐✛ x̃m < x̄ ✭t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✮✳✹✵ �

❈✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ s❛❞❞❧❡✲♣❛t❤ st❛❜✐❧✐t②

■♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐①✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❛❞❞❧❡✲♣❛t❤ st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ♥❡✐✲
❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r st❡❛❞② st❛t❡✱ (x̃L, z̃L, x̃H , Q̃)✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥s✐sts ♦❢✿ ✭✐✮ ❝♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s❡♥s✐❜❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡❀ ❛♥❞ ✭✐✐✮ r❡✲r✉♥♥✐♥❣ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ ♠❛tr✐① J ✱ ✐♥ ✭✻✷✮✱ ❜② ❧❡tt✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡r t❛❦❡ t❤❡
✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❛t ✐♥t❡r✈❛❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❡t t♦ t❤❡✐r ❜❛s❡❧✐♥❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❲❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t②♣✐❝❛❧ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ✭s❡❡ ❇❛rr♦ ❛♥❞ ❙❛❧❛✲✐✲▼❛rt✐♥✱
✷✵✵✹✮✿ ρ = 0.02❀ θ = 1.5❀ α = 0.6❀ λ = 2.5❀ ǫ = 0✳✹✶ ❆s ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❡
❧❡t✿ σ = 1.2❀ γ = 1.2❀ l = 1❀ h = 1.3✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳
❚❛❜❧❡ ✺ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡

♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❡r❝✐s❡✳ ❆ s❡t ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ❤❛s ❝♦♠♠❛♥❞❡❞ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①tr❡♠❡
✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r α ❛♥❞ h ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ❜r♦❛❞❧② ✐♥ ❧✐♥❡
✇✐t❤ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❝✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❡✳❣✳✱ ❆❝❡♠♦❣❧✉✱ ✷✵✵✾✮✱ ✇❤❡r❡❛s
t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ǫ ✐♠♣❧② t❤❛t ❡✐t❤❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t✲s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts ♦r t❤❡ ♣r✐❝❡✲❝❤❛♥♥❡❧
❡✛❡❝ts ❡①✐st✳ ❆s r❡❣❛r❞s t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ✇❡❧❧✲❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
❣✉✐❞❛♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥✿ t❤❡ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s✉♣♣♦rt❀ t❤❡ ✉♣♣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ρ✱ σ✱ γ ❛♥❞ ζ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ❇●P
❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐s ♥♦t ♥❡❣❛t✐✈❡❀ t❤❡ ✉♣♣❡r ✈❛❧✉❡s ❢♦r θ ❛♥❞ λ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t
t❤❡② ❞❡✜♥❡❞ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛s ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡
✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❇●P ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✳

❬❚❛❜❧❡ ✺ ❣♦❡s ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s
✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❛❧ ♣❛rt ❛♥❞ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧ ♣❛rt ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜r♦❛❞ r❛♥❣❡
♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✮✱ t❤✉s s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❧♦❝❛❧ s❛❞❞❧❡✲♣❛t❤
st❛❜✐❧✐t② st❛t❡❞ ✐♥ ❢♥✳ ✷✵✳

❬❋✐❣✉r❡ ✼ ❣♦❡s ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

✹✵❖❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ✭✺✸✮✱ t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞
❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✱ Ĩm < Ī✱ ✇✐t❤ Ī > 0 ♣r♦♣❡r❧② ❞❡✜♥❡❞✳

✹✶❲❡ ❛❧s♦ ❧❡t A = 1 ❛♥❞ φ = 1✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♣❛r❛♠❡t❡r φ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❡r❝✐s❡
s✐♥❝❡ ✐t ❤❛s ♥♦ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡s (x̃L, z̃L, x̃H , Q̃) ♦r ♦♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
✐♥ ✭✻✷✮✳

✸✾



σ γ λ ζ h

❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s✉♣♣♦rt (0;∞) (0;∞) (1;∞) (0;∞) ✭✶❀∞✮

❊①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ {0.1; 5} {0.1; 5} {1.1; 5} {0.1; 1.5} {1.1; 2}

θ ρ α ǫ

❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s✉♣♣♦rt (0;∞) (0; 1) (0; 1) [0;∞)

❊①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ {0.1; 5} {0.005; 0.05} {0.5; 0.7} {0; 1}

❚❛❜❧❡ ✺✿ ❊①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❡r❝✐s❡✳

❉✳ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤s ✐♥ (xL, xH) s♣❛❝❡

❋✐❣✉r❡ ✽ ❞❡♣✐❝ts ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ (xL, xH) s♣❛❝❡✱ ♣❧♦tt❡❞ ✉♥❞❡r t❤r❡❡
s❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r ǫ ✭ǫ = 0, ǫ = 1, ǫ = 0.5✮✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛♥❡❧s s❤♦✇ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✭tr❛♥s✐t✐♦♥
♣❛t❤s✮ ♦❢ xL ❛♥❞ xH ❢r♦♠ t = 1 t♦ t = 120 ✭t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r✐♦❞s ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✷✲✺✮
❛❢t❡r ❛ r✐s❡ ✐♥ H/L ❢r♦♠ 0.1 t♦ 0.19 ❛t t = 0✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛♥❡❧s ❞❡♣✐❝t t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣
❝✉r✈❡s IL(xL, xH) = 0 ❛♥❞ IH(xL, xH) = 0✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ ❧♦❝✉s ♠♦✈❡ ❛s Q(t) ❛♥❞ z(t)
❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♥❡✇ ❇●P✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ Q(t) ❛♥❞ z(t) ✈❛❧✉❡❞ ❛t t = 1 ❛♥❞ t = 120
t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣❧❛♥❛r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝✉r✈❡s tr❛❝t❛❜❧❡✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
t✇♦ ♣❛✐rs ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝✉r✈❡s ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❡❛❝❤ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❚❤♦s❡ ❝✉r✈❡s ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡
✐♥t♦ t❤r❡❡ ③♦♥❡s✿ ✐♥ t❤❡ ♥♦rt❤❡❛st ❛r❡❛✱ ✇❤❡r❡ Im(xL, xH) < 0✱ m ∈ {L,H}✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s
✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ✭✹✺✮✲✭✹✽✮ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ Im ✇✐t❤ I+m = 0 ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✵✮❀ ✐♥ t❤❡ s♦✉t❤✇❡st ❛r❡❛✱ ✇❤❡r❡ Im(xL, xH) > 0✱ m ∈ {L,H}✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s
✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❦❡❡♣✐♥❣ I+m = Im ✐♥ ✭✹✺✮✲✭✹✽✮❀ ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝✉r✈❡s
✭✇❤✐❝❤ ❡①✐sts ✐✛ ǫ 6= 0.5✮✱ ✇❡ ❡✐t❤❡r ❤❛✈❡ IH(xL, xH) > 0 ❛♥❞ IL(xL, xH) < 0✱ ❛♥❞ t❤✉s
I+H = IH ❛♥❞ I+L = 0✱ ♦r IH(xL, xH) < 0 ❛♥❞ IL(xL, xH) > 0✱ ❛♥❞ t❤✉s I+H = 0 ❛♥❞
I+L = IL✳ ❋✐❣✉r❡ ✽ s❤♦✇s t❤❛t✱ ❢♦r ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
s❤♦❝❦ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✉♣♣❧② ♦❢ s❦✐❧❧s✱ t❤❡ s❛❞❞❧❡✲♣❛t❤ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢♦r xL ❛♥❞ xH ♥❡✈❡r
❝r♦ss t❤❡ ❧♦❝✉s IL(xL, xH) = 0 ❛♥❞ IH(xL, xH) = 0 ❛♥❞ t❤✉s ♥❡✈❡r ❧❡❛✈❡ t❤❡ s♦✉t❤✇❡st
❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ (xL, xH) s♣❛❝❡✳

❬❋✐❣✉r❡ ✽ ❣♦❡s ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪
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❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✶✿ s❤♦rt✲r✉♥ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛♥❞
✐♥❞✉str②✲❧❡✈❡❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤❡♥ H ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ 0.1 t♦ 0.19✳ ǫ = 0✳ ❱❛❧✉❡s
❢♦r X ❛♥❞ N ❛r❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❜② t❤❡✐r ♣r❡✲s❤♦❝❦ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s✱ X(0) = X0 ❛♥❞
N(0) = N0✱ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡
t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✷✿ s❤♦rt✲r✉♥ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛♥❞
✐♥❞✉str②✲❧❡✈❡❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤❡♥ H ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ 0.1 t♦ 0.19✳ ǫ = 1✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✸✿ s❤♦rt✲r✉♥ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛♥❞
✐♥❞✉str②✲❧❡✈❡❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤❡♥ H ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ 0.1 t♦ 0.19✳ ǫ = 0.5✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❚✐♠❡✲♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭❛❣❣r❡❣❛t❡
❛♥❞ ✐♥❞✉str②✲❧❡✈❡❧✮✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s βy(t) = −ẏ(t)/ (y(t)− ỹ) ✭s❡❡ ❊✐❝❤❡r ❛♥❞
❚✉r♥♦✈s❦②✱ ✷✵✵✶✮✱ ✇❤❡r❡ ỹ ✐s t❤❡ ❇●P ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ y ❛♥❞ y ∈
{g, r,X,N}✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❡①❡r❝✐s❡ ❢♦r t❤❡ ❛♥♥✉❛❧ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s✳ ✏❚❛r❣❡tX✑ ❛♥❞ ✏❚❛r❣❡t N ✑ ❛r❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r
t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ❧♦❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✶✾✾✺✲✷✵✵✼ ♦❢
t❤❡ ✇❡✐❣❤❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❝r♦ss ✶✹ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ✭s❡❡ ❝♦✉♥tr②
❞❛t❛ ❛♥❞ s♦✉r❝❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✳ ✏Pr❡❞✐❝t❡❞ X✑ ❛♥❞ ✏Pr❡❞✐❝t❡❞ N ✑ ❛r❡
t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s✳ ■♥ t❤❡ ❧❡❢t ✭r✐❣❤t✮ ♣❛♥❡❧✱
t❤❡② ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✲❝♦♠♣✉t❡❞ t✐♠❡ ♣❛t❤s ❢♦r N
❛♥❞ X ✭❜❛s❡❞ ♦♥ ✭✻✸✮ ❛♥❞ ✭✻✹✮✮ ❢r♦♠ t = 1 t♦ t = 13 ✭t = 5 t♦ t = 17✮✱ ✇❤❡r❡
t = 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ②❡❛r ♦❢ ✶✾✾✺ ✭✶✾✾✵✮✳ P❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ǫ = 0✱
ρ = 0.02✱ θ = 1.5✱ α = 0.6✱ λ = 2.5✱ ζ = 0.42✱ ❛♥❞ σ + γ = 2.4✱ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✱
✇❤✐❧❡ γ t❛❦❡s ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0.1; 2.3]✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❊✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ ♠❛tr✐① J ✱ ✐♥ ✭✻✷✮✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❞❡✲
♣✐❝t❡❞ ❜② ❚❛❜❧❡ ✺✳
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❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❚❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝✉r✈❡s IL(xL, xH) = 0 ❛♥❞ IH(xL, xH) = 0 ✭❛t t = 1 ❛♥❞
t = 120✮✱ ❛♥❞ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ xL ❛♥❞ xH ✭❢r♦♠ t = 1 t♦ t = 120✮ ✐♥ (xL, xH)
s♣❛❝❡ ✉♥❞❡r t❤r❡❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r ǫ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ǫ = 0, ǫ = 1, ǫ = 0.5✮ ❛❢t❡r
❛ r✐s❡ ✐♥ H/L ❢r♦♠ 0.1 t♦ 0.19 ❛t t = 0✳ ❚❤❡ t✇♦ ♣❛♥❡❧s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥
❞❡♣✐❝t t✇♦ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ (xL, xH) s♣❛❝❡❀ ✇❡ r❡s♦rt❡❞ t♦ s❡♣❛r❛t❡ ♣❛♥❡❧s t♦
❛❝❝♦♠♦❞❛t❡ t❤❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ Im(xL, xH) = 0✱ m ∈ {L,H}✱ ❧♦❝✐ ❛♥❞ t♦ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ xL ❛♥❞ xH ✳

✹✼



❊❞✐t♦r✐❛❧ ❇♦❛r❞ ✭✇♣s❅❢❡♣✳✉♣✳♣t✮
❉♦✇♥❧♦❛❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t✿ ❤tt♣✿✴✴✇♣s✳❢❡♣✳✉♣✳♣t✴✇♣❧✐st✳♣❤♣

❛❧s♦ ✐♥ ❤tt♣✿✴✴✐❞❡❛s✳r❡♣❡❝✳♦r❣✴P❛♣❡r❙❡r✐❡s✳❤t♠❧

✹✾
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