TRANSACTIONS OF THE
AMERICAN MATHEMATICAL SOCIETY
Volume 183, September 1973

SOMMES DE CESARO ET MULTIPLICATEURS DES
DEVELOPPEMENTS EN HARMONIQUES SPH[::RIQUES

PAR

ALINE BONAMI ET JEAN-LOUIS CLERC

ABSTRACT. Nous ftablissons une inégalit€ entre les sommes de Cesaro
et la fonction maximale associées i une fonction définie sur la sphere, et nous
en déduisons divers résultats de convergence en norme Lp, convergence presque
partout, localisation des dé€veloppements en harmoniques sphériques, ainsi qu’un
théoréme de multiplicateurs qui généralise le th€oréme classique de Marcinkiewicz
sur les séries trigonomé€triques. La méme €tude est faite pour les développements
suivant les polynomes ultrasphériques. Nous montrons de plus que les sommes
partielles du développement en harmoniques sphériques d’une fonction de L”(En),

’
p # 2, ne convergent pas forcément en norme.

Le th€oréme classique des multiplicateurs de Marcinkiewicz s’€nonce
(voir [16]):

Théordme (A). Soit (i), ,, une suite de nombres complexes, telle que
(Ao) Iyl < 4
A SUP]-E;H |I-‘k+1 - #kl <A
Alors ||2;°°yk(akcos k0 + by sin kO)|, < APHZS” (a, cos k0 + b, sin kO)Hp,
1< p <o,

Le but de ce travail est de gé€néraliser ce r€sultat aux développements en .
harmoniques spheriques. Plus précis€ment, si f = 2;“’ H,f est la décomposition
en harmoniques sphériques d’une fonction [ sur la sphére X , on cherche des
conditions suffisantes (de type analogue a celles du Théoréme (A)1)) sur la
suite (u,),,o pour que I'application lin€aire M définie par Mf = E;“’ p H,f soit
continue de L? dans L? (1< p < + o).

La dé€monstration de (A) utilise un certain nombre d’outils, et principalement
les deux théorémes suivants (Syf d€signant la Nieme somme partielle, et

P (0 <7<1) le noyau de Poisson):
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(1) R. Coifman et G. Weiss ont obtenu dans [5] des conditions suffisantes ‘'de type
Hérmander”’. Nos résultats sont ind€pendants des leurs et strictement plus forts dans ce cas.
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224 ALINE BONAMI ET J.-L. CLERC

Théoréme (B) (fonction g de Littelwood-Paley). 1/ existe, pour 1< p < + o,
une constante Ap, telle que

) 80N, = 1730 - NI3B /ar + 112dn ], < 4, I

i) I/, <A, Nel, si fof (s = o.

Théoréme (C) (inégalité de Zygmund). I/ existe, pour 1 < p < + oo, une cons-

tante Ap, telle que, pour toute suite d’entiers, n;, ny, «+-, ny, - - et toute
suite de fonctions [, o oo, [, oo

+00 Y 400 %
(Z IS, /k<x>|2> (z l/k(x)|2>
0 k 0

Une géne€ralisation trés compléte de (B) a €t€ obtenue par Stein [19]; il

.

b

A
<4
p

montre que si (T’)Ro est un semi-groupe de diffusion symé€trique sur un espace
de mesure m, id est
(i) Tt+s _ T' ° TS, TO - Id,
(i) || TY I, < W1, pour 1< p<+w,et T — f dans L20N) quand ¢t — 0,
(iii) T! est un op€rateur auto-adjoint sur L200),
(iv) [20 =T >0,
(v) T =1,
alors la fonction g definie par g(f Xx) = (f;“’t[(a/at)T’f (x)|2dt)* satisfait I’analo-
gue du Theéoréme (B). Stein en déduit d ailleurs un th€oreéme de multiplicateurs,
qui, dans un cadre aussi g€n€ral, est le meilleur auquel on puisse s’attendre.
Dans le cas des vari€t€s riemanniennes compactes, le semi-groupe de la chaleur,
dont le générateur infinit€simal est I’opérateur de Laplace-Beltrami satisfait les
conditions (i) 2 (v). On obtient donc un th€oréme de multiplicateurs, mais il
réclame des conditions sur une infinit€ de différences. Stein pose le probléme
d’une gé€néralisation plus satisfaisante de (A) dans ce cas.
Un substitut de ’in€galit€ (C) est fourni par le résultat suivant, cas parti-

culier d’un r€sultat de Fefferman et Stein (2).

Théoreme (D). Soit M, d) un espace métrique, muni d’une mesure p satis-
faisant p(Blx, r)) < C - u(B(x, 1/2)). On note Mf la fonction maximale de Hardy-
Littlewood

M/ () = sup (/p(BGr, M) [ 1G] duty).

r>0

1] existe alors, pour 1< p < oo, une constante Ap, telle que pour toute suite

[ ST R

(2) Le résultat est démontré pour R? dans [8]; il se généralise facilement aux
“‘espaces de nature homogene’’ (pour cette notion voir {5, Chapitre ur)h.
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SOMMES DE CESARO ET MULTIPLICATEURS 225

400 %
(z quk<x>|2)
0

Pour obtenir la ge€néralisation de (C) dans le cas des sphéres, on doit

+ 00 Z%I
<4l Z I/k(x)l>
0

,

14

d’abord recourir 2 un proc€d€ de sommation plus efficace: nous montrons en effet
que les sommes partielles des developpements en harmoniques sph€riques ne sont
pas uniformément born€es dans Lp(En), sauf si p =2 (voir $5). On utilise les

sommes de Cesiro, dont on rappelle qu’elles sont défines par

(1+8)..-(6+1

8 —
Suf= (-1)...1

L
5 Vo8
2 AL Hfs od Ap =
Ap o

r-cnl"‘

Si &> (n ~1)/2, il €rait connu que les sommes de Cesaro sont uniformément
bornées dans L? (1 < p <+ ). Nous donnons ici une estimation ponctuelle de
suleSz” a l'aide précis€ment de la fonction maximale de Hardy-Littlewood, ce
qui permet d’obtenir le r€sultat (C) moyennant (D).

Une fois obtenus les réfsultats (B) et (C); nous en d€duisons un th€oréme de
multiplicateurs, en g€n€ralisant convenablement la méthode utilis€e par Mucken-
houpt et Stein (voir [17]), dans leur étude des développements suivant les poly-
nomes ultrasphériques.

\ . .
Notre th€oreme principal s’énonce alors:

Théoréme (0.1). Soit (u,), ,, une suite de nombres complexes satisfaisant
aux conditions
(AO) “‘Lk‘ S C9
i(N-152/+11AN
(AN) Supjzj( )221. 1A “k‘ <C,

ot N est le premier entier strictement plus grand que n/2, alors

l
\Zkak/ X)SAP 2H,/ (1< p<+ )

4 14
LP¢ LPz,)

n
En r€sumé€, on peut donner la marche & suivre pour la démonstration d’un
th€oréme de multiplicateurs (type Marcinkiewicz). On €tudie la convergence en
moyenne dans L? (1 <p <+ =) des sommes de Cesaro (ou des sommes de Riesz),
pour laquelle apparait un indice critique &, qui détermine en quelque sorte la
“dimension harmonique’’ du systéme orthogonal en cause. On cherche alors, par
des estimations plus fines, 4 d€montrer une ‘‘in€galite maximale’’, d’ou d€coule
(C). Notre conjecture est que I’indice critique pour le Théoréme (C) est encore
8,5+ On en déduit alors un théoréme de multiplicateurs dans L? (1< p<+ =),qui
fait intervenic N différences (ou derivées), od N est le premier entier sup€rieur
ou €gald 8, + 1. Nous indiquons d’ailleurs au §7 des généralisations de nos

. .y .
résultats au cas des espaces symétriques compacts de rang 1, des variétés riemann-

-~ 2
iennes compactes, et au $6, au cas des polynomes ultrasphériques.
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226 ALINE BONAMI ET J.-L. CLERC

La conjecture que le nombre de différences qui intervient est li€ 4 I'indice
critique des sommes de Cesaro se voit confirmée dans un autre r€sultat que nous
obtenons, et qui €tablit un lien entre les multiplicateurs de Zn, et les muleipli-
cateurs radiaux de R". Si ces liens sont sans doute moins complets que ceux
existant entre les multiplicateurs de T” et ceux de R”, ils permettent de trouver
des r€sultats négatifs sur En, tels que la non convergence des sommes partielles,
ou des résultats positifs sur R": c’est le cas du théoréme de multiplicateurs
suivant (qu’on pourrait €galement obtenir directement), qui n’est cons€quence ni

rd \ 0 . - . .
du th€oréme d’Hérmander, ni du th€oréme de Marcinkiewicz.

Théoréme (0.2). Soit m une fonction & valeurs complexes, de classe CN sur
10, + ), et satisfaisant aux conditions:

(Ag) Imlp)] < C,

(Ay) 27N =077 N m(p)/dpN dp < C,
ot N est le premier entier strictement plus grand que n/2. Alors m définit un
multiplicateur radial de LP(R™) (1 < p < + ).

En outre, nous donnons une €tude syst€matique des sommes de Cesaro:
t€sultats de convergence presque partout et localisation (on comparera utilement
avec les résultats de Stein [18] sur T?), €tude en-dessous de I'indice critique
(cf. les r€sultats de Fefferman [6]). Nous donnons aussi les th€orémes sem-
blables pour les développements suivant les polyndmes ultrasphériques, €tendant
ainsi les résultats de Muckenhoupt et Stein [17], Askey-Hirschman {1] et Gil-
bert [10].

Certains des ré€sultats qui figurent ici ont fait I’objet de notes aux C. R.
Acad. Sci. ([2], 3], [4]).

Cette introduction serait incompléte, si nous ne remerciions E. M. Stein,
qui, de s€jour 4 Orsay nous a accueilli avec bienveillance, nous a €clair€ de
ses intuitions sur ces problémes, et nous a communiqué oralement une d€mon-
stration simplifi€e des résultats de Fefferman [6]. Nous avons €galement
bénéfici€ de 'enseignement dispens€ au cours de I’année 1970-1971 par
R. Coifman et G. Weiss, qui nous ont en particulier initiés 4 la théorie des
intégrales singulicres sur les espaces de nature homogéne. N. Lohou€ nous a
toujours amicalement encourage’s et nous a en particulier suggéré I'énonce’ du
th€oréme (1.1). Enfin Madame Dumas, avec sa comp€tence habituelle, a fait de

.. . . . . .
notre manuscrit quelque peu indigeste un article lisible—du moins nous ’esperons.

1. Lien entre les multiplicateurs zonaux de % et les multiplicateurs
radiaux de R”. On note X la spheére de rayon 1 dans R**!, idest 2 =
(e R+ ||€)|2 =1} 1 désigne le pdle nord de coordonnées (0, 0, -+, 0, 1).
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SOMMES DE CESARO ET MULTIPLICATEURS 227

La sphtre est munie de la métrique riemannienne induite par celle de R”*!. On
note exp ’application exponentielle au pole nord, d la distance g€od€sique sur
En, et do la mesure riemannienne, normalis€e de sorte que fz do =1. Son expres-
sion en coordonnées exponentielles est A ((sin =D/ |27 = dx.

En peut aussi €tre considérée comme 1’espace homogéne SO(n + 1)/S0(n), ot
50(n) est le sous-groupe de SO(n + 1) qui laisse le pole nord invariant. Une
fonction a valeurs complexes [ sur En s'identifie & une fonction #f sur SO(n+1),
constante sur les classes d’équivalence, au moyen de "f(g) = f(g(1)). Cela permet
de définir une structure de convolution sur En . Une classe particuliere de fonc-
tions, dites zonales, est constitu€e des fonctions [ sur Zn, invariantes par
'action de SO(n). Une telle fonction ne dépend alors que de la distance géodé-
sique au pole nord (3), ou encore du produit scalaire (dans R"*1), soit [(£) =
b/(f . 1), ot Pf est défini sur le segment [—1, +1]. La convolution d’une fonction

zonale { avec une fonction quelconque g s’€crit alors simplement:

(¢ &) = [ "€ ngndoty.

Les sous-espaces de Lz(zn) invariants minimaux sous ’action de SO(z +1)
sont les sous-espaces }(k (k € N), form€'s des harmoniques spheriques homogénes
de degr€ k. On note H, le projecteur orthogonal sur }(k’ et Zk I'unique fonction
zonale de Hk? telle que

Vo e N, (b, Z,) = ().

Il est classique (voir [5], [23]) que /= 3} “H,f (fe Lz(En)), que H f=17, *{,
et que bZk =(n-1+2k)/(n- 1)P2 A =(n-1/2), ou P,t est le polynome de
de Gegenbauer d’indice A et de degré k, défini par (1 — 2xw + w?)~} = Z3°PA(x)uk,

On en déduit aisément le noyau de Poisson de la sphere 2
— 1-w?
P(E) - T Wt (€) - - :
w o k (1= 2w(€ . 1)+ w?)nt)/2

On appelle multiplicateur zonal de LZ(En) tout op€rateur de Lz(zn) qui

commute 4 I'action de SO(n + 1). Un tel opérateur M s’écrit sous la forme Mf =

+ . , .
Eommkaf, ou (m,), . est une suite bornée de nombres complexes. Si M s’étend
en un operateur continu de L? dans L?, on dit que M est un multiplicateur de

LP(EH). Cet operateur peut aussi s’interpréter comme I’'opérateur de convolution
s +
avec la distribution 2%m,Z,.
\ - .
On sera amen€ a envisager dans la suite la sphére de rayon R dans R%t1;

les notations 2, expy, do, se laissent conprendre par analogie avec la sphere-unite’,

(3) Ceci est faux pour n =1, il convient alors de se limiter aux fonctions paires sur
le tore SI.
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228 ALINE BONAMI ET J.-L. CLERC

On se propose maintenant de rattacher les multiplicateurs zonaux de la sphere
aux multiplicateurs radiaux de R”. Dans le cas du tare T”, I’isomorphisme local
entre T" et R” permet d’établir de nombreux résultats; la démonstration de I'un
de ces résultats utilise une méthode de passage 2 la limite, que nous avons pu
adapter aux cas des spheres. Une formule asymptotique pour la fonction zonale
fournit alors le résultat désiré.

Soit donc m une fonction mesurable bornée de [0, + =) dans C. Une telle

fonction permet de définir un multiplicateur radial M dans L%(R") par
s ~
Mf (x) = m(l|x|))f (x).

Par ailleurs, h chaque ¢ > 0, on associe la suite m_ définie par m (k) = m(ek), et
spe o T 2 +o0
on définit un multiplicateur M, dans L (En) par M= 20 me(k)Hk/'

Théoreme (1.1). Orn suppose que m est une fonction bornée et continue @
gauche en tout point de 10, + oo, que M, est pour chaque ¢> 0 un multiplicateur
b
de L (En), et que sup, o M|l
de LP(R") et || M|

e(LP (5. ) <A<+ oo, Alors M est un multiplicateur
n
E(LP(R"))S C, - A ouC, ne dépend que de la dimension n.

Un raisonnement habituel montre qu’il suffit de démontrer le théoreme pour
des fonctions m convenablement décroissantes 2 l'infini. En effet, posons
m'(p) = mp)e™ P (t> 0). Alors mé(k) = mf(k) - (em )k = me(k)wk; or 2;’” wka
est le noyau de Poisson P de Zn, dont on sait qu’il est de norme 1 dans

Ll(En). Par suite || Mé" < A. Si donc le théoreme est

<M
&Ll = | f”B(L"(zn)) =
, on en déduit || M‘ng

p,on < C
(LT(R"N— 7
que m' — m en chaque point quand ¢ tend vers 0. On peut donc supposer que

-C ) ,
mlp)| < C.e 2,0‘ C., C,>0. Pour démontrer que M est un opérateur de L?(R")
PS5 1“2 q

t

démontré pour m . A, d’ou le résultat en notant

de norme inférieure 3 C_ - A, il suffit de montrer que pour toutes fonctions f et g
nulles hors d’un compact de R”, et telles que H/"p <1, “g"p‘ <1(/p+1/p' =D,
on a I'inégalité |I| = [(Mf, g)| < C A. Mais M n’est autre que la convolution avec

la fonction radiale dont le profil est la transformée de Fourier-Bessel de m; le

premier membre de 1’inégalité s’écrit donc

1=¢, [ f [o U =le) MU Tl - ymlp) [ ()gly)p™ ™ dp dx dy,
R™ 7 R"”

et I’intégrale est absolument convergente grace au contréle 4 Vinfini de m.
Si R est choisi suffisamment grand, expgp: R” — £ est un difféomorphisme
d’un voisinage ouvert {} des supports de [ et g sur un ouvert de ER' Par suite,

on peut définir sans ambiguité des fonctions [, et g, sur ZR’ telles que
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SOMMES DE CESARO ET MULTIPLICATEURS 229

frlexppx) = [(x), gplexppx) = glx), pour x €{). A I'aide de ’homothétie de rapport

1/R, et en utilisant I’hypothese du théoreme avec ¢ = 1/R, on obtient I'inégalité

— s Z (£)'z, <§ ’7>/R(§)gR(n)da (&")do (')

On va montrer que I — Cn + I, quand R tend vers + . Par un changement de

suivante

<A,

Hel=1—

variables,

c” S [k\b, [S¥Pr* ‘' €XPRY
IR - -R_n f nf n Z m(E) Zk<T_>
in Jell/R \"~" (sin ly /R \"~*
- x)gly) <M ) <__ dx dy.
I=ll/R Iy ll/R
Posons pour un instant

+ 00
1 E\b €Xpp* - €Xppy + 00
= — -VZ { — " }_ n—1
HR(x, y) e ZO m(R) k< PY; > N bR(p)p dp,

ou hp est la fonction sur 10, + =[, constante par intervalles, définie comme suit:

on appelle k la partie entitre de Rp (k< Rp <k + 1) et alors

-1 b exXppX + eXppy
(k+D/R n_1 2o (kVz (ZZR_CR).
belp) = (fk/R p d”) R "’(R k R2

Utilisant la décroissance & 'infini de m, et le fait que l’Zlc est O(k"~ 1), on voit
que hp est dominé (uniformément en R) par une fonction sommable pour la mesure
p" " ldp. D’apres le théoreme de la convergence dominée, il reste % montrer que
- 1
bplp) — C (pllx - y|)) A+ /z]x_%(pnx - y|) - m{p) quand R tend vers + =. La
fonction m étant continue b gauche, on en déduit que m(k/R) — mlp). Ensuite,
exppX - exppy x y x y
———————— =exp — -exp = =cosd|exp =, exp = .
R2 R R R TR
Or, d’apres un résultat général de géométrie riemannienne (voir [11, p. 54]), ou

par un développement limité,

- 1 - 1
a’(exp %, exp %) = ___HxR dl + °(§> =—pl|xk dl + o(-k->.

D’autre part (f k+1)/R p""ldp)~! = R*. (1+ O(1/k)/K" 1. Le passage b la
limite est acheve par une variante de la formule de Mehler-Heine (voir (22, p- 1901,

[23, p. 233]).

Lemme (1.2). Soit z un nombre réel strictement positif;, alors

. 1 [, Y 4 1 -A IA
k]:lTw s Zk (cos(z + O<Z>)> =Cy- 27 ]A_%(Z)-
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230 ALINE BONAMI ET J.-L. CLERC

2. Etude des noyaux de Cesaro sur la sphere X . Rappelons d’abord la
\ -1-3
définition des sommes de Cesaro(4): on pose, pour Re § > -1, (I - x) 1-90_

2:‘(’)A18x1, de sorte que

48 <l+3> (l+8)(l+5—1)---(5+1)_ it+6+1)
;= -

l (-1...1 TPU+ DG+ 1)

St maintenant [ = 2;:, H,f est une d€composition orthogonale, sa Liéme somme
de Cesaro d’indice & est définie par 55/: (I/AE)ZIO“AL_IHIL De la définition

découlent immédiatement les deux €galités:

L
b ) S+1 o+l Sp0
Ala =gl e AT L AMAT
0

Enfin la convexité de Log I'(x) sur 10, + =) permet d’obtenir I'estimation Als =
0% (5€R, 6> -1). Dans le cas de la sphere X | Si/ = sz * [, ou sz est

la fonction zonale définie par si =(1/4 i)zg Ai_l Zl; c’est donc essentiellement
le noyau de Cesaro (d’indice &) des développements suivant les polynomes de
Gegenbauer d’indice A = (z — 1)/2. Notons en effet que deux systémes de
polynomes orthogonaux de degré croissant (mais non n€cessairement orthonorme's)
pour une méme mesure ont mémes noyaux de Ceshro.

Les noyaux de Cesaro des polynomes ultrasphériques, et plus gé€néralement
des polynomes de Jacobi ont €té €tudi€s par divers auteurs ([1s], [22, Chapitre
IX]). Nous nous inspirons ici de la mé€thode de Szegd pour obtenir des estimations
précises de ces noyaux, estimations qui sont indispensables pour la suite. Nous
traitons le cas des polynomes de Jacobi d’indice a, B quelconques, avec
toutefois la restriction que a > B >—Y%; cela couvre en particulier I’€tude des

noyaux de Cesaro de tous les espaces symétriques compacts de rang 1 (voir $7).
Soir donc [ = 2;:’) alPIa' ﬁ, alors

L
S 1 a
S, /)= ﬁ lz: Ai_lalPl' '8(1) = fill/(x)si(x)(l - %) + x)ﬁdx,
L =0
o sp(x) = (A/AD)SE AD I3 )3 2p% AP A,
Théortme (2.1) (5). Soir & > 0; alors
(1) si 0<0<n/2,

|52(cos 0)] <C.L2*2
(ii) si 2/L <6< n/2,

(%) Pour tout ce qui concerne les sommes de Ceshro, voir [25, Chapitre 11}
(%) Dans le cas a=8, une partie de ces estimations a €t démontrée par Kogbetliantz
[15], en suivant d’ailleurs une méthode différente.
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SOMMES DE CESARO ET MULTIPLICATEURS 231

|sScos O) < C . L¥Hdg|=0"83/2 (< a4 3/2);
<C.Llg|m2? (6> a+3/2)
(iii) si /2 <0<nmw-2/L,
stlos O < C . LM%‘SIW—@!—ﬁ'% b<a+3/2),
L = =
SC-L7Ym- 67 F72* (a43/2<8<arB4D),
<C.L"! 6>a+pB+2)

(iv) st /2 <0<m,
lsPlcos O)] <C - L™ (5<asBu2),
<C.L-! (6>a+B+2).

Avant d’entamer la démonstration, rappelons quelques estimations sur les
polynomes de Jacobi:

C. 1, 0<6<n/2,
protcas o < |10 0os a2
C.-I"Hn-01"°"%, a/2<0<n,

c.r, 7/2<6<a,

(voir [22, p. 167))

P/ A1) - (IJ; a) = 0%  (ibid., p. 58);

atpl (+a+ DU 1
p& By-2_ 2 ) + a + + B + _ .
LN P (21 +a+B+1 TU+DIU+a+B+ l)) o) (ibid., p.68).

Démonstration de (i). On utilise la majoration uniforme des polynomes de
Jacobi; d’ou

L
5 > Al_,000%)0(%) < cteL?ar?,
L 0
Démonstration de (ii).

Supposons d’abord & entier. Szegé a montr€ le résultat
suivant [22, p. 256]:

Lemme (2.2). s2() = (/ADYSL H (L, 8)P#***! Ax), ok

c.L%1 sil=0
§-1
HL,8 < {C 2 (L-DAI*P sil<iI<L-1,
£=0
C.L*! sil=1L
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232 ALINE BONAMI ET J.-L. CLERC

Soit d’abord & < @ + 3/2; on majore alors facilement en utilisant la deuxiéme
1
majoration de P;l+8+ A sur 10, /2 (

L-1238-1
|s 1 (cos 0)Is£3 <L$‘1 DI D () Vol M S Y S A N R a7
L [=1 p=0

< C . L% dgraninsse,

Si au contraire 8 > @ +3/2, on majore de la méme fagon la contribution des
= - i S 3
termes /=0 et /= L. Ensuite on coupe en X, ;. 5+ 21 o1 /o +

2, /r<i<L -1 €t On majore comme suit:

L-1 c [ Lol el
T <[ T T wonerern)jgenii
L72 L \L/2 p=0

L-1
_% Z (L - 1)8—1 Lo.-8+% lel-a—S*}/Z <C. La-8+1,§‘6|-a-5_3/2,
L™ \L/2

IN

majoration qui est meilleure que celle a obtenir, compte tenu de L6 > 2.

L/2 C L/2 8-1
Z<=|Z Zu-pra |g|o7873/2
1/6 L 1/6 p=0

C L/2 c R
- - 1 - - - - —_a—8=
. 3 [ 8-1y0 3+ 1] a83/2sz'0a+83/2a 3/2

L 1/6

INA

IA

Enfin, 14 ou /<1/6, id est 8 <1/l, on utilise la majoration uniforme des poly-

nomes de Jacobi. D’ot

1/6 C 176 [8-1
T <L ST woprmasen
1 L™ 1 \p=0
1/60
< Lty perz Syoras

Lorsque 8 = a + 3/2 est un entier, la méthode précédente fournit une estimation

un peu moins bonne que celle recherchée. Pour traiter ce cas, ainsi que les cas
\ . . . IR ..

ou & est un indice non entier, on va utiliser une autre d€composition des noyaux

de Cesdro, due elle aussi a Szegs (voir [22, p. 259]).
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Lemme (2.3).

-1
1 Y, aemn Do+ DL + B+ DIQL + a + B+ 28 +3) P¢11+8+ LAG)

Az TL+a+B+8+2)PQL +a+B+85+3)

$3(x) =

(L+8+1)--.(L+8+p)
@QL+a+B+8+3)...QLra+B+8+p+2)

+o0
- 2 EDF

P=1

8(8—1)"‘(8—P+1)58+p(x)
- L .
1.2-...-p

.y Id g .
Avant d’utiliser ce lemme, montrons un résultat auxiliaire.

Lemme (2.4). Soit 8, un entier, 8 # a + 3/2; si 8> 0, et désignant par
rLO(G) la fonction majorante qui figure dans le Théoreme (2.1), on a |si(cos 0) <
C50 -0 . TLO(O).

On a en effet la relation SLS. = (I/Az)ZhoAi._io-lAlsoslso; majorant |5180[
par 7, % et utilisant la forme particulitre de cette majorante sur les divers in-
tervalles on voit qu’il suffit de démontrer 1’in€galit€ (1/A 18,)211‘=0AL—10— AISO(1+1)70
< C50 -8 (L + 1)70, olt y, > - 1. Noter qu’on a chang€ ! en (/+1) dans les
estimations, ce qui est toujours possible, et indispensable quand /= 0, On €crit
alors 1+ 170 =2+ 1)710+ )72 < L7° L. (141! de soree qu'il suffit de
montrer le résultat lorsque y, =~-1. Or Alo/(l +1) = A18+01- /50, de sorte que la
somme & majorer s’€crit:

L
1ZA5—80—1 50—1_ 1 e 5
A_5 ‘ L+y1-(+D)7 141~ 7§ ° L+1=L

+1

Cela étant, revenons 2 la formule de Szegs. Le coefficient du premier terme est
o(L atl- 8), et par suite ce premier terme se majore dans tous les cas comme il
faut. La sommation ne fait intervenir que des indices supérieurs ou €gaux au
premier entier strictement plus grand que & (dans le cas ot 8 = @ + 3/2 est
entier, le premier indice qlui intervient est @ + 5/2), de sorte qu’on peut majorer

5+ [ 5]+1
Is;. ™ par C . (p+8). 7L8]+ (6). Concernant le coefficient, on note d’abord que
GG -1 -+ G=p+ DV p)|<C-p~ "3 ensuite

(L+8+1)--.(L +5+p)
@CL+a+B+6+3).--CL+a+B+d+p+2)

<cC. (6+2)...(6+p+1)
- (a+B+b+5)-{a+B+d+p+a)’

car la fonction (x + 8 + &)/2x + a + B+ 8 + k +1) est décroissante (dés lors que
k>(a+ B +1)-8). Ce demier coefficient est donc O(p= (a5 3), p

, e
ol finalement
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+o0
2 < C(
p=1
On utilise d’abord ce résultat pour obtenir le cas oi 8 = @ + 3/2 est entier, puis le

+oo
3 plTE. p(aths) p>r[f]“ @<c. r[f]“(@)-
pP=1

’ ’
cas gé€neral.
Les majorations de (iii) et (iv) sont fond€es sur les mémes lemmes et ne

comportent pas de difficult€s nouvelles,

Corollaire (2.5). Soit s| le noyau de Cesdro d'indice 8 de 3 ; alors
G) si dx, 1) < n/2,
st <c. L
(ii) si 2/L <d(x, 1)< n/2,

Is2()] < € - LUn=1/2=80g(x 1)=(r=1/2=3-1 (5 < (n + 1)/2),
<C.L Mk, 1! (6> (n+ 1)/2);

(iii) si 7/2 <d(x,1) <7 -2/L,

Isf)] <€ - LU=1/2=0g( _ )=(n=D/2 (5 < (n 4 1)/2),
<C. L ld(x, - 1)77+S (n+ 1/2<8< ),
<Cc.L" ! (8 > n);

(iv) si m—2/L <d(x, 1)<,

st <c. L= (<),
<C.L7! (&> n).

Remarques. (1) Signalons que E. Kogbetliantz a montr€ dans (15] que si
d > n, alors sz > 0 en tout point; c’est une g€néralisation du résultat classique
de Fejér (cas n = 1), Par suite, on doit s’attendre a ce que les majorations de
52 ne s’am€liorent plus lorsque & devient sup€rieur a n.

(2) Le noyau de Poisson P (x) = 2;“’ rka(x) = (A =r)/)rx = 17! satisfaic

les majorations suivantes:

P’(x)s C-(1-n"", 0<dx, ) <7,
<C -d(x,l)_"'1 (1-7), 0<dx D<a/2,
<C.(1-r), 7/2 <dx,1) <m,

et le calcul de P_ en 1, — 1 et un point équatorial montre qu’on ne peut espérer

améliorer ces majorations. Or le noyau de Poisson s’exprime en fonction des
T 1485t 51.8 .

sommes de Cesaro d’indice & par la formule P, = Q- 21:)1‘\1#31. Substi-

tuant alors 3  la quantit€ 1 —1/L (cf. la remarque de [25, p. 223)), on voit que
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toute majoration de si en 17%07 P se transfire immédiatement au noyau Py_, ;.
Les paliers observes dans les majorations (8 = (n + 1)/2, et 8 = n) sont bien
ceux que laissent prévoir cette remarque.

(3) Les remarques précédentes valent encore pour les polynomes ultra-
sphériques d’indice A quelconque. Dans le cas des polynomes de Jacobi quel-

conques, Askey a conjectur€ que si >0, des lors que 6> a+ B +2.

3. Résultats de convergence des développements en harmoniques sphériques.
Il €tait bien connu que les fonctions 52 appartiennent uniform€ment 2 Ll(En),
dés que &> (n - 1)/2, et donc que les moyennes de Cesiro d’ordre & > (n - 1)/2
d'une fonction [ de LP (En) convergent dans LP(En) vers [ (1< p <+ o). Au
§5, nous verrons comment ce résultat peut étre amélioré lorsque p>1 et
5 <n-1)/2.

Nous allons, dans ce paragraphe, nous intéresser & d’autres types de con-
vergence: les majorations du $2 vont nous permettre d’obtenir des résultats de

localisation et de convergence presque partout. Notre premier souci va étre
d’interpréter ces majorations.

Posons sz(cos 0) = oi(cos 0) + Ti(cos 8), ou
ai(cos 0) = sz(cos 0)x[o'”,2](6),

et de méme Si/ = 02/ + Tz/'.
Si A=(n~-1)/2>8, il tésulte de la majoration (iii) du théoréme que:

|rz(cos 0)| <Alr -0]7228 i <2,

|7i(cos A <A st 6> 2A.
Soit & < 2A:

8
sup |7
EP‘LI

al (T 1 _gi(-2x+8p,__ a12a g /2 . 20 +1
pS (fﬂ/zlﬂ 6| |77 0’ d6> < oo 51p<2)\ .

Donc supL|rz| €LP(Z ) pour p<n/(n-1-8)si (n-1)/2<8<n-1,
supy T2 €L(Z, ) si 8> n—1.

Montrons d’autre part que, si & > A = (n — 1)/2, il existe une constante A
telle que, pour tout f € Ll(zn) et pour tout x € R?, suleaif ()} < AMf (x)(6).

Quitte & changer f, on peut supposer que x = 1.

olf(1) = fz o® (x + D)f (x) dofx)

= oni(cos 0) [): f(sin 6€, cos B)sin”" 19 dédo.
Tt

(6) On désigne par Mf la fonction maximale de Hardy-Lictlewood (cf. introduction)

MfG) = sup, o, v)<r \fDldoto/ 4., yysr G-
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Posons:

Ao = | 1) dot) = fifz \f (sin B, cos )| désin™ pde,
P os 1

1>c¢

A<M [ dolx) = c, M7 sin™ g dg.

S

Posons d’autre part:

B 0)= LMHL 2+ o)A D2 5 5,

lel‘(e):L"l(L_2+t92)')‘_1 si 8> A+ 1.
En vertu du Corollaire (2.5), az(cos 0) < Ak, (),

lop/ ()] < A[ [T k[ @G)AG) 6 + A(n)kL(n)]

. . . . ! .
comme le montre une int€gration par parties et le fait que k; est négatif

|o,§/(1)\ <A <_ fgk,:(@)ffsin"_ququdG + kL(n)fgsin"‘l¢d¢> Mf(1).
Or
' o . n— . e m . -
- [PELOf sin*='ddp = — k, () [Tsin™ 'pdp + [Tk, (Osin™"! 06,

Comme sup, [7 k; (f)sin™" 1946 < =, il existe une constante A telle que
ol f(1) < AMf(D).

\ .
On peut r€sumer ces r€sultats dans le théoréme suivant:

Théoreme (3.1). Soit 8 > (n - 1)/2. Il existe une constante A indépendante
de la fonction f€ Ll(En) telle que Suleszfl <AMf + K *|/]) ok K est une
fonction positive qui appartient & LP(X ) pour les valeurs de p inférieures u
n/(n -1=8) lorsque §<n-1,a L™(X ) lorsque 8 >n - 1.

Il est & remarquer que la majoration suleSz” < AMf lorsque
8> n —1 a €té obtenue dans un cadre beaucoup plus général par Hormander ([12],
[13]), du moins lorsque les moyennes de Cesaro sont remplac€es par les moyennes
de Riesz. Nos résultats vont nous permettre, dans ce cas particulier, d’obtenir

des théorémes de localisation plus précis.

Théortme (3.2). Soit ¢>0, §>(n -1)/2. Sila fonction [ appartient a
Pespace LP(Z), p>1, ou p>n/(8 + 1), et si [ s’annule & I'intérieur de la
boule d(x, 1) < e, alors Si/(l) tend vers 0, lorsque L tend vers [I'infini.

En utilisant la densité des fonctions C* dans L?(X)), on se raméne &
montrer 1’existence d’une constante Ap indé€pendante de f telle supLISi/ M) <

Ap”/ ||{J pour toute fonction { s’annulant & I'intérieur de la boule d(x, 1) < e.
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Cette dermere inégalit€ est satisfaite si s (cos ¢9)x[6 n](0) appartient uniformé-
ment 3 L?' (sin2*04d6), 1/p +1/p' = 1. Or, si e> L™1

\aL(cos 0)| < AL "tgA78"1 < ANl lorsque 6 > ¢;

Il <A sip>n/(8+1.

Remarque. On peut montrer que les conditions du Th€oreéme (3.2) sont des
conditions nécessaires pour qu’il y ait localisation. Supposons tout d’abord
8> (n-1)/2, et p<n/(8+1): la fonction (1+x - 1)7¥, qui appartient & L?(Z )
lorsque p < n/2y, est C™ ou voisinage de 1. Il existe donc une fonction qui est
C* sur 2 , dont les moyennes de Ceshro Si/ (1) convergent vers /(1) de ce
fait, et qui coincide avec (1 + x - 1)™* dans la boule d(x, 1) < e Comme les
moyennes de Cesaro d’ordre 2u — 1 de (1 + x - 1)™* ne convergent pas en 1
(voir [22, p. 265)), on obtient ainsi un contre-exemple explicite avec & = 2p — 1.

Plus géné€ralement, en vertu du théoréme de Banach-Steinhaus, les conclu-
sions du Théoréme (3.2) ont lieu si et seulement si supL|SL/(1)| < Allf || quelle
que soit la fonctxon f€ Lp(z ) nulle dans la boule d{(x, 1)< ¢ et donc si et
seulement si s (cos G)X[e 77](9) appartient uniform€ment 2 L? (smnﬁdﬁ)

Soit alors (n -1)/2<8<n~1, p=n/(8+1). On veut montrer que 7 (cos 0)
n’appartient pas uniformément a L? (smu0d6) En utilisant le Lemme (2 3), on
8+APA+8+A A+%(COS o)X )

(w72, 7]
n’appartient pas uniformément & L? (sin22046). Cette dernitre propri€te découle

voit ais€ment qu’il suffit de montrer que L

de la formule asymptotique de Mehler-Heine, comme on peut le voir en utilisant
la méthode de Szegs 22, p. 173].

De méme, lorsque 8 < (7 ~1)/2 = A, on est ramen€ & montrer que
A= S+ N+5+05, A+1
PL
L(sin?*0d6) pour prouver que, quel que soit p, il n'y a pas localisation pour
les fonctions de LP(En). Or

L (cos O)X[., 7/,](6) n’appartient pas uniformément 2

2 2
m/ sin2h g p M EEA (o N do> A / sin#6|P MSH/Z’M%(@) d0
L L
€ - HJe

quel que soit . Si p est suffisamment grand, cette derniére quantit€ est minorée
par L™% 22, p. 173},

Théortme (3.3). Soir § > (n - 1)/2 Il existe une constante A telle que, pour
toute fonction [ € LI(E ), m{suleS /| > a} <(A/a|fll;. Les moyennes de
Cesaro d’ordre 8 d’une fonction de L (En) convergent presque partout.

La convergence presque partout est une cons€quence de I’inégalit€ faible,
qui découle du Th€oreme (3.1).

Corollaire (3.4). Soir 1 < p<2. Si6>m-11/p-1/2], il existe une
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238 ALINE BONAMI ET J.-L. CLERC

constante Ap telle que, pour tout {€ LP(X ), ||supL|Sz/| ”p < Ap“/ i pr Les
moyennes de Cesaro d’ordre 8 d’une fonction de L"(Zﬂ) convergent presque

partout.

Le résuleat, lorsque p = 2, découle du lemme suivant, qui est un cas par-

ticulier d’un résultat général sur les systemes orthonormaux:

Lemme (3.5). Si, pour une valeur 8, >0, les moyennes d’ordre &, des fonc-
tions de LZ(En) satisfont a I'inégalité ||supL|SL0/| ,<4 80“[ I, alors, quel
que soit 8 > 0, elles satisfont ¥ I'inégalité ||supL|52/l I, <Asl 1,

La démonstration, dans le cas de R” et lorsque les moyennes de Cesaro
sont remplacées par les moyennes de Riesz, se trouve dans {12]. Elle est tout
a fait analogue dans le cas présent. Nous en donnerons seulement un apergu.

Les moyennes de Cesdro d’ordre 8 + 8 s’obtiennent & partir des moyennes

de Cesaro d’ordre & par la formule

L
& s - -
SIHA - alth)-1 ) A,fAf_;s,f/.
k:o

L L
L i
k=0 k=0

=o(L™Y si B>u.

Donc, en vertu de !'in€galit€ de Schwarz, il suffit de montrer que

1 L s &
sup (z > ISk/|2> <A,
L k=0 2
pour tout 8 > - 4.
Or, par hypothése,
| 1 L & #“ 80
sup| = 3 15,712 ) | <lsupISL7) < 4s 7]
L \L 2o 2 Ik 2 0

I1 suffit donc, pour prouver le résultat, de démontrer que, si & > - %,
00 1 27 -1y}
HES_ I8 = SLIPLT Y ), < Agllf |- Posons

oo %
g5 () = < T Isytr- Si/|2L‘l> -

L=0
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L A% 4B

3ty S % '_[:s—k Hyf= 5 (ASH)— Z kAL x Hif
k=0 \ Ap Ap
||g8(/)||§ = Z L-I(Asﬂ)- Z kZ(AL R ENIE

(+1 k=0

Z kleH,Jlli(Z L'I(Ai”)'z(Ai_kV)SASII/Hﬁ

(8 + 1) L=k

puisque SPL~1AS)=2(ad_ )7~ o(=eL- 1L L - 179 - (k2.
Reprenons la d€monstration du Corollaire (3.4): il suffit d’interpoler entre

le résultat p, py > 1, et le résultat L? en utilisant la méthode de Stein sur les

familles analytiques d’opérateurs [18], SL €tant défini pour des valeurs complexes

de 4.

L
S+€+iy S+e+iy -1 €~1l+iy
Sp f=(AL ) ZAkAL k Sk/’

k=0
; 2
donc sup, |S3** /| < e“@’sup IS8/ | puisque (voir [1))

sup A By -1 ): ADas Y| < <e'€
k=0

On en déduit que si 8> (n - 1)/2 et p, >1,

S+
s, Y
SL’iPl L /|

<4, e” ||/l| ;
L Po

si >0,

8 +iy cy2
szplsL /1 ZSAze ”/”2

Nous allons terminer ce paragraphe en montrant 1’inégalit€ suivante pour les
moyennes de Cesaro, in€galit€ qui est ’outil fondamental pour obtenir les

théoremes de multiplicateurs:

Théortme (3.6). Soit p>1 et 8> (n - 1)/2. 1l existe une constante Ap

telle que pour toute suite de fonctions [, et toute suite d’entiers L,

(gs,{k/k\?)” <4, (}:l/klz)%

Supposons tout d’abord & > (n — 1)/2, cette inégalité découle, en vertu du

Théoreéme (3.1), des deux in€galités
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A, (ZV,JZ)%
| »

‘(Zm : |/k|>2)’/’ 54, (Zl/kﬁ)% ,,

qui est une in€galit€ bien connue due & Marcinkiewicz et Zygmund ([25, tome 2,
p. 224]).

Le cas 8 = (n — 1)/2 est un cas particulier du corollaire suivant:

()

in€galité de Fefferman-Stein [8] et

Corollaire (3.7). Soit 1< p <2, Si 8> (n~D1/p - 1/2], les moyennes de
Cesuro d'ordre 8 satisfont u I'inégalité |](2|Szk/k|2)% ”p < Ap||(2|/k|2)’/4 "p

quelles que soient les suites f, et L,.

Remarquons que
Ly
SEI <o (A LITD AT IS
k =0
en vertu de I’inégalité de Schwarz.
e 1 5 ) y e
Si I'in€galité ”(zklst/klz)A ||p < APM(Eka]Z)A Ilp est satisfaite pour

toutes les suites L et fk’ alors, en particulier,

L

k %

S+e+iy ) —1 S q€—14i :

A, (% g }:OA,.Mzk *’yllfk|2>
1=

<§ 1A 2>% ”,,

R 2
donc ||(2k|Sz:€ +”’/k|2)% ”p < Apecey H(E|/k'2)% ”p En particulier, si 6>
(n-1)/2et p>1,0ubiensi §>0 et p=2,
cy2 2 %
2113

(i)

Le Corollaire (3.7) s’en d€duit par interpolation.

4

2
/2
<A ecéy

SApe

b

4, Théortmes de multiplicateurs. Soit [ € Ll(zn). On note P [ la fonction

PJ:Zrka/, 0<r<l.
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. . Pro -
P [ est la convolée de la fonction { avec le “‘noyau de Poisson’’ sur X défini
r

par
Plx) = 2 *Zi) - ———.
0 lrx — 1|7+
P_est une fonction positive, uniformément dans Ll(zn). Soit g(f) la fonction de

Littlewood-Paley définie par

2 Y
g(/)=<f(1)(l—r) % (P/)‘ dr) .

Il existe, si p > 1, une constante A telle que ||g(f)||p < ApH/ "p et, si Hyf =

fzn/dx =0, Ifll, <4, lle()ll, (voir [19, Chapitres 3 et 4], [5, p. 149D (7).
Les théorémes de multiplicateurs d€couleront de ’étude des fonctions de

Littlewood-Paley modifi€es suivantes: gg(f) = (ELISEH/ - Si f12L= Y% pour

lesquelles on a le thforéme suivant:

Théortme (4.1). Soient p>1 et 8 >0 tels que, pour toute suite de fonctions
/k et toute suite d’entiers L,. ||(2|515‘1e /k|2)‘/z ”p < APH(EVJJZ)% "p Alors, pour
toute 1 4 ,
oute fonction f€ L (2"), le 5(/)”11 < Ap”/”p et, si Hyf =0, ||f ”p < Ap"gS(/)Hp°

T . .
La seconde in€galit€ est vraie sans restriction sur & puisqu’elle provient
T .

de I’in€galit€ ponctuelle suivante:

Lemme (4.2). g(/)<C . gslf).

En effer,
I s o kely .
—Pf=3 kr H,f;
o T T

L

§+1 8, au g =1(48)-1 s

SL /‘SL/ L (AL) ZkAL_ka/,
k:O

(puisque Z A,fr" =1-n-8 1)

k=0

(7) La fonction g définie dans 'une ou 'autre de ces références est 1€gérement

- ) . - -
différente: c’est (f(l)r log r l|a(P7f)/ar |2dr)/’. Du fait que r log r 1 et 1 -/ sont équiva-
lents au voisinage de 1, on montre aisément que si I'une de ces fonctions g satisfait aux

inégalités L? il en est de meme de 1'autre.
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‘a P/'<C(1 r)*1 Z LAL|SS+1/—Sif|r""1,
L=1

'i P’/‘ZSCZ(I— r)””(Z Abysiy - si/]ZrL-1> < i LAirL'1>.
or [

Comme Z LAb L-1_(54+1)1-n"38"2,

Js

d 2 2 (1 8+1 i S5+l $,12.L—1
Sl a-nar<ctfla-n T LALisy - sir it

2 —1) 8+l s
<C ZL 1S5 -80f12

puisque fé(l — ALl o(Lm8-2) 2 o(L~ Z(Ai)- h.
Plutot que la premiere inégalité du Théoreme (4.1), nous allons démontrer le

théoreme suivant, dont elle est un cas particulier:

Théoreme (4.3). Soit v, une suite de constantes positives telles que

-1
supL21 Ek 1 k=M<°° et soit

Y
g5 - (z 15841 - sg,pL—le) :

Sous les bhypotheses du Théoreme (4.1), il existe une constante A_ ne dépendant
pas de la suite v, telle que, pour toute fonction f€ LX), Hg"g(/)"p < MApH/Hp.

Le Théoréme (4.3) a été démontré par Muckenhoupt et Stein [17] dans le cas
8 = 0, et sa démonstration suit un schéma bien connu (voir [25, Chapitre 15]). Le
fait que O # 0 entraine certaines complications et nécessite la démonstration de
deux lemmes combinatoires:

Lemme (4.4). Soit 6> 0, u, une suite de nombres complexes, sz =

(Az)_ IEIL OAi 4 et ai = (Az)-lzz“ OAE lrlul, oul-1/L<r<1, Alors si

peut s'écrire sous la forme

L-1
8 ~L 8 - 8 8
sp =1 oL+ 2 4 19

1=0

)
avec a; ; = o(1-1).
see s ]
Azszwl‘ ~(1-w)~8-1 L ouLwL par deéfinition des s, . Donc
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g s+l > L
§ 8 L - 85—1 w s sfw
Alsjw™ =(1-w) 8 <1_r_> Z ALaL(r—) .
L=0 L=0
) g 5/
5 —1 S4—5=2.~7
Als] = Ajr~g, Z AkA].8 r ’>.
1=0 \ kyj=L—1
S §=2,-7 _
St I=1L, 2k+ oL - IA A T=1,
SiI=L-1, E il o A A'S 5 oAl AT o (64 D= 1/0).

Nous allons montrer que 51 2< M<L, 2_0 :1 A 8-2M=7 _ O(1 - 1) ce qui
<(1—1/L)_ <e Mais 2] 04; —Aa‘+1

entrainera le lemme puisque r~ ]
Al k AZ lrk'1 = rkAa-1 —(1- At Ap_ - Apres une sommanon par parties, on

M 48 §— 2M-1 M 45-1 3 1M-' sM-148 -1, M=j~1
obtient: T Ay AT AN AT ~U-NET5 Ay A

Soit & lenner tel que & - 1<8+ 1<k Aptes k sommations par parties, on

obtient des sommes de termes de la forme:

(l-—r)bZAs Ie+bA—8 24k M~ b-] h=0,1, -,k
=0
dont nous allons montrer que chacune est O(1 - ).
Soit d’abord b = 0: comme M>2, SY AuTk A=0-2+k _ 4ol _o,
Le terme étudi€ est donc égala ZM A8 k A - 2+( M= _ 1) qui est majoré
en module par A(1- r)EM— (M- [k ’“17_8 2+k _ 0(1- 7). Soit maintenant

h>1: 2’" ”AS ’””A 5= 2+k A”" o(M*~1). Donc

(l—r)b ZAS k+b A-wﬁ 2+kM b—j

j=0
M—b
_<- A (1 _ r)be—l + (1 _ r)b+l Z (M - b _ j)s—k+b+1]'— 8—2+k
j:o
=0(l-r).
Lemme (4 5). Soit 8> 0, u, une suite de nombres complexes, s| =
(4l )_121 0 L % €t oz = (AL)"IEIL oAi 1'1"1' ou 0<r<1, Alors oL peut

s’écrire sous la forme:

L L
& 8 8
=2 b 5] o X1y |=00)
1=0

=0

On montre comme dans le Lemme (4.4) que

L1
8.1 5 —5-2
ALop = Z LHEDD A7
j:o
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sil=L, 20VAD AT o 1sid=L-1, ShMAl | ase-nis
(3+1)(1—r) Soit M>2, k-1<8<k.
il AS A—S_er—ia(l—r)brbMibAs k+bA—8 24k, ]
o M—; 5 _b=0 b . M—j—b

Si h=0,

M
Z As kA—S 24k,

M
<AQ-NY (M- j)8=kj=3-1+k _ o),

= 7=0
Si 1<h<k-1,
(l-r)bb Z AS k+bA—8 2+k
M—b
SA(I—r)bH Z M—b- ]-)5—k+b]-—8_l+k +(1—r)b(M—b)b"1.
i:o
Si b—k
5—2+4k,j &
- 2 k-1 2+k
):AM AT SRRl Y A L ATSRENGI ),
j=1

Les termes de cette dernitre somme €tant tous positifs, elle est majorée par:

M-k
M- k)3 A7827kGT 1) = (M- B - R
j=1

En conclusion:

5 1\ inf(k—1, L—1) 1
|bI'L|§A<— r 3 -2 L —1-B)?
G U LT U A DDA L S T B LA LT§ A SR L

k—1
<Al T P bty fa o
b=0

puisque (I/L)¥(L -1 - Phi <=1 On en déduit immédiatement que
26, ] = 00,

Le lemme suivant est une conséquence du Lemme (4.5) et est bien connu

dans le cas oh 8 = 0 [25, Chapitre 15].

Lemme (4.6). Soit r, une suite de nombres compris entre 0 et 1, &, une

suite de sous-intervalles de [rk, 1[. Sous les hypotbeses du Théoreme (4.1), il
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existe une constante Ap indépendante des suites 1, et 8k telle que, pour toute

suite de fonctions [, et toute suite d’entiers L,
<A

(lezk”,kmz)% ,o <218_1k| fsklp,/kizd’>%

Il suffit de montrer que, pour toutes suites f, et L,,

Y %
(st )| <n)(@0) ]

I’inégalité précédente s’en déduisant en approchant I’intégrale par des sommes de

b

Riemann. Mais

ISy R /k\2<AZ, 6] L, AR

1=0
“(ZW p /|2>% (}: / PY
Lk Ty k T k

“e %
<4, (Z 2|6 IL L] >
k 1-0
Revenons % la démonstration du Théoreme (4.3). On peut toujours supposer
que L <Ek 1Yk =

’aura démontré pour v, = 1, puis pour M <1, la suite v, + 1 satisfaisant alors

v 4 [4

< 2L. En effet, si on a démontré le théoreme dans ce cas, on

4 cette condition, et donc pour toute suite V,.

1

Posons p; =1, pp =1+ 21L=—1 vysi L>1, 1 = 1-1/p; . r; satisfait aux

hypotheses du Lemme (4.4). Or, si f; = P, /,

seHly_ sk~ L-tal )—IZ RAD_HL S,
k=0

1 - -
SEV L - sh v LA IZ CHCLNE

k=0
si bien que, en vertu du Lemme (4.4) et de ’inégalité de Schwarz,
S+1 S+l s 21 2)¢8+1
‘S +/ SL/|2<A<lS +/L-SL/L|2 ZI/L IS /L_S/L|
#L 1=1

Montrons tout d’abord que
1j¢8+! 8, 12 %
Z L= 'S /L_SL/L| vy _<_Ap||g(f)||p:
4

Sla +1/L B SISfL ~ ] 1sf(apw//ar), donc, en vertu du Lemme (4.6),

| < YL 1 rL+1 ﬁ
4 3 _I or
L TLe1~ L

"L

<A Pf

2 Y
a’r>

i 1ic8+1 ) %
LSy fL“SL/LlZVL>
b

L=1

4
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P . ye 2 < 2 ’ - - _ _
our obtenir 1’inégalité cherchée, il suffit de remarquer que TLa~TL= VL/’I.LP.L+1 )

et 1/p, ga=l-m  <l-rsi relr,, T, - De meme:

YL g s+1 2 *
(E > sty - sk

L I‘L 1=1 b
R , %
L L
5Ap< - ZL'z_l____ +! Pr/ >
BL I=1 "Ly~ LT L o b
%
“L+1 "L+1| 0 2
<4, < =~ f, 2pi| a-na <A e,

puisque p; +1/“L <2

Théoreme (4.7). Sous les hypotheses du Théoreme (4.1), et sous I"bypothése
supplémentaire que O est entier, si la suite ¥ satisfait aux conditions:

(Ag) sup; |p|<M<oo

(A ) sup’ ](k'1)22]+1|Ak | <M< e, avec k=8+ 1,
alors p; définit un multzplzcateur zonal de LP(X)): il existe une constante A, ne
dependant pas de M telle que, pour toute fonction f€ LP(Z ), ||2°°_0u’H’/l|p <

ua -

Posons F = 2;‘;0#’. H]. f. 1l suffit de montrer que

%
S+1 8 -
SS(F)<A(ZIS +/ SLHZVLL 1) ’
ol v, est une suite convenable. On peut toujours supposer M= 1. La démonstra-

tion repose sur le lemme suivant:
Lemme (4.8), Soit Sun entier possiti/ O;l null, :k uge suite de nombres com-
- » ’
plexes, sL =(A )_121 0 L 14 r, =(A]) Sy 0AL iy, la suite py étant

5
supposée satisfaire les condztzons (Ay) et (A5+1) avec M = 1. Alors 7, peut

i s+lik—11AR
s'écrire sous la forme: Tz =u s +le‘0 l LS| avec Cl =071 |A*g, 1)
Remarquons tout d’abord que I’hypothese sur M entraine que
L
3 kAR = OL),—4=0,1,2, -+, 8+ 1.
- - S 5+1
2 Adwh = (-w)" ‘Zu,wu,~(1_w) 5 IZA (DA Ss .
L
$+1 X s+1 sel-k
1 - 35— 1- - §5-2Ak, . I+k +1-
A%t (ylwl)z ZAk 8 zAky1A5+ witk _ > AL §-2A pwt (1-w) .
k=0 k=0
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5.8 5.8 k -2-3 k,—l
Ajry =ZA1$1 Z AI‘[ k A
1=0 kij=L~l;ks8+1

Ekﬂ_:L_IA;S‘zA‘;‘lAkyl =p sil=L. Sil<L-1,
$+1

ml < A Z (L - l)k_llAkI‘l"
k=1

A,‘;S—ZA’.“lA’e
]

k+j=L-l;k$§+l

Donc !CIS Ll SAISL—SE 8+1(L l)k_IIA"pll <A 28+ lk°1|Aku1|.

.
Revenons 3 la démonstration du th€oréme.

e FI7 s D IsLT/ - s/t v a B Lo Z I57%7 = $7 11l

Lcl.

IN

$ 14
ZL: DA AR IR A<le|sf+‘/_ 5’8”271>

avec v, = 28“ lk|Akul| du faic que 2 1l Icl8 .| =0(L), et de la majoration sut
€l L

Théoréme (4.9). (1) Soit p; une suite satisfaisant aux conditions:

(Ag) sup | <M< oo

(A,) sup; 2’(]"1)22];1 |Aky1| <M< oo,
avec k= {n + 1)/2 si n est impair, k = (n +2)/2 si n est pair. La suite p,
définit un multiplicateur de L"(zn) pour tout p >1, dont la norme est bornée par MAP’
oz A, ne dépend pas de p..

(2) Soit p, une suite satisfaisant aux conditions (Ao) et (Ap), ot 2<k<
(n +1)/2. Elle définit un multiplicateur de LP(En) pour \1/p—1/2| < (k ~ 1/ -1).

C’est une conséquence immédiate du Theoreme (4.7), du Théoréme (3.6) et
du Corollaire (3.7). En (1) est exprimée la condition suffisante de ce type la plus
faible pour que ¥ soit un multiplicateur, comme le montre la considération des
moyennes de Cesaro (autrement dit la condition (A,) ne peut étre remplacée par
(A, _1))- Cen’est surement pas le cas pour (2) (voir $5).

Remarque. Le Theoréme (4.1) permet €galement d’énoncer des conditions
suffisantes de type Hormander pour que M soit un multiplicateur, et de géneraliser
ainsi les résultats de [3]13 X : en effet, en interpolant suivant une idée d'Igari

et Kuratsubo {14] entre les deux résultats:

8 o1y llp SAIFN, si p>1,
le O, <A1, si 8>-4%

on obtient que
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llg (N, <A NN, si[1/p~1/2] <28 + 1/2n.

En utilisant le Lemme (4.8) on en déduit le théoreme suivant:

Théoreme (4.10). So:t §; une suite satisfaisant aux conditions suivantes:
(Bo) sup |.“]1 < oo,
(B,) sup 21(“")22’“ A% |2 < oo,
Alors ¥ définit un multzplzcateur de LP(Z ) pour les valeurs de p supérieures
al teIIes que |1/p - 1/2] <(2k - D/2n (& > 1).

Sauf lorsque k& > (n + 1)/2, les conditions des Théoremes (4.9) et (4.10) ne
sont pas comparables. Remarquons toutefois que (A;) et (A,) entrainent (B, _)).

Le théoreme de passage de = 4 R” permet de déduire immédiatement des
théoremes (4.9) et (4.10) leurs analogues sur R™.

Théoreme (4.11). Soit k un entier supérieur ou égal u 1, m une fonction

bornée sur RY de classe C* qui satisfait & la condition:
q
2j+1 X .
supfj Im( )(x)|dx§A2_’(k‘1),
7 2

La fonction m définit un multiplicateur radial de LP(R™) pour |1/p~1/2| <
k-1/r-1), p>1.

Théoreme (4.12). Soit k un entier supérieur ou égal & 1, m une fonction

+ g .
bornée sur R* de classe CX, qui satisfait & la condition:

sup f

La fonction m définit un multzplzcateur radial de LP(R™) pour |1/p - 1/2| <
(2k - 1)/2n.

+
? (k)(x)|2dx < A2-T(2k-1)

En effet, les suites m? , définies par mf = m(el), satisfont uniformément aux
hypotheses des Théoremes (4.9) et (4.10) respectivement: il suffit de remarquer
que |A*m I <e 'lfe(l*'k)\m(k)(x)ldx Le Théoreme (4.12), dans le cas ol &k = 1,
est du & Igari et Kuratsubo [14].

5. Etude des sommes de Cesaro en dessous de I'indice critique (n > 2). 1I
est bien connu que si & > (» — 1)/2, alors les sommes de Cesaro d’indice & sont
uniformément bornées dans Lp(En) (1< p < + o), et par suite Sz/ —f dans L?
(1< p <+ ). Si maintenant & < (n — 1)/2, on ne peut plus espérer un résultat

positif pour tout indice p. En effet:

Théoreme (5.1), (i) Soit 8 = 0; il existe, pour tout p # 2, une fonction
f€LP(Z), telle que $91 ne converge pas dans LP(Z ).
(ii) Soit 0< &< (n — 1)/2; il existe, pour tout p, 1< p-< 2n/(n +1+20) ou
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p > 2n/(n - 1~ 28), une fonction f € L"(Zn), telle que SZ/ ne converge pas dans
L2(% ).

b 8 b 2
En effet, la convergence dans g de (SL/)LZO pour toute f € L” est équi-
valente au fait que les opérateurs (SL)LZO sont uniformément bornés dans L?. Le
théoreme résulte alors du Théoréme (1.1) et des résultats correspondaats pour
R” (voir [7], [21]). Remarquons d’ailleurs que seul le résultat (i) est réellement
.. . 3
nouveau; en effet, pour (ii) on peut trouver une fonction zonale /, telle que S, f
ne converge pas dans LP(En) [1l.
Ces résultats amenent i la conjecture naturelle que dans I'intervalle com-
plémentaire en p, les sommes de Cesaro sont uniformément bornées. Nous mon-
trons ici ’analogue du résultat de Fefferman pour R” (voir [6]), id est la réponse

a la conjecture précédente est positive si 8 > (n — 1)/4.

Théoreme (5.2). Soit 8, (n - 1)/4 < 8 < (n - 1)/2; pour tout p, 2n/(n+1+28)
<p <2n/(n - 1~ 268), il existe une constante A, telle que HSz[ “p < Ap"/llp.

La démonstration repose sur un lemme, analogue du lemme de restriction de [6].

Lemme (5.3). Soit p, 1 <p <42/(3n + 1); alors |H, /||, <C - k"(l/p_("+l)/2n)||/ "p

Remarque. On peut, a priori, penser 4 interpoler entre les deux inégalités

IHe M SCIIL, et HH /N, SCNZH, - I,

notant que [|Z,]|, = 0= 1/2) Mais I’inégalité obtenue est plus mauvaise que
celle du lemme.

Démonstration. || f |I|§ = fzn(Hk/ WEW(E)VdalE) < |If ”p Nz, =/ ||p, <
I/ ||p - if ||p|IZk|lq, ou 1/p'=1/p + 1/q - 1 d’apres les inégalités de Hélder et de

Young. Notons que g =p'/2> 22/(n - 1) = 2 + 1/A. Estimons maintenant “Zk“q;

rappelons que I’Zk = ({k + )\)//\)Pz, et que Pi satisfait aux estimations suivantes
(voir [22, p. 170)).
C.0MA1 i 1/k<O<n/2,

]P)‘(cos 9| < g
k < Y- si 0<0<1/k.

De sorte que

fz 1Z,(€)|7do(€) = 0k [T |Ph(cos 0)|(sin 0)2* do

Caarf (1R L (2a-Dag2a /2, (A =1gg—Agq ZAd)
- 0k )(fo k ] a’6+f1/kk 6292\ Jg

= 0(R¥M-22-1) " puisque Ag>2A + 1.
Dot |Z,] <C - g2n(1/p~(n+1)/2n)

Cela étant, soit donc 8, (n -~ 1)/4<8<(n - 1)/2, et posons py = 42/(3n+1),
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ps=2n/n+1+ 28), de sorte que pg < p,; soit donc p, pgs < p < po; nous devons
montrer que |57 /1, <A, I/ 1,-
On va d’abord retrancher & Sz une partie réguliere; pour ceci soit 6 une
fonction de classe C* sur R, sacisfaisant
i) 0<6<1,
(ii) =0 si 1<2/3 ousi t>2,
(iii) =1 si 3/4<t<1.
Si ¢ est une fonction zonale sur 2 , nous noterons dans ce paragraphe gl;(k)
ses ‘‘coefficients de Fouuer , id est qS 2+°°¢(/c)z En particulier sls_ =
2" As(k)Zk, avec § (k) = W/ AL 5 On décompose alors s® 3 l'aide de 0 en
posant si = L +sy,008 (k) = 0(k/L)§8(k) de sorte que S} =S/ + 5/, 00§,
contient la singularité ventable de Si et SL n’est qu’un terme tr1v1al, montrons
en effet que ||SZ/||p <C -\ Hp Pour ceci on €value les différences successives
de s",'_"(k), et on va voir que le thdoréme de multiplicateurs (4.9) fournit le résultat
avec une constante uniforme; en effet
i) |AT6R/ L) <C . LT,
(i) JASAD_ 1/A} < C. L%, d¥s lors que L - k> L/4.

(i) r€sulte de la formule des accroissements finis, et (ii) de la formule

AsA} h=TL-k+8+1-g/T(L-k+DI@-g+1)

si - ¢ +1 n'est pas un entier négatif,

=0 sinon,

qui se dé€montre par récurrence.

La formule de Leibniz montre alors que |A™s (k)| < C/R™.

Venons-en 4 I’estimation de ||S /H Fixons L, et soit | le premier entier
positif tel que 2//L > m. Choisissons maintenant des fonctions (q& )0<]<],
telles que

(i) qS est zonale, 0<¢, <1,

(ii) 2(;5

(1ii) le support de qSO est contenu dans la boule B(l, 2/L), le support de
¢]L est contenu dans la “‘calotte” {£12771/L <d(1, §) < 274114,

(iv) ¢ est de classe C*, et pour tout op€rateur différentiel D de degré

|D¢L| < C(27/L)' , ot la constante C ne dépend ni de j, nide L.

Cette partition de I’unit€ permet de décomposer sL en 2. sL, ol SL =
¢, - L’ On va montrer que Hs’L * /Hp <C.27¢)f Hp, avec un nombre € >0,
dont la valeur sera précis€e en cours de démonstration. Fixons maintenant
j (0<j<]), et construisons par récurrence un recouvrement de Zn par des
boules B(£,, 27/L), telles que d(r‘fi, &) 2 27/L dés que i# i'. Remarquons
tout de suite que ces boules (ainsi que les boules de rayon, disons, triple) sont

N-disjointes (en ce sens que I'intersection de plus de N boules distinctes est vide),
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ou N ne dépend que de la dimension 7 (ce résuleat tient 4 la nature homogéne
de 'espace Zn, au sens de [5])
Soit maintenant () une partition de l’unit€ subordonnée & ce recouvrement,

et [=2¢ [=23/ ladécomposition correspondante de f. Alors

ISL02 = | sl « 1] @z <=1 8 fish « 1 €04,

puisque s’ * [, a son support dans la boule B(f 3 .27/L). On voit alors
facilement qu’il suffit de dé€montrer que ||s’ * f“ <C.27¢)y |[ lorsque [ a

son support contenu dans une boule de rayon 2’/L On peut toujours supposer
que cette boule est centr€e au pole nord, puisque S’ commute aux rotations.
Mais alors s/, * f a son support dans la boule B(3 - 2’/L) et par suite ||SL/||
C. (2’/L)"(ll71D 1/2)||57 fll,- Par suite, tout revient 2 montrer que HS’ fl, <

C . @I/ Ao 1D o |5 /| - 35718, W, /1 <

2+°°| §7 (k)]zkzy)H/ |2, grace au Lemme (5.3), avec y=n(l/p - (n +1)/2n);
notons que y < (# - 1)/2. Majorons d’abord Zé‘/sl ’L(k)|2k27, c’est en fait

. 7 ! ’
encore un terme trivial. Rappelons que s’ = ¢~7. - 5;, de sorte qu’avec des nota-

tions €videntes, st = (2§'(m)2 ) - (Z(f).( NZ)); mais Z_Z, 'l;”" %, IZk, ol
* _c Dk + DM + 2A(g = 1+ Mg ~m+ A (g = & + A)

m TN e A+ ATk + 200 g + A+ DNg = [+ DIg —m+ D g —k+1)
avec 2g =/ + m + k, la sommation €tant faite pour les indices k ayant meme
parité€ que [+ m (voir [23, p. 504], ot la formule pour ok ; est donnée avec une

|1 m|<k<l4m ,,,'1 L(m)¢ (). On peut
toujours supposer m > 2L/3, grace au découpage de S, en 5 + SL effectud au

l€gere erreur). On déduit que §i (k) =

début, et ’on s’intéresse aux valeurs de & < L/3. A parur de ces conditions, on
estime les quantit€s g, g — /, -- - , et on montre que afn' 1 S Cxl/kLn. Par suite
}§’I;(k)[ <cC. L3*22‘7g3|$i(1)|. Il reste 4 estimer la norme /! de la trans-
form€e de Fourier de ¢i’ qui est une fonction trés régulitre; on utilise le
Laplacien A sur Zn, dont on sait que Zl est une fonction propre avec une valeur
propre en O(I%). Par suite

aL/3 Y +o0 %
) Iqb (1)) <C<E |¢ )| 14M1n~1> <Zl—4ml-(n_1)>

L/3 L/3
< C. (fzn ‘AM¢I.|2(§)d0(§)>%L_2M_"/2+1,

\ . . ) . .
ou M est un entier suffisamment grand, qu’on choisira dans un instant. Mais, par

hypothése |AM¢]| < C(zi/L)— 2M, d’apr\es la propriété (iv).
M, |2 % 27 \-2M 21 \n/2
(fznlA %! (f)do(f)) <c- (= (Z) .
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D'od finalement |$7 (k)] < CL2(27/L)~2M(2//Lyr/2L=2M-n/241 ¢ C . 2in/2-M)
et finalement 2"/3|s’ (k)|2k27 <C . L gitn/2-2M), sor 2y +1=2n(1/p- 1/2);
il ne reste plus qu’a choisir M tel que 7/2 - 2M < — 2n(1/p - 1/2) - e. Abordons

maintenant la partie réellement significative du probl‘eme

+00
218 W22 <C . L2Vt ‘)\"ls“L(k)l [FAE:
L/3 0

<cC. L”—(n-nfz s (€)% dolé).
n
On utilise les majorations du §2, de sorte que

i 2 29D/ oy o ~2M=2§=2|p|2A
J5 i@t adeers [, LA 16]2* o

i\=28-1
<C. sz-25(2’> = C . L2A+1(p7)=28~1,
- L

pour j =0, ] -1, J, on doit utiliser les autres inégalités Sz, mais la majoration
a7 272 2 1(h7y=28-1
L,3| TOPEY <C L LTI
Notant alors que p > p5 entraine ¥ < 8, on pose 8 =y + ¢, et la majoration
devient ZL/} |s’L(l)|2127 <C . @Qi/L)"31/p=1/2) [ 2=2i€ D6y la majoration

cherchée.

obtenue est identique. En définitive, X

6. Polynémes ultrasphériques. Considérons I’intervalle [0, #] muni de la
distance induite de celle de R, et, sur [0, 7], la mesure dmﬁ(O) = (sin 6)P40,
ol B est un nombre réel supérieur 3 ~1. Il est ais€ de montrer que m g satisfait
A la propri€t€ d’homogénéite: mg($(8, 1)) < Amg(S(0, 1/2)), $(0, r) désignant ici
I’ensemble {¢ € [0, 7]; |6 — ¢] < r}.

La fonction maximale Mﬁ/ de f relativement a la mesure mp est définie
par:

Mg/ ©) = sup m Jsig. /@) dm ().

En vertu du théoréme de Fefferman-Stein [8], quels que soient 7> 1 et p>1,il

L)

existe une constante Ar# telle que:
1/r
(T Mg, l)
n

pour toute suite de fonctions f, .

L'u(dmﬁ) - L”(dm/_;)

Soit maintenant A un nombre positif fixe une fois pour toutes. Dans la suite
M désignera M,,, |f H la norme de f dans LP(dm,,). Soit 1 < p<2, p' I’expo-

sant conjugué, @ €]- (2/\ +1)/p, @\ +1)/p’[. On notera encore ||f |] ., la norme
de [(B)sin 6)* dans Lp(dmzx)

Soit alors g < p tel que a€]- QA +1)/q, @A +1)/q'[. 1l existe une
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constante A telle que, pour toute fonction [ € Lp(dmapﬂ)‘), Mf < A(Mw+n/q)l/q;

en effet

(5(0 r)) fS(g' lf(¢)]smz>‘q5d¢

1

< _(S(O ) (fS(e ’)V(¢)|qsinaq+zx¢d¢)l/q(fs(9 ')(sin¢)'aq'+2}‘d¢>>l/q
A\ T , ,

oo (s @)%sin 11 899)' 1T < AW 0y /%
Mtag O ’

en vertu de I’inégalit€ €lémentaire:

(fs(e,r)(Si“ $)aa+2h d¢)l/q(f8(6,r)(5in B)~ 29" +2A d¢)l/q’ SAJS(G,,)Si"n‘f’d‘VS'

Appliquons alors le théortme de Fefferman-Stein avec r =2/g, i =p/q: on

obtient:

Lemme (6.1). Soit 1 < p< oo, a€]l- QA +1)/p, @A+ 1)/p'L. Il existe une
constante A,  telle que, pour toute suite de fonctions f,, ||(2lM/n|2)%l|p S

JEILID,

Soit f une fonction de L%(dm,,). Les fonctions PX(cos 6) formant un
systéme orthogonal complet sur [0, 7] muni de la mesure dm,,, / posséde un

développement: f(6) ~ aan(cos ). Les moyennes de Cesaro d’ordre & de |
sont définies par

st =@hHt 2‘, AL _,a;P)cos 0),
ou encore par

Sif(@) = J‘Zsz(cos 0, cos qS)/(qS)dm“(q’))

ou Si(cos 0, cos &) = (Az)'lzl‘ AL 1||P;‘H;2P);(cos O)P?(cos @). En vertu de

la formule d’addition
P:,(cos G)Pz(cos @) = c)‘fzpz(cos Q)P:(l)sin -1y gy
o ¢! =fgsin2)"lwdw et cos ) =cos fcos ¢ +cos wsin 0 sin @,
si(cos 0, cos ¢) = cfosi(cos )sin?2~lwdw,
ou Sz(cos 0) = (Az)" 125‘ oAz I||P?H;2P§(I)P?(cos 6) est le noyau de Cesaro

€tudi€ dans les paragraphes 2 et 3. Rappelons les majorations obtenues: si

o) (cos ) = s2(cos [0, n/2)0) 72 (cos 6) = s ) (cos 6) - % (cos ),
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loi(cos O) < ALA=3(L=2 4 19|2)~A=8=-1/2 4 5<n41;
Iaz(cos 0)| <AL~HL=2 4101921 si8>A+1;

]rz(cos 0)] <Alm—-0]"2M3 i §<2);
|1'i(cos 0] <A sid>2A

Posons T s
oz(cos 0, cos ¢) = CRJ‘OUL(COS Q) sin2*~ 1w dw;

78 . 26-1
7 z(cos 0,cos ¢) = C)«forL (cos Q)sin w dw.,

Lemme (6.2). 1] existe une constante A indépendante de L telle que

(i) |oz(cos 6, cos )| <ALAYL=2 + 10 - ¢|)~A-8- W2 g 8<hsl;
(ii) |oz(cos 6, cos ) SAL=ML=2+10-¢|D)"*1sid>N41;
(iii) |02 (cos 0, cos @) < ALA=H(L=2 + |0 - $|IX=8-D/Usin 6)~Msin ¢)™

si A-1<8<A+];
(iv) |az(cos 8, cos @)} < AL'I(L"2 + 160~ d)lz)"l(sin 6)~Msin ¢)-A si

0>A+1;

) Irz(cos 6, cos ¢)| < Alm - 0 p|=2A8 si § <2

(vi) |‘Tz(cos 0, cos p)| <A si 8>2A.

Nous allons donner la démonstration de (i) et (iii). Les majorations (ii) et
(iv) sont des cas particuliers des majorations (i) et (iii), les majorations (v) et

(vi) s’obtiennent de la méme maniére.
Soit donc 8 <A +1. Q% >4 sin2Q/2 = 2(1 - cos ), donc

08(cos Q) <ALA-3(L=2 1 1 — cos Q)~A-8=1)/2
L =

SALM3L=2 41 —cos (0 - @) + (1 - cos w)sin Gsin )~ A= 8-1)/2
SALM L2 1160 - ¢|? + wlsin Osin p)~2=8-1)/2

puisque 0 <w/2 < 7/2,0< |0 - |/2 <a/2.
/2

8 ™
g/ (cos 0, cos ¢)=C)\f0 "'+C)\fﬂ/2"'=ll+12'
L < ALM SIZ/Z (L=2 4 |6 - ¢'|2 + w?sin @sin ¢)('A'8"l)/2w2)"'1dw
= ALM S(Sin 0)_A(Sin ¢)-A(L—2 N |9 _ ¢|2)()\—8—1)/2
T - - -
f 1+ w2)~A=8=1/2,20-1y,
0

oﬁT:-T-r—( sin 0 sin ® )
2

L=2 410 -2
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Lorsque 8 > A -1, f;°(1 +wd)(mA=8=D/2, 2001 4, o e, d’ol1 la majoration de
type (iii) pour I,. D’autre part fg (1 + w?)(-A=8=1/2,20-1 g, <AT2 d'ol la
majoration de type (i) pour I,. L’intégrale I, se traite de maniére analogue.

Lemme (6 3). Soit 8 >\ Il existe une constante A, indépendante de {, telle
que supL|SLf(0)| < AMS(O) + Mf(z - 6)).

Nous allons montrer que |f00L(cos 0, cos @)/ (p)dp| < AMf(0), tandis que
Uﬂf (cos 0, cos @) (p)dp| < AMf (7 — 6). Posons

<9+b
M (@) = sup |/ (@)|dm,, (4) .

be0;0so4hsr  [57° dm ()

Uncalcul €lémentaire permet de montrer que M*/ est, i une constante indépendante
de { pres, majorée par Mf. Or, pour montrer !’inégalité |/5o 5(cos 6, cos P)f () dgp)|
< Am*f (0) il suffic de montrer I'existence d’une fonction positive &, (¢) qui
majore oL(cos 0, cos ¢), soit croissante dans [0, 6, décroissante dans 16, 7],

et telle que
£, 0)<A <f§sinn¢>d¢o)_l, k() < A(fgsin“quci))_
f k (¢)sinrpdgp < A,

comme le montre une intégration par parties €l€mentaire, semblable a celle qui a
€té faite dans le $3. Supposons 0 <A+ 1, 6 <n/2, le cas général s’en dédui-
sant immediatement. Si 6 <2/L, on peut prendre &, (¢) = ALA™HL™2 4 |§-g|2)(-A=8-D/2,
Si 8 >2/L, on peut prendre

kp(p)= ALAM8(L=2 4 |0 - p|HA=8=-D/2in )= si 6/2 < $ <36/2,

kL(q,')) =A'LM 8|9 - ¢|'A—5'1 sinon.
L’inégalité Ifgrz(cos 0, cos d)f (P)dp| < AM*{ (7 ~ 6) s’obtient de manidre

plus €lémentaire encore.

Théortme (6.4). Soit §>0. Si p>1ersi |1/p-1/2) < +%)/QA+1), il
existe une constante A, telle que, pour toute fonction [ € L?dm,,), HsupL|SL/| H
<A ||/' H Sous les memes conditions, les moyennes de Ceslro d’ordre & de f

convergent vers [ presque partout.

Lorsque 6 =0, ce résultat est du a Gilbert [10]. Lorsque & > A, il est con-
s€quence du Lemme (6.3). Le résultat intermédiaire s’obtient par interpolation,

de la meme maniére que le Corollaire (3.4).

Théoreme (6.5). Soit §>0, p>1. Si - @A +1)/p + sup(0,A-8)<ax<
@A +1)/p" — sup (0, A ~ 8) il existe une constante A o telle que, pour toute
suite de fonctions fr €L (dmn) et tout choix d’ zndzces L,
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[(Zist, )], 24

Lorsque & =0, ce ré€sultat est du & Muckenhoupt et Stein [17]. Lorsque

2\ %

P, a

8> A, il t€sulte des Lemmes (6.1) et (6.3). Les cas intermédiaires sont obtenus

en interpolant entre les espaces de fonctions

LY, (dmyy) = 1fs [@)sin 09eLPm,,)l, (2 +1/p<ay< @A+ 1/p',

et
L‘ZLI (dm,,) = if; /(9)sina10 €LP(dm, )}, (2A+D/p+Ar<a <Q@r+1)/p'-],

par la méthode des familles analytiques d’opé€rateurs: on sait que, si 0 > A,

(e, ol
"(EISE?I,JZ)%IP' ET u(ZVkIZ)% “p _— 8>0.

Il suffit alors d’utiliser le fait bien connu que I'interpolé (L%O(dmz)\)’ L’(’ll(dm“))g,
au sens de Calderdn, est L%09+a1(1_9)(dm2)‘).

Théoreme (6.6). Soit p >1, k un entier supérieur ou égal u 1. Si la suite
B, satisfait aux conditions:
(Ag) suplp,| <M, 1
k-1 nt k
(Ak) sup 2 MZ,’:Z" |A #].‘ <M,
alors, il existe une constante A!7 o indépendante de p_ telle que, pour toute

fonction 2 a, PA(cos @elLb Fdm,,), ou:

~@X+D/p+sup0, A=k +1<a<@A+1/p' —sup(0, A -k +1)
D T

Lorsque & =1, ce théoréme est di & Muckenhoupt et Stein [17]. Lorsque
E<X+1, il a €€ démontr€ par une méthode entiérement différente dans [2].

Dans tous les cas, c’est une cons€quence des inégalités:

e, L <A, . W, o <A Gl + g0, ),
ou g{f) = (f(l)(l - r)|<9P7(/)/(9r|2a’r)l/2 et P f(0)=2ar" Pz(cos 6), (voir 17)), du

Théoréme (6.5), et du Théoreme (4.7), ou du moins de sa transposition dans le

cadre des polynomes ultrasphériques.

7. Généralisations diverses du théoreme de multiplicateurs (4.9). Nous
avons d€ja signal€ dans !’introduction que la méthode utilis€e au $4 se géné-
ralise & bien d’autres situations des lors que I’on sait pour quelles valeurs de

5 une inégalité du type:

[(Zisa, )", <4 0)
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est réalis€e. C’est le cas, en particulier, non seulement pour les sphéres, mais
pour tous les espaces symétriques compacts de rang 1.

La liste exhaustive des espaces sym€triques compacts de rang 1 est donnée
dans [9]. Ce sont En =50 + 1)/50(), Pn(R) = 850(n + 1)/0(n), Pn(C) =
SU(L + 1)/SWUD x UQ)) (avee [ =n/2 >2), Pn(H) = Sp(1 + 1)/85p(1) x Sp(1) (avec
l=n/4>2),P s =Fg_,/S00). Soit M=G/K un de ces espaces, 1 = eK
(e €l€ment neutre de G). Les g€od€siques ont toutes meme longueur, que nous
poserons €gale a 2D, et les fonctions zonales peuvent entre identifi€es a des
fonctions sur [0, D]. L’application exponentielle au pole 1 permet de définir un
systéme de coordonn€es polaires sur M, (6, u), avec 0 < 6 < D qui représente la
distance 2 1, et u€ X _ . La mesure invariante sur M est donn€e par

sin®Af sin?2A0d0du, i une constante pres, p, ¢ et A €rant €gaux a:

M 3 P (R) P (C) P (H) P

4 0 0 n—2 n-4 8

q n-1 n—1 1 3 7

A n/2D n/4D n/2D 7/2D 7/2D
Posons a =(p+4g—1)/2, B=1(g-1)/2. L’opérateur de Laplace-Beitrami sur M
admet pour valeurs propres k{k + a + B +1),0u k=0, 1,2, ... sauf lorsque
M =P_(R), ot les seules valeurs admises pour k sont k=0,2,4, ..., et les

fonctions propres zonales sont, & une constante pres, P.” B (cos 2)9).
Consid€rons tout d’abord le cas ol M n’est pas P_(R). Appelons }(k le
sous-espace propre relatif 4 la valeur propre k(k + & + 8 +1), H,[ la projection

de [ sur }(k. La moyenne de Cesaro Sz/ est définie par

L

o Sy—1 )

Spf=@07 3 A _Hf,
=0

et, comme dans le cas de Zn, est donn€e par la convolution avec la fonction

zonale:
B 0 B Lo 0
w - -
sL<cos —>= D1 ¥ Al o Byz2pe A(1ypa B(cosl).
D 1=0 D
Les majorations obtenues au §2:

ISi(cos 0)| < AL%a*2,
|Si(cos 9| < ALa+1/z—8|0|'a' 3=3/2 p/L <6< /2,
|sz(cos O) SAL™MBI=8 /2 < @<,

}sz(cos 0)) <AL -8, _0|=%  /2<0<n-u/L,
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lorsque & < a +3/2, permettent, 12 encore, d’obtenir la majoration (pour
8> a +1/2)(8):

sup |S7f| <AMf + K x |/|,

L

avec Ke LY(M). Les analogues du Théoréme (3.6) et du Corollaire (3.7) s’en

déduisent immédiatement.
D’autre part, 'intégrale de Poissonde f, P = ErlHl/ est donn€e, la

encore, par la convolution avec le noyau de Poisson:

770 l -2 70
P’<cos F): > ||P7’ B”z P;l'ﬁ(l)Pla’ B(cos F)

Il té€sulte de [22] que P_ est positif, donc de norme 1 dans L1(M), et donc que
P_ définit un semi-groupe satisfaisant aux propri€t€s requises pour l’existence
d’in€galités LP pour la fonction de Paley-Littlewood correspondante [19]): si
&) = (0= N3P, /a2, g, <A I, ec, si Hof =0, I/, <
Ap||g(/)||p. On obtient ainsi ’analogue du th€oréme de multiplicateurs (4.9).

Considérons maintenant le cas ot M est P_(R): H, désignera le sous-espace
propre relatif A la valeur propre 2k(2k + @ + 8 + 1), et plutot que les moyennes de

Cesaro, nous définirons:
8 -1
OL/:'(A ) ZAZL 2 f )l

3 . .
o, [ est donn€ par la convolutxon avec la fonction zonale:

- —2paq, a 1’
oi(cosﬁ)—(f\ ) 12/1 2L 21”P21 I3 2p ﬁ(l)Pl"B<cos%>,

UE <cos ;—Z) = ;— [S;L(COS —g%) + S§L (cos(zn—D(ZD - 9)))],

d’ou la majoration

OE <cos ﬁ)‘ < AL?9+2
2D/~

Uz<cosn—0> <AL‘”%"5|(9]"1'8'3/2,
2D/ ~

0.7
D L

Donc supL|az/| < AMf si 8> a +1/2, et pour toutes suites [, L, et p>1

b 1/2 “(Z|0’8‘k/klz>% 'pSAP“(ZV’ClZ)% ”p

De méme, l'int€grale de Poisson de [ est donn€e par la convolution avec le

noyau

(8) Remarquer que a+1/2 =(n—1)/2 ou n est la dimension de M.
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2D

e

0N
[o]
4]
,:1

>

S

!

S e e s )
1 17 . 1-7 \
2\ - 2\/r-cos (#6/2D) + r)(a+3)/2 a+ 2\/—7_cos (70/2D) + r)(a+3)/2)

qui est positif, uniform€ment de norme 1 dans L1(M). Dot les in€galités pour la

fonction de Paley-Littlewood.
Le th€oreme de multiplicateurs de type (4.9) s’en déduit ais€ment, & condi-

tion d’avoir montr€ que les lemmes combinatoires (4 4), (4.5) et (4.8) sont en-

8§ -
core vrais lorsque les moyennes de Cesaro SL = (A ) 125‘ OAL 4, sont
remplacées par les moyennes (4 2L)' 12;“ OAZL 5 % Mais il suffit de remarquer

que cette derniére quantit€ peut €tre obtenue comme la demie sommes des
moyennes de Cesiro des suites Ugs Uyy Upy oov s Uy Upy wov €8 Uy, — Uy, Uy,

»—u, u;. On peut finalement €noncer le théoréme suivant:

Théortme (7.1). Soit M un espace symétrique compact de rang 1 de dimen-
sion n. 1l existe une constante Ap, pour tout p > 1, telle que quelle que soit la
suite K satisfaisant aux conditions:

(AO) sup]p | <M <oo1

(A,) supjzf(k‘l)zz” A% < M < o,

avec k=(n+1)/2 si n est impair, k= (n +2)/2 si n est pair, on ait 'inégalité

[z w1, < 4pmir,
pour toute fonction f € LP(M).

Nous n’écrirons pas 1’analogue de (4.9) (2) et de (4.10), qui sont tout aussi
valables.(9)

Montrons enfin que la méthode s’applique encore dans le cas de vari€tés
riemanniennes compactes. Soit donc (N, g) une vari€te riemannienne de dimension
n, A son Laplacienet I = f;wdEx la résolution spectrale de I’identité associce.
On peut, comme dans {19], définir une fonction de Littlewood-Paley a Paide du
noyau de la chaleur: on pose Tf(x)= f;""e"“dEx f,et glf) = (f;th'T’//atlzdt)%;
on a alors les incgalitds Yg(/)l|, <A |If ||, et |If “p < Mgl cette derniere des

lors que [/ =0 (1< p < + =). Nous utiliserons ici les sommes de Riesz qui sont

sbp= f <1_—> dE, .

Hérmander a démontr€ que si 8 >n — 1, on a I'in€galit€ (voir [12], [13])

définies comme suit:

SUPR|S;83/I < C - Mf, o Mf est la fonction maximale au sens de Hardy-Littlewood,
M/ (x) = sup (1/|B(x, Nz, |/ ) dy. Cette inégalité, jointe au résultat de

(9) On remarquera que les résultats de localisation qu’on peut, comme dans le cas
de la sphére, déduire des indgalités obtenues dépendent fortement de I’espace symétrique
choisi et non plus uniquement de sa dimension.
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Fefferman-Stein permet alors d’obtenir *‘1’inégalité de Zygmund”’:

(= |s,§i/i(x)12)% ”p <4,|( Z (x)|2>% “p (1< p <+ ).

On peut alors déduire de ce résultat un théoréme de multiplicateurs, comme on

I'a fait au 94.

Théortme (7.2). Soit m(A) une fonction n fois dérivable sur [0, + ), et
satisfaisant aux conditions:

(Ao) supxlm()\)l <M<+ oo,

(A,) supy AL/A)f §IA™@/dN"mN)| AN <M <+ o,

alors

|5 maryf] <<, 11,

La démonstration suit celle du Théoreme (4.7), avec les variantes qu’impose
le recours aux sommes de Riesz. On introduit d’abord la fonction de Littlewood-
Paley gs(f) = (f+°°| g“/’ SR/ |2dR/R)% On montre comme précédemment que
gf) < C. g (f), puis, ici seulement pour & entier que g (/)

(f; IS ‘5;1/ SR/|2V(R)dR/R)l/Z, ou fo v(r)dr <M . R, satisfait, lorsque 8 >n -1
I'inégalité ||g"8‘(/')||1J < CpHg(/)Hp Pour ceci, nous avons besoin d’un résultat
auxiliaire.

Lemme (7.3). Soit p une mesure sur [0, + =); posons S fR(l MR)® du(A)
et OR ..f (I—A/R)Se—"‘dp()\) avec 0<t<1/R; alors sg = eR‘ E, +
fgofA()\, R)dA, ot AX, R) = 0().

En effet,

sho [Ra-a/r)Perhe M) = eRe ¥~ MR e TR )

. eRtfg 1= AR e Mt R=D _1)g,\).

Mais

[2a- MR e HR=N_1) . e=Aigy(h)
Rk %{(zz-ms(e-"k-“-nz (fge-"du(r))da

Intégrant & nouveau & fois par parties, il vient
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fg (1 _ %>s(e-t(R-A) —1)e~Mdu(A)
_(C1)SHR- sfﬁ(%)s”{(zz — Nt (R=A)_ 1;( " r)%""dg(r)) d\

= l)s“ff(%)s(%)mzm 0¥ RV 1} 6} . an.

Développant par la régle de Leibniz, on voit apparaftre des termes

W/R)® . (R~ N)Ehe=tR=Nys+1-b _ ;1 o=tR=N(r _ ). )3~k . /R <o,

D’ou le lemme.

Venons 3 la démonstration du résultat sur la fonction g* d’abord

se+ly_s? IJR 1= 2Yaik,

rRT- R/=—I—2 o\l % NG
notons ensuite [, = Tl/; alors

b
S+l 3+1 1_ R /l — At
sg+f, - sEy - Rfo 1- 2 ) AeTMaE, .
Grace au lemme, et & 'in€galit€ de Schwarz, on en déduit:
E & R 8,12
15871 = 53712 < A (IS5, - SBA17 + R 153417, - Sif 7 ),

dés lors que ¢ < 1/R; raisonnant comme au $4, on peut toujours supposer que
R< fORv(r)dr < 2R, de sorte qu’on choisira 1/(R) = fORv(r)dr; montrons d’abord

que

o0 dR\V
U; ISR+ ry - SE’:(R)PV(R)%) “p <A,lell,

8 5(9 1ty

“yqe . o . . N
on utilise maintenant ‘‘1’in€galit€ de Zygmund’’ convenablement g€néralisée, d’ou

l'(f;m ‘SgH/t(R) - Slszft(R)PV(R)%‘i)%

<A Gl @)1,

Il ne reste plus qu’a faire le changement de variable R — t = #(R) pour recon-

naitre dans le second membre ||g(/)||p. Ensuite
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"<J:wR ' t(R)zﬂf 1S3 r) - Sffzm)lzd)x : u(R)d'ER>V2 ”p
< AP\K[;sz(R)Z . f§l<£Tt/)l=t(R)‘2% . V(R)%)l/z’

< A"‘KJ‘;“)R . t(R)z ) 1_2 KSRE) \(g th)z:z(R)’ZdR)% ”P

On fait maintenant le changement de variable R — ¢, et on tient compte de ce que

4

t{R) > 1/R; d’ouencore la majoration par Hg(/)”p

La suite de la démonstration est alors tout & fait similaire & celle du Th€oreme
(4.7), I’analogue du Lemme (4.8) se démontrant comme le Lemme (7.3).

Remarque. L’in€galit€ démontrée par Hormander admet effectivement & = n—-1
pour indice critique (cf. le cas des spheres). Il serait int€ressant de rechercher
une in€galit€ analogue 2 celle du Théoréme (3.1) dans le cas d’une vari€té com-
pacte quelconque. Dans le cas des groupes de Lie compacts, la démonstration
d’une telle in€galité fera 1’objet d’une publication ult€rieure de I'un des deux
auteurs. Les travaux de N. Weiss [24] laissaient prévoir que le Th€oréme (7.2)

. ~ - I d
pouvait étre amélioré dans ce cas.
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