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���+�� ��	�  �
,

&��� �	� ���H��� �� ������ �
���	� �	 ����	��
�  �
&���% �� � 
�����
 ��� ����
	 �	� ����	 ����

	�� &	�$ ��� ���	���� �� �"���!� ��	������
�%/ ��	,����
� �	����	 �	 ��*����	 ��"��
�� ��� ���,

�
	 �	�'� �	������� �� "�
������ 
�����
����� 
����
��� � �	� ��� 
�����	��� ������	 /%0 
����	���+��

���� ���� "���	 �	 � �� "�� �*��	���	 �� ��� �����  ���� $��
� ���� ��	& ��� ��"�
��
 �	��
 �,

���	 ����� ��� �$	  �	���
�	� �������P"
����������% ��	,����
� �	����	 � "���� ����
 �� �	 
������


����
	 �	� ������� ��� � 	������� � "��� �	 ��� ����	�� ������ �� �� ����� ��	&� $��	���
 ����

���� ����
	 �	� ��	��% ���� �����
� $���� ��������� 	�� �
��� �	��
 ���� ����
� �	����	
 �� ���

����
	 �	� $���� �����
 ����� ��������	� �	 ��	�� ���� �� �� ����� ��	&� �
 �� $���� �� ���� ��

�	�� ��� �(���� �� ���� � ������� �� �������+�	� ����� ��	&� �  �������� ���
�����
% ����
 $����

��� ���� "���	 �� ���� 	�	,����
� �	����	 �� �� ������� �*�
� �
 ��
 ��
 �
�� �	� �� ���� �� �� �	��

	������
� ���� ��� ����
	 �	� �� �	���� �� �� "������ ����� ��� ����
�� ����
������	�� �(���� ��

�	� �
����	� �	� ?����
��&��� D���GE ���� �	� � "������� ��

������	 ���$��	 "
����� �� ����� ��	��	� 
���� �	�
����
���	 �"
����%

/�	������� �	� ��
 �� �����	�� ��""�
� ���� ���� "���	% -�
 �	���	��
 ���
+�	����
 �	� M����� ���
 D���LE
���� �	� ���� �	 ��� �
��	��	� ������� �� ���1
 �	 ���� ���� 0� "�
��	� �� ��� ��������� ���� $�� ���� �� �
��	��	��
��� ������% 5	 � ��
�� �� "�� �� 
���	� ����
���	 �������� ����� �����
� ���� !	� ���� ��
���	 �	� �� ����� �
�����
�
$�
� �
����� �� ���
��%

L



������� �	 �� ����� ��	&�%

)�
 ����	� ���� "���	 �� ���� $���� ��� ����
	 �	� ��	 ��$��� ������� �	 "����� ���� �� $���


"
����� ���� �� ���H��� �� ����� �	��
�� �	�
 �� ��	��
� ��	 ���+� � ��������
'� �������
�� �" �� ���

�*��	� ����$�� �� ��� ���	�
�'� !	�	���� �	��������	�% ���� ��
 �	 ��
  ���� �	��������	� �
� ����

���� � "�
���� ��	�
��� �	��
�� �	� �	� ����
���	 
��& ���*��� $��� �	� �	����

 ��	�����	� $���

��� ����� I������	 $� ���� ��� �	 ��� �	�
�������	% ��� "
���	�� �� � "�
���� ��	�
��� �	��
�� �	�

�� � &�� �����
� �� ��
  ����
 �� �� � "���� ���� �	� 	������� ����&� �� ��� ����	�� ������ ��

��	&� $��� �
�	����� �	�� � �
�" �	 �	���� �	� �	� ���"��% 5� �� � "�
��	� �� ��
��� ���� ����

���� "���	 ��"�
�� �
� ��� �
������	�� ����
���	 
��& ����
���
�
 $���� ����
���� �
� �� �����

!	�	���� �
�����	� �����
 �� ������	� �	�� �	 "����� ���� D�%�% 7���	 �	� ��
�����+ 1�G1E �

  ���

� "�
��	���
 �� ���� �	� ���� ��� �	��
�� �	� �� "
����� ��	�
���� �� �	��
��� ��"�	��	� �	 �

��
������ �������	 �� ��� ����
	 �	� D�%�% <
�	�
 �	� =�	��
� ���LE% )�
 ���� "���	 ��"��
�� �	

�	������� "��&�	� �
��
 $��
� �� �� �����
 ��
 ����
	 �	�� �� ������� �	 "����� ���� 
����
 ���	 ��

���
�"� ����� �	��������	�% ���� "��&�	� �
��
 
����	���+�� ����
��� ���� �
���� "
������� ������� ��

� "���� ���� ����
	 �	� ������� �
����
� "
����� �������� �� $��&�	�	� ��	&�' ����	�� ������
 �	�

	�� ������� ��� ����
	 �	� ��
����� �	��
��	�� �	 "
����� ��	�
����%2

�� 	�$ ��
 ���� �	���+� ��
  ����� !
�� $� ����� ��
 ��� �I�����
�� �� t = 1 �	� $� ���	

$�
& ��
 $�� ���&$�
�� �� t = 0%

�#, �-����
���* �� 	��(��� ��������� "��$���

�#,#� �-����
���* �� t = 1 ��� "����� &����� ��(���*���

<���
� �	���+�	� ��� ����
	 �	�'� ������� �������	
 ��� �� ����� ��$ �� ����� ��	�� �
� �	��
 �,

������ ��  ���
	 �����
 �	���� �	� �� t = 1 �� ��� ����
	 �	� �	������ �� t = 0% ����
 ���  ���
	

�����
 "
���������� AB �� 
����+��
 � ��	& �	��
�	� "�
��� t = 1 $��� ��"���� ωB ������� ��� �$	

2�������� ��� ����
���	 
��& ����
���
� ��� ���� � "�
��	� ����� �	 �� � ����
 �	�	�� �� "�����  ���������
 ��
���� �	� ���� ����
	 �	�� ��	 ���������� �	��
��	� �	 "
����� ��	�
����
 ���� ������� �� I���� �� ���� �	  ��� 
���,$�
��
"����� ���� �
����% -�
 �	���	��
 ��
�	� ��� ���� ������� ��� �
��	��	� ����
	 �	� �
��� �� �	��
��
� $��� "
�����
��	�
���� �� ��
��	� ��� B"���!�����	C D�� 	�	, �
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����E �� ��� �����
 ��	� �	���� "
����� �����
 ������
�	� �����������% ��	� �
�����
�
 ��$���

 ���& ����� �����	 ����	�� ��� ����
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��� ������ D���
+�	����
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����� �� �	���� �	� i �� �����	��

max
i

ABi− r1 [i− ωB] ���H��� ��
 D.E

[i− ωB] r1 ≤ αABi
 D/E

$��
� 7I�����	 D/E 
�"
���	�� ��� ��	&'� �
���� ��	��
��	�% �� ��	� �� AB ≥ r1
 ��� ��	& �
��� ��

���
��� ��  �	� ��"����� �� "������� �� ���		�� ��� ��$�
� �	���� �	�% 5� r1 ≤ αAB
 �� �� �	��

�	 �	!	��� � ��	� �� ��"�����
 $���� ��		�� ����
 �	 �I�����
�� % 5� r1 > αA ��� ��	&'� �
����

��	��
��	� �� ��	��	�% 3�	��
 ���
����� �	���� �	� �	 ����� AB �� ����	 ��


I(ωB) = β
r1ωB

r1 − αAB
% D2E

7I�����	 D2E ������
���� ���� �	�����
 "
�������	 α �(���� ��� ������� �� ��	&� �� ����
��� ����


��"���� �� �*"�	� �	���� �	�
 � "���	� ���� ��� ���
����� �� �	� ��
 ��	�� �� ��	&� D	�� �� ����


�$	 ��"����E �� t = 1 �� �I��� ��

β
αAB

r1 − αAB
ωB% D0E

��� ����� �� ��	& ��"����� ��""���� �� �� ����� ����
� �� �	����� �I��� ��

(1− β)ωS 
 DLE

$��	���
 r1 > 1 �	� ���� �	 ��� �	��
��� [0, (1− β)ωS] $��	 r1 = 1
 $��
� ωS ��	���� ��� $�����

�� � ����
 �	��
�	� "�
��� t = 1%

���
� �
� �$� ��"�� �� �I�����
�� �	 ��� "
����� ��	��	�  �
&�� �� t = 1% 5	 ��� !
�� �I�����
�� 

��"�
 �	���� �	� �	 ���  ���
	 �����
 �� ��	��
��	�� �� ��� ��"���� �� ��� ��	&�	� ����� % ����

���� �
���� $��	 7I�����	 D0E ��������� �� r1 = 1 �� ���� ���	 ��� �*"
�����	 �	 7I�����	 DLE �
 K

����
	������� K $��	 α ≤ αmax
 $��
� αmax �� ��!	�� ��

αmax (β) =
(1− β)ωS

AB [βωB + (1− β)ωS ]
% DGE

���	 α < αmax (β) ��� ������ ��
"��� ��	�
���� �� ���  ���
	 �����
 �� �I��� ���

AB − 1

1− αAB
βωB
 D�E

�



$���� �� ��� "
����� �� ����� �	���� �	� I(ωB) ��������� �� r1 = 1 �� �� ��� 
�	� (AB − 1) ����

��	&� ��
	 "�
 �	�� �	������%

�� �	�����
 "
�������	 ���� �� ��
� ��
�	�
 �%�% α > αmax
 ��	&� �
� ���� �� ���		�� ��� ��������

�� �� ����� 
����
��� ��$�
�� ���  ���
	 �����

 �� ���� �	���� �	� �� �I��� �� ���
����� �� �����

$����� �� t = 1 �	� ������ ��
"��� �� �I��� ���

(AB − 1) [βωB + (1− β)ωS ] % D1�E

5	�"�����	 �� 7I�����	� D�E �	� D1�E ����
�� ���$� ���� ������ ��
"��� �� "������� �	�� �� AB > 1


�	� �� ���� ����$� �� �� ��������� ��� �����$�	� "
��� �	�
� 
������

��**� � �� α ≤ αmax� ���������� �� �����
	���� �� ��� �	���	� �� �	���� �� ���� �	��� ����
�

�����
 �

��
�� �� ���
�	��� �� �	�� �	���	� ωB 	�� �� �������
 �
�������� α� ��� ���
�	��� �� ��� ����

�� ��� �	����� �����
 β� �� α > αmax� ����
� �����
 �

��
� �� �����
	���� ���� �� ��� ���	� 	��
��

�� 
���

��� �� ��� �������� 	�� �� �� ����������� �� α�

5� �	�����
 "
�������	 �� ��
� ��
�	�
 �%�% α > αmax
 !	�	���� ��	��
��	�� �� 	�� ��	� �	 ���

���
����� �	�  ���
	 �����
 �	���� �	� �� �	�� ��	��
��	�� �� ���
����� �� ����� 
����
���% 5�

�	����� α ≤ αmax
  ���
	 �����
 �	���� �	� �� �� ���� �� ��	&�' ������� �� ��

�$% 5	 ���� 
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 ��	& ��"����
 �����
 �	�����
 "
�������	 �	� � ��
��
 ��	&�	� �����
 
����� ��� ����
��� ��

!	�	���� �
�����	�
 �*"�	��	�  ���
	 �����
 �	���� �	� �	� ��
"���%

�� ���� �� ��
 ��&�	 ��� $����� �� ��	&� �	� ����
�
 ωj ��
 j ∈ {S,B}
 �� ����	
 ��� ���

�I�����
�� ����� �� ωj ��"�	�� �	 ��� "�
������ �����	 �� ���	�� �� t = 0 �� $��� �� �	 ���

����
	 �	�'� 
�"�� �	� �������	% 5	 ��� 	�*� ������	� $� ����� ��
 ��� �I�����
�� �	� ���$ ��$

ωj �� ����
 �	��% <���
� ���	� ��
 $�  �&� ��� �����$�	� ���� "���	�

�1� p(A− 1)I(ω0 − 1 + θ�) > 1


$���� 
���
���� �� ��	����	� Dα, βE �� ����� ��
 $����
 �	 ��� ����	�� �� "����� ������� 
��&


��� ������" �	� �� ���  ���
	 �����
 �� �������� "
�!�����
 �� ���� ��� "����� �	���� �	� �� ��$���

�	��
��&�	%

�#,#� �-����
���* �� t = 0 ��� !��$�. !��� �������

4�	����
 	�$ ��� �I�����
�� �� ��� t = 0 !	�	����  �
&�� �	 $���� ��	&� 
���� ��"����� �
� 

����
� �� ��� "����� ��	��% ��	�� ����� ��	�� �
� �
���� �	 ��� �	��
	����	��  �
&��
 ����  ���
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"�� �	 �*"����� 
���
	 �I��� �� ��� �	��
	����	�� �	��
��� 
��� �� 1% 3�	��
 �� ��� �I�����
�� 
���
	

�	 ��"����� �� r0 = 1
 ����
� �
� �	��(�
�	� ���$��	 �����	� ��	�� �	� ��"�����; �� �	����� r0 > 1


����
� ��"���� ��� �� ����
 �	����� $����� (1− β)ω0 �	 ��	&�%

4�	����
 	�$ � ��	&'� �� �	� ��
 "����� ��	�� bB% ���� �� �	�  ��� ��������

[bB − ω0] r0 ≤ α [�θ + bB] 
 D11E

�� ��� 
�"�� �	� �� ��� ��"����� [bB − ω0] 
����� �� t = 0  ��� 	�� �*���� ��� � ��	� �� �
������	��

�����
 ���"�� �	� ��	� 
���
	 ��� ��	& �� �	 ���
��� ���� �� "�� ���% 5� ��	&� �� �	� ���

 �*� � � ��	� �� ��	�� ����$�� �� 7I�����	 D11E
 ��	&�' ��	������	�� �
� �I��� ���

bB = min

�
ω0 + α�θ

1− α
,
ω0
β

�
% D1�E

��� !
�� ��
 �	 �
��&��� ��"��
�� ��	������	�� $��	 ��"����� �
� ��	��
��	�� �� D11E
 �	 $����

���� r0 = 1 �	� ����
� �	 ���
����� ���� (ω0 − βbB) "����� ��	��%
0 -�
 ����
 ���� ���� �
���� ��

α ≤ α0 (β) ≡
(1− β)ω0
ω0 + β � �θ

% D1.E

���	 �	����� α > α0(β)
 ��	&� ����
� ��� �� ����
�' �	����� $�����% 5	 ���� ���� r0 > 1 �	� ��	&�

���� ��� �� ����� ����
 ���� �� βbB = ω0
 �� ���$	 �� ��� ����	� �
��&���� ��
 �	 D1�E%

7I�����	 D1�E ���$� ���� �����
 �	�����
 "
�������	 α ���� ����$� ��	&� �� ���  �
� ��	�� ��

�	����	� ��� �� ���
���  �
� ��"�����% 4���
��
 ���� �(��� �� �	�� 
�����	� �� ��	&� �
� $����	� ��

�� �	� ���  �*� � � ��	� �� ��	�� � "���� �� D11E% ���� ��
	� ��� �� �� �
�� �	 ��
  ����


�� ��	&� $��� �� ���� K 
������� �� ����
� K ��  �	� ��	�� �� "�������% �� ��� $��
 !
�� 	��� ����

K �� $� $��� "
��� �	 ��� 	�*� ������	 K ����
	 �	� 
�"�� �	� ����
� �� �	� �	�� ��  ���
	 �����


"
���������� �� ���� D�%�% AB > 1E
 $���� � "���� ���� ��� �����
����� ���
 ��	�
������ �	��
��� 
���

�	 "����� ��	��  ��� �� rg = 1/p% <�� ���	
 �� ��

�$�	� �� ��� �	� ����
	 �	� ��	� �	�

�����	� � 	�� �	�� � �� (1/p− 1) > 0 $��	 AB > 1 �	� � 	�� �	�� � �� −1 $��	 AB = 1% ����

� "���� ����
 $���� ����
� �
� H��� �	��(�
�	� ���$��	 �����	� �
 	�� �����	� "����� ��	��
 ��	&�

�
� ����
 �� ��� ����� ������ ������� ���� ����$ ��� �� �
�	���
 
����
��� �� ��� ����� $��
�

0��� ������	 L%1%1 �	 ��� �""�	��* ��
 �  �
� �������� ��
������	 �� �� ����� ��	������	��% ��
�������
 $�
���� � ���� $��	���
 �� ����� 
�����	�� �
� �	��(�
�	� ���$��	 �	�����	� �	 ����
	 �	� ��	�� �	� 	�� ���	� ��

���� �	���� ��� �� ����
 ��������� 
����
��� �	 ����
	 �	� ��	��% 5	 � ��	��
 ���	
 $� ����
 �	� ��� $��&��� "�������
��	�����	� �	��
 $���� ����
	 �	� ���� �� ������	���� �	 �I�����
�� %
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AB = A > 1
 �	 $���� ���� ��
	 ��� �	���� �	� 
�	� A− r1%

���� ���� �� 
� �	����	� �� 3�� ��
� �	� ��
���'� D1��.E 	����	 ���� ����
	 �	� ���� "
������

� ��
 �� ��I������ �*"�	��	� !
 �' ������� �� �	����% 5	 ��
  ����
 ����
	 �	� 
�"�� �	� �	 ����

�� �� "
������ ��I������ �� ��	&� $��	 ����
 �	���� �	� �� "
��������%L �� ���$ ��� "
���	�� �� �	

�	��
	���� ��	�����	� 
����	 ��
 $�� ��	&�  �� $�	� �� ���� "����� ��	�� �� �	 �""����	� �����
�

�� ��
  ����% �� ��� �� � �� �
 ������
 $� $��� �� ��
��� ����  �	� ����
 �����
� K �	�����	�

����
	 �	� 
��������	 �� ��	&� K ���" �*"���	 �� ����� ��	&�' �� �	� ��
 "����� ��	��%G ��������

����� ����
	����� 
����	� �
� �
����� �� �*"���	 $�� ��	&� ���� ��  �	� ��	�� �	 ��� 
��� $�
��


�� &��" ��� �	������ "�
�� �	���� $� �� 	�� ��
 ���+� ��� ��� �	 ��
  ����% �� H��� 	��� ����

��
 ��
 
������ �� �� ��
���� $� �	�� 	��� ���� �� ����� ��	&� ���� � ��F���	��� ��
�� ���
� ��

����
	 �	� ��	��
 �	� ���� ���
� �
� "
�������� �	���� �	� �""�
��	����� �� t = 1%�

, �-����
���* ����� &�������� ��%����*���

����
 ��� "
���������� �� ���  ���
	 �����
 �� 
����+�� �� t = 1
 ��� ����
	 �	� ������� $��� ���
�

ρ ∈ [0, 1] �� ��� ���� �� 
�"��% �� ��� ��� ����
	 �	�'� �	��	�����
 	��� ���� �	 ��
 ����" �������

�(���� ��� �� ����� ����
������	 �� $����� �� t = 1% 6�� bj ��	��� ��� ��	������	�� �� � �� �����


�����	� �� ��"� j �	� b ��� ���� ������ �� t = 0 �� ��� ����
	 �	�% ���	
 ��� $����� �� � ��"� j

���	� �� t = 1 �� �I��� ��


ωj(ρ) = �jθ + rgρ [bj − b] + �r0d0j
 D1/E

$��
� d0j �� ��� � ��	� �� ��"�����  ��� �� ��� �	�������� �� t = 0% � 	������� ����� �� d0j  ��	�

���� ��� ��"�,j �	�������� �� � ��	& ���� ����"��� ��"����� �
� ����
� �� t = 0% ���� ���� ����

L��� "�
������� ���$��	 ��
  ���� �	� ���� �� 3� ��
� �	� ��
��� D1��.E $���� �� ���	 �
����
 �� ��	&� ���
"
����� �	��
 ����	 ����� ����
 �	�������� "
���������� �� �	���� �	� �	 ���  ���
	 �����
% �	 �*��	���	 �� ��

 ���� ���	� ����� ��	�� �� �&������ �	 ������	 /%0%

G<�	&�' �����	�� ����� ���� �� 
����	���+�� �� 	���	� ���� ������ ��I��� ����
	 �	� ��	��  �� 
�"
���	� � �����

��
 �� �������
��% 5	 ��� "���
 ��	������	�� $�
� ����	 B��
���C �� ����
	 �	�� �	 �� ����� ��	&�% ��$�����

������
 
���
�� 
�I��
� �	�� 	� ��	��
 �*��� �	  �	� ������"�	� ���	�
��� �	� K ���	 $��	 ���� �*��� K ���� �
�
�
�I��	��� 	�� ��	��	� D?� ��� �	� ��		�
 ���2E% <��� D����E ���$� ���� ��  ���� �	���� �� �"�� �� ��
 ���
����
	 �	� �� ���� �� ����� ���	�� $��� "����� ��	�� �� �� �� ��  �� �� 
�"��% ����
 �	  �	� ������"�	� ���	�
���

���  �
� ����	�� �� �	���� �	� �""�
��	����� �� ���� �� �*"���	 ��� ��
�� ��	������	�� �� ��	&�% 7��	 ���� ��
��	�����	� $��� ��
  ����
 �� ��	� �� ���
� �
� �	���� �	� �""�
��	����� �� t = 1% 5	 ��� ����	�� �� ���� �	���� �	�
�""�
��	�����
 �	� � "��� �� � ����
	 �	� ������� �	 ��� ����	�� ������ �� �� ����� ��	&� $���� �� �	��	��I��	����%

��	����
 �	��
����	� "
�"�
�� �� ��
  ���� �� ����
 
���
����� �� ��� 
����	 ��
 $���� ��	&� $�	� �� ���� "�����
��	��
 ����
 ��	������	�� �
� �	�
����	� �	 α% 5	 ��
 �� "�� �� 1L � �
��	� ���	� ��� �
� ��� 5-� D5�-E $� !	�
���� ��� ��

������	 ���$��	 ��	&�' 	�� ���� � ��$�
� ����
 ����
	 �	� �� � "
�"�
���	 �� ����� ������ �	� �  ����
�
�� �
�����
 
����� �� 	�������
 � ��� �	� 	�� ���	�!��	�% ��� 5-�  ����
� �� ��	&�' 	�� ���� � �	 ��� ����
	 �	� ��

��$���

 � 
����
 �
��� �	� � "�
����  ����
� �� ����
 �����	�� �� ����
	 �	� �����%

1�



$� ��� �r0 �� ��	��� ��� �	��
��� 
��� �	 t = 0 ��"����� 
����+�� �* "��� Q$��
�
 �	 �I�����
�� 


E(�r0) = r0 ≥ 1R� ���� 
���
	 �� ���������� �������
 �� �(����	� ��	&�' $�����
 ��� ����
	 �	�'�


�"�� �	� �������	 �(���� ��"�����
�' �*,"��� 
���
	% ���� �� ��$ "����� ������� �	��
����� ��
��

"
����� 
���
	� �	 ��
  ����%

7I�����	 D1/E ���$� ���� �	 �	��������'� ��	������	�� bj �(��� ��� � "��� �� ����
	 �	�


�"�� �	� ρ �	 ��� $����� �� t = 1% 5� bj ≥ b
 � �����
 ����� �� ρ �	�
����� ��� $����� �� �	 ���	�

�� ��"� j% 5	���������
 $��	 bj ≥ b ��� "
�"�
���	 �� ��	�� ���� �� j �� ��
��
 ���	 ��� ���
� ��

��� ��*�� ���� �� ��
���� ����
	 �	� ����
 � "���	� ���� ��
 ���� ���	� ��� ��	�!� �� ����
	 �	�


�"�� �	� �� ��
��
 ���	 ��� ����% ��� �""����� �� �
�� $��	 bj < b%

3���	� ���� �	  �	�
 	��� ���� ��� ����
	 �	� ������� ρ �� t = 1 ��  �*� �+� ������ $����
� ��

����	 ��

[βωB (ρ) + (1− β)ωS (ρ)] + (AB − 1) I [ωB (ρ)] 
 D12E

$���� �� �� "�� ��� �� �� ����� �� ����� 
����
��� D��� !
�� ��
 �	 �I��
� �
��&���E "��� ���

��
"��� ��	�
���� �� �	���� �	� �	 ���  ���
	 �����
% ��� �
���,�( ����� �� ��� ����
	 �	� ��

��
�������
$�
�% )	 ��� �	� ��	�
 �� ��	� �� ��
���	�
� ���� �� � ����
 ������� ��	�!������ �	�
�����

����� �� ����� 
����
��� ��������� ��
 ��	�� "���	
 �	�
����	� ��� !
�� ��
 �� 7I�����	 D12E% )	

��� ����
 ��	�
 �� ��	&� ���� � ��F���	��� ��
�� � ��	� �� ����
	 �	� ��	��
 ������� ��
�� ���

��"���� �� ��� ��	&�	� ����� 
 
�����	�  ���
	,�����
 �	���� �	� �	� ��$�
�	� ��� ����	� ��
 ��

7I�����	 D12E% <� 
�����
�����	� 
����
��� �$�� �
� ��� !	�	���� �����

 �������  �� ���� �����


����� �	���� �	� �	� ���"��%

)� ���
��
 ��
 ���� 
�����
������	 �� �� ������ ��  ��� �� ���� �	���� �	� �� "
��������% �� �


�����
 
�"�� �	� 	���
 ����
� �	 ��� ��$ "
���������� ����� $��	 AB = 1% ����
 �� ��� ����
	 �	�

�� ���
 �� 
�"��
 �� $��� �	�� �� �� $��	 "
���������� �� ����
 �%�% $��	 AB = A% �� "
��������

�	����"���� ���	
 �	 ���� ����� ��� ����
	 �	�  ��� "�� �	�����
� �	 �	��
��� 
��� rg = 1/p%1�

,#� 
�%����� &�������
�� 
�
� ��� ��������� ������������

��""��� 	�$ ���� AB = A > 1% -���� !
�� �	 ��� ���� $��
� α ≤ αmax(β)
 �� ���� r1 = 1 �	�

�	���� �	� �� ��	��
��	�� �� ��� ��"���� �� ��� ��	&�	� �����
% 9����� ���� ��
� �� ������	����

1� 5	 �
��
 ��
 �� ",�� ��*����	 �� �� ��������
 $� ���� � ��
������� ����

ω� + θ >
1

p
%

1.



$��	���
 ρ = 1  �*� �+�� ������ $����
�% <� ���	� ��� ��!	����	� �� ωB(ρ) �����	�� �� �� ��	�	�

7I�����	� D1/E �	� D1�E $� �����	 ���� ��� ���� ����� b = 1 �� �	���� ������	���� �� r1 = 1

$��	���
�

[ω0 − 1] +
A− 1

1− αA
β

�
min

�
ω0 + α�θ,

ω0
β

�
− 1

�
≥ 0
 D10E

$��
� ω0 − 1 < 0 ��"��
�� ��� ���� �	 ����� �� ����� 
����
��� ������ �� 
�"�� �	� $���� min (�, �)

��"��
�� ��� "������� � "��� �� 
�"�� �	� �	 ��	&�' ����
�,��* 
���	���%11 7I�����	 D10E ���$�

���� � 	������
� ��	�����	 ��
 ���� ������	������� �� ���� min(�, �) > 1
 $���� ��������� 
�I��
�� ���

��	������	�� �� ��	&� �� �� ���� �	���� �� ��  �&� ��� ��"���� �� ��� ��	&�	� ����� �	�
����	�

�	 ��� 
�"�� �	� �� "����� ����% 4
�������
 �� ��	� �� ���� �� ��� ����
 �	��	����� �� 
�"�� �
�

�	�
����	� �	 !	�	���� ������" �	� α% ���
� �
� �$� 
����	� ��
 ����%

-�
��
 ��
 � ����	 � ��	� �� ��	&'� ��	������	��
 � �����
 ����� �� α �	����� ��	&� �� �	�
����

����
 ����
��� �� �*"�	�  ���
	,�����
 �	���� �	�� ��� �����
 α
 ���  �
� ����
� �� ��� ����	��

����� �(��� �	� ���� ��� ���� �	 �	���� �	� �	����� �� � ����
���	 �������% ���� �(��� �� ��"��
�� ��

���  ����"���
 1/(1− αA) �	 �
�	� �� ��� ����	� �
��&���� ��
 �����% ����	�
 �����
 α �	��	���

���� ������	������� �� �	�
����	� ��	&�' ������� �� 
���� ��"����� �	� ���� ��� ����
	 �	� ��	�� ��

t = 0� ���� �	�
����� ��	& �*"���
� �� � "����� �������
 "
�����	� ��
���
 �	��	����� ��
 
�"�� �	�%

A�� �� ���� �(����
 7I�����	 D10E ���� ���� "����� ���� �� �	�� ������	���� �� �	�����
 "
�������	 α

�� ����� �  �	� � ����� αmin(β)% ��� ������ �
�� �	 ��� �����$�	� !��
� ��"���� ��� �� ��	����	�

(α, β) ��
 $���� α > αmin(β)�

 �

1

1

A

�min���

�0

-���
� �

11��� ����
������ �""�	��* ��	���	� � ���
���� ��
������	 �� ��� ��� "
��� �	� �I�����	� �	 ��� ��*� �� $��� �� �
����� �	� �� ��� ��	�����	� �	��
 $���� ��
 
������ �����	%

1/



�� ��� "
������ !��
� ���$�
 αmin(β) �� 	�	, �	���	�� �	 ��� ���
� �� ��	&�
� β �	 ��� "�"������	%

�� ��� ��� �	������	 ��
 ����
 	��� ���� �� β ≈ 0
 �	��	����� ��
 
�"�� �	� �
� �	�� "
������ �� ���

��$ �*����	� ��	&� �E ���� � ���"
�"�
���	����� ���� ���
� �� ����
	 �	� ��	�� �	� ��E �
� ������

����
����% <��� �� ����� ��	�����	� 
�I��
� � ��
� ���� ����� �� α% �� β ���� �"
 ���� �� ����� 	�$

��	&� $��� ���� �  �
� ���	 "
�"�
���	��� ���
� �� ��	�� �	� !	�	�� � ��  �	��
���  ���
	

�����
 �	���� �	�
 � "���	� ���� 	�$ ���  �	� � ����� �� α �� $���� ��� ����
	 �	� ��	 
�"��

�� � ����
% ���� �(��� 
� ��	� �� $�
& �� ��	� �� �	�
����� �	 β ���� �� �	 �*"�	���	 �	 �����

��	������	�� �� ��� ��	&�	� ����� % N��
 �	�� ��	&� �
� ��F���	��� 	� �
��� �� �� �� ����
�

��� �� ����� ��	�� ω0
 ��
���
 �	�
����� �	 β ���
���� ��� ��	&�	� �����
'� �*"���
� �� � "�����

�������% �� ���� �����
 ������	������� 
�I��
�� �
����
 ��	& ����
���
 �	� ���� � �
����
 ����� ��

α
 �� t = 1% ���	 β ≥ ω0 �� ����� ���� �� ���"�
��� � �	� ��  �	� ��	&� ���� "����� �������

� "
���� ����
 ����	�� ������
  �&�	� "����� ���� �	������	���� �� �	� ����� �� α% 9����� ����

������	������� 
�I��
�� ��	& �	��
 �������	 �� �� ��+������ �� ��	&� �
� �����
 ��� ��$ �
 ���  �	�


���� ��	 �	�� ��""�	 $��	 ���� �
� ������ ����
����%

4�	����
 	�$ ��� ����
 
�����	� ���� $��
�  ���
	 �����
 �	���� �	� �� 	�� ��	��
��	�� ��

��	&�' ��"���� �	� ����
�� ����� �� ����� 
����
���% ���� �� "������� �� ��	� �� α > αmax(β)
 $��
�

��� �����
 �� ��!	�� �� �	 7I�����	 DGE% ��$ ��� ����
	 �	�'� !
�� �
��
 ��	�����	 
������ ��

A [ω0 − 1] ≥ 0
 D1LE

$���� ��	 	���
 ���� ������� �� � �� ��� "����� ��	�� �
� �	 ��� ��	�� �� ��
���	�
�% ��� � "��,

�����	 �� ���� �� ����
� $��	���
 α > αmax(β)
 ��� ����
	 �	� ��$��� ��� �	 �	��	���� �� ������� ��

���  �
��	 �	� �� ��� �"�� �� ����� �� ����
	 �	� ���� b = 1 �� 	�� ������	����% ��� �	������	 ��

���� ���	 �� ������� ����
��� ��	&�' ��"����
 �� ���� �	�
����� ����� �� ����� 
����
��� �� ��� � ��	�

(1− ω0)% <�� ���	
 ��	�� � ��
� �F���	� !	�	���� ����� �� ���� �� ���		�� ��� �� ����� 
����
��� ��

���  ���
	 �����

 ������� �� ��	�!����
 �� ����� �� ���  �
��	
 �� �����	� �	 7I�����	 D1LE% ����

�(��� ��	��� �	 ��� ���� ���� �� t = 0 �	� �� t = 1 �� ����� 
����
��� �
� �� ���� �	� ��
 �	 �

��	��
 ��� 	��� �� � ��	&�	� �����
 $��� ��
�	� ����	�� ������ �� �� ���� �� $���%

��� �����$�	� !��
� ��  �
�+�� ��
 ���������	 �� �����	� ��� �� ��	����	� (α, β) ��
 $����

��� �"�� �� ����� �� ���� �� ������	�����
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�min���

�max���

 �

1

1

A

�0

-���
� .

��� 9
�"������	 ����$ ������ ��� ��	�����	� ��
 ���� ������	������� �	 ��� ������ ���	� ��

	��'������� � �� ��� ������ �������� ��� ����
����� �	� ��	��� ��� �
���� �
����� �� 	�� ����

�� (α, β) �� �
�� ��	� α ∈
�
αmin (β) , αmax (β)

	
� �� ���� �	��� ��� ����
����� ��

��� 	� 	 
	�� ��
	�

�� 1/p� 	�� �� 
��	�� �� 	�� ���� �� AB = A�  �� ��� �� ������	����� (α, β) �
������� ��� �
����
�

��������� �� ��� ����� �� p > p∗� ���
� p∗ �� 	 ����� ��
�������

	���%# ��� �""�	��*%

� ��F���	� ��	�����	 ��
 ���� ������	������� �� �� "������� ��
 �� � "�
� ���
�+����	� �� ���

���	� � �� ���� ���� p �*����� �� � �
������ ����� p∗% �� "
�������� ���	
 ���� ������	�������


�I��
�� ��	&� �� �� �	���� �� ���		�� ��� �� ����� 
����
��� ��$�
��  ���
	 �����
 �	���� �	�%

���� ��  �
� ��&��� �� �� ��� ���� �� p �� ����
 $���� 
������ ��� 
��& "
� �� �	 ����
	 �	�

��	��
 �� ���	� ��	&�' "
�!�� �	 ��� ���	� �� ����
	 �	� 
�"�� �	�% 5	 ���� ����
 �� ��  �
� ��&���

��
 �	���� �	� �� �� �� ���� �� ��� ��"���� �� ��� ��	&�	� ����� 
 $���� "
������ �	��	����� ��


����
	 �	� 
�"�� �	�%

,#� 
���������

)�
  ���� �� ��
 ���$� ���� �	 ���	� �'� ������� �� ������	 "����� ���� ��	 �� ��
�	��� �(����� ��

��� ������" �	� �� ��� !	�	���� ����� % ���� 
������	���" �� �� ����� �������
 �	 �I�����
�� 
 ���

��	&�	� �����
 ����� "����� ����
 ���� ���	� �*"���� �� � �������% 5	 ��
	
 ��� I������ �� !	�	����

�	��������	� �(���� ��� �� ���� ������ �� ������� �� �	���� �	� �	� ���"�� �	 �$� ��	#����	� $���%
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)	 ��� �	� ��	�
 �����
 α ��
�	����	� ��� ����	�� ����� �(��� �� ������� �	 �� ����� ��	&�

�	� ��� ����
�� ��	��I��	��� �	 �	���� �	�% 5	 ��	� $��� ���� �(���
 ��� ���
� �	���	�� 
�"�
�

�� ��� 5�- D����E 	���� ���� ��� ������	 ������� B��� �  ��� $��&�
 �(��� �	 ���
��� $�����

�	� �������� ���	 $��� ����� ���� ���	 �*"����� �	  �
� ��"���� ����� ������� !	�	���� �	��
 �,

������	 $�� �� � ��� �� ����	 $���C
 $���� B��� ���
�"���	� ������ �� 7�����
'� �����
 �	�  �
�

������"�� !	�	���� ����� $�
� �� "�
������� ��
��
C% )	 ��� ����
 ��	�
 �� !	�	���� �	��������	�

�
� �*�
� ��� ���� ��� ��	&�	� �����
 ���� �� 
������	� �� ��� ���
�"���	� ������ �� ����
	 �	�

�������% ���� ��
 �� ��
� ���� ������ �� α ������� ����� 
������ ��	&�' $����� �	� "
�!�� ��� ��

���� 	�� �(��� �	���� �	�% 5	��
����	���
 ��� 5�- 
�"�
� ������ ��	�� �� ���� "���������� �� ��
����	�

���� ��� ���
�"���	 ��	�
���� �� ������� ����� ��  ��� � ����
 �	 ��
� ������"�� !	�	���� ����� �

$��
� !
 � ���� ����
	�����
 	�	,��	& ���
��� �� ��

�$�	�%1�

����
��	� �� ��� !
�� �(��� �����
 �����
 α �	�
����� ��� ���� �� ������� �	� ���� 
������ "�����

������� 
��&
 ��"��
�	� ��� ���� ����
 �� "����	� � �������� ���������� 
���
 �����
  �
&��� 
�����

��� ����
	 �	�'� �� "�����	 �� �	��
��
� $��� ��� ��
���� �������% ����
��	� �� ��� ����	� �(���

�	�����
 �����
 α 
������ ��� ���� �� ������� �	� �	�
����� "����� ������� 
��&
 ��"��
�	� ��� ����

����
 �� ���	�  �
� 
������	�
 �����
  �
&��� �	�
���� ��� �� "�����	 �� �������%1.

��� � "�
���� 
�����	�� �� ���� ����	� �(��� �� 	�� ����

 �� !	�	���� �
�����	� �""��
 �� ��	��
��	

�	���� �	� 	�� �	�� �	 ������"�	�
 ��� ���� �	 ������"�� ���	�
��� D�%�% <�
	�	&� �� ��% 1��0E


� "���	� ���� ����� �� α > αmax(β) �
� �	��&��� �� �� ����
���%1/ ��� �*����	� �����	�� �� �	����

��	�����	� $��� � "
��� �	�	�� �� ��� !
�� �(���% ���	��
�
 ����(
 �	� �������	� D���.E
 �����

��� ������� �����
��� �� � $��� �� "�� �� ���	�
��� �	� ��
��� ���� ���� ������	������� �� "���������

��

������ $��� ��� ��
�	��� �� ��� �� ����� !	�	���� ����� % ?
��� �	� ���
� D���/E !	� ����

1��	����
 �(��� ���	� �	 ��� �� � ��
�����	 �� ����
 �� α ���� �� �
���
�
��� ����
 ��  ���� �� "������� ��
 "
�����
��	�
���� �� 
�"������ ��� "���( ��
����
� �� "����� ��	��% ����
 �	�
����� �	 α ����� ���� 
����� ��� ���� �� �������
�� 
�����	� ��	&�' 	��� �� "����� ��	�� D<
���� D���GE �*"�������  ����� ���� �(���E% �� �� 	�� ��
 ���� ����� ����
�(��� ������� �� ���� �	 ��� �� � ��
�����	 �� ��� �	� $� ��
���� ��	����
 �	 ��
  ����
 ��� �� �� ������ �� ���
 �� �	
 �	� $��	 �	��
"
���	� ��� � "�
���� �����	��%
1.�������� ��� 	�	, �	���	����� �� ���� ������	������� �	 α  �� ��� ���	��
,�	�������
 ��� ���� ���� ��
� ��,

����"�� "
����� !	�	����  �
&���  �� �	��
 �	� ����
	 �	� ��

�$�	� �� I���� ���	��
� �	 ��� ����
���	 ����
����
���
�% ��&� ��
 �	���	�� � ��	�	����  ���� $��
� ����
	 �	� ��

�$�	� ��
���
 � �	� ����
 ���	��
 ��	�� ",
���	 � �����	� "�
"���� �	� $��
� ������� �	 "����� ���� 
������ �	 ��� ����
	 �	�'� �*������	 �
� �	��
	����	��
!	�	����  �
&��� D�%�% �
����	� ���GE% 5	 ���� �����	�
 ��� "
���	�� �� "�
���� "
����� �	��
�	��  �
&��� $����

����� ��� ����
	 �	�'� �	��	���� �� 
�"�� �������
 ���	 �	��
 ����
	 �	� �*������	
 ��	�� �
� ��	 � "�� �	�
��	�� "���	 � �����	� ��
���� "
�����  �
&���%
1/����  �� �� ��� 	�� �	�� �� ��� ���� ���� ��� 
�I��
�� ����� �� !	�	���� ������" �	� �� "�
��"� � "�������� ����


��� ���� �� ��� "
���	�� �� 
��������	� ���� �(�������� �� �� ��� �*��	� �� ����
��� �� ��� ��	&�	� ����� % ���� �(���
��$���
 ���$� ���� ���
�  �� �� K �� ����� �	 ����
� K � �� �� �� ��� ������� �� �����
 !	�	���� �	��������	� �� ��
�
"����� ������� 
��&% <���	� ���� �� ��
 "����� ���� ������	������� 
�I��
�� �����
 �	 �	�
���� �	 ��� ���
� �� ���� ����
�� �� ������ �
 ��� "
���	�� �� ����
	�����  ����	�� � �����"��	�	� ��� ����
	 �	�%

1L



��� �*��	� �� � ���	�
�'� 
��� �� ��$ �� 	��������� ���������� $��� ��� "
��������� �� �������% -�����	�

 �
� ��
����� �	 ��
  ����	�� 
 ������	 2 "
���	�� ���	� ��
�� �����	�� ���� ��� �
�" �	 "
�����

�
���� ��
�	� "����� �������� ��  �
� ����
� �	 ���	�
��� ���
����
�+�� �� ��
�	��
 �
�����
 
�����


��	�����	� $��� � "
��� �	�	�� �� ��� !
�� �(��� �����%

5	 ����� �� ���� �����	��
 ��� 	�*� ������	 ������
���� �	 � "�
��	� 
����	 ��
 $�� �	 
������ $�

������ �*"��� ��� "������� �(��� �� !	�	���� �	��������	� �	 "����� ���� ������	������� �� �� �	����

��� "
���	�� �� "
����� ��"���� #�$�% ���� �	������ $��� ������
 ��
  ��	 
����� �� �� "�� �	��
���

���$��	 ��"���� #�$� �� ��� "
����� �	� "����� �����
%

/ 	��(��� +�'���� ����� ��� 	�
��� !��������

��""��� ���� ��� ��"���� �����	� �� ��
 ���	� � �"�	� �"
 ����$�	� "
����� ���	�� �� ��

�$ �
� 

�	� ��	� �� ��� �	��
	����	�� !	�	����  �
&�� �� t = 0 �	� t = 1% ��� �(���� �� "
����� ��"����

#�$� �
� ���� �	���+�� �� ��	����
�	� �$� �����% 5	 ��� !
�� ���� ��� �	��
	����	�� �	��
��� 
���

�� �I��� �� �	� �	� ��� �� ����� ���	� � ��
	� ��� �� �� �	 � "�
��
 �� "
����� ��"����% 5	 ���

����	� ���� ��� �	��
	����	�� �	��
��� 
��� �� ����� �	�
 �� ���� ��� �� ����� ���	� �  �� D���

	��� 	��E ���� � �	 �*"�
��
 �� "
����� ��"����%

/#� � � +��� �% +�'���� �*'������

5� ��� $�
�� �	��
��� 
��� �� �I��� �� �	� �� ��� ����� Dr∗0 = r
∗

1 = 1E
 �"�	�	� �" �� "
����� #�$� 
���*��

��� �� ����� 
����
�� ��	��
��	�
 ���� �� t = 0 �	� �� t = 1% ���� 
��"��� �� ��� 
����
�� ��	��
��	�

�� t = 1
 "
����� �	#�$� �	���� �� ����� ��	&� �� ��&� ��"����� �
� ��� �	��
	����	�� !	�	����

 �
&���
 �� ����  ���
	 �����
 �	���� �	� �	�� ��"�	�� �	 ��� ��"���� �� ��	&� �	� �	 ��� I������

�� �� ����� !	�	���� �	��������	�
 	�� �	 ��� ������������ �� �� ����� 
����
���% -�
 ����
 ����


���*�� ��	��
��	� αmax (β)
 �� ����  ���
	 �����
 �	���� �	� �� ��$���  �	���	������ �	�
����	�

�	 α �������
 
���
����� �� �� ����� ����	��
 ��	&� ��&� ��"����� �
� ��
���	�
� �	� �*"�	� ����


�	���� �	� �	��� ����
 �
���� ��	��
��	� ��	��%

4
�������
 �"�	�	� �" �� "
����� #�$� ���� 
���*�� ��� 
����
�� ��	��
��	� �� t = 0
 ����$�	�

���� ��	&�
� �	� ����
� �� �*"�	� ����
 �����	�� �� ����
	 �	� ��	�� �� ��

�$�	� ��
���% ����

�(��� �"�
���� ��
���� ��� ����
	 �	�'� �	��	���� ��	��
��	� αmin (β)
 $����  ���� ��$	 $��� ���

"
�"�
���	 �� "����� ���� ���� �� �� ��������� ����% 5	 �� 
 $��� "
����� ��"���� #�$� ��� ��	�����	

1G



��
 ���� ������	������� �� ���
����
�+�� �� ��� �����$�	� ��
���	 �� 7I�����	 D10E�

�
ω0 + α�θ − 1

	
+
A− 1

1− αA
β [ω0 + α�θ − 1] ≥ 0% D1GE

��� ����	� ��
 �	 �
��&��� ���$� ���� 	�$ ��	&� ��	 ��$��� ���� ����
	 �	� ��	�� �" �� ���

 �*� � � ��	� ω0 +α�θ "�
 ����� �� ����
 "��������� 
����
���% �������	����
 ����� �� �����

�����	�� �� ����
	 �	� ��	�� �*���� �	����� �� ����� $����� ω0 �� �	 � ��	� �� α�θ
 $���� ����


�#���� ��� ������� �� ����
� �� ��

�$ �
� ��
���	�
� �	� "�
����� ����
	 �	� ��	��% ���� ����


$��	���
 α �� �� ��
�� ���� α�θ ≥ 1− ω0
 ��� ����
	 �	� ���� ��	 �� ���� �� �� ����� 
�����	��


�	��
�	� ���� ������	�������%

7I�����	 D1GE ���$� ���� �	 ��
  ���� �	� ���		�� ��
���� $���� "
����� �	#�$� ��	 �	�
����

������	������� �� �� ����$ ��� �� ����� ��	&� �	� ����
� �� ����  �
� "����� ����
 ���  �
� ��

��� �����
 �� α% ���� 
����� 
����	���+�� @��		� �	� �����	�'� D���0E !	��	� ���� ��� �*��	� ��

� ���	�
�'� ������� �� ������	 �� ����� "����� ���� �� "��������� ��

������ $��� �� ����� !	�	����

������" �	�
 � ���� ���� ��	!
 �� �� ���	��
�
 ����(
 �	� �������	� D���.E%12 5	 �������	


7I�����	 D1GE � "���� �����

	��'������� � !��� r∗0 = r
∗

1 = 1� ���
� �"���� 	 #$��	��� ��
������ α
min
open(β) < α

min(β) �
�� ��	�

��� ����
����� �	� ��	��� ��� �
���� �
����� 	� ������	����� (α, β) �
�� ��	� α ≥ αminopen(β)�

	���%# ��� �""�	��*%

9
����� ��"���� �	#�$� �
� ���� $��&�� ��	�!���� ������� ���� �*"�	�� D�E  ���
	 �����
 �	,

���� �	� �� t = 1
 �	� D��E �� ����� �����	�� �� ����
	 �	� ��	�� �� t = 0% 7(��� D�E � "���� ����

����
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5 �''����0

5#� � ��������� �''����0

5#�#� !��� �������

�� ��� $�� �	 ��
  ���� ��	&� ��
����� $�	� �� ���� ����
	 �	� ��	��
 ��	����
 ��� "�
������

�������	 ���� ���� �� �� � t = 0% ��� ����
	 �	� �� �*"����� �� 
�"�� ����� �� AB = A > 1 �	�

�� ������� ����
$���% 5� � ��	& "�
������ �	 � ��	� bB �� ��	�� �	� ����"�� �	 � ��	� d0B ��

��"����� �� t = 0 "���	� �	 �*"����� �
��� �	��
��� 
��� �� r0
 ��� �*"����� ��	�� �"��	 �� t = 2 ��

�I��� ���

p

�
(1− α)Ar1
r1 − αA

�
�θ +

bB
p
− d0B�r0(1)−

b

p

��
+ (1− p) [�θ − d0B�r0(0)] r1% D��E

��� !
�� ��
 �	 7I�����	 D��E 
�#���� ���� $��� "
��������� p "
���������� $��� �� ���� �	� "�����

���� �� 
�"���% 5	 ���� �����
 ��	&� ����
���� ����
 t = 1 $����� �	� ��

�$ ����	�� ����
 t = 2

 ���
	,�����
 �	�� � �� �*"�	� ����
 �	���� �	�% ��� ����	� ��
 �	 7I�����	 D��E 
�#���� ����

$��� "
��������� (1 − p) "
���������� �� ��$ �	� ��� ����
	 �	� ��������% ���� ���� 7I�����	

D��E �	��
"�
���� ��� ���� ���� ��� �*,"��� 
��� �� 
���
	 �	 ��"�����
 �r0(�)
 �� �(����� �� ���

����
	 �	�'� 
�"�� �	� �������	% �� �	������� 
���
��� ��
������ �� ��� ���� �	 $���� d0Br0 ≤ α�θ�

�	��
 ���� ��	��
��	�
 
�"�� �	� �� ��� ��	& �� ��"�����
� �� 	�	,��	��	��	� �	� �r0(0) = �r0(1) = r0%

��	�� ���  �*� � � ��	� �� ��	�� � ��	& ��	 "�
����� �� ω0+d0B
 ��� �"�� �� "�
������ �������	

�� t = 0 
������ ���

max
d��

p

�
(1− α)Ar1
r1 − αA

�
�θ +

ω0 + d0B
p

− d0Br0 −
b

p

��
+ (1− p) [�θ − d0Br0] r1 D�.E

�%�% d0B ≤
α�θ

r0



��� ��H������ �	 7I�����	 D�.E � "���� ����
 �� ��	� ��

r0 ≤
(1− α)Ar1

(1− p) (r1 − αA) + p(1− α)Ar1



� ��	& ���� d0B = α�θ/r0
 ��&�	� ���  �*� � � ��	� �� ��"����� ����$�� �� ��� ��	��
��	�

�	 �
��
 �� ��� ��	��% ��� �	������	 �� �� "��� �� t = 0
 ���  ��� �������� ������ ��
 ��	&� �
�

����� ���� "
� ��� �� ������
 �� t = 1 �	 ��� ���	� ���� �	���� �	� �� "
��������% ��� ����
	 �	�
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����
 �
������	�� �����
 ���"��
 ��	&� ��	 ���� "����� ��� "
������ �� ��	�� ��� ������ �	 �
��


�� ��
���
 �	�
���� ����
 ��	������	��% ���� �������	�� ��

�$�	�
 ������
 $��� �� �	��� �� 
�"���

�	�� �� ��� ����
	 �	� 
�"��� ��� ����� ����
$���
 ��	&� ���� �	�� ����
 �
������	�� �����
 ���"��

�	� ��	 �	�� 
�"�� α�θ% 5	 � ��	��
 ���	
 $��	���
 ��	&� "����� ��� "
������ �� "����� ��	�� �	�

��� ���� �� �*"�	� ����
 ��	������	��
 ���� �
� ��

�$�	� ��	�� ���� $��� ���� �� �� 
�"��� �����

�	 ��� "
�������� ����� D�� �	 �(������ ��	�
������ 
��� �� r0/pE �	� ���� �
� �	�����	� ����� ��	��

�	 ��	�� ���� ���� "�� �	�� �	 ���� ����� D�� � ��	�
������ 
��� �� r/pE% 3�	��
 $��	���
 r0 > 1


��	&� �
� �	$����	� �� "����� �	�� � ����	� ����
 �
������	�� �����
 ���"�� �	� ��	������	��

�
� ����	 �� ω0 + α�θ/r0% 5� r0 = 1
 �	 ��� ����
 ��	�
 ���� �
� �	��(�
�	� ���$��	 �*"�	��	�

����
 ��	������	�� ����	� ω0 + α�θ �	� 	�� ���	� ��� $� ���� � ����
 �	 ��� ���	� �� ����

�	��(�
�	��
 ���� �*"�	� ����
 ��	������	�� ��  ��� �� "�������% ��� �� � ���� "���	 ����� ��


����
� ��
�������
 ��	�� ���� �
� ���� �	��(�
�	� ���$��	 �����	� ����
	 �	� ��	�� �	� 	�� ���	�

�� �� r0 = 1% 5	 � ��	��
 ���	
 $� ����
 �	� ��� $��&��� "������� ��	�����	� �	��
 $���� ����
	 �	�

���� �� ������	���� �	 �I�����
�� %

5	 ��� ���� �� ��� ������ ���	� �
 �I�����
�� ��	������	�� $��� ��"�	� �	 $�����
 α �*�����

��� ��
������ ���	��!�� �� α0 �	 7I�����	 D1.E% 5� α > α0
 ���	 ��� �� ��� ���	� �'� 
����
��� �
�

��������� �� "
��������� �� t = 0
 �	� ��	������	�� $��� ��	��I��	��� �� ����	 ��


bB =
ω�
β

bS = 0
D�/E

5� �	����� α < α0
 ��� �	��
��� 
��� �� �� � 0 �� �I��� �� �	� �	� ��	������	�� �� ����
� �
�

�	����
 �	��% ���� �	� ���� ����
� ��� �	 �I��� � ��	� �� "
����� ��	��
 ��	������	�� $��� ��

����	 ��


bB =
ω�+α	θ
1−α

bS =
ω�(1−α−β)−βα	θ

(1−β)(1−α)

D�2E

5	 ��� ���� �� ��� �"�	 ���	� �
 ��	�� ��� ��	��
��	� � "���� �� α0 �� �

�����	� �	� $� ���� �

��
������� ���� r0 = 1
 ��	������	�� �
� �� "�� ����	 ��

bj =
ω0 + α�jθ

1− α
�� r0 = 1 ��
 j ∈ {B,S} % D�0E

/.
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�����

�� t = 1
 �	� �	����
 �� r1 = 1
 ��� ����
	 �	�  �*� �+�� ��� �����$�	� $����
� ��	����	 $���


��"��� �� ρ�

[βωB(ρ) + (1− β)ωS(ρ)] +
A− 1

1− αA
βωB(ρ)%

��� ������ ������ �� ωj(�) ��"�	��
 �� ���
��
 �	 �I�����
�� ��	������	��% ���
� �
� ��
�� �����

�� ��	����
�

1% α ∈ (0, α0]
 $��
� α0 �� �� �	 7I�����	 D1.E� �	 ���� ����
 ��	&� "����� � �
�����	 α �� ��� ����


t = 1 
���	���
 �	�����	� ��� "
������ �
� "����� ��	��
 �	� �	���� ����� �	 ��	�� �� t = 0%

��"����	� ����� ��	������	�� �	 ��� $����
� ��	����	
 ��� ����
	 �	�'� !
��,�
��
 ��	�����	

���� ��

[ω0 − 1] +
A− 1

1− αA
β [ω0 + α�θ − 1] ≥ 0%

�% α ≥ α0
 $��
� α0 =
ω(1−β)
β	θ > α0� �	 ���� ����
 ��	&� ��	 ��

�$ ��� �� ����� ��	�� �	� ���

��� �� "�
����� ����
	 �	� ��	�� �	�� �� "�����	� ����
 �
������	�� �����
 �	�� �% 5	 ����

����
 ����	 ����
 ��	������	�� ��� ����
	 �	�'� !
��,�
��
 ��	�����	 ���� ��

[ω0 − 1] +
A− 1

1− αA
β

�
ω0
β
− 1

�
≥ 0%

.% α ∈ (α0, α0)� �	 ���� ����
 ��	&� "����� �� �
 ��� 	�� ��� �� ����
 ����
� "
������ �
� "�����

��	�� �	 �
��
 �� ��I��
� ��	�� �� t = 0% ����  ��	� ����
 �	��&� ��� "
������ �����
 ���

 �
��	�� ��	�!� �� 
�"�� �	� �� 	�� ��	���	� ��
 ��� ����
	 �	�� $��
��� 
�"�� �	� �� ���

!
�� �	��� �� "����� ���� D�%�%
 ��
 ρ ≈ 0E ���� "�
��� �� ��� ��	&� �	� "�
��� �� ��� �
�����
�



�"�� �	� �� ��� ���� �	��� �� "����� ���� �
� �""
�"
����� ����� �� ��� ��	&� D�%�%
 ��
 ρ ≈ 1E%

5	 ���� ����
 $����
� �� � ��	����	 �� ρ �� ����	 ��

�
(ω0 − 1)

p
ρ+�θ

�

+
A− 1

1− αA
β

��
ω0
β
− 1

�
ρ

p
+�θ −min

�
α

�
ω0
βp
ρ+�θ

�
,
ω0(1− β)

βp
−
(1− p)

p
α�θ

��



$��
� ��� ���� ��
 min {�, �} ��"��
�� ��� ���� ���� $�����
 ��	&� �
� ���� �� 
�"�� ����


	� �	�� ����� �	 ���� �
 	�� ��"�	�� �	 ��� ����
	 �	�'� �������	 �� 
�"��% ��	�� ���� $����
�

��	����	 �� ��	��* �	 ρ
 �� "�
�	� ��� ����� �	��
 ρ = 0 �	� ρ = 1 ������ ��� �����$�	�

//



	������
� �	� ��F���	� ��	�����	 ��
 
�"�� �	�


ω0 − 1 +
A− 1

1− αA
β

��
ω0
β
− 1

�
+ p�θ −

ω0(1− β)

β
+ (1− p)α�θ − p�θ(1− α)

�
≥ 0


$���� 
������ �� ��� �� � ��	�����	 �� �	 ���� 1%

���
���
�
 ��� ��
�� ����� ��	 �� ��  �
�+�� �	 ��� ��	�����	 ����

[ω0 − 1] +
A− 1

1− αA
β

�
min

�
ω0 + α�θ,

ω0
β

�
− 1

�
≥ 0


$���� �*"���	� 7I�����	 D10E �	 ���  ��	 ���� �� ��� "�"�
% -
� ��� "
������ �	������
 $� ��	

�����	

αmin(β) = min





1 + (A− 1)β

A+
�
A−1
1−ω�

�
βθ�

,
(1− β) +A(β − ω0)

A(1− ω0)



 %

5#�#, 	���% �% 	��'������� �

��� !
�� "�
� �� ��� "
�"������	 �����$� ��
����� �
� ��� ���������	 �	 ���  ��	 ���� �� ��� ��*�% 5�


� ��	� �� �� ���$	 ���� ���
� �*��� ������ �� β ��
 $���� αmin(β) < αmax(β)
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 TABLE I – DESCRIPTION OF THE VARIABLES USED IN THE ANALYSIS 

 

Variable Description 

Public Debt to GDP Ratio of public debt, which is an external obligation of a public debtor, including the 
national government, a political subdivision (or an agency of either), and autonomous 

public bodies.  Source: World Development Indicators (September 2008). 

Private Debt to GDP Ratio of private, nonguaranteed external debt,which is an external obligation of a 

private debtor that is not guaranteed for repayment by a public entity.  Source: 

International Monetary Fund, World Development Indicators (September 2008). 

Private Credit to GDP Ratio of credit from deposit taking financial institutions to the private sector 

(International Financial Statistics lines 22d and 42d) to GDP (International Financial 
Statistics line 99b), expressed as a percentage. Line 22d measures claims on the 

private sector by commercial banks and other financial institutions that accept 

transferable deposits such as demand deposits. Line 42d measures claims on the 
private sector given by other financial institutions that do not accept transferable 

deposits but that perform financial intermediation by accepting other types of deposits 
or close substitutes for deposits (e.g., savings and mortgage institutions, post office 

savings institutions, building and loan associations, certain finance companies, 

development banks, and offshore banking institutions). Source: International 
Monetary Fund, International Financial Statistics (September 2008). 

Sovereign Default Dummy variable that equals 1 if in year t–1 the sovereign issuer is in default.  

Sovereign default is defined as the failure to meet a principal or interest payment on 
the due date (or within the specified grace period) contained in the original terms of 

the debt issue. In particular, each issuer’s debt is considered in default in any of the 
following circumstances: (i) For local and foreign currency bonds, notes and bills, 

when either scheduled debt service is not paid on the due date, or an exchange offer of 

new debt contains terms less favorable than the original issue; (ii) For central bank 
currency, when notes are converted into new currency of less than equivalent face 

value; (iii) For bank loans, when either scheduled debt service is not paid on the due 
date, or a rescheduling of principal and/or interest is agreed to by creditors at less 

favorable terms then the original loan. Such rescheduling agreements covering short 

and long term debt are considered defaults even where, for legal or regulatory reasons, 
creditors deem forced rollover of principal to be voluntary.  Source: Standard & 

Poor’s (2008). 

Creditor Rights An index aggregating creditor rights, following La Porta, Lopez-de-Silanes, Shleifer, 

and Vishny (1998). A score of one is assigned when each of the following rights of 

secured lenders are defined in laws and regulations: First, there are restrictions, such 
as creditor consent or minimum dividends, for a debtor to file for reorganization. 

Second, secured creditors are able to seize their collateral after the reorganization 
petition is approved, i.e., there is no automatic stay or asset freeze. Third, secured 

creditors are paid first out of the proceeds of liquidating a bankrupt firm, as opposed to 

other creditors such as government or workers. Finally, if management does not retain 
administration of its property pending the resolution of the reorganization. The index 

ranges from 0 (weak creditor rights) to 4 (strong creditor rights) and is constructed as 

at January for every year from 1978 to 2003. 

GDP  Logarithm of gross domestic product (current US dollars) from 1981 to 2005. Source: 

World Development Indicators (2008). 

GDP per Capita Logarithm of gross domestic product per capita (Atlas method) from 1981 to 2005. 

Source: World Development Indicators (2008). 

GDP per Capita Growth Annual growth in gross domestic product per capita from 1981 to 2005. Source: 
World Development Indicators (2008). 

Inflation Annual percentage inflation, GDP deflator, from 1981 to 2005. Source: World 

Development Indicators (2008). 
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� 20 ���	�
��� �	� �/ ���
�% ",������ �
� �	 "�
�	������; VVV �	������� ���	�!��	��

�� ��� 1 "�
��	� �����; VV �	������� ���	�!��	�� �� ��� 2O �����; V �	������� ���	�!��	�� �� ��� 1�O �����%

9����� 9
����� 9
����� ����
���	 4
�����
 �A9 �A9 "%�%
A��� A��� 4
���� A������ ������

9
����� A��� ,�%��/.∗∗∗

�%����

9
����� 4
���� ,�%1/.1∗∗∗ �%�102∗∗∗

�%���� �%����

����
���	 �%�G01∗∗∗ ,�%��L� ,�%�2/∗∗∗

A������ �%���� 1%���� �%����

4
�����
 ,�%�.�. �%�/21 �%�/�1∗∗∗ ,�%1/�/∗∗∗

������ 1%���� 1%���� �%���� �%����

�A9 ,�%/GG/∗∗∗ �%�G�� �%//LL∗∗∗ ,�%�0�0 ,�%1�/G∗∗

�%���� 1%���� �%���� 1%���� �%����

�A9 "%�% �%�.�1 �%�/�G∗∗∗ �%2L.2∗∗∗ ,�%1G/2∗∗∗ �%11G�∗∗∗ �%21�G∗∗∗

1%���� �%���� �%���� �%���� �%��2G �%����

�A9 "%�% ,�%��.�∗∗∗ ,�%���L ,�%��G0 ,�%1���∗∗ �%�.�L �%11L�∗∗∗ �%1�1L∗∗∗

�
�$�� �%���� 1%���� 1%���� �%�1L1 1%���� �%���/ �%��20
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���% ��� ��"�	��	� ��
����� �	 ���� 	� 1 �� .

"
����� �
���� #�$� �� �A9 �� �� "���� �� "
����� �
���� �� �A9 �	 ���
 � , "
����� �
���� �� �A9 �	 ���
 �,1% ��� ��"�	��	�

��
����� �	 ���� 	� / �� 0 "
����� ���� #�$� �� �A9 �� �� "���� �� "
����� ���� �	 ���
 � , "
����� ���� �	 ���
 �,1% ����
���	

������� �� � ����
��� ��
����� ���� �I���� �	� �� ��� ����
���	 �� �	 ������� �	 ���
 �,1
 +�
� ����
$���% ���
�����	� �	����� ���	�
�

�	� ���
 !*�� �(����; ���	��
� �

�
� D�	 "�
�	������ ����$ ��� ���F���	� ���� ����E �
� ��H����� ��
 ����
��&���������� ���	�

��� 3���
 D1�0LE �	� ����� D1�G�E ��

�����	
 �� $��� �� ��
 ������
�	� �� ��� ���	�
� ����� ���	� ��� 3���
 D1�0LE ��

�����	%

VVV �	������� ���	�!��	�� �� ��� 1 "�
��	� �����; VV �	������� ���	�!��	�� �� ��� 2O �����; V �	������� ���	�!��	�� �� ��� 1�O

�����%

9
����� 4
���� -��$� �� �A9 9
����� A��� -��$� �� �A9

(1) (2) (3) (4) (5) (6)

����
���	 A������ −0.019∗∗ −0.017 −0.008∗∗ −0.015∗∗

(0.007) (0.014) (0.003) (0.006)

D����
���	 A������EVD����,���/E −0.058∗∗∗ −0.027∗∗∗

(0.010) (0.008)

D����
���	 A������EVD1��2,1���E −0.023 −0.020∗

(0.041) (0.011)

D����
���	 A������EVD1���,1��/E 0.018 −0.007

(0.013) (0.005)

D����
���	 A������EVD1�G2,1�G�E −0.033∗∗ −0.018∗

(0.013) (0.009)

D����
���	 A������EVD1�G�,1�G/E −0.038∗∗∗ −0.008

(0.014) (0.017)

�A9 "�
 ��"��� �
�$�� −0.171 −0.198 0.076∗∗ 0.076∗∗

(0.113) (0.111) (0.031) (0.035)

5	#����	 0.000 0.000

(0.001) (0.000)

4�	���	� 0.019∗ 0.029∗∗∗ 0.028∗∗∗ 0.006∗ −0.005 −0.001

(0.010) (0.009) (0.009) (0.003) (0.005) (0.003)

�� � ��  ���J N�� N�� N�� N�� N�� N��

4��	�
� ��  ���J �� N�� N�� �� N�� N��

�7 ������ �	� ������
�� �� ���	�
�J N�� N�� N�� N�� N�� N��

)���
�����	� 1198 1104 1004 630 501 501

�� ��
 �� ���	�
��� 56 47 47 29 23 23

��H����� �,�I��
�� 0.030 0.033 0.042 0.172 0.176 0.192
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�
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� ��H�����

��
 ����
��&���������� ���	� ��� 3���
 D1�0LE �	� ����� D1�G�E ��

�����	
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 ������
�	� �� ��� ���	�
� ����� ���	�

��� 3���
 D1�0LE ��

�����	% VVV �	������� ���	�!��	�� �� ��� 1O �����; VV �	������� ���	�!��	�� �� ��� 2O �����; V �	�������

���	�!��	�� �� ��� 1�O �����%

(1) (2)

D����
���	 A������EVD9
����� A��� �� �A9E −0.209∗∗ −0.141

(0.097) (0.090)

D����
���	 A������EVD4
�����
 ������E −0.011∗∗

(0.004)

4
�����
 ������ 0.081∗

(0.046)

9
����� A��� �� �A9 −0.149 −0.147

(0.077) (0.085)

����
���	 A������ 0.001 0.023

(0.013) (0.015)

�A9 "�
 ��"��� �
�$�� −0.036 −0.122

(0.111) (0.117)

5	#����	 0.000 0.004

(0.001) (0.008)

4�	���	� 0.014 −0.052

(0.016) (0.042)

�� � ��  ���J N�� N��

4��	�
� ��  ���J N�� N��

�7 ������ �	� ������
�� �� ���	�
�J N�� N��

)���
�����	� 417 349

�� ��
 �� ���	�
��� 21 21

��H����� �,�I��
�� 0.063 0.079
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���	� ��� 3���
 D1�0LE �	� ����� D1�G�E ��

�����	
 �� $��� �� ��
 ������
�	� �� ��� ���	�
� ����� ���	� ��� 3���
 D1�0LE

��

�����	% VVV �	������� ���	�!��	�� �� ��� 1O �����; VV �	������� ���	�!��	�� �� ��� 2O �����; V �	������� ���	�!��	�� �� ���

1�O �����%

(1) (2) (3) (4) (5)

9
����� A��� -��$� −3.781∗∗∗ −3.733∗∗∗ −3.743∗∗∗

(1.090) (1.265) (1.141)

4
�����
 ������ −0.023 0.004

(0.026) (0.057)

�A9 "�
 ��"��� �
�$�� −0.430∗∗ −0.976∗∗ −0.504∗∗∗ −1.198∗∗

(0.222) (0.492) (0.257) (0.569)

�� � ��  ���J N�� N�� N�� N�� N��

�7 ������ �	� ������
�� �� ���	�
�J N�� N�� N�� N�� N��

)���
�����	� 600 1058 455 921 391

�� ��
 �� ���	�
��� 29 50 23 50 23

9����� �,�I��
�� 0.134 0.075 0.178 0.097 0.182
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