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I. Introduction

J. Moser a démontré qu'un point fixe elliptique d'un difféomorphisme de classe C°°
du plan préservant les aires est topologiquement stable, moyennant une condition de non
dégérescence portant sur les dérivées jusqu'à l'ordre 3 au point fixe (voir [10]). La preuve
de ce résultat ne se généralise pas aux difféomorphismes symplectiques d'une variété
symplectique de dimension 2 n, n ̂  2, malgré l'existence de tores invariants de dimension
n au voisinage d'un point fixe totalement elliptique, car le complémentaire de ces tores
est connexe et permet la « diffusion » des orbites entre les tores.

Nous montrons ici (§II-IV) que la stabilité topologique d'un tel point fixe ne peut pas
se lire sur le jet à l'ordre infini du difféomorphisme en ce point. Plus précisément, étant
donnés un difféomorphisme symplectique / en dimension 2 n, n ̂  2, et mo un point fixe
totalement elliptique de/en lequel/satisfait certaines conditions de non dégénérescence,
nous sommes en mesure de construire deux difféomorphismes symplectiques /o et g ayant
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2 R. DOUADY

en mo même série de Taylor que/et tels que :
— il existe un voisinage de mo feuilleté en tores de dimension n invariants par /o; en

particulier, mo est topologiquement stable pour/o (cf. 11.2).
— mo est un point fixe non topologiquement stable de g (cf. II. 3, théorème 1).
L'existence de/o résulte d'un théorème classique de formes normales (voir l'appendice 2,

ou Birkhoff [4], p. 109-115). Nous utilisons, pour g, une diffusion d'Arnol'd contrôlée.
Le principe consiste à construire des chaînes de tores Tj de dimension n—1, possédant
des variétés stables W^(T^) et instables W^(T^) de dimension n telles que, pour chaque
indice 7, W^(Tj) coupe transversalement W^(T^+i) en au moins un point. Chaque chaîne
suit une résonnance fixée et tout voisinage de mo contient l'extrémité d'une chaîne, l'autre
extrémité restant à distance minorée de mo. Notons que /o et ê peuvent être choisis
arbitrairement proches de/en topologie C°°.

Au paragraphe V, nous énonçons un résultat analogue où le point fixe elliptique est
remplacé par un tore invariant fourni par le théorème de Kolmogorov-Arnol'd-Moser.

Les « tores moustachus » d'Arnol'd sont à l'origine de ces constructions (voir Arnol'd-
Avez [3], ou l'exemple de [1] que le théorème 2 généralise).

L'idée a déjà été utilisée par P. Le Calvez et l'auteur dans [8] pour construire un
exemple de point fixe elliptique instable en dimension 4.

La diffusion d'Arnol'd dans les systèmes hamiltoniens n'apparaît qu'à partir de la
dimension 6. Le sujet est étudié par A. Delshams Valdés dans [6]. Au paragraphe VI,
nous étendons les théorèmes 1 (§ II) et 3 (§ V) au cas des points singuliers et des tores
invariants des systèmes hamiltoniens. Bien entendu, un point singulier linéairement stable
ne peut être topologiquement instable que si, en ce point, la dérivée seconde du hamilto-
nien (supposée non dégénérée) n'est pas de signe constant, sinon les surfaces d'énergie
voisines de la valeur critique délimiteraient des voisinages invariants. V. N. Tkhai dans
[16] annonce un résultat qui contredit exactement les théorèmes 1 et 5 du présent article
mais les idées qu'il expose sont imprécises et nous démontrons ici qu'elles ne peuvent
aboutir.

Notons que les temps nécessités par les orbites pour « diffuser » suivant le procédé
décrit ici sont bien supérieurs aux minorations obtenues par Nekhoroshev [1].

Remerciements

Je tiens à remercier Michel Herman de son soutien constant, ainsi que Hâkan Eliasson
de ses remarques fécondes.

II. Premiers résultats

II. 1. Soient (M, œ) une variété symplectique de dimension 2n, n ̂  2, et/un difféomor"
phisme symplectique de M (i.e. /*co=©) de classe C°°. On suppose que le point moeM
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STABILITÉ OU INSTABILITÉ DES POINTS FIXES ELLIPTIQUES 3

est un point fixe totalement elliptique de/, c'est-à-dire que/(mo)=mo et que les valeurs
propres À-i, . . ., À-,,, X^, . . ., !„ de D/(mo) sont de module 1 et non réelles. Cette situation
est fréquente puisque, lorsque les À^ sont distincts, un difféomorphisme symplectique /
voisin au sens C1 de/possédera un point fixe m^ totalement elliptique et voisin de mo.

Rappelons que mo est dit topologiquement stable (ou stable au sens de Lyapounov) s'il
possède une base de voisinages (U^gi positivement invariants par/(i. e. /(U^) c: U\.), ou
encore, d désignant une métrique sur M, si : Vs > 0, 38 > 0 tel que VmeM, V ^ e ^ J ,

à (mo, m) < ô => à (mo, f1 (m)) < e.

Dans le cas symplectique, les stabilités topologiques de mo pour /et pour /-1 sont
équivalentes, car/préserve une mesure chargeant les ouverts.

11.2. On sait depuis le XIXe siècle (voir Birkhoff [4], p. 109-115 ou l'appendice 2), que
lorsque les ̂  ne satisfont aucune condition de résonnance

r n "i
i.e.(fci, . . . .^eZ-et n ^-=1 ̂ = . . . ==^=0 ,

L i=i J

il est possible de trouver, sur un voisinage B de mo des coordonnées
(xi, . . ., x^ y^, . . ., y^ de classe C00 (mais en général non analytiques), nulles en mo,

/ n \
canoniques ( i.e. co= ^ dx^ A dy^ j dans lesquelles / possède un contact d'ordre infini^ A

i= l

avec une « forme normale » :
\ 1=1 /

fo'' (^/riCOST^ei, . . ., ^/^cos27i9^, ^/r[sm2nQ^ . . ., ̂  sin 2 nQ^)

\->(/R[cos2nQ^ .... /R,,cos27i9^ /Risin27i9i, . . ., /R^sm2nQ^

où R^=r , ,

©,-9,+T,(ri, ...,^).

Les fonctions Tp 1 ̂  i ̂  n, définies sur un voisinage A de 0 dans R\, sont de classe C°°

/ " \et, /o étant symplectique, la forme ^ ^,dr, est fermée ( on a œ= —n ^ dQ, A dr^. En
1=1 \ 1=1 /

outre À^^2"^"^1^. Nous noterons de la même manière Ho la fonction de A dans R
vérifiant Ho(0)==0 et ^Ho=STf^. et la fonction qui à m==(xi, . . ., x^, y^ . . ., ^)eB
associe Ho(x^+^î, . . ., x^+^). La restriction de/o à B est alors le temps 1 du champ
hamiltonien X^ associé à Ho (caractérisé par le produit intérieur X^ J û)=rfHo) :

/o|B=expXHo.

Nous montrons à l'appendice 1 comment l'on peut, quitte à diminuer B, prolonger /o
à la variété M entière de façon symplectique et de telle manière que /o et / coïncident en
dehors d'un voisinage donné de mo et soient arbitrairement proches en topologie C°°.
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4 R. DOUADY

II est clair que mo est un point fixe topologiquement stable de /o, puisque fo préserve
au voisinage de mo la quantité ̂ xf+yf.

II. 3. THÉORÈME 1. — Si det dï(0) -^ 0, il existe un difféomorphisme symplectique g de
M, de classe C°°, tangent àfà Tordre infini en mo et arbitrairement voisin de fen topologie
C00, dont mQ est un point fixe non topologiquement stable.

11.4. Ce théorème sera une conséquence du théorème suivant (cf. §111), dans lequel la
variété Tnx[Rn=T*T" (où T=R/Z) est munie d'une distance d et de sa structure
symplectique canonique :

n

0= ̂  dQi A dr^
1=1

[un point courant de T"xR" est noté (9i, . . ., 9^ r^ . . ., rj=(9, r)] et où
DifÇ (T* x IR") désigne le groupe des C°°-difféomorphismes symplectiques de T" x R"
muni de la topologie de Whitney C00.

THÉORÈME 2. — Soient n ̂  2 et fo eDiff^ (T" x IR") im^ transformation de la forme :

(0, r)^/o(9, r)=(9+T(r)(modZ"), r)

ou Tf=5Ho/5r,, HoeC°°(IR", tR). On suppose que T ^st MH difféomorphisme global de R".

Considérons un chemin (a^ç^Q ^ de classe C°° dans W pour lequel il existe un multientier
(ko, . . ., feJeZ^NJO} vérifiant pour tout te[0, 1] :

n

Z k^iW=ko

et

^ ^(^fe.fe.^O.
1 ^i, j ^n Crj

Pour chaque voisinage U de la courbe T=[ay te[0, 1]} et chaque voisinage i^ de /o ^ns
Diff^ (T" x R") il existe unf^ei^ coïncidant avec fo en dehors de T" x U tel que tout ouvert
Q contenant T" x {ao} possède un point x vérifiant

lim d(fi(x\Jnx{a,})=0.
l -»+oo

III. Déduction du théorème 1 à partir du théorème 2

III. 1. On suppose le théorème 2 établi. Le difféomorphisme symplectique/de M étant
donné et satisfaisant aux hypothèses du théorème 1 [/est de classe C°°, les X, sont
multiplicativement indépendants et detdr(O) + O], on a vu que l'on peut construire un
voisinage B de mo et un difféomorphisme symplectique fo de B qui est « complètement
intégrable » et a un contact d'ordre infini en mo avec/
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Nous conservons les notations de 11.2 (x^, y^ ri=xf-[-yf, etc.) et notons

B^={meB/S^.<v}.

On suppose que B=Bp, p > 0 et on définit B'=Bp, où p'e]0, p[ est fixé. La variété M
est par ailleurs, munie d'une métrique d. Quitte à diminuer p, il est possible de prolonger
/O|B' en un C°°-difféomorphisme symplectique de M, noté encore /o, et coïncidant avec/
en dehors de B. La preuve s'aide de fonctions génératrices et se trouve à l'appendice 1.

III. 2. Soit E°° l'ensemble des difféomorphismes symplectiques de classe C00 de M qui
coïncident avec/en dehors de B. On munit E°° d'une métrique complète d^ compatible
avec la topologie C00. Le réel e > 0 étant fixé, quitte à diminuer p', il est loisible de
supposer que

^(/o,/)<e/2,

car/o et/sont tangents à l'ordre infini en mo.

Nous allons construire le difféomorphisme g requis comme limite de difféomorphismes
^N^E00, N G N , ayant les propriétés suivantes :

(i) g^ coïncide avec fo sur un voisinage V^ de mo.

(ii) V N ^ O ,

^ooC^ <?N+l) < ^T-,i N + 2

et^o=/o-

La seconde propriété entraîne la convergence des g^ vers un élément g de E00 tel que
^oo (/» ê) < £» et ^a première assure la tangence à l'ordre infini de /et g en m^.

III. 3. Soit:

f " 1
A^reir/Vi, r, > 0 et ^ r, < p^.

l 1=1 J

Si p est assez petit, l'application

T : A -> R"

est un C00-difféomorphisme de A sur son image r(A). On pose

BT,Ti '̂

A'=[reA/^r,<p'\
l 1 = 1 J

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
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Fig. 1.

et

n=SreA/ir,=A
(. i=l )

Quitte à diminuer p', l'ensemble C des vecteurs ueR" pour lesquels la demi-droite
ouverte

D^={r(0)+^/î>0}

issue de ï(0) et de direction u sort de T(A') en un point de ï(n) est un cône ouvert non
vide.

Soient P=(Pi, . . ., PJeC et k=(k^ . . ., feJeZ" tels que

Z^P-0

et

ET,,fe,fe,^o.

Une telle paire P, k existe car l'ensemble CY des vecteurs fe e IR" non isotropes pour la
forme quadratique de matrice (ïfj(O)), ^ est un cône ouvert et dense, tandis que les
vecteurs orthogonaux à un élément de C forment un cône ouvert C" ̂  0, donc C H C"
contient, par homogénéité, un vecteur k à coordonnées entières. On vérifie aisément que
le choix de P et k peut ne pas dépendre de p, pourvu que ce dernier soit suffisamment
petit.

Ceci permet de supposer que 2:T^.(r)fe^. + 0 pour tout reA.

4e SÉRIE - TOME 21 — 1988 - N° 1



STABILITÉ OU INSTABILITÉ DES POINTS FIXES ELLIPTIQUES 7

III. 4. Considérons une suite (a^ ^ i de points de A' tendant vers 0 telle que, pour
tout N,

EW^N)^
t-l ^N

où T?N» ^N e ̂ î ^N > ^' On suppose en outre que la suite p^/q^ est strictement monotone
et que, pour tout N, la demi-droite {r (û^) + î P/î > 0} sort de T (A') en un point
T(aN)+tNP"(n).

Si l'on pose, pour îe[0, l],

^(O-^C^+^NP)

on a

ÛN(O)=^

ON (0 e A' pour 0 ̂  t < 1

et

0^(1) en.

On note :

rN={^(0/îe[0, 1]}.

Comme

Vk T -7?N
Z. /C^Tf— ——

<?N

en tout point de F^, les courbes F^ sont disjointes et ne contiennent pas 0 (car F^ <= A).
Pour chaque N ^ 1, soit UN c: A un voisinage de FN tel que UN H UN'=0 si N ^ N' et
O^UN.

Le théorème 2 nous fournit un difféomorphisme symplectique/N^E00 coïncidant avec
fo en dehors de T" x UN, tel que

^oC^/N)^/^2

et possédant dans tout voisinage Q de TN=={meB/r=aN(0)} un point x qui vérifie :

lim ri(/NM,TN)=0,
l -> 00

où T^={meB/r=a^(l)}. Évidemment, xe^xU^ et, si p" < p', il existe un entier l tel
que:

/N^B^B^.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



8 R. DOUADY

III. 5. Notons g^ le difféomorphisme coïncidant avec fp sur T" x Dp pour tout P ̂  N
et avec/o sur Rouvert

N

VN=B\U T"xUp.
P = I

La suite g^ possède les propriétés (i) et (ii). Au surplus, si

g= lim g^
N ->• oo

et si Q est un voisinage quelconque de mo, pour un certain entier N, Q sera un voisinage
de TN [car lim a^(0) =0]. Par conséquent, 0 contiendra un point x tel que :

N -^ oo

^(^/N^B-

pour un ?eN. Cette propriété interdit la stabilité topologique de WQ pour g, puisque B"
ne contient aucun voisinage positivement invariant. •

III. 6. Remarques. — 1. On ne peut déduire du théorème 1 l'instabilité générique des
points fixes elliptiques. Il faudrait, pour cela, pouvoir minorer p" indépendamment de e.

2. Le théorème 1 est probablement encore valable sans les hypothèses d'indépendance
multiplicative des À^ et d'inversibilité de dï(0).

3. Dans le cas où / est R-analy tique, on peut construire g de classe C°° sur M et
analytique sur M\{mo}. Cependant, la construction d'un difféomorphisme analytique
au voisinage de m^ voisin en ce sens de/et dont m^ est un point fixe instable me paraît
plus délicate.

4. Le temps nécessité par les orbites pour s'éloigner du point fixe elliptique est
extrêmement long (il dépasse souvent les capacités d'un ordinateur usuel). L'article de
Nekhoroshev [11] en donne une minoration importante, cependant, je pense que la
construction décrite ici fournit des temps d'évasion encore bien plus grands.

IV. Démonstration du théorème 2

IV. 1. Afin d'alléger la preuve de ce théorème, nous nous ramènerons au cas où k^ > 0
et k^=. . . =^,=0 comme suit. Soient q le pgcd de k^ . . ., k^ et k\=k^q, 1 ̂  i ̂  n.
On peut trouver une matrice A eGL^(Z) dont la première ligne est (k\, . . ., k^). L'appli-

cation (PA : (9, r) -> (A 9, ^A ~1 r) est symplectique et conjugue fo en go = (p^ °/o ° ̂ A 1 :

(9,r)^(9+a(r) ,r)

où a (r) = A T (^A r). Le chemin b^ =t^ ~1 a^ vérifie :

04 (^E^-^4

i=i q

4e SÉRIE - TOME 21 — 1988 - N° 1



STABILITÉ OU INSTABILITÉ DES POINTS FIXES ELLIPTIQUES 9

et

.̂)=1 Z ^)fe,^o.
^1 q 1 ̂ i , j ^ n O^j

Posant p=kQ et '0^=8^^ or? nous supposerons désormais que ^i(cit)=P/q, que
TU (^) 7^ 0 et que p et q sont premiers entre eux.

IV. 2. PLAN DE LA DÉMONSTRATION. — Nous exposons à présent le plan de cette
démonstration qui n'est pas très difficile, mais dont les nombreux détails techniques
peuvent rendre la lecture rébarbative.

Les tores T" x {aj sont invariants par /o et ^a restriction de /o à chacun de ces tores
est une rotation qui n'est pas minimale, en effet, /§ laisse invariants les tores de dimension
n-1:

{Q,} xT^x^}, 9,eT.

Pour chaque t, nous fixerons q de ces tores — précisément, les

T^,=^k}xJn-lx{a,}, keZ/qZ
[ q )

— permutés par /o» et créerons une perturbation f^ de /o coïncidant avec /o sur les T\ ^
et telle que/^ soit l'exponentielle d'un champ hamiltonien complètement intégrable. La
différence vient de ce que f^ possède, normalement aux T\ p un comportement partielle-
ment hyperbolique : les variétés stables W} (T^ ^ et instables W} (T^,) seront de
dimension n. En outre, pour chaque (fe, t), W} (T\ y) = W^i/2 (T\ ,) car/^/2 est complète-
ment intégrable.

Nous construirons en fait f^ comme un produit croisé. Si l'on pose, pour
(6, r) e T" x BT, x^ = (9i, ri), ̂  = (62, . . ., 9J et s = (r^ . . . . rj, on aura :

/ l /2<Xi, X2, s)=(^(Xi), X2+(7(Xi, 5), s).

Sous cette forme, les tores T^t sont déterminés par des valeurs fixées Xi(fe, î) et s(t)
de Xi et s, la composante x^ pouvant varier dans T"~1. Pour chaque t, le point
Ui=Xi(0, t ) e J x R est un point périodique hyperbolique de ^^, de période q, et sa
variété stable est égale à sa variété instable. De plus,

(j(xi(^, 0, s(0)=(ï2(a,), . . ., T^(û,)).

C'est dans la construction de/^ qu'intervient l'hypothèse Tii(â(() 7^ 0.
Au préalable, nous nous serons assurés, par le lemme 1, que l'on peut supposer les

restrictions de f§ aux T\ ^ (et donc de /^ ^m Y coïncide) minimales pour un ensemble
de valeurs de t dense dans [0, 1] et contenant 0 et 1. Ceci sera fondamental dans le
lemme 3.

Grâce au lemme 2, nous construirons la perturbation/i de/i/^ coïncidant avec/i/^ au

voisinage des T^ ^ mais pour laquelle W^ (T^ ;) et W}^ (T\ ̂ ) se coupent transversalement

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



10 R. DOUADY

en au moins un point ^' L'application f^ sera la composée de f^ avec l'exponentielle en
un temps très petit d'un champ hamiltonien donc, de ce fait, symplectique et proche de
/i/2 en topologie C00.

Nous pourrons alors choisir une suite finie 0=îo < t^ < . . . < t^=l telle que ff
restreinte à Ty=To ̂ . soit minimale pour tout j et que les tj soient suffisamment proches
pour que W^(T^) coupe encore transversalement W}^(Ty+i) en au moins un point.

Le lemme 3 utilise de façon cruciale le À-lemme (voir [12] ou [14], p. 140) et la
minimalité de f^ y. pour montrer que :

W^(T,)c=W^(T,^)

et donc que

ToC=W^(To)ŒW}JTJ

ce qui assure le résultat.

IV. 3. RAPPELONS L'ÉNONCÉ DU À-LEMME. — Soient g un difféomorphisme de classe C?
d'une variété et XQ un point fixe hyperbolique de g. Si Q est une variété de même dimension
que W^(xo) transverse en un point z à W^(xo), alors les itérées négatives g~^(Q) tendent,
lorsque l tend vers +00, vers la variété stable W^(Xo) dans la topologie C? compacte
ouverte.

Remarque. — Le lemme 3 est assez délicat et nécessite un sous-lemme permettant de
se ramener au cas où f^ est, au voisinage de T .̂, un produit direct (et non croisé). Il est
possible de le simplifier de la manière suivante (qui présente aussi ses inconvénients). Au
lieu de supposer les rotations/^^ minimales, on aurait pu les choisir périodiques (i.e.
ïf (û .̂) e Q pour tous ;, j) et faire une dernière perturbation rendant, pour chaque 7, une
des orbites périodiques de T^ hyperbolique. La difficulté (surmontable) consiste à contrôler
les variétés stables et instables pour prouver qu'elles se rencontrent transversalement. Le
lemme 3 aurait alors été une conséquence immédiate du À-lemme.

IV. 4. LEMME 1. — Soit ^ l'espace de Fréchet des fonctions L: R" -> R de classe C°°,
nulles sur IR"\U et telles que ôL/8r^(at)=Q pour tout îe[0, 1]. Le sous-ensemble 2 de €
formé des fonctions L pour lesquelles tout t e [0, 1] H Q vérifie :

(^ . . . , ^ ) eZ" et S ^^(^+^(0,))=^ => ; , = . . . = ^ = 0
\ 1=2 Sr, )

est dense dans <f muni de la topologie C°°.

Démonstration. — Le lemme résulte du théorème de Baire quand on remarque que Q)
est l'intersection des ouverts denses ̂  Ne f^J, formés des fonctions Le^ telles que

E ^(^(^)+^L(^))^^
i=2 Sr,
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chaque fois que t est un rationnel de dénominateur plus petit que N et que
n

0 < ^ | ;, | < N. •
1=1

Quitte à remplacer Hç par Ho + L, où L est une fonction de ^ suffisamment petite pour
que l'application (9, r) -> (9+T(r)+gradL(r), r) soit dans V, nous pouvons supposer que
pour tout îe[0, 1] H Q et tout (;i, . . ., /„) eZ"\{0},

n

E i^W^h.
i=2

IV. 5. Dans la suite, à désignera la distance associée à la structure riemannienne plate
sur T" x V ou R".

La courbe F étant compacte, on supposera, quitte à le restreindre, que l'ouvert U est
relativement compact.

Soient T| : R" -> R une fonction de classe C°° à support dans U, égale à 1 au voisinage
de la courbe F et H : T" x HT -> R définie par :

H(9, r)=Ho(r)-Jprl+£r|(r)cos27ï^9l
q

où £ est un réel petit du signe, constant, de Tn(^). Le champ hamiltonien
X^=((8îï/8r)—(()îî/ô6)) associé à H est invariant sous l'action de la rotation symplectique
p: (9, r)i—>(6^-{-(p/q), 9^, . . ., 9^, r^, . . ., rj donc les applications p et expX^, temps 1
du champ X^, commutent (X^ est complet car T" x U est invariant sous son action et
d'adhérence compacte).

Soit :

/i/2=poexpXH.

Clairement, f^ coïncide avec /o en dehors de T" x U, est symplectique et tend vers /o
dans Diff^ (T" x M") lorsque e tend vers 0. Dans la suite, on supposera e suffisamment
petit pour que f^ e ̂ .

Les crochets de Poisson {H, rj = ̂ H/ô9; sont nuls si 2 ̂  i ̂  n, ce qui a pour consé-
quence que si l'on pose

/l/2(9l, . . ., 9^ ̂  . . ., ̂ -(©l. . • .. ®n. Kl, • • ., Rn)

alors

(1)
R^==r,, 2 ^ i ^ n

©,=9,+a,(9i,ri, . . . ,^), 2 ^ i ^ n

où cr, : T x R" -> R est de classe C00; enfin :

(2) (©i,Ri)=^(9i,ri), s=(r^ ...,^)

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
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où g, = p ° exp ̂  e Diff^ (T x R),

P(^i» ^^Q^/V^ r!) et expÇ, est le temps 1 du champ hamiltonien Ç, associé au
hamiltonien h,: (61, r^)->îi(6^ 0, . . ., 0, r^ r^ . . ., r^) (ces deux transformations
commutent : g^ = exp ̂  ° p).

En outre, lorsque (r^ . . ., ?-„) ^U, on vérifie aisément que :

a, (61, ri, . . ., ^)==ï,(ri, . . ., ̂ )

et que

^(9i» ^)=(9i+Ti(^ ̂  . • •. ^)» ^i)-

IV. 6. Par construction, si (r^, . . . . r^)=a^ et toujours en posant s=(r^^ . . ., rj,
les points (k/q, r^ ^), k e J./q Z, de T x R forment une orbite périodique de g^ de période q,
en effet, on a :

k \ k+p \
gs[ -. r l t ]= ( ————^lt

\q ) \ q )

car

J î̂ O.
\q )

Par le choix du signe de e, la hessienne :

,2, fk \ f-4K2q2s 0 \
^ ^ -^K = . , J

\q ) \ 0 TU (a,)/0

est de signature (1,1), donc cette orbite est hyperbolique.

Si les réels P > 0 et ô > 0 sont assez petits, la fonction T| vaut 1 sur l'ouvert
V = [r e R"/d (r, F) < 8} et min | T^ J ^ p. La trace V^ de V sur R x {s} est alors une réunion

v
d'intervalles disjoints de longueur 25 centrés aux points de F F} (R x {s}) et la restriction
de Ho à ces intervalles est fortement convexe (resp. concave), i. e. sa dérivée seconde est
strictement positive (resp. négative), si T^ est positif (resp. négatif) sur F. Dans le cas
où Tu > 0, on a :

Ho^-^^Ho^^ô.^-^^ô)--?8--.
<? q 2

L'inégalité et le signe de Rô2^ sont renversés si T^ < 0.
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A H - ^ r

Fig. 2.

Soit W, = {(61, r ^ e J x VJh, (Oi, ri) = h, (k/q, r^,)}. En choisissant la valeur absolue | e |
assez petite, la ligne de niveau W, ne rencontre pas le bord de T x V,; son équation :

HO O-i, s)- /?rl=Ho(a()- /?rl(+£(l-cos27^49l)
^ ^

prouve qu'elle est la réunion de deux graphes de fonctions de classe C°° de T dans
]ri,-ô, r^+8[ possédant des zéros simples aux points k/q, keZ/qï (et seulement en
ces points).

Il est clair que la variété stable W^(k/^, r^) et la variété instable W^(k/^, r^) de
l'orbite périodique hyperbolique {(k/q, r^), keZ/qZ} sont toutes deux égales à W^ (ce
sont des sous-variétés de dimension 1 de W^ et leurs extrémités sont des points critiques
de ^).

IV. 7. Revenant à/i/^, les tores

T.„-{'[lx^Tt.t=<iK}xT'•- lx{a,}, keZ/qZ, te[0, l],
L^Jl^J

sont invariants par f\^ et, posant :

T=UT,

les ensembles :

^1/2 C1'^^6^^"/ "m rf(/i'/2M,T,)=0}
( -> +0)

et

^1/2 (T») = {^ e T" x R"/ lim d (f^ (x), T,) = 0}
( -»• + 00

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



14 R. DOUADY

Fig. 3.

sont tous deux égaux à :

W,={(9i, . . ., 9, r,, r^ . . ., rj/(9i, r,)eWj.

Soit z^ le point de W^ d'abscisse — et d'ordonnée r^>r^^ cf. fîg. 3) et
2^

z^= ( —, 0, . . ., 0, r\y r^y . . ., r^)eW,. Les points ^ dépendent de façon C°° de t.
\2<? /

On notera

^ = (r, p r^ p . . ., rj et F = {a;, r e [0, 1]}.

L'application/i sera une perturbation de/i/^ pour laquelle les tores T\ ^ seront toujours
périodiques et leur variétés stables et instables seront transverses en z^.

Soient a, 8' e IR tels que 0 < a < — et 0 < 8' < inf (r\ ̂ —r^ ^).
2(? t€ io , i]

On considère l'ouvert :

V'^e, r)ç=JnxRn/d(r,^)<y et 61-— <a
l 2^

Oi-
J_

2q
81-

2^
où =inf , 9i parcourant l'ensemble des représentants de 61 dans R

IV. 8. LEMME 2. — 7( existe une fonction KeC^Cr1 x IR", R) a support dans V /wur
laquelle, si Von note X^ ^ champ hamiltonien associé, X^ÇÎ^Q pour tout t et les variétés
W^ et expe'X^W^) se coupent transversalement en ^pour tout e" assez petit et non nul.

Démonstration. — Soit %: (R+-^ R une fonction de classe C°° telle que ^{0) > 0,
^(0) < 0 et xM=0 si x ^ 1 (par exemple ^(x^e11^'^ si x < 1 et x(^)=0 si x ^ 1).
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On pose :

K(.,,,-^((»,-^8?).̂ ,ry]

où 9, est un représentant de 9, choisi dans [0, 1[ lorsque f = l et dans [-1/2, 1/2[ lorsque
i ^ 2. Si y est assez petit, la fonction r -> d(r, F')2 est de classe C°° tant que d(r, F) ̂  8'
(c'est le théorème du voisinage tubulaire) donc la fonction K est de classe C°° et à support
dans V.

Il est immédiat que dK(^)=0. Le choix de la première coordonnée 9i=— de ^
l(i

implique (voir l'équation de W^) que W^ est tangente en ^ au tore T" x {^'}. Dans la base
canonique de IR2 n, la matrice de la différentielle dX^ (^) du champ X^ au point ^ vaut :

/

n=
/

0

i -4^(°)1"\ a

x'W \
g/2 '

0

/
où !„ est la matrice identité d'ordre n et où la matrice D^ d'ordre n est la hessienne de la
fonction r -^ à (r, F')2 au point r{. De l'inversibilité de !„, on déduit que, si e' 7^ 0 est
assez petit, ^ '^(HTxO) est un supplémentaire de U"x0 dans 1R2" (la valeur maximale
de £' autorisée ne dépend que de \\^\\ qui est majorée lorsque t varie dans [0, 1]).
Comme exp^X^(z^=^ et que expE'XiJn^) est tangent en ^ à ^'^(IR^xO), les variétés
W^ et expe'Xi^v^) sont transverses en ^ pour tout £' non nul et assez petit. •

IV. 9. Si l'on note ^(z,)=(e^, r^), on a pour tout îe[0, l], 9^ ^ — plus précisé-
2^ L

ment, ô^—— a le signe de T^ . De plus la suite des abscisses (coordonnées 9i) des

points g[(z^ leJ, est strictement monotone (croissante si T^ > 0 et inversement). Si l'on

alors z^ est le seul point de son orbite {/i^^), 1^1} quia choisi a < inf Lf! t
2^t6[0, 1]

appartienne à V.

IV. 10. On pose:

/^(expe'XK)0/^

où £' > 0 est assez petit pour que /i e V. Comme /i et f^ coïncident au voisinage des
Tp ces derniers sont invariants par f^ et les ensembles :

W}, (T,) = {x e -P x r/ lim d (f[ (x), T,) = 0}
l ->• + 00

et

W^ (T,) = {x e T" x r/ lim d (f,-1 (x), T,) = 0}
l ->• + 00
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16 R. DOUADY

contiennent tous deux le point ?p puisque :

fl^fw^

pour tout leJ,. Qui plus est, si V^ <= V est un voisinage de ^ dont la première projection

sur T [par (9, r) -> 6J est un intervalle de la forme ——a', —+a1 suffisamment petit
}lq 2q L

pour que/^(V;') 0^=0, alors un point x e V;' pi W}^(T,) verra ses orbites positives
{/^(^ ^^}et{/^(x), ?eN} coïncider. En particulier,

v^nw^T^w}^).

Inversement, quitte à restreindre V^, on a aussi :

/^(vnnw^^T^w^^),
donc expe'X^V;' H W:̂ (T,)) c= W}, (T,).

Par conséquent les variétés immergées injectivement W}^ (T() et W}^ (T^) se coupent
transversalement en ?,.

Remarque. — Les ensembles W}^ (T() et W^ (T^) sont des variétés immergées injective-
ment car ils s'obtiennent en réunissant les itérées des ensembles stable et instable locaux
de T( pour/i, qui coïncident avec ceux correspondant à/i/^ (puisque /^ =/i au voisinage
de T(), et on a montré que, pour f^, ces derniers étaient bien des sous-variétés :

W}^(T,)=W^(T,)=W,

IV. 11. Comme W}^ (T() et W}^ (T^) dépendent continûment en topologie C00 compacte
ouverte de t, si la suite 0=to < . . . < ^=1 est de pas assez petit les variétés W^(T^.)
et W^(T^.^^) se couperont transversalement en au moins un point pour tout j ^ m — 1 .

On pose :

^^O.^WXT^X^}, 0 ^ 7 ^ m.

Nous choisirons les tj rationnels pour que f?\j. soit une rotation minimale
(cf. lemme 1).

IV. 12. LEMME 3. — Pour toutj ^ m— 1, on a :

W}JT,)c=W^(T,^).

IV. 13. Démonstration.

IV. 13.1. Nous allons montrer que W}JT^i) rencontre tout ouvert Q ayant un point
commun y avec W}JT,). Puisque W}^(T^.+i) est invariante par/i, nous pouvons, en
remplaçant y et Q par leurs images par une itérée de /f, supposer que y e \ J ' et Q <= LT
où LT est un voisinage de T .̂ sur lequel f\ et f^ coïncident. En particulier, pour la
topologie de sous-variété immergée, W} (T^PlU7 est un voisinage de T, dans
W^(T,).
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IV. 13.2. Le principe de la démonstration est le suivant. On commence par se restrein-
dre à LT, ce qui permet d'oubliera. La variété T^xR" est feuilletée en sous-variétés
T" x [R x {5}, se 1R"~1, de dimension n+ 1 et invariantes par/i/^ s01^ A la feuille contenant
le tore T .̂ Il suffit de voir que la courbe

Q=Anw}jT,^)nir

rencontre Q (cf. fig. 4). On a :

/^(^nu-cQ
car /^ et fî coïncident sur U'. Pour montrer que Q H Q + 0, on remarque que A se
décompose en un produit :

A=(TxR)xT"- 1

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
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et que f}^ est fibrée au-dessus d'une transformation g^ de T x R. Soit :

7ii: A - ^ T x l R

la projection canonique. Le point v^=n^(rT^ est un point fixe hyperbolique de g^ et la
courbe Qi=7ti(Q) coupe transversalement W^(t;i) en un point Wi=7ii(w), où
wew}l/2(TJ)nw}l(TJ•+l)(o'u/• Le Flemme permet d'affirmer que Qi rencontre
Qi=7ii(0). On aurait pu conclure si f^ avait été un produit direct de g^ par une
rotation minimale de T""1. Le sous-lemme (cf. IV. 13.6) permet de se ramener à ce cas.

IV. 13.3. Nous noterons, pour simplifier (j étant fixé) :

^=^1? • • •. rn^

5=0-2,, . . ., r^

FO=(O, <^.)eT,

A=T nxRx{s} .

La variété A est de dimension n +1 et vérifie :

/i/2(A)=A.

L'invariance par/i de la variété W}^(T,+i) amène celle-ci à couper transversalement
W}^(T,) en un point welT (ces deux variétés sont de dimension n). D'autre part, A
contient W}^(T,.), par conséquent, weA et l'ensemble :

Q=W}, (T,^) HAnU-

est, au voisinage de w, une courbe de classe C°° coupant transversalement l'hyper surf ace
W .̂ (T.) de A. Cette courbe a la propriété d'invariance suivante :

A7f (0)0^0=0.

IV. 13.4. La variété A se décompose naturellement en un produit cartésien :

A=(TxR)xT"- 1

à travers les deux projections :

TCI : A -> T x IR, (9, r) ̂  (9i, y-i)

n,: A^T1-1 , (9,r)^(9^ ...,9,).

L'application/i^ est, on s'en souvient (cf. IV. 5, (1) et (2)), un produit croisé : si l'on
pose, pour x^ e T x R,

a(xi)=(a2(xi, s), . . . , a^(xi, s))e(R"

et

c^< ^(Xl)==a(Xl)+ao^(Xl)+ . . . +ao^- l(^l),
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on a, pour tout (x^ x^) e(T x R) x T1"1 =A,

/î/2^1. ̂ )=( l̂), ̂ OT^)).

Soit :

V^=7C,(w), f = l , 2;

la fibre ^^(Wi) est contenue dans W^ (T.) qui est transverse à Q en w, donc n^ est
un difféomorphisme local d'un voisinage de w dans Q sur un voisinage de w^ dans la
courbe Qi==7ti(Q). De plus, Qi est transverse en w^ à la projection 7ti(W} (T,)) qui
n'est autre que W^(i^) où, le lecteur l'aura deviné, v^ =n^ (vo) =(0, r^ j) (cf. yî^. 3).

Soit:

u^Ti^Anuo

On supposera dans la suite, que :

AnU^Ti^OJ^UlXT1-1.

La courbe Qi vérifie alors :

^(Q^nUi^Qi.

De même, on supposera, quitte à le restreindre, que :

î î=QixQ2,

où QI =7ii (Q) est un voisinage de ^i =7ii (y) et Q^ un ouvert non vide de T"~1.

IV. 13.5. Considérons la suite de courbes (Q^e^j °ù Q° es^ la composante connexe
de w dans QUU' etQ^1 celle de/f^^^Cw) dans/i-^Q1) nu'.

On a, pour tout le I^J,

Q^ c: Q.

Il suffit donc de voir qu'une des courbes Ç^ rencontre Q.

Soit:

Ql=^i(Q^.

Si l'on choisit U^ pour que la projection n^ : Q° -̂  Q? soit un difféomorphisme, alors
Qî est la composante connexe de w^ dans Qi PlUi et Q^1 celle de gs~q(l+l)(^l) dans
^"'(Q^nui.

Lorsque, de plus, U^ est un rectangle :

U,={(9i, rQeT x R/\Q, | < ̂  et |rJ < 61}

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



20 R. DOUADY

où a'i > 0, §i > 0, les courbes W^(t;i) H Ui et W^(i;i) 0 U'i sont connexes et invariantes
par g^ et g^ respectivement.

Commentaire. — Le À-lemme (cf. IV. 3, roir aussi Schub [14], p. 140 ou Palis [12])
affirme que, dans cette situation, la suite (Q'i)ïe^ tend au sens C00 vers W^(ui)OUi.
En particulier, Q'i 0 î^ + 0 pour tout l assez grand. Nous utiliserons la minimalité de
fï/21 T- pour montrer l'existence d'un entier l tel que :

Q^n"^.
IV. 13.6. Sous-lemme : Si U^ est assez petit, il existe une fonction y: \J\ -> R"~1 telle

que Y(t^)==0 et :

(*) y-yogqs=^q-^q(v,).

Démonstration. — Identifions U'i à un voisinage de l'origine dans R2 à l'aide d'un
système de coordonnées (Ç, Ç') dans lequel on a :

W^)={(0,i;')eUi}

et

W^)={(Ç,0)eUl}.

Définissons les fonctions Z et Z" de U'i dans R par :

^^(Z.ZQ;

on a, à l'origine :

^((^^(O.O^O
aç aç'

et

(x^o^'^ ^(o,o)<i.' .aç 7 ^/(^r-
Si Ui est suffisamment petit, il existe une constante c < 1 majorant (8Z/8Q~1 et 8Z'/ôÇ

sur Ui. On peut alors, quitte à augmenter légèrement c (en conservant c < 1), prolonger
g^ et CT^—CT^Ui) en applications g et a respectivement, définies et de classe C°° sur R2,
de telle manière que :

— g soit un difféomorphisme global;
— en dehors d'une boule B contenant U^, on ait :

5=0
et

où 0 < H ^ c < 1.
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On suppose en outre que les deux axes IR x {0} et {0} x R sont invariants par g et que :

8Z . ST
—^c~1 et — < c
BÇ - 3Ç- -

sur le plan R2 entier.
Posons

i(Ç,0)=(^(9,0)

et

ao(0=5(Ç,0).

Si Yo(9=ï(^ °)» on doli avoir

yo-Yoo<?o=ao

soit, en composant par gQ 1 et en dérivant :

Yo-^o^Yo^o^-feo1)'^0^1.

Cette équation possède une unique solution donnée par :

00

70==- z fe^y^o0^
k=l

(cette série converge normalement, car (go^ ^ c^ et CTQ est à support compact donc
bornée). Nous choisirons pour jo sa primitive nulle en 0, qui satisfait bien l'équation
requise puisque celle-ci est satisfaite à l'origine [on a o(0) =0].

Posons maintenant :

y (^^=70 (9+^71^^)

o^o-^O+^i^).
et

L'équation (^) devient :

ïo (9 +^71 (^ V) - ïo (Z) - T ïi (Z, Z') = ao (9 + ̂  ai (Ç, Ç')

soit, comme Yo - ïo ° êo = ̂ o.

(**) Yi (^ ̂  - ̂ Yi (Z, Z') = o, (^, Ç') + ^o(Z)_ ïo(Zo) d; ̂ ^

où Zo=^o(0. Notons que les fonctions Z' et Yo(Z)—Yo(Zo) sont de classe C1 et nulles
si Ç'=0 donc Z'/Ç' et Yo(Z)—Yo(Zo)/Ç' sont définies et continues sur IR2. De plus,

Z —7 ——— Z.Q —— ——

H
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en dehors de B, donc le second membre (pi de (-^ntr) est borné puisque nul hors de B.
D'autre part,

^l^^WKc.y , 1 ^y, V-3? -3 / ——

Ç Jo ^

Soit C^(1R2, IR""1) l'espace des fonctions continues bornées sur 1R2 à valeurs dans R^1

et

o: c?(R2, tr-1)-^^2, r-1)

définie par :

^(cpK^O^cpCZ.Z').

L'application O est linéaire, continue et de norme

IHI^c

donc Id—0 est inversible. L'application :

Y^Yo+^Id-^)-1^!)

est nulle en (0, 0) et satisfait (^). •

Remarques. — 1. L'unicité apparente vient de ce que l'on a imposé à y^ d'être bornée.
Les restrictions de y aux courbes W^(î;i) et W^(i;i) sont, elles, uniques et de classe C°°.

2. Si v=(v^ v^) est un point quelconque de T,(î;i=(0, r^)eTxlR et v ^ e J " ' 1 ) , la
variété stable locale du point v relativement à 17 :

W}, (r, LT) = {x e U'/V ; ̂  0, f[ (x) e U' et lim à (f[ (x), f[ (v)) = 0}
l -»• + 00

est égale à :

{(^i, v,-y(x,))/x,eW^v,)nV,}.

En effet,

fÏ^l. V2-y^l))=(gqs^l\ V2-7^l)+^q^l))=(gqs^l\ ^+^(^)-Y°^(^l))

donc

fî1^ ^-Y(^l))-/f^(^)=(^(^)-^, -Y°^(^i))

tend vers 0 lorsque l tend vers l'infini. De même

W^, U')={(x,, ^+ï(^))/^eW^)nU/J.
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IV. 13. 7. Pour tout ?e^, la projection n^ ̂  est un difféomorphisme de Q1 sur Q^,
puisque c'est le cas lorsque ;=0 et que

^llQ^S'^llQO0/!^.

Par conséquent, Q^ est le graphe d'une application ^ de classe C°° de Q[ dans T1"1.
Les v|/1 satisfont la relation de récurrence :

Si l'on pose :

on vérifie aisément que :

D'autre part,

car w=(wi, v^eQ0.
Si î^eT""1, on note

^=^-1°^-^.

^==^+Y|Qi-^(yi),

^^-i0^^)0^

vpro(w0=w2+y(wi),

^2+^2= {^2+^2/^2^02}

le translaté de l'ouvert î^- Gardant ̂  fixe, on peut, en restreignant îî^, supposer que
l'ensemble :

02= H (Û2+Y(X,))
xeiïi

est un voisinage de .^YC^i)- Soit Q^ un voisinage de ^2+Y<Ji) tel que O^ c Q;.
Comme la translation de T"~1 :

X2^X2+a^(i;i)

est minimale, il existe un entier IQ tel que

W2+Y(Wl)+'0^l)eQ /2•

L'ensemble Qlo={xeQÎ/\|i^o(Xl)+/o^(Ul)eQ2 /} est un voisinage de w^ dans Q?.
Considérons une suite (7f)^, ^e^ tendant vers l'infini et telle que

lim ^(^)=^(^).
l -» 00

D'après le ^-lemme, si i est assez grand, on a :

^(Qi^nQi^,
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donc il existe un x.eQi tel que ^(x^eQi0, c'est-à-dire :

vh,(^+'0^1)^2.

Toujours si i est assez grand pour que :

Qï+a'-y^l)^^

on aura aussi :

v^ Oc,) + ;, a4 (u0 = ̂  (x,) + y (x,) e Q;

donc \|/̂ . (x,) e 0^ d'où l'011 déduit que :

(x,,^(x,))eQ^n0^0. •

IV. 14. Pour conclure, remarquons que le lemme 3 entraîne les inclusions :

W^(T,)cW^(T,,)

pour tous j ^ /. En particulier,

To^W^(To)ŒW^(TJ,

donc tout ouvert 0 rencontrant T() contient un point x tel que :

lim ^(x),TJ=0. •
l -»• + 00

V. Tores invariants instables

V. 1. On considère ici un plongement symplectique de classe C00 :

/: TxBg-^T'xir

où B§ est la boule ouverte de R", n ̂  2, de rayon ô > 0 centrée à l'origine ( les variétés

TP x B§ et T" x V sont munies de leur structure symplectique canonique

" \œ = ̂  d6i A dr^ j.
1=1 /

On suppose qu'il existe une fonction de classe C00 :

HO : Bg -» R

vérifiant :

dét^Ho^) ^0
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et telle que, si l'on pose :

ou

/o(9,r)=(e+T(r),r)

BHn 8ïîn__AO ^^O
T=(TI, . . ., T^)=

~ , » • • • ?  —

ôri or., .

alors /o et / coïncident ainsi que toutes leurs dérivées sur le tore T=T"x{0}. En
particulier, si a=r(0), alors :

/(9,0)=(9+oc,0).

V. 2. Cette situation apparaît lorsque/est une perturbation au sens C°° d'un difféomor-
phisme go complètement intégrable, i. e. possédant une famille (Tr)reB de tores lagrangiens
invariants sur chacun desquels go est conjugué à une rotation de vecteur T (r) (tout étant
de classe C00). Si le vecteur a=r(0) satisfait à une condition diophantienne :

3 P ^ O , y > 0 tels que V(fco, . • ., ^eZ^^O},
n

to+I: tl«l à r

- SN"
n+ft

\i=0 /

et si :

dét.rfr(0) ^0

alors le théorème de Kolmogorov-Arnol'd-Moser (cf. Bost [5] et réf. cit.) assure l'existence
d'un tore T invariant par/et sur lequel/est conjugué à une rotation de vecteur a. C'est
le lemme de formes normales de Birkhoff (cf. [4], p. 109-115 ou l'appendice 2) qui fournit
le difféomorphisme/o tangent à/à l'ordre infini sur T.

V. 3. Le théorème suivant est l'analogue du théorème 1 (cf. II. 3) dans cette situation.
Sa déduction du théorème 2 (cf. 11.4) se fait, pas à pas, de manière identique à celle du
théorème 1 (voir §111), aussi nous ne la referons pas.

Rappelons que le tore T est dit topologiquement stable sous l'action d'un difféomor-
phisme symplectique s'il possède un système fondamental de voisinages invariants par ce
difféomorphisme.

Il est clair que T est topologiquement stable sous l'action de /o.

THÉORÈME 3. — Sous les hypothèses de V. 1, il existe un plongement symplectique de
classe C°° :

g: TxBg-^xR",

tangent à f l'ordre infini sur T et arbitrairement proche de f en topologie C°°, sous l'action
duquel T n'est pas topologiquement stable.
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VI. Diffusion dans les systèmes hamiltoniens

Dans ce paragraphe, nous étudions la possibilité de diffusion d'Arnol'd dans les
systèmes hamiltoniens ayant au moins 3 degrés de liberté.

VI. 1. Soient n ^ 3, ô > 0 et Bg la boule de R" de rayon 5 centrée à l'origine. On
considère deux fonctions :

Ho : BÔ ~^
et

H: TTxBs

de classe C°° (on regardera aussi H() comme une fonction définie sur T" x B§ ne dépendant
pas de la variable 6eT"). On suppose que HQ vérifie :

fflo(0)=(ai, . . . ,0^(0, . . . ,0 ) ,

détf^wl^O
|_ar,ar, j

et que Hp et H coïncident, ainsi que toutes leurs dérivées, sur T" x {0}.
On munit en outre la variété T" x Bg de sa structure symplectique canonique :

n

œ= ^ dQi A dr^

De même que dans le paragraphe V, cette situation apparaîtra, grâce au théorème des
tores invariants de Kolmogorov-Arnol'd-Moser (cf. [5] et réf. cit.) et au principe des
formes normales exposé à l'appendice 2 (voir aussi [4], p. 109-115) lorsque H sera une
petite perturbation C°° d'une fonction ne dépendant que de la variable reBg et que
a=riHo(0) satisfera à une condition diophantienne homogène :

3 P ^ 0, y > 0 teisque V(fei, . . ., fe^)eZ"\{0}

- n + l - P

S^. ^ ï f s \k,\\
1=1 \i=l /| i= l 1 \ f = l /

VI. 1. THÉORÈME 4. — II existe une fonction de classe C°° :

Ri : T" x Bg -^ n

coïncidant avec H sur T" x {0} ainsi que toutes ses dérivées, et arbitrairement proche de H
en topologie C°° telle que, si

Xi=
'BHi ôHi

8r ae

désigne le champ hamiltonien associé à H^, alors 1" x {0} n^est pas topologiquement stable
sous l'action du flot de X^ restreint à Véquipotentielle Hi'^Ho^)).
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Démonstration. — Nous déduirons ce théorème du théorème 3 (cf. V. 3). Cette déduc-
tion n'est pas sans rappeler l'équivalence directe entre les théorèmes de tores invariants
pour difféomorphismes et champs de vecteurs de [7] et repose sur un principe de section
de Poincaré et de suspension.

Supposons, par exemple, que o^ ^ 0 et posons

Ho(0)=E.

L'équation :

Ho(r)=E

permet d'écrire implicitement r^ comme fonction de r' =(r^, . . ., rj :

y*i=(po(^ • • • » ^)

au voisinage de 0 e Bg [on a (pç (0) = 0].

D'autre part, le champ hamiltonien

x -(8ÎÎO o\xo~[~^'o)
associé à H() a une première composante :

ÔHn
•^oei~

8r,

qui est non nulle au voisinage de T" x {0}.
Pour chaque fonction H^ : T" x Bg -> R coïncidant avec H sur T" x {0}, ainsi que ses

dérivées, on peut donc, d'une part résoudre l'équation implicite en r^ au voisinage de
T" x{0} :

H,(9,r)=E o r^cp^e.r')

où ^^(r^, . . . , ? • „ ) [on a encore (pi(9, 0)=0]. D'autre part, nous pouvons considérer
l'application de premier retour f^ sur la section :

^{(e.yQer'xBs/e^OetH^e.r^E}

du flot du champ hamiltonien X^ associé à Hp Remarquons que, sur £1, les coordonnées :

(^^=(6^ . . . , 9 ^ ; r 2 , . . . , r J

sont symplectiques, c'est-à-dire :

n

^S^ E ̂ i A ^i'
i=2
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L'application f^ induit alors un plongement symplectique, noté encore f^ de T"~1 xBg/
dans T1"1 x HT"1, où B^ est la boule de IR""1 de rayon ô' centrée en 0 et où 0 < ô' < ô
sera supposé assez petit. Cette application est tangente à l'ordre infini sur T'"1 x {0}, à :

/o: (y.rO^e'+TO^rO

où

,M= -^M.iï^v^y •,..., (^V^r),
\\ ^2 / \ Sr^ ) \ ôr^ ) \ 8r^ ) )

la valeur de 8îîo/8ri étant prise au point r=(^>o(r/), r").

Le théorème 4 résulte alors du théorème 3 et du lemme suivant. On remarque en effet
que la stabilité topologique de T"x{0} sous l'action du flot du champ X^, équivaut à
celle de T"~1 x {0} sous l'action de /i. La proximité de H^ et de H s'obtient en remarquant
— ce qui est élémentaire dans ce cadre — que, si la fonction H^ fournit l'instabilité
topologique, on peut la remplacer par une fonction H 3 coïncidant avec H^ au voisinage
de T" x {0} et avec H en dehors d'un petit voisinage de T" x {0} de telle sorte que H et
H^ soient proches au sens C°° (cette proximité résulte du contact infini entre H^ et H
sur T" x {0}). On peut aussi noter que, par construction, si /i est proche de l'application
/induite par H, alors H^ sera proche de H.

VI. 1.2 LEMME. — Pour tout plongement symplectique :

/i: •P^xB^T^xlïr-1

coïncidant avec /o, ainsi que ses dérivées, sur T""1 x {0}, il existe une application :

Ri : T" x B§ -> R

coïncidant avec Ho, ainsi que ses dérivées, sur T" x {0}, pour laquelle f^ est l'application de
premier retour du flot du champ hamiltonien X^ associé à H^ sur la section 5^ définie plus
haut.

Démonstration. — Nous allons tout d'abord construire une isotopie symplectique
(gt\e[o ,1] ̂  classe C00, de Idyn-i^, à l'application g=/i°/o~1 ^^ q^ P0111' tout ^
l'application ̂  coïncide avec l'identité sur T""1 x {0} ainsi que toutes ses dérivées.

Pour ce faire, considérons la fonction génératrice de g (cf. appendice 1) :

S -irn— 1 „ •Q/ _, |U X Dy —>• 1

définie par S (6, 0)=0et :

0-e,+^(6,R)
^.^(©'.R') ^ < (7Kl , i=2, . . . , n .

R , -^(9,R)
1 l 39,
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Une telle fonction existe au voisinage de T*~1 x {0}, car là, g est proche au sens C1 de
l'identité et laisse invariant le tore T""1 x {0} (voir l'appendice 1). De plus, comme g est
tangent à l'ordre infini à l'identité sur T""1 x{0}, l'application S est plate sur ce tore.
On définit alors, pour chaque îe[0, l], le symplectomorphisme g, par sa fonction généra-
trice T| (0 S, où la fonction T| : [0, 1] -> [0, 1] est de classe C°° et coïncide avec 0 au
voisinage de 0 et 1 au voisinage de 1 [de sorte que ^=Id pour t petit et g^g pour t
proche de 1]. Ce détail sera utile par la suite.

On pose alors, pour te[0, l],

/(^^(y+rT^),^)

et

f[=gz°f^

Le champ ^ défini sur T""1 x Wy par :

w;4/;
est localement hamiltonien, puisque son flot f[ préserve la structure symplectique. Il est
en fait globalement hamiltonien, car il coïncide sur "^"^{O} avec le champ ^ de
hamiltonien -(po. De plus, ^=i;o pour t voisin de 0 et de 1. Pour chaque te[0, l], soit
\ le hamiltonien de ^, normalisé par :

W0)=-(po(0)=0

On a alors h^= —q>o pour t proche de 0 et de 1. On peut donc considérer la fonction
de classe C00 :

h: rxWy-^R

(^r^^h^r-)

où 9/=(92, . . ., 9^), ainsi que la fonction :

Ri : TP x Bg, -^ IR

(e.r^ri+^e.r')

où r'=(r^ . . ., rj. Cette application coïncide avec

Ho:B^R

^yi-^oO"')

ainsi qur toutes ses dérivées, sur T x {0} et l'application de premier retour du flot du
champ X i de hamiltonien H^ sur la section S^ = Zç = {(9, r) e TT x B^/Oi = 0 et r^ = (po (r')}
est, par construction, l'application/i.
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L'application H^ cherchée est définie par :

Hi(9, r)=Ho(Hi(9, r)+(po(r'), r^ . . ., ^).

On remarque en effet que, outre d'être tangente à l'ordre infini à H() sur T" x {0},
cette application vérifie :

Hi(9,r)=E ^> Hi(9,r)=0.

Par conséquent, le champ X^ de hamiltonien H^ est, en tout point de l'équipotentielle
Hl' l(E)=Hl' l(0), parallèle au champ X^ (puisque sa direction est donnée par l'ortho-
gonal symplectique de l'hyperplan tangent à l'équipotentielle). Cette propriété implique
que /i est aussi l'application de premier retour du flot de X^ sur Z^. •

VI. 2. Nous nous intéressons ici, au cas des points singuliers elliptiques des champs de
vecteurs hamiltoniens. On considère n ^ 3 et IR2 " muni de sa structure symplectique
usuelle :

n

œ= ^ dx, A dy,.

Soient Hç et H deux fonctions de classe C°° de IR2" dans R, ayant 0 comme point
critique commun et coïncidant ainsi que toutes leurs dérivées en ce point. On pose

ri^nÇxf+yf), i'=l, . . ., n

et on suppose que Ho est une fonction des y\. seulement, de la forme :

n

Ho(x,^)=Ho(r)= ^ a,r,+SV,r,+0(||r||3)
i= l i,J

OÙ

À^==X,,, 1 ̂  1,7 ^ n

et où les a, sont indépendants sur Q :

n

(fei, . . . , /€ „ ) eZ"\{0} ^ Efe.a.^0.
1 = 1

On fait de plus, l'hypothèse de non dégénérescence isoénergétique suivante : la restric-
tion de la forme quadratique r-^SÀ^.r^. à l'hyperplan d'équation Sa^=0 est non
dégénérée.

Grâce aux formes normales de l'appendice 2, cette situation se produit lorsque l'on
dispose d'un point singulier totalement elliptique d'un champ de vecteurs hamiltonien
générique.

Si tous les a, sont de même signe, disons positif, alors la forme quadratique d2 H (0)
(à ne pas confondre avec la forme quadratique d2 Ho/rfr2 liée à la partie quartique de Ho)
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est définie positive, donc 0 est un minimum non dégénéré de H. Les ensembles

¥^={76^^(0) = H(z) ^ H(0)+s et ||z|[ ^ 8}

forment alors, lorsque 5 > 0 est fixé suffisamment petit et 8 tend vers 0, une base de
voisinages de l'origine invariants par le flot du champ X de hamiltonien H. L'origine est
donc un point singulier topologiquement stable de X. On montre (cf. [15], p. 250-254)
que, lorsque n=2 et que 0^2 < 0, alors grâce au théorème de Kolmogorov-Arnord-
Moser, si les À .̂ vérifient la condition de non dégénérescence décrite plus haut (elle s'écrit
ici:

^iiaj^À^aïO^+^a2 ̂ 0)

alors l'origine est un point fixe topologiquement stable de X. Notons que, pour ce
résultat, la condition :

^11^22~"^12 ^ ^

ne suffit pas; il faut sans doute l'assortir de conditions du type « steepness » de Nekho-
roshev(c/: [11]).

Lorsque n ̂  3 et que les a, ne sont pas tous de même signe, on a le résultat suivant :

THÉORÈME 5. — II existe une fonction H^ coïncidant à l'origine avec Ho, ainsi que toutes
ses dérivées, telle que l'origine est un point singulier non topologiquement stable du champ
X^ de hamiltonien H^. On peut choisir H^ arbitrairement proche de H en topologie C00.

Démonstration. — L'application

0: T^xR^^R 2 "

(9,r)»-^( /rlcos27l9l, p-sm2nQ,,..., pcosînQ^ psinInQ,}
\V n V 7 1 V 7 1 V 7 1 /

se restreint en un difféomorphisme symplectique de T" x R*" sur un ouvert dense de R2 w,
complémentaire de la réunion des n sous-espaces de codimension 2, d'équations :

^•=^•=0, i=l, . . ., n

(ici, R+ désigne l'ensemble des réels positifs ou nuls et R*. celui des réels strictement
positifs). Le théorème de prolongement de Whitney permet d'étendre les fonctions
fio=Ho°<I> et f l=H°0 à T"x R" en des fonctions de classe C°°, notées encore fio et fl.
On supposera, ce qui est possible, que Ho ne dépend que de la variable r.

L'équation implicite en r^ :

Ho(r)=Ho(0)

peut alors se résoudre au voisinage de 0 :

y-i^oO^ ^=(^ .. . ,^).
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L'hypothèse faite sur les signes des a, montre que Rouvert de M"'1 :

{r'eRy^ApoO^O}

contient l'intersection B^HC d'une boule ouverte de R"~1 de rayon Ô' > 0, centrée à
l'origine avec un cône ouvert non vide C.

Notons :

/o: T^xB^T^xB^

ou
(^^(e'+TO-ar')

3(po <9(p(/
T^)= -

ôr^ ? ? or..

L'application /o n'est autre que la section de Poincaré du champ hamiltonien Xo associé
à Ho sur T""1 x R"~1 décrite en VI. 1.

Il est exposé en détail au paragraphe III comment l'on peut perturber fo en /i de telle
manière que T""1 x {0} ne soit plus toplogiquement stable sous l'action de/i, mais que
fo et/i coïncident en dehors de T"~1 x C, où C est un cône ouvert dont l'adhérence est
contenue dans C.

La construction du paragraphe VI. 1 fournit alors, à partir de /i, une application H^
coïncidant avec Ho en dehors de T" x R x C, telle que T" x {0} est un tore invariant non
topologiquement stable du champ hamiltonien X^ associé à H^.

On peut alors modifier fl^ en fi^ de sorte que H^ coïncide avec fio en dehors de
T" x IR*" et avec H^ sur un voisinage de l'équipotentielle tronquée :

{(9, r)eT"xRr/Hi(e, r)=Hi(0)}.

On pose, par exemple (en suivant les notations de VI. 1) :

vKe^^e.^-cpo^)

H,(9, ̂ ^^-(po^+Tif'1^^ r')

où la fonction T] est de classe C°°, vaut 1 au voisinage de 0 et a son support contenu
dans [—s, g], le réel £ vérifiant :

Vr'eC, (poO^^IHI.

On a ainsi H^ = Ho en dehors de T" x Ry et on peut poser :

H, (9, r)=Ho(H2(9, rt+cpoM, ̂  . . ., ^).

L'application H^ coïncidant avec Ho sur les sous-espaces d'équation :

^=^=0, f= l , . . ., n

et avec H^ o<[)-1 sur l'ouvert restant convient. •
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APPENDICE 1

Fonctions génératrices

Les résultats qui suivent n'ont rien de nouveau (voir [2]) mais nous n'avons pas trouvé
de références les exposant de manière appropriée à cet article.

Soient n ̂  1, o > 0 et B§ la boule de R" de rayon 5, centrée en 0.

On considère un plongement symplectique homotope à l'identité :

/: T"xBg-^T"xR".

La forme symplectique standard :

œ=Ed9^ A dr^

sur T" x R" est exacte :

0= —rfa

où
n

a= E r,d6,
1 = 1

Comme/préserve œ, la forme/"'a—a est fermée :

d(/*a-a)=-/*o)+œ=0.

DÉFINITION. — On dit que/est globalement canonique si la forme/* a— a est exacte :

/*a-a=d/î.

Une application globalement canonique est donc symplectique (canonique, suivant
l'ancienne terminologie).

Si À-e IR"\{0}, l'application :

(9,r)-^(9,r+?i)

est symplectique mais pas globalement canonique.

PROPOSITION A 1 . 1 . — S i f est symplectique et laisse invariant un tore lagrangien T
homotope à T" x {0}, alors elle est globalement canonique.

Rappel. — Un tore lagrangien est l'image d'un plongement :

j: T-^T'xlR"
tel que :

7*œ=0.

Remarque. — La proposition est fausse si on ne suppose pas T lagrangien.
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Démonstration de la proposition Al. 1. — La formera est fermée sur T" et, comme j
induit un isomorphisme sur l'homologie (puisque T est homotope à T" x {0}), l'application
g==j~lof\^oj opère trivialement sur l'homologie de T". On en déduit que, pour tout
lacet y tracé sur T",

f^*7*oc=[ 7*oc=f7*oc
Jy Jg(y) Jy

1 ^-J•/J(Y) ^J

donc

/*a= a.
JJ(Y) J j ( y )

La forme /*a—a, ayant des intégrales nulles sur une famille de lacets engendrant le
groupe fondamental de T", est exacte. •

Lorsque/est globalement canonique et proche en topologie C1 de l'identité, on définit
sa fonction génératrice comme suit. On pose :

/(9, r)=(©, R).

Soit
i : T" x Bg -» T" x R"

(9,r)^(9,R).

C'est un difféomorphisme de classe C? si / est de classe <?, et proche de l'identité en
topologie C1. La fonction

©-9: T'xBg-^IT

est, par hypothèse, de degré 0; elle peut donc se relever en une fonction :

T : T" x B§ -> R".

Nous normaliserons le choix de T par la condition :

VxeT'xB^, ||T(x)||<j

(un tel choix est possible si/est suffisamment proche de l'identité).
La fonction génératrice de/(définie à une constante près) est :

n

S(9, R)^^!-^, R)+ ^ R.i.oi-^, R)

ou
/*a-a=^.

L'avantage de considérer S plutôt que S ° i est que, lorsque / est de classe C*, alors
S°i est aussi de classe C ,̂ alors que S est de classe C^4'1.
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On retrouve, inversement, /à partir de S par les formules implicites :

®-e,+-^ (modl)
(Al.l) 8Ri f = l , . . . , n

R =r-8s-1 l ÔQ,

qui rendent/de classe C? si S est de classe C^1.

Remarque. - Si /(Tx {0})=T"x {0}, alors S est constante sur F'x^}, et inverse-
ment.

En outre, les applications de la forme suivante (dites complètement intégrables) :

/(9,r)=(9+T(r),r)

où, pour que / soit symplectique, la forme ^ T^ dr^ est exacte, sont caractérisées par le
fait que leur fonction génératrice S ne dépend que de r. On a alors :

8Sl'-^
Soit Bg l'adhérence de Bg et ôBg son bord. Le groupe Diff^T" x 85, ôBg) des difféomor-

phismes symplectiques de T" x Bg valant l'identité sur 3Bg est donc une variété banachique
modelée sur l'espace C^1 (T" x 85, ôBg) des fonctions de classe C^1 sur T" x Bg s'annu-
lant au bord, ainsi que leur première dérivée, à condition que n ̂  2 (pour que ôBg soit
connexe).

Lorsque n== l , TxB§ est un anneau fermé et on doit alors considérer l'espace des
fonctions de classe C^1 sur TxBg, nulles sur le bord inférieur, constante sur le bord
supérieur et dont la dérivée est nulle sur les deux bords.

L'application :

y : Diff^ (T1 x 85, 8B,) -> C^1 (T" x Bg, ÔB,)

fï->S

définie au voisinage de l'identité, n'est que continue, de même que sa réciproque y~1.
Elles deviennent différentiables à condition de baisser la classe de différentiabilité dans
l'espace d'arrivée. Précisément, si ; ̂  k— 1, alors :

y: Diff^T" x Bg, aBg) -^ CÎ-^T" x Bs, 8B,)

est de classe C^1 au voisinage de l'identité (l'analogue est valable pour y~1).

Si l'on considère des applications de classe C00, alors y est un bon difféomorphisme
de classe C°° au voisinage de l'identité (voir [5] pour la définition des bons espaces de
Fréchet et des bonnes applications, en anglais: tame).
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La même théorie peut être faite pour les applications symplectiques de R2 n dans lui-
même, définies au voisinage de 0. Dans ce cas, comme R2" est simplement connexe, il
n'y a pas de différence entre les applications symplectiques et globalement canoniques.

PROPOSITION A 1.2. — On considère une variété symplectique (M, œ) de dimension In,
un difféomorphisme symplectique f de M et un tore lagrangien T invariant par f, le tout de
classe C°°. Soit fo un germe d'application symplectique de classe C°° au voisinage de T,
coïncidant, ainsi que toutes ses dérivées, avec f sur T.

Il existe un difféomorphisme symplectique /i de classe C°° de M, coïncidant avec fo au
voisinage de T et avec f en dehors d'un voisinage de T que l'on peut choisir arbitrairement
petit. De plus, on peut demander quefetf^ soient proches en topologie C°°.

Ce résultat reste valable si l'on remplace T par un point de M fixé par f.

Rappelons le résultat de Weinstein [9], p. 109 (et de Darboux [9], p. 109 dans le cas
où T est un point de M) :

Si j: T" -> M est un plongement de classe C°° vérifiant y*œ=0, il existe un 5 > 0 et un
plongement symplectique :

j: IPxBg-^M

vérifiant :

7(9,0) =7(0).

L'image de J est alors un voisinage de T=/(T').

Démonstration de la proposition Al. 2. — Nous la ferons pour un tore invariant, le cas
du point fixe étant similaire.

Grâce au théorème de Weinstein, on peut supposer que M=T"xB8. Comme
8=fo °f ~1 coïncide avec l'identité, ainsi que toutes ses dérivées, sur T" x {0}, l'application
g est globalement canonique (elle fixe T" x {0}) et on peut trouver un ô' > 0 tel que g , gg,
soit suffisamment proche de l'identité pour posséder une fonction génératrice S, que l'on
normalise par :

û | T" x {0} = ̂ -

En fait, S est plate sur T" x {0}. Il n'est alors pas difficile de trouver une fonction Si
petite en topologie C°°, coïncidant avec S sur T" x B^ et nulle en dehors de T" x 85', où
0 < §1 < ô'i < ô', le réel ôi pouvant être choisi arbitrairement petit.

Si g^ est le difféomorphisme de fonction génératrice Si alors g^ coïncide avec l'identité
en dehors de T" x B^ et avec g au voisinage de T" x {0}.

On peut le prolonger par l'identité sur T" x (B^Bg.) et on pose :

fi-gi°f. •

Remarque. — La stabilité topologique est une notion locale : si fo et /i coïncident au
voisinage d'un compact invariant T, la stabilité de T pour/o équivaut à celle pour/i.
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APPENDICE 2

Formes normales

Les résultats présentés ici étaient connus des astronomes du XIXe siècle sous le nom de
« séries de perturbations ». Ils expriment que, sous des conditions de non-résonance, un
système hamiltonien ou un difféomorphisme symplectique (de classe C°°) est, au voisinage
d'un point fixe elliptique ou de certains tores lagrangiens invariants, formellement conju-
gué à un système complètement intégrable (cf. Birkhoff [4], p. 109-115). Le travail de
Poincaré [13] montre qu'en général, les séries formelles obtenues ont un rayon de
convergence nul; cependant, le théorème de réalisation C°° des séries formelles de Borel
montre qu'un système non résonnant est C°°-tangent à un système intégrable (cf. A2.1.4).

A2.1. Nous exposerons d'abord le cas des tores invariants d'un système hamiltonien,
fournis par le théorème de Kolmogorov-Arnol'd-Moser.

Nous nous trouvons donc sur la variété T"xR" munie de sa forme symplectique
standard :

œ= E ri9/ A dr?
j = i

en présence d'une application de classe C°° :

H: T"x[R"-^[R

ayant, au voisinage de T" x {0}, le développement limité :

n

H(9,r)=Sa,r,+^(| |r[[2)
j= i

où le vecteur a=(ai, . . ., aj satisfait à une condition diophantienne homogène :

3 p ^ 0 telque min | (k, a> | \\k H"-^? > 0
n 2" \ {0}

où l'on a noté : < fe, a > = ^ kj â ..
j= i

A2.1.1 THÉORÈME. — Pour tout w e N , il existe un difféomorphisme symplectique ̂
de J " x R" vérifiant :

0, (9,0) =(9,0)

et

HoO^e.^H^+^llrll^1)

où H^ est un polynôme degré au plus m en r. Cette réduction a un sens formel en ce que :

H^i^H.OQ+^llrll^1)
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et, si 0^(6, r)=(9^ rj, ators :

f 9^1=^+^(11^)

l^i^+^IHI^1)-

La démonstration procède par récurrence sur m et repose sur un lemme de résolution
d'une équation aux dérivées partielles.

LEMME. — Soit aeC^CI") une fonction vérifiant :

\ â(9)rf9=0.
JT"

II existe une fonction fceC°°(T"), unique à une constante près, telle que :

n 8b
Z

uu

a.— =a.
,=i '39,

Démonstration du lemme. — On écrit :

a(9)= ^ â^e21^^^.
k e 2" \ {0}

Comme a est de classe C°°, on a :

lim 11^10(70)1=0
| | f c | | -00

pour tout pe N. Du fait que a est diophantien, on a aussi :

lim 11̂  -a(k)- =0.
I l k i l -oo | < ^ a > |

La fonction b est alors donnée par :

fc(9)=î(0)+-^ ^ ^(^^i^fc.e)
2171 k6Z" \ {0 } <^ a>

l'unique choix résidant dans la constante ?(0). •

A2.1. 3. Démonstration du théorème. — L'hypothèse de récurrence à l'ordre m — l = l
voit la fonction H sous la forme :

H(6,r)=H,_,(r)+ ^ a^r^e^r^^)
\p\=m

OU

H.-i(r)=l>,r,+^(||r||2).
j=i
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n

On a noté ici p=(p^ . . . , / ?„ ) e^l" un n-entier, \p\= ̂  p^ et r^rçi. . .^", et les
.7=1

fonctions ûp: ir'-^lR sont de classe C00. On cherche un difféomorphisme symplectique
de T" x R" :

4f: (9 ,r)^(©,R)

dont la fonction génératrice S est de la forme :

S(9,R)= ^ b,(Q)R^.
\P\=m

On a:

( R.=r.-S=r.+^(IIRIIm)=r.+^(llrllm)
( A 2 . 1 . 3 . 1 ) { ^ , ^=l, . . . ,n

^=9.+^=9,+^(||^||w-l)
^^j

donc :
n

Hov|/(e, r)= ̂  a,(R,-r,)+H(9, r)+^(||r||w+l)
j= i

=H,-i(r)+ ^ ^(^-ia^^^+^dirll^1).
|p |=m\ 7=1 ^./

Le lemme permet de conclure.

Remarque. — On peut montrer l'unicité des polynômes H^, sans toutefois obtenir celle
des <D^.

A2.1.4. Ce théorème montre qu'il existe des séries formelles :

Soo- S M9)^
IP | = 2

et

H,= E a,^
l p | ^ i

telles que, si <D^ est le difféomorphisme formel au voisinage de T" x {0}, de fonction
génératrice S^, alors :

HoQ =H±t •-00 "OO"

D'après le théorème de Borel, il existe des fonctions de classe C°° :

S^: T"xr-^R

et

H^ : R"-^R
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ayant les développements de Taylor respectifs S^ et H^. On peut supposer 8S^/8Q petite
en topologie C1, de sorte que l'application :

i-1: (e,R)^(6,r)

ou

^=^+1^ 7 = l , . . . , n ,

est un difféomorphisme global de T" x IR", ce qui permet de définir le difféomorphisme
globalement canonique <D^ de T" x R" ayant pour fonction génératrice S^. Les fonctions
H o 0^ et H^ coïncident alors à l'ordre infini sur T" x {0}.

A2.2. Nous considérons ici un point singulier elliptique d'un champ de vecteurs
hamiltonien.

Soit IR2 " muni de sa forme symplectique standard :

0= ^ dXj A dy^
j= i •

et
H: l2 n

une application de classe C00 dont l'origine est un point critique non dégénéré.
On note :

8H <9H Sîî 8îî\
X= 5 • • • î

\8y^ 8x^ 8y^ 8xJ

le champ de vecteurs hamiltonien associé à H.

A2.2.1. La partie linéaire. On suppose que les valeurs propres de DX(0) (qui sont
nécessairement deux à deux opposées) sont imaginaires pures et distinctes, en particulier
non nulles. On les appelle ± fo^, . . ., ± ia^.

Dans ce cas, il existe un opérateur linéaire symplectique L de R2 " tel que :

HoL(x,,^, ...,x^)=1 Ea,(xj+y?)+^(||(x,^)||3).
2 j= i

Cette formule impose le choix du signe des Oy. Comme L est symplectique, si Y est le
champ hamiltonien associé à H o L, on a :

Y=L*X
et

DY^L-^DX^oL:^,,^, ...,x^)^(oc^, -a.x^, ...,o^, -oc^).

Remarque. — Si DX (0) avait des valeurs propres réelles ± a,, il faudrait modifier le
terme correspondant de la partie quadratique de H o L en :

., /»2 ,,2\^jW-y]^
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le signe de Oy étant alors libre.

A2.2.2. La partie non linéaire. - On suppose H de la forme :

1 "
H (xi, ̂ , . . ., x, ̂ ) = , E ̂  (^2 +V?) + ̂  (|| (x,y) ||3)

2 ^==1

et on introduit la transformation en coordonnées polaires symplectiques :

P: T^xR^^lR2»

(9i. • • •, 9n, y-i, . . ., ̂ )^(xi, y^ . . ., x^, ̂ )

définie par :

Xj= /-/sin27^9^
y 71

Yj= pcosinôj
7=1, • . ., n

de sorte que :

œ= ^ ̂ . A drj= ̂  ̂  A .̂.
J= l J = l

On a alors :

HoP(9, r )= 1 ^a,r,+ ^ ^^(9)+^([|r||2)
2 7 1J=l 2 | p | = 3

où /?=(/?i, . . . , ;?„) et ̂ .e 1/2 ^1. De plus, les âp sont des polynômes trigonométriques de
degré au plus 2 \p \ = 3, ayant la propriété suivante :

(*) Pour chaque j et chaque terme de dy la somme des exposants de cos27t9^. et
sin27i9^ dans ce terme n'excède pas p:

En effet, r^(9) est un polynôme homogène en (x^, y^ . . . . x^, ^) de degré 2 \p[

Dès que les â . ne vérifient aucune relation du type suivant (dites de résonance) :

n

Z ̂ ,=0
J=l

OU

fe=(fei, ...,^)eZ"\{0} et | fe|=^ |fe,|=2|/4
j= i

on peut trouver, pour chaque p, un polynôme trigonométrique bp de degré au plus î\p\
ayant la propriété (*) et vérifiant :

E^^(9)
,=i 'ae
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(voir pour cela la démonstration du lemme A2.1.2). Notons que l'on a ici :

f a,(Q)dQ=0
JT"

car, comme 2 \p \ est impair, un des pj au moins n'est pas entier et :

aA,...,9,+j, ...,9^=-a,(9).

A2.2.2.1. Remarque. — Dans le cas où 2 |̂  | est pair et si p a toutes ses coordonnées
entières, on doit modifier l'équation précédente en la suivante :

S^^p-t^]
J=l ^j

où [dp] est la moyenne de dp sur TT, pour pouvoir la résoudre.
Plutôt que de donner le difféomorphisme \|/ cherché par sa fonction génératrice, nous

l'exprimerons comme temps 1 d'un champ hamiltonien associé à la fonction :

S(9,r)= ^ ^(9)^.
2 | p | = 3

Ceci ne modifie l'expression des nouvelles variables (©, R)=\|/(9, r) par rapport à la

formule (A2.1.3.1), que par un terme d'ordre \p \ +-=2 :

e^+^+^IHl2)
^ , J=l, . . . ,n

R.-r-ll+^W

[en effet, S varie d'une quantité ^(|| r||2) pendant le temps l], de sorte que l'on a :

H"P°v|/(9,r)=1 Eo^+^IHI2)-
271j=i

Notons que T=S°P~ 1 est un polynôme en (x^, y^ . . ., x^, y^ homogène de degré
2 \p\=3 et que ^P^vl/oP"1 n'est autre que le temps 1 du champ hamiltonien associé
à T, car P est symplectique. Par conséquent, on a :

H°(p(xi,^, ...,^,^)=1 S a.^+^+^dKx,^)!!4).
2 j=i

Ce procédé, assorti de la remarque A2.2.2.1 permet de réduire progressivement H
sous la forme :

Ho(p.(x,,^, . . ., x.^^H.M+^dKx.^ll2-^)
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où me 1/2 N et H^ est un polynôme en les r^n(x]+y]) de degré majoré par m, ceci à
condition que les Oy ne satisfassent aucune résonance :

Z fc.oc-0
7=1

OU

0< |k | ^2m.

Remarque. — Les difféomorphismes symplectiques (p^ ne sont pas uniques (même à
un terme négligeable près) mais les polynômes H^ le sont.

Le procédé de réduction décrit ici donne, pour tout me 1/2 M:

(p^CPn.+^ll^)!!2^1)
2

et pour tout meN:

îîm+l-==îîm
2

H^^H^+^llrll^1).
2

Ce qui permet d'obtenir une réduction formelle de H (en général non convergente :
voir Poincaré [13]).

Le principe de réalisation C00 de cette réduction à une fonction plate près, exposé en
A2.1.4, s'applique ici aussi.

A2.3. Dans le cas des difféomorphismes symplectiques, on utilise le principe de
suspension énoncé par le lemme IV. 1.2 (voir aussi [7]) et réduisons en forme normale le
système hamiltonien obtenu.

A2.3.1. Considérons un tore invariant fourni par le théorème de Kolmogorov-
Arnord-Moser. Nous disposons donc d'un germe de difféomorphisme / de classe C°° de
(T» x (T, T" x {0}) vérifiant :

/(9,0)=(9+oc,0)

où a =(04, . . ., a,,) satisfait à une condition diophantienne forte :

n

3 P = 0 telque min ko+ Z k^ \\k H"-^ > 0.
Z^^O} J= l

THÉORÈME. — II existe un germe de difféomorphisme symplectique (p de classe C00 de
TT x R" fixant TP x {0} et un germe de fonction T e C°° (R\ 0) vérifiant :

n

TO-)=Za,r,+(P(|H|2)
7=1

tels que les germes : <p~1 °f° (p

/o: (9,r)^(e+ï(r),r)
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OÙ

3T . .
^•=—, J=l, . . ., n,

^j

coïncident sur T" x {0} ainsi que toutes leurs dérivées.

Démonstration. — En suivant la démonstration du lemme IV. 1.2, on montre l'existence
d'une application H e C°° (T"+1 x 1R"+1), vérifiant :

n

H(9,r)=ro+Eoc,r,+^(|H|2),
j=i

telle que / soit l'application de premier retour du champ hamiltonien X associé à H sur
la section

5:={(9, ̂ eJ^1 x IT-^/ôo^ et H(9, r)=0}

de l'équipotentielle H'^O), repérée à l'aide des coordonnées symplectiques (61, . . ., 9^
FI, . . ., rj au voisinage de {0} x T1 x {0} c= T x T x R"4"1.

D'après les résultats du paragraphe A2.1, il existe un difféomorphisme symplectique
0) de TT'^xlR^1, fixant ir^x^}, et une fonction HoeC00^^1) qui coïncide avec
Ri = H ° <D à l'ordre infini sur T"4-1 x {0}.

Les germes de sous-variété de dimension 2n au voisinage de {0} x T" x {0}.

So={(9, yQeT^1 x ̂ ^(^O et Ho(r)=0}
et

S^={(9, ^eT^xIT-^/eo^OetH^e, r)=0}

ont un contact infini le long de {0} x T" x {0} et les applications de premier retour
respectives fo et f^ des champs XQ et X^ associés à Ho et H i sur So et 2^ coïncident
ainsi que toutes leurs dérivées sur {0} x T" x {0}.

On remarque, par ailleurs, que / et /i sont symplectiquement conjugués (car / et
0°/i °0~1 sont deux sections de Poincaré d'un même champ hamiltonien) et que/o a la
forme requise, l'application T étant définie de façon implicite par :

Ho(-T(ri, . . . ,^) , r i , . . . , r^ )=0. •

Remarque. — II existe une démonstration plus directe, par récurrence sur l'ordre de la
forme normale, où, pour calculer la fonction génératrice du difféomorphisme cherché on
est amené à résoudre une équation aux différences finies :

ft(9+a)-fc(9)=a(9)-[a]

où âeC^Cir') est donnée, [a] est sa moyenne et beC°°(T") est une fonction inconnue.
On retrouve la nécessité d'une condition diophantienne forte.

A2.3.2. Soit/un germe de difféomorphisme symplectique de (R2", 0) dont l'origine
est un point fixe elliptique. On notera ^ + 2 î t l a l , . . ., e'^2"101" les valeurs propres de
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D/(0), supposées distinctes (donc non réelles). On peut alors, quitte à faire un changement
linéaire symplectique de coordonnées, supposer que :

D/(0). (jq, y^ . . ., x^, ^)=(;x:icos27iai+^sin2îiai, -x^smin^^-y^cosînçx.^ . . . ) .

Il est alors possible, comme dans le lemme IV. 1.2, de trouver un germe de fonction
H e C00 (T1 x R x R2 n, T1 x {0}) vérifiant :

H (60, ro, x, ^)=ro+7c E o^+^+^dK^ Y)\\3)
j= i

tel que/soit l'application de premier retour du champ X associé à H sur la section :

S={(QO. ̂  ̂  y)^1 x R x R2 760=0 et H (9o, y-o, x, y)==0}

repérée à l'aide des coordonnées symplectiques (x^, y^ . . ., x^ y^. Après un passage en
coordonnées polaires symplectiques, on obtient une application : H: T"'1'1 x R x R^ -^ R
vérifiant :

H(9,r)=ro+i:a,r,+^(||(r,,...,^)||3/2).
j=i

De plus les applications dy p e l / 2 N", intervenant dans le développement de H sont
de classe C°° et possèdent la propriété suivante :

Pour 60 eT1 fixé, l'application (9i, . . ., O,,) 1-̂ (60, . . ., e^) est un (ick) polynôme
trigonométrique de degré au plus 2 \p \ ayant la propriété (^) de A2.2.2.

On vérifie aisément que l'on peut résoudre l'équation aux dérivées partielles :

Ea,^=a,-[a,]
j=o dVj

où [dp] est la moyenne de dp et ao=l, dès que a=(ai, . . ., aj ne satisfait aucune
résonance du type :

feo+ E k,a,=0
j=i
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où ko e Z et fc = {k^ . . ., k^ e Z"\{0} vérifie | fc [ ^ 2 |/? | (il n'y a pas de petits dénomina-
teurs car seul un nombre fini de valeurs de ko est à envisager, pour \p\ fixé).

On en déduit le théorème suivant :

THÉORÈME. — II existe un germe de difféomorphisme symplectique (p de classe C°° de
(R2", 0) et un germe de fonction TeC^R", 0) vérifiant :

TM=Z^+^(IM12)
J = l

tels que les applications (p"10/0^ et fo, temps 1 du champ hamiltonien X sur R2"
associé à :

T: (x,,y,, . . ., x^y^^T(n(xî+yî\ . . ., n(x^y^)

ont même série de Taylor à V origine.
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