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Filippovの 枠 組 み に お け るOn-Off制 御 系 の 安 定 化
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Stabilization of a Class of On-Off Feedback Control Systems in Filippov Framework 
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This paper studies the feedback control of a class of second order linear systems which include the double 

integrator and are actuated by on-off input. This class of systems includes many important applications such as 

the orientation control of satellites which are actuated by thrustors. A class of feedback control laws are proposed 

which guarantee the global stability. The basic approach in stability analysis is to use continuous and piecewise 

smooth Lyapunov functions and Filippov theory. 
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1. は じ め に

On-Off制 御 は ア クチ ュ エ ー タ の 機 構 の 簡 素 さ や そ の エ ネ ル

ギ ー 効 率 の 良 さか ら現 在 広 く利 用 さ れ て い る.宇 宙 機 の 制 御

もそ の 一 つ で,そ の 重 量 や 容 積,コ ス トの 制 約 か らガ ス ジ ェ ッ

トス ラ ス タ に よ るOn-Off制 御 手 法 が 用 い られ て い る.従 来

で はOn-Off制 御 系 に対 して 近 似 的 な 方 法 に 基 づ く制 御 系 の

設 計 ・解 析 が な され て き た.た と え ば,リ レー や ヒ ス テ リ シ

ス の よ う な 非 線 形 要 素 を含 む シ ス テ ム で は,記 述 関 数 法 な ど

を用 い て,非 線 形 要 素 の 入 出 力 関 係 を近 似 的 に表 わ す こ と で

解 析 ・設 計 が 行 な わ れ て き た.ま た,パ ル ス 幅 変 調(pulse-

width-modulation;PWM)を 用 い た 手 法 で は,1サ ン プ ル

周 期 に お け る 平 均 値 を 制 御 入 力 を み な し,制 御 対 象 を連 続 値

入 力 シ ス テ ム と して 扱 う こ と で,制 御 系 設 計 が 行 な わ れ て い

る.こ の よ う な 近 似 的 な 手 法 は,従 来 の 連 続 制 御 理 論 の枠 組

み で 対 応 す る こ と が で き る とい う利 点 は あ るが,与 え ら れ る

解 析 ・設 計 の 結 果 は 厳 密 な もの と は な ら な い.ま た,近 似 す

る こ と に よ り,シ ス テ ム か ら 重 要 な 動 的 情 報 が 消 え て しま う

た め,そ の 性 能 を最 大 限 に 引 き 出 す よ う な手 法 と は い い 難 い.

そ こ で 本 研 究 で は,ア ク チ ュ エ ー タ の 特 性 を 陽 に考 慮 した

厳 密 なOn-Off制 御 系 の 解 析 ・設 計 法 を 目指 す.初 期 段 階 と

して,2重 積 分 器 を含 む2次 の 線 形 系 を制 御 対 象 と して 考 え,

ア ク チ ュ エ ー タ は不 感 帯 を含 む 静 的 な非 線 形 要 素 と して 扱 う.

今 回 は シ ス テ ム が 不 連 続 性 を 有 す る こ と を 考 慮 し,Filippov

の 方 法 を 用 い て 微 分 包 含 の 形 式 で そ の 動 特 性 を記 述 す る.そ

して,あ る ク ラ ス の 状 態 フ ィ ー ドバ ッ ク に よ っ て シ ス テ ム の

大 域 的 安 定 性 が 保 証 で き る こ と を示 す.ま た,非 線 形 制 御 の

ほうが優れた応答を実現で きることを例で示す.

本 論 文 で 用 い る 道 具 と して は,Filippovの 微 分 方 程 式 論1)

とShevitz・Padenに よ る 滑 ら か で な い シ ス テ ム に 対 す る

Lyapunovの 安 定 論2)で あ る.

本 論 文 で扱 う問 題 は,ス イ ッチ ン グ制 御6),7)で 考 え られ て い

る もの と比 べ て,と り うる 入 力 値 が3つ の み で あ る とい う点 で

大 き く異 な っ て お り,あ る 意 味 で,ス イ ッチ ング 制御 に お け る

か な り限 定 さ れ た 問 題 を 考 え て い る.ま た,On-Off制 御 の 中

で よ く知 ら れ て い る がBang-Bang制 御 で あ る.Bang-Bang

制 御 も有 限 個 の 離 散 値 入 力 の み を用 い るが,そ れ は あ くま で

入 力 制 約 が 有 界 な 連 続 集 合 と して 与 え ら れ る よ う な シ ス テ ム

に 対 し)有 限 時 間 最 適 化 問 題 を解 い て 得 ら れ た 結 果 で あ り,

本 論 文 で 扱 っ て い る シ ス テ ム と は 異 な る.実 際,ポ ン ト リヤ

ギ ンの 最 大 原 理 は 離 散 値 入 力 を もつ シ ス テ ム に は 適 用 で き な

い.さ ら に,Bang-Bang制 御 則 は 一 般 に時 間 の 関 数 で あ り,

陽 な状 態 フ ィ ー ドバ ッ ク で 与 え ら れ る もの で は な い.す な わ

ち,パ ラ メ ー タ の 不 確 か さ に対 して は 非 常 に敏 感 と な る.ま

た,Bang-Bang制 御 問 題 で は,漸 近 安 定 性 を論 じ ら れ て い る

わ け で は な い.こ れ に 対 して,本 論 文 で 提 案 す る 非 線 形 な 切

り替 え則 は,制 御 対 象 の パ ラ メ ー タ に対 して独 立 で あ り,非 常

に 高 い ロバ ス ト性 を有 す る.On-Off制 御 系 設 計 に 対 す る別 の

ア プ ロ ー チ と してPWM型 制 御 入 力 を用 い た 手 法 が 挙 げ られ

る9).PWMを 用 い る と,1サ ンプ ル 周 期 間 に お け るOn-Off

入 力 は,そ の デ ュ ー テ ィ比 に よ っ て決 定 さ れ る.一 方,本 論 文

に お い て そ のOn-Off入 力 は 与 え ら れ た 閾 値 と制 御 器 の 出力

信 号 を比 較 す る こ と に よ っ て 決 定 す る.文 献9)で は,PWM

型 制 御 入 力 に 基 づ くシ ス テ ム に対 し て線 形 近 似 を 行 な い,そ

の 線 形 近 似 シ ス テ ム の も と で 局 所 的 な解 析 や デ ュ ー テ ィ比 を

定 め る フ ィ ー ドバ ック 則 に よ る 安 定 化 につ い て 議 論 して い る.

本 論 文 で は,非 線 形 な フ ィ ー ドバ ッ ク ま で 考 え,シ ス テ ム の

不 連 続 性 に 伴 う解 の 存 在 性 や 一 意 性 の 問 題 を 考 慮 に 入 れ た 上
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で,微 分包含 をもとに解析 ・設計が行なわれてお り,よ り連

続時間システムに近い立場で安定性が論 じられている.ま た,

本論文では制御対象が限定的ではあるが大域的な安定化に関

す る結果を与 えている.

2. 問 題 設 定

Fig.1に 示 す よ うな 線 形 部 分Gと 非 線 形 部 分 φ に よ っ て

構 成 され る 状 態 フ ィ ー ドバ ッ クOn-Off制 御 系 を考 え る.G

は 制 御 対 象,φ は静 的 なOn-Offア ク チ ュ エ ー タ を表 わ して

お り,両 者 が 状 態 フ ィ ー ドバ ッ クf(x)に よ っ て 結 合 さ れ て

い る.

Fig.1 On-Off control system

制御対象 は2次 の可制御正準系 とし,そ の状態方程式は

(1)

で 与 え られ る.た だ し,u∈R1で あ り,シ ス テ ム(1)は

虚 軸 を 含 む 複 素 左 半 面 に 極 を も つ と仮 定 す る.す な わ ち,

μ1,μ2≧0,γ1>0と す る.こ れ は 開 ル ー プ 系 の 初 期 値

応 答 が 少 な く と も指 数 的 に発 散 しな い とい う こ と を前 提 と し

て い る.開 右 半 面 上 の 極 を含 め て考 え な い の は,あ くま で 大

域 的 な 安 定 化 を 目指 して い る た め で あ る.力 学 系 に お い て は,

γ-11は 質 量,μ1は バ ネ,μ2は ダ ンパ に 相 当 し て い る.以 下

で は 便 宜 の た め にx=[x1,x2]Tと し,(1)式 をx=g(x,u)

と表 わ す こ と にす る.

一 方
,制 御 入 力u,は,状 態 フ ィ ー ドバ ッ ク信 号f(x)が 不

連 続 なOn-Offア ク チ ュ エ ー タu=φ(ξ)を 介 す る こ と に よ

り次 式 で 与 え られ る.

(2)

た だ し,2>0,6≧0と す る.γ2はOn入 力 の 大 き さ を,

6は 不 感 帯 の 片 幅 を表 わ して い る.こ の 要 素 は 理 想 的 な 不 感

帯 付 き の 不 連 続 要 素 で あ る と考 え る こ とが で き,(x)=± ∈

で 不 連 続 と な っ て い る.以 上 よ り,閉 ル ー プ は

(3)

となるが,不 連続面f(x)=±∈ における動特性がまだ定義 さ

れ て い な い.そ こ で,不 連 続 部 分 に お け る状 態 の 挙 動 を よ り厳

密 に記 述 す る た め に,Filippovの 方 法1)を 用 い る.Filippov

の 方 法 と は,右 辺 が 不 連 続 な微 分 方 程 式 に解 を与 え る もの で

あ り,そ のFilippov解 軌 道 は,実 際 の 不 連 続 シ ス テ ム の 解

軌 道 に か な り近 い とい う利 点 が あ る.Filippov解(付 録 参 照)

の 定 義 よ り,閉 ル ー プ は つ ぎの よ う な微 分 包 含 で 表 わ す こ と

が で き る.

(4)

た だ し,θ+,θ_∈[0,1]で あ る.す な わ ち,不 連 続 点 上 で は入

力 の 幅 は0か ら ツ2の 間 を取 り得 る と解 釈 す る こ とが で き る.

一 般 に右 辺 が 不 連 続 な微 分 方 程 式 に対 して は
,通 常 の 古 典 的

な枠 組 み で は そ の解 の 存 在 性 さ え 示 す の が 困 難 と な る.た と

え ば,(4)式 に お い て,つ ぎ の よ う に不 連 続 線 上f(x)=∈(ま

た は-∈)を,そ れ ぞ れf(x)>=∈(ま た は<=-∈)に 等 号

付 の 不 等 式 と し て含 め る と,

(5)

の よ う に な る.し か し,f(x)=±∈ で は リ プ シ ッ ツ条 件 を満

た さ な い た め,解 の 存 在 性 や 一 意 性 を保 証 す る こ と は で きな

い.一 方,微 分 包 含 で は,ダ イ ナ ミ ク ス が 集 合 値 と して 表 わ

さ れ て い る た め,そ の 中 か ら適 当 な も の を選 ぶ こ と に よ っ て,

解 の 存 在 性 を 保 証 す る こ とが 可 能 とな る.つ ま り,滑 り動 作

も解 と して 含 む こ と に な る.こ の よ う に,微 分 包 含 に よ る記

述 は 不 連 続 な 微 分 方 程 式 に 対 して 解 の 存 在 を 保 証 す る と い う

点 で 非 常 に有 効 性 が あ る.

以 下 で は こ のFilippovシ ス テ ム の 枠 組 み に お い て,ど の よ

う な 状 態 フ ィ ー ドバ ッ ク則 で シ ス テ ム の 大 域 的 漸 近 安 定 性 を

保 証 で き る の か に つ い て 考 え て ゆ く.

以 下,γ=γ1γ2と お く.

3. 安 定 性 解 析

本 節 で は,あ る ク ラ ス の 静 的 連 続 状 態 フ ィー ドバ ッ ク則 を

提 案 し,閉 ル ー プ の 安 定 性 に つ い て 解 析 す る.

3.1 フ ィ ー ドバ ッ ク 則 と平 衡 点

つ ぎの 静 的 連 続 状 態 フ ィ ー ドバ ッ ク を 考 え る.

(6)

こ こ で,α>0,β(x2)はx2=0で β(0)=0を 満 た し,か

つ,少 な く と も リ プ シ ッッ 連 続 で あ り,そ れ 以 外 の 点 で は 滑

らか な 単 調 減 少 関 数 で あ る とす る.f(x)=0を 位 相 平 面 上

で 表 わ す と 親Fig.2の よ う に 第2象 限 と第4象 限 に 存 在 す る

よ う な 関 数 と な る.(6)式 は,た とえ ば,f(x)=-x1-4x2
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の よ う な 線 形 な も の か ら,f(x)=-3x1－9x32の よ う な 非

線 形 な も の ま で も含 む.こ の 制 御 則 は プ ラ ン トの パ ラ メ ー タ

に ま っ た く依 存 せ ず,き わ め て ロ バ ス トで あ る.一 般 的 な ス

イ ッ チ ン グ 制 御 の 研 究 で は,線 形 シ ス テ ム 間 の切 替 え を研 究

す る もの が 多 い が,本 論 文 で は非 線 形 の フ ィ ー ドバ ッ ク まで

考 え て い る.非 線 形 フ ィ ー ドバ ッ ク を 取 り入 れ た 利 点 に つ い

て後 に例 で 示 す.

Fig.2 The curve of f(x)=0

つ ぎ に,(6)式 を フ ィー ドバ ッ ク 則 と して 与 え た 場 合 の シ

ス テ ム の 平 衡 点 に つ い て 考 え る.μ1=0,μ2≧0の と き,す

な わ ち,制 御 対 象 が 質 量 系,あ る い は,質 量 ・ダ ンパ 系 に相

当 す る と き,平 衡 点Nは 集 合

(7)

と な る(Fig.3.a参 照).こ れ に つ い てFilippov解 の 定 義

を踏 ま え て 確 か め て ゆ く.ま ず,lf(x)l＜ ε で は,つ ま

り,制 御 入 力 が ゼ ロ の 領 域 で は,x2=0が 平 衡 点 と な る.

こ の と き,│f(x)│ ＜ ε よ り,│x1│ ＜ ε/α で あ る.逆 に,

│f(x)│＞ ε に お い て は,平 衡 点 は存 在 しな い.最 後 に 平 衡

点 と な る可 能 性 が あ る 点 は,不 連 続 線f(x)=± ε上 の2点

xb+=[-ε/α,0]T,xb_=[ε/α,0]Tで あ る.こ こ で ポ イ ン ト

と な る の は,Filippov解 の 絶 対 連 続 性 で あ る.そ こ で,xb+が

平 衡 点 と な る か に つ い て調 べ る た め に,xb+に 到 達 した 状 態 の

振 る 舞 い に つ い て 考 え て み る.あ る 時 刻t=T≧0で 状 態 が

xb+に 到 達 した とす る.す な わ ち,x(T)=xb+と な る.微

分 包 含(4)式 よ り,xb+に お け る動 特 性 は,ｘ1=0,x2=rθ+

と な り一 意 で は な い.こ の と き,,xb+近 傍 の動 特 性 を 調 べ る

こ と に よ り,時 刻t=T+△t(│ △t《1)に お い て,状 態 は

xb+か ら│f(x)│ ≦ ε に 入 る か,あ る い は,xb+上 に と ど ま

るか の 二 つ の 選 択 肢 が あ る こ と が わ か る.前 者 の 選 択 肢 で は,

状 態 が 制 御 入 力 ゼ ロ の 領 域 に入 ろ う とす る こ と に な る が,こ

れ はFilippv解 の 絶 対 連 続 性 を考 慮 す れ ば 起 こ りえ な い.す

な わ ち,x(t)=xb+(∀t≧T)と な る必 要 が あ る.よ っ て,

xb+はFilippovの 意 味 に お い て 平 衡 点 とみ な さ れ る.xb_に

つ い て も同 様 に議 論 す る こ と が で き る.

一 方
,μ1≧0,μ2=0の と き,つ ま り,制 御 対 象 が 質 量 ・

バ ネ系,あ る い は,質 量 ・バ ネ ・ダ ンパ 系 に相 当 す る と き,N

は

(8)

と な り,原 点 の み と な る(Fig.3.b参 照).こ れ も解 の 絶 対 連

続 性 と(4)式 よ り同 様 に導 き だ す こ とが で き る.

Fig.3 Equilibrium points

3.2安 定 定 理

状 態 フ ィー ドバ ッ ク則 と して(6)式 を用 い た と き,シ ス テ

ム 全 体 に対 して つ ぎの 大 域 的 安 定 性 に 関 す る結 果 が 成 り立 つ.

《定 理1》 シ ス テ ム(3)に お い て,μ1=μ2=0と μ1=

0,μ2>0の 場 合 を 考 え る.こ の と き,状 態 フ ィ ー ドバ ッ ク

が(6)式 で 与 え ら れ た と き,シ ス テ ム の 平 衡 点Nは 大 域 的

に 漸 近 安 定 と な る.

[注釈1]μ1>0,μ2>0の 場 合,つ ま り,制 御 対 象 が 漸 近

安 定 の 場 合,(6)式 で 定 義 され た状 態 フ ィー ドバ ッ ク を用 い た

と き も同様 に平 衡 点 は 大 域 的 漸 近 安 定 とな る.た だ し,定 理1

の 証 明 法 を多 少 変 更 す る 必 要 が あ る8).ま た,μ1>0,μ2=0

の 場 合,つ ま り質 量 ・バ ネ 系 の 場 合 に は こ の 定 理 は成 立 し な

い.こ れ は,不 連 続 要 素 に 不 感 帯 が 存 在 す る た め,シ ス テ ム

の 平 衡 点 の 近 傍 に 必 ず 制 御 入 力 が 全 く入 ら な い 空 間 が で きて

し ま い,そ の 領 域 で リ ミ ッ トサ イ ク ル を生 じ て し ま う こ とか

ら容 易 に想 像 す る こ とが で き る.

定 理1の 証 明 は,次 小 節 以 降 でFilippovシ ス テ ム対 す る

リア プ ノ ブ の安 定 論2)を 基 礎 に行 な う.こ の 理 論 はFilippov

解 の 存 在 性 と一 意 性 を 要 求 す る の で,別 途 に そ れ ら に つ い て

調 べ る必 要 が あ る.ま ず,存 在 性 に つ い て は,閉 ル ー プ系(3)

式 がConditionB(付 録 参 照)を 満 た せ ば 成 立 す る.実 際 に

ｘ=g(x,φ(f(x)))は,任 意 の 開 部 分 集 合Q⊂R2上 の ほ と

ん どす べ て の 点(f(x)=± ε以 外)に お い て 定 義 さ れ る.さ

ら に,不 連 続 要 素 φ はConditionBを 満 足 して い る た め,

制 御 対 象 と状 態 フ ィ ー ドバ ッ ク則 の リ プ シ ッ ツ性 を考 慮 す れ

ば,任 意 の コ ンパ ク ト集 合D⊂Qの ほ とん ど す べ て の 点 に

対 して ‖g(x,φ(f(x)))‖ ≦Aな るAが 存 在 す る.よ っ て,

閉 ル ー プ系 はConditionBを 満 た す.一 意 性 に つ い て は,一

意 性 の 十 分 条 件1)を 調 べ る こ とに よ り示 す こ と が で き る.不

連 続 線 以 外(ｆ(x)≠ ±ε)で は,閉 ル ー プ系 は リ プ シ ッ ツ 性

を 有 す る た め,Filippov解 の 一 意 性 は 保 証 さ れ る.そ こ で,

不 連 続 線f(x)=ε に お け る 解 の 一 意 性 に つ い て 考 え て み

る.ま ず.f(x)=ε のf(x)＞ ε側 か らf(x)＜ εへ 向 か う

法 線 ベ ク トル をn(x)と お く.さ ら に,g+,g_を そ れ ぞ れ

g+(x)=limf(x)→ ε+g(x,r),g-(x)=limf(x)→ ε_g(x,0)
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と定 義 す る と,Filippov解 の 一 意 性 の 十 分 条 件 は,

(9)

で 与 え ら れ る.こ れ は 不 連 続 線 を 初 期 値 と す る 解 が 枝 分 か

れ し な い こ と を 意 味 し て い る.実 際 に(9)式 の 左 辺 を 計 算

す る とn(x)=[α,-dβ/dx2]T,g+=[x2,-γ1μ1x1-

γ1μ2x2+γ1γ2]T,g-=[x2,-γ1μ1x1-γ1μ2x2]Tよ り,

-γ1γ2dβ/dx2が 得 ら れ る .x2≠0に お い て はdβ/dx2<0

よ り,-γ1γ2dβ/dx2>0と な り,十 分 条 件 を 満 た す.x2=0

に 関 し て は 先 に 述 べ た よ う に 平 衡 点 で あ る た め そ の 解 の 一 意

性 は 保 証 さ れ て い る.f(x)=-ε に つ い て も 同 様 に そ の 一 意

性 を 示 す こ と が で き る.

3.3 定 理1の 証 明

質 量 系(μ1=μ2=0)の 場 合

こ こ で は,区 分 的 に 滑 らか な リ ア プ ノ ブ 関 数 候 補 を考 え,

ラ サ ー ル の 不 変 性 原 理 を用 い る こ と に よ り状 態 のNへ の 収

束 性 を示 し て ゆ く.ま ず は じめ にR2空 間 を つ ぎ の よ う に分

割 す る.

(10)

(11)

(12)

(10)～(12)式 とNに お い てR2=P1∪P2∪S∪Nな る 関

係 が 成 立 す る.そ して,つ ぎ の 滑 らか で は な い が 連 続 の リ ア

プ ノ ブ関 数 候 補V(x)を 考 え る.

(13)

こ のV(x)は,V(x)≧0で,半 径 方 向 に 非 有 界 で あ り,

V(x)=0を 満 た すxはNと 一 致 し て い る.ま た,V(x)は

正 則 関 数5)で あ り,f(x)=± εで リ プ シ ッ ツ連 続 と な っ て い

る.特 徴 と し て は,リ ア プ ノ ブ 関 数 自身 に フ ィ ー ドバ ック 則

が 組 み 込 ま れ て お り,│f(x)│-ε の 項 で 状 態 の 切 り替 え面 へ

の 到 達 性 を,x22の 項 でx2が 減 少 し て ゆ くこ と を保 証 す る こ

と に な る.

シ ス テ ム(3)式 の 右 辺 は不 連 続 で あ り,リ ア プ ノ ブ 関 数 候

補V(x)が 区 分 的 に だ け滑 ら か で あ る こ とか ら,こ の 枠 組 み

の 中 で リ ア プ ノ ブ の 安 定 論2)を 考 え な け れ ば な ら な い.そ こ

で,以 下 で は お の お の の 領 域P1,P2,Sに 対 して 一 般 化 時 間

微 分V(付 録 参 照)を 計 算 して ゆ く.

i)x∈Sの 場 合

Sは シ ス テ ム の 不 連 続 部 分,あ る い は,シ ス テ ム の 切 り替

え線 に 相 当 す る.こ の 部 分 に お い てV(x)は 滑 ら か で は な い.

まず,θ を

(14)

と お く.た だ し,θ+,θ-∈[0,1]で あ る.こ の と きV(x)は

Fig.4 Space decomposition(Mass system)

(15)

(16)

と な る.ξ ∈ ∂V(x)は,δ を δ ∈[0,1]と す る と

と凸結合の形で表現できるので,簡 単な計算 によって

が 得 ら れ る.-αx2+dβ/dx
2γsgn(f(x))θ=0の と き,す

な わ ち,xが シ ス テ ム の 不 連 続 部 分Sに 拘 束 さ れ る と

き,V(x)=αx2sgn(f(x))θ と な る.こ の と き,-αx2+

dβ/
dx2γsgn(f(x))θ=0の 両 辺 にx2を 掛 け,変 形 す る と

を 得 る こ と が で き る.上 式 に お い て,dβ/dx2<0を 考

慮 す れ ば,V≦0が 常 に 成 り立 つ こ と が わ か る.一 方,

-αx2+dβ/
dx2γsgn(f(x))θ ≠0の と き,V(x)=0と な る.

これ は,安 定 性 に な ん ら影 響 し な い.な ぜ な ら,こ の 場 合 は,

絶 対 連 続 な 状 態 が ル ベ ー グ測 度 ゼ ロ の 不 連 続 点 を通 過 す る だ

け で あ り,通 過 す る 前 後 で 少 な く と もV≦0で あ れ ば よ い

か ら で あ る.

ii)x∈P1の 場 合

こ の と き,x1=x2,x2=γsgn(f(x))と な る の で,V(x)

を計 算 す る と,x2≠0で は

(17)

た だ し
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で あ る.dβ(x2)/dx2<0よ り,V(x)<0と な る.一 方,

x2＝0の と き

(18)

(19)

と定 義 す る と,V(x)は 以 下 の よ う に な る.

(20)

た だ し

で あ る.こ の と き,i)の 場 合 と 同様 の計 算 に よ り,V(x)≦0

が 得 られ る.P1で は,つ ね にx2が 駆 動 され る た めV(x)≡0

と は な ら な い.以 上 よ り,V(x)は 常 に減 少 し,解 軌 道xは

必 ず 有 限 時 間 内 でf(x)=ε,あ る い は,f(x)=－ ε に 到 達

す る こ とが わ か る.

iii)x∈P2の 場 合

x1=x2,x2=0よ り,V(x)=a／ γx2x2=0を 得 る.

x∈Nの と きV(x)≡0.x∈Nで は,x2=constよ り,

f(x)=constと な り有 限 時 間 内 で 必 ずf(x)=ε,あ る い は,

f(x)=－ ε に 到 達 す る こ とが わ か る.

以 上 よ り,す べ て のxに 対 し てV(x)≦0が 成 立 す る の

で,ラ サ ー ル の 不 変 性 原 理(付 録 参 照)よ り,状 態 は任 意 の 初

期 値 に対 し て最 大 の 不 変 集 合 で あ るNへ 漸 近 的 に収 束 す る.

質 量 ・ダ ン パ 系(μ1＝0,μ2>0)の 場 合

つ ぎに 制 御 対 象 が 質 量 ・ダ ンパ 系 の場 合 に つ い て 証 明 す る.

こ の 場 合,質 量 系 の 場 合 と 同 じ よ う な リ ア プ ノ フ関 数 候 補 で

は,R2/N全 体 に お い て そ の 一 般 化 時 間微 分 が 負 と な らな い.

リ ア プ ノ フ 関 数 候 補 を選 び 直 す こ と も考 え ら れ る が,し か し

そ れ は 与 え ら れ たf(x)に 対 して 容 易 な作 業 で は な い.そ こ

で,Fig.5に 示 す よ う に 集 合 間 に お け る状 態 遷 移 の 性 質 に 着

目 し証 明 を 行 な う.

Fig.5は,V⊂R2が 不 変 集 合 で あ り,か つ,Vの 補 集 合

で あ るVに 存 在 す る 状 態 は,必 ず 有 限 時 間 内 でVに 到 達 す

る と い う こ と を表 わ して い る.実 際 にVは

(21)

と な り,Nを 含 む 集 合 と な る(Fig.6参 照).証 明 の 概 要 と

し て は,ま ずVが 以 上 の性 質 を 満 た す こ と を リ ア プ ノ フ関 数

W(x)を 用 い て 証 明 し,そ の 後 でVに お い て 質 量 系 の場 合 と

同 様 の リ ア プ ノ フ 関 数V(x)を 用 い る こ とで 平 衡 点 の 大 域 的

漸 近 安 定 性 を 示 す.そ こ で まず,前 者 の証 明 を 行 な う た め に

つ ぎの リア プ ノ フ 関 数 候 補 を考 え る.

(22)

Fig.5 State transition (Mass-damper system)

Fig.6 Space decomposition (Mass-damper system)

W(x)は,x2に 対 して 正 定 で,か つ,半 径 方 向 に非 有 界 で あ

る.そ して,W(x)の 一 般 化 時 間 微 分

(23)

をVに お い て 以 下 で 計 算 して ゆ く.

i)x2≧ γ2/μ
2の 場 合

f(x)<－ ε の と き,x2≧ γ2/μ2より,W=γ1x2(－ μ2x2－

γ2)＜0が 成 立 す る.ま た,f(x)=－ ε,|f(x)｜ ＜ ε で は

そ れ ぞ れW=γ1x2(－ μ2x2－ θ_γ2)≦ －γ1μ2x22<0,

W=－ γ1μ2x22＜0と な る.一 方,f(x)=ε,f(x)＞ ε で

は,そ れ ぞ れW=γ1x2(－ μ2x2＋ θ+γ2)≦ γ1x2(－ μ2x2＋

γ2)≦0,W=γ1x2(－ μ2x2+γ2)≦0が 得 ら れ,両 者

と も にx2=γ2/μ2で 唯 一W=0と な る.以 上 よ り,

{x|f(x)≧ ε}∩{x|x2=γ2/μ2}に 状 態 が 収 束 し な い こ と,

お よ び,W≡0と な ら な い こ と を さ ら に 示 せ ば よ い こ と に な

る.こ れ は,f(x)＞ ε に 存 在 す る 任 意 のxを 初 期 値 と す る

解x(t)が 有 限 時 間 でf(x)=ε に 到 達 す る こ と を 示 す こ と と

同 じ で あ る.そ こ で,区 間t=[0,t]に お い て,f(x(t))=ε

を 満 た す 有 限 なtが 存 在 す る か に つ い て 考 え る.f(x)＞ ε に

お け る 解 を 計 算 す る と

を得 る.こ こ で,tを 無 限 と仮 定 す る.こ の と き,x1(∞)＝

+∞,x2(∞)=γ2/μ2よ り,f(x(∞))=－ ∞ とな り,仮 定

と矛 盾 す る.す な わ ち,tは 有 限 と な る.こ れ よ り,f(x)＞ ε

に存 在 す る 状 態 は 有 限 時 間 で 確 実 にf(x)=ε に到 達 す る.

ま た,状 態 がf(x)=ε 上 のx2=γ2/μ2へ と ど ま り続 け る

可 能 性 が な い の は,こ の 点 が シ ス テ ム全 体 の 平 衡 点 で な い こ
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と よ り明 ら か で あ る.以 上 よ り,状 態 はW<0の 領 域 へ 必

ず 入 る の で,有 限 時 間 でvへ 到 達 す る.

ii)x2≦ －r2／μ
2の 場 合

i)の 場 合 と同 様 に 議 論 す る こ と が で き る た め 省 略 す る.

i),ii)よ り,状 態 のvか らvへ の 有 限 時 間 内 で の 到 達 性,

お よ び,vの 不 変 性 が 証 明 され た.

つ ぎ にv内 に お い て 状 態 のNへ の 漸 近 収 束 性 を す る た め

に,R2空 間 を つ ぎ の よ う に分 割 す る(Fig.6参 照).

(24)

(25)

(26)

そ し て,vで 定 義 さ れ る つ ぎの リ ア プ ノ ブ 関 数 候 補V(x)を

考 え る.

質 量 系 の 場 合 と同 様 にV(x)の 一 般 化 時 間微 分vを 計 算 す

る とV≦0と な り,ラ サ ー ル の 不 変 性 原 理 に よ っ てNの 大

域 的 漸 近 安 定 性 を 証 明 す る こ とが で きる.計 算 の 詳 細 につ い

て は 質 量 系 の 場 合 と ほ ぼ 同様 の た め 省 略 す る.

3.4 事 例

こ こで は,制 御 対 象 が 質 量 系 の場 合 に お い て具 体 的 な フ ィー

ドバ ッ ク 則 を 与 え て そ の 状 態 の 収 束 性 につ い て検 証 す る.

例1

は じめ に 線 形 な状 態 フ ィー ドバ ッ クf(x)=flx1+f2x2

を考 え る.た だ し,fi,f2<0で あ る.こ の場 合,閉 ル ー プ

系 に お い て つ ぎ の 二 つ の ス ラ イ デ ィ ン グ モ ー ドが 存 在 す る.

(27)

(28)

状 態 はFig.7.α に示 す よ う な 解 軌 道 に沿 っ て 移 動 し,任 意 の

x(0)∈ π2/Nに 対 し て,確 実 に ど ち ら か の ス ラ イ デ ィ ン グ

モ ー ドに到 達 す る.ス ラ イ デ ィ ン グ モ ー ドに お け る動 特 性 は,

微 分 包 含(4)式 よ りx2=－f1／f2x2と 計 算 で き る.結 果 と し

Fig.7 Phase plane:Example

て,状 態 はxb+,xb-の ど ち らか 一 方 に 漸 近 的 に 収 束 す る こ

と に な る.

例2

二 つ め の 例 と して 非 線 形 な 状 態 フ ィ ー ドバ ッ ク

(29)

を考 え る.た だ し,r=r1r2で あ る.こ の と き の 入 力 の切 り

替 え線 は,制 御 対 象 に 入 力 ±r2を 加 え た と きの 解 軌 道 と一 致

す る(Fig.7.b参 照).状 態 が 切 り替 え線 に到 達 す る と,切 り

替 え線 に沿 っ てxb+,あ る い は,Xb-に 向 か う.そ し て,有

限 時 間 内 でXb+,xb-に 到 達 し,到 達 した 瞬 間 に停 止 す る.注

目す べ き点 は,非 線 形 な状 態 フ ィー ドバ ック(29)式 が 状 態 の

Nへ の 最 短 時 間 到 達,あ る い は,入 力 の 切 り替 え 数 最 小 化(2

回 以 下)な ど の 最 適 性 を有 す る と い う こ とが 位 相 平 面 上 か ら

判 断 で き る 点 で あ る.し か しい ま の と こ ろ,こ れ は 入 力,状

態 拘 束 付 き の 最 適 化 問 題 で あ る た め,通 常 のPontryaginの

最 大 原 理 で は 証 明 す る こ とが で きな い.

時 間 応 答

こ こ で は 異 な る 制 御 則 に対 し て状 態 と入 力 の 時 間応 答 を比

較 す る.用 意 し た 制 御 則 は例1で 述 べ たf(x)=-x1-x2

と例2のf(x)=-xl-lx2lx2/2で あ る.平 衡 点 を一 致 させ

る た め に 互 い に α=1と した.初 期 値 をx(0)=[1,1]T,各

パ ラ メ ー タ を μ1=μ2=0,r1=1,r2=1,ε=0.1と した

と き のf(x)=-x1-x2の 状 態 と入 力 の 時 間 応 答 をFig.8,

f(x)=-x1-lx2lx2/2の 結 果 を9に 示 す.明 ら か に非 線 形

制 御 の ほ うが 収 束 性 の 速 さ,お よ び,入 力 切 替 数 の 少 な さで

優 れ て い る こ とが わ か る.特 に 入 力 の切 替 え 回 数 が 少 な い こ

と と切 替 間 隔 が 長 い こ と は 振 動 を励 起 させ な い 意 味 で 非 常 に

重 要 で あ る.

4. 結 論 と課 題

本 論 文 で は,虚 軸 を含 む複 素 左 半 面 に極 を もつ2次 の可 制 御

正 準 系 に対 す るOn-Off制 御 を考 え,あ る ク ラ ス の 状 態 フ ィー

ドバ ッ ク に よ り,平 衡 点 の 大 域 的 安 定 化 が 可 能 で あ る こ と を

示 し た.安 定 性 の 証 明 手 法 と して は,閉 ル ー プ をFilippovの

方 法 を 用 い て 記 述 し基 本 的 に は 区 分 的 に 滑 らか な リ ア プ ノ ブ

関 数 を 用 い る もの で あ っ た.し か し な が ら,提 案 さ れ た 手 法

は位 相 平 面 に依 存 した も の で あ り,ま た,制 御 対 象 に 対 して

場 合 分 け を し,異 な る 手 法 で 証 明 を 行 な っ て い る.今 後,制

御 対 象 の 次 元 が 増 した 場 合,あ る い は,実 際 に設 計 に 結 び つ

け る た め に は,よ り統 一 的 な解 法 が 望 ま しい と考 え ら れ る.

こ の 本 質 を 見 極 め,そ の 方 向 性 を探 っ て ゆ く必 要 が あ る.
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《付 録》

A.数 学 的 準 備

本 節 で は,本 論 文 に必 要 な 数 学 的 な 定 義,お よ び,定 理 を

示 す.

Filippov解1):つ ぎの 微 分 方 程 式 を考 え る.

(A.1)

た だ し,f:Rn×R→Rnは,可 測 で あ り局 所 的 に 有 界 とす

る.

ConditionB3):fは 開 部 分 集 合Q⊂Rn+1の ほ と ん どす

べ て にお い て 定 義 さ れ,可 測 とす る.さ らに,任 意 の コ ンパ ク

ト集 合D⊂Qの ほ とん ど す べ て に お い て,||f(x,t)||≦A(t)

を 満 た す あ る ル ベ ー グ 可 積 分 関 数A(t)が 存 在 す る.

【定 義 】 ベ ク トル 関 数x(・)が,区 間[t0,t1]上 に お い て 絶 対

連 続 で あ り,か つ,ほ と ん どす べ て のt∈[t0,t1]に お い て

(A.2)

た だ し

(A.3)

を満 た す と き,x(・)は,区 間[t0,t1]上 にお け る(A.1)式 の

Filippov解 と呼 ば れ る.∩
μN=0は ル ベ ー グ 測 度 ゼ ロ と な る

す べ て の 集 合Nの 共 通 部 分 を,而 は 凸 包 を,B(x,δ)は,xを

中心 とす る半 径 δの 開球,B(x,δ)={y∈Rn|||x-y||<δ}

を表 わす.

Clarkeの 一 般 化 勾 配5):局 所 リ プ シ ッ ツ関 数V:Rn×R→

Rに 対 して,(x,t)に お け るVの 一 般 化 勾 配 は,次 式 で 定 義

さ れ る.

(A.4)

こ こ で,Ωuは ▽Vが 存 在 し な い ル ベ ー グ測 度 が ゼ ロ の 集 合

で あ る.

ChainRule2):x(・)をx=f(x,t)のtを 含 む 区 間 に お

け るFilippov解 とす る.そ して,V:Rn×R→Rは,リ

プ シ ッ ツ か つ 正 則 関 数 で あ る.こ の と き,V(x(t),t)は 絶 対

連 続 で あ り,(d/dt)V(x(t),t)は ほ と ん どす べ て に お い て 存

在 し,

(A.5)

を満 た す.た だ し

(A.6)

LaSalleの 定 理2):コ ン パ ク ト集 合 Ω か ら始 ま る 自律 シ ス

テ ムx=f(x),x(t0)=x0の す べ て のFilippov解 は,す

べ て のt≧t0に 対 して 一 意 で,か つ,Ω 内 に 留 ま る と す

る.V:Ω →Rを す べ て のu∈Vに 対 し てu<0(注1)と

な る よ う な 時 間 を 陽 に 含 ま な い 正 則 関 数 と す る.こ の と き,

S={x∈ Ω|0∈V}と 定 義 す れ ば,Ω 内 の す べ て の解 軌 道 は

最 大 不 変 集 合M⊆Sに 収 束 す る.た だ し,SはSの 閉 包 で

あ る.

(注1)た だ し,Vが 空 集 合 で あ っ て も よ い.
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