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Предлагается стохастическая модель переноса, формализуемая с помощью диффе-
ренциальных уравнений со случайными параметрами. Получены явные выражения 
для математического ожидания и второй моментной функции решения соответст-
вующих уравнений. Определена оценка степени влияния случайных факторов на 
систему в случае замены случайного коэффициента уравнения его математическим 
ожиданием. Приведен пример, демонстрирующий эффективность предлагаемого 
подхода в случае гауссова распределения случайных коэффициентов, позволяю-
щий определить математическое ожидание и вторую моментную функцию в рам-
ках модельных представлений. В качестве приложения рассматривается модель 
переноса тепла и влаги в приземном слое атмосферы. 
 
Ключевые слова: стохастическая модель, случайный процесс, характеристический 
функционал, математическое ожидание, дисперсионная функция, влияние случай-
ных факторов. 
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The paper proposes a new stochastic transport model formalized in the framework of dif-
ferential equations with random parameters. Explicit formulas for the mathematical ex-
pectation and the second-moment function for solving the corresponding equations are 
given. The estimation of the influence of random factors on the system, in the case of re-
placing the random coefficient of the equation by its mathematical expectation, is deter-
mined. An example with Gaussian distribution of random coefficients is also presented 
and discusser. The paper shows that the proposed model is applicable to the description 
of heat and moisture transfer processes in the surface layer of the atmosphere. 
 
Key words: stochastic model, random process, characteristic functional, mathematical 
expectation, dispersion function, influence of random factors. 
 

1. Введение 
 Гидродинамическое моделирование является основным методом про-
гнозирования полей метеорологических величин. Методы гидродинамиче-
ского моделирования основаны на численном решении уравнений движе-
ния, притока тепла, неразрывности, переноса влаги и атмосферных приме-
сей, являющихся математическими выражениями законов физики (законы 
сохранения импульса, энергии и массы), а также уравнения состояния [1]. 
 Лишь несколько стран в мире развивают собственные технологии мо-
делирования глобальной атмосферы. Из-за ограниченности вычислительных 
ресурсов пространственное разрешение таких моделей недостаточно для 
прямого полного описания некоторых процессов (например, глубокой кон-
векции), поэтому такие процессы возможно описать только параметричес-
ки, оперируя характеристиками атмосферы на масштабе характерного раз-
мера ячейки сетки [2]. В связи с этим чаще всего прибегают к региональ-
ным (мезомасштабным) моделям, которые, в свою очередь, также не в пол-
ной мере соответствуют реальным физическим процессам, протекающим в 
атмосфере. Например, региональная гидродинамическая модель COSMO-
Ru, успешно применявшаяся для прогноза мезомасштабных метеорологиче-
ских явлений во время сочинской олимпиады [3], имеет разрешение до 7 км 
[3], но и с ее помощью невозможно прогнозировать некоторые погодные 
явления локального характера. Это связано с тем, что многие из них имеют 
меньший характерный масштаб и сложную природу образования, которую 
в настоящее время затруднительно описать формально для полной автома-
тизации прогноза с приемлемым уровнем успешности. Особо отметим, что 
необходим учет неупорядоченных хаотических возмущений, связанных с не-
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однородностями в поле ветра, поскольку компоненты скорости ветра явным 
образом входят в уравнения динамики метеорологических величин. Такой 
учет возможен лишь на микроуровне. По этой причине целый ряд явлений 
погоды (например, грозы, туманы, внутримассовая облачность и др.) про-
гнозируются в основном специалистами-синоптиками на местах, которые 
хорошо знают условия их образования и развития в конкретном регионе. 
 Определенные погрешности в прогнозировании при помощи гидроди-
намических моделей вносят и начальные условия. Проблема достижения 
высокой точности возникла уже после первых численных экспериментов по 
моделированию эволюции атмосферы на долгие сроки. Еще в 60-х годах 
XX века установлено, что сколь угодно малые ошибки в начальных данных 
с течением времени трансформируются в весьма значительные. За предела-
ми двухнедельного периода ошибки детализированного по дням модельно-
го прогноза вырастают до уровня ошибок случайного прогноза [3]. Анало-
гичный факт был отмечен еще в знаменитой системе Лоренца [4], появив-
шейся как результат моделирования конвективных движений в подогревае-
мом снизу слое жидкости.  
 Всемирной метеорологической организацией установлено, что повы-
шение масштабируемости кодов моделей является одним из главных при-
оритетов в прогнозировании погоды и климата на ближайшие 10 лет. По-
этому вычислительная эффективность станет лимитирующим фактором 
номер один для моделирования погодных явлений с высоким разрешением 
[3]. Исходя из этого разработка микрогидродинамических моделей, позво-
ляющих прогнозировать локальные опасные явления погоды, представляет-
ся весьма важной и актуальной. 
 В настоящей работе представлены результаты создания локальной гид-
родинамической модели переноса влаги, учитывающей неоднородности 
движения воздушных масс в рамках теории случайных процессов, а также 
приведена оценка степени влияния случайных факторов при замене случай-
ного коэффициента уравнения его математическим ожиданием. Практиче-
ская значимость полученных результатов обусловлена тем, что подавляю-
щее большинство опасных явлений погоды связано с повышенным влагосо-
держанием в атмосфере. 
 

2. Постановка задачи 
 Один из общих принципов прогнозирования опасных явлений погоды, 
связанных с повышенным содержанием влаги в атмосфере, описан в мето-
диках [5,6], а также в [1]. Данный принцип основан на численном решении 
дифференциальных уравнений переноса влаги в атмосфере. Из различных 
характеристик влажности (абсолютная и относительная влажность, точка 
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росы и т.д.) выбрана массовая доля водяного пара s, так как она является 
наиболее консервативной характеристикой. Одновременно рассматривается 
и максимальная массовая доля водяного пара ms , представляющая собой 

максимальное количество водяного пара в граммах в одном грамме влажно-
го воздуха при определенных значениях давления и температуры. 
 Процесс изменения массовой доли описывается уравнением переноса 
влаги [1] 

 
ds m s

k s k
dt z z

     
  

,                                                                       (1) 

где m – абсолютная скорость конденсации (сублимации);   – плотность воз-
духа;  и k – коэффициенты турбулентной вязкости; k   – двумерный опе-
ратор Лапласа. 
 Зачастую турбулентным влагообменом пренебрегают. Тогда в услови-
ях постоянства влагосодержания в рассматриваемой области уравнение (1) 
упрощается, и рассматриваются два случая. 
 Первый случай имеет место, когда температура точки росы  меньше 

температуры воздуха , а массовая доля водяного пара меньше макси-

мальной массовой доли. Тогда массовая доля в движущейся частице остает-
ся неизменной, и уравнение переноса влаги принимает вид 

dT

вT

 0
s s s s

u v w
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,                                                   (2) 

где u, v – проекции вектора скорости на соответствующие оси координат; w


 
– аналог вертикальной скорости в p-системе координат [1]. 
 Второй случай наблюдается, когда температура точки росы равна тем-
пературе воздуха, а массовая доля равна максимальной массовой доле. В 
этом случае происходит конденсация (сублимация) и уравнение переноса 
влаги с учетом уравнений притока тепла и Клапейрона-Клаузиуса принима-
ет вид 
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,                                  (3) 

где F(Tв,p) – функция давления и температуры, определяемая соотношением 
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Здесь  – скрытая теплота конденсации (сублимации); Q ПR  – удельная га-

зовая постоянная водяного пара; R  – удельная газовая постоянная сухого 
воздуха; pc  – удельная теплоемкость воздуха при постоянном давлении. 

 Поскольку ms  является функцией температуры, необходимо одновре-

менно прогнозировать и температуру воздуха, используя уравнение притока 
тепла в виде 

 
( )в в в аТ Т Т

u v
t x y g

     
  

   
w


,                                                 (4) 

где  – сухоадиабатический градиент температуры;  – вертикальный гра-

диент температуры;  – ускорение свободного падения. 
а 

g

 Традиционно прогноз влажности осуществляется следующим образом. 
На основании имеющихся данных о фактической влажности и температуре 
воздуха определяется достижение состояния насыщения водяного пара. В 
рамках стандартной схемы гидродинамического моделирования на каждом 
шаге по времени получают прогноз значений проекций вектора скорости, 
температуры воздуха и вертикальной скорости в p-системе координат [1]. 
Если состояние насыщения водяного пара не достигнуто, то для расчета из-
менения массовой доли водяного пара используется стандартное уравнение 
переноса, в котором компоненты вектора скорости трактуются как усред-
ненные прогностические величины, в противном случае по достижению со-
стояния насыщения рассчитывается функция давления и температуры 

, а затем скорость конденсации. Далее делается следующий шаг по 

времени, который начинается с проверки на состояние насыщения. 

( , )вF Т p

 Такой подход представляется вполне оправданным при моделировании 
крупно- и среднемасштабных процессов, имеющих характерный простран-
ственный масштаб, превышающий десятки километров, когда используются 
усредненные значения метеорологических величин. Однако, как было от-
мечено выше, некоторые явления погоды могут иметь характерный про-
странственный масштаб, не превышающий нескольких километров. Поэто-
му традиционный подход в этом случае становится неприемлемым. 
 В настоящей работе предлагается альтернативный способ описания 
динамики влагосодержания и температуры малых пространственно времен-
ных масштабов, основанный на трактовке компонент скорости ветра в 
уравнениях (2)–(4) как случайных процессов. 
 В качестве обоснования такого подхода к прогнозированию переноса 
влаги в атмосфере, позволяющего на модельном уровне учитывать турбу-
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лентные свойства атмосферы, проведена серия экспериментов, связанных с 
регистрацией изменения параметров ветра на относительно небольших вре-
менных интервалах. Проведены расчеты по полученным данным проекций 
вектора скорости и усреднения на различных интервалах времени. На рис.1 
приведены примеры графиков изменения значений проекции вектора ско-
рости при интервалах усреднения 15, 60 и 180 с. (на рисунке представлены 
результаты измерений времени в течение 21 минуты). 

 
       Рис.1. а) усредненные значения проекции вектора скорости за 15 секунд; 
                   б) усредненные значения проекции вектора скорости за 60 секунд; 
                   в) усредненные значения проекции вектора скорости за 180 секунд. 
 

 Из приведенных рисунков однозначно следует, что при рассмотрении 
процессов, имеющих характерный временной масштаб порядка нескольких 
минут, компоненты вектора скорости вполне допускают трактовку в терми-
нах случайных процессов. 
 Одной из важных характеристик случайных процессов является авто-
корреляционная функция Ф(k), показывающая зависимость взаимосвязи ме-
жду функцией и ее сдвинутой копией от величины временного сдвига k. 
Анализ автокорреляционной функции делает возможным нахождение по-
вторяющихся закономерностей, таких как наличие периодического сигнала, 
скрытого шумом, или определение отсутствующей основной частоты в сиг-
нале, представленном широким спектром гармонических частот. 
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 На рис.2 представлен график автокорреляционной функции, построен-
ной по наблюдениям за горизонтальной компонентой скорости ветра. 

 
Рис.2. Автокорреляционная функция Ф(k) проекции вектора скорости. 

 

 Эксперимент показал, что в условиях малоградиентного барического по-
ля, когда создаются благоприятные условия для образования туманов и гус-
тых дымок, автокорреляционная функция, полученная по наблюдениям в 
дневные часы, имеет степенной характер убывания. Этот факт в дальнейшем 
использовался в ходе практической реализации предложенного подхода.  
 Для упрощения задачи моделирования процессов тепло- и влагообмена 
в атмосфере ось x была ориентирована по направлению преимущественного 
переноса воздушной массы, во внимание не принимались вертикальные 
движения воздуха, давление ( )p p x  считалось не зависящей от времени 

функцией координат и вводились следующие обозначения ( , ) ( )вF T p w x 
 

( , )вf x T ; 1
( )

( ) ( )аf x
g

  



w x


. Данные функции в дальнейшем считались 

детерминированными. Таким образом, система уравнений (2)–(4) была пре-
образована к виду 
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с детерминированными начальными условиями: 

 0(0, ) ( )s x s x ; 0(0, ) ( )m ms x s x ; 0(0, ) ( )в вT x T x ; – ∞ < x < ∞,        (8) 

где ( )  – случайный процесс, характеристики которого идентифицируются на 

основе пространственно-временного распределения скорости ветра. 

t

 Основная цель настоящей работы состоит в нахождении математиче-
ского ожидания и дисперсионной функции решения системы уравнений 
(5)–(7) с начальными условиями (8). Решение указанной задачи осуществ-
ляется путем перехода к детерминированному уравнению на основе метода, 
предложенного в [7–9] и связанного с понятием вариационной производ-
ной. Первым этапом в решении указанной выше системы является решение 
уравнения (7), формально не зависящего от других уравнений. 
 

3. Переход к детерминированной задаче 
 Случайный процесс ( )  считаем заданным характеристическим функ-

ционалом [8] 

t

 ( ) exp( ( ) ( ) )
T

M i d
 

        
  

 ,                                          (9) 

где функция v принадлежит пространству L1(T) суммируемых на отрезке Т 

функций с нормой ( )
T

d     ; М – математическое ожидание по функ-

ции распределения процесса ( ) ; Т – отрезок времени, на котором изучает-
ся процесс. 

t

 Умножим уравнение (7) на exp( ( ) ( ) )
T

i d      и применим операцию 

математического ожидания по функции распределения случайного процес-
са ( )  к полученному равенству t

 exp( ( ) ( ) ) ( ) exp( ( ) ( ) )в в

T T

Т Т
M i d M t i d

t x

    
              

     
  


 

 1( ) exp( ( ) ( ) )
T

f x M i d
 

    
  

  



.                                       (10) 

Для дальнейших построений введем вспомогательное отображение: 

 ,                          (11) ( , , ) ( , )exp( ( ) ( ) )в
T

y t x M Т t x i d
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где 1; ( ) ( )x R v t L T  . Тогда уравнение (10) можно представить в виде 

 1
( , , )

( , , ) ( ) ( )
( )

y t x
i y t x f x

t t x

   
  

  
 

)

                               (12) 

с начальным условием 

 ,                                                                              (13) 0(0, , ) ( ) ( )вy x Т x   

где / (  – вариационная производная. Детальное описание операции ва-

риационного дифференцирования приведено, например, в [7–11]. 

t 

 Непосредственно из определений следует, что математическое ожида-
ние решения уравнения (7) с начальным условием (8) может быть получено 
из соотношения (11), в котором функцию   следует положить равной нулю. 
Иными словами имеет место равенство 

 .                                                           (14)  ( , ,0) ( , )вy t x M Т t x

 Таким образом, для нахождения математического ожидания решения 
уравнения (7) с начальным условием (8) достаточно найти решение уравне-
ния с вариационной и обычной производными (12) при условии (13) в неко-
торой окрестности нулевой функции пространства L1(T). 
 

4. Математическое ожидание решения уравнения притока тепла 
 Применив к обеим частям выражений (12) и (13) преобразование Фу-
рье [12,13], получим 

      1( , , ) ( ) ( ) ( , , ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )x x xF y t x i i F y t x F f x

t t

 
          

 
,  (15) 

 ,                                  (16)    0(0, , ) ( ) ( ) ( ) ( )x x вF y x F Т x     

где xF  – преобразование Фурье по переменной x, а   – двойственная к x пе-

ременная. Обозначим 

 ;  ( , , ) ( , , ) ( )xY t F y t x      1( , ) ( ) ( ) ( )xb F f x      . 

Тогда соотношения (15) и (16) перепишутся в виде 

 ( , , ) ( , , ) ( , )
( )

Y t Y t b
t t

 
        

 
.                                 (17) 

  0 0(0, , ) ( ) ( ) ( )x вY F Т x      .                                                        (18) 

 Введем вспомогательную функцию, зависящую от трех переменных 
 следующим образом ( , , )t w  ( , , ) sign( )t w w      при w, принадлежащем 
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отрезку с концами τ и t, и  в противном случае. Дальнейшие по-

строения опираются на следующую лемму [8]: 

( , , ) 0t w  

) Лемма 1. Пусть  – непрерывная функция на отрезке Т и функцио-
нал  ₵ имеет вариационную производную 

(a t

1: ( )y L T  ( ) / ( )y t   . Тогда по-

чти при всех t T  существует производная 
( ( , ))t

t

y a  

 

 и выполняется 

равенство 

 
( ( , )) ( (

( )

y a

t t

    
 

0

(0, )) (
t

t b v  

, ))
( )

y a t t
a t

    




t

. 

 Теорема 1. Если существуют вариационные производные , 

, то отображение 

( )/ ( )t  
( ) / ( )b  

                 (19) 0( , , ) (0, , ( , ))Y t Y t d         

является решением задачи (17) и (18). 
 Доказательство. Непосредственной подстановкой (19) в (17) и (18) и 
использованием леммы 1 убеждаемся в справедливости теоремы. ■ 

 Пусть 
x

*  – знак свертки функций по переменной x;  – обратное 

преобразование Фурье по ξ. 

1F 


 Теорема 2. В условиях теоремы 1 отображение 

   1
0( , , ) ( )* )) ( )

x

вy t x Т x F t x
  ( (0,   

( , )) ( ) 1
1

0

( )* (
tx

f x F
  t d x

 
    

  

 ( (0, )) ( )

                                      (20) 

x

является решением задачи (12), (13). 
 Доказательство. Применим обратное преобразование Фурье [12,13,15] 
к (19), получим (20). ■ 
 Теорема 3. Пусть выполняются условия предыдущей теоремы, тогда 

  1
0( , ) ( )*в вМ Т t x Т x F

  t x  1
1

0

( )* ( ( , )) ( )
tx

f x F t d x


 
    

  
     (21) 

является математическим ожиданием решения уравнения (7), при началь-
ном условии (8). 
 Доказательство. Для доказательства соотношения (21) достаточно в 
соотношении (20) положить 0  . ■ 
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5. Вторая моментная функция решения уравнения притока тепла 
 Для определения второй моментной функции решения задачи (7) вве-
дем в рассмотрение отображение 

         .                       (22) 1 1 1 1( , , , , ) ( , ) ( , )exp( ( ) ( ) )в в
T

z t x t x M Т t x Т t x i d
 

       
  



Отметим, что отображение 1 1( , , , , )z t x t x   симметрично по парам переменных 

t,x и . Умножим уравнения (7), (8) на 1 1,t x 1 1( , )exp( ( ) ( ) )в
T

Т t x i d      и при-

меним операцию математического ожидания по функции распределения 
случайного процесса ( ) . Получим t

 1 1( , )exp( ( ) ( ) )в
в

T

Т
M Т t x i d

t

 
      

  
  

 1 1( ) ( , )exp( ( ) ( ) )в
в

T

Т
M t Т t x i d

x

 
       

  
 

   

                                        (23) 

 , 1 1 1( ) ( , )exp( ( ) ( ) )в
T

f x M Т t x i d
 

  
  



 1 1(0, ) ( , )exp( ( ) ( ) )в в
T

M Т x Т t x i d
 

      
  

  

 .                                              (24) 0 1 1( ) ( , )exp( ( ) ( ) )в в
T

M Т x Т t x i d
 

 
  

      

Используя вспомогательное отображение 1 1( , , , , )z t x t x  , соотношения (23), 

(24) запишем в виде 

 1 1 1 1 1 1 1( , , , , ) ( , , , , ) ( ) ( , , )
( )

z t x t x i z t x t x f x y t x
t t x

  
    

  
,             (25) 

                               (26) 1 1 0 1 1(0, , , , ) ( ) ( , , ).вz x t x Т x y t x  

 Определение 1. Второй моментной функцией решения задачи (7) с де-
терминированным начальным условием (8) называется , где 

 – симметричное по парам переменных t,x и  решение за-

дачи (25), (26) и обозначается через . 

1 1( , , , ,0)z t x t x

1 1,t x1 1( , , , , )z t x t x 

1 1[ ( , ) ( , )в вM Т t x Т t x ]
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 Теорема 4. В условиях теоремы 2 решение задачи (25), (26) имеет вид 

   1
1 1 0 1 1( , , , , ) ( )* ( , , (0, )) ( )

x

вz t x t x Т x F y t x t x
     

 1
1 1 1

0

( )* ( , , ( , )) ( ),
tx

f x F y t x t d x


 
    

  
 

1  

                                       (27) 

где  определяется соотношением (20). 1 1( , , )y t x 
 Доказательство. Задача (25), (26) совпадает с точностью до обозначе-
ний с задачей (12), (13). Используя формулу (19), получаем (27). ■ 
 Воспользовавшись равенством (20) и подставив его в (27), получим 
решение, представленное с использованием начального условия и характе-
ристического функционала  

  
1

1

1 1
1 1 0 0 1 1 1( , , , , ) ( )* ( ) * ( (0, )

xx

в вz t x t x Т x F Т x F t 
 


       



  
11

1

1
1 1 1 1 1 1

0

(0, )) ( ) ( ) * ( ( , ) (0, )) ( ) ( )
tx

t x f x F t t d x x


 
            
   



   
1

1

1 1
1 0 1 1 1

0

( )* ( ) * ( (0, ) ( , )) ( )
t xx

вf x F Т x F t t x 
 

 
         



 
11

1

1
1 1 1 1 1

0

( ) * ( ( , ) ( , )) ( ) ( ).
tx

f x F t t d x d x


 
           

     
 

  

1  

.

                (28) 

 Теорема 5. В условиях предыдущей теоремы вторая моментная функ-
ция решения задачи (7), (8) имеет вид 

    
1

1

1 1
1 1 0 0 1 1 1( , ) ( , ) ( )* ( ) * ( (0, )

xx

в в в вM Т t x Т t x Т x F Т x F t 
 


 



  
11

1

1
1 1 1 1 1 1

0

(0, )) ( ) ( ) * ( ( , ) (0, )) ( ) ( )
tx

t x f x F t t d x x


 
          
   



   
1

1

1 1
1 0 1 1 1

0

( )* ( ) * ( (0, ) ( , )) ( )
t xx

вf x F Т x F t t x 
 

 
       



 
11

1

1
1 1 1 1 1

0

( ) * ( ( , ) ( , )) ( ) ( )
tx

f x F t t d x d x


 
         

     
                        (29) 
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 Доказательство. Поскольку  1 1 1 1( , , , ,0) ( , ) ( , )в вz t x t x M Т t x Т t x , то из 

(28) при 0   получаем (29). ■ 
 Важной статистической характеристикой случайного процесса являет-

ся дисперсионная функция . 2 2[ ( , )] [ ( , )] ( [ ( , )])в в вD Т t x M Т t x M Т t x 
 Теорема 6. Пусть выполняются условия теоремы 5, тогда дисперси-
онная функция решения задачи (7), (8) имеет вид 

    1 1
0 0( , ) ( )* ( )* (2 (0, ) ( )

x x

в в вD Т t x Т x F Т x F t x 
 


  


 

 1
1

0

( )* ( ( , ) (0, )) ( ) ( )
tx

f x F t t d x x


 
        

   
 

  

1

 

                          (30) 1 1
1 0 1

0

( )* ( )* ( (0, ) ( , )) ( )
tx x

вf x F Т x F t t x 
 

 
     

 


 1
1 1

0

( )* ( ( , ) ( , )) ( ) ( )
tx

f x F t t d x d x


 
                

  

 .  
2

1 1
0 1

0

( )* ( (0, )) ( ) ( )* ( ( , )) ( )
tx x

вТ x F t x f x F t d x 
 

  
             



 Доказательство. Подставив в формулу определения дисперсионной 

функции равенства (21) и (29) и положив в последнем выражении t1 = t, 

x1 = x, получим (30). ■ 
 

6. Уравнение притока тепла с гауссовым случайным процессом 
 Идентификация характеристического функционала случайного процес-
са, соответствующего горизонтальной компоненте скорости ветра – отдель-
ная непростая задача. В [14] на основе экспериментальных наблюдений ус-
тановлено, что наблюдаемые реализации не отвергают гипотезу о нормаль-
ном распределении горизонтальной компоненты скорости ветра не менее, 
чем в 82% случаев. Поэтому отдельное рассмотрение случая, соответствую-
щего гауссову случайному процессу, представляется целесообразным. Ха-
рактеристический функционал гауссова случайного процесса имеет вид [9] 

   1 2 1 2 1 2
1

( ) exp ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )
2T T T

i M d b d d
 
                 
 
 
   ,          (31) 
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где  – ковариационная функция 

процесса ε(t). 
1 2 1 2 1 2( , ) [ ( ) ( )] [ ( )] [ ( )]b М М М           

 Для упрощения дальнейших громоздких выкладок введем обозначения 

  ( , ) ( )
b

a

А а b M d    1 2 1 2( , , , ) ( , )
b d

a c

; B a b c d b d d      , 

а также матрицу и векторы 

 
( , , , ) ( , , , )

( , , , )
( , , , ) ( , , , )

B a b a b B a b c d
G a b c d

B a b c d B c d c d

 
  
 

, 
1

x

x

 
  
 

x


, 
1

 
   

ξ


, 

ниже и далее  – обозначается скалярное произведение в евклидовом 

пространстве. 

( , ) 

 Теорема 7. Пусть  – гауссов случайный процесс, тогда математи-

ческое ожидание  решения задачи (7), (8) имеет вид 

( )t
[ ( ,t x)вM Т ]

 
2

0
1 ( (0,

[ ( , )] ( )* exp
2 (0, ,0, )2 (0, ,0, )

x

в в
x А t

М Т t x Т x
B t tB t t

 
     

))
  

 
2

1
0

1 ( ( , )
( )* exp

2 ( , , , )2 ( , , , )

tx x А t )
f x d

B t tB t t

  
       

  .                           (32) 

 Доказательство. Подставив характеристический функционал (31) в 
соотношение (21) и воспользовавшись определением функции  и свойст-

вами преобразования Фурье, получим (32). ■ 



 Теорема 8. Пусть выполняются условия предыдущей теоремы, тогда 
вторая моментная функция имеет вид 

                                                 (33)  1 1( , ) ( , )в вM Т t x Т t x 

 10 0 1
1

1 1 1 11

(0, ) (0, )( ) ( ) 1
*exp (0, ,0, ) ,

(0, ) (0, )8det (0, ,0, )
в в x A t x A tТ x Т x

G t t
x A t x A tG t t

     
          

x



  

 
1

10 1 1
1

1 1 1 110

(0, ) (0, )( ) ( ) 1
*exp ( , ,0, ) ,

( , ) ( , )8det ( , ,0, )

t
в x A t x A tТ x f x

G t t
x A t x A tG t t

     
              


x



  

 1 110 1 1
1

1 110

(0, ) (0, )( ) ( ) 1
*exp (0, , , ) ,

( , ) ( , )8det (0, , , )

t
в x A t x A tТ x f x

G t t
x A t x A tG t t

     
              


x
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1

1 111 1 1
1

1 110 0

( , ) ( , )( ) ( ) 1
*exp ( , , , ) ,

( , ) ( , )8det ( , , , )

tt x A t x A tf x f x
d G t t

x A t x A tG t t
       

    


             
 

x


. 

 Доказательство. Подставив характеристический функционал (31) в 
равенство (29), получим 

  

 
1

1

1 1

1 1
0 0 1 1 1

( , ) ( , )

( )* ( ) * exp [ ( )]( (0, , ) (0, , ))

в в

xx

в в
T

M Т t x Т t x

Т x F Т x F i M t t d 
 



  
     
  

      

 1 2 1 1 1 1 1 1 2
1

( , )( (0, , ) (0, , ))( (0, , )
2 T T

b t t t             

  
11

1

1
2 1 2 1 1 1 1 1

0

(0, , )) ( ) ( ) * exp [ ( )]( ( , , )
tx

T

t d d x f x F i M t


 
            

 
 

 1 2 1 1 1 1 1 1 2
1

(0, , )) ( , )( ( , , ) (0, , ))( ( , , )
2 T T

t d b t t t                  

 
11

2 1 2 1 1 0 1
0

(0, , )) ( ) ( ) ( )* ( ) *
t xx

вt d d d x x f x F Т x


 
          

  

 
1

1

1
1 1 1 2

1
* exp [ ( )]( (0, , ) ( , , )) ( , )

2

x

T T

F i M t t d b


 
              

 
 

T


x   1 1 1 1 1 1 2 2 1 2 1( (0, , ) ( , , ))( (0, , ) ( , , )) ( )t t t t d d                  

 
11

1

1
1 1 1 1

0

( ) * exp [ ( )]( ( , , ) ( , , ))
tx

T

f x F i M t t d


 
         

 
       

 1 2 1 1 1 1 1 1 2
1

( , )( ( , , ) ( , , ))( ( , , )
2 T T

b t t t                  

  2 1 2 1( , , )) ( ) ( )t d d d x d x          

 10 0 1
1

1 1 1 11

(0, ) (0, )( ) ( ) 1
*exp (0, ,0, ) ,

(0, ) (0, )8det (0, ,0, )
в в x A t x A tТ x Т x

G t t
x A t x A tG t t

     
          

x



  

 
1

10 1 1
1

1 1 1 110

(0, ) (0, )( ) ( ) 1
*exp ( , ,0, ) ,

( , ) ( , )8det ( , ,0, )

t
в x A t x A tТ x f x

G t t
x A t x A tG t t

     
              


x
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 1 110 1 1
1

1 110

(0, ) (0, )( ) ( ) 1
*exp (0, , , ) ,

( , ) ( , )8det (0, , , )

t
в x A t x A tТ x f x

G t t
x A t x A tG t t

     
              


x



  

 
1

1 111 1 1
1

1 110 0

( , ) ( , )( ) ( ) 1
*exp ( , , , ) ,

( , ) ( , )8det ( , , , )

tt x A t x A tf x f x
d G t t

x A t x A tG t t
       

    


             
 

x


. 

Используя свойства функции   и взяв обратное преобразование Фурье [15] 

по  , получим (33). ■ 

 Теорема 9. Пусть выполняются условия теорем 8 и 9, тогда дисперси-
онная функция имеет вид 

 1
1

2
1 1[ ( , )] [ ( , ) ( , )] [ ( , )]t tв в в в

x x
D Т t x M Т t x Т t x M Т t x


  .                        (34) 

 Доказательство. Подставив в формулу определения дисперсионной 
функции равенства (32) и (33), при этом положив в последнем выражении 

 получим (34). ■ 1 1,t t x x  ,
 

7. Математическое ожидание и дисперсионная функция решения задач 
(5), (6) в случае гауссова случайного процесса 
 Применив указанный выше подход к системе уравнений (5)–(6) с на-
чальными условиями (8) в случае гауссова распределения случайного про-
цесса, получим: 
 математическое ожидание массовой доли до начала момента конденса-
ции водяного пара 

  
2

0
1 ( (0, ))

( , ) ( ) exp ( )
2 (0, ,0, )2 (0, ,0, )

x x А t
M s t x s x x

B t tB t t
*

 
   

 ;                (35) 

 дисперсионную функцию массовой доли до начала момента конденса-
ции водяного пара 

   1
1

2
1 1( , ) [ ( , ) ( , )] [ ( , )]t t

x x
D s t x M s t x s t x M s t x


  ; 

 математическое ожидание массовой доли после начала конденсации  

  
2

0
1 ( (0,

( , ) ( )* exp
2 (0, ,0, )2 (0, ,0, )

x

m m
x А t

М s t x s x
B t tB t t

 
     

))
  

 
2

0

1 ( ( , )
( , )* exp

2 ( , , , )2 ( , , , )

tx

в
x A t

f x Т d
B t tB t t

  
       


)

 ,                            (36) 
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 дисперсионную функцию после начала конденсации 

   1
1

2
1 1( , ) [ ( , ) ( , )] [ ( , )]t tm m m m

x x
D s t x M s t x s t x M s t x


  . 

 Таким образом, в рамках модельных представлений могут быть рас-
считаны математическое ожидание и дисперсионная функция массовой до-
ли водяного пара. 
 

8. Степень влияния случайных факторов 
 Оценим степень влияния случайных факторов на поведение системы, 
описываемой уравнениями (5)–(8). Для этого рассмотрим одномерный слу-
чай с уравнениями вида (2)–(4) с начальными условиями (8). 
 Легко проверить, что 

 0
0

( , ) ( ( ) )
t

ds t x s x u s ds   ;                                                                (37) 

 ;                      (38) 0
0 0

( , ) ( ( ) ( , ( ) ) )
t t t

md m в
s

s t x s x u s ds f Т x u d ds       

                                     (39) 0 1
0 0

( , ) ( ( ) ( ( ) ) )
t t t

вd в
s

T t x T x u s ds f x u d ds       

являются решениями соответствующих уравнений (2) – (4) с начальным ус-
ловием (8). Тогда функции 

 ( , ) ( , ) [ ( , )]s dI t x s t x M s t x  ; ( , ) ( , ) [ ( , )]
ms md mI t x s t x M s t x  ; 

 ( , ) ( , ) [ ( , )]
вT вd вI t x T t x M T t x   

позволяют оценить погрешности решений при отказе от учета случайных фак-

торов. Отметим, что при ( , , , ) 0B a b c d   выражения 
1

2 ( , , , )B a b c d



 

2( ( , ))
exp

2 ( , , , )

x А a b

B a b c d

 
 

 
 ( , ) 0 стремятся к δ-функции Дирака, и I t x  . Таким 

образом, при ( , , , ) 0B a b c d   формулы (32), (35) и (36) «переходят» в фор-

мулы решения детерминированной задачи. Тем самым доказано, что если 
случайный процесс, отвечающий горизонтальной компоненте скорости вет-
ра, обладает «быстроубывающей» функцией автокорреляции, то прибли-
женное решение может быть получено посредством замены скорости ветра 
ее средним значением. Однако наблюдения за реальными атмосферными 
параметрами показывают, что, как правило, это условие невыполнимо. 
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 8.1. Пример. Для наглядной оценки влияния случайных факторов на 
поведение системы, описываемой уравнением (2), удобно рассмотреть сле-
дующий модельный пример. 
 С учетом рассмотренных выше результатов исследования автокорре-
ляционной функции скорости ветра можно определить начальные условия и 
параметры случайного процесса, моделирующего скорость ветра, например, 
следующими соотношениями и значениями: 

 0
2

coss x
L


 ;   ;   2u  ( ) 2M    ;   1 2 2

1 2

1
( , )

1 ( )
b   

   
;  

T – модельное время. 
 Графическое представление решений уравнения (35) и детерминиро-
ванного уравнения (37) с приведенными выше условиями дано на рис.3,4. 

 
 

Рис.3. Решение детерминированного 
уравнения (37). 

Рис.4. Решение выражения (35), учитывающее 
случайные (стохастичеcкие) факторы. 

 

 Из графиков видно, что множество решений детерминированной зада-
чи на каждом шаге образует смещающееся в плоскости начальное условие, 
не изменяющееся с течением времени. В ситуации, когда скорость тракту-
ется как случайный процесс (рис.4), математическое ожидание решения (35) 
распространяется со временем вдоль оси x (условие нормализации предпо-
лагается выполненным). 
 Рассогласованность решений между математическим ожиданием стохас-
тической задачи и детерминированной, рассмотрим в равномерной метрике 

 
1
( ) max ( , ) ( , )s d

x
I t s t x M s t x   и в смысле среднеквадратичного отклонения 
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  2

2
( ) ( , ) ( , )s dI t s t x M s t x dx




  . Графически ее изменение показано на 

рис.5,6. 

 
Рис.5. Разница между математическим ожиданием стохастической задачи  и 

детерминированной в равномерной метрике. 
 

 Из рисунков видно, что обе функции монотонно растут с течением 
времени. Это говорит об увеличивающейся разнице между решением де-
терминированной задачи и математическим ожиданием решения соответст-
вующего уравнения. 

 
Рис.6. Разница между математическим ожиданием стохастической задачи и 

детерминированной в смысле среднеквадратического отклонения. 
 

 8.2. Эксперимент. Для верификации построенных моделей переноса 
тепла и влаги, позволяющих учитывать турбулентные свойства атмосферы, 
проведена серия экспериментов с использованием установки, в которую вхо-
дили камера туманов, «аэродинамическая» труба и метеорологические дат-
чики, измеряющие температуру и относительную влажность воздуха. Каме-
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ра туманов и «аэродинамическая» труба разделялись при помощи заслонки. 
В камере туманов создавались и регистрировались значения температуры и 
влажности воздуха, а также атмосферного давления. Затем порции воздуха 
с рассчитанной по известным соотношениям массовой долей водяного пара 
выпускались из камеры туманов в аэродинамическую трубу. Перенос мас-
совой доли проходил за счет диффузии. Измерения температуры воздуха и 
относительной влажности проводились каждые 5 секунд вдоль всей трубы с 
шагом 0.5 м. В результате получены графики распределения массовой доли 
вдоль трубы. В качестве примера на рис.7 приведено распределения массо-
вой доли, равной 0.002695 г/г, в аэродинамической трубе при штилевых ус-
ловиях, температуре воздуха 20.7˚С, относительной влажности 94% и атмо-
сферном давлении 1016.7 гПа. 

 
Рис.7. Экспериментальные данные о распределении массовой доли 

в «аэродинамической» трубе при штилевых условиях. 

 
Рис.8. Эмпирическое распределение массовой доли в аэродинамической трубе 

при штилевых условиях. 
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 По результатам каждого испытания строилось теоретическое распре-
деление массовой доли водяного пара. Для этого использовалось выраже-
ние (35), которое упростится, так как перенос происходил только за счет 
диффузии, и [ ( )] 0M    . При этом учитывалось начальное распределение 

массовой доли водяного пара в трубе. В результате были получены соответ-
ствующие графики, пример которых представлен на рис.8. 
 Рассогласованность решений также рассматривалась в равномерной 

метрике 
.

( ) max ( , ) [ ( , )]
рав мS пр теор

x
I t s t x M s t x   и в смысле среднеквадра-

тичного отклонения  2
0

1
( ) ( , ) [ ( , )]

СКО

L

S пр теорI t s t x M s t x dx
L

  , где L – 

длина трубы (4 м). Соответствующие графики представлены на рис.9,10. 

 
Рис.9. Рассогласованность практического и теоретического 

распределения в равномерной метрике. 

 
Рис.10. Рассогласованность практического и теоретического распределения 

в смысле среднеквадратичного отклонения. 
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 Из приведенных графиков видно, что с течением времени, ошибка ме-
жду теоретическими и экспериментальными данными уменьшается. Это 
объясняется тем, что влагосодержание в трубе становится равным влагосо-
держанию в окружающей среде, которое в условиях отсутствия направлен-
ного переноса определяется флуктуациями движения воздушных масс и 
диффузией. 
 
9. Заключение 
 В статье предложена новая модель переноса тепла и влаги в атмосфере, 
учитывающая влияние случайных неконтролируемых пульсаций скорости 
ветра, связанных с турбулентностью. В соответствующих уравнениях пере-
носа проекции вектора скорости трактуются как случайные процессы с за-
данным характеристическим функционалом, который, в свою очередь, оп-
ределяется по экспериментальным наблюдениям. Получены аналитические 
выражения для математического ожидания и дисперсионной функции ре-
шений дифференциальных уравнений в рамках сформулированного мо-
дельного представления, позволяющего учитывать турбулентные (стохас-
тические) свойства атмосферы. Приведен пример для гауссова распределе-
ния. В рамках модельного примера показано, что не учет случайных факто-
ров приводит к логарифмическому увеличению ошибки. 
 Возможные приложения предложенного в статье подхода примени-
тельно к метеорологическим задачам сосредоточены, прежде всего, в об-
ласти прогнозирования погодных явлений малого пространственно-
временного масштаба (до нескольких километров и порядка нескольких ча-
сов). Именно в этих случаях учет случайных составляющих в моделях пе-
реноса представляется вполне оправданным, поскольку флуктуации скоро-
сти ветра могут вносить существенные изменения в распределения метео-
рологических величин. Предложенный подход может найти широкое при-
менение, поскольку явление переноса часто рассматривается при совершен-
ствовании различных технологических процессов. 
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