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❙t♦❝❤❛st✐❝ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ▼✐①❡❞✲❊✛❡❝ts ▼♦❞❡❧s

❯♠❜❡rt♦ P✐❝❝❤✐♥✐1,2 ❆♥❞r❡❛ ❉❡ ●❛❡t❛♥♦2 ❙✉s❛♥♥❡ ❉✐t❧❡✈s❡♥1

1 ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈♦♣❡♥❤❛❣❡♥✱ ❉❡♥♠❛r❦✳
❡♠❛✐❧✿ ✉♠❜❡rt♦❅♠❛t❤✳❦✉✳❞❦✱ s✉s❛♥♥❡❅♠❛t❤✳❦✉✳❞❦

2 ❇✐♦♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ▲❛❜♦r❛t♦r② ✭❇✐♦▼❛t▲❛❜✮ ■❆❙■ ✲ ❈◆❘✱ ❘♦♠❡✱ ■t❛❧②❀
❡♠❛✐❧✿ ❛♥❞r❡❛✳❞❡❣❛❡t❛♥♦❅❣♠①✳♥❡t

P✉❜❧✐s❤❡❞ ♦♥ ❙❝❛♥❞✐♥❛✈✐❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s ✸✼✭✶✮✱ ✻✼✕✾✵✱ ✷✵✶✵✳
❞♦✐✿✶✵✳✶✶✶✶✴❥✳✶✹✻✼✲✾✹✻✾✳✷✵✵✾✳✵✵✻✻✺✳①

❆❜str❛❝t

❙t♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ r❛♥❞♦♠ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
t✐♠❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❇✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢t❡♥ ✐♠♣❧② r❡♣❡❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✉♥✐ts ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✉♥✐ts ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ r❛♥✲
❞♦♠ ❡✛❡❝ts ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲❤❡♥ ❜♦t❤ s②st❡♠ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱
st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♠✐①❡❞✲❡✛❡❝ts ♠♦❞❡❧s ❡♥s✉❡✳ ❚❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ s✐♠✉❧✲
t❛♥❡♦✉s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠♥❡ss ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛♥❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✉♥✐ts✱ t❤✉s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t♦♦❧ ✇✐t❤
✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❜✐♦♠❡❞✐❝✐♥❡ ❛♥❞ ♣❤❛r♠❛❝♦❦✐♥❡t✐❝✴♣❤❛r♠❛❝♦❞②♥❛♠✐❝ st✉❞✐❡s✳
■♥ ♠♦st ❝❛s❡s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤✉s ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❍❡r❡ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧②
❢❛st ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲r❛♥❞♦♠
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ s♦♠❡
❢❛♠♦✉s ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛s❡ts✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s❀ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞r✐❢t❀ ❈■❘ ♣r♦❝❡ss❀ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❡①♣❛♥s✐♦♥❀ ●❛✉ss✐❛♥ q✉❛❞r❛t✉r❡❀ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥❀ ♠❛①✐♠✉♠
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥❀ ❖r♥st❡✐♥✲❯❤❧❡♥❜❡❝❦ ♣r♦❝❡ss❀ r❛♥❞♦♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs❀ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❙t✉❞✐❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ r❡♣❡❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ t❛❦❡♥ ♦♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❛♥✐♠❛❧s ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ r❡s❡❛r❝❤✳ ■t ✐s ♦❢t❡♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
r❡s♣♦♥s❡s ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r♠ ❢♦r ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s✉❜❥❡❝ts✱ ❜✉t ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✈❛r② r❛♥❞♦♠❧② ❛♠♦♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛r✐t② ♦❢ ▼✐①❡❞✲❊✛❡❝ts ♠♦❞❡❧s ❧✐❡s
✐♥ t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② t♦ ♠♦❞❡❧ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐t ✐♥t♦ ✐ts ✇✐t❤✐♥✲ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥✲✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤✐s ♦❢t❡♥ ❧❡❛❞s t♦ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

✶



❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♣❤❛r♠❛❝♦❦✐♥❡t✐❝✴♣❤❛r♠❛❝♦❞②♥❛♠✐❝ ✭P❑✴P❉✮ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞
♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ s❛✈✐♥❣s ❜♦t❤ ✐♥ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ✐♥ ❤✉♠❛♥ ♦r
❛♥✐♠❛❧ ❞✐s❝♦♠❢♦rt✳

❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s②st❡♠s ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭♦r❞✐♥❛r② ✭❖❉❊✮✱ ♣❛rt✐❛❧ ✭P❉❊✮✱ ♦r ❞❡❧❛② ✭❉❉❊✮✮✳ ❚❤❡s❡ ❤♦✇❡✈❡r ❞♦
♥♦t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ♥♦✐s② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢t❡♥ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧
s②st❡♠s✳ ❙②st❡♠ ♥♦✐s❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢
❛ ❤♦st ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✭❧✐❦❡
❤♦r♠♦♥❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ str❡ss ❧❡✈❡❧✱ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠✉s❝✉❧❛r ❛❝t✐✈✐t② ❡t❝✳✮✳ ◆♦✐s❡ ✐♥
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡
❝❧❛ss ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❙❉❊✮ ♠♦❞❡❧s✳

❚❤❡ t❤❡♦r② ❢♦r ▼✐①❡❞✲❊✛❡❝ts ♠♦❞❡❧s ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ✭✇✐t❤♦✉t
s②st❡♠ ♥♦✐s❡✮✱ ❜♦t❤ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✭▲✐♥❞str♦♠ ❛♥❞ ❇❛t❡s ✭✶✾✾✵✮✱ ❇r❡s❧♦✇ ❛♥❞ ❈❧❛②t♦♥
✭✶✾✾✸✮✱ ❉❛✈✐❞✐❛♥ ❛♥❞ ●✐❧t✐♥❛♥ ✭✶✾✾✺✮✱ ❱♦♥❡s❤ ❛♥❞ ❈❤✐♥❝❤✐❧❧✐ ✭✶✾✾✼✮✱ ▼❝❈✉❧❧♦❝❤ ❛♥❞ ❙❡❛r❧❡
✭✷✵✵✶✮✱ ❉✐❣❣❧❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮✱ ❑✉❤♥ ❛♥❞ ▲❛✈✐❡❧❧❡ ✭✷✵✵✺✮✱ ●✉❡❞❥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✱ ❲❛♥❣ ✭✷✵✵✼✮✮✱ ❛♥❞
st❛♥❞❛r❞ s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r ♠♦❞❡❧ ✜tt✐♥❣ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❡✳❣✳ ❇❡❛❧ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮✱ P✐♥❤❡✐r♦ ❛♥❞ ❇❛t❡s
✭✷✵✵✷✮✱ t❤❡ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ❜② P✐♥❤❡✐r♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✱ ▲❛✈✐❡❧❧❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ❛♥❞ t❤❡ ❙❆❙ ◆▲▼■❳❊❉

♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❊❛r❧② ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♣❤❛r♠❛❝♦❦✐♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛r❡ ❙❤❡✐♥❡r ❛♥❞ ❇❡❛❧
✭✶✾✽✵✱ ✶✾✽✶✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡r❡ ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ♥♦ t❤❡♦r② ❛t ♣r❡s❡♥t
❢♦r ❙❉❊ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
✐s t❤❛t ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❙❉❊ ♠♦❞❡❧s ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❢❡✇ s✐♠♣❧❡
❝❛s❡s✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❜✉t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡
♣r♦❝❡ss ❛r❡ r❛r❡❧② ❦♥♦✇♥✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥
❡①♣❧✐❝✐t❧②✳ ■♥ ❏❡❧❧✐✛❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r P❑✴P❉ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛r❡ r❡✈✐❡✇❡❞✱ ❜✉t
t❤❡s❡ ❛✉t❤♦rs r❡❣r❡t t❤❛t s②st❡♠ ♥♦✐s❡ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡st✐♠❛t❡✳ ■♥
❖✈❡r❣❛❛r❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ❚♦r♥ø❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ❛♥ ❙❉❊ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞
r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞✐✛✉s✐♦♥ t❡r♠ ✐s tr❡❛t❡❞✳ ■♥ ❉✐t❧❡✈s❡♥ ❛♥❞ ❉❡ ●❛❡t❛♥♦ ✭✷✵✵✺❛✮
t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡ ❙❉❊ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ✐s
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✱ ❜✉t ❣❡♥❡r❛❧❧② t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❘❡❝❡♥t❧② ❉♦♥♥❡t
❛♥❞ ❙❛♠s♦♥ ✭✷✵✵✽✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r
✜tt✐♥❣ ❙❉❊ ✇✐t❤ ♠✐①❡❞✲❡✛❡❝ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ❛s ❙❉❊ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✭❡✳❣✳ ▲❛♥s❦② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮❀ ❆♥❞❡rs❡♥ ❛♥❞ ❍ø❥❜❥❡rr❡ ✭✷✵✵✺✮❀ P✐❝❝❤✐♥✐ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✻✮❀ ❉✐t❧❡✈s❡♥ ❛♥❞ ❉❡ ●❛❡t❛♥♦ ✭✷✵✵✺❜✮❀ ❉✐t❧❡✈s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮❀ ❖✈❡r❣❛❛r❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✮✱
t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥❡❡❞ ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r② ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠✐①❡❞✲❡✛❡❝ts✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢
❛♥ ❙❉❊ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✿ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ♠❛② ❜❡ ❝❛❧❧❡❞
st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♠✐①❡❞✲❡✛❡❝ts ♠♦❞❡❧s ✭❙❉▼❊▼s✮✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②
♦♥ r❡♣❡❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥✐ts ✭❡✳❣✳ s✉❜❥❡❝ts✮ ✐t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✜t t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞❛t❛ s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ❜✉t ❛ s✐♥❣❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✜t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞❛t❛
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❙❉▼❊▼s ✇❤♦s❡ ❞r✐❢t ❛♥❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❡r♠s ❝❛♥ ❞❡♣❡♥❞ ❧✐♥❡❛r❧②
♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥② s✉✣❝✐❡♥t❧② ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❛❧t❤♦✉❣❤ ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✮✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝❛♥ s❡❧❞♦♠ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥
❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ s✐♥❝❡ ✐t ✐♥✈♦❧✈❡s ❡①♣❧✐❝✐t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✳ ❱❛r✐♦✉s ✇❛②s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✿ ✭✐✮ s♦❧✈✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈

✷



♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✭▲♦ ✭✶✾✽✽✮✮❀ ✭✐✐✮ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❛
❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❍❡r♠✐t❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✭❆ït✲❙❛❤❛❧✐❛ ✭✷✵✵✽✱ ✷✵✵✷❜✮✮❀ ✭✐✐✐✮ ♦r
s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✲✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✭❡✳❣✳ P❡❞❡r✲
s❡♥ ✭✶✾✾✺✮❀ ❇r❛♥❞t ❛♥❞ ❙❛♥t❛✲❈❧❛r❛ ✭✷✵✵✷✮❀ ❉✉r❤❛♠ ❛♥❞ ●❛❧❧❛♥t ✭✷✵✵✷✮❀ ❍✉r♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮❀
◆✐❝♦❧❛✉ ✭✷✵✵✷✮✮✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ✏s✐♠✉❧❛t❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✑ ✭❙▼▲✮✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②
❛ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ ❡①❛❝t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇❡s❦♦s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛✉t❤♦rs✱ ❜✉t t❤❡② ❛❧s♦
❤❛✈❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❆ït✲❙❛❤❛❧✐❛ ✭✷✵✵✷❛✮ ♥♦t❡s t❤❛t ♠❡t❤♦❞s ✭✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧❧② ✐♥t❡♥s❡ ❛♥❞ ♣♦♦r❧② ❛❝❝✉r❛t❡✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❉✉r❤❛♠ ❛♥❞ ●❛❧❧❛♥t ✭✷✵✵✷✮ ❜✉✐❧❞ ♦♥ t❤❡✐r
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐❞❡❛s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ P❡❞❡rs❡♥✬s ✭✶✾✾✺✮ ✭♦r ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥t❧② ❇r❛♥❞t ❛♥❞ ❙❛♥t❛✲❈❧❛r❛✬s ✭✷✵✵✷✮✮ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ♠❡t❤♦❞ ✭✐✐✮ ❛❜♦✈❡✱ ✇❤✐❧❡
❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ ❢❛st✱ ♠❛② ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛♣♣❧②✳

❲❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❡♠♣❧♦② t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ❆ït✲❙❛❤❛❧✐❛
✭✷✵✵✷❜✱ ✷✵✵✽✮ ❢♦r t✐♠❡✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❙❉❊s✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❢❛st ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
♠❡t❤♦❞s ✭❉✉r❤❛♠ ❛♥❞ ●❛❧❧❛♥t ✭✷✵✵✷✮✱ ❏❡♥s❡♥ ❛♥❞ P♦✉❧s❡♥ ✭✷✵✵✷✮✮✳ ❆tt❡♥t✐♦♥ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦
t✐♠❡✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❙❉❊s ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ t✐♠❡✲✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❙❉❊s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊❣♦r♦✈ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮✱ s❡❡ P✐❝❝❤✐♥✐✱ ❉✐t❧❡✈s❡♥ ❛♥❞ ❉❡ ●❛❡t❛♥♦ ✭✷✵✵✽✮ ❢♦r ❛♥ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②
✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ q✉❛❞r❛t✉r❡ r✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❙❉▼❊▼ ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✭❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t❡❞✮ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞r✐❢t ✭♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②
❛ ❧♦❣✲tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❇r♦✇♥✐❛♥ ▼♦t✐♦♥✮✱ ♦❢ t❤❡ ❖r♥st❡✐♥✲❯❤❧❡♥❜❡❝❦ ✭❖❯✮ ❛♥❞ t❤❡
❈♦①✲■♥❣❡rs♦❧❧✲❘♦ss ✭❈■❘✮ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ tr✉❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s✱
♦♥❧② ✉s✐♥❣ ♠♦❞❡r❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ M ✭t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✉♥✐ts✮ ❛♥❞ n ✭t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✉♥✐t✮✱ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ♠♦st ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
t✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❙❉▼❊▼
✇❡r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❢❡✇ ♠✐♥✉t❡s ✉s✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♥❡❛r❧② t✇♦ ♠✐❧❧✐♦♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢r♦♠
❛ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♠♦♥ P❈✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♥
❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✜tt✐♥❣ ❙❉▼❊▼s✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❙❉▼❊▼s✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♠❛✐♥ t♦♦❧s ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❉▼❊▼s✱ ✐✳❡✳ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❙❉▼❊▼ ❛♥❞ s♦♠❡ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❙❡❝t✐♦♥
✹ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ t♦ s✐♠✉❧❛t❡❞
❞❛t❛s❡ts❀ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐ss✉❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ♣r❡s❡♥ts t✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ r❡❛❧ ❞❛t❛s❡ts✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ❛♥❞
❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❆♥ ❛♣♣❡♥❞✐①
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❝❧♦s❡s t❤❡ ♣❛♣❡r✳

✷ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ▼✐①❡❞✲❊✛❡❝ts ▼♦❞❡❧s

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣r♦❝❡ss Xt ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥ M ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✉♥✐ts
✭❡✳❣✳ s✉❜❥❡❝ts✮ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❢r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✿ ❛ ❙❉▼❊▼ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

dX i
t = µ(Xi

t , θ, b
i)dt + σ(Xi

t , θ, b
i) dW i

t , Xi
0 = xi

0 i = 1, . . . ,M ✭✶✮

✸



✇❤❡r❡ Xi
t ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛t t✐♠❡ t ≥ ti0 ✐♥ t❤❡ it❤ ✉♥✐t ❛♥❞ Xi

0 = Xi
ti0
❀ θ ∈ Θ ⊆ R

p ✐s

❛ p✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts ♣❛r❛♠❡t❡r ✭t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ bi ∈ B ⊆ R
q

✐s ❛ q✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ♣❛r❛♠❡t❡r ✭s✉❜❥❡❝t s♣❡❝✐✜❝✮ ✇✐t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts (bi
1, ..., b

i
q)❀

❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t bi
l ♠❛② ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭l = 1, ..., q✮✳ ❚❤❡ ❥♦✐♥t ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r bi ✐s ❞❡♥♦t❡❞ pB(bi | Ψ)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② ❛♥ r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r
Ψ ∈ Υ ⊆ R

r✱ ❛♥❞ t❤✉s Ψ ❝♦❧❧❡❝ts ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts {bi

l} ♦❢ bi ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ str✉❝t✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ bi
l✬s✳ ❚❤❡ W i

t

❛r❡ st❛♥❞❛r❞ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥s✳ ❚❤❡ W i
t ❛♥❞ bj ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ♠✉t✉❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢♦r ❛❧❧

1 ≤ i, j ≤ M ✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ Xi
0 ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ❦♥♦✇♥ r❡❛❧ ❝♦♥st❛♥t xi

0✳ ❚❤❡
❞r✐❢t ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s µ(·) : E×Θ×B → R ❛♥❞ σ(·) : E×Θ×B → R

+ ❛r❡
❛ss✉♠❡❞ ❦♥♦✇♥ ✉♣ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ s✉✣❝✐❡♥t❧② r❡❣✉❧❛r t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ✉♥✐q✉❡
✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ✭Ø❦s❡♥❞❛❧ ✭✷✵✵✼✮✮✱ ✇❤❡r❡ E ⊆ R ❞❡♥♦t❡s t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ♦❢ Xi

t ✳ ▼♦❞❡❧ ✭✶✮
❛ss✉♠❡s t❤❛t ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ M s✉❜❥❡❝ts t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ X ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✱
❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❥❡❝ts ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ♣❛t❤s
{W i

t }t≥ti0
❛♥❞ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs bi✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ✭✶✮ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ s✉❜❥❡❝t

i ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✈✐❛ ❛♥ ✭■tô✮ ❙❉❊ ♠♦❞❡❧ ❞r✐✈❡♥ ❜② ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
❛ ♣❛r❛♠❡t❡r r❛♥❞♦♠❧② ✈❛r②✐♥❣ ❛♠♦♥❣ s✉❜❥❡❝ts ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ M s✉❜❥❡❝ts✳

❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Xi
t ❣✐✈❡♥ (bi, θ) ❛♥❞ Xi

s = xs, s < t✱ ❤❛s ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡
❞❡♥s✐t② ✇✳r✳t✳ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ E✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜②

x → pX(x, t − s|xs, b
i, θ) > 0, x ∈ E. ✭✷✮

❆ss✉♠❡ t❤❛t s✉❜❥❡❝t i ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ni + 1 ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ ♣♦✐♥ts {ti0, ti1, . . . , tini
}✱ i = 1, ...,M ✳

▲❡t xi ❜❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ r❡s♣♦♥s❡s ❢♦r s✉❜❥❡❝t i✱ xi = (xi
0, . . . , x

i
ni

)✱ ✇❤❡r❡ xi(tij) = xi
j ✱ ❛♥❞

❧❡t x = (x1, ..., xM ) ❜❡ t❤❡ N ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦t❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ✈❡❝t♦r✱ N =
∑M

i=1(ni + 1)✳ ❲r✐t❡
∆i

j = tij − tij−1 ❢♦r t❤❡ t✐♠❡✲❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s xi
j−1 ❛♥❞ xi

j ✳
❲❡ ✇✐s❤ t♦ ❡st✐♠❛t❡ (θ, Ψ) ✉s✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ x✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞❛t❛

xi ❛r❡ ♥♦t ✜tt❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ bi✬s ❛r❡ ♥♦t ♦❢
✐♥t❡r❡st✱ ❜✉t ♦♥❧② t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r✲♣❛r❛♠❡t❡r Ψ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts bi✬s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤✐s s❡tt✐♥❣ t♦ ❛ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡ss Xt✳

✸ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❉▼❊▼s

❚❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ xi ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛
❣✐✈❡♥ t❤❡ ♥♦♥✲♦❜s❡r✈❛❜❧❡ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts bi ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠
❡✛❡❝ts✱ ✉s✐♥❣ t❤❛t W i

t ❛♥❞ bj ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

L(θ, Ψ) =
M
∏

i=1

p(xi|θ, Ψ) =
M
∏

i=1

∫

B
pX(xi|bi, θ) pB(bi|Ψ) dbi ✭✸✮

✇❤❡r❡ p(·)✱ pX(·) ❛♥❞ pB(·) ❛r❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t p(xi|·) ❛♥❞ pX(xi|·) ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✿
t❤❡ ❢♦r♠❡r ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ xi ❣✐✈❡♥ (θ, Ψ)✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ θ✿

pX(xi|bi, θ) =

ni
∏

j=1

pX(xi
j ,∆

i
j |xi

j−1, b
i, θ), ✭✹✮

✹



✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s pX(·) ❛r❡ ❛s ✐♥ ✭✷✮✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts
✐s ♦❢t❡♥ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✭♠✉❧t✐✮♥♦r♠❛❧✱ ❜✉t pB(·) ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❜❥❡❝t t♦
♠✐❧❞ r❡❣✉❧❛r✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ✭✸✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts bi❀ ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✭✸✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ θ ❛♥❞ Ψ
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦rs ✭▼▲❊✮ θ̂ ❛♥❞ Ψ̂ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t
✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ❤❛✈✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✿ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧
❜❡❝♦♠❡s ❛ s✉♠ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② pX ✐s ❦♥♦✇♥✳

■♥ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✭✸✮ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞✱ ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡
▼▲❊ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✱ s❡❡ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② s♦❧✈❡ t❤❡
✐♥t❡❣r❛❧✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥✿ ✭✐✮ pX(xi

j , ·|xi
j−1, ·) ✐s ❦♥♦✇♥ ❜✉t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✱

❛♥❞ ✭✐✐✮ pX(xi
j , ·|xi

j−1, ·) ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳ ■♥ ✭✐✮ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❤❛s t♦ ❜❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ■♥ ✭✐✐✮

✜rst pX(xi
j , ·|xi

j−1, ·) ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② s♦❧✈❡❞✳ ■♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ✭✐✐✮
✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❍❡r♠✐t❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥
❛s s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ❆ït✲❙❛❤❛❧✐❛ ✭✷✵✵✷❜✱ ✷✵✵✽✮✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳

✸✳✶ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❚❤❡ ▼▲❊ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✭✹✮ ❤❛s ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s t❤❡ ✉s✉❛❧ ❣♦♦❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭s❡❡ ❡✳❣✳
❉❛❝✉♥❤❛✲❈❛st❡❧❧❡ ❛♥❞ ❋❧♦r❡♥s✲❩♠✐r♦✉ ✭✶✾✽✻✮✮✱ ❜✉t r❡q✉✐r❡s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
✉s✉❛❧❧② ✉♥❦♥♦✇♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ▼▲❊ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✲
✉♦✉s ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆ss✉♠❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ QK(xi|bi, θ) =

∏ni

j=1 qK(xi
j ,∆

i
j |xi

j−1, b
i, θ)

t♦ ✭✹✮✱ ❛♥❞ s✉❜st✐t✉t❡ ✐t ❢♦r t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐♥ ✭✸✮✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

L(K)(θ, Ψ) =
M
∏

i=1

∫

B
QK(xi|bi, θ) pB(bi|Ψ) dbi. ✭✺✮

❇② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✭✺✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ (θ, Ψ) ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ▼▲❊ θ̂(K) ❛♥❞ Ψ̂(K) ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ✭✺✮ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ●❡♥❡r❛❧ ♣✉r♣♦s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♦♥❡✲
♦r ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧s✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
✭❡✳❣✳ ❋rö❜❡r❣ ✭✶✾✽✺✮✱ ❑r♦♠♠❡r ❛♥❞ ❯❡❜❡r❤✉❜❡r ✭✶✾✾✽✮✮ ✇✐t❤✐♥ s❡✈❡r❛❧ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡s✱
t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❣r♦✇s ❢❛st ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ B✳

❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①❡❞✲❡✛❡❝ts ♠♦❞❡❧s ✭◆▲▼❊✮ ❝♦♥t❛✐♥s ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✿ ❡✳❣✳ ✐♥
▲✐♥❞str♦♠ ❛♥❞ ❇❛t❡s ✭✶✾✾✵✮ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ◆▲▼❊ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢
❛ ❧✐♥❡❛r ♠✐①❡❞✲❡✛❡❝ts ♠♦❞❡❧❀ ❢✉rt❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ◆▲▼❊ ✉s✐♥❣
▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭s❡❡ P✐♥❤❡✐r♦ ❛♥❞ ❇❛t❡s ✭✶✾✾✺✱ ✷✵✵✷✮✱ ▼❝✲
❈✉❧❧♦❝❤ ❛♥❞ ❙❡❛r❧❡ ✭✷✵✵✶✮ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✮❀ r❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ P✐♥❤❡✐r♦
❛♥❞ ❈❤❛♦ ✭✷✵✵✻✮ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐♥❡❛r ♠✐①❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ t❤❡
s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝t ✐s tr❡❛t❡❞❀ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡
♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝t ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥② s✉✣❝✐❡♥t❧② ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

✸✳✶✳✶ ❆ ♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝t

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛❧
∫ +∞

−∞

h(u)e−u2
du, ✭✻✮

✺



✇❤❡r❡ h(·) ∈ C2R(R)✱ ✐✳❡✳ h(·) ✐s 2R t✐♠❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✱ ❢♦r R ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✳
■t ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥✲❍❡r♠✐t❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✭❡✳❣✳ ❋rö❜❡r❣ ✭✶✾✽✺✮✱ ❑r♦♠♠❡r ❛♥❞
❯❡❜❡r❤✉❜❡r ✭✶✾✾✽✮✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t♦r② q✉❛❞r❛t✉r❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ✭✻✮
❛s✿

∫ +∞

−∞

h(u)e−u2
du ≃

R
∑

r=1

h(zr)wr

✉s✐♥❣ R ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts zr ✭♥♦❞❡s✮ ❛♥❞ ✇❡✐❣❤ts wr ❞❡✜♥❡❞ ❜②

zr = rt❤ ③❡r♦ ♦❢ HR(u) ✭✼✮

wr =
2R−1R!

√
π

R2[HR−1(zr)]2
✭✽✮

✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r

ER =
R!

√
π

2R(2R)!

d2R

du2R
h(u)

∣

∣

u=c
❢♦r s♦♠❡ c ∈ R. ✭✾✮

❍❡r❡ HR(·) ✐s t❤❡ ❍❡r♠✐t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ R✳ ■❢ h(·) ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❛t ♠♦st
2R − 1✱ t❤❡ ●❛✉ss✲❍❡r♠✐t❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✭❑r♦♠♠❡r ❛♥❞
❯❡❜❡r❤✉❜❡r ✭✶✾✾✽✮✮✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭q = 1✮ ♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝t bi ∼ N (0, η2)✱ s♦
t❤❛t ✭✺✮ ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ M ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛♥❞ Ψ = η2✳ ❉❡✜♥❡ ui = bi/(

√
2η)✱

t❤❡♥ ✭✺✮ ❜❡❝♦♠❡s

L(K)(θ, η2) =

M
∏

i=1

∫ +∞

−∞

ni
∏

j=1

qK(xi
j ,∆

i
j |xi

j−1,
√

2ηui, θ)
e−ui2

√
π

dui

=
M
∏

i=1

∫ +∞

−∞

hi
K(ui)e−ui2

dui

✇❤❡r❡

hi
K(ui) =

ni
∏

j=1

qK(xi
j , ∆

i
j |xi

j−1,
√

2ηui, θ)/
√

π. ✭✶✵✮

❚❤✉s✱ ❛ss✉♠✐♥❣ hi
K(·) ∈ C2R(R) ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . ,M ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥✲❍❡r♠✐t❡ q✉❛❞r❛t✉r❡✱

L(K)(θ, η2) ≃ L(K,R)(θ, η2) =

M
∏

i=1

R
∑

r=1

hi
K(zr)wr ✭✶✶✮

✇❤❡r❡ zr ❛♥❞ wr ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✼✮ ❛♥❞ ✭✽✮✳ ❆♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ▼▲❊ ♦❢ (θ, η2) ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②
(θ̂(K,R), (η̂(K,R))2) = arg minθ,η2(− log L(K,R)(θ, η2))✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✉s✐♥❣ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t♦r② q✉❛❞r❛t✉r❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✭❡✳❣✳ ●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡✱
●❛✉ss✲▲❛❣✉❡rr❡✱ ●❛✉ss✲❍❡r♠✐t❡✱ ●❛✉ss✲❏❛❝♦❜✐✮ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✲
✈❛❧ [a, b] ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡ ✇❤❡♥ R → ∞✱ h(·) ∈ C([a, b]) ❛♥❞ [a, b] ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞
✐♥t❡r✈❛❧✱ s❡❡ ❑r♦♠♠❡r ❛♥❞ ❯❡❜❡r❤✉❜❡r ✭✶✾✾✽✱ ♣✳ ✶✸✾✮✳

✻



✸✳✶✳✷ ❆ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝t ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝t bi ❤❛✈✐♥❣ ❞❡♥s✐t② pB ✭♥♦t
♥❡❝❡ss❛r✐❧② ●❛✉ss✐❛♥✮✱ ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦♠❡♥ts✳ ■♥ ●♦❧✉❜ ❛♥❞ ❲❡❧s❝❤
✭✶✾✻✾✮ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛♥② ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ ✐s s✉❣❣❡st❡❞✿
✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❋❡r♥❛♥❞❡s ❛♥❞ ❆t❝❤❧❡② ✭✷✵✵✻✮ r❡♣♦rt ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ ◆♦r♠❛❧✱
●❛♠♠❛✱ ❧♦❣✲◆♦r♠❛❧✱ ❙t✉❞❡♥t✬s t✱ ✐♥✈❡rs❡ ●❛♠♠❛✱ ❇❡t❛ ❛♥❞ ❋✐s❤❡r✬s F ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❝♦✈❡r✐♥❣
❛ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦♠♠♦♥❧② ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ ❡✳❣✳ ❜✐♦♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✴❜✐♦st❛t✐st✐❝s✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛❧
∫

B
h(u)ω(u)du

✇❤❡r❡ h(·) ∈ C2R(B) ❢♦r s♦♠❡ ❝❤♦s❡♥ R ❛♥❞ ω(·) ✐s ❛ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s✉♣♣♦rt B ❢✉❧✜❧❧✐♥❣

E(U2R) < ∞ ✭✶✷✮

❢♦r U ∼ ω(u)✳ ❚❤❡♥

∫

B
h(u)ω(u)du ≃

R
∑

r=1

h(zr)wr ✭✶✸✮

✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ER ❣✐✈❡♥ ❜② ✭❋rö❜❡r❣ ✭✶✾✽✺✮ ♣✳ ✷✾✵✮

ER =
1

(2R)!

d2R

du2R
h(u)

∣

∣

u=c
·
∫

B
ω(y)[π(y)]2dy ✭✶✹✮

❢♦r s♦♠❡ c ∈ B✱ ✇❤❡r❡ π(y) =
∏R

r=1(y − zr)✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ✭✶✹✮ ✐s ✜♥✐t❡ ✉♥❞❡r ✭✶✷✮ ❛♥❞
ER → 0 ✇❤❡♥ R → ∞ ✐❢ B ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❚❤❡ zr✬s ❛r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ tr✐❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①
J ✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

J =





















α0
√

β1 ✵√
β1 α1

√
β2

√
β2

✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳

✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳

√

βR−2
√

βR−2 αR−2

√

βR−1

✵
√

βR−1 αR−1





















✇❤❡r❡ t❤❡ αr✬s ❛♥❞ t❤❡ βr✬s ❛r❡ s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ω(·)✱ ❛♥❞ wr = q2
r,1✱ ✇❤❡r❡ qr,1 ✐s t❤❡

✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r qr ♦❢ J ✳ ■♥ ❋❡r♥❛♥❞❡s ❛♥❞ ❆t❝❤❧❡② ✭✷✵✵✻✮ t❤❡
αr✬s ❛♥❞ βr✬s ❛r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❣✐✈❡♥ ❢♦r s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ω(·)✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✭✶✸✮ ✐s ❡①❛❝t ✇❤❡♥❡✈❡r h ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 2R − 1 ♦r ❧❡ss✳ ❙❡❡ ❊①❛♠♣❧❡ ✸ ❢♦r ❛♥
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ❢♦r ❛ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❡✛❡❝t✳

❉❡✜♥❡ ω(bi) = pB(bi|Ψ) ❛♥❞

hi
K(bi) =

ni
∏

j=1

q(K)(xi
j ,∆

i
j |xi

j−1, b
i, θ). ✭✶✺✮

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t

hi
K(bi) ∈ C2R(B) ❛♥❞ E

(

bi2R
)

< ∞ ✭✶✻✮

✼



t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭✺✮ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②

L(K,R)(θ, Ψ) =
M
∏

i=1

R
∑

r=1

hi
K(zr)wr, ✭✶✼✮

❛♥❞ (θ̂(K,R), Ψ̂(K,R)) = arg minθ,Ψ(− log L(K,R)(θ, Ψ)) ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ▼▲❊ ♦❢ (θ, Ψ)✳

✸✳✷ ❘❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ❡st✐♠❛t✐♦♥

❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs bi ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✇❛② ❢r♦♠ ♠✐①❡❞✲❡✛❡❝ts t❤❡♦r② ❜②

bi(K,R)
= arg min

bi

(

−
ni
∑

j=1

log q(K)(xi
j ,∆

i
j |xi

j−1, b
i, θ̂(K,R))

)

, i = 1, ...,M ✭✶✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ θ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❧✉❣❣❡❞ ✐♥✳ ❙❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ❢♦r ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

✸✳✸ ❈❧♦s❡❞✲❢♦r♠ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❡①♣❛♥s✐♦♥

❍❡r❡ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t✐♠❡✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❙❉❊
❛s s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ❆ït✲❙❛❤❛❧✐❛ ✭✷✵✵✷❜✮ ❛♥❞ ❛❞❛♣t t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❙❉▼❊▼✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t✐♠❡✲
✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❙❉❊s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊❣♦r♦✈ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❙❉❊s ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆ït✲❙❛❤❛❧✐❛ ✭✷✵✵✽✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t✐♠❡✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❙❉▼❊▼ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ s✉❜❥❡❝t i✿

dX i
t = µ(Xi

t , θ, b
i)dt + σ(Xi

t , θ, b
i)dW i

t , Xi
0 = xi

0. ✭✶✾✮

❚♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ pX(xi
j , ∆

i
j |xi

j−1, b
i, θ) ✇❡ ❛ss✉♠❡ µ(·) ❛♥❞ σ(·) ✐♥✜♥✐t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ✐♥ Xi

t

❛♥❞ t❤r❡❡ t✐♠❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ✐♥ θ ❛♥❞ bi ❢♦r ❛❧❧ Xi
t ∈ E ❛♥❞ (θ, bi) ∈ Θ × B❀ ✇❡

❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t c s✉❝❤ t❤❛t σ(Xi
t , θ, b

i) > c > 0 ❢♦r ❛❧❧ Xi
t ∈ E ❛♥❞

(θ, bi) ∈ Θ × B✳ ❲❡❛❦❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡
st❛t❡ s♣❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❡✳❣✳ ❛t ✵ ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✐✛✉s✐♦♥s s♦ t❤❛t ❛❧s♦ t❤❡ ❈♦①✲■♥❣❡rs♦❧❧✲
❘♦ss ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦✈❡r❡❞❀ s❡❡ ❆ït✲❙❛❤❛❧✐❛ ✭✷✵✵✷❜✮ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s✳ ❋♦r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❙❉❊ t❤❡
▲❛♠♣❡rt✐ tr❛♥s❢♦r♠ γ(·) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Yt ≡ γ(Xt) =

∫ Xt du

σ(u; θ)
✭✷✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ E✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
♣r♦❝❡ss Yt ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❙❉❊ ✇✐t❤ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❡r♠ ❝♦♥st❛♥t❧② ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ ❛♥❞ ❞r✐❢t t❡r♠
❣✐✈❡♥ ❜②

µY (Yt) =
µ(γ−1(Yt))

σ(γ−1(Yt))
− 1

2

∂σ

∂x
(γ−1(Yt)).

❯s✐♥❣ s✉❝❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ Xi
t ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②

p
(S)
X (xi

j , ∆
i
j |xi

j−1, b
i, θ) = σ(zi

j , θ, b
i)−1∆i

j
−1/2

φ(zi
j)

S
∑

s=0

η
(s)
Z (∆i

j , γ(xi
j−1); θ, b

i)Hs(z
i
j)

✽



✇❤❡r❡ φ(·) ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ zi
j = (γ(xi

j) − γ(xi
j−1))/

√

∆i
j ✱ ❛♥❞ Hs ✐s

t❤❡ s✬t❤ ❍❡r♠✐t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts η
(s)
Z ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠♦♠❡♥ts

η
(s)
Z (∆i

j , γ(xi
j−1); θ, b

i) =
1

s!

∫ ∞

−∞

Hs(z
i
j)pZ(∆i

j , z
i
j |γ(xi

j−1), b
i, θ)dzi

j ✭✷✶✮

✇❤❡r❡ pZ(·) ✐s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ Zt+∆ = (γ(Xt+∆)−γ(Xt))/
√

∆✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ✐♥ ❆ït✲❙❛❤❛❧✐❛ ✭✷✵✵✷❜✮ t❤❡ p
(S)
X ❝♦♥✈❡r❣❡s ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ (θ, bi) t♦ t❤❡ tr✉❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② pX ✇❤❡♥ S → ∞✳
■❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts ✭✷✶✮ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ t❤❡ ❝❛s❡✮✱

❛ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣s ∆i
j ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

❞❡♥s✐t② ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦r❞❡r S = ∞ ❍❡r♠✐t❡ s❡r✐❡s✱ ❛♥❞
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✉♣ t♦ ♦r❞❡r K✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s❡q✉❡♥❝❡✿

ln p
(K)
X (xi

j ,∆
i
j |xi

j−1, b
i, θ) = −1

2
ln(2π∆i

j) −
1

2
ln(σ2(xi

j , θ, b
i)) +

C
(−1)
Y (γ(xi

j)|γ(xi
j−1))

∆i
j

+
K
∑

k=0

C
(k)
Y (γ(xi

j)|γ(xi
j−1))

∆i
j
k

k!
✭✷✷✮

✇❤❡r❡ ∆i
j
k
✐s ∆i

j r❛✐s❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ k✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts C
(k)
Y ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳

✹ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐ss✉❡s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❚r❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❇r♦✇♥✐❛♥ ▼♦t✐♦♥✱ t❤❡ ❖❯ ❛♥❞ t❤❡ ❈■❘ ♣r♦❝❡ss ♣❡rt✉r❜❡❞ ✇✐t❤
r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ✇❡r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞✳ ❉❛t❛ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇❡r❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❞❛t❛s❡ts t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧s ✇❡r❡ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t②
❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r
s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡ s✐③❡s ✭s❛② M = 10, ..., 50 s✉❜❥❡❝ts ❛♥❞ n = 10, ..., 50 ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ♦♥
❡❛❝❤ s✉❜❥❡❝t✮✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳

■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t K = 1 ♦r ✷ ✐s ♦❢t❡♥ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✭❆ït✲❙❛❤❛❧✐❛ ✭✷✵✵✽✱ ✷✵✵✷❜✮✱ ❊❣♦r♦✈ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮✮✳ ❲❡ ✉s❡ ❡✐t❤❡r K = 1 ♦r ✷
♦r❞❡r ❞❡♥s✐t② ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r t❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❇r♦✇♥✐❛♥
▼♦t✐♦♥✱ K = 1 ❣✐✈❡s t❤❡ ❡①❛❝t ❞❡♥s✐t②✳ ❆❧❧ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛r❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣
●❛✉ss✐❛♥ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✇✐t❤ R = 40✿ t❤♦✉❣❤ R = 20 ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ❛ ❣♦♦❞

❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭▼❝❈✉❧❧♦❝❤ ❛♥❞ ❙❡❛r❧❡✱ ✷✵✵✶✱ ♣✳ ✷✼✷✮✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts C
(k)
Y ❛r❡ ❣✐✈❡♥

✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ✭✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ C
(k)
Y ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s②♠❜♦❧✐❝ ❝❛❧❝✉❧✉s s♦❢t✇❛r❡✮✳

P❛r❛♠❡tr✐❝ ❜♦♦tstr❛♣ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♠❡❛♥s ❛♥❞ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✭❈■✮
♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❙❉▼❊▼ ♦♥❡ t❤♦✉s❛♥❞ ❞❛t❛ s❡ts ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s n × M
❡❛❝❤ ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ M ❛♥❞ n✱ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✭❡①❛❝t ❛♥❞✴♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞✮ ▼▲❊ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✱
t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✾✺✪ ❈■ ✭❢r♦♠ t❤❡ ✷✳✺t❤ t♦ t❤❡ ✾✼✳✺t❤ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡✮ ❢r♦♠
t❤❡ ✶✵✵✵ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✶✕✺ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ s②♠♠❡tr②
✭s❦❡✇♥❡ss ❛♥❞ ❦✉rt♦s✐s✮✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱
❞✉❡ t♦ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♦r ✈❡r② s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❞❡♥s✐t✐❡s ✭❡✳❣✳ ✭✶✵✮✮ ❢♦r

✾



t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✉s❡ ❛ ♣❛❝❦❛❣❡ ❢♦r ❛r❜✐tr❛r②✴✈❛r✐❛❜❧❡
♣r❡❝✐s✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❜② ❇❛rr♦✇❡s ✭✷✵✵✼✮ ✐♥ ♦✉r ▼❛t❧❛❜ ♣r♦❣r❛♠✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ str❡ss t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❞❡♥s✐t② ❡①♣❛♥s✐♦♥ t♦ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t❡ pX ✳ ❯s✐♥❣ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✭s❡❡ t❤❡ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✮ t❤❡ ♥✉♠❡r✲
✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♠❛② ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ ❛♥
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❞❡♥s✐t②
❡①♣❛♥s✐♦♥✱ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐s ♥♦t r❡q✉✐r❡❞✱ ❡✳❣✳ ✐♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
❡st✐♠❛t❡s ✇❡r❡ ❛❧❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ♠✐♥✉t❡ ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ (M,n) ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✮
✉s✐♥❣ ❛ ▼❛t❧❛❜ ♣r♦❣r❛♠ ♦♥ ❛ ✸✳✵ ●❍③ ■♥t❡❧ P❡♥t✐✉♠ ■❱ ✇✐t❤ ✺✶✷ ▼❇ ♦❢ ❘❆▼✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶ ✿ ❇r♦✇♥✐❛♥ ▼♦t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞r✐❢t ❛♥❞ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❇r♦✇♥✐❛♥ ▼♦t✐♦♥

✇✐t❤ ♦♥❡ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝t

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❙❉▼❊▼ ♦❢ t❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥

dX i
t = (β + βi)Xi

tdt + σXi
tdW i

t , Xi
0 = xi

0, i = 1, ...,M ✭✷✸✮

✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❡✳❣✳ ✐♥ ♣❤❛r♠❛❝♦❦✐♥❡t✐❝s ❢♦r t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✐♥ ♣❧❛s♠❛
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜rst ♦r❞❡r ❦✐♥❡t✐❝s ✇❤❡r❡ β < 0✱ ♦r ❛s ❛ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣r♦✇t❤ ♦❢
❜❛❝t❡r✐❛❧ ♦r t✉♠♦r ❝❡❧❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ β > 0✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♣r♦❝❡ss Zi

t = log(Xi
t) ❣✐✈❡s

t❤❡ ❙❉▼❊▼✿

dZi
t = (β + βi − σ2/2)dt + σdW i

t , Zi
0 = zi

0, i = 1, ...,M ✭✷✹✮

❛♥❞ ✇❡ ❛ss✉♠❡ βi ∼ N (0, η2)✳ ■♥ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ bi = βi✱ θ = (β, σ2) ❛♥❞ Ψ = η2✳ ❲❡
✇✐s❤ t♦ ❡st✐♠❛t❡ (β, σ2, η2) ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s z = (z1, ..., zM ) ❢r♦♠ ♠♦❞❡❧ ✭✷✹✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t
♥♦ st❛t✐♦♥❛r② s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐sts✳

❚❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✭❉✐t❧❡✈s❡♥ ❛♥❞ ❉❡ ●❛❡t❛♥♦ ✭✷✵✵✺❛✮✮

log L(θ, Ψ) =
M

2
log

(

σ2

η2

)

− N − M

2
log(2πσ2) − 1

2

M
∑

i=1

log

(

∆ini

(

T i +
σ2

η2

))

−

∑

i,j
1

∆i
j

(zi
j − zi

j−1 − α∆i
j)

2 −∑i(z
i
ni

− zi
0 − αT i)2

(

T i + σ2

η2

)−1

2σ2
✭✷✺✮

✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❡❛s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ α = β − σ2/2✱ ∆i =
(

∏ni

j=1 ∆i
j

) 1
ni ❛♥❞ T i =

∑ni

j=1 ∆i
j ✳

❆ss✉♠❡ ❡q✉✐❞✐st❛♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❡r s✉❜❥❡❝t✱ ✐✳❡✳
∆i

j = ∆ ❛♥❞ ni = n ❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ i ≤ M ✱ 1 ≤ j ≤ ni✳ ❚❤❡ ▼▲❊ ❛r❡ t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭❉✐t❧❡✈s❡♥
❛♥❞ ❉❡ ●❛❡t❛♥♦ ✭✷✵✵✺❛✮✮✿

σ̂2 =
1
M

∑M
i=1

∑n
j=1(z

i
j − zi

j−1 − α̂∆)2 − ∆
MT

∑M
i=1(z

i
n − zi

0 − α̂T )2

T − ∆
✭✷✻✮

η̂2 =
1

MT

[
∑M

i=1(z
i
n − zi

0 − α̂T )2 −∑M
i=1

∑n
j=1(z

i
j − zi

j−1 − α̂∆)2
]

T − ∆
✭✷✼✮

β̂ = α̂ +
σ̂2

2
✭✷✽✮

✇❤❡r❡ α̂ =
∑M

i=1(z
i
n − zi

0)/(MT ) ❛♥❞ T = T i = n∆✳

✶✵



❚❛❜❧❡ ✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✱ ❡①❛❝t ▼▲❊ ❛♥❞ ✾✺✪ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❈■ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✭✷✸✮✳
P❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s

β σ2 η2 β̂ σ̂2 η̂2

M = 10✱ n = 50
✲✵✳✷ ✵✳✷ ✵✳✵✷ ▼❡❛♥ ❬✾✺✪ ❈■❪ ✲✵✳✶✸✷ ❬✲✵✳✶✾✾✱ ✲✵✳✵✻✶❪ ✵✳✶✾✾ ❬✵✳✶✼✻✱ ✵✳✷✷✹❪ ✵✳✵✵✽ ❬✵✳✵✵✶✱ ✵✳✵✷✵❪

❙❦❡✇♥❡ss ✵✳✶✹✷ ✵✳✷✼✶ ✵✳✽✽✼
❑✉rt♦s✐s ✷✳✻✽✻ ✷✳✾✹✷ ✸✳✾✼✺

M = 50✱ n = 10
✲✵✳✷ ✵✳✷ ✵✳✵✷ ▼❡❛♥ ❬✾✺✪ ❈■❪ ✲✵✳✷✵✵ ❬✲✵✳✷✹✾✱ ✲✵✳✶✺✹❪ ✵✳✷✵✵ ❬✵✳✶✼✹✱ ✵✳✷✷✼❪ ✵✳✵✶✾ ❬✵✳✵✶✷✱ ✵✳✵✷✽❪

❙❦❡✇♥❡ss ✲✵✳✵✺✾ ✵✳✶✹✸ ✵✳✸✸✼
❑✉rt♦s✐s ✸✳✵✾✺ ✸✳✷✸✽ ✸✳✶✽✷

M = 10✱ n = 50
✲✵✳✵✷ ✵✳✵✷ ✵✳✵✷ ▼❡❛♥ ❬✾✺✪ ❈■❪ ✲✵✳✵✸✷ ❬✲✵✳✶✵✺✱ ✵✳✵✹✵❪ ✵✳✵✷✵ ❬✵✳✵✶✽✱ ✵✳✵✷✸❪ ✵✳✵✶✹ ❬✵✳✵✵✺✱ ✵✳✵✷✻❪

❙❦❡✇♥❡ss ✲✵✳✶✵✹ ✵✳✸✶✺ ✵✳✹✾✶
❑✉rt♦s✐s ✷✳✼✻✹ ✸✳✹✵✽ ✸✳✶✻✺

M = 50✱ n = 10
✲✵✳✵✷ ✵✳✵✷ ✵✳✵✷ ▼❡❛♥ ❬✾✺✪ ❈■❪ ✲✵✳✵✷✵ ❬✲✵✳✵✻✷✱ ✵✳✵✷✹❪ ✵✳✵✷✵ ❬✵✳✵✶✼✱ ✵✳✵✷✸❪ ✵✳✵✷✵ ❬✵✳✵✶✷✱ ✵✳✵✷✽❪

❙❦❡✇♥❡ss ✲✵✳✵✶✶ ✵✳✶✹✸ ✵✳✸✾✸
❑✉rt♦s✐s ✸✳✵✺✶ ✸✳✷✸✽ ✸✳✷✶✽

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✱ ▼▲❊ ❛♥❞ ✾✺✪ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❈■✱ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✭✷✸✮✱ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧
♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳

P❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s

β σ2 η2 β̂(40) (σ̂(40))2 (η̂(40))2

M = 10✱ n = 50
✲✵✳✷ ✵✳✷ ✵✳✵✷ ▼❡❛♥ ❬✾✺✪ ❈■❪ ✲✵✳✶✸✸ ❬✲✵✳✷✵✵✱ ✲✵✳✵✻✶❪ ✵✳✶✾✽ ❬✵✳✶✼✻✱ ✵✳✷✷✹❪ ✵✳✵✵✽ ❬✵✳✵✵✶✱ ✵✳✵✷✵❪

❙❦❡✇♥❡ss ✵✳✶✸✻ ✵✳✷✼✷ ✵✳✽✺✵
❑✉rt♦s✐s ✷✳✻✾✸ ✷✳✾✹✹ ✸✳✽✶✵

M = 50✱ n = 10
✲✵✳✷ ✵✳✷ ✵✳✵✷ ▼❡❛♥ ❬✾✺✪ ❈■❪ ✲✵✳✷✵✵ ❬✲✵✳✷✹✽✱ ✲✵✳✶✺✺❪ ✵✳✷✵✵ ❬✵✳✶✼✹✱ ✵✳✷✷✼❪ ✵✳✵✷✵ ❬✵✳✵✶✷✱ ✵✳✵✷✽❪

❙❦❡✇♥❡ss ✲✵✳✵✺✻ ✵✳✶✹✷ ✵✳✹✸✽
❑✉rt♦s✐s ✸✳✵✽✽ ✸✳✷✸✸ ✸✳✼✸✼

M = 10✱ n = 50
✲✵✳✵✷ ✵✳✵✷ ✵✳✵✷ ▼❡❛♥ ❬✾✺✪ ❈■❪ ✲✵✳✵✷✶ ❬✲✵✳✵✹✷✱ ✲✵✳✵✵✶❪ ✵✳✵✷✵ ❬✵✳✵✶✽✱ ✵✳✵✷✷❪ ✵✳✵✶✹ ❬✵✳✵✵✻✱ ✵✳✵✷✻❪

❙❦❡✇♥❡ss ✲✶✳✻✽✶ ✵✳✷✾✾ ✵✳✼✵✷
❑✉rt♦s✐s ✷✶✳✹✶✾ ✸✳✹✶✾ ✸✳✺✻✾

M = 50✱ n = 10
✲✵✳✵✷ ✵✳✵✷ ✵✳✵✷ ▼❡❛♥ ❬✾✺✪ ❈■❪ ✲✵✳✵✷✶ ❬✲✵✳✵✹✺✱ ✵✳✵✵✷❪ ✵✳✵✷✶ ❬✵✳✵✶✽✱ ✵✳✵✷✸❪ ✵✳✵✶✺ ❬✵✳✵✶✵✱ ✵✳✵✷✷❪

❙❦❡✇♥❡ss ✲✵✳✵✹✶ ✵✳✶✸✺ ✵✳✼✶✼
❑✉rt♦s✐s ✸✳✻✼✽ ✸✳✷✷✸ ✸✳✸✾✼

❚❤❡ ❡①❛❝t ❡st✐♠❛t♦rs ✭✷✻✮✕✭✷✽✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ t❡st ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❍❡r❡

C
(k)
Y (·) = 0 ❢♦r ❛❧❧ k ≥ 2✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞❡r K = 1 ❞❡♥s✐t② ❡①♣❛♥s✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❡①❛❝t

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✱ s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡①❛❝t ▼▲❊ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❡st✐♠❛t♦rs✱ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ✭✸✮ ✐s s♦❧✈❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②
♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳ ❋♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ M ❛♥❞ n✱
✶✵✵✵ ❞❛t❛ s❡ts ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ✭✷✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ✭✷✻✮✕✭✷✽✮
✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✶✮✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭✶✶✮ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✮✳

■♥ ❛❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s Xi
0 = 100 ❢♦r ❛❧❧ i ❛♥❞ T = 100✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❚❛❜❧❡ ✶ ❛♥❞ ✷ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡

♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ❛❝❝✉r❛t❡✳ ❚❤❡ tr✉❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✇❡❧❧ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
✇❤❡♥ M ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✶✵✱ t❤♦✉❣❤ σ r❡s✉❧ts ✇❡❧❧ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ M = 10✿ t❤❡s❡
r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❡①♣❡❝t❡❞✱ s✐♥❝❡ M ✐s t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ♦❢ ❞r❛✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ βi✳ ❋r♦♠
t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❡st✐♠❛t❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✮ ✐t s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦
❛ss✉♠❡ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷ ✿ ❖r♥st❡✐♥✲❯❤❧❡♥❜❡❝❦ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ♦♥❡ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝t

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❙❉▼❊▼ ♦❢ t❤❡ ❖❯ ♣r♦❝❡ss✿

dX i
t =

(

−Xi
t

τ
+ µ + µi

)

dt + σdW i
t ; Xi

0 = xi
0 = 0, i = 1, ...,M ✭✷✾✮

✶✶
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✭❜✮ (σ̂(40))2
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✭❝✮ (η̂(40))2

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❇r♦✇♥✐❛♥ ▼♦t✐♦♥✱ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ β̂(40)✱ (σ̂(40))2 ❛♥❞ (η̂(40))2 ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ (β, σ2, η2) =
(−0.2, 0.2, 0.02) ✇✐t❤ (M, n) = (50, 10)✳

✇❤❡r❡ µ ∈ R✱ τ > 0 ❛♥❞ σ > 0✳ ❚❤❡ ❖❯ ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♠❡❛♥✲r❡✈❡rt✐♥❣ ❙❉❊✱ ❛♥❞ ❤❛s
❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❡✳❣✳ ✐♥ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❜✐♦❧♦❣②✱ ♣❤②s✐❝s✱ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✜♥❛♥❝❡✳ ❚❤❡
♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s ✐s ❝✉st♦♠❛r② ✐♥ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❆ss✉♠❡ µi ∼ N (0, η2)✳ ❍❡r❡
bi = µi ❛♥❞ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❡st✐♠❛t❡ θ = (µ, τ, σ) ❛♥❞ Ψ = η2 ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s x ❢r♦♠
✭✷✾✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ Xi

t ❛r❡

E(Xi
t |Xi

0 = xi
0, µ

i) = xi
0e

−t/τ + (µ + µi)τ(1 − e−t/τ )

❱❛r(Xi
t |Xi

0 = xi
0, µ

i) =
σ2τ

2
(1 − e−2t/τ )

❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐s ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜②

pX(xi
j ,∆

i
j |xi

j−1, µ
i, θ) =

{

πσ2τ
(

1 − e(−2∆i
j/τ))

}−1/2

× exp

(

−
(

xi
j − xi

j−1e
−∆i

j/τ − (µ + µi)τ(1 − e−∆i
j/τ )

)2

σ2τ(1 − e−2∆i
j/τ )

)

.

❚❤✉s✱ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ (θ, Ψ) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

L(θ, Ψ) =

M
∏

i=1

{

(πσ2τ)−ni/2





ni
∏

j=1

(1 − e−2∆i
j/τ )−1/2



 (2πη2)−1/2 ✭✸✵✮

×
∫

R

exp

{ ni
∑

j=1

[

−
(

xi
j − xi

j−1e
−∆i

j/τ − (µ + µi)τ(1 − e−∆i
j/τ )

)2

σ2τ(1 − e−2∆i
j/τ )

]

− µi2

2η2

}

dµi

}

.

❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ✐♥t❡❣r❛❧✱ s♦ ❡①❛❝t ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ θ ❛♥❞ Ψ ❛r❡ ✉♥❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡✳ ❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ●❛✉ss✲❍❡r♠✐t❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ R = 40✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❡st✐♠❛t♦rs ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤ (θ̂(R), Ψ̂(R))✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ✐❣♥♦r❡ t❤❛t t❤❡ ❡①❛❝t tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥✲
s✐t② ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❡st✐♠❛t♦r (θ̂(K,R), Ψ̂(K,R)) ❜②
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ K = 2✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ♦♥ ✶✵✵✵ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✭✷✾✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊✉❧❡r✲▼❛r✉②❛♠❛ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ st❡♣s✐③❡ ♦❢ ✵✳✵✶ ✭❑❧♦❡❞❡♥ ❛♥❞ P❧❛t❡♥ ✭✶✾✾✷✮✮✱ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡
✹ ❢♦r (θ̂(R), Ψ̂(R)) ❛♥❞ (θ̂(K,R), Ψ̂(K,R))✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❜♦t❤ str❛t❡❣✐❡s ni = n ❢♦r ❛❧❧ i ❛♥❞
T = 100✳

✶✷



❚❛❜❧❡ ✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ▼▲❊ ❛♥❞ ✾✺✪ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❈■ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✭✷✾✮✱ ✉s✐♥❣ t❤❡
❡①❛❝t tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✳

P❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s

µ τ σ η2 µ̂(40) τ̂(40) σ̂(40) (η̂(40))2

M = 10✱ n = 50
✶ ✶✵ ✶ ✶ ▼❡❛♥ ❬✾✺✪ ❈■❪ ✶✳✵✷✸ ❬✵✳✽✸✶✱ ✶✳✷✵✾❪ ✾✳✽✹✻ ❬✽✳✹✷✸✱ ✶✶✳✻✽✼❪ ✵✳✾✽✾ ❬✵✳✾✷✺✱ ✶✳✵✺✵❪ ✶✳✷✻✻ ❬✵✳✸✼✹✱ ✷✳✼✶✶❪

❙❦❡✇♥❡ss ✵✳✸✵✼ ✵✳✸✸✷ ✲✵✳✵✻✷ ✵✳✽✺✻
❑✉rt♦s✐s ✹✳✽✷✼ ✸✳✾✺✼ ✸✳✵✵✽ ✸✳✽✽✺

M = 50✱ n = 10
✶ ✶✵ ✶ ✶ ▼❡❛♥ ❬✾✺✪ ❈■❪ ✶✳✵✶✵ ❬✵✳✽✸✽✱ ✶✳✶✾✶❪ ✾✳✽✷✹ ❬✽✳✼✵✵✱ ✶✶✳✵✻✶❪ ✵✳✾✺✺ ❬✵✳✽✾✸✱ ✶✳✵✷✶❪ ✶✳✵✾✼ ❬✵✳✻✼✻✱ ✶✳✻✺✹❪

❙❦❡✇♥❡ss ✵✳✵✼✶ ✵✳✶✹✾ ✵✳✵✽✾ ✵✳✹✽✼
❑✉rt♦s✐s ✷✳✹✻✷ ✸✳✶✵✹ ✸✳✵✺✶ ✸✳✹✻✺

M = 10✱ n = 50
✷ ✶✷ ✵✳✶ ✵✳✷✺ ▼❡❛♥ ❬✾✺✪ ❈■❪ ✷✳✵✸✸ ❬✶✳✽✹✹✱ ✷✳✷✸✼❪ ✶✶✳✾✵✷ ❬✶✶✳✶✵✶✱ ✶✷✳✼✻✶❪ ✵✳✶✹✼ ❬✵✳✶✷✹✱ ✵✳✶✻✻❪ ✵✳✸✸✵ ❬✵✳✶✵✹✱ ✵✳✻✾✷❪

❙❦❡✇♥❡ss ✵✳✶✵✶ ✵✳✷✶✾ ✲✵✳✸✵✸ ✵✳✽✺✻
❑✉rt♦s✐s ✷✳✹✶✵ ✸✳✶✸✾ ✷✳✽✸✵ ✹✳✵✵✻

M = 50✱ n = 10
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❙❦❡✇♥❡ss ✲✵✳✵✶✹ ✲✵✳✵✵✹ ✲✵✳✸✺✸ ✵✳✸✾✵
❑✉rt♦s✐s ✷✳✸✷✸ ✷✳✼✻✵ ✸✳✺✻✻ ✸✳✹✸✺

❚❛❜❧❡ ✹✿ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ▼▲❊ ✭✾✺✪ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❈■✮✱ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✭✷✾✮✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦r❞❡r
K = 2 ❞❡♥s✐t② ❡①♣❛♥s✐♦♥✳

P❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s

µ τ σ η2 µ̂(2,40) τ̂(2,40) σ̂(2,40) (η̂(2,40))2

M = 10✱ n = 50
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M = 50✱ n = 10
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M = 50✱ n = 50
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M = 10✱ n = 50
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M = 50✱ n = 10
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M = 50✱ n = 50
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❚❛❜❧❡s ✸ ❛♥❞ ✹ s❤♦✇ t❤❛t ❡①❝❡♣t ❢♦r η2 t❤❡ tr✉❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s s❡❡♠ ❝♦rr❡❝t❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞
✉s✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭✸✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r K = 2 ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤♦✉❣❤
n s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✶✵ t♦ ❣❡t s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧s♦ (M,n) = (50, 50) ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❡st✐♠❛t❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✷✮
s❡❡♠s t♦ ❜❡ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❝❧♦s❡ t♦ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸ ✿ ❚❤❡ ❈■❘ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ♦♥❡ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝t

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❙❉▼❊▼ ♦❢ t❤❡ ❈♦①✲■♥❣❡rs♦❧❧✲❘♦ss ♣r♦❝❡ss ✭❈■❘✮ ❣✐✈❡♥ ❜②

dX i
t = (−Xi

t + µ + µi)dt +
σ
√

Xi
t

√

µ + µi
dW i

t , Xi
0 = xi

0 > 0, i = 1, ...,M ✭✸✶✮

✇✐t❤ µ + µi > 0✱ σ > 0 ❛♥❞ 2((µ + µi)/σ)2 ≥ 1✳ ❋♦r ✜①❡❞ i✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❡r❣♦❞✐❝ ❛♥❞ ✐ts
st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛ ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r 2((µ + µi)/σ)2 ❛♥❞
s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r σ2/(2(µ + µi))✳ ❋❡❧❧❡r ✭✶✾✺✶✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐t ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣r♦✇t❤✱

✶✸
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✭❞✮ (η̂(2,40))2

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❖❯ ♣r♦❝❡ss✱ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ µ̂(2,40)✱ τ̂ (2,40)✱ σ̂(2,40) ❛♥❞ (η̂(2,40))2 ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ (µ, τ, σ, η2) = (1, 10, 1, 1)
✇✐t❤ (M, n) = (10, 50)✳

❛♥❞ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♠♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ❛ ❋❡❧❧❡r ♣r♦❝❡ss
✭❡✳❣✳ ❉✐t❧❡✈s❡♥ ❛♥❞ ▲❛♥s❦② ✭✷✵✵✻✮ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✮✳ ■t ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
✜♥❛♥❝❡ ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❜② ❈♦① ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✺✮✳

❆ss✉♠❡ µi ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ λ > 0✱ s♦ θ = (µ, σ)✱ bi = µi✱ Ψ = λ✳ ❚❤✉s
∫

B
p
(K)
X (xi|bi, θ)pB(bi|Ψ)dbi =

∫ +∞

0
p
(K)
X (xi|µ, σ, µi)p(µi|λ)dµi,

✇❤❡r❡

p(µi|λ) =
1

λ
e−

µi

λ , µi > 0.

❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ✭✶✸✮ ✇✐t❤ R ❛❜s❝✐ss❡s ❛♥❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts αi1 = λ(1+2i1)✱ βi2 = λ2i22✱
i1 = 0, 1, ..., R − 1✱ i2 = 1, 2, ..., R − 1 ✭❋❡r♥❛♥❞❡s ❛♥❞ ❆t❝❤❧❡② ✭✷✵✵✻✮✮✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ ✶✵✵✵ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✭✸✶✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼✐❧st❡✐♥ s❝❤❡♠❡
✇✐t❤ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ st❡♣s✐③❡ ♦❢ ✵✳✵✶ ✭❑❧♦❡❞❡♥ ❛♥❞ P❧❛t❡♥ ✭✶✾✾✷✮✮ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺ ❢♦r
K = 2 ❛♥❞ R = 40✳ ■♥ ❛❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ni = n✱ Xi

0 = 1 ❢♦r ❛❧❧ i ❛♥❞ T = 100✳
❍❡r❡ µ s❡❡♠s ❝♦rr❡❝t❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ σ ✐s ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ λ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥

♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❙❉▼❊▼ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝t✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ❛ ❧✐❦❡❧② ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❡st✐♠❛t❡s
✭❋✐❣✉r❡ ✸✮ s❡❡♠s t♦ ❜❡ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❝❧♦s❡ t♦ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ r❡❛❧ ❞❛t❛✿ ❛ s♠❛❧❧ ❞❛t❛ s❡t ✭M = 5 ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
✇✐t❤ n = 7 ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡❛❝❤✮ ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛ s❡t ✭M = 312 ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ n ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢
t❤♦✉s❛♥❞s ❢♦r ❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ s❡❡ ❛❧s♦ P✐❝❝❤✐♥✐✱ ❉✐t❧❡✈s❡♥✱ ❉❡ ●❛❡t❛♥♦ ❛♥❞ ▲❛♥s❦② ✭✷✵✵✽✮✮✳

✶✹



❚❛❜❧❡ ✺✿ ❊①❛♠♣❧❡ ✸✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ▼▲❊ ✭✾✺✪ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❈■✮ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✭✸✶✮✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦r❞❡r
K = 2 ❞❡♥s✐t② ❡①♣❛♥s✐♦♥✳

P❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s

µ σ λ µ̂(2,40) σ̂(2,40) λ̂(2,40)

M = 10✱ n = 50
✸ ✵✳✺ ✵✳✶ ▼❡❛♥ ❬✾✺✪ ❈■❪ ✷✳✾✾✵ ❬✷✳✾✶✾✱ ✸✳✵✻✸❪ ✵✳✺✽✷ ❬✵✳✺✹✽✱ ✵✳✻✶✺❪ ✵✳✵✽✻ ❬✵✱ ✵✳✶✾✺❪

❙❦❡✇♥❡ss ✵✳✶✹✽ ✲✵✳✵✷✾ ✵✳✼✸✻
❑✉rt♦s✐s ✷✳✽✻✽ ✷✳✽✽✻ ✺✳✵✽✸

M = 50✱ n = 50
✸ ✵✳✺ ✵✳✶ ▼❡❛♥ ❬✾✺✪ ❈■❪ ✷✳✾✽✵ ❬✷✳✾✹✽✱ ✸✳✵✶✹❪ ✵✳✺✽✶ ❬✵✳✺✻✼✱ ✵✳✺✾✻❪ ✵✳✵✾✺ ❬✵✳✵✻✶✱ ✵✳✶✸✻❪

❙❦❡✇♥❡ss ✵✳✵✻✺ ✵✳✶✶✶ ✵✳✷✻✺
❑✉rt♦s✐s ✸✳✷✺✸ ✷✳✽✻✶ ✸✳✸✷✽

M = 10✱ n = 50
✶ ✵✳✶ ✵✳✷ ▼❡❛♥ ❬✾✺✪ ❈■❪ ✵✳✾✽✾ ❬✵✳✽✷✺✱ ✶✳✵✻✻❪ ✵✳✶✶✵ ❬✵✳✶✵✸✱ ✵✳✶✶✾❪ ✵✳✶✷✾ ❬✵✳✵✼✶✱ ✵✳✷✷✵❪

❙❦❡✇♥❡ss ✲✷✳✹✾✷ ✵✳✼✹✹ ✵✳✾✵✶
❑✉rt♦s✐s ✶✷✳✹✼✵ ✺✳✺✶✺ ✸✳✻✼✹

M = 50✱ n = 50
✶ ✵✳✶ ✵✳✷ ▼❡❛♥ ❬✾✺✪ ❈■❪ ✶✳✵✵✽ ❬✵✳✾✻✽✱ ✶✳✵✸✹❪ ✵✳✶✶✶ ❬✵✳✶✵✼✱ ✵✳✶✶✺❪ ✵✳✶✶✵ ❬✵✳✵✼✺✱ ✵✳✶✽✵❪

❙❦❡✇♥❡ss ✲✸✳✻✵✶ ✵✳✶✹✽ ✶✳✻✵✺
❑✉rt♦s✐s ✸✶✳✻✼✻ ✷✳✽✶✺ ✻✳✾✻✽
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❈■❘ ♣r♦❝❡ss✱ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ µ̂(2,40)✱ σ̂(2,40) ❛♥❞ λ̂(2,40) ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ (µ, σ, λ) = (3, 0.5, 0.1) ✇✐t❤
(M, n) = (50, 50)✳
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✺✳✶ ❖r❛♥❣❡ tr❡❡s ❣r♦✇t❤

■♥ P✐♥❤❡✐r♦ ❛♥❞ ❇❛t❡s ✭✷✵✵✷✱ ❙❡❝t✐♦♥s ✽✳✶✳✶ ❛♥❞ ✽✳✷✳✶✮✱ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛ st✉❞② ♦♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢
♦r❛♥❣❡ tr❡❡s ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①❡❞✲❡✛❡❝ts ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ t❤❡
♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ▲✐♥❞str♦♠ ❛♥❞ ❇❛t❡s ✭✶✾✾✵✮✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❖r❛♥❣❡ ❞❛t❛s❡t
♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❧♠❡ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ✭P✐♥❤❡✐r♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮❀ ❘ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❈♦r❡ ❚❡❛♠ ✭✷✵✵✼✮✮✳
❚❤✐s ✐s ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❞❡s✐❣♥ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ s❡✈❡♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✜✈❡ ♦r❛♥❣❡
tr❡❡s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧♦❣✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ P✐♥❤❡✐r♦ ❛♥❞ ❇❛t❡s ✭✷✵✵✷✮ t♦ st✉❞② t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡ Xi,j ❬♠♠❪✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ t❤❡ i✲t❤ tr❡❡ ❛t ❛❣❡ tij ❬❞❛②s❪✱
❛♥❞ t❤❡ ❛❣❡ ✭i = 1, ..., 5 ❛♥❞ j = 1, ..., 7✮✿

Xi,j =
φ1

1 + exp(−(tij − φ2)/φ3)
+ εij ✭✸✷✮

✇✐t❤ φ1 ❬♠♠❪✱ φ2 ❬❞❛②s❪ ❛♥❞ φ3 ❬❞❛②s❪ ❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛♥❞ ✐✳✐✳❞✳ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs εij ∼ N (0, σ2
ε)✳

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r φ1 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡✱ φ2 ✐s t❤❡ t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ X = φ1/2
✭t❤❡ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✮ ❛♥❞ φ3 ✐s t❤❡ t✐♠❡✲❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✢❡❝t✐♦♥
♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ X = φ1/(1 + e−1)✳

❚❤❡♥ ♠♦❞❡❧ ✭✸✷✮ ✇❛s ❡♥❧❛r❣❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝t
✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ✈❛r✐❛♥❝❡ t♦ ❡❛❝❤ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r (φ1, φ2, φ3)✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡
❡♥❧❛r❣❡❞ ♠♦❞❡❧ ❧❡❛❞ t♦ ♦✈❡r✲♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡② ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝t
φi

1 ∼ N (0, η2) ❢♦r φ1 ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s

Xi,j =
φ1 + φi

1

1 + exp(−(tij − φ2)/φ3)
+ εij ✭✸✸✮

❛♥❞ t❤❡② ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s φ̂1 = 191.1 [159.4, 222.7]✱ φ̂2 = 722.6 [653.7, 791.4]✱ φ̂3 = 344.2
[291.0, 397.3]✱ η̂ = 31.5 [16.7, 59.4]✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ σ̂ε = 7.8
[6.1, 10.1]✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✭✸✸✮ ❢♦r t❤❡ it❤ tr❡❡ ❛♥❞ ✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r
✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❖❉❊

dX i
t

dt
=

1

φ3(φ1 + φi
1)

Xi
t(φ1 + φi

1 − Xi
t), Xi

0 = xi
0, t ≥ ti0

✇✐t❤ φ2 ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ Xi
0 = Xi

ti0
= φ1/(1 + exp[(φ2 −

ti0)/φ3])✱ ✇❤❡r❡ ti0 = 118 ❞❛②s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ tr❡❡s✳ ❙✐♥❝❡ Xi
t ❛♥❞ φ1 ❛r❡ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ❛ st❛t❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❙❉▼❊▼

dX i
t =

1

φ3(φ1 + φi
1)

Xi
t(φ1 + φi

1 − Xi
t)dt + σ

√

Xi
tdW i

t , Xi
0 = xi

0, ✭✸✹✮

φi
1 ∼ LN(µ, η2), µ ∈ R, η ∈ R

+ ✭✸✺✮

✇❤❡r❡ σ ❤❛s ✉♥✐ts [(♠♠/❞❛②s)1/2]✳ ❚❤✉s M = 5✱ ni = n = 7✱ θ = (φ1, φ3, σ)✱ bi = φi
1 ❛♥❞

Ψ = (µ, η)✳ ❲❡ ✉s❡❞ ❛♥ ♦r❞❡r K = 2 ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✇❛s
s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ r✉❧❡ ✭✶✸✮ ✇✐t❤ R = 40 ❛❜s❝✐ss❡s ❛♥❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts αi1 = exp{µ +
η2(2i1 − 1)/2}[exp(η2(i1 + 1)) + exp(i1η

2) − 1]✱ βi2 = exp{2µ + (3i2 − 2)η2}[exp(i2η
2) − 1]✱

i1 = 0, 1, ..., R − 1✱ i2 = 1, 2, ..., R − 1✱ s❡❡ ❋❡r♥❛♥❞❡s ❛♥❞ ❆t❝❤❧❡② ✭✷✵✵✻✮✳
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✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ✭❛✮✿ ▼❡❛s✉r❡❞ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡s ✭❵♦✬❀ ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ tr❡❡ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❧✐♥❡s✮
❛♥❞ ✜t ♦❢ t❤❡ ❙❉▼❊▼ ✭✸✹✮✲✭✸✺✮ ✭❧♦❣♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts✮✿ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❡❛♥ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❙❉▼❊▼
✭❜♦❧❞ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮✱ ✾✺✪ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ t❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✭❣r❡②✮✳ ✭❜✮✿
❚❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✭❛✮ ❜✉t ✉s✐♥❣ ♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts✳

❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ✇❡r❡ φ
(2,40)
1 = 108.9 [54.1, 163.7]✱ φ

(2,40)
3 = 342.2 [269.9, 414.4]✱ σ(2,40) =

0.084 [0.062, 0.106]✱ µ(2,40) = 4.267 [3.154, 5.379]✱ η(2,40) = 0.586 [0.415, 0.758]✳ ❋♦r ❡❛s❡ ♦❢
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡
❢♦r φ2 ❛❧s♦✳ ❇② ♣❧✉❣❣✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ Xi

0 = (φ1 + E(φi
1))/(1 + exp[(φ2 −

ti0)/φ3]) ✇❡ ♦❜t❛✐♥ φ
(2,40)
2 = 700.0 ✭✉s✐♥❣ ❡✳❣✳ Xi

0 = 30✮✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐r❡❝t❧②
❝♦♠♣❛r❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ✭✸✹✮✲✭✸✺✮ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥st❡❛❞
♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♦♥❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✭✸✸✮ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❢♦r
st♦❝❤❛st✐❝ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤❡r❡❛s ♥♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✐♥ ♠♦❞❡❧ ✭✸✹✮✲✭✸✺✮✳ ■♥ ✭✸✹✮✲✭✸✺✮ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ φi

1 ❛r❡ ❣✐✈❡♥

❜② exp(µ(2,40) + η(2,40)2/2) = 84.66 ❛♥❞ [(exp(η(2,40)2)− 1) exp(2 ·µ(2,40) + η(2,40)2)]1/2 = 54.2✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ♠♦❞❡❧ ✭✸✸✮ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ φ1+φi

1 ❤❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❡❛♥ ✶✾✶✳✶ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✸✶✳✺✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r t❤❡ ❙❉▼❊▼ φ1 + φi

1 ❤❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❡❛♥ ✶✾✹✳✺ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✺✹✳✷✳

❚❤❡ ✜t ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❙❉▼❊▼ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✭❛✮✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣♦rts t❤❡ ❞❛t❛✱ t❤❡
❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❡❛♥ ♦❢ 5000 s✐♠✉❧❛t❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢r♦♠ ✭✸✹✮✲✭✸✺✮✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼✐❧st❡✐♥
s❝❤❡♠❡ ✭❑❧♦❡❞❡♥ ❛♥❞ P❧❛t❡♥ ✭✶✾✾✷✮✮ ✉s✐♥❣ ❛ st❡♣s✐③❡ ♦❢ ✵✳✹✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡
❜❛♥❞s ❛♥❞ t❡♥ ❡①❛♠♣❧❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t❡❞ tr❛❥❡❝t♦r② ❛ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢
φi

1 ✇❛s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ LN(µ, η2) ✇✐t❤ µ = 4.267 ❛♥❞ η = 0.586✳
❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ▲✐♥❞str♦♠ ❛♥❞ ❇❛t❡s✱ ♥♦✇ ❛ss✉♠❡ φi

1 ∼ N (0, η2)✳

❯♥❞❡r t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ φ
(2,40)
1 = 194.8 [158.5, 231.1]✱ φ

(2,40)
3 = 356.0 [270.2, 441.8]✱

σ(2,40) = 0.088 [0.064, 0.113]✱ η(2,40) = 28.17 [0.29, 56.04] ❛♥❞ φ
(2,40)
2 = 724.46 ✭❞❡t❡r♠✐♥❡❞

✉s✐♥❣ Xi
0 = 30 ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✜t ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✭❜✮✳

✶✼



✺✳✷ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❧❡❛❦② ✐♥t❡❣r❛t❡✲❛♥❞✲✜r❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❧❡❛❦② ✐♥t❡❣r❛t❡✲❛♥❞✲✜r❡ ✭▲■❋✮ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ t♦♦❧s
❢♦r st✉❞②✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ r❡❛❧ ♥❡✉r♦♥❛❧ s②st❡♠s✳ ■♥ P✐❝❝❤✐♥✐✱ ❉✐t❧❡✈s❡♥✱ ❉❡ ●❛❡t❛♥♦ ❛♥❞
▲❛♥s❦② ✭✷✵✵✽✮ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ▲■❋ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❛ ♥♦✐s❡ s♦✉r❝❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣
s❧♦✇ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ ✐♥♣✉t✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ✺✵✵ s❡❝♦♥❞s
r❡❝♦r❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛✉❞✐t♦r② ♥❡✉r♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❣✉✐♥❡❛ ♣✐❣ ♠❡❛s✉r❡❞
❡✈❡r② ✵✳✶✺ ♠s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝r♦ss❡s ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❡ ♥❡✉r♦♥ ✜r❡s✱
✐✳❡✳ ✐t ♣r♦❞✉❝❡s ❛ r❛♣✐❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧ ✇❤❡r❡❛❢t❡r t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ r❡s❡ts t♦ t❤❡ r❡st✐♥❣ ✈❛❧✉❡✳
❖♥❧② t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s r❡❝♦r❞❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✜r✐♥❣s ✭✐♥t❡r✲s♣✐❦❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✱ ■❙■s✮ ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♥s✐st ♦❢ M = 312 ■❙■s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤❡r❡ ni✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ it❤
■❙■✱ ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞s t♦ s❡✈❡r❛❧ t❤♦✉s❛♥❞s✱ ✇✐t❤ ❛ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡q✉❛❧
t♦ N =

∑M
i=1 ni ≃ 1.8 · 106✳ ❚❤❡ ❖❯ ❙❉▼❊▼ ✭✷✾✮ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡

♠❡♠❜r❛♥❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ Xi
t ✭s❡❡ P✐❝❝❤✐♥✐✱ ❉✐t❧❡✈s❡♥✱ ❉❡ ●❛❡t❛♥♦ ❛♥❞ ▲❛♥s❦② ✭✷✵✵✽✮ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮

✇✐t❤ ✉♥✐ts ✈♦❧t [V ] ❢♦r Xi
t ✱ s❡❝♦♥❞s [s] ❢♦r τ ✱ [V/

√
s] ❢♦r σ✱ ❛♥❞ [V/s] ❢♦r µ✱ µi ❛♥❞ η✳ ◆♦✇ xi

0

❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦✳
❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ✭✾✺✪ ❈■✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ (K, R) = (2, 40) ❛r❡ µ̂(2,40) = 0.494 [0.483, 0.506]✱

τ̂ (2,40) = 0.0210 [0.0206, 0.0215]✱ σ̂(2,40) = 0.0135 [0.0135, 0.0135]✱ η̂(2,40) = 0.072 [0.069, 0.075]✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❛t❛ ✜t ✇❛s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
s❛t✐s❢❛❝t♦r②✱ ♣r♦❜❛❜❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ τ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ❡❧✐❝✐t❡❞
s✐♥❝❡ ❧❛st s♣✐❦❡✳ ❲❡ r❡♣❡❛t❡❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ✜①❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ τ t♦ 0.039 s✱ ❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ▲❛♥s❦② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ❜② t❤❡✐r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜rst
♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ▲■❋ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ r♦❜✉st t♦ ♠♦❞❡❧ ♠✐ss♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ✇✐t❤ τ ✜①❡❞ ❛r❡ µ̂(2,40) = 0.278 [0.273, 0.282]✱ σ̂(2,40) = 0.0135 [0.0135, 0.0135]
❛♥❞ η̂(2,40) = 0.041 [0.038, 0.045]✳ ❚❤❡s❡ ❧❛st r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥
❡st✐♠❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ▲❛♥s❦② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✱ ✇❤❡r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛♥❛❧②s❡s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤
■❙■✳ ❚❤❡✐r ♠❡❞✐❛♥s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ✇❡r❡ ✵✳✷✽✺ ❱✴s ❢♦r µ ❛♥❞ ✵✳✵✶✸✺ ❱✴

√
s ❢♦r σ✳

❚❤❡ ✜t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜①✐♥❣ τ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✭❛✮✱ r❡♣♦rt✐♥❣ ♦♥❧② ✜✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s
❢r♦♠ t❤❡ ✸✶✷ ■❙■s✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❡❛♥ ♦❢ ✷✵✵✵ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ♠♦❞❡❧ ✭✷✾✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❊✉❧❡r✲▼❛r✉②❛♠❛ s❝❤❡♠❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡
❜❛♥❞s ♦❢ t❤❡ ✷✵✵✵ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛♥❞ ✜✈❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t❡❞ tr❛❥❡❝t♦r②
❛ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ µi ✇❛s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ N (0, η2)✱ ✇✐t❤ η = 0.0414✳

❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ M r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts µi ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ■❙■ ❢r♦♠ ✭✶✽✮❀ t❤❡
❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✭❜✮ ✇✐t❤ s❛♠♣❧❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
❣✐✈❡♥ ❜② ✵✳✵✵✸✻ ❱✴s ❛♥❞ ✵✳✵✹✻✼ ❱✴s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡
t♦ ♥♦r♠❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ t♦ η = 0.0414
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛s t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❜❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✐❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝t ♦♥ µ ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧②
s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s H0 : η = 0 ✇❛s t❡st❡❞ ❛❣❛✐♥st H1 : η > 0 ✐♥ ❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ t❡st✳
H0 ✇❛s r❡❥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ p < 0.001✱ ❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❙❉▼❊▼ ✭✷✾✮ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡
❞❛t❛ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❙❉❊ ♠♦❞❡❧✳

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❆♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ♠✐①❡❞✲❡✛❡❝ts
♠♦❞❡❧s ❞❡✜♥❡❞ ❜② st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

✶✽
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✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ✭❛✮✿ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ✜✈❡ ♦❢ t❤❡ ✸✶✷ ■❙■s ✭❣r❡②✮✱ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❡❛♥ ❝✉r✈❡ ♦❢ ✷✵✵✵ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ t❤❡
st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♠♦❞❡❧ ✭✷✾✮ ✭❜♦❧❞ ❧✐♥❡✮ ✇✐t❤ t❤❡✐r ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜❛♥❞s ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ✜✈❡
s✐♠✉❧❛t❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ✭❜✮✿ ❍✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts (µ̂i)(2) ✇❤❡♥ τ ✐s ✜①❡❞ t♦ ✵✳✵✸✾ s✳

❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥② ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞

❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❙❉▼❊▼s✳ ❆ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s p
(K)
X ♦❢ t❤❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠✱ t❤❡♥ t❤❡ ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞✮ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝❛♥ ❜❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ s✉✐t❛❜❧❡ ♦r❞❡r R ●❛✉ss✐❛♥ q✉❛❞r❛t✉r❡ s❝❤❡♠❡s✱ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ♠❛♥② ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✳ ❋♦r ❙❉▼❊▼s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✱ t❤❡
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛♥② s♦❢t✇❛r❡ ✇✐t❤ s②♠❜♦❧✐❝
❝❛❧❝✉❧✉s ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ K = 1 ♦r ✷ ❛♥❞ R = 40 ❛r❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣
♠♦❞❡r❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ M ✭t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✉♥✐ts✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❥❡❝ts✮ ❛♥❞ n
✭t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✉♥✐t✮✳ ❙❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ t✐♠❡✲❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ∆ ✐s ♥♦t s♠❛❧❧✱ ❜✉t s❡❡ ❙tr❛♠❡r ❛♥❞ ❨❛♥
✭✷✵✵✼✮ ❢♦r ♣♦ss✐❜❧❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❝❧♦s❡❞✲
❢♦r♠ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡♥ ∆ ✐s ✏♥♦t s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✑✳ ❚❤✐s ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡
❧❛r❣❡ ❞❛t❛ s❡ts ❛r❡ ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❡✳❣✳ ✐♥ ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ▼✐①❡❞✲❊✛❡❝ts t❤❡♦r② ✐s
❜r♦❛❞❧② ❛♣♣❧✐❡❞✳

❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❙❉❊s ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs✱ ❛ ♠❛❥♦r ❞r❛✇❜❛❝❦ ❢♦r t❤❡✐r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧
❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✳ ■♥st❡❛❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❢❛st ❛♥❞ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛s❡ts✱ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ ✇❤❡r❡ ❢❡✇ ♠✐♥✉t❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ▼❛t❧❛❜
♣r♦❣r❛♠ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♠♦♥ P❈ ✭✸✳✵ ●❍③ ■♥t❡❧ P❡♥t✐✉♠ ■❱ ✇✐t❤ ✺✶✷ ▼❇ ♦❢ ❘❆▼✮✱ t❤❡r❡❢♦r❡
❡♥❛❜❧✐♥❣ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡rs t♦ ✜t ❛ ❙❉▼❊▼ ♦♥ t❤❡✐r ❞❛t❛ r❛♣✐❞❧②✳

■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠✲
❡t❡r α ❛♥❞ ❛ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝t αi✿ ✐✳❡✳ α ❛♥❞ αi ❡♥t❡r❡❞ t❤❡ ❙❉▼❊▼ ❛s α + αi✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧s♦
♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ α ❛♥❞ αi ❝❛♥ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ s✉✛❡rs s♦♠❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳ ✐t ♠❛② ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t ✭t❤♦✉❣❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♣♦ss✐❜❧❡✱
s❡❡ ❆ït✲❙❛❤❛❧✐❛ ✭✷✵✵✽✮✮ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❢♦r s♦♠❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❙❉▼❊▼ s②st❡♠s ✇✐t❤ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♦r ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✭❑❧♦❡❞❡♥ ❛♥❞ P❧❛t❡♥ ✭✶✾✾✷✱ ♣✳

✶✾



✸✹✽✮✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✺✮ ✇✐t❤
♠✉❧t✐♣❧❡ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ bi ∈ B ⊆ R

q ✇✐t❤ q ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✷✱ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❙♦♠❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ t❤❡ r❡✈✐❡✇ ♣❛♣❡r ❜② ❈♦♦❧s ✭✷✵✵✷✮✱ ❑r♦♠♠❡r ❛♥❞
❯❡❜❡r❤✉❜❡r ✭✶✾✾✽✮ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✱ ♦r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s❡✈❡r❛❧ ♠♦♥♦❣r❛♣❤✐❡s ♦♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦
♠❡t❤♦❞s ✭❡✳❣✳ ❘✐♣❧❡② ✭✷✵✵✻✮✮✳ ■♥ t❤❡ ♠✐①❡❞✲❡✛❡❝ts ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❞❡✈♦t❡❞
t♦ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ q✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧s ✐s ❧❛r❣❡✱ ❡✳❣✳ t❤❡ r❡✈✐❡✇ ❜② ❉❛✈✐❞✐❛♥ ❛♥❞ ●✐❧t✐♥❛♥
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r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛t ❧❡❛st ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ✐s r❡❧✐❛❜❧❡✱ ❡✛❡❝t✐✈❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡
❡❛s✐❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦♠♠♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t s✉❝❤ ❝❧❛ss
♦❢ ♠♦❞❡❧s ✇✐❧❧ ✉♥❞❡r❣♦ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛r✐t②✱ s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ♥✐❝❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ▼✐①❡❞✲
❊✛❡❝ts t❤❡♦r② ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s②st❡♠ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ ✇✐t❤✐♥✲s✉❜❥❡❝t ❞②♥❛♠✐❝s✱
t❤✉s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
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♦❢ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥ ✐♥ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ r❡♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s✿ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥
s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ❤②♣❡rt❡♥s✐✈❡ r❛ts ❛♥❞ ❙♣r❛❣✉❡✲❉❛✇❧❡② r❛ts✱ ❆♠✳ ❏✳ P❤②s✐♦❧✲❘❡♥❛❧✳ ✷✾✷✱ ✻✵✼✕
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❉♦♥♥❡t✱ ❙✳ ❛♥❞ ❙❛♠s♦♥✱ ❆✳✿ ✷✵✵✽✱ P❛r❛♠❡tr✐❝ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ♠✐①❡❞ ♠♦❞❡❧s ❞❡✜♥❡❞ ❜② st♦❝❤❛st✐❝
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❊❙❆■▼✿ P✫❙ ✶✷✱ ✶✾✻✕✷✶✽✳

❉✉r❤❛♠✱ ●✳ ❛♥❞ ●❛❧❧❛♥t✱ ❆✳✿ ✷✵✵✷✱ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❏✳ ❇✉s✳ ❊❝♦♥✳ ❙t❛t✳ ✷✵✭✸✮✱ ✷✾✼✕✸✶✻✳

❊❣♦r♦✈✱ ❆✳✱ ▲✐✱ ❍✳ ❛♥❞ ❳✉✱ ❨✳✿ ✷✵✵✸✱ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✲✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
❞✐✛✉s✐♦♥s✱ ❏✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s ✶✶✹✱ ✶✵✼✕✶✸✾✳

❋❡❧❧❡r✱ ❲✳✿ ✶✾✺✶✱ ❉✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ❣❡♥❡t✐❝s✱ ✐♥ ❏✳ ◆❡②♠❛♥ ✭❡❞✳✮✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ s❡❝✲

♦♥❞ ❇❡r❦❡❧❡② s②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❛
Pr❡ss✱ ❇❡r❦❡❧❡②✱ ♣♣✳ ✷✷✼✕✷✹✻✳

❋❡r♥❛♥❞❡s✱ ❆✳ ❛♥❞ ❆t❝❤❧❡②✱ ❲✳✿ ✷✵✵✻✱ ●❛✉ss✐❛♥ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ♣♦s✐t✐✈❡
♠❡❛s✉r❡s✱ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ❖♥❧✐♥❡ ✷✱ ✷✻✶✕✷✻✾✳

❋rö❜❡r❣✱ ❈✳✿ ✶✾✽✺✱ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❚❤❡ ❇❡♥❥❛♠✐♥✴❈✉♠♠✐♥❣s P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❈♦♠♣❛♥②✱
■♥❝✳
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♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❍■❱✱ ❇✐♦♠❡tr✐❝s ✻✸✭✹✮✱ ✶✶✾✽✕✶✷✵✻✳

❍✉r♥✱ ❆✳✱ ▲✐♥❞s❛②✱ ❑✳ ❛♥❞ ▼❛rt✐♥✱ ❱✳✿ ✷✵✵✸✱ ❖♥ t❤❡ ❡✣❝❛❝② ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐✲
❤♦♦❞ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❏✳ ❚✐♠❡ ❙❡r✳ ❆♥❛❧✳
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▲✐♥❞str♦♠✱ ▼✳ ❛♥❞ ❇❛t❡s✱ ❉✳✿ ✶✾✾✵✱ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①❡❞✲❡✛❡❝ts ♠♦❞❡❧s ❢♦r r❡♣❡❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡s
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▲♦✱ ❆✳✿ ✶✾✽✽✱ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ■t♦ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡❧②✲
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▼❝❈✉❧❧♦❝❤✱ ❈✳ ❛♥❞ ❙❡❛r❧❡✱ ❙✳✿ ✷✵✵✶✱ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞✱ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♠✐①❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ ❲✐❧❡② ❙❡r✐❡s ✐♥
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s✱ ■♥❝✳

◆✐❝♦❧❛✉✱ ❏✳✿ ✷✵✵✷✱ ❆ ♥❡✇ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
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❡❞♥✱ ❙♣r✐♥❣❡r✳

❖✈❡r❣❛❛r❞✱ ❘✳✱ ❏♦♥ss♦♥✱ ◆✳✱ ❚♦r♥ø❡✱ ❈✳ ❛♥❞ ▼❛❞s❡♥✱ ❍✳✿ ✷✵✵✺✱ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠✐①❡❞✲❡✛❡❝ts ♠♦❞✲
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❖✈❡r❣❛❛r❞✱ ❘✳ ❱✳✱ ❍♦❧❢♦r❞✱ ◆✳✱ ❘②t✈❡❞✱ ❑✳ ❆✳ ❛♥❞ ▼❛❞s❡♥✱ ❍✳✿ ✷✵✵✼✱ P❑P❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢
✐♥t❡r❧❡✉❦✐♥✲✷✶ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡r♠♦r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ♠♦♥❦❡②s✱ P❤❛r♠❛❝❡✉t✐❝❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ✷✹✭✷✮✱ ✷✾✽✕
✸✵✾✳

P❡❞❡rs❡♥✱ ❆✳✿ ✶✾✾✺✱ ❆ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r✲
❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐s❝r❡t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❙❝❛♥❞✳ ❏✳ ❙t❛t✐st✳ ✷✷✭✶✮✱ ✺✺✕✼✶✳

P✐❝❝❤✐♥✐✱ ❯✳✱ ❉✐t❧❡✈s❡♥✱ ❙✳ ❛♥❞ ❉❡ ●❛❡t❛♥♦✱ ❆✳✿ ✷✵✵✻✱ ▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❡✉❣❧②❝❡♠✐❝ ❤②♣❡r✐♥s✉❧✐♥❡✲
♠✐❝ ❝❧❛♠♣ ❜② st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❏✳ ▼❛t❤✳ ❇✐♦❧✳ ✺✸✭✺✮✱ ✼✼✶✕✼✾✻✳

P✐❝❝❤✐♥✐✱ ❯✳✱ ❉✐t❧❡✈s❡♥✱ ❙✳ ❛♥❞ ❉❡ ●❛❡t❛♥♦✱ ❆✳✿ ✷✵✵✽✱ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
t✐♠❡✲✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❣❧✉❝♦s❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ▼❛t❤✳ ▼❡❞✳ ❇✐♦❧✳

✷✺✭✷✮✱ ✶✹✶✕✶✺✺✳

P✐❝❝❤✐♥✐✱ ❯✳✱ ❉✐t❧❡✈s❡♥✱ ❙✳✱ ❉❡ ●❛❡t❛♥♦✱ ❆✳ ❛♥❞ ▲❛♥s❦②✱ P✳✿ ✷✵✵✽✱ P❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
❧❡❛❦② ✐♥t❡❣r❛t❡✲❛♥❞✲✜r❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛ s❧♦✇❧② ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ s✐❣♥❛❧✱ ◆❡✉r❛❧ ❈♦♠♣✉t✳

✷✵✭✶✶✮✱ ✷✻✾✻✕✷✼✶✹✳

P✐♥❤❡✐r♦✱ ❏✳ ❛♥❞ ❇❛t❡s✱ ❉✳✿ ✶✾✾✺✱ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥✲
❡❛r ♠✐①❡❞✲❡✛❡❝ts ♠♦❞❡❧✱ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ ●r❛♣❤✳ ❙t❛t✳ ✹✭✶✮✱ ✶✷✕✸✺✳

P✐♥❤❡✐r♦✱ ❏✳ ❛♥❞ ❇❛t❡s✱ ❉✳✿ ✷✵✵✷✱ ▼✐①❡❞✲❡✛❡❝ts ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❙ ❛♥❞ ❙✲P▲❯❙✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱
◆❡✇ ❨♦r❦✳

P✐♥❤❡✐r♦✱ ❏✳✱ ❇❛t❡s✱ ❉✳✱ ❉❡❜❘♦②✱ ❙✳✱ ❙❛r❦❛r✱ ❉✳ ❛♥❞ t❤❡ ❘ ❈♦r❡ ❚❡❛♠✿ ✷✵✵✼✱ ❚❤❡ ♥❧♠❡ ♣❛❝❦❛❣❡✱
❚❤❡ ❘ Pr♦❥❡❝t ❢♦r ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳r✲♣r♦❥❡❝t✳♦r❣✴✳

P✐♥❤❡✐r♦✱ ❏✳ ❛♥❞ ❈❤❛♦✱ ❊✳✿ ✷✵✵✻✱ ❊✣❝✐❡♥t ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ❛♥❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❣❛✉ss✐❛♥ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s ❢♦r ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐♥❡❛r ♠✐①❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ ●r❛♣❤✳ ❙t❛t✳ ✶✺✭✶✮✱ ✺✽✕✽✶✳

❘ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❈♦r❡ ❚❡❛♠✿ ✷✵✵✼✱ ❘✿ ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❢♦r st❛t✐st✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱
❘ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❱✐❡♥♥❛✱ ❆✉str✐❛✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❘✲♣r♦❥❡❝t✳♦r❣✳

❘✐♣❧❡②✱ ❇✳✿ ✷✵✵✻✱ ❙t♦❝❤❛st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❲✐❧❡②✳

❙❤❡✐♥❡r✱ ▲✳ ❛♥❞ ❇❡❛❧✱ ❙✳✿ ✶✾✽✵✱ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♣❤❛r♠❛✲
❝♦❦✐♥❡t✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■✳ ▼✐❝❤❛❡❧✐s✲▼❡♥t❡♥ ♠♦❞❡❧✿ r♦✉t✐♥❡ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ♣❤❛r♠❛❝♦❦✐♥❡t✐❝ ❞❛t❛✱ ❏✳
P❤❛r♠❛❝♦❦✐♥❡t✳ ❇✐♦♣❤❛r♠✳ ✽✭✻✮✱ ✺✺✸✕✺✼✶✳

❙❤❡✐♥❡r✱ ▲✳ ❛♥❞ ❇❡❛❧✱ ❙✳✿ ✶✾✽✶✱ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♣❤❛r♠❛✲
❝♦❦✐♥❡t✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■■✳ ❇✐❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❤❛r♠❛❝♦❦✐♥❡t✐❝ ❞❛t❛✱ ❏✳
P❤❛r♠❛❝♦❦✐♥❡t✳ ❇✐♦♣❤❛r♠✳ ✾✭✺✮✱ ✻✸✺✕✻✺✶✳

❙tr❛♠❡r✱ ❖✳ ❛♥❞ ❨❛♥✱ ❏✳✿ ✷✵✵✼✱ ❖♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦✲
❝❡ss❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ ●r❛♣❤✳ ❙t❛t✳ ✶✻✭✸✮✱ ✻✼✷✕
✻✾✶✳

❚♦r♥ø❡✱ ❈✳✱ ❖✈❡r❣❛❛r❞✱ ❘✳✱ ❆❣❡rsø✱ ❍✳✱ ◆✐❡❧s❡♥✱ ❍✳ ❆✳✱ ▼❛❞s❡♥✱ ❍✳ ❛♥❞ ❏♦♥ss♦♥✱ ❊✳ ◆✳✿ ✷✵✵✺✱
❙t♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ◆❖◆▼❊▼✿ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐✲
s♦♥ ✇✐t❤ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ P❤❛r♠✳ ❘❡s✳ ✷✷✭✽✮✱ ✶✷✹✼✕✶✷✺✽✳

❱♦♥❡s❤✱ ❊✳ ❛♥❞ ❈❤✐♥❝❤✐❧❧✐✱ ❱✳✿ ✶✾✾✼✱ ▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡♣❡❛t❡❞

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ▼❛r❝❡❧ ❉❡❦❦❡r✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✳

✷✸



❲❛♥❣✱ ❏✳✿ ✷✵✵✼✱ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①❡❞ ❡✛❡❝ts ♠♦❞❡❧s✱ ❈♦♠♣✉t✳ ❙t❛t✳ ❉❛t❛ ❆♥✳

✺✶✭✻✮✱ ✸✷✹✹✕✸✷✺✻✳

❆ ❆♣♣❡♥❞✐①

❍❡r❡ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲❞❡♥s✐t② ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛s
s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ❆ït✲❙❛❤❛❧✐❛ ✭✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❇r♦✇♥✐❛♥ ▼♦t✐♦♥✱ t❤❡
❖❯✱ t❤❡ ❈■❘ ❛♥❞ t❤❡ ♦r❛♥❣❡ tr❡❡s ❣r♦✇t❤ ❙❉▼❊▼s ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳

❉❡♥s✐t② ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

❋♦r ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡s yj ❛♥❞ yj−1 ♦❢ t❤❡ Y ♣r♦❝❡ss ✭✷✵✮ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲❞❡♥s✐t② ❡①♣❛♥s✐♦♥
✭✷✷✮ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

C
(−1)
Y (yj |yj−1) = −1

2
(yj − yj−1)

2

C
(0)
Y (yj |yj−1) = (yj − yj−1)

∫ 1

0
µY (yj−1 + u(yj − yj−1))du

❛♥❞✱ ❢♦r k ≥ 1✱

C
(k)
Y (yj |yj−1) = k

∫ 1

0
G

(k)
Y (yj−1 + u(yj − yj−1)|yj−1)u

k−1du.

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s G
(k)
Y ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

G
(1)
Y (yj |yj−1) = −∂µY (yj)

∂yj
−µY (yj)

∂C
(0)
Y (yj |yj−1)

∂yj
+

1

2

∂2C
(0)
Y (yj |yj−1)

∂y2
j

+
1

2

(

∂C
(0)
Y (yj |yj−1)

∂yj

)2

❛♥❞ ❢♦r k ≥ 2

G
(k)
Y (yj |yj−1) = −µY (yj)

∂C
(k−1)
Y (yj |yj−1)

∂yj
+

1

2

∂2C
(k−1)
Y (yj |yj−1)

∂y2
j

+
1

2

k−1
∑

h=0

(

k − 1

h

)

∂C
(h)
Y (yj |yj−1)

∂yj

∂C
(k−1−h)
Y (yj |yj−1)

∂yj
.

●❡♦♠❡tr✐❝ ❇r♦✇♥✐❛♥ ▼♦t✐♦♥✿ ♦r❞❡r K = 1 ❞❡♥s✐t② ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

■♥ ♠♦❞❡❧ ✭✷✸✮ ✐s Y i
t = γ(Xi

t) = log(Xi
t)/σ, s♦ µY (Y i

t ) = (β + βi)/σ − σ/2 ❛♥❞ ❢♦r ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡s
yi

j ❛♥❞ yi
j−1 ♦❢ Y i

t ✱ ✇❡ ❤❛✈❡

C
(0)
Y (yi

j |yi
j−1) = (yi

j − yi
j−1)

(

β + βi

σ
− σ

2

)

=
log(xi

j) − log(xi
j−1)

σ2

(

β + βi − σ2

2

)
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