
STOCHASTIC PROCESSES AND 
POINT PROCESSES OF 

EXCURSIONS 

J.A.M. VAN DER WEIDE 

TR diss 
1545 



STOCHASTIC PROCESSES AND 
POINT PROCESSES OF 

EXCURSIONS 



STOCHASTIC PROCESSES AND 
POINT PROCESSES OF 

EXCURSIONS zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

PROEFSCHRIFT 

Ter verkrijging van de graad van doctor aan de 
Technische Universiteit Delft, op gezag van de 
Rector Magnificus, Prof. Dr. J.M. Dirken, in het 

openbaar te verdedigen op dinsdag 26 mei 1987 te 
16.00 uur ten overstaan van een commissie door het 

College van Dekanen daartoe aangewezen, 

door 

JOHANNES ANTHONIUS MARIA VAN DER WEIDE 

geboren te Leeuwarden 

Doctorandus in de Wiskunde zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

TR diss 
1545 



Dit proefschrift is goedgekeurd door de promotor 

Prof.dr. CL. Scheffer. 



S T E L L I N G E N 

b i j  het  p roe f sch r i f t  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

STOCHASTIC PROCESSES AN D POIN T PROCESSES OF EXCURSIONS 

va n 

J.A.M.va n  de r  Weid e 

Zi j  P  ee n Markov­ker n  o p ee n meetbar e  ruimt e  (E,E) .  Definiee r  d e Markov­ker n 

P  o p d e meetbar e  ruimt e  ( E x[0,l] ,   f  8  B(E0,1]) )  doo r 
1 

Pf(x,a )  =  J  P(x,dy. )  ƒ   f(y.,yo)d y 
E  0   ' zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  l 

waarbi j   f   :  E x [0,1 ]  � *  K   ee n begrensde ,  meetbar e  functi e  i s e n  (x,a )  e  E x  [0,1] . 

De  i n Cl ]  voo r  meetbar e functie s h   :  E  ■+ [0,1 ]  gedefinieerd e potentiaalker n U 

heef t  d e volgend e  stochastisch e  interpretatie .  Voo r  x  e  E  e n A  e   E i s 

VX ' A )  " E(x,«o [   \  1 Ax[0,l] ( V] L n = 1 
waarbi j   ( Y  )   „ d e  Markovkete n o p E x [0,1 ]  i s  me t  overgangsker n P  e n waarbi j 

n  n  £  U 
T  d e eerst e  terugkeertij d  i s va n A ,  =  {(x,y )  e  E x [0,1 ]   :  y  <  h(x)} . 

[  1 ]  Revuz ,  D .   :  Marko v Chains .  North­Holland ,  Publ.Comp .  Amsterda m  1975 . 

Zi j  X  =   ( X  )   . .  standaar d  Browns e bewegin g  starten d vanui t   0  e n zi j  A  =   ( A ) 

het  additie f   functionaa l  gedefinieer d  doo r  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

At  =  J zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  \oMas)6s­
Zi j  T  =   ( x  )   .  d e va n rechts­continu e  invers e va n A .  He t   stochastisc h  proce s 

X =   (X_) .  ̂  „  gegeve n doo r  X _ =  X   �  t .  ka n direc t  geconstrueer d  worde n ui t  he t 
t t ^ O  t   t 

Itö­Poisso n  puntproce s va n excursie s vanui t  0  va n d e Browns e bewegin g X .  Ui t  ee n 

eenvoudig e  berekenin g volg t  da t  X  gereflecteerd e Browns e bewegin g is . 

Williams, D  :  Diffusions ,  Marko v Processe s  an d Martingales ,  Volum e 1  :  Foundations . 

ch .   Ill ,  sectio n 38 ,  Wiley ,  Ne w Yor k  1979 . 

I n [  1  ]  word t   ee n Susli n ruimt e gedefinieer d  al s ee n Hausdorf f   topologisch e  ruimt e 

E waarvoo r   ee n Suslin­metriseerbar e  ruimt e P  bestaa t  e n ee n continue ,  surjectiev e 

afbeeldin g  va n P  o p E .  D e opmerkin g  da t  di t  Bourbaki' s definiti e va n ee n Susli n 

ruimt e  i s al s aangenome n word t  da t  P  ee n Pools e ruimt e  is ,  i s  onjuist . 

[ 1 ]  Dellacherie ,  C .   an d Meyer ,  P.A .   :  Probabilitie s  an d Potential .  North­Holland , 

Amsterda m  1978 . 



4.  Al s d e kansverdelin g  {p ,   :  k  e  Z }   i n secti e  (4.2 )  va n di t  proefschrif t   ee n 

eindi g  tweed e moment  bezit ,  da n convergeer t  d e ri j  kansmate n  (P v  )   .  i n 
ot   n 

stellin g  (4.2.4 )  zwa k naa r  d e kansmaa t  P  . 

5.  Zi j  Y   =  ( Y (t) )   .  he t  Marko v proce s geconstrueer d ui t  he t  Ito­Poisso n punt ­

proce s va n excursie s vanui t  0  va n standaar d  Browns e bewegin g waarbi j  d e  ter m 

YT,  Y  >  0 ,  i s  opgetel d bi j  d e so m  ( T  +   A ( T ) )  va n d e  lengte s va n d e excursie s 

to t  e n met   tij d T(zi e secti e  (4.3 )  va n di t   proefschrift) .  Zi j  verde r  L  d e 

Blumenthal­Getoo r   local e  tij d  i n 0  va n proce s Y   .  Da n  i s voo r  X, u  >   0  e n 

0 <  a   <  £X 2 

ƒ  e" a t  E n(exp[­XY(t )  ­  pL(t)])d t  =   ^ ­ ^   . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  '.■ 
0  '   (2a­X )̂(y(v'2"+Y)+aY +\ / 2a' ) 

6.  Laa t  he t  Marko v proce s Y   gedefinieer d  zij n al s  i n stellin g 5  e n  laa t 

m  =  min( t   :  Y   (t )  =  a )  he t  eerst e treffe n va n  toestan d  a   e  I R  zijn .  Da n 

i s voo r   X  >  0 

u  i  " Xma^   >/T T ­av^ T ,­ ,   ^rrr   .  ­2a\/2T.­ l E  ( e  )  =  V2 X e   (X­y+vZ X ­Xy e  ) 

7.  He t  verdien t  aanbevelin g o m oo k bi j  he t  onderwij s aa n d e T U Delf t   i n d e vakke i 

Analyse ,  Lineair e Algebra ,  Kansrekenin g  e n Statistie k mee r  gebrui k  t e make n 

va n computers. 

8.  I n d e Breitkop f  uitgav e va n Johan n Sebastia n Bach' s Matthaeu s Passio n  i s  i n 

de ari a "Geb t  mi r  meine n Jesu m wieder "  d e  tweed e  te l  va n d e vierd e maa t  nie t 

i n overeenstemmin g me t  he t  handschrif t  va n Bach .  Bi j  uitvoeringe n va n dez e 

ari a verdien t  d e oorspronkelijke,doo r  Bac h aangeduid e  stokvoerin g d e voorkeu r 



Voor Els, 

Mark, Jorrit en Hiske 
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INTRODUCTION AND SUMMARY 

I n hi s  studie s  [35 ]  an d  [36 ]  o f   th e sampl e path s o f  Brownia n motion , 

Levy develope d  th e ide a t o decompos e th e tim e se t  [0, ro [  i n a  par t  Z  a t 

whic h  th e proces s i s i n stat e 0  an d interval s o f   tim e spen t  i n K\{0} . 

Throughou t   th e year s  thi s ha s  prove d  t o b e a  ver y fruitfu l   idea .  On 

one han d th e stud y o f  th e se t  o f  zero s Z  le d Lev y t o th e descriptio n o f 

loca l   tim e a s a n occupatio n densit y (Lev y use d i n [35 ]  th e ter m "mesur e 

du  voisinage "   .  Se e  fo r  occupatio n  densitie s  th e  surve y  articl e o f 

Geman an d Horowit z [14] ,  wh o discus s connection s betwee n th e behaviou r 

of  a   (non­random )  real­value d Bore l   functio n an d  th e behaviou r  o f  it s 

occupatio n  density .   Loca l   time s  fo r   genera l   Marko v  processe s  wer e 

introduce d b y Blumentha l  an d Getoo r   i n [3]) .  On  th e othe r  han d Levy' s 

stud y  o f   th e behaviou r  o f  Brownia n motio n o n zero­fre e  interval s wa s 

th e startin g poin t  o f  excursio n  theory .  Levy' s  theor y wa s extende d i n 

Itö­McKea n  [27] ,  (2.9 )  an d  (2.10) .   Se e als o Chung' s articl e  [6] ,  i n 

whic h elementar y derivation s ar e give n o f  a  numbe r  o f  Levy' s results . 

Thi s  researc h  le d  t o many dee p  theorem s abou t   th e behaviou r   o f   th e 

path s  o f   diffusions ,   se e  fo r   instanc e  William s  [58 ]   an d  Walsh' s 

discussio n o f  Williams '  result s i n [53] .  Anothe r   importan t  applicatio n 

of  excursio n  theor y ca n b e foun d  i n th e constructio n o f   thos e stron g 

Marko v processes ,  whic h behav e outsid e a  fixe d stat e (o r  mor e generall y 

outsid e a  se t  D )  a s a  give n Marko v proces s X .  I n thi s are a th e work s o f 

Dynki n  [9] ,  [10 ]  an d Watanab e [54] ,  [55 ]  ar e important .  Fo r  excursion s 

fro m a   subse t  S ,  se e  th e work s o f  Maisonneuv e  [38] ,  [39 ]  an d Getoo r 

[16] .  Getoo r  give s als o a n applicatio n t o invarian t  measures ,  se e als o 

Kaspi   [30 ]  an d [31] .  Unlik e occupatio n densities ,  whic h ar e als o usefu l 

i n  th e  stud y o f  non­rando m  functions ,  excursio n  theor y  take s  it s us e 

fro m  th e Marko v  characte r   o f   th e  rando m process .  T o mak e clea r   th e 

idea s behin d  excursio n  theory ,   le t  X=(X n) nxQ  b e a  homogeneou s Marko v 



2 

chai n wit h  stat e  spac e E .  Le t   a   €   E   b e a   give n  state .  Denot e  fo r 

k=l,2,.. .  b y u ^  th e tim e a t  whic h th e Marko v chai n X  visit s th e stat e a 

fo r  th e k   time ;  i C =  w   i f  ther e ar e les s tha n k  visit s t o a .  Suppos e 

tha t   a   i s  a   recurren t   state ,   i.e .   IP„[u i   <   °° ]  =   1 .   The n  th e k 

excursio n V k =  (Vk( n))n> 0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ^rom  a   ° f   t n e  Marko v Chai n X   i s define d a s 

follow s  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

N U N  f   X ­. . K 

ulSt­ n 
Vk(n ) 

X ,   .. .   fo r  0  <  n  <  ur'­u : 
u a + n 

fo r  n  >  u k + 1 ­ ^  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Let  V0  =  (Vo(n))nN0  be  defined  by 

f  K  for  n  < „1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Vn> 
a  for  n  >  v„  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a. 

a 

I t   follow s  fro m  th e  stron g  Marko v  propert y  tha t   th e  sequenc e  o f 

excursion s  (Vj.) kNi   * s  independen t  an d  identicall y  distributed .   I t  i s 

clea r   tha t   th e  proces s  X   ca n  b e  reconstructe d  pathwis e  fro m  th e 

sequenc e (V k) kNQ. 

For  Marko v processe s wit h continuou s  tim e paramete r   th e situatio n i s 

more  complicated .   A s  a n  exampl e  tak e  standar d  Brownia n  motio n 

B =  (B ( .) t xQ an d conside r  th e excursion s fro m stat e 0 .  Le t  Z  b e th e se t 

of  zero s o f  B .  Th e componen t  interval s o f  [0. 00[\ Z ar e calle d excursio n 

intervals .  Sinc e Z  i s a   topologica l  Canto r   se t  o f  Lebesgu e measur e 0 

(se e Ito­McKea n [27] ,  proble m 5 ,  p.29) ,  wit h probabilit y  1  ther e i s n o 

firs t  excursio n interval .  Le t  I=]a,|3 [  b e a n excursio n interval .  Th e map 

Vj  :  [0,o° [  ­ » R  define d b y 

■ B a + t   fo r  0  <  t  <   p­a 

Vj(t )   =  ■ 

[   0   fo r  t  >  p­ a 
i s   th e  excursio n  made  b y  B   fro m  0   correspondin g  t o  th e  excursio n 

interva l   I ;  f=/3­ a i s calle d  th e lengt h o f  th e excursion .  Pu t  Tj=<p(a) , 

wher e  <p  i s  th e loca l   tim e o f  B  a t  zero .  It ó prove d  i n [25 ]  (se e als o 

Meyer   [41] )   tha t   th e  rando m  distributio n  o f   point s  ( TT­VT )   i n 

[0, <D[  x  U ,   I  runnin g  throug h  th e excursio n  interval s an d U  bein g th e 



3 

spac e  o f   excursion s  fro m  0 ,   i s a   Poisso n  poin t   proces s  o n  [0,< x>[  x   U 

whose  intensit y  measur e  i s  th e produc t   o f   Lebesgu e measur e  X   o n  [0,o° [ 

and  som e a­finit e measur e u  o n U .  Thi s mean s  tha t   th e numbe r   o f  point s 

( X T . V T )   i n a  subset   [u,v [  x  U   o f   [0,< x) [  x  U   i s Poisso n distribute d wit h 

expectatio n  (v­u)u( U  )  whils t   th e number s o f  point s   ( T T . V J )   i n disjoin t 

subset s  o f   [0,°° [  x  U  ar e  independent .   It o prove d  thi s  resul t   actuall y 

fo r   excursion s  o f  a   standar d  Marko v proces s X   fro m a   regula r   poin t   a , 

and  h e  gav e a   characterizatio n  o f   th e excursio n  la wzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  v  o f   a   recurren t 

extensio n  o f  X ,   i.e .  a   stron g Marko v process ,  whic h behave s a s X  unti l 

th e firs t  hittin g o f  stat e a . 

I t   i s   interestin g  t o  loo k a t   Itö' s definitio n o f   a  poin t   process .  Le t 

(S,y )  b e a  measurabl e  space .  A  poin t   functio n p   :  ]0,<° [  ­ » U   i s define d 

t o  b e  a   map  fro m  a   countabl e  se t   D   C ,  ]0,«> [   int o  U .   Meye r   i n  [41 ] 

consider s  a  poin t   functio n p  a s a   ma p define d  fo r  al l   point s  i n ]0,<° [ 

by puttin g p(x)= 3  fo r  x  €   ]0,<°[\ D  wher e  9   i s a n extr a poin t  adde d  t o 

U.  Le t  no w I T b e  th e spac e o f  al l  poin t  functions :   ]0, ro [  ­ » U .  Denot e fo r 

p € ! I   an d  fo r  E   €  S8(]0,°°[ )  ®   if b y N(E.p )   th e numbe r  o f   th e tim e point s 

t  €  D   fo r  whic h  (t,p(t) )  €  E .  Th e Bore l  a­algebr a S6(!T )  o n  ÏÏ i s  define d 

as  th e  cr­algebr a  generate d  b y  th e  set s  { p  €   I T  :   N(E,p )   =   k} , 

E €  <3J(]0,«>[ )   ®   y ,   k=0,l,2,.. .   I  t o  define d  a   poin t   proces s  a s  a 

(IT ,  36(17))­value d  rando m  variable .   Fo r   instanc e  th e  poin t   proces s  o f 

excursion s  fro m 0  o f  Brownia n motio n i s th e  (stochastic )  poin t   functio n 

p define d b y 

D  =   {TJ­ :   I  a n excursio n  interval }   an d 

p(t )  =  V j .  t  =  T j  €  D p . 

Thi s  definitio n  give s a   clea r  pictur e o f   poin t   processe s  suc h a s  the y 

appea r   i n  excursio n  theor y  an d  tha t   i s  presumabl y  th e  reaso n  wh y  i n 

studie s abou t   excursio n  theor y  thi s definitio n  i s alway s used ,  se e fo r 

instanc e  Watanab e  [54 ]   an d  Greenwoo d  an d  Pitma n  [17] .  Besid e  thi s 

definitio n  o f   a   poin t   proces s  a s  a   stochasti c  poin t   function ,   ther e 
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exist s a   fairl y  genera l   theor y o f  poin t  processe s whic h view s a  poin t 

proces s a s a  discret e rando m measure .  Se e Neve u [44] ,  Jager s [29 ]  an d 

Krickeber g  [34 ]  fo r  poin t  processe s  o n a   locall y  compac t   spac e an d 

Matthes ,   Kersta n  an d  Meck e  [40 ]  fo r  poin t   processe s  o n a  complete , 

separabl e metri c space .  Thi s measure­theoretica l  approac h t o excursion s 

makes i t  possibl e t o us e som e importan t  result s fro m thi s theory ,  suc h 

as  e.g .   th e  Palm­formula ,   whic h  wer e  u p  t o  no w  no t   use d  i n  th e 

literatur e  abou t   excursio n  theory .   A n  exampl e  o f   th e  us e  o f   th e 

Palm­formul a ca n b e foun d i n th e constructio n o f  a  Marko v proces s fro m 

a Poisso n poin t  proces s o f  excursions .  It ö onl y  remark s  i n [25 ]  tha t 

thi s ca n b e don e b y reversin g  th e procedur e o f  derivin g  th e excursio n 

proces s fro m a  Marko v process .  I n Iked a &  Watanab e [22 ]  Brownia n motio n 

i s constructe d  fro m it s excursio n proces s usin g  th e genera l   theor y o f 

stochasti c  processe s  (compensator s an d  stochasti c  integrals) .   An d i n 

[2 ]  Blumentha l  give s a  constructio n o f  whic h h e claim s tha t  i t   i s  th e 

constructio n It ö ha d i n mind ;  thi s contructio n consist s o f  a  pathwis e 

approximatio n o f  th e Marko v process .  Th e mos t  recen t  an d complet e wor k 

alon g  thes e  line s  ca n  b e  foun d  i n  Salisbur y  [47 ]   an d  [48] .  Th e 

constructio n tha t  w e wil l  giv e i s base d o n a n applicatio n o f   th e Pal m 

formul a  an d  o n  th e  so­calle d  renewa l   propert y  o f   a   Poisso n  poin t 

proces s  o f   excursions .   Thi s  constructio n  ha s  i n  ou r   opinio n  th e 

advantag e  tha t   i t  make s  clea r   wh y  th e  constructe d  proces s  ha s  th e 

Marko v  propert y  an d  i t   display s  th e  rol e  o f   loca l   tim e  i n  th e 

construction .  Th e sam e metho d ca n b e use d t o writ e dow n a  formul a fo r 

th e resolven t  o f  th e constructe d process . 

We continu e wit h th e definitio n o f  a  poin t  proces s a s a  discret e rando m 

measure .   Le t   X   b e  a   topologica l   spac e  wit h  Bore l   a­algebr a  55(X) . 

Roughl y  stated ,  a  poin t  proces s o n X   i s a  probabilit y  measur e o n th e 

spac e  o f   locall y  finit e  poin t   measure s  o n  (X ,   26(X)) ,   o r   a   rando m 

variabl e wit h value s i n th e spac e o f   locall y finit e poin t  measure s o n 



5 

(X,2S(X) )  b y whic h w e  identif y a   rando m variabl e wit h  it s distribution . 

Fro m no w  o n w e wil l   us e  th e wor d poin t  proces s  onl y  i n  thi s sense .  I n 

excursio n  theor y  th e  topologica l   spac e X   i s  th e  (topological )  produc t 

of   th e  se t   o f  nonnegativ e  real s  [0, co[  wit h  th e usua l   topolog y an d  th e 

spac e  o f   excursion s U  endowe d  wit h  th e Skoroho d  topology .   Fo r   exampl e 

th e poin t   proces s o f  excursion s  fro m 0  o f  Brownia n motio n  i s th e rando m 

measur e  S{6 /   y   ■>:  I  a n  excursio n  interval }  wher e  6 X  i s   th e  notatio n 

fo r   th e Dira c measur e  i n x .  Not e  tha t  X   =   [0, 00[  x  U   i s a  polis h space . 

The mai n  referenc e o n poin t  processe s o n polis h space s  i s  th e boo k  [40 ] 

of   Matthes ,   Kersta n  an d  Mecke .   Th e  theor y  whic h  the y  develo p  depend s 

essentiall y   o n a   fixe d metri c d  o n X ,  chose n  i n advance ,  suc h  tha t  th e 

metri c  topolog y  coincide s  wit h  th e  topolog y  o f   X   an d  (X,d )   i s  a 

complete ,   separabl e metri c  space .  A  nonnegativ e  Bore l   measur e  o n X   i s 

locall y  finit e  i f   i t   i s   finit e  o n  th e  set s  i n 28(X) ,  whic h ar e bounde d 

i n  th e sens e o f   th e metri c d .  Thi s  theor y  i s no t  directl y applicabl e t o 

excursio n  theory .   Th e  poin t   measure s  whic h  aris e  i n  excursio n  theor y 

ar e  finit e o n th e set s  [a,b [  x   [ f   >  I ] ,  I  >  0 ,   (remembe r   tha t  f   i s  th e 

lengt h o f   th e excursion )  an d  th e mos t   interestin g case s ar e  thos e wher e 

th e  se t   [a,b [  x  U   ha s  infinit e  mass .   Not e  tha t   th e  se t   [ f   >   I ]   i s 

dens e  i n  U .   Thu s  i t   i s   no t   clea r   ho w  t o  choos e  a   metri c  d   o n  X   fo r 

whic h  th e  se t  o f   locall y  finit e measure s contain s  thi s  famil y o f  poin t 

measures .   Instea d  o f   tryin g  t o  fin d  suc h  a   metric ,   i t   seem s  mor e 

natura l   t o  defin e  loca l   finitenes s  directl y  i n  term s  o f   th e  set s 

[a,b [  x   [ f  >  I] .  Mor e general ,   le t zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  V b e a   famil y o f  Bore l   subset s o f  X . 

A nonnegativ e Bore l  measur e j x o n X   i s calle d y­finit e  i f  fx(A )  <  ° °  fo r 

ever y  A  e   V an d a   poin t   proces s  P   i s a n y­finit e  poin t   proces s  i f   th e 

probabilit y   measur e  P   i s  concentrate d  o n  th e  spac e  o f   y­finit e 

measures .   Th e  se t   o f   locall y  finit e measures'i n  th e sens e  o f  Matthes , 

Kersta n  an d  Meck e  coincide s  the n wit h  th e y­finit e  measures ,   y   bein g 

th e  famil y  o f   al l   ope n  ball s  wit h  finit e  radius .   Poin t   processe s  o n 

locall y  compac t   space s  ar e  probabilit y   measure s  o n  th e  se t   o f   Rado n 
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measures ,  whic h  i s  th e  sam e a s  th e se t  o f  y­finit e  measure s wit h  y 

consistin g o f  th e compac t  subsets . 

So fa r  w e di d no t  discus s a  measurabl e structur e o n th e se t zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  jt{V)  o f 

y­finit e measures ,  whic h i s o f  cours e necessar y  fo r   th e definitio n o f 

probabilit y  measure s o n  A+(y).  A  a­algebr a  o n  M+(if)  shoul d a t   leas t 

measur e th e maps   \x €   jt{V)  ­ *   ]x(k),  A  €  26(X) .  I n Matthe s e t  al .  [40 ]  th e 

a­algebr a o n  M (y )  ( y bein g th e famil y o f  ope n ball s o f  finit e radius ) 

i s define d  i n a n abstrac t  wa y a s  th e o—algebr a  d  generate d  b y  thes e 

maps.   I n  th e  literatur e  abou t   poin t   processe s  o n  locall y  compac t 

spaces ,  o n th e othe r  han d a  a­algebr a o n th e se t  o f  Rado n measure s i s 

introduce d  i n  a   topologica l   wa y  a s  th e  Bore l   a­algebr a  $(M+) 

correspondin g t o th e vagu e topolog y o n  M+(if).  I t  turn s ou t  tha t  3)(M+)=si 

i n  thi s  case ,   s o  w e  hav e  a   definitio n  o f   si  a s  a   Bore l   a­algebr a 

correspondin g t o a  nic e  topolog y o n  Jl  (if),  whic h make s i t  possibl e t o 

use  th e apparatu s o f   topologica l  measur e  theory .   I n sectio n  (1.1 )  w e 

wil l   defin e a   topolog y  o n  th e se t   A (y )  o f  y­finit e  measure s  o n a n 

arbitrar y polis h spac e X .  Le t  *(y )  =  { f  e  C^X )  � '  3 A e  y   :  supp(f )  C  A } 

and le t  T(y )  b e th e topolog y   o(M+(y),  3f(y) )  o f  pointwis e convergenc e o n 

3f(y) .  I f  y  i s a  famil y o f  ope n subset s o f  X  filterin g t o th e righ t  suc h 

tha t  y  cover s X  an d suc h tha t  y  contain s a  countable ,  cofina l  subset , 

the n i t  wil l   tur n ou t  tha t   (A  (y) ,  T(y) )  i s  a  Susli n spac e whils t  th e 

Bore l  a­algebr a o n  M (y )  coincide s wit h  si.  A t  th e en d o f  th e sectio n w e 

compar e ou r  result s wit h  th e result s o f  Harri s  i n [19 ]  an d  [20] ,  wh o 

als o define s a  topolog y o n som e famil y o f  nonnegativ e Bore l  measure s o n 

a complete ,  separabl e metri c space . 

Sectio n (1.2 )  contain s standar d result s fo r  y­finit e poin t  processes , 

i n particula r   th e Palm­formul a whic h i s no w a  direc t  consequenc e o f  a 

genera l  theore m o n disintegration s o f  measure s fro m topologica l  measur e 

theory .  Furthe r  y­finit e Poisso n poin t  processe s an d Co x processe s ar e 

discussed .  Sectio n (1.3 )  i s devote d t o th e stud y o f  a  specia l  clas s o f 
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^­finit e  Poisso n poin t  processe s o n X=[0,°> [  x  U , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  if  bein g  th e  famil y o f 

subset s  I   x   U   o f   X   wher e  I   i s  a  bounded ,   ope n  sub­interva l   o f   [0,» [ 

and  (U n) n>i   i s a  sequenc e o f  ope n subset s o f  U ,   increasin g  t o U .   I t  i s 

clea r   tha t   V  i s  a   filterin g  famil y o f  ope n subset s o f  X  whic h cover s X 

and  ha s a   countable ,   cofina l   subsequence .   Denot e  b y  ­dj(y )  th e  se t  o f 

^­finit e  poin t   measure s   fi  fo r   whic h  n({t }   x   U )   £  1 ,   t  2   0 .   A n 

Itö­Poisso n  poin t   proces s  i s  a   Poisso n  poin t   proces s  P   o n  X   wit h 

intensit y  measur e X  ®   u ,  X  denotin g Lebesgu e measur e  o n  [0,°° [  an d  v  a 

a­finit e  measur e o n U   satisfyin g  u(U n)  <  » ,  n   >  1 .  We choos e  th e nam e 

Itö­Poisso n  poin t  process ,  becaus e  th e poin t  proces s  o f  excursions ,  a s 

constructe d  b y  Ito ,   i s  o f   thi s  type .   Followin g  Ito .   th e measur e  u   i s 

calle d  th e  characteristi c  measur e  o f   P .   Furthe r   P(J(J(y) )  =   1   fo r   a n 

Itö­Poisso n  poin t   proces s  P .   Th e  firs t   importan t   propert y  o f 

Itö­Poisso n  poin t   processe s  i s  th e  renewa l   propert y  whic h  i s  treate d 

her e a s a  generalizatio n o f   th e propert y  tha t  a  Poisso n proces s  i s fre e 

fro m after­effects .   Th e  renewa l   propert y  wa s alread y  mentione d  i n  It ö 

[25] ,   bu t   withou t   a   proof .  We continu e wit h  Itö' s  characterizatio n  o f 

Itö­Poisso n  poin t   processe s  wit h  a   proo f   usin g  "poin t   proces s 

techniques" .  We en d sectio n  (1.3 )  wit h a  beautifu l   theore m o f  Greenwoo d 

and  Pitma n  [17] ,  whic h  state s  tha t  a n  Itö­Poisso n  poin t  proces s P  ha s 

an  intrinsi c  tim e cloc k  i n th e followin g sense :  i f  f i  €  jj(y) ,  denot e b y 

ffcld­ 1) .   Et&iU­)  • ■  ■  •  t n e  U k­sequenc e o f   p.,  i.e . 

supp(u )  D   ([0,°° [  x  U k )  =   (T k i (u) ,   f k iC" ) ) ^ !   wher e  th e  enumeratio n  i s 

suc h  tha t   th e sequenc e ( Tj ci(f
i ))i> i  l s  increasin g  i n th e orde r  o f  K .  Th e 

sequenc e  f k  =   (fir i  ̂ i> 1  * s  a n  i­i­d .   sequenc e  o n  th e probabilit y   spac e 

(j«J(y )  ,P) .   Th e  theore m  o f   Greenwoo d  an d  Pitma n  state s  tha t   th e  tim e 

coordinate s  Ti ^  ca n  b e  reconstructe d  fro m  th e  sequenc e  fifi­fkQ­­­ ­   i f 

u(U)=+ a>.  We giv e a  complet e proo f  o f  a  slightl y mor e genera l  versio n o f 

thi s  theorem ,  whic h wa s  formulate d  i n  [17 ]  a s a   theore m  o n  stochasti c 

poin t   functions . 
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I n chapte r  2  excursio n  theor y  i s  treate d  fo r  Ra y processes .  We hav e 

chose n t o trea t  excursio n theor y fo r  Ra y processes ,  sinc e thi s clas s i s 

i n som e sens e  th e mos t  genera l  clas s o f  stron g Marko v processes ,  se e 

Getoo r  [15 ]  an d William s [59] .  Afte r  a  brie f  surve y o f  Ra y processe s i n 

sectio n  (2.1) ,   w e  construc t   i n  sectio n  (2.2 )   th e  Itö­Poisso n poin t 

proces s o f  excursion s fro m a  give n stat e a  o f  a  Ra y proces s Y .  Sinc e w e 

want  t o includ e branchpoint s i n ou r  discussion ,  w e us e a  definitio n fo r 

excursion s whic h differ s a  bi t  fro m Itö' s definition ,  se e als o Roger s 

[45 ]  wh o  use s  th e  sam e definition .  We  cal l   excursio n  interval s  th e 

connecte d component s o f   th e complemen t   i n [0,"» [  o f   th e close d se t  o f 

tim e point s wher e  th e proces s  hit s  o r   approache s  th e  stat e a .   Le t 

( rk)k> l   ^ e  a   decreasin g  sequenc e  o f   positiv e  rea l   number s  an d  le t 

Uj={ u €  U   :  C   >  r^} .  Denot e b y Vi ^  th e n   excursio n o f  Y  wit h lengt h 

exceedin g  r̂ .   Th e  stron g  Marko v  propert y  implie s  tha t   th e  sequenc e 

(̂ kn)n> l   i s   a n  independent ,   identicall y  distribute d  sequence .   Le t 

T =inf{ t   >  0   :  Y t =a  o r   Y t _=a} .   A n  applicatio n  o f   th e  theore m  o f 

Greenwood an d Pitma n yields : 

­  I f  P a[
T

a=0]= l   ther e exist s a n y­finit e Itö­Poisso n poin t  proces s 

N define d o n (fl,?, P )  whos e [ f  >  l]­subsequenc e i s th e sequenc e 

of  excursion s o f  Y  o f  lengt h greate r   tha n I .  Th e characteristi c 

measur e u  o f  N  i s th e uniqu e (modul o a  multiplicativ e constant ) 

measur e o n U  o f  whic h  th e conditiona l  distributio n u| y  i s th e 

probabilit y  distributio n o f  V.j ;  u   i s a  a­finit e measur e wit h 

tota l  mas s  U(U)=­H» .   Th e Markovia n propertie s whic h  u   inherit s 

fro m  th e  proces s  Y   ar e  describe d  i n  theorem s  (2.2.3 )   an d 

(2.2.4) . 

­   I n th e remainin g cas e wher e P„[ T =0 ]  =  0  ther e exist s a n i.i.d . 

sequenc e (f n) n>i   o f  U­value d rando m variable s o nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  (Q.9,P  )  whos e 
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[ C  >  l]­subsequenc e  i s th e sequenc e o f  excursion s o f  Y  o f  lengt h 

greate r   tha n I . 

Not e  tha t   i t  wa s  no t   necessar y  fo r   thi s  constructio n  t o  introduc e 

explicitl y  a   loca l   tim e  a t   stat e  a .   Loca l   tim e  a t   stat e  a   wil l   b e 

discusse d  i n sectio n  (2.3) ,   i n whic h w e construc t  Marko v processe s  fro m 

an y­finit e  Itö­Poisso n poin t  process .  Th e basi c  ide a i s th e following . 

I f   ( i  €  jKJ(Sf) ,   the n  supp(n )  ca n b e  considere d  a s a   countable ,   ordere d 

subset   ( u
C7) CTgif u' \  ° f  U   wher e  J(p )  denote s  th e projectio n  o n  [0,°> [  o f 

supp(^ )  an d wher e u  = u if f  (a,u )  6   supp(n) .   Not e  tha t zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  (u  )  e   T(„ \  i s 

not   necessaril y  a   totall y  ordere d  subse t  o f  U .  Le t  L   :  U  ­ » [0, CD[  b e a 

given ,  measurabl e  functio n o n U .  Defin e fo r   a €  [0,°° [ 

B(er.n )  =  2{L(u T)   :  T  €  J(^ )  0  [O.o­] }  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

=  Jn(dTdu)l [0iff ­,(T)L(u ) 

and  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

C(n)  =  U  [ B ( a ­ . ^ ) .  B(o . j i ) [ . 
a€J (n ) 

If  T=C((j)  then  denote,  by  |x  the  concatenat ion  of  the  functions 

u a | [O .L(u C T ) [ '  °  €  JM­  t h a t  i s 

p.  ■  [0.°°[  ­»  E 

JI(s)  =  u a ( s ­B(a ­ ,M) )  =J M (dTdv) (v l | ­ 0  L ( v ) [ ) ( s ­ B ( T ­ f t i ) ) 

wher e  a  €   J(p )  suc h  tha t   s  €   [B(o­­,fi) ,   B(CT,(X)[ .   I n genera l   w e d o no t 

hav e  tha t   [0, ro [=C(|i) .  I f  B(a,pi )  i s  strictl y  increasin g a s a  functio n o f 

a.  the n [0,°° [  i s  th e disjoin t  unio n o f  C(u )  an d th e rang e R  o f  B(.,u) . 

Let  no w P  b e a n ̂ ­finit e  Itö­Poisso n poin t   proces s wit h  characteristi c 

measur e  v.  We wan t   t o construc t   Marko v processes ,  s o w e hav e  t o assum e 

tha t   u   satisfie s  th e propertie s  o f   th e characteristi c  measure s  whic h 

aros e  b y  th e  constructio n  o f   th e  Itö­Poisso n  poin t   processe s  o f 

excursion s  i n sectio n  (2.2) .   Bu t   i t   i s  no t  necessar y  t o assum e  tha t 

u(U)=+ a>.   I n  thi s  contex t   i t   i s   mor e  natura l   t o  conside r   a   famil y 

( P )  e r  o f  poin t  processes ,  wher e P x  i s  th e ̂ ­finit e  Itö­Poisso n poin t 
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proces s P  t o whic h i s adde d a  firs t  excursio n correspondin g t o a  star t 

fro m x ,   takin g i n accoun t   th e transitio n mechanis m whic h  i s containe d 

i n  th e  measur ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  v.  Fo r   ou r   constructio n  w e  wil l   follo w  th e  abov e 

describe d basi c ide a wit h th e lifetim e f  i n th e rol e o f  L .  Considere d 

as  a   functio n  o f   p. €   J,(y) ,   B(T,fi )   i s   a   rando m  variabl e  o n  th e 

probabilit y   spac e  (■̂ i(y) ,   ? x)  �  Th e  Poisson­propert y  o f   th e  poin t 

proces s  P   implie s  tha t   th e  stochasti c  proces s  (B (T ) )  ^   i s   a 

subordinato r   (i.e .   th e  proces s  (B (T ) )  > Q  ha s  nondecreasin g  cadla g 

realization s  an d  stationar y  independen t   increments) .   I n  ou r 

constructio n we ad d  a   linea r   ter m  stationar y  ­I T t o B(t) ,  wit h  i  a 

nonnegativ e  rea l   parameter ,   whic h  give s  u s  th e  genera l   for m  o f   a 

subordinato r  wit h th e sam e Lev y measur e a s  B ( T ) .   A n interpretatio n o f 

th e paramete r   i  wil l  b e give n i n chapte r  4 .  Th e simpl e Marko v propert y 

fo r   th e constructe d proces s  i s prove d  i n  theore m  (2.3.6) .   I n  theore m 

(2.3.8 )  w e giv e a n expressio n fo r  th e resolven t  an d i n theore m (2.3.9 ) 

th e stron g Marko v propert y  i s prove d unde r  a  wea k extr a condition .  I n 

theore m  (2.3.10 )  w e giv e a n explici t   formul a fo r  th e Blumenthal­Getoo r 

loca l   tim e a t   stat e a .  We en d  thi s  sectio n wit h a n  exampl e  o f   th e 

constructio n o f  a  stochasti c proces s fro m a  mor e genera l  poin t  proces s 

tha n a n Itö­Poisso n poin t  process .  Thi s constructio n i s base d o n a  Co x 

proces s  an d  lead s  t o  a   stron g  Marko v  proces s  whic h  i s  kille d 

exponentiall y  i n th e loca l  tim e a t  a . 

I n chapte r   3  w e giv e  som e application s  o f   excursio n  theory .   I n th e 

firs t   tw o  section s  w e  deriv e  explici t   expression s  fo r   th e 

characteristi c  measure s  o f   th e  Itö­Poisso n  poin t   processe s  o f 

excursion s  fro m 0  attache d  t o standar d  Brownia n motio n an d  Brownia n 

motio n wit h constan t  drift .  A  natura l  proble m i s t o describ e al l  stron g 

Marko v  processe s whic h behav e  lik e a  give n Ra y proces s  Y   unti l   th e 

firs t  hittin g o r  approac h o f  a  give n stat e a .  A s fa r  a s w e kno w th e 

onl y complet e solutio n fo r  thi s proble m i s give n i n It ö an d McKea n [26 ] 

fo r   th e  cas e  o f   reflectin g  Brownia n  motio n  o n 
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[0,°°[ .   I n  sectio n  (3.3 )   w e  give n  a n  interpretatio n  i n  term s  o f 

excursio n  theor y o f  th e parameter s whic h appea r  i n it s description .  I n 

sectio n  (3.4 )  w e wil l  construc t  a  mode l  fo r  rando m motio n o n a n n­po d 

E  ,  tha t   i s  a   tre e wit h on e singl e verte x 0  an d wit h n   leg s havin g 

infinit e  length .  Thi s i s th e mos t  simpl e exampl e o f  rando m motio n o n a 

graph .  I n definin g th e proces s o n E L w e shoul d lik e i t  t o b e Markovia n 

wit h stationar y  transitio n probabilities .  We shoul d als o  lik e t o hav e 

th e proces s  t o behav e  lik e standar d Brownia n motio n  restricte d  t o a 

hal f   line ,  whe n  restricte d  t o a   singl e  leg .  Usin g  th e  result s  fo r 

reflectin g  Brownia n  motio n  fro m  sectio n  (3.3 )   w e  ar e  abl e  t o 

characteriz e  al l   stron g  Marko v  processe s  whic h  satisf y  thi s 

description .  Fran k an d Durha m presen t   i n [12 ]  fo r   th e  firs t   tim e a n 

intuitiv e  descriptio n  o f   suc h  a   proces s  fo r   th e  cas e  n=3 .   The y 

considere d  th e cas e o f  continuou s enterin g fro m 0   i n a   leg ,  whic h wa s 

chose n accordin g t o som e give n probabilit y  distribution .  Th e difficult y 

whic h arise s i n th e constructio n o f   thi s proces s i s tha t  th e process , 

when startin g fro m 0 ,  wil l  visi t  0   infinitel y many  time s i n a  finit e 

tim e interval .  I t   i s  therefor e no t  possibl e t o indicat e  th e le g whic h 

i s visite d  firs t  startin g fro m 0 .  I n sectio n (4.2 )  w e wil l  explai n wha t 

i s  mean t   wit h  choosin g  a   le g  accordin g  t o  som e  give n  probabilit y 

distributio n  wit h  th e  hel p  o f   a   rando m  wal k  approximation .   Th e 

constructio n  tha t  w e wil l  giv e  i s base d o n sectio n  (2.3) ;   ou r  mode l 

allow s als o  jumpin g i n a   leg ,  stickines s a t  0  an d killin g wit h a  rat e 

proportiona l   t o loca l  tim e a t  0 .  I n sectio n (3.5 )  w e sho w ho w theor y o f 

sectio n  (2.3 )  ca n  b e applie d  t o  th e  constructio n  o f   certai n Marko v 

processe s  whic h  Blumentha l   use s  i n  [2 ]  an d  fo r   th e  constructio n o f 

whic h h e  refer s  t o Meye r   [42] .  A s alread y mentione d above ,  chapte r  4 

contain s  rando m  wal k approximations .  Le t  S  =(S )̂k£|jj .  n=l,2,.. .  b e a 

sequenc e o f  Marko v chain s o n Z  wit h transitio n matrice s P   an d initia l 

distribution s  u   Defin e  fo r   n   >   1   th e  proces s  X n
=(X r ,(t))t> 0  w i t n 
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continuou s tim e paramete r  b y 

X^t )  =  n­ *  S n  [ n t ] 

(n ) 
and le t  P   b e th e distributio n o f  5 C wher e u   i s th e distributio n o f 

X  (0) .  I n sectio n (4.2 )  w e conside r  th e cas e wher e P n=P doe s no t  depen d 

on n  wher e P  'i s  give n b y 

1 
P(m.m­l )  =  P(m.m+1 )   =  ­   fo r  mzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  * 0 

P(0,k )   =  pj ^   fo r  k  e  2 

i n whic h {p ^  :  k  €  Z }  i s a  probabilit y  distributio n o n  TL. Harriso n an d 

Shepp prove d i n [21 ]  tha t  fo r  th e specia l  cas e p 1=a,  p_ 1=P,  a+/J= l  th e 

(n ) 
sequenc e  o f   probabilit y   measure s  (P Q  )   converge s  weakl y  t o  th e 

distributio n  o f   ske w Brownia n motio n  startin g  fro m 0 .   Ske w  Brownia n 

motio n wa s introduce d  i n Itö­McKea n [27 ]  a s a n exampl e o f  a  diffusio n 

process .   I n th e terminolog y o f  sectio n (3.4 )  ske w Brownia n motio n ca n 

be considere d a s a  rando m motio n o n a  2­po d whic h behave s lik e standar d 

Brownia n motio n outsid e 0  an d whic h enter s continuousl y i n a  le g chose n 

wit h probabilit y  distributio n  (a ,  1­a) .  We wil l  prov e a  par t  o f  a  mor e 

genera l  resul t  whic h wa s state d withou t  proo f  i n Harriso n an d Shepp .  I f 

th e probabilit y  distributio n (pi, )  ha s a  finit e firs t  moment  an d  i f  th e 

sequenc e o f  probabilit y  measure s  ( u )  %i   o n K  wit h  supp(i > )  C  n   TL 

converge s weakl y  t o a   probabilit y   measur e  m  o n  \R.  the n  th e  finit e 

(n ) 
dimensiona l  distribution s o f  th e sequenc e ( P  )  converg e weakl y t o th e 

n 
finit e dimensiona l  distribution s o f  ske w Brownia n motio n wit h  initia l 

— + 
c Pk 

distributio n m an d wit h paramete r   a 
SMP,/ 

Sectio n (4.3 )  give s a  rando m approximatio n  fo r   th e stochasti c proces s 

Y  constructe d fro m th e It6­Poisso n poin t  proces s o f  excursion s fro m 0 

of  standar d Brownia n motion ,  wher e w e hav e adde d t o th e tota l  excursio n 

lengt h B(T )  u p t o tim e T  th e ter m  TT .   Le t   th e transitio n matri x P   o f 

th e Marko v chai n S n b e define d b y 

Pn(i,i+1 )  =  P n(i.i­1 )  =  ­   fo r  i  ̂  0 
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Pn(0.0 )   =   % 

Pn(0.1 )   =P n (0,­ l )   = ^ ( 1 ­ ^ ) 

­r­n 1* 
wher e a _  =   .  I t  turn s ou t   tha t   th e distribution s o f   th e processe s 

1+T­n 14 

) C define d a s abov e converg e weakl y  t o th e distributio n o f  Y^ . 

I n  thi s  thesi s  onl y  excursion s  fro m a   singl e  stat e a   ar e  treated .   I t 

look s a s  i f   i t   i s  no t   to o difficul t   t o generaliz e  thi s approac h  t o th e 

descriptio n  o f   excursion s  fro m  a   finit e  se t   o f   states .   I t   seem s  tha t 

one  wil l   nee d  Co x  processe s  t o describ e  th e  excursion s  fro m  a   finit e 

se t   o f   states .   Thes e  Co x  processe s  wil l   no t   satisf y  th e  renewa l 

property ,   whic h wil l   b e  replace d  b y  som e kin d  o f  Marko v  property .   Se e 

als o  It ö  [25] ,  wh o propose s  t o cal l   th e excursio n poin t   proces s Marko v 

i n  thi s  case .  Howeve r   thes e  Marko v  excursio n  poin t   processe s  ar e  no t 

discusse d  b y Itö . 



CHAPTER 1 

POINT PROCESSES 

A poin t  proces s  i s a   rando m distributio n o f  point s  i n som e spac e X .  Th e 

cas e wher e X   i s th e rea l   line ,  mor e generall y a   locall y compact ,  secon d 

countabl e Hausdorf f   spac e o r  a  separabl e metri c space ,  ha s bee n studie d 

extensively .  On e alway s assume s  tha t   ther e  i s a   famil yzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  y  o f  subset s o f 

X,   eac h  o f  whic h  ca n contai n  only. a  finit e numbe r   o f  points ,  y   i s th e 

famil y o f   compac t  subset s  i f  X   i s  locall y compac t  an d  i f  X  ha s a  metri c 

structur e  the n  V  i s   th e famil y o f  bounde d  subset s o f  X . 

Mathematicall y  th e concep t  o f  a  poin t  proces s  i s formalize d a s follows . 

Let   X  b e  a   topologica l   spac e an d  le t   if  b e a   famil y  o f   ope n  subset s o f 

X.   T o  a   distributio n  Z   o f   point s  i n  X   w e  assig n  th e  poin t   measur e 

2  ö„ ,   wher e  6 „   i s  th e  Dira c  measur e  i n  z .   Th e  descriptio n  wit h 
z€ Z  z   z 

measure s  o n X  ha s greate r   flexibilit y   tha n  th e descriptio n wit h subset s 

of   X   an d  i s  mathematicall y  mor e  convenien t   becaus e  o f   th e  riche r 

structur e  o f   th e  linea r   topologica l   natur e  o f   th e  spac e  o f   measures . 

Moreove r   i n  th e  cas e  o f   poin t   processe s  wit h  multipl e  point s  th e 

approac h vi a measure s  i s mor e natural .  S o  le t   M  =  M  (if)  b e  th e se t  o f 

al l  nonnegativ e Bore l  measure s o n X  whic h ar e  finit e o n  th e element s o f 

V.  Denot e  b y   d  th e  smalles t   a­algebr a  o n  Ji  whic h  measure s  th e  map s 

lx€M+ ­ > ̂ ( A ) ,  A  €  #(X) .   Le t   A"  =  M"{V)  b e  th e subse t  o f   1+  consistin g o f 

th e  poin t   measure s  o n  X .   A n  ^­finit e  poin t   proces s  o n  X   i s  a 

probabilit y   measur e  o n  (M  M)  whic h  i s  concentrate d  o n  Ji",   o r   a n 

./«"­value d  rando m variabl e wher e w e  identif y a   rando m variabl e wit h  it s 

distribution .   However ,   th e  measure­theoreti c  introductio n  o f   th e 

CT­algebra   d  i s   no t   quit e  satisfactory .   Ther e  ar e  severa l   reason s  t o 
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V 

prefe r   a   definitio n  o f zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  sA a s  th e Bore l   a­algebr a  correspondin g  t o  som e 

topologica l   structur e  o n  Ji  '■ a   topolog y  o n  M ,   whic h  induce s  th e 

correspondin g narro w  topolog y o n  th e spac e o f  measure s o n  M+,  make s  i t 

possibl e  t o  discus s  wea k  convergenc e  o f   poin t   processes .   Further , 

measurab i  1  it y  propertie s  o f   subset s  o f   M  (fo r   instanc e  M")  ca n  b e 

derive d  fro m  topologica l   propertie s  an d  ther e  i s  a   powerfu l 

disintegratio n  theore m fo r  measure s o n topologica l  spaces . 

As a n  example ,  conside r   briefl y  th e  se t  o f   nonnegativ e  Bore l   measure s 

on  a   locall y  compact ,   secon d  countabl e  Hausdorf f   spac e  X .   The n 

M  =  J M (y )   i s  th e  se t   o f   al l  Rado n  measure s  o n X   (if  i s   th e  famil y  o f 

compact   subset s  o f   X ) .  Le t   3f  =  3f(y )   b e  th e  se t   o f   al l   continuou s 

function s  o n X   wit h  compac t   support .  Endo w  M  wit h  th e vagu e  topolog y 

T  =   o(M  ,3f )  o f  pointwis e  convergenc e  o n  th e element s  o f   'X.  A  ne t   (u„ ) 

i n  M*  converge s  vaguel y  t o u  €   A  if f   f̂ a(f )  ­ » f­t(f )   fo r   eac h  f  €  3f , 

wher e  n(f )   i s   th e  functional­analyti c  notatio n  fo r   th e  integra l   o f   f 

wit h  respec t   t o  p..  Th e vagu e  topolog y  render s   M  a   polis h  space ,   i.e . 

M  i s   metrizabl e  wit h  a   complet e  metric .   Th e  Bore l   a­algebr a  28 o n 

(,/ M , T )  coincide s  wit h  th e a­algebr a  si generate d  b y  th e map s   p. €   Jk  ­* 

u(A) ,   A  €   28(X) .   Th e  basi c  result   o n  wea k  convergenc e  i s  Prohorov' s 

theorem ,  whic h give s a  characterizatio n o f   th e relativ e compac t   subset s 

of   (M  , T ) .   Th e  se t  o f  poin t  measure s   M"  i s  a   vaguel y  close d  subse t   o f 

M+.  Se e  fo r  proof s Bourbak i   [5 ]  an d Krickeber g [34] . 

I n  th e  literatur e abou t   poin t   processe s  o n  complete ,   separabl e  metri c 

space s  (X,p )  on e  studie s  alway s  y­finit e  poin t   processes ,   wher e  if  i s 

th e  famil y  o f   bounde d  Bore l   subset s  o f   X .   Th e  poin t   processe s  whic h 

aris e  i n excursio n  theor y  tur n ou t   t o b e ^­finit e poin t  processe s o n a 

polis h spac e U ,  wher e  y  i s  som e famil y o f  ope n subset s o f  U. .  Th e  theor y 

of   poin t   processe s  o n  complete ,   separabl e  metri c  space s  i s  no t 

applicabl e  i n  thi s case ,  sinc e  i t   i s  no t   clea r  whethe r   ther e exist s  a 

complet e  metri c  d   fo r   U   suc h  tha t   if  coincide s  wit h  th e  famil y  o f 
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d­bounde d  subset s o f  U .  So ,  befor e w e ca n stud y excursio n  theor y w e 

hav e  t o  stud y  th e se t zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  M (y )  o f  y­finit e  Bore l   measure s  o n a  polis h 

spac e U  fo r  som e famil y   if o f  ope n subset s o f  U . 

Let  X  b e a  completel y regula r  Susli n spac e (fo r  exampl e a  polis h space ) 

and le t  i f  b e a  famil y o f  ope n subset s o f  X  suc h tha t 

(i )   y  i s filterin g t o th e righ t  wit h respec t  t o inclusion , 

(ii )   y  ha s a  countabl e cofina l  subset ,  an d 

(iii )  y  cover s X . 

We wil l  construc t  i n sectio n (1.1 )  a  topolog y o n th e se t   M+ =   A+(y)  o f 

nonnegative ,  y­finit e Bore l  measure s o n X .  Le t   % =  3f(y )  b e th e se t  o f 

al l   bounded ,  continuou s  function s o n X  wit h suppor t   containe d  i n a n 

elemen t   o f   y .   Equippe d  wit h  th e  topolog y  T  =   a{M ,3f )  o f   pointwis e 

convergenc e o n th e element s o f  3f ,  M  turn s t o b e a  Susli n spac e whils t 

th e Bore l  a­algebr a o n  (A  ,T )  i s  identica l  t o th e a­algebr a s i  generate d 

by  th e maps | x €  i   ­ > n(A )  ,  A  €  28(X) .  Fo r  polis h space s X  w e hav e th e 

stronge r  resul t  tha t  ( J   ,T )  i s  a  Lusi n space .  Our  treatmen t  i s base d o n 

th e result s fo r  polish ,  Lusi n an d Susli n topologica l  space s i n Schwart z 

[49] .  Th e se t  o f  y­finit e poin t  measure s   M"(y)  turn s ou t  t o b e a  close d 

subse t   o f   M ,  a s  i t   i s   fo r   th e vagu e  topolog y  o n  th e se t  o f  Rado n 

measure s  o n a   locall y  compact ,   secon d  countabl e Hausdorf f   space .  I n 

sectio n  (1.2 )  w e  wil l   discus s  y­finit e  poin t   processe s  o n a   polis h 

spac e X .  Th e existenc e o f  Pal m measures ,  whic h are ,  loosel y stated ,  th e 

conditiona l  distribution s o f   th e poin t  proces s  i f   i t  i s  know n  tha t  a 

certai n elemen t  x  €  X  occur s (se e Jager s [28 ]  fo r  th e cas e tha t  X  i s 

locall y   compact) ,   follow s no w  fro m a   genera l   disintegratio n  theore m 

fro m  topologica l   measur e  theory .  Furthe r  Poisso n poin t  processe s an d 

Cox  processe s  (s o  calle d  doubl y  stochasti c  poin t   processes )   ar e 

discussed .   I t  wil l   b e show n  tha t   fo r  ever y y­finit e  measur e  v  o n X 

ther e exist s a n y­finit e Poisso n poin t  proces s wit h intensit y measur e 

v.  Th e poin t  processes ,  whic h aris e  i n excursio n  theor y ar e y­finit e 
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Poisso n poin t  processe s o n a  polis h spac e X ,  whic h i s th e topologica l 

produc t  o f   th e hal f   lin e [0,°° [  an d a  polis h spac e U ,  whils t zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  9 consist s 

of   th e set s I  x  1 1 wher e I  i s  a n open ,  bounde d  sub­interva l  o f  [0, co[ 

and ( U )  v i  i s  a n increasin g sequenc e o f  ope n subset s o f  U  whic h cover s 

U;  th e intensit y measur e i s th e produc t  o f  th e Lebesgu e measur e X  an d a 

Bore l  measur e u  o n U  whic h i s finit e o n th e sequenc e (U n) n>x­   It °  w a s 

th e firs t  wh o studie d thes e processe s a s stochasti c poin t  function s an d 

tha t   i s  th e reaso n wh y w e cal l   the m  Itö­Poisso n poin t  processes .  I n 

sectio n  (1.3 )  w e discus s  th e  renewa l   propert y  fo r   Itö­Poisso n poin t 

processe s an d th e characterization s o f  thes e processe s whic h wer e give n 

i n I  t o [25 ]  an d i n Greenwoo d &  Pitma n [17] .  We wil l  giv e ful l  proof s o f 

slightl y mor e genera l  version s o f  thes e theorem s whic h wer e originall y 

formulate d i n term s o f  stochasti c poin t  functions ;  th e renewa l  propert y 

was state d i n It o [25 ]  withou t  proof . 

1. 1  Topologica l  space s o f  Bore l  measures . 

Let  X  b e a  Susli n spac e wit h Bore l  a­algebr a S8(X) .  A  Susli n spac e i s a 

Hausdorf f   topologica l  spac e fo r  whic h ther e exist s a  polis h spac e Y  an d 

a continuou s surjectio n fro m Y  t o X ,  se e Schwart z [49] ,  p .  96 .  T o hav e 

enoug h continuou s function s o n X  w e wil l  assum e tha t  X  i s a  completel y 

regula r  space ,  i.e .  fo r  eac h x  €  X  an d eac h ope n neighbourhoo d U  o f  x 

ther e i s a  continuou s functio n f  o n X  t o th e close d uni t  interva l  suc h 

tha t  f(x)= l  an d f  i s  identicall y zer o o n X\U . 

Let  G  b e a n ope n subse t  o f  X .  Equippe d wit h th e relativ e topology ,  G  i s 

a completel y regula r  Susli n spac e (Schwart z [49 ]  theore m 3 ,  p.96) . 

Denot e b y (̂ (G )   th e spac e o f  bounde d continuou s function s o n G  an d b y 

3f(G )  th e subspac e o f  CV(G )  consistin g o f  restriction s  t o G  o f  bounde d 

continuou s function s o n X  wit h suppor t  containe d i n G 

«(G)  =  { f  | G :  f  €  C y X ) ,  supp(f )  C  G} . 

The spac e o f  nonnegative ,  bounde d Bore l  measure s o n G  wil l  b e denote d 
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by  ^u(G) .   Endowe d  wit h  th e  narro w  topology ,   tha t   i s   th e  topolog y 

TjfG )  =  a(j«£(G) ,   C^G) )  o f  pointwis e convergenc e o n C ^ G ) .  ^ (G )   I s   a 

Susli n  space ,   se e Bourbak i   [5] ,  p.6 .  Denot e  b y  TQ(G )  th e  topolog y 

CT(^(G),   S(G) )  o nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  JH^(G). J t   i s clea r  tha t  T 2 ( G )  C   T ^ G ) . 

Not e tha t  T^CG )  £  Ti(G) .   Indee d i f  (x^ )  i s  a  sequenc e i n G  convergin g 

fo r  n­* » t o a  poin t  x  i n th e boundar y o f  G,  the n th e sequenc e o f  Dira c 

measure s   (ö  )  converge s  i n th e spac e  (^(G) ,  T f̂G) )  an d diverge s i n 

th e spac e (^(G )   ,   T ^ G ) ) . 

1.1. 1  Proposition .  Le t  X  b e a   completel y  regula r  Susli n space .  I f  G   i s a n 

open subse t  o f  X ,  the n (A.(G) ,  To(G) )  i s a  Susli n space . 

Proof .  Sinc e To(G )  C  T,(G )  an d  (JL  (G) ,  T , ( G ) )  i s  a  Susli n space ,  i t  i s 

sufficien t  t o prov e tha t  (A,(G) .  To(G) )  i s a  Hausdorf f  space .  Le t  0  C  G 

be a n ope n subse t  o f  G  an d  le t  x  €  0 .  X  i s a  completel y regula r  Haus ­

dorf f  topologica l  space ,  s o ther e i s a n ope n neighbourhoo d V  o f  x   suc h 

tha t  V  C  0  an d  ther e  i s a  continuou s  functio n f   o n X   t o th e close d 

uni t  interva l  suc h tha t  f  (x)= l  an d f   i s  zer o o n X\V .  I t  i s  clea r  tha t 

supp(f x)  C V C O C G a n d l 0 =  sup{f x :  x  €  0} . 

Any Susli n spac e  i s a  Lindelo f   space ,  s o tha t  th e famil y  { f  :  x  6  0 } 

has a  countabl e subfamil y (f n) n\ i  wit h th e sam e uppe r  envelop e 1Q ,  se e 

Schwart z [49] ,  p .  10 3 an d 104 .  Defin e fo r  n  >  1  th e functio n g ^  a s th e 

pointwis e supremu m o f  f  j  u p t o an d includin g f R.  Th e sequenc e (gj, )  i s 

an  increasin g sequenc e o f   function s o n X  wit h suppor t  containe d  i n G 

and wit h supremu m 1Q .  Henc e fo r   v,p. €  ̂ (G )  w e hav e 

V f  €  «(G )  :  u(f )  =  u(f )  =>  u(0 )  =  u(0 ) 

fo r  an y ope n 0  i n G.  Le t 

V =  { A :  A  €  «8(G) ,  u(A )  =  *i(A)} . 

if  i s  a  d­syste m containin g th e ope n subset s o f  G.  B y th e monoton e clas s 

theore m  i t   follow s  tha t   9  =  SS(G) ,   se e William s  [59] ,  p.40 .  S o «(G ) 
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separate s  th e point s o f  ^ D(G)  an d  thi s implie s tha t  TgfG )  i s a  Haus ­

dorf f  topolog y o n ̂ ( G ) .   □  

1.1. 2  Remark .  A  Hausdorf f   topologica l  spac e i s sai d  t o b e a  Lusi n spac e i f 

ther e exist s a  polis h spac e Y  an d a  continuou s bijectiv e mappin g fro m Y 

t o X ,  se e Schwart z [49] ,  p.94 .  I t  i s  clea r   tha t  an y Lusi n spac e  i s a 

Susli n space .  I f  w e assum e tha t  X  i s a  polis h space ,  the n th e topologi ­

cal   spac e  (JCU(G )  ,  T , ( G ) )   i s  als o a  polis h  spac e  (se e Bourbak i  [5] , 

p.62 )  an d w e may conclud e tha t  (A.(G),To(G) )  i s a  Lusi n space . 

Let zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  9 b e a  famil y o f  ope n subset s o f  X ,  whic h i s filterin g t o th e righ t 

wit h respec t  t o inclusion ,  i.e .  V  A, B  e  V  3  C  €  y> :  A  C  C  an d B  C  C. 

For  al l  pair s A, B €  SP,  A C B ,  w e defin e th e map Tr. R b y 

*AB :  < W  " » ̂ b( A)  ■  " A B W  =  A " 

wher e «f i  denote s th e restrictio n o f  j x  t o A :   A^(G )  =  n(G) ,   G  €  26(A) .  I t 

i s  clea r   tha t   ((JKH(A) ,   Tn{^)).  ^AR )  i s a  projectiv e syste m o f  Susli n 

spaces .  Not e tha t   ((^K(A) ,   T , (A) ) ,   ■"'AR )  i s  no t  a  projectiv e syste m o f 

topologica l   spaces ,  a s  th e  TTA D ar e no t  Ti­continuous .  Th e projectiv e 

limi t  M =   M(9) =  li m Tr* g ­*u(B )  i s th e subspac e o f  th e produc t  I T  A,(A ) 

whose element s   fi =  (u.̂ )  satisf y th e relatio n ^A^ARCI­'B )  wheneve r  A C B . 

The projectiv e  topolog y o n M i s th e coarses t   topolog y whic h make s th e 

projection s  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

TTB :  M ­».J£(B) .   ir B((n A) )  =  u f i 

continuou s an d i s therefor e  th e trac e o n M o f   th e produc t   topolog y o n 

II  ^u(A) .  Le t   A+  ­  <K +(y )  b e th e spac e o f  nonnegativ e Bore l  measure s o n 

(X ,   28(X)) ,  whic h ar e  finit e o n y .  Element s o f   M  ar e calle d  ­̂finit e 

measures . 

1.1. 3  Proposition .  I f   if cover s X ,  the n th e map 

<p :  n  €   jf  ­ »  ( Afx )  €  M 
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i s  a  bijectio n o f zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  JT  ont o M. 

Proof .   I t   i s  clea r   tha t  ^  map s   M  int o M. 

Let   (fx A)  €  M an d G  €  «6(A )  D  28(B )  fo r   som e A. B €   if.  Sinc e  if  i s  filter ­

ing ,   ther e exist s a  C  €   if  suc h  tha t  A, B C  C . 

Then H A(G )  =  ('"A C ^ t ) ^ )   =   ^ ( ^  l" l  G )  =  Mc(G )  an d  i n th e sam e wa y 

fig(G )  =  M<­.(G )  .Therefor e 

V  ■  U   «8(A )  ­ » R   ,  n(G )  =  n A(G )   i f  G  e  «8(A ) 

i s a n unambiguousl y define d  setfunctio n o n  th e rin g LHS(A )  . 

I f   (G_)_x i   i s   a   pairwis e  disjoin t   sequenc e  i n  USS(A )  wit h  unio n  2G 

containe d  i n 1128(A) ,   the n G   .SG^ e 28(C )  fo r  som e C  €   if. 

I t  follow s  tha t 

n(2G n)  =  fi c(2G n)  =  2 f i c(Gn)  =   2n(G n ) . 

So  u. i s  a   finite ,  a­additiv e measur e o n (X ,   U  B(A)) . 

AGf 

Bein g a n  ope n cove r  o f  a  Lindelo f   space ,   if ha s a  countabl e subcover .  I t 

follow s  tha t  28(X )  i s th e a­rin g generate d b y  th e ring  LE8(A )  an d  p. ha s a 

uniqu e  extensio n  t o  a   measur e  f i  €   M  .  Se e  Halmo s  [18] ,  p.54 .   I t   i s 

clea r   tha t   >p(p.) =  (u^) . 

Thi s prove s  tha t  f  i s  a  bijectio n o f   Ji  ont o M.  □  

Assume  tha t   if cover s X .  Denot e b y T  =   r(if)   th e coarses t   topolog y o n M 

whic h make s  th e bijectio n <p :   M  ­ » M continuous . 

Definin g 

3f(y )  =   { f  €  (^(X )   :  3 A €   if  :  supp(f )  C  A} , 

T  i s  equa l   t o  th e  topolog y   a(M  ,   X{if))  o f   pointwis e  convergenc e  o n 

%(if).  I f   3   i s a   cofina l   subse t   o f   if  (i.e .   fo r   eac h A  €   if  ther e  i s a 

D  e  SB suc h  tha t  A  C  D )   the n  X(if)  =  3f(2J )  an d  o(jt.   3f(y) )  =  a( J«
+,  S(ffl)) . 

Denot e  th e  Bore l   a­algebr a  o n  (jt,T)   b y  2 8 =   28(jM +(y) )  an d  defin e  th e 

a­algebra s s ^  an d s ^  o n ^   b y 

si1  =  o{\i  €  ^   ­ *  U ( B ) ,  B  €  28(X) ) 
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and  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

si2  = a(u  £ J + ^  u(f) ,  f  €   X(if)). 

1.1. 4  Theorem .  Le t  X  b e a  completel y  regula r  Susli n spac e an d  le t   if b e a 

famil y o f  ope n subset s o f  X  filterin g t o th e right ,   if i s  a  cove r  o f 

X an d i f   if contain s a  countabl e cofina l  subset ,  the n 

(i )   (A+{if),   r(if))   i s  a  Susli n spac e an d 

(ii )  Ĵ 1 =  s$ 2 =  28 . 

Proof .  Le t  2 )  b e a   countabl e  cofina l   subse t   o f   if.  Bein g  a  countabl e 

projectiv e limi t  o f  Susli n spaces ,  M(2) )  i s  a  Susli n space ,  se e Schwart z 

[49],p .  111 .  Henc e  (J« +(2)) ,   T(2!) )   i s  a  Sus l  i n space .  I t   i s  clea r   tha t 

M+(if)  = J?(*b) an d T(2! )  =   r(i?).  whic h prove s (i) . 

The famil y o f  continuou s maps u  €   M  ­ *  fi(f) ,   f  €  #(y )  ,  separate s th e 

point s o f   jt(if).  Indeed ,   le t   p.,v  €   M+ s o  tha t  n(f )  =  u(f )  fo r  ever y 

f  €  #(y )  an d le t  A  e   if.  Ever y f  €  #(A )  bein g th e restrictio n t o A  o f  a 

functio n g  €   %(if) wit h suppor t  containe d i n A , 

Au(f )  =  u(g )  =  «(g )  =  A u(f) . 

So  M  =   i u b y  th e proo f   o f  propositio n  (1.1.1 )  an d  i t   follow s tha t 

p.  =  v  sinc e A  wa s arbitraril y   chose n  i n  if.  Sinc e  (A+(if),  r(if))   i s  a 

Susli n space ,  ther e i s a  countabl e subfamil y  (f n) n\ i   o f   X(if)  suc h tha t 

th e point s o f   A  {if)   ar e separate d b y  th e maps ^   :  f i  €   M+(if)  ­ » n( f  ) . 

By Fernique' s lemma ,  th e sequenc e (>/'_ )  generate s 28 .  Se e Schwart z [49] , 

p.  104 ,  p.10 5 an d p .  108 . 

So 28 C   s&2­

Let  no w f  €   %(if) an d  le t  A  €   if b e suc h tha t  sup p f  C  A .  Sinc e f  i s  a 

continuou s  function ,   ther e  exist s  a   sequenc e  o f   28(X)­step f  unctions , 

zer o outsid e A ,  convergin g uniforml y t o f .  I t  follow s tha t  th e map 

p. €   A  (if)  ­ » u(f )  i s  s0,­measurable . 

So ŝ 9 c   ^ i  � 
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Let  A  € zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  if.  Le t  O  C  A  b e a n ope n subse t  o f  G.  A s i n th e proo f  o f  prop ­

ositio n (1.1.1 )  w e ca n construc t  a n increasin g sequenc e (f n) n>i   i n *{^ ) 

wit h supp( f  )  C  A  an d wit h supremu m IQ . 

I t  follow s tha t   th e map f i  €   M  (if)  ­ » fi(0 )   i s  SS­measurable .  A  monoton e 

clas s argumen t  give s th e S8­measurab i  1  it y o f  th e maps   p. €   jt{if)   ­ »  uifi), 

G €   ( J  2Sf  A") .  Sinc e  if ha s a  countabl e cofina l  subset ,  ever y Bore l  se t 
KGf  K  ' 

i n X  ca n b e writte n a s a  countabl e unio n o f  element s o f  U  3i(A )  . 

So  tiy C  28 . 

I t  follow s tha t  sl j  =  sk ,  =  38 �  D 

Fro m no w o n w e wil l  assum e tha t  th e spac e X  i s a  polis h space .  Le t  d  b e 

a metri c o n X  suc h tha t   th e metri c  topolog y i s  th e topolog y o f  X  an d 

(X,d )   i s a   complet e metri c  space ,   if wil l  b e a   fixe d  famil y  o f  ope n 

subset s  o f  X   satisfyin g  th e condition s o f   theore m  (1.1.4) .  B y   if'  w e 

wil l   denot e  th e  famil y  o f   al l  Bore l   subset s o f  X  containe d  i n som e 

elemen t   o f   if.  Not e  tha t   th e spac e  (U( +,T )  o f  y­finit e  measure s  i s a 

Lusi n spac e i n thi s case ,  se e remar k (1.1.2) . 

1.1. 5  Remark .  Eve n  fo r  polis h  space s  i t  nee d no t  b e  tru e  tha t  a   filterin g 

famil y o f  ope n subsets ,  whic h cover s th e space ,  ha s a  countabl e cofina l 

subset .  Fo r  example ,  le t  X  b e th e spac e o f  al l  pair s o f  non­negativ e 

integer s wit h  th e discret e  topology .  X  i s a  polis h space .  A  se t  A  i s 

member  o f  th e famil y   if if f  fo r  al l  excep t  a  finit e numbe r  o f  integer s m 

th e se t   { n  :  (m,n )  e  A }   i s finite ,   if  i s  a   filterin g  famil y  o f  ope n 

subset s o f  X ,  whic h cover s X .  Bu t   if doe s no t  hav e a  countabl e cofina l 

subset .  Indeed ,  le t  (Ai^^ M  b e a  sequenc e o f  subset s o f  X  containe d i n 

if.  Fo r  ever y k  >  1  we ca n choos e a n elemen t  x ^  =  (m,n )  €  X  suc h tha t 

n >  k  an d x ^   t  A^ .  Th e se t  B  =  {x ^  :  i>l }  i s  a n elemen t  o f   if an d ther e 

i s n o Aj ^  suc h tha t  B  C  A k . 

/ < / ■ 
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The  followin g  propositio n  provide s  a   conditio n  equivalen t   t o 

convergenc e o f  a  ne t  i nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  (M  , T ) . 

1.1. 6  Proposition .  Le t  X  b e a   polis h  spac e an d le t   9  b e a   famil y  o f   ope n 

subset s o f  X   satisfyin g  th e condition s o f   theore m  (1.1.4 )  an d le t 

(( i  )  b e a  ne t  i n M+ an d ( i  €   M  . 

Then th e followin g statement s ar e equivalent : 

(i )   va  ­ » (J .  i n (jlf 4",   T ) . 

(ii )  limsu p H a(F )  <  n(F )  fo r  al l  close d  F  €  if' an d 

limin f  H a(0 )  >  u(0 )  fo r  al l  ope n  0  e  if  . 

Proof . 

(i )  *   ( Ü ) 

Let  F  b e a  close d subse t  o f  X ,  F  C  A   fo r  som e A  € y  an d  le t  2 )  b e a 

countabl e dens e subse t  o f  X .  Defin e 

I  =  {(x.q )  :  x  €  2) ,  q  €  Q+ ,  B x(q )  R  F  =  0 } 

wher e B  (q )  =   { y   :  y   €  X ,   d(x,y )  <  q} .  I   i s  a   countabl e  set .  For 

i  =  (x,q )  €   I ,   th e set s  F  an d A   U   B  (q )  ar e disjoin t   close d  sets , 

wher e A   denote s  th e complemen t  o f  A .  Sinc e X  i s a  norma l   topologica l 

space ,   ther e  ar e  disjoin t   ope n  set s  U   an d V   suc h  tha t   F  C   U  an d 

A  U  B  (q )  C  V .  B y Urysohn' s lemm a ther e i s a  continuou s  functio n  {■ o n 

X  t o th e interva l   [0,1 ]  suc h  tha t  f ,  i s  zer o o n U   an d on e o n F .  I t  i s 

clea r   tha t   sup p (fj )  C  U  0  V *  C  A ,  s o f ;  e  1   I f  y  €  F ,   the n  ther e i s 

an elemen t   (x,q )  €  I  suc h  tha t  y  €  B x (q ) . 

I t  follow s tha t 

1 F =  in f  {f t  :  i  €  I} . 

Defin e g ^  =  inf{f i   f j  } ,  n  >  1 ,  wher e  (i n) n>i   i s  a n  enumeratio n 

of  I .  I t  i s  clea r   tha t  (g n)  i s  a  sequenc e i n 3 f  convergin g pointwis e t o 

So fo r  eac h n  >  1 
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li mzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Uai&n)  = n(gn )  an d 

limsu p u(F )  <  limsu p ̂ ( g j   =  ̂ (gn) � 
a  a 

I t  follow s tha t 

limsu p u a(F )  <  u(F) . 

Let  0  b e a n ope n subse t  o f  X ,  O C A  fo r  som e A  €   if.  Le t   (g n)  b e a n 

increasin g  sequenc e  o f   bounde d  continuou s  function s  suc h  tha t 

supp( g )  C  A  an d 1 Q =  su p g^ .  (Se e th e proo f  o f  propositio n (1.1.1). ) 

For  eac h n  >  1 

li m u a(g n)  =  ̂ (g n)  an d 

limin f   Ua(0)  >  limin f  ̂ a(g n)  =  n(Sn) � 

I t  follow s tha t 

limin f  n a(0 )  >  H(0) . 

Thi s complete s th e proo f  o f  (i )  ̂  (ii) ­

( ü )   =>(i ) 

Let   f   b e  a   bounde d  nonnegativ e  continuou s  functio n  o n  X   wit h 

supp(f )  C  A  fo r  som e A  €   if. 

Defin e for k >  1  th e function s UK ,  v k
  :  X  ­ » K  b y 

1 
u. = 2   ­  1 

K  , �  M   I ,   _   1 i> l  k  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA[ f  <  ­ ]  n  A 
k 

1  1 
v k =  k  W  f  +

ij l k   \ {  <  1  � 
k 

th e summation s bein g finit e summation s sinc e f  i s  bounded . 

I t  i s  clea r   tha t  u k <  f <  v k ,  fo r  al l  k> l  an d tha t  u k  |  f  an d v ^  1  f . 

Hence  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1  1 
l iminf  u„(u.  )  >  2  ­  liminf  yin  ( [ f  <  ­  ]  PI A) 

a  a  K  i>l  k  a.  k 

>  2  ­ u ( [ f  <  ­ ]  0  A)  by  ( i i ) 
i>l  k  k 

=  n (u k ) 

and  analogously 

limsup  ^ a ( v k )  <  f i (v k ) . 
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I t  follow s tha t 

u(u k)  <  limin f  H a(f )  <  limsu p Ma(f )  < zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Viv^)� 

By takin g limit s fo r  k  ­ *  ° °  w e ge t 

li m u Q(f )  =  u(f ) 

whic h complete s th e proo f  o f  (ii )  => (i). n 

A measur e |i £ J   i s calle d a n ̂ ­finit e poin t  measur e i f 

V G  €  a "   :  u(G )  €  IN . 

An ̂ ­finit e poin t  measur e i s calle d simpl e i f 

Vx 6  X .  ̂   =  u({x} )  €  {0.1} . 

The se t  o f  y­finit e poin t  measure s wil l  b e denote d b y   M"  =  M"(V)  an d 

th e se t  o f  simpl e ̂ ­finit e poin t  measure s b y   Ji'  =  M'(y). 

i 

1.1. 7  Proposition .  Le t  X  b e a  polis h spac e an d  le t   if b e a   famil y o f  ope n 

subset s o f  X  satisfyin g th e condition s o f  theore m (1.1.4) . 

Then  M." i s  a  close d subse t  o f   (M ,  T ) . 

Proof .  Le t  (n a)  b e a  ne t  i n  M" convergin g  t o  \i €   M  . Tak e x  €  supp(jj. ) 

and le t  U  b e a n ope n neighbourhoo d o f  x ,  U  €   V  . 

Then b y propositio n (1.1.6 ) 

0 <  u(U )   i  limin f  u a(U) . 

Sinc e H a(U )  6  IN ,  i t  follow s tha t 

limin f  u Q(U )  >  1 . 

Conside r  no w a  decreasin g sequenc e ( U )  v j  o f  ope n neighbourhood s o f  x 

i n y'suc h tha t  U   1  {x }  an d U + ^  C  U   fo r  ever y n  2  1 . 

Fro m Urysohn' s  lemm a follow s th e existenc e o f  a  sequenc e (1\. )  i n 3f(y ) 

suc h tha t  l y  <  1 ^  <  l y  fo r  ever y n  >  1 . 
n+1  n 

Then 
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ufh j  =   H m ^(hjj )  >  limsu p Ji a(U n+1) 

> limin f  H a (V 2 )  * zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  l 

and 

u  =  H m fi(lu )  >  1 . 

I t   follow s  tha t   supp(̂ )   i s  a  discret e  se t  an d  therefor e  fo r  n  suf ­

ficientl y larg e 

^x =  ̂ Un )   = ^ n ) . . 

Propositio n (1.1.6 )  implie s tha t 

»i(Ü n)  *  limsu p  p. (0 n) 
a  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

>  limsup  n a (U n )  >  liminf  u a (U n )  >  n ( U n ) . 

Hence  for  n  s u f f i c i e n t l y  la rge 

and  i t  fol lows  tha t  fi  €  M".  D 

Let  Uj  Un  be  a  f i n i t e  sequence  of  open  subse t s  of  X  such  that 

Uj  Un  €  if  and  l e t  k j  1^  €  IN. 

Define 

Vu.  U  ­.k,  k  =  ^ € ^ "  :  ^ U i )  = ^ U i )  = k i . i = l . . . . . T i } . 
1  n  1  n 

I t  fol lows  from  p r o p o s i t i o n  (1 .1 .6 )  tha t  the  map 

n e /   ^   u(G ) 

i s   lowe r   semicontinuou s  (resp .   uppe r   semicontinuous )   fo r   eac h  ope n 

(resp .  closed )  subse t  G  C  X  i n  if'.   Henc e 

\  U n;k 1  1^=­* "  n   &   :  ̂ U i )>k i ­ iand^(Ü i )<k i + i   1=1....n } 

i s  ope n i n M". 

Let   11 be  a  countabl e bas e  fo r   th e  topolog y  o f  X   consistin g  o f  ope n 

subset s wit h closur e i n  if'  (se e appendi x Al )  an d  le t  A, ,  AQ ,  .  .  .  b e a n 

increasing ,  countabl e cofina l  subfamil y o f   if. 

Defin e fo r  k ,  n  >  1 

°k. n =  U V U 1  U n; l   1 

wher e th e unio n i s take n ove r  al l  finit e sequence s Ui,...,U n i n  "U whos e 
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element s ar e containe d  i n A k .   I t  follow s  tha t  ( V  i s ope n i nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  A" an d 

tha t  th e se t 

{u£ T  :  u(A k)=n }  =   {Ue*"  :  n(A k)>n­l }  \   {p£A"  :  u(A k)>n } 

i s a  Bore l  subse t  o f   A". 

So 

A'  =  0   U   { u €   A"  :  u(A k)  =  n }  f l   <\ 
k=l  n= l 

i s  a  Bore l  subse t  o f   A". 

So w e hav e derive d th e followin g proposition : 

1.1. 8  Proposition .  Le t  X  b e a  polis h spac e an d  le t   if  b e a   famil y  o f  ope n 

subset s o f  X  satisfyin g th e condition s o f  theore m  (1.1.4) .  The n  M' 

i s  a  Bore l  subse t  o f   (A  , T ) . 

I n chapte r  2  w e wil l  b e  intereste d  i n a  specia l  clas s o f  poin t  meas ­

ure s o n a  produc t  space . 

Let  X  b e  th e produc t  T  x  U  o f   th e halflin e T  =  [0,°° [  wit h  th e usua l 

topolog y an d a  polis h spac e U .  Th e spac e X  wit h th e produc t  topolog y i s 

a polis h space .  Le t   (UJ,)I,\ I  b e a n increasin g sequenc e o f  ope n subset s 

of  U ,  U k |  U .  Defin e 

y = { I x G : I C T  ope n an d bounded ,  G  C  U  ope n 

and G C l l   fo r  som e k  >  1} . 

y  i s a  filterin g famil y o f  ope n subset s o f  X  whic h satisfie s  th e con ­

dition s o f  theore m  (1.1.4) .  Denot e b y   A  th e se t  o f  ̂ ­finit e measure s 

on (X,S8(X) )  an d b y   A\  th e se t  o f  simpl e y­finit e poin t  measure s   p. sat ­

isfyin g th e conditio n 

Vt  €  T  :  u({t }  x  U )  <  1 . 

1.1. 9  Proposition .  Le t  X  an d  V b e define d a s above . 

Then  A\  i s  a  Bore l  subse t  o f   {A  , T ) . 
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Proof .  Th e proo f   i s analogou s  t o th e proo f  o f  propositio n  (1.1.7 )  an d 

i s therefor e omitted .  D 

1.1.1 0 Remarks . 

(i )   I f  X  i s a   locall y compact ,  secon d countabl e Hausdorf f  spac e an d 

y  th e famil y o f  compac t  subset s o f  X ,  the nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  A'  i s  a  dens e Gg se t 

i n  A". 

(ii )   Le t  (X.d )  b e a  complete ,  separabl e metri c spac e an d le t   if b e th e 

famil y o f  al l  bounde d ope n subset s o f  X .  Th e famil y   y  satisfie s 

th e condition s o f  theore m (1.1.4) ;  a  countabl e cofina l  subse t  o f 

y  i s th e sequenc e o f  ope n ball s ( B (z) )   • .■•  wit h radiu s n  €  I N an d 

cente r  a  fixe d poin t  z€X .  Matthes ,  Kersta n an d Meck e defin e i n 

[40] ,  sectio n (1.15 )  a  metri c p  o n  A".  I t  turn s ou t  tha t  (X',p ) 

i s  a  complete ,  separabl e metri c spac e an d th e metri c topolog y o n 

A"  coincide s wit h th e relativ e  topolog y o n  A" a s a  subspac e o f  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(A+.r). 

(iii )   Le t   (X,d )  b e a   complete ,  separabl e metri c  spac e an d x ^  b e a 

fixe d poin t   o f  X .  Harri s  call s  i n  [19 ]  a   (nonnegativ e Borel ) 

measur e f i  o n X  x ­̂finit e i f 

(a )  n(X\V )  <  »  fo r  eac h ope n se t  V  containin g Xo ,  an d 

(b )  M({x„} )  =  0 . 

Let  M b e th e clas s o f  x ­̂finit e measure s an d le t 

1 
Ef   =  { x :  x  €  X ,  dfx.x.. )  >  ­ } ,   t  >  0 .  Th e set s E f  ar e close d an d 

c  t 

hav e disjoin t  boundaries.l t  i s  clea r  tha t 

u 6  M <= *  ̂ (E t )  <   m  fo r  al l  t  >  0 . 

Harri s  introduce d  i n [19 ]  a   topolog y o n M,  whic h w e wil l  de ­

scrib e now .  Denot e fo r  t  >  0  b y L t  th e Levy­Prohoro v distanc e o n 

^ ( E t ) ,   tha t  i s  a  metri c o n ̂ ( Et ^   s u c h  t h a t   (�*b( Et ^  L ^   i s   a 

complete ,  separabl e metri c spac e an d  th e L t ­topolog y o n  ^(E t ) 

i s  th e narro w topolog y  ̂ (^(Ej.) ,  C f̂Ej.)) . 

http://boundaries.lt
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I f  fi ,  i )  €  M pu t 

00  ­ t 

Lfu.u )  =   ^   ­ d t . 
J  1+L t (n.i> ) 
0  t 

wher e L t (ji,u )  denote s  th e L t   distanc e  o f   th e  restriction s  o f  p i 

and  u   t o E £ .  L   i s well­define d  an d  i s a  metri c  fo r  M  suc h  tha t 

(M,L )  i s a  complete ,  separabl e metri c space . 

Conside r   no w  th e  polis h  spac e  XXjx,,,} .   Le t zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  if  b e  th e  famil y  o f 
1 

open subset s A £  =  { x €  XXjXo, }   :  d(x,x u)  >   — } ,   t  >  0 . 

if  satisfie s  th e condition s o f   theore m  (1.1.4) .   Denot e  b y  j l  th e 

restrictio n  o f   th e  measur e  p.  €   M  t o  XNfx^} ,   jl   i s   a  tf­finite 

measur e o n X^x,»} . 

Proposition .   Th e  ma p  \­]i€.}i­*p,€.M   i s   a   continuou s  bi ­

sectio n fro m (M,L )  ont o  (M*~ , T )  . 

Proof .   I t   i s  clea r   tha t   \  i s  a  bijection .  T o  se e  tha t   \  i s  con ­

tinuous ,   le t  f  €  Sf  an d  le t   (iK.)  b e a  sequenc e  i n M convergin g  t o 

jx,  i.e .   li m L(u._,fi)=0 .  The n supp(f )  C  A, ,  fo r  al l   t  sufficientl y 
n­* »  n   * � 

small .   I t  follow s  tha t   ther e exist s  t  >  0  suc h  tha t  supp(f )  C   A t 

1 
and  fi({ x  :  x  €  X ,  d(x,x K>)  =  —} )  =  0 .   Fro m  Harri s  [19] ,   theore m 

t 

(2.2 )  w e conclud e tha t 

l im^ff )  =   l i£ A t ^(f | A t ) 

=  A t ^ f l A t ) = ^ f ) . 

So th e maps   n €  M ­ »  (\(v))(f),  f  £  J f  ar e continuous ,  whic h im ­

plie s th e continuit y o f  )(. G 

I f  |i, u £   M+ pu t 

Uli.v)  =  L ( X
­ 1 (n ) .   X ­ 1 ( " ) ) ­

(j« +,d )  i s  a   complete ,   separabl e metri c  space .  Le t  T ^  denot e  th e 



31 

d­topolog y o nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  A  . Fro m th e foregoin g propositio n i t  follow s tha t  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

T C T d . 

Proposition .  Le t   (n n)  b e a   sequenc e  i n  M  an d  p  €   A  .  The n 

T­li m ( i   =  | i  <= > d­li m  p  =  p. 
n­* »  n   n­i« > ' 

Proof .  Th e  implicatio n  (<= )  hold s sinc e T  C  TJ .  S O assum e tha t 

1 
T­li m u   =  u .  I f   fx({x  :  x€X ,  dfx.x^ )  =  ­} )  =  0 .  the n u(6E,. )  =  0 , 

n­* °   "   t   L 

wher e öE t  denote s th e boundar y o f  E t ­  B y propositio n (1.1.6 )  we 

hav e tha t  li m u  (E r )  =  fi(E t ) .   Identifyin g u .  an d T(/J. )  ,  i t  follow s 

tha t  th e restriction s o f   (p. )  t o E t  converg e i n (̂ b(E t ) ,  L t )  t o 

tx ,  se e Topso e [50] ,  p.40 .  Fro m Harri s [19] ,  theore m 2. 2 w e may 

conclud e tha t  d­li m u _ =   p.  D 

So fo r  th e topologie s T  an d T ,  o n  M  w e have : 

(" "  ,T d^  * s a  P°li s n space , 

T  T d 

" n  ­ * zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V  if f   "j ,   ­ » (■* � 

One  canno t   conclud e  fro m  thi s  tha t   r  = TJ .  Tak e  fo r   instanc e 

(X.T )  a s i n exampl e E  o f  Kelle y [33] ,  p.7 7 an d  tak e fo r  T J th e 

discret e  topolog y o n X .   I t  i s  clea r   tha t  T  an d T ,  satisf y th e 

abov e condition s an d tha t  T  ̂  Ti . 

1. 2  Poisso n poin t  processes . 

Let  X  b e a   polis h spac e an d  le t  y  b e a   famil y o f  ope n subset s o f  X 

whic h i s filterin g  t o th e righ t  wit h respec t  t o inclusion .  Assum e tha t 

V ha s a  countabl e cofina l  subse t  an d tha t  y  filter s t o X .  Denot e b y   jt 

th e Lusi n spac e o f  nonnegativ e Bore l  measure s o n X  whic h ar e finit e o n 

if.  Se e sectio n  (1.1) .  Le t  P  b e a  probabilit y  measur e o n  (M ,  S5( J )) . 
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For   a   finit e  sequenc e  B ,   B   i n  SS(X )   th e  finite­dimensiona l 

distributio n P p  g   i s define d a s th e imag e o f  P  unde r  th e map 
1'   m 

i*  e  i *  ■♦ W B j )   fi(BJ ]  e  ([0.<»]) m. 

Not e  tha t   i t   i s  a   consequenc e  o f   theore m  (1.1.4 )   tha t   probabilit y 

measure s  o nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  A  wit h  th e  sam e  finite­dimensiona l   distribution s  ar e 

identical . 

The Laplac e transfor m P  o f  P  i s define d b y 

P(f )  =  J   P(dn )  ex p [ ­  J  f(xMdx) ] 

M+  X 
wher e  f   run s  throug h  th e  con e  S8(X) +  o f   nonnegativ e  measurabl e 

functions .  Th e moment  generatin g  function s  o f   th e  finite­dimensiona l 

distribution s P g  3   ar e determine d b y P  a s follow s fro m 
1 ■   '  ■   m  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ƒ«?�■ ■  u m™PB1.­­ Bm{dXl ­­­ dXm)   = ? ( f  ^   C } V ­

wher e 0  <  U j  <  1 ,  i= l   m.  S o P  i s uniquel y determine d b y it s Laplac e 

transform .  Th e  intensit y measur e i=i p o f  P  i s th e Bore l  measur e o n X 

define d b y 

i(B )  =  J   P(d*i)n(B) .  B  6  28(X) . 

We  sa y  tha t   P   ha s  y­finit e  intensit y  i f   i  e   M+.  Denot e  b y  p   th e 

Campbel l  measur e o f  P ,  tha t  i s  th e measur e o n J   x  X  define d b y 

J"  F(fx,x)p(d̂ .dx )  =  J   P(dn )  |fx(dx )  F(u.x) . 

jtxX  *+  X 

I t  i s  clea r  tha t  p  i s a  a­finit e measur e i f  th e intensit y measur e i  o f 

P  i s  ­̂finite .  Th e projectio n  p(M  x   . )  o f  p  o n X   i s  th e  intensit y 

measur e  i  o f  P .   I f  th e intensit y measur e  i p o f  P  i s ^­finite ,  the n a 

genera l   theore m  o n  disintegration s  o f   measure s  (se e  Bourbak i  [5] , 

sectio n  2.7 )   implie s  th e  existenc e  o f   a   measurabl e  famil y  o f 

probabilit y  measure s (P x) xgx  o n  ^+   s u c n  tha t 

J  F  d p  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

"+ x X r r f r 
= J   P(dji )  J  n(dx )  F(jx.x )  =  J  i(dx )  J   P x(d )̂F( t x.x )   (K ) 

M+  X   X   ,« + 

fo r   ever y  measurabl e  nonnegativ e  functio n  F  :  M  x   X   ­ » K .   Th e 
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probabilit y  measure s P   o nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  M  ar e calle d Pal m measure s o f  P  an d th e 

formul a  (* )   i s   th e  so­calle d  Pal m  formul a  fo r   P .   Not e  tha t   P   i s 

completel y determine d b y th e intensit y measur e i p an d th e Pal m measure s 

( P )  e v­  A  straightforwar d calculatio n give s a  formul a fo r  th e Laplac e 

transform s o f  th e Pal m measure s P  .  Le t  f  , g €  28(X) +,  the n 

|   ip(dx )  P x(f)­g(x )  =  ­  —  P( f  +   tg)| t = 0 . 

A probabilit y  measur e P  o n  M  wil l  b e calle d a n y­finit e poin t  proces s 

wit h phas e spac e X  o r  a n ̂ ­finit e poin t  proces s o n X  i f   ?(M"(iP))=l.   I f 

th e phas e  spac e an d  th e famil y   if ar e clea r   fro m  th e contex t  w e wil l 

spea k o f   a  poin t  process .  A  poin t  proces s P  wil l  b e calle d a  simpl e 

poin t  proces s i f  P(JM*)=1 .  A S usua l  i n probabilit y   theory ,  a n  M ­value d 

rando m variabl e N  wil l  als o b e calle d a  (simple )  poin t  proces s  i f  it s 

distributio n o n  Jk  i s   so .  A  poin t   proces s  i s  sai d  t o b e  fre e fro m 

after­effect s  i f   it s   finite­dimensiona l   distribution s  satisf y  th e 

relatio n  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\...Bm  =  ?B®zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  �■ �   8 P B m 1  m  1   m 

wher e P g  ®.  .  . 8 P g  i s th e produc t  o f   th e measure s P g  o n IN .  A  poin t 

proces s P  wil l  b e calle d a  Poisso n poin t  proces s wit h intensit y measur e 

i )  i f  P  i s fre e fro m after­effect s an d i f  th e one­dimensiona l  distribu ­

tion s Pg .  B  €  28(x) ,  ar e Poisso n distribution s wit h expectatio n u(B) , 

l>(B)] * 
k! 

PB({<*>} )  =  1   i f   v(B)  =  co . 

PB({1<} )  =   ±­±­^­   e  " W ,  k=0,l,2... .   i f  u(B )  <  «> , 

1.2. 1  Proposition .  Le t  P  b e a  Poisso n poin t  proces s wit h ̂ ­finit e intensit y 

measur e u .  The n  th e Laplac e  transfor m  P  an d  th e Palm­measure s P x 

ar e give n b y 

P(f )  =  ex p [ ­  |  u(dx)(l­e" f ( x)) ]   ,  f  €  2B(X) +. 
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Px =  ö x *  P   .  x  e  x . 

wher ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  6  denote s th e Dira c measur e o n  M  i n th e poin t  6 X. 

Proof .  Follow s fro m standar d calculations. D 

1.2. 2  Proposition .  Fo r  ever y  v €  M+(y) ther e exist s a  uniqu e ̂ ­finit e Poisso n 

poin t  proces s o n X  wit h intensit y measur e  v. 

Proof .  Le t  A  €  y. Th e restrictio n i » o f  v t o A  i s a  finit e measur e o n 

(A,3S(A)) .  S o ther e i s a  uniqu e {A}­finit e Poisso n poin t  proces s » P o n A 

wit h intensit y measur e .p ,  se e Matthe s e t  a l  [40] ,  sectio n 1.7 .   i P i s a 

probabilit y  measur e o n 

(ib( A) .   #(�*£ (  A ))) '   w h e r e  9S(^b( A) )  i s  th e Bo re l 

CT­algebra  o n (A,(A) ,  To(A)) ,  se e fo r  To(A )  th e definition s preceedin g 

propositio n (1.1.1) .  Le t  A, B 6  y ,  A  C  B  an d  le t  ir̂ g b e th e projectio n 

of  JM^(B )  o n ̂ (A )  a s define d  i n sectio n (1.1) .  Th e imag e T ^ C R P )  o f  g P 

i s  a   probabilit y   measur e  o n  (J«Ï(A )  ,   S6(J<K(A))) .   A   straightforwar d 

calculatio n give s   (T^QI­QP))  =  (̂ P )  .  S o ̂ ^B^P )  =  ̂ P an d i t  follow s 

tha t  (^(A) ,  3KA,(A)) ,  ^P ,  TTAD)  i s  a  projectiv e syste m o f  probabilit y 

spaces .  Sinc e  if ha s a  countabl e cofina l  subset ,  i t  i s  a  consequenc e o f 

Bochner' s  theore m  (se e Bochne r   [4] ,  p .  120 )  tha t   ther e  exist s a 

projectiv e  limi t  P ,  whic h i s a  probabilit y  measur e o n  (M+,  26(JM + )) .  A n 

easy calculatio n yield s tha t  P  i s  th e ̂ ­finit e Poisso n poin t  proces s o n 

X wit h intensit y measur e P. D 

Denot e b y P   th e ̂­finit e  Poisso n point­proces s o n X  wit h  intensit y 

measur e u  €  JH. Not e tha t  P   i s a  simpl e poin t  proces s if f  th e intensit y 

measur e  v i s  a  diffus e measur e (i.e .  i>({x} )  =  0  fo r  ever y x  €  X) .  Th e 

famil y o f  poin t  processe s {P^ :  u  €  M }  i s a  measurabl e family ,  i.e .  fo r 

ever y G  €  S5(J +)  th e map u  €  J + ­ » P  (G )  i s  measurable .  Le t  V  b e a 

probabilit y  measur e o n {M. ,  2S( Ü ) )  an d le t  Q  b e th e probabilit y  measur e 
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onzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  (A+.  $(M+))  define d b y 

Q =  J  V(dp)P D. 

I t  i s  clea r   tha t  Q  i s a  poin t  proces s o n X ,  whic h i s simpl e if f  V  i s 

concentrate d o n th e diffus e measure s i n  j t .  Suc h a  proces s Q  i s calle d 

a Co x process . 

1.2. 3  Proposition .  Le t  Q  b e a  Co x proces s a s define d above .  Th e intensit y 

measur e  iQ ,  th e Laplac e  transfor m Q  an d  th e Pal m measure s (Ovivc v 

of  Q  ar e give n b y 

i Q(B )   =  i v(B )   ,  B  €  «(X) . 

Q(f )   =  V(l­e" f )   .  f  €  Jg(X) +. 

Ox  =  « x *  Jv x(d«)P n  �  x  e  X . 

wher e 6   denote s th e Dira c measur e o n  M  i n th e poin t   6  . 

Proof .  Th e formula s fo r  i q an d Q  follo w directl y fro m th e definitions . 

To prov e  th e formul a fo r  C^ ,  le t  F  :  M+ x  X  ­ » K  b e a  measurable ,  non ­

negativ e function .  The n 

JQ(dn )  Jii(dx)F(n.x )  =  Jv(du )  |P u(dn )  Jn(dx)F(n.x ) 

= Jv(du )  |u(dx )  |(6 X *  P B)(dn)F(n.x )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

= Ji v(dx )   Jv x(d U)Jp u(d^)F(^+ö x ,x ) 

= Jiq(dx )  |(6 X *  Jv x(d«)P„)(d^)F(^.x ) 

fro m whic h th e resul t  follows .  D 

1. 3  Ito­Poisso n poin t  processes . 

Let  X  b e  th e produc t  T  x  U  o f   th e halflin e T  =  [0,<° [  wit h  th e usua l 

topolog y an d a  polis h spac e U .  Th e Bore l  a­algebra s o n T  an d U  wil l  b e 

denote d b y SU.  an d  "U. Endowe d wit h  th e produc t   topolog y X  i s a  polis h 

spac e an d  it s Bore l  cr­algebr a 3S(X )  i s identica l   t o th e produc t  cr­al ­
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gebr a SU­  ® zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  "11.  Le t  (U k) kvi  b e a n increasin g sequenc e o f  ope n subset s o f 

U whic h cover s U .  Th e famil y   if o f  ope n subset s o f  X  define d b y 

y = { A : A = I x G ,   I C T  ope n an d bounded , 

G C  U  ope n an d G  C  U k fo r  som e k  >  1 } 

i s  filterin g  wit h  respec t   t o  inclusio n  an d  contain s  a   countable , 

cofina l  subset .  Th e topologica l  spac e o f  y­finit e measure s o n X  wil l  b e 

denote d b y   (A+ ,T )  ,  se e sectio n  (1.1) .  Th e Bore l  a­algebr a  'S o n  A  i s 

identica l   t o  th e  a­algebr a  generate d  b y  th e  famil y  o f   maps 

{p» :  A€S8(X)} ,  wher e p ^  i s define d b y p ^   :   v  €   A+  ­ » u(A) .  Th e famil y 

CSt ) t >0 o f  su b CT­algebras  o f   'S define d b y 

<St  =  CT(P A,  A  €  28(X) ,  A  C   [O.t ]   x  U ) 

i s  a  filtratio n o n  (A+,"£)  . A  measurabl e map  ­ty ■ A  ­ » T  i s calle d ($,.) ­

adapte d  i f  [ ^  <  t ]  €  ̂ L fo r  ever y t  €  T .  A n Itö­Poisso n poin t  proces s 

on U  i s a n ̂ ­finit e Poisso n poin t  proces s P  wit h phas e spac e X   whos e 

intensit y measur e  p. i s  th e produc t  o f  th e Lebesgu e measur e X  o n T  an d a 

nonnegativ e  Bore l   measur e  v  o n  U ,   whic h  i s  finit e  o n  th e  sequenc e 

(Ui.)j.vi .  Followin g It ó [25] ,  u  i s calle d  th e characteristi c measur e o f 

th e Ito­Poisso n poin t  proces s P . 

1.3. 1  Proposition .   Le t   P   b e  a n  y­finit e  Itö­Poisso n  proces s  o n  U ,   the n  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

P(Jj)=l . 

Proof .  Sinc e  th e  intensit y measur e f i  =  A®i > o f  P   i s diffuse ,  P   i s a 

simpl e poin t  proces s o n X .  Defin e th e mapping s TT ^ (k>l )  b y 

ir k :  A'  ­>  Aj  ,  ir k(u )  =  [ B e  Aj .  ­ ♦ n( B x  U k )] , 

wher e  Aj  i s  th e spac e o f  poin t  measure s o n T  whic h ar e finit e o n al l 

bounde d subinterval s o f  T .  Th e map F u i s a  P­a.e .  defined ,  measurabl e 

map o n  A  .  Th e measur e P k =  w k(P )   i s  th e Poisso n poin t  proces s o n T 

wit h intensit y measur e i k =  u(U k)*A .  Sinc e th e intensit y measur e i ,  i s 

diffuse ,   th e poin t  proces s P k  i s  a   simpl e poin t  process .   I t   follow s 
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tha t 

and 

P U k 1 (­»!■) )  =  P kC­*r )  = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  1 

­i , 

k>l 

whic h complete s  th e proo f   o f   th e proposition. D 

Let   <p ■  M  ­ » T  b e a  measurabl e map .  Defin e  th e transformatio n R   b y 

R  : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA jt  ­ » J< +. 
9 

|R^(u)(dadu)f(a.u )  =  J^(dadu}f(a.u)l [0 iV(( l ) ] (a) .  f€S(x). , 

Let   fo r  CT €  T   th e ma p  t   b e define d b y 

ta  ■■   ( T . V )   €   ]a.» [   x   U   ­ ♦  ( T ­ O . V )   C   X . 

Defin e  th e  transformatio n T   b y 

T  :  M+ ­ » J< +, 

JT^fuJCdaduJfCa.u )  =   Jfi(dadu)fot v, (>1 j(a.u}l^ (|x)ia , [ (a ) 

= JfiCdaduJffa­^CfiJ.uJl­j^^j^for) . 

We wil l  writ e simpl y R   an d T   i f   f  i s   th e constan t  ma p  p.  €  JH  ­*  s. 

The  followin g pictur e  illustrate s  thes e definitions .  Th e pictur e  show s 

supp(u) .   supp( R u )  an d supp(Tj^ )  fo r  a  simpl e poin t  measur e  p.. 

supp(RpH ) 

« 

supp(u ) 

supp(T^ ) 

<p(u )  [0,» [ 
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1.3. 2  Lemma.   Le t zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  f  '■  M  ­ » T   b e  a   measurabl e  map .   Th e  abov e  define d 

transformation s R   an d T   ar e measurable . 

Proof .  Defin e fo r  k, n =  1,2,.. . 

Akn =   &   €   M+  : k # 2 _ n  *   *M  <  (k+l)­2 _n} 

and 

* n =  2 k  t ^ 1 ) * 2 " 1 1 ^ ­

The  sequenc e  o f   measurabl e  stepfunction s  (v n) nsi   i s  a   strictl y de ­

creasin g sequence ,  whic h converge s pointwis e t o  <p. I t  i s  clea r  tha t  fo r 

ever y bounde d continuou s functio n f   :  X  ­ » I R wit h suppor t  containe d  i n 

some elemen t  o f   V an d fo r  ever y | i  £  i 

li m ( T  ,x)(f )  =  (Tu)(f ) 
n­* °   r n  ^ 

and 

li m ( R  u)(f )  =  (Rji)(f) . 
n­* »  * n  ^ 

I t  follow s tha t  th e sequence s ( T  )   • ..  an d ( R  )  v 1 converg e pointwis e 

t o T   an d R  .  S o i t  i s  sufficien t  t o prov e th e measurabilit y  o f  T   an d 

R  .  Le t  A  €  SS(X )  an d f i  €   M+. Sinc e 
MI 

(R  n)(A )  =  2  l Al   M  n( A n  [0.(k+l)­2­ n[  x  U ) 
MI   k   k n 

and 

( T  H)(A )  =  2  1 A  (n )  n(( t   0 ­n) _1(A)) . 
MI   ',i k   "k n  (k+l)' 2 

i t  i s  clea r  tha t  th e maps | i  C  /   ­ » ( R  n)(A )  an d ) i  €  /   ­ » ( T  JLI)(A )  ar e 
* n  Mi 

measurabl e maps whic h implie s measurabilit y  o f  th e transformation s R 
Ml 

and T „  . D 
MI 

1.3. 3  Theore m (Renewa l  property) .  Le t   f  '■ M  ­ » T  b e a  measurabl e map an d le t 

P b e a n Itö­Poisso n poin t  process .  I f  </ > i s CS t )­adapted ,   the n R 

and T   ar e  independen t   M ­value d  rando m variable s o n  {JT.'S.?)  an d 

VP)=P. 

Proof .  Conside r  firs t  th e cas e tha t   f  i s  a  stepfunction ,  sa y 



39  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

<P =  2   S j U .  A ,  €  *   (i>l) . 
i> l   x  A i   *   s i 

Sinc e P  i s fre e fro m after­effect s 

,   ­(R 8.M)(f)­(T s.»i)(g ) 
= 2  Jp(du)l A>)  e   1   * 

r   *   ­(R s .^( f )   r   ­(Ts.^Xs ) 

= 2  JP(dn) l A»  e   *   �  JP(d )̂ e  x 

fo r   f, g  €  9S(X )  +  .  Le t   v  b e  th e characteristi c measur e o f  P .  The n fo r 

ever y s>0 : 

JP(dfx )  e   s 

= ex p [ ­   [do ­  [u(du)(l­e~S( CT_s,fx )) ] 

s 

= ex p [ ­   [d a Ju(d )̂(l­e"S( CT­̂ )) ] 

0 

= P(g) . 

Hence 

Jp(dM)  . ­<V>< 'MV) ( K) = J P{d , )e ­ ( V)(0. ?(g ) 

whic h complete s th e proo f  o f  th e theore m fo r  stepfunctions .  Th e genera l 

cas e wil l   follo w b y approximatin g  >p fro m abov e b y a  sequenc e o f  step ­

function s a s i n th e proo f  o f  lemm a (1.3.2). D 

Remark  Withou t   furthe r  assumptions ,   i t   i s  no t  possibl e  t o sa y mor e 

abou t  R  (P) .  A s a n example ,  le t  P  b e a n Itö­Poisso n poin t  proces s o n X 

wit h y­finit e  characteristi c measur e u .  Le t  U   €   if b e a  subse t  o f  U 

suc h tha t  u( U )  >  0 .  Defin e th e map  <p  ■ M  ̂­ » T  b y 

<p(u) =  mi n { t  €  T  :  u({t }  x  U Q)  =  1} . 

Sinc e 

{H€  M[  : *(u )  <  t }  =   {u €  j p  n([0.t ]  x­U 0)  >  1} . 

H i s  a  (<5 t )­adapte d map o n  JK^. Fo r  f  e  3S(X) + 
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<yp))  (f)  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

= JP(* ,  e" ( V)( f ) 

= Jp(d^ )  ̂ (dTdv)l [v()i)=T ]  e ­ ( V ) ( f ) 

­H^)/p(*) i w^ ( T V ) K / ( M ^­) ) ) ( f ) 

O U 
00 

o u 
00 

Jdr J   M (dv)Jp(d^)[ l [ ( l ( [ 0 , T ] x U o ) = 0 ] 

O  U o 

= Jdr J „(dv )  e ­™«üo)­f(^.v )  J p(d(l )  e 1*(l[0.r]xüNü o­ O 

O  U 

^ [O.^xUM J  'f)­f(T.v ) 

0  U o 

0  U o 
Let  CL.  b e th e imag e o f  th e probabilit y  measur e  u( .  | U )  unde r  th e map 

u €  U  ­ » 6, T u *  € zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ji+. I t  i s  clea r  tha t  fo r  f  €  S6(X) + 

^ ( f ) = ^T l u ( d v ) e _ f ( T ' v ) ­J(U„ ) 
°   " o 

Let  S   b e th e imag e o f  th e probabilit y  measur e P  unde r  th e map 

}JL €  M  ­ » 1[­ Q T"| xn\T j  *| i  €  j « .  I t  i s  eas y t o se e tha t  S   i s th e Poisso n 

poin t  proces s wit h intensit y measur e  II­ Q T "|XU\ U  "(^■® U) ­   I t  follow s tha t 

00 

( V P ) ^ f )  =  J dT "(U 0)e~ TU(Uo )  Q,.(f)­S T(f ) 
0 
00 

­TD(U„ ) 
JdT »(U 0)e .   °'(Q T x S T )  (f ) 

and 

R#(P )  =  Jd r  w(U 0)  e   ° ; (Q r  »*S T) . 

A measur e |j £ i   i s  calle d recurren t  i f 

u([t,°°[ x U k )  >  0  fo r  ever y t  >  0  an d k  >  1 . 

Denot e b y  M  th e se t  o f  recurren t  measures .  A  poin t  proces s wil l  b e 
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calle d recurren t   i f zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ?(Mr )=l�  A n Itö­Poisso n poin t  proces s wit h charac ­

teristi c measur e  v i s  recurren t  i f  u(U k)  >  0  fo r  ever y k  >  1 . 

Let  ( x €   M\ PI  Ar■ Fo r  ever y k  >  1  th e suppor t  o f  th e restrictio n , u o f  p . 

t o T  x  U,  i s a  countabl e infinit e se t  whos e projectio n o n T  ha s finit e 

intersection s wit h bounde d subinterval s o f  T .  S o w e ca n writ e 

supp( kn)  =  ((t ki .u ki )) i >1 wher e t k i  €  T,t k l  <  t k _ i+ 1 an d u k i  €  U k ,   i>l . 

For  i,k=l,2,.. .  defin e th e maps T k .  ,  f k j  an d ov .  o n M\ D   Ji  b y puttin g  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

T k i ^ >  =  t k i ­zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ZkiMzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  =  uk i , 
T k l ( f l )  i f  i = l 

°kiM  = •  
■ T k i M  ­  T k,i­l(^ )  i f  i  >  ! 

Al l   thes e  maps  ar e  measurable .   Denot e  b y  <7 k an d  f k  th e vector s 

( akl ­  CT k2­­­)  a n d (fkl ­  fk2'­­­) '  k ^ 1­

1.3. 4  Theore m  (Ito) .  Le t  P  b e a n ̂ ­finit e recurrent ,  simpl e poin t  proces s o n 

X an d le t   v b e a  measur e o n (U,<W )  suc h tha t  0  <  u(U k)  <  <*>   (k>l) . 

Then,  P  i s th e Itö­Poisso n poin t  proces s o n U  wit h characteristi c 

measur e u  if f  fo r  eac h k> l 

(i )   (̂ kî i M  * s a   seo . uenc e o f  independen t  an d identicall y 

distribute d rando m variables ,  wit h distributio n 

u(Anu k) 
PCfkieA]  = ^öy" (Ae" ): 

(ii )   ( aki)i> l  * s a   s e c l u e n c e o f  independen t  an d identicall y 

distribute d rando m variables ,  wit h distributio n 
­tu(U. ) 

P[a k i  >  t ]  =  e   k   ,  ( t  >  0) ; 

(iii )  a k an d f k ar e independen t  vectors . 

Proof .   Le t   P  b e  th e  Itö­Poisso n  proces s  o n U   wit h  characteristi c 
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measurezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  v.  Then  for  k  >  1,  X  >  0  and  A  6  "U we  have 

| p ( d ^ ) ( e ~ X a k l l A ( f k l ) ) ( u ) 

=  ƒ  P(du)  |  n(dadu)  l {ak l(u)}x(AnUk)(C T­u) e"X C T  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

00 

Jda  J  „(du)  J  P(du)  1 { a k l ( u + 6 ( c T j U ) ) } x ( A n U k ) ( ^ u ) e X a 

0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
by a n applicatio n o f  th e Pal m formul a an d propositio n  (1.2.1 ) 

­Xa  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA[da  J  u 
0 

u(Anuk) 

u(Anuk) 

(du) 

00 

[da 

Jp(du)  l ^ u ) 

­ai>(Uk) 
e  e 

»(Uk) 

­XCT 

^ k l ^ 

U(U k )   X  +  u(U k ) 

Let  no w k, n >  1 ,  Xi,.. ,  X ^  >  0  an d A i   A ^ 

Then 

­X.CT,„ ­
fp(du )   ÏÏ   (e ~ it7k i   l A.(f kl ))(n ) 
j   1=i  « x  «■ * 

= Jp(du)(e" Xlffk l  V ^ ^ k l ^ ' i l i   (e"" 1^' 1 ­ 1  l A.( fk, i­ l))CV ) 

= Jp(du)(e" Xl<7k l   l Al (f kl )){»*) �  ̂ ( « W ^ J  (e~ Xi+lCTk i   l A. +1(f ki ))(" ) 

by a n applicatio n o f  theore m (1.3.3 ) 

X,CT, , 
­­ÏÏ   P(du)( e  1  k l   l A.(f kl ))(|i )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i = l   J   l 

by mathematica l   inductio n 

n  u(Anu k )   u(u k ) 
IT 

i= l   u(U k )   X i + u(U k ) 

I t   follow s  tha t   (i) ,  (ii )  an d (iii )  hold .  T o prov e  th e converse ,  le t 

f  e   3(X) + . 

P(f )  =   ft{dv)  e"/ fd ^ 

­/ [0 ,T]xU k
fd ^ 

li m 
k­x »  Jp(dix ) 
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00  f   n 
= li m f  2   exp( ­  2  f(T { ,u,.) ) 

n=l  J   1   * zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  1 

P[f k i  e  du. .   t k i e d T i .   i= i   n | t k n $T<t k > n + 1 ]P[ t k n ST<t k > n + 1 ] 

+ P[t k i  >  T J >  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
T T  T  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

=  H m  t j j  e _ U ( U k ) T  JdTj  J  dT 2 . . .  J  dTn  J  « ( d U l ) . . . J  ^ d u j 
0  T l   T n­ 1  U k   U k 

n  ­ " ( U V ) T 
exp[­ 2 fCTj.Ui) ]  +  e   k '  } 

­  11 »  ï   —  {  jd a  f  ü ( du)e­ f (^ ) }
n .  e _l,(U k ) T 

n=0 n !   J   J 
O  U k 

00 

= ex p ( ­   [d a [u(du)(l­e _f ( CT­ u))) . 

O 
Hence P   i s  th e  Itö­Poisso n poin t  proces s wit h characteristi c measur e 

u. D 

1.3.5  Theorem. (Greenwood  &  Pitman).  Let  N  be  an  ^­valued  random  variable 

defined  on  some  probability  space  (n,?,P) .  If  N  is  an  Itö­Poisson 

point  process  with  character is t ic  measure  i> and 

if  0  < u(Un)  < «> (n  >  1)  and  u(U)  =  »  then 

l i m  ­^­rMC0­^  X  Un)  =  l 
n­*»  u(Un)  u  " 

uniforml y o n bounde d t­interval s fo r  P­a.e .  u  €   n. 

Proof .  Fi x t  >  0  an d defin e fo r  n  >  1 

9n  =  cr( u 6  Q  ­ » N w([0.t ]  x  U k ) .  k i n ) . 

The rando m variabl e N([0,t ]  x   \},)  i s  integrabl e wit h expectatio n give n 

by 

E N([0.t ]  x  U k )  =  tu(U k) . 

A straightforwar d calculatio n yield s 
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E  n + 1 N ( [ 0 , t ]  x  U J  =  —  N ( [ 0 . t ]  x  U n + 1 ) . 
u ( U n+l ) 

1 
Therefore  (  N ( [ 0 , t ]  x  U  ) ,  ^ n ) n > i  i s  a  reversed  mart ingale  on  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1  i 

(n,?,P) .   I t  follow s tha t   N(r0,t 1 x  U  )  converge s a.s .  an d  i nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Lx 

»(U n)
  n 

t o a   limi t   whic h  i s  a   rando m  variabl e  measurabl e  wit h  respec t   t o 

=  n   5  .  Se e Neve u [43] .  Sinc e fo r  X  >  0 
n>l   n 

1 
exp( ­  X   N([0,t ]  x  U_) ) 

u(U J   J   n 

= ex p {tu(U n)(l­ e  n   ) }  ­ > e  A t  a s n 

we may conclud e 

1  , 
li m  N([0,t ]  x  U_ )  =  t   a.s .  an d i n L  . 
n­* » D(U n) 

The statemen t  o f   th e theore m no w follow s fro m a  genera l   lemm a o n th e 

convergenc e o f  positiv e non­decreasin g function s fo r  whic h w e refe r  t o 

Appendi x A3.I n 

Let  N  b e a s i n theore m  (1.3.5) .  Fo r  u  €  ! )  suc h tha t  N w €   M{ f l  MT w e 

writ e T ki ((j) ,  f ki (<o )  an d ^ ( G J )  fo r  T k l (N u ) .   ^ ( N ^ )  an d °­ ki (NJ ,  se e 

th e definition s preceedin g  theore m  (1.3.4) .  Denot e  fo r  k> j  b y T ki .(u ) 

th e  inde x a t  whic h  th e  i   poin t   o f   typ e U ­   appear s  i n  th e vecto r 

fk(" )  = f k ( NJ ­
I f   N   i s  a n  Itö­Poisso n  poin t   process ,   the n  T ki ,   f k i   an d  a k i   ar e 

P­a.e .  define d rando m variables . 

1.3. 6  Corollary .   Unde r   th e  assumption s  o f   theore m  (1.3.5 )   w e  hav e 

1 
li m  T m ( u )  =  T ii( u)  P _a.s .  . 
k­* » u(U k)   k J l V  J 1 

Proof.  By  d e f i n i t i o n  of  Tk.,.(<o)  we  have 

N jLO.T j^o , ) ]  x U k )  = T k J 1 ( ( ­ ) . G 
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The  corollar y  implie s  tha t   a n  Itö­Poisso n  poin t   proces s  N   ca n  b e 

constructe d  fro m  (Uj­.fu )  wheneve r   i>(U)=+ a>;   th e  time s T^ J a t  whic h  th e 

f̂ i   occur ,   ar e  alread y  determine d  b y  (U^.f^) .   We  wil l   pu t   thi s  i n  a 

more genera l   framework . 

Let   fo r  k=l,2,.. .   V ^  =  (Vj^.V^ ,  �  � �  )  b e a  sequenc e o f  U^­value d  rando m 

variable s  o n (fi,?,P) . 

(^k'^k^k M  i s   CEL 11 e< i  a   neste d arra y  i f 

(i )   V u  i s a   sequenc e o f   independen t  an d  identicall y  distribute d 

rando m variables ,  an d 

(ii )   fo r   j   <   k ,   V ­   i s  th e  U­­subsequenc e  o f zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  V\.  consistin g  o f 

thos e  term s whic h ar e  i n U. . 

See Greenwoo d &  Pitma n [17] . 

Fro m  theore m  (1.3.4 )   i t   i s   clea r   tha t   (U^ ,   fv)k> l   * s  a n  e x a m P l e  o f   a 

neste d array . 

I f   p. i s  a  measur e o n (U,<?( )  an d  i f  E  €  11 i s suc h  tha t  0  <  n(E )  <  °° ,  the n 

(j.| r  denote s  th e measur e o n U  define d b y 

fi(ATlE )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
HE(A )  =  ­!—­ ^   (A^ ) . 

1.3. 7  Proposition .   I f   (Uj,,V )̂̂ ^ i   i s  a  neste d  arra y  o n  th e probabilit y   spac e 

(0,?,P) ,   the n  ther e  exist s  a   uniqu e  measur e  D   o n  (11,11)  suc h  tha t 

u (Ui )  =  l  an d  v |T J =i)j ,  wher e  v­  denote s  th e probabilit y   distributio n 

o f V j l . 

Proof .   Le t   j  <  k .   Defin e  Ŝ ­i j  a s  th e  inde x a t   whic h  th e  i   poin t   o f 

typ e U ­  occur s  i n  th e sequenc e V^ .  Fo r  A  € 

Hj(A )  =  PCVj j  €  A ) 

=J i  P(V ki  €  A.  S^ i ) 

i­ 1 
=i= l   { P  ( V k l   *  U J ) }   P ( V k l   €   ^ J 0 

«klUj( A) ­
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uk( Ul ) 
Substitutio n o f  A=U,  yield s u f̂U, )  =   .  I t  follow s tha t  fo r  j  <  k 

J  u k( Uj ) 
and A  € zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  11 

"j(AnUj )   ^(AOUj ) 

Defin e 

2S =  U  { A :  A  €   11 an d A  C  U,} . 
j   J 

SS i s a  rin g o f  subset s o f  U ,  an d th e a­rin g generate d b y 55 i s   H. Fro m 

th e abov e i t  follow s tha t  w e ca n defin e consistentl y a  setfunctio n u  o n 

$ b y puttin g 

D.(A ) 

"(A )  =  — —  fo r  A  €  2S.  A C U ,  ( j  >  1) . 
uj( ul )   J 

v  i s  a  cr­finit e measur e o n !# .  S o u  ha s a  uniqu e extensio n t o a  measur e 

on (11,1/) ,  se e Halmo s [18] .  Fro m th e constructio n follow s tha t  u  ha s th e 

desire d properties. □  

Defin e fo r  k  >  1 

P k = P ( V k l e U l ) " 
1 

I t  follow s fro m th e proo f  o f  propositio n (1.3.7 )  tha t  pv .  =   .  Henc e 
^   u(U k) 

{Pk)k> l   i s  a  decreasin g sequenc e o f  positiv e  rea l  number s an d  li m p ^ 

exists : 

u(U )  =  +« >  * *   li m p, ,  =  0 . 

I n th e nex t   theore m w e associat e a n  Ito­Poisso n poin t  proces s N  t o a 

neste d arra y (Uĵ .V̂ )  suc h tha t  th e U ­̂subsequenc e (fujJjN i  o f  N  i s V^ . 

1.3. 8  Theorem .  (Greenwoo d &  Pitman) .  Le t   (^.V^)^ !  ^ e a   neste d arra y o n th e 

probabilit y  spac e (n,?,P) .  I f 

li m pi ,  =  0 , 

the n fo r  P­a.e .  u  th e limit s 

'Ji »  =
 k i S P k Skj n (" ) 

exis t  fo r  al l  n, j  =  1,2,.. .  wher e Ski n(&> )  i s th e inde x a t  whic h th e 
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n  poin t  o f   typ e U .  occur s  i n th e sequenc e Vu ­  Th e sequenc e o f 

limitpoint s   ( t  i n(<j)) n>i   i s   a   strictl y   increasin g  sequenc e  o f 

positiv e rea l  numbers . 

The P­a.e .  define d rando m variabl e  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

U€n"*Jln?V Jn («)«I J _ 1
f i (V)­ VJn( M» 

i s  a n Itö­Poisso n poin t  proces s o n U  wit h characteristi c measur ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  v, 

wher e i > i s th e measur e define d i n propositio n (1.3.7) . 

Proof .  Defin e fo r  k  >  j ,  n  >  1 , 

°kj l   =   %$V 

^ J . J M ­ ^  ^j.n+ l  ~   \ix\­

and 

°k j   =  (D kJl '   D k j 2 ­ ­ ) " 

Then fo r  measurabl e set s   k­,  A „  C  U .  an d d ,  ,  .  .' .  , d  €  IN : 
1  m  j   l  m 

PCDk­j i  =d i + l ,  V j I   € A i .  i= l   m) 

m 
? d i   m 

= < P( Vkl  <  « j » 1  '&   P ( \ l   e   A i ) 

= (l­u k(Uj)) 2d i   ^ (A j ) . . . ^ ^ } 

Pk 2 d  P k 

sinc e u. ,  =  HiJ n ;  se e th e proo f  o f  propositio n (1.3.7) . 

So T V �  an d V .  ar e independen t  sequence s o f  rando m variables .  Th e rando m 

variable s  (Dkii)i> i   for m  a n  i.i.d .   sequenc e  an d  ar e  geometricall y 

PJ 
distribute d wit h expectatio n —  . 

Pk  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
For  ? j  =  cxfVj,  i  <  j )  ( j  >  1) .  k '  >  k  >  j  and  n  >  1  we  have 

^ j n  .  Pk 
E(\'iM   = ̂   \.UK)  = p^7 Skjn­

So  (P^Sj^­ ,   ^ k » .   i s  a   martingal e  o n  (Q.J.P) ,   an d  i t   follow s  tha t 

outsid e a  se t  o f  P­measur e 0  th e sequenc e (PifSi,< n)k> < converge s fo r  al l 

n, j  >  1  t o a  finit e limit ,  sa y t­ n, 

file:///ix/
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t j »  = ^ P k S k j n ( ( J ) ­

I t  i s  clea r  tha t  0  <  t^(u )  <  t  ̂ ((J )  <  .. .   .  Sinc e p ^  ­ » 0 , 

(e^PlAji ) 

Pk  ­Xp k  1 _ 

p j  C   p j 
as k  ­ »zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  <*>. 

fo r   i, j  >  1 .   I t   follow s  tha t   th e rando m  variable s  t.^ ,  t .  n + i _ t i   n 

(n>l )  ar e  independen t   an d exponentiall y   distribute d  wit h  expectatio n 

p. .  S o P­a.s .   th e sequenc e ( t i n( <J)) n>i  i s  strictl y  increasing . 

Theore m  (1.3.8 )  implie s  tha t 

00  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
U€0"An?V Jn ( U)CI J . 1

8(V")­ VJnï M» 

i s  a  Poisso n poin t  proces s o n T  x  U  wit h intensit y measur e X  ®  u. D 

Let  N '   :   Q  ­*  A  b e a n  Itó­Poisso n poin t  proces s wit h characteristi c 

measur e  v'  suc h tha t  th e U k subsequenc e (fî )j> i  o f  N '  i s  V k  ( k >  1) . 

Usin g th e notation s an d definition s o f  theore m (1.3.8 )  w e get : 

1.3. 9  Corollary .  Ther e exist s a  positiv e constan t  c  suc h tha t  fo r  j, n >  1 

1 
v­  = C Ua n d  T j n = ­ t j n . 

Proof .  P(fi 1 6  Uj )  =  Pk .  bu t  als o P(f k l  €  U ^   =   ­  ̂ . 

1 
Hence u'(U k)  =  —  u'(U 1) . 

Pk 
I t  follow s tha t  fo r  A  e  11 ,  A  C  U k ,  k  >  1 

«'(Ui )   "(A ) 
,'(A )  = U'(U k)­P(f k l  £ A )  = ­ — ­ _ _ = „ �   ( U ^ ­ ^ A ) . 

Pk   p ( Uk ) 
So i) '  =  c u o n th e rin g U  28(U k)  ,  wher e c  =  u '  (Ui) . 

Finall y fo r  j, n >  1 
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T1­ „  =  li m zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA^J^­ i^Z­^Jn^Jn­ 0 
J n  k­H0OU­(U k)

  k J n  C  k­* °  Pf c
  k J n  C 

1.3.1 0 Corollary .  Le t   (U k,  V k) k^ i   b e a  neste d arra y o n th e probabilit y  spac e 

(fi.Sf.P) .  I f 

li m Pr ,  >  0 
k­* °   K  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

then  for  P ­ a . e .  (j  the  l i m i t s  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f n(«)  =  Mm V^Cu) 

e x i s t  for  every  n  >  1.  The  sequence  ( f n ) n s i  i s  an  i . i . d .  sequence 

of  random  v a r i a b l e s , 

u(A) 
P(F  €  A)  =  ­^—­  ,  A €  <tt. 

V  n  '  p(U) 

Furthe r   th e  (U k)­subsequenc e  o f   th e  sequenc e  (f n) n>i   i s P­a.s . 

equa l  t o  (V k i ) i > 1 ­

Proof .  Sinc e li m pv .  >  0 ,   i t  follow s fro m th e proo f  o f   theore m (1.3.8 ) 

tha t  li m S k �  ((o )  exist s P­a.s .  S o fo r  ever y n  >  1 ,  S^ ,   i s  constan t  fo r 

k  sufficientl y  large ,  sa y k   >  1C .   I t  follow s  tha t   (V k,   ^kM_ )   i s 

constan t  fo r  k  > zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  K^,  wher e hL ^  =  li m Sj^ ^  £  n . 

Defin e fo r  n  £  1 :  f _ =  li m Vi_ . 
"   k—̂ °   ^ ^ 

I t  i s  clea r   tha t  th e sequenc e (f n) n>i   i s a n i.i.d .  sequenc e o f  rando m 

variables .  Le t  A  €  ty,  the n 

"(A^k )   „(A ) 
P(f „  €  A )  =  li m  V(V  ̂ 6  A )  =  li m  =  — —  . 

^ n  I  k H r o  »■ k n  I  k ^ ,  u ( U k )   u ( u ) 

Finally ,  i t  i s  clea r  tha t  th e (U k)­subsequenc e o f  th e sequenc e (f n) n>i 

i s P­a.s .  equa l  t o (V kj)j>r. n 



CHAPTER 2 

EXCURSION THEORY 

Let  Y  b e a  standar d Marko v proces s wit h stat e spac e S  an d le t  a  €  S  b e 

a  give n  state ,  whic h  i s  recurren t   fo r  Y .   I n  [25] ,  It ö define d  th e 

excursio n proces s o f  Y  wit h  respec t   t o P „   i n  th e  followin g way :  le t 

S(t )   b e  th e  invers e  loca l   tim e  o f   Y   a t   a .   I f   t   i s   suc h  tha t 

S(t­ )  <  S(t) ,  the n th e functio n u t  define d b y 

'  Y(S(t­)+s )   .  0  <  s  <  S(t)­S(t­ ) 
u t (s )  = 

. a  .  s  >  S(t )  ­  S(t­ ) 

i s  calle d  th e excursio n o f  Y   i n  ]S(t­) ,   S(t)[ .   It ó prove d  tha t  th e 

rando m distributio n o f  th e point s (t,u t ) ,   t  €  { s :  S(s­ )  <  S(s)} ,  i s  a 

Poisso n poin t  proces s o n [O, 0^  x  U ,  wher e U  denote s  th e spac e o f  al l 

excursions .   I n  th e  firs t   par t   o f   thi s  chapte r   w e  wil l   stud y  th e 

excursion s  o f  a   Ra y proces s Y   i n  th e maxima l   component s  o f   [0, m[\ . 

wher e Z  =  ( t  6  [0. 00[   :  Y t  =  a  o r  Y t _ =  a} .  Th e stron g Marko v propert y 

implie s  tha t   th e  sequenc e o f   excursion s  i n  th e  interval s  o f   lengt h 

greate r   tha n a  give n positiv e rea l  numbe r  r ,  i s  a n i.i.d .  sequenc e wit h 

respec t   t o P   Usin g  th e  theore m o f  Greenwoo d &  Pitma n  (se e sectio n 

(1.3)) ,  on e ca n construc t   th e Itö­Poisso n poin t  proces s o f  excursion s 

withou t   th e explici t   introductio n  o f   loca l   time ;   th e characteristi c 

measur e u  i s determine d b y th e sub­Marko v semigrou p (K t ) t >Q define d b y 

Kt (x.dy )  =  P x[Y t  e  dy ;  Y g,  Y s_zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ï  a  fo r  al l  s  <  t ]  an d a n entranc e la w 

fo r  th e semigrou p (K t ) .  I f  th e stat e a  i s regula r  fo r  Y ,  th e tota l  mas s 

of   v i s  +» . 

I n th e las t  par t  o f  th e chapte r  w e construc t  stochasti c processe s fro m 

Itö­Poisso n poin t  processes .  Le t  P  b e a n Itö­Poisso n poin t  proces s wit h 
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characteristi c  measur e  u   determine d  b y  th e  semigrou p  (K t )   an d  a n 

entranc e  la w  (T) S) S>Q  f° r  t n e  semigrou p (K t )  suc h tha t  r/ s({a} )  =  0  fo r 

ever y s  >  0 ,  suc h tha t  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

[   (1­ e  u )u(du )  <  «> . 

U 
The stochasti c proces s Y  constructe d b y concatenatio n o f  th e excursion s 

of  P ,  wil l   tur n ou t   t o hav e  th e simpl e Marko v property :   th e proo f  o f 

thi s propert y  i s base d o n a n applicatio n  o f   th e renewa l  propert y o f 

Itö­Poisso n poin t  processe s an d a n applicatio n o f   th e Pal m formula .  Of 

course ,  th e assumption s abou t  u  ar e necessar y t o ge t  a  Marko v evolutio n 

of  th e proces s insid e a n excursion .  We wil l  giv e sufficien t  condition s 

fo r   th e proces s Y   t o b e a  Ra y process .  A  simpl e calculatio n base d o n 

th e Pal m formul a wil l  giv e a  formul a fo r  th e resolven t  o f  Y .  Furthe r  w e 

wil l  giv e a  formul a fo r  th e Blumenthal­Getoo r   loca l  tim e o f  Y  a t  stat e 

a.  Finally ,  w e wil l  giv e a n exampl e o f   th e constructio n o f  a  Marko v 

proces s fro m a  Co x poin t  process . 

2. 1  Ra y processes . 

Thi s sectio n contain s a  summar y o f  som e importan t  o f  propertie s o f  Ra y 

processes .  Fo r  proof s w e refe r  t o th e book s o f  Getoo r  [15 ]  an d William s 

[59] .  Le t  E  denot e a  compac t  metri c spac e wit h Bore l  cr­algebra . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  S.  C(E ) 

i s th e spac e o f  continuou s function s o n E . 

A famil y (R\)x> o ° f  kernel s o n (E,ê )  i s calle d a  Ra y resolven t  o n E  i f 

(i )   XR^ l  <  1 ,   ( X >  0) ,   (sub­Marko v property) , 

(ii )   R ­̂R^+(X­fx)R^R^=0 ,  (X, n >  0) ,   (resolven t  equation) , 

(iii )   R X(C(E) )  CC(E) ,   ( X >  0) , 

(iv )   U   CSM0 separate s th e point s o f  E ,  (Ra y property) , 
a£0 

wher e CSM11 i s  th e famil y o f  continuou s a­supermedia n function s relativ e 

t o  (Rj.) .  Ther e  i s a   standar d constructio n  t o chang e a  Ra y  resolven t 

(R^ )  int o a  Marko v Ra y resolven t  (i.e .  XR^ l  =  1  fo r  ever y X  >  0 )  o n a 

spac e 
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E' ,   whic h  arise s  fro m E  b y  adjoinin g  a n  isolate d  point .  S o w e may 

suppos e  tha t  (R\ )  i s  a  Marko v Ra y resolven t  o n E .  Th e constructio n o f 

th e Ra y proces s wit h resolven t   (RT. )  goe s vi a a  Marko v semigrou p (P t ) t so 

whose existenc e an d uniquenes s i s guarantee d b y a  theore m o f  Ray . 

2.1. 1  Theore m  (Ray) .  Le t  (R^ )  b e a  Marko v Ra y resolven t  o n a  compac t  metri c 

spac e  E .   The n  ther e  exist s  a   uniqu e  Marko v  semigrou p  (PfJtX ) 

satisfyin g fo r  f  €  C(E )  an d x  €  E 

(i )   t  ­ » P t f(x )  i s  righ t  continuou s o n [0,°>[ , 

(ii )  R xf(x )  =  [e~ Xt  P t f(x)d t   (X>0) . 

Proof .  Se e William s [59] ,  p .  187 .  □  

Let   (R\̂ X> 0 ^ e  a   Marko v Ra y  resolven t   o n E  an d  le t   (P«­)t> 0 b e  th e 

semigrou p determine d b y  (R^) .  We continu e wit h a  brie f  descriptio n o f 

th e constructio n  o f   th e canonica l   realizatio n  o f   th e Marko v proces s 

wit h transitio n semigrou p (P t ) . 

The  sampl e  spac e fi  i s   th e spac e  DI­ Q „(­(E )  o f   cadla g  function s  fro m 

[0,°° [  t o E .  Le t  Y=(Y t ) t vg b e th e coordinat e proces s o n Q: 

Yt ((j)=u(t )   fo r  u€fi ,  t>0 . 

Let  3? t  b e th e a­algebr a o( Y ,0<s<t )  o nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  0 generate d b y th e maps Y  ,  s£t . 

and ?   =  a(Y t ,t>0) .  Fo r  ever y probabilit y  j x  o n  (E,fi) ,   ther e exist s a 

uniqu e probabilit y  measur e P   o n (fi,! ? )  suc h tha t  fo r  0£t̂ <  ...^t n 

= Jp(dx )  P 0(x.dx 0)P t i (x 0 ,dx 1)P t2 _ t i (x 1 .dx 2)...P VVi (x n_1 .dx n) . 

Let  (f i  .^,{?^} )  b e th e usua l  P  ­augmentatio n o f  (f i  ,?°,{?°}) ,  tha t  i s 

& 1  i s   th e P  ­completio n o f   9°  an d ?* £  i s  th e a­algebr a  generate d b y 

J°   =  ( 1 J °   an d  th e  clas s  o f   al l   P­nul l   set s  i n  &1.  The n 
t +  s> t  s   " 

Y =  (fi ,  3^ ,  {^} .  ( vt)t>0 '  Pu)  i s   a   s t r o n ë  Marko v process ,  thi s mean s 
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tha t  fo r  ever y  {J^­stoppin g  tim e T  an d ever y bounde d  ^­measurabl e 

rando m variabl e TJ o n fi  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E^  [r,oeT  .  i [ T < < 0 ] |^]  = EYJTJM­^KOO]  V a ­ S ­ ' 

see  Getoo r   [15] ,  p.24 .  Le t  D   b e  th e se t  o f  x   €   E   suc h  tha t 

P (x,­ )  =  6 X.  Th e se t  D  i s a  Bore l  subse t  o f  E .  Point s i n B  =  EV D ar e 

calle d branchpoints . 

p„[ Yf  €  D .  V t  >  0 ]  =  1   fo r  ever y u . 

So th e path s t  €  [O," ^  ­ » Y t (u )  ar e a.s .  righ t  continuou s function s wit h 

value s i n D  an d lef t  limit s i n E . 

2.1. 2  Theorem .   Le t zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  p.  b e  a   probabilit y   measur e  o n  E   an d  le t 

Y =  (fJ .  &.  {S^} ,  (Y t ) t ^ 0 ,   P^ )   w e  a s  above .   Le t   ( T J b e a n 

increasin g  sequenc e o f  {9 }̂­stoppin g  times .  Le t   r  =  su p T n an d 

A =  [ T <  ° °  ;  T  < T fo r  al l  n] .  I f  f  i s  a   bounde d  universall y 

measurabl e functio n o n E ,  the n P  ­a.s .  w e hav e 

yfov1^»]!^ *£n: = ̂ v ^ ­ r v +   V^T­WA­

Proof .  Se e Getoo r  [15] ,  p.25 .  O 

Y  =   (f) .  ? fi ,  {?*£} .   (Y t ) t > 0 ,   P„) ,  wher e  v  run s  throug h  th e se t  o f 

probabilit y  measure s o n (E,S )  wil l  b e calle d th e canonica l  realizatio n 

of  th e Ra y proces s associate d wit h th e resolven t   (RT.) .  Defin e  9 (resp . 

!? t )  a s th e intersectio n o f  th e a­algebra s ? ^  (resp' .  ?*f )  wher e f x  run s 

throug h th e se t  o f  al l  probabilit y  measure s o n (E,£) .  Y  als o ha s  th e 

stron g Marko v propert y wit h respec t  t o th e filtratio n {?*} . 

2. 2  Poin t  processe s o f  excursion s o f  a  Ray­proces s fro m a  give n state . 

Let  Y  b e th e (canonica l   realizatio n  o f   the )  Ra y proces s  wit h Ra y 

resolven t   (R\)\N Q o n t n e compac t  metri c stat e spac e E .  We wil l  us e th e 
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notation s  o f   sectio n  (2.1) .   Le t  a   €  E  b e a  give n state .  Th e polis h 

spac e o f   cadla g  function s  f   :  [0,<° [  ­ *  E  wil l   b e denote d  b y U.  Se e 

appendi x  A2 .  Th e Bore l   a­algebr a  1 /  o n U   i s equa l   t o  th e a­algebr a 

generate d  b y  th e coordinat e  evaluations .  Fo r   f  €  U ,   le t  Z(f )  b e th e 

close d se t  o f  point s a t  whic h f  approache s o r  hit s th e stat e a : 

Z(f )  =  { t  €  [0,o° [  :  f(t )  =  a  o r  f(t­ )  =  a} . 

The connecte d component s o f   [0,°>[\Z(f )  ar e calle d excursio n interval s 

fro m  a   o f   f .   Le t   I=]D,T [   b e  a n  excursio n  interva l   o f   f .   Th e map 

VT(f) :   [0.«> [  ­ » E  define d b y 

'  f(D+t )  i f  0  <  t  <  T­ D 

V ^ f X t )  =  " 
[ a  i f  t  >  T­ D 

i s calle d th e excursio n o f  th e functio n f  fro m poin t  a  o n th e excursio n 

interva l   I .   I f   i t   i s   clea r   fro m  whic h  poin t   th e  excursion s  ar e 

considered ,  w e wil l  spea k simpl y o f  excursion s an d excursio n interval s 

of  f .  Th e map f  :  f  6  U  ­ » f  f  €  [0,» [  define d b y 

Cf  =  inf(Z(f)\{0} ) 

i s  a  lowe r  semi­continuou s function ,  se e appendi x A2 .  I f 

inf(Z(f)\{0} )  >  0 ,  the n f r  i s  th e firs t  tim e afte r  zer o a t  whic h f  hit s 

or  approache s th e stat e a .  C(V T(f) )  =  T­ D i s calle d th e lengt h (o r  th e 

duration )  o f   th e excursio n Vr(f) .  We wil l  no w stud y  th e excursion s o f 

lengt h greate r   tha n r ,  fo r  a   fixe d positiv e r ,  o f  th e realization s o f 

th e Ra y proces s Y .  Denot e b y  (] D  (G>) ,  T_((�>)[) nsi   th e sequenc e o f  al l 

excursio n  interval s  o f   Y  (u )  wit h  lengt h exceedin g  r ,  enumerate d  i n 

suc h a   wa y  tha t  D  (a> )  ­  <  D   + I(OJ) ,   n   >   1 .  Thi s  sequenc e  i s a t  mos t 

countable ,  an d  i t   i s  als o possibl e  tha t   ther e ar e onl y finitel y many 

excursio n interval s o f   lengt h exceedin g r .  Th e excursio n correspondin g 

t o th e excursio n interva l  ] D (<o) ,  T n(u) [  wil l  b e denote d b y V n(u) . 

Not e  tha t  V n  :  <J €  fi  ­ » V n(u )  €  U   i s a  partiall y   defined ,  U­value d 

rando m variable .  Defin e T  (u )  =  + » i f  ther e ar e  les s tha n n  excursio n 

interval s o f  lengt h exceedin g r .  Not e tha t  T  : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA to €  fi  ­ » T  (u )  €  [0,"» ]  i s 

an (2f t )­stoppin g tim e fo r  eac h n>l . 
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Wit h  th e abov e  introduce d  definition s  an d notation s  w e  hav e th e 

followin g theorem . 

2.2. 1  Theorem .  Le t  Y  b e a  Ra y proces s o n E ,  a  €  E  an d r  >  0 . 

(i )   Th e sequenc e  o f  excursio n  interval s  fro m  a   o f   lengt h 

greate r  tha n r  i s  P  ­a.s .  a n infinit e sequenc e i f  an d onl y 

i f  P a [T x <  » ]  =  1 . 

(ii )  I f  P a[T ,  <  <*> ]  =  1 ,  the n th e sequenc e (V_) n>i  o f  excursion s 

fro m a  o f  lengt h greate r  tha n r  i s  a  sequenc e o f  indepen ­

dent ,  identicall y distribute d U­value d rando m variables . 

Proof .  We star t  wit h th e constructio n o f  a  sequenc e o f  (S? t )­stoppin g 

time s  whic h  increase s  t o Tj .  Le t  (̂ n) n>i   D e  a   strictl y   decreasin g 

sequenc e o f  positiv e rea l  numbers ,  6   1  0  ( n ­ » <») .  Th e sequenc e ( T
n) n>i 

define d b y 

Tn =  in f  { t  :  t  >  r .  Y t  €  B J 6 J an d Y S,Y S_ *  a ,  s  €  [t­r,t[ } 

wher e B zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  (6 )  i s  th e ope n bal l  i n E  wit h cente r  a  an d radiu s 6  ,  i s  a n 

increasin g  sequenc e  o f   (? t )­stoppin g  times .   Denot e  a s  i n  theore m 

(2.1.2 ) 

T =  su p T n an d A  =  [ T <  ° °  ;  T R <  T ,  n  >  1] . 

Let  ( o €  n  an d le t  t  b e suc h tha t  Y t (u )  o r  Y t _(u )  =  a  an d 

Ys((o) ,  Ys_(<o);fc i  fo r  al l  s  €  [t­r,t[ . 

I f  Y t (u )  =  a ,  the n T n(<j )  <  t  fo r  al l  n  >  1 . 

I f  Y t _(u )  =  a ,  the n fo r  ever y n  >  1  ther e exist s a  positiv e rea l  numbe r 

e n suc h tha t  Y r (u )  6   \(6n)  fo r  al l  r  €  ]t­e n,t[ .  Sinc e Y^ t _r^_(a) )   ? a , 

ther e exist s a n n> 0 suc h tha t  Y s(u )  ,Y S_(&) )  ï a  fo r  al l  s  €  [t­r­n ,  t­r] . 

Hence T  (co )  <  t  ­  min( e ,TJ )  <  t .  Consequentl y i n bot h case s T n(w )  <  t 

fo r  al l  n  >  1 . 

I t  follow s tha t  T(&> )  <  T^u) .   (1 ) 

To prov e th e convers e  inequalit y   T(<J )  >  Ti(u) ,  w e conside r   firs t  th e 
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cas e  tha t  u  €  A .  Sinc e Y T (u )  €  B &(6 n) ,   i t  follow s  tha t  Y T_(w)=a . 

Further ,  i t  i s  clea r  tha t  v
s((j) .  Y S_(CJ )  *  a  fo r  al l  s  e  [T((j)­r ,  T(CJ)[ . 

Hence  T(U )  i s  th e right­han d  endpoin t  o f  a n excursio n  interva l  o f 

lengt h greate r  tha n r  an d i t  follow s tha t  T\(<J )  <  T(U )  fo r  ( J €  A . 

Suppos e no w tha t zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  u  € A  an d T(U )  <   ">.  Fo r  k   sufficientl y  large , 

TU(CJ)=T((J )  .  Thi s implie s 

YT(U) ( " )  =  a  an d V s €  [­r((j)­r .  T(CJ) [   :  Y s(u) .  Y s_(u )  *  a . 

I t  follow s  tha t  T^u )  <  T(CJ )  .   (2 ) 

Fro m (1 )  an d (2 )  w e may conclud e tha t  TI=T . 

To prov e  (i )  le t  A ^  =  [T_ < °° ]  b e th e even t   tha t  ther e ar e a t  leas t  n 

excursion s o f  lengt h greate r   tha n r  an d le t  A  b e th e even t   tha t  ther e 

i s a n infinit e sequenc e o f  excursion s o f  lengt h greate r  tha n r . 

Pa(Vl) = ̂ [T^­r V  V 
= y^T^oo/YCT,)^) ]  (stron g Marko v property ) 

= Ea[  a ^ r T ^ Y C T ^ M  v  *rjï 

by a n applicatio n o f  theore m  (2.1.2) .   I t  i s  clea r   tha t  Y j   =  a  o n 

[ T ^ J I  A* *  an d Y T _  =  a  o n A . 

Hence 

W l )  =  ̂ [ T ^ W ]   =  Pa( Al) Pa( V 
and b y mathematica l  inductio n 

W  =  ( Pa[ Tl <a>3) n­
I t  follow s tha t 

Pa(A )  =  li m (PJT^»]) 1 1 =  1  if f  P J T J * » ]  =  1 . 

Thi s complete s th e proo f  o f   (i) . 

To prov e (ii )  le t  n> 2 an d le t  (f<)i<i< n b e a  finit e sequenc e o f  bounde d 

measurabl e function s o n U .  A n applicatio n o f  th e stron g Marko v propert y 

yield s 
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E a [ ^   f i < V i ) ] 

= EaCfi(vi)­f
2(

vi° v  • • •• • y v i  °  v ] zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

= E a[f 1(V 1)  E Y ( T i ) ( f 2 ( V l ) .   .. .  �  f n ( V l } ) ]  =   (*) . 

Conside r  firs t  th e cas e tha t  th e stat e a  i s a  branc h point .  The n 

Pa( A* )  *  P at YT =  a ]  =  0 . 

Hence Y   =  a  ( P ­a.s. )  an d th e sequenc e  (T_ )  foretell s   T=T I   an d T j  i s 

predictable .  I t  follow s tha t zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  9j  _= v  I ?  .  A n applicatio n o f  Galmarino' s 
1  n 

tes t   (se e  Dellacheri e  &   Meye r   [7] ,   p .   149 )   yield s  th e 

^T _­measurabilit y  o f  ,f,(Vj) .  S o 

(* )  =  E a [ f l ( Vl )  E a(  Y(T) [f 2( Vl)'­­­­ f n(Vl) l   v   *T n]) 3 

= E aCf l( Vl )  { Po( Yr­ dy )  V f 2( V l> ' " ­ ­   f n(V l ) ) ] 

= E aCf l( Vl )  J  P o( a ' dy )  Ey( f 2f Vl)­­" *   f n ( V l » ] 

=Ea[f 1(V 1)]E a[f 2(V 1).....f n(V n_1)] . 

I f   a   i s  no t   a   branc h  point ,   the n  b y  theore m  (2.1.2 ) 

PaCYCTj)^ ] 

= ̂ { a } 0 V ^   +  V 1 Aj Po( YT1 ­" d y ) 1 {a> { y ) )  =   ' � 
So i n bot h case s w e hav e 

EaCj i   f i( Vi) l  =  Vl(Vl)­^[ f 2 ( Vl ) '   �� ■  '  f n ( V l ) ] ' 

An inductio n argumen t  complete s th e proo f  o f  (ii) .   □  

Let  Y ,   r ,  a ,  D n,   T n  an d  V n  b e define d  a s  i n  th e beginnin g  o f   th e 

section .  Defin e th e maps 

Y (o))= a fo r  ever y s<t} , 

Yt (<j)= a o r  Y t _(<j)=a} , 

Yt (u)= a o r  Y t _(w)=a} . 

n ­ > [0,«] ,  p a(w )  =  sup{ t  >  0 

n ­ » [0.»] .  cr a(&j )  =  inf{ t  >  0 

n ­ > [0,«>] .  T a(o) )  =  inf{ t  >  0 

The maps   a  an d T   ar e stoppin g times .  Th e poin t  a  i s calle d a  holdin g 

poin t  fo r  Y  i f  P a[p a>0]  >  0 .  Defin e fo r  t> 0 th e kerne l  K t  o n (E,« )  b y 

Kt (x,A )  =  P x[Y t  €  A ,  CT a >  t] ,  x  6  E ,  A  €  S . 

The famil y (K t ) t ^Q i s a  sub­Marko v semigrou p o n (E,S) . 
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Defin e fo r  s> r  th e measur e e   o n (E,£ )  b y 

es( A)  =  P a[ YD1+s  €  A ­   D l + S  <  T x <  «] .  A  €  8 . 

Let zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  p. b e  th e P  ­distributio n o f  V^ ;  f i  i s  a   finit e measur e o n (U, 1?/) . 

Wit h  th e  abov e  introduce d  notation s  an d  definition s  w e  hav e  th e 

followin g lemma . 

2.2. 2  Lemma,  (i )   e sKt  =  e s+ t ,  s  >  r ,  t  >  0 : 

(ii )   Fo r  0  <  t j  <   <  t R an d X j   ^   €  E\{a } 

^[u(r+t t )  €  dx i .  i= l   n ] 

= e r+ t l  (^l^t.­t ,  ( xl  ■ dx2)  �  �  ­ Kt  ­ t   ,  (*n­ l  ­«^i) : 1  2   1   n   n­ 1 
(iii )  P a[r a=0]  =  0  o r  1 . 

Proof .  Not e  tha t  Dj+ s i s a  stoppin g tim e fo r  s  >  r .  Le t  A  €   8,  s> r  an d 

t>0 ,  the n 

es Kt( A) = I Pa[ YD1+s  €  <* �  V s < T l < a > ]  P x[Y t €A,  a a>t ] 

= Ml [D 1 + s<T 1 <«] E X „   C W ^  V ' ] ) 

=  EaS­1[D 1+s<T1<«>'] liagoBD  + g  >t] 1A^YD1+s+t) ] 

(stron g Marko v property )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

= <WA)­
Thi s  complete s  th e  proo f   o f   th e  firs t   par t   o f   th e  lemma .   Le t 

0 <  t 1 <... <  t n an d  xl  x R €  E\{a} , 

fi[u(r+t i )  £  dxj ,  i= l   n ] 

= PaLVrCT^» .  a aoe Di+r >t n.  Y t .°e Dl+ r  €  dxj ,  i= l   n ] 

= JM^) P J V ^ ­  i=1  n­CTa>  tnL 

by a n applicatio n o f  th e stron g Marko v propert y o n stoppin g  tim e D,+r . 

A repeate d applicatio n o f  th e simpl e Marko v propert y yield s 

Px[Y t .  6  d X i ,   i= l   n ,  a a >  t n] 

= K ^ C x . d x ^ K ^ ^ . d x a ) .  .  .K t n _ t n i (x n _ 1 ,dx n ) . 

An applicatio n o f  statemen t  (i )  complete s th e proo f  o f  (ii) . 
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The  thir d  statemen t   i s  a   consequenc e  o f   Blumenthal' s  0 1  law ,   se e 

William s [59] ,  p .  126 .  D 

Let  X  b e  th e produc t  T  x  U  o f  th e halflin e T  =  [0,°° [  wit h  th e usua l 

topolog y an d th e polis h spac e U  o f  cadla g function s f  :  [0, <x>[  ­ » E . 

Let  a  €  E  an d le t zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  V b e th e famil y o f  ope n subset s o f  X  define d b y 

y = { A C X : A = I x [ f > t ] ,   I C T  ope n an d bounded ,  t  >  0} , 

wher e f   i s  th e firs t   tim e afte r  zer o a t  whic h f  hit s o r  approache s a . 

The element s o f  U,, ,  =  { u :  u  €  U ,  f   >  0 }  wil l  b e calle d excursions .  Le t 

Y,   a  an d K t  b e define d a s abov e an d le t  Y  b e th e proces s define d b y 

­   f  Y t   i f   c  <  CT a 
Y t   =  ■ 

a  i f   t  >  CT„ ^   —  a 

Denot e b y a^ ,  x  €  E .  th e P  ­distributio n o f  Y .  The n t c i s a  probabilit y 

measur e o n U  an d  th e finite­dimensiona l  distribution s o f   a  ar e give n 

by 

«*([»» (  tj )  €  dxj ,  i= l   n] ) 

= K t 1( x ' dx l) Kt 2­t 1( x l­ dx 2)­" Kt n­t n_1( xn­l' dx n) ­

wher e 0<tj<... < t   an d x ^   > L €  E\{a} .  Th e shif t  operato r  o n U  wil l 

als o b e denote d b y 6 t ,  s o fo r  t̂ O an d u  €  U ,  6 t u  i s th e elemen t  o f  U 

define d b y 

(9 t u)(s )  =  u(s+t) ,  s>0 . 

Wit h  th e  abov e  introduce d  notation s  an d  definition s  w e  hav e  th e 

followin g theorem . 

2.2. 3  Theorem .  Le t  Y  b e a  Ra y proces s an d a  €  E ,  whic h i s no t  a  holdin g poin t 

fo r  Y  an d  le t  P a[T T <  <° ]  =  1  fo r  som e r  >  0  wher e T j  denote s th e 

endpoin t  o f  th e firs t  excursio n o f  lengt h greate r  tha n r . 

I f   P a[ T
a=0]  =   0   ther e  exist s  a n  i.i.d .   sequenc e  (? n) n\ i   o n 

(Q,?, P )  o f  U ro ­value d  rando m variable s whos e  [f>l]­subsequenc e 

i s th e sequenc e o f  excursion s o f  Y  o f  lengt h exceedin g I . 
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I f  P   [ T =0]= 1  ther e exist s a n y­finit e  Itö­Poisso n poin t  proces s 

N  define d  o n  (O.^. P )  whos e  [ f  >  l]­subsequenc e  i s  th e sequenc e 

of  excursion s o f  Y  o f   lengt h exceedin g I . 

The characteristi c measur ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  v o f  N   i s a  a­finit e measure  o n U,, ,  havin g 

th e followin g properties , 

(i )   u   i s concentrate d o n { u  :  u  €   \]m an d u(s)= a fo r  ever y s  >  f  } , 

(ii )   fo r  eac h  f  e  b^, ,   t  >  0  an d A  €  a( u e  U M  ­ » u(r) ,   r  <   t )  w e 

hav e 

f   f(e f u)u(du )  =   [   a l l f M ( f )  u(du) , 
JAD[f>t ]   V   l  '  V   '  JAH[f>t ]   u(z> 

(iii )  u([ f  >  t] )  <  «o fo r  ever y  t  >  0 . 

Proof .   Le t   (r^kv i   b e a   strictl y  decreasin g  sequenc e  o f   positiv e  rea l 

numbers ,   suc h  tha t   li m rĵ = 0 an d P a[T i  i<°°]=l ,  wher e T, i   i s   th e endpoin t 

of   th e firs t  excursio n o f   lengt h exceedin g rj .  Fo r  k, n =  1,2,.. .  denot e 

k v  D'­Hm '̂O '   ^kn^^l ­   r e s P­   ^kn^ co^   t n e  n   excursio n  interva l   resp . 

excursio n  o f   th e  realizatio n  Y   (<J )  wit h  lengt h  exceedin g  r̂ .   Sinc e 

Tkl   <  T^j ,   i t   follow s  tha t   P a[Tj <i<
a>]= l   an d  th e  sequenc e  (Vj <n) n^ ^   o f 

excursion s  o f   lengt h  exceedin g  r ^   i s a n  i.i.d .   sequenc e  o f   U­value d 

rando m variables ,  se e theore m  (2.2.1) . 

Defin e  fo r  k=l, 2 

Uk  =  { u :  u  € U .   f u  >  r k } , 

V k =  ( Vkl ­   V k2' ­ ­ ­ ) ­

" k =  V kl( Pa)   « ^ 

Pk =   u k( Ul ) " 

Then  (Uĵ .V^J^^ j   i s  a  neste d  arra y  o n  (n,?,P a) ,   se e  sectio n  (1.3 )  fo r 

th e definitio n o f  a  neste d array . 

I f  P Q [ T = 0 > 0 ,   the n li m  p, ,  >  0 . 
a  a   k­ » »   K 

Indeed ,  s  inc e li m  l y (V^ i  (<■>) )  =   lr T > r   ­](" )  o n  [ T & > 0 ]  ,  w e hav e 
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üï ï  ̂   =  Ü S P at Vkl 6 U l ^  =  P a[ Ta >  r l 3 >  O­

By corollar y  (1.3.10 )  ther e exist s a n i.i.d .  sequenc e  (f n) ns i   o f  rando m 

variable s whos e U^­subsequenc e  i s P  ­a.s .  equa l   t o (Vj_) n\i . 

I f   P=, [T O=0]=1 .   the n li m  p i =  0 . a  a   k_ » oo  K 

Indeed ,   sinc e a  i s no t  a  holdin g poin t  fo r  Y ,  w e hav e  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

*a« w : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  *u­  ^  >­ V   Vkl  *  U l » =  J 

whic h  implie s  tha t  li m p, ,  =  li m P_[Vi, i  €  U ,  ]  =  0 . 
k­* °   k­* » 

I t  follow s  fro m  theore m  (1.3.8 )  tha t  P  ­a.s .  th e limit s 

*j n =  i* S P k Skj n  (n.J=1.2.... ) 

exist ,   wher e  fo r  k> j   Sî j   denote s  th e inde x o f  th e n   excursio n o f 

lengt h greate r   tha n r  .  i n th e sequenc e  (Vj_.) nvi  o f  excursion s o f  lengt h 

greate r   tha n r^ .  Th e P  ­a.s .  define d  rando m variabl e 

oo 
N  : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA u  e n  ­ »  2   2   6[t  ,  >   v  ,,,�,■ > 

j= l   mV.^tV  ̂ I ' j nW­VjnW ) 

i s a n  y­finit e  Itö­Poisso n  poin t   proces s  o n U OT wit h  characteristi c 

measur e u  determine d b y 

u(Uj)= l   an d ui y  =  u. . 

Further ,  th e U­subsequenc e o f  N  i s th e sequenc e (Vr̂ J­x i  whic h implie s 

tha t   fo r   ever y  l> 0  th e  [f>l]­subsequenc e  o f   N   i s  th e  sequenc e  o f 

excursion s o f  Y  o f  lengt h exceedin g I . 

I f   ( rk)i,> i  i s  anothe r   strictl y decreasin g  sequenc e  o f  positiv e  rea l 

number s  wit h  th e  sam e propertie s a s  th e  sequenc e  ( r k)k>i ­   the n  th e 

It6­Poisso n poin t  proces s N '   constructe d  a s abov e  startin g  fro m  th e 

sequenc e  (ru )  ha s a  characteristi c measur e  v'  whic h differ s onl y b y a 

multiplicativ e constan t  fro m i> ,  se e corollar y  (1.3.9) . 

We continu e wit h a  proo f  o f  propert y (ii) . 

Fi x t  >  0  an d choos e k  suc h tha t  r ^  <  t . 

Let  fo r  0   i  t j  <   .. .  <   t ^  <   t .  0  <  S j   < .  .  .  <   s n,  A 1  A ^  €   ê an d 

A =  [u( ti ) € A A.  i= l   I ] 

f l   f n € b S 
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f(u )  =   8   f^uCsJ) .   u  €  U . 
J=l   J   J 

Then b y definitio n o f zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA v 

\  f(B f u)  u(du ) 
JAn[f>t ]   t 

=  f   f(9 t u)u w(du ) 

EaC  \  1 Ai ( Vkl( t i))­ 1[f(V kl )>t] '  *  'j(V ki(sj+t)) ] 
Pa[ Tkl >Dkl +r l ]  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 
__.  .....  ..  .  .  ..  ^  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V 

V 

— — ­ ^ [ ^ ( Y f ^ t , ) ) ­ ! ^ , ^ ^  J  fjCYC­j)).^ 
iL 1 kl > u kl + r l J 

­ ^ — — ­  ^  l A l ( ^ l « 1 ) ) ­ l [ D k l + t c r k l ] ­ Y ( D l t l + t ) ( n ] 
J T k l > D k l + r l 3 

(by  an  application  of  the  strong  Markov  property) 

=zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  \  a„m( f )  u(du)­
JAfl[C>t]  n^l 

A standar d monoton e clas s argumen t  complete s th e proo f  o f   (ii) . 

For  th e proo f  o f  (i )  firs t  not e tha t  th e se t 

W =  { u :  u  €  U,, ,  an d u(s )  =  a  fo r  ever y s  >  f  } 

i s a  measurabl e subse t  o f  U^ .  I t  i s  clea r  tha t  a„(lm )  =  0  fo r  ever y x  € 

E.  S o (ii )  implie s 

J [ p t ]  W )  "( du) =  { [c>t] «u(t)dw) u(du) = °' 
On  the  o the r  hand,  if  f  >  t  then  l™(9..u)  =  lm(u). 

Hence 

lw( u )  u(du)  =  lim  lw(u)  ufdu) 
Ju ro

  w  t lo  J [ f> t ]  w ' 
= li m I   lw(e^u )  u(du )  =  0 , 

tl O J[Pt ]  W^  l   '  K  ' 

whic h complete s  th e proo f  o f  (i) .  Finally ,  u([C>t] )  =  n t (E )  <  <»  fo r 

ever y t  >  0 .  0 

A famil y o f  finit e measure s (e­ s) s\ n o n (E,4 )  wil l  b e calle d a n entranc e 

la w fo r  th e (sub­Markov )  semigrou p (K t ) t >Q wheneve r 

esKt  =  e s + t  fo r  al l  s  >  0 ,  t  >  0 . 
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2.2. 4  Theorem .  Ther e i s a  one­to­on e correspondenc e betwee n a­finit e measure s 

m o n (Un,,̂ )  satisfyin g propertie s  (i) ,  (ii )  an d  (iii )  o f   theore m 

(2.2.3 )  an d entranc e law s (e s) s>o fo r  th e semi­grou p (K t )  satisfyin g 

£s({a})= 0 fo r  ever y s  >  0 . 

Proof .  Le t  u s  firs t  assum e  tha t  m  i s a  CT­finite  measur e  o nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  (. m̂­%o) 

satisfyin g propertie s (i) ,  (ii )  an d (iii )  o f  theore m (2.2.3) . 

Defin e fo r  s  >  0  an d A  €   ê 

es(A )  =  m({ u :  u  €  u,, .  u(s )  €  A ,  C u >  s}) . 

(e s) s>o * s a   family.o f  finit e measure s o n (E ,   S)  satisfyin g £ s({a})=0 , 

s>0.  Fo r  A  €   S,  denotin g A\{a }  b y A' , 

esKt (A )  =  Jm(u(s)€dx ,  f u>s)  ̂ [^.(Y,.) ;  u a>t ]  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

=  t u > « ] m ( d U ) E u ( S ) C l A ' ( Y t ) 3 

= Ws 3  m(dU)  au ( s ) [ lA ' (u(t)) ] 

=  L, .  „   n m(du )  lA'( u( s+t ) )   (° y propert y (ii) ) 
J [C U

> S ] 

=  L ­  x zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ­, m ( d u )  1 A'( u ( s+ t ) )  ( bv P r o Pe r t y C 1) ) 

= Ê s+t( A' )  =  £ s+t( A) ­

So  (Ê S) S>Q  i s   an  entranc e  law ,  whic h  prove s  th e  firs t   hal f   o f   th e 

theorem . 

To prov e th e secon d hal f  o f  th e theorem ,  le t  (£o)o> n b e a n entranc e la w 

fo r  th e semigrou p (K t )  satisfyin g e  ({a})=0 ,  s  >  0 . 

Defin e fo r  t  >  0 

\  = { B :  B  C  U r o an d B =  [Pt ]  D  O^fA )  fo r  som e A  6   %,} 

wher e   ̂ denote s th e Bore l  (7­algebr a o n U,,, . 

The set s 

{ u :  u  €  U.. .  f u >  t .  u(t+ Sl )  €  Fj .  1= 1  n } 

wher e n>l ,  0<s<...< s  an d F j   F n €   S,  generat e th e a­algebr a  3'. 

I f  r<t ,  the n   <%,  D <S r  D  <8 t .  Indeed ,  le t  B  €  <8 t .  sa y B  =  [ C >  t ]  n   e'^A ) 
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wit h A  € zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  \ 1 . The n B  =  [ f  >  r ]  f l  6 r
1([f>t­r ]  n  9 t I r (A) )  €  <S r.  Not e tha t 

U  Ï, .  i s  a  rin g generatin g  1L.. Th e setfunctio n  p.t define d o n H)t b y 
t> 0  z  L   L 

Mt ([C>t ]  n  e^(A) )  =  Je t (dx)a x(A) .   A  €   %,. 

i s a  finit e measur e o n th e rin g t St ,  whils t  fo r  r< t 

M C O t ] ™ ­ ^ }   =  Je r (dx )  a x[f>t­r .  1 A o  e t _r ] 

= K ( & )  ̂ [ O t ­ r ü ^ A  °  Y ( 6t­r) ] 

=  £ r (dx )   K t _r (x,dy)aL r (A )  (simpl e Marko v property ) 

= Je t (dy )  ay(A ) 

= fx r ([C>t]ne­ 1A) . 

I t  follow s tha t  w e ca n defin e a  setfunctio n  fx o n  U   ^êt b y puttin g 
t> 0  t 

ji(B )  =  jx t (B)  i f  B  e  «S t . 

]i  i s  a  a­finit e measur e o n th e rin g  U   "3,. ,  an d ha s a  uniqu e extensio n  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
t>o 

to  a  a ­ f in i te  measure  on  (VW%B)  •  s e e  Halmos  [18],  From  standard 

monotone  class  arguments  i t  follows  that  for  f  €  b ^ ,  and  t>0 

J  u(du)  f(6 tu)  =  Je t(dx)  ^ ( f ) .  (*) 

Fix  t  >  0  and  define 

A =  [u ( r . )  6  A.,  i=l  I] 

where  0<r ,<. . .<r ,<t  and  A,  A,  € &. 

For  0<r<r 1 an d f  €   b%„ 

{  u(du )  f(9 t u) 

=  l*A**)   J M ^ J C . ^   l[u(r 1­r)€A 1](
u) ]  '[C>t­r]( u) f ( 9t­r u) 

= { M d * )  J ax (du ^ 12 i  1 [u(r 1­r)€A 1](
u) 3  1 [C>t­r]( uK(t­r)( f ) 

by a n applicatio n o f  th e (simple )  Marko v propert y 

=  I [ P r ]  **»*&   W i + O e A ^ V O ]  l [ f > t ­ r ] ( e r u )  «e ru(t­r)< f> 

by  (*) 

fx(du)  a„r»­v(f). 

This  proves  the  formula 
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f   f(0 f u)u(du )  =   f zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  * lft.s(£)v(du) 

fo r  elementar y set s A .  Fro m a  standar d monoton e clas s argumen t  follow s 

tha t   thi s formul a i s tru e fo r  al l  A  €  CT(U €   Vm ­ » u(r) ,  r  <  t) .  A s i n 

th e proo f  o f  theore m (2.2.3 )  i t  no w follow s tha t   v  i s  concentrate d o n 

th e se t  { u :  u  €  U ^  an d u(s )  =  a  fo r  al l  s  >  C u} .  Fro m th e definitio n 

of   v i t  i s  clea r  tha t  u([ f  >  t] )  <  ° °  fo r  al l  t  >  0 ,  whic h complete s th e 

proo f  . 0 

2.2. 5  Remark .   I n theore m  (2.2.3 )  th e excursion s o f  Y  ar e considere d  o n th e 

probabilit y   spac e  (fl,?, P ) .  I t   i s  clea r   tha t   o n a  probabilit y   spac e 

(fi,?, P )  w e hav e  t o ad d  t o  th e  Itö­Poisso n poin t  proces s  (o r   t o th e 

i.i.d .  sequenc e (f n) n\i)
 a   firs t  excursio n describin g th e proces s Y  u p 

t o tim e  a  . Le t  x  €  E ,  x  ̂  a .  Th e map W :  Q ­ *  U  define d b y 

(W«)(t ) 
Yt (w )   fo r  t  <  <7 a(u ) 

a  fo r  t  >  <7 (u ) 

i s a  U m­value d rando m variable ,  describin g th e proces s Y  u p t o tim e a_ . 

As  i n  th e  proo f   o f   theore m  (2.2.3) ,   le t   ( r k)k> l  ^ e  a   stI "i ct l y 

decreasin g  sequenc e  o f  positiv e  rea l   numbers ,  r ^   I  0  a s k   ­ » °° .  Fo r 

k, n =   1,2,.. .   Vĵ jfu )  denote s  th e n   excursio n  fro m a   wit h  lengt h 

exceedin g r ^  o f  th e realizatio n Y.( 9  u) .  S o Vji^u )  =  Vĵ ( 8 u) . 
a 

Defin e th e vecto r  V £ b y V £ =  (V^j ,  V* ^   ) . 

As i n lemm a (2.2.2 )  w e ca n prov e tha t  fo r  ever y x  €  E\{a }  th e sequenc e 

(V£ ,  Uĵ ĵ j  i s  a  neste d arra y o n (n,y,P x)  an d 

PX[W€B,  V ^  €  A t .  1= 1  n ]  =  P X[W£B]  P a[V ki €Ai  .1= 1  n ] 

fo r  ever y n  £  1 ,  B ,  A j   A n €  <?/ . 

When P a[" r   =  0 ]  =  1 ,  w e defin e th e poin t  processe s N x an d Q *  b y 
Nx  :  ( J €   Q ­* N( 9  u) ,  N  a s i n theore m (2.2.3) , 

a 
and 

Q*  :  u  €  n  ­ » 6 (0.W(«)) ­
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I t  follow s tha t  th e poin t  processe s N x an d Q x define d o n (fi.Sf. P )  ar e 

independen t   an d  a s  i n  theore m  (2.2.3 )   th e  poin t   proces s  N x  i s  a n 

Itö­Poisso n poin t  proces s wit h th e sam e characteristi c measur e u  a s N . 

2.2. 6  Remark .   I f   stat e a   i s a   holdin g  poin t   fo r  Y ,   the n  ther e exist s a n 

i.i.d .  sequenc e (f n) nsi  o n (n,?.P )  o f  U ­̂value d rando m variable s whos e 

[f>l]­subsequenc e  i s th e sequenc e o f  excursion s o f  Y  o f  lengt h greate r 

tha n I .  Betwee n tw o consecutiv e excursion s th e proces s Y  remain s i n th e 

stat e a .  Thes e tim e interval s ar e exponentiall y  distributed . 

2. 3  Constructio n o f  stochasti c processe s fro m It6­Poisso n poin t  processes . 

We wil l  star t  thi s sectio n wit h a  lis t  o f  th e notation s an d definition s 

used throughou t  thi s section . 

2.3. 1  Notation s an d definitions . 

As i n sectio n (2.2 )  (E,p )  wil l  denot e a  compac t  metri c spac e wit h Bore l 

a­algebr azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  £ an d a  €  E  wil l  b e a  give n poin t  o f  E .  Th e spac e o f  ca d la g 

function s define d o n T=[0,°>r _ wit h value s  i n E  wil l  b e denote d b y U . 

Endowed  wit h  th e Skoroho d  topology ,  U   i s a   polis h  space .  Th e Bore l 

a­algebr a o n U  wil l  b e denote d b y   °U an d thi s a­algebr a  i s generate d b y 

th e coordinat e evaluation s o n U .  Th e map f  :  U  ­ » [0,«> ]  i s define d b y 

f(u )  =  C u =  in f  { t  :  t  >  0 ,  u(t )  =  a  o r  u(t­ )  =  a} . 

For  u  6   \Jm  = [ f  >  0 ]  th e numbe r  f   i s  th e firs t  "time "  afte r  zer o tha t 

u  hit s  o r  approache s a .  Th e map  f   i s   lowe r   semi­continuous .  On th e 

spac e  (E,£ )  ther e wil l  b e give n a  Marko v semigrou p o f  kernel s  (P t ) t >o 

suc h  tha t   fo r  ever y x  € E   ther e exist s a  probabilit y   measur e a „  o n 

(U,°U) whic h i s concentrate d o n th e se t  {u€ U :  u(t )  =  a  fo r  al l   t  ̂  f  } 

and whic h ha s finite­dimensiona l  distribution s give n b y 



68 

o y X t j )  €  dx ^   i=l,...,n ]  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

=  pt 1(*­ dx i) pt 2­t 1(*i­ dx2>  • ••  V v i ( X n ­ 1 , d 3 < n ) 

wher e O  <  t j  <  .. .  <  t n an d x^,...,x n e  E . 

For  t  > 0  th e kerne l  K t  o n (E,S )  i s define d b y 

Kt (x,dy )  =  o^uft )  e  dy ,  C u >  t] . 

The famil y   (KJ­KN Q  i s a  sub­Marko v semigrou p o f  kernel s o n  (E,S) .  On 

(E,£ )   ther e wil l   b e give n als o a   famil y  o f   finit e measure s ( T) s) s>n 

whic h i s a n entranc e la w fo r  th e semigrou p (K t ) t sg wit h 17 ({a} )  =  0  fo r 

ever y  s>0 .  B y  theore m  (2.2.4 )  ther e  i s a  uniqu e measur e o nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  (\lm,  %„) , 

whic h wil l  b e denote d b y u ,  satisfyin g th e thre e propertie s 

(i )   u  i s concentrate d o n { u €  U ^  :  u(s )  =  a  fo r  ever y s  >  f  } , 

(ii )   fo r  eac h f  €  b%, ,  t  >  0  an d A  €  a( u €  U m ­ » u(r )  ,  r  <  t )  w e 

have 

\  f(e r u)  u(du )  =  [   a „ m ( f )   u ( d u ) ­
JATl[C>t ]   t  J ATl[C>t ]   u^> 

(iii )  u([ f  >  t] )  <  <» fo r  ever y t  >  0 , 

suc h tha t 

Tl s(dx )  =  u([C u >  s ,  u(s )  €  dx]) ,  s  >  0 . 

We wil l  alway s conside r   v a s a  measur e o n U  b y puttin g u(U 00)  =  0 .  Th e 

produc t   topologica l   spac e T   x  U ,  wher e T   i s equippe d wit h  th e usua l 

topolog y wil l  b e denote d b y X  an d  A  i s  th e spac e o f  nonnegativ e Bore l 

measure s o n (X ,  95(X) )  whic h ar e finit e o n th e famil y y  consistin g o f 

th e subset s I  x  [ f  >  t ]  wher e I  run s throug h th e bounde d subinterval s 

of   T   an d  t  >  0 .   Th e  y­finit e  Itö­Poisso n  poin t   proces s  o n  U   wit h 

characteristi c  measur e  v  wil l   b e  denote d  b y  P .   (Th e  existenc e an d 

unicit y o f  P  follow s fro m propositio n (1.2.2). )  B y propositio n (1.3.1 ) 

P(̂ (J )  =  1 ,  wher e  A\  i s  th e se t  o f  y­finit e poin t  measure s   yi suc h tha t 

u({t }  x  U )  <  1  fo r  ever y t  >  0 . 

For   p. €. M' ,  i t  i s  clea r  tha t  supp(fx )  i s  a  countabl e set .  I f   y. €   M  ̂thi s 

set  ca n b e considere d a s a n ordere d subse t  ( u )   e   w   \  o f  U  wher e J((i ) 

denote s  th e  projectio n  o n  T   o f   supp(jj. )   an d  wher e  u   =   u   if f 
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(CT,U )  €  supp(ji) .  Le t  L   :  U  ­ » [0, ro [  b e a  given ,  measurabl e  functio n o n 

U.  Defin e fo r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  a €  T  an d  ]i  €   M[ 

B(CT,U )  =  2  {L(u T)  :  T  6  J(u )  an d  T  <   a) 

= Ju(drdv )  l [0ttr] (T)L(v ) 

and 

o­  €  J((i ) 

I f   T   =   C(u )   the n  denot e  b y   p.  th e  concatenatio n  o f   th e  function s 

uo­|[0,L(u CT)[ '   °  e   J { ^ '   t h a t   i S 

j l  :  T  ­» E , 

JI(s )  =  u a( s ­  B(o­,u) )  =  Jy(dTdv)(v­l [0iL{v) r)(s­B(T­.»i) ) 

wher e  a  €   J(fx )  suc h  tha t   s  €   [B(CT­,U) ,   B(a,fi)[ ;   th e  functio n u   i s 

calle d th e excursio n straddlin g s . 

I t  follow s tha t  fo r  a n ̂ ­finit e poin t  proces s Q  wit h phas e spac e X  suc h 

tha t 

Q({ u €   M[ :  T  =  C(n)} )  =  1 

th e maps Y   ,  s  £  Or  define d b y 

Ys  :  u  €   {p. €   M[  ■ T  =  C(u) }  ­»JI(s ) 

ar e  Q­a.e .   define d  rando m  variable s  o n  th e  probabilit y   spac e 

I n wha t  follow s w e wan t  t o conside r  a  constructio n o f  thi s kin d fo r  th e 

Itö­Poisso n  poin t   proces s  P .   Wit h  a n  extr a  assumptio n  abou t   th e 

characteristi c measur e  v o f  P  i t  wil l  tur n ou t  tha t  th e proces s 

Y =  (Y t ) t %Q i s a  Marko v process .  S o i t  i s  natura l  t o conside r  a  famil y 

of   probabilit y   measure s  (P x) xe£  o n  (M  ,<$(M  )) ,   wher e  P x  i s   th e 

probabilit y  distributio n o f  th e proces s Y  startin g i n x .  S o w e hav e t o 

add  a   firs t   poin t   t o  P   correspondin g  t o  a   star t   fro m  x   takin g  i n 

accoun t  th e give n transitio n probabilitie s (P t ) ­

Conside r   th e measurabl e map 

u  e  U  " » 6 (0.u )  e   M+­
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For  x zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ■£ a ,  Q ^  denote s th e imag e o f  th e probabilit y  measur e a x unde r 

thi s map .  ( L i s a  poin t  proces s wit h phas e  spac e X .  Th e intensit y 

measur e  \Q ,  th e Pal m measure s  (Qv)f T v l  anc ^  t n e Lapl ac e  transfor m 0 ^ 

ar e give n b y 

\  =  ö o ®  < V 

C9K)(T.V )  =  6 o ( T iV )   �   (T.v)ex . 

Q^f )  =  Ja x(du )  e­ f (°­ u) ,   f  €  »(X) +. 

Defin e 

'  Ox *  P   i f  x  €  E\{a } 
P x =  ■ 

P  i f  x  =  a 

( P )  e j 7 i s a   famil y  o f  poin t   processe s  o n X .  Th e mos t   importan t 

propertie s o f  th e poin t  processe s P   ar e collecte d  i n th e followin g 

lemma,  whos e straightforwar d proo f  i s  deleted . 

2.3. 2  Lemma.   Fo r  x   ^  a ,   th e intensit y  measur e  i p ,  th e Pal m  measure s 
x 

(P x)(­ _ v­> an d th e Laplac e  transfor m P   o f  th e poin t  proces s P  ar e 

give n b y 

( Px)(r,v )  = 

P„  *  6 r   fo r  v  €  U  an d r >  0 
X  Ö(r,v ) 

ó<­   *  P   fo r  v  e  U  an d T  =  0 
­   6 (o.v ) 

(P x)(f )   =  J« x(du )  e ­f (°' u)  ex p [­J(l­e" f )dX®u] ,  f  € 3S(X )  +  . 

Fur  the r 

Px(ii )  =  1 . 

Let   n  =   Ji[ an d  % th e trac e  o f  S6(J( +)  o n n .  Our  basi c  famil y o f 

probabilit y  space s wil l  b e (Q ,  ? ,  P x ) ,  x  €  E . 

Defin e fo r  u  €  f 2 an d r >  0 

A(T.U )  =  Jcj(do­du )  l]o,T]( a^u ­

X 
The rando m variabl e A (T )  i s  th e su m o f  th e length s o f  th e  excursion s 

up t o an d includin g tim e T ,  leavin g ou t  th e excursio n a t  tim e 0 .  A s a 
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functio n o f  T ,  A ( T , U )  i s  a  non­decreasin g  cadla g  functio n o n [0,°° [  fo r 

ever y u  €  fi.  Th e Laplac e  transfor m o f  th e rando m variabl e A ( T )  i s  give n 

by :  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L~*A(.T)  d P x =  ex p [­ T J(l­ e  u )p(du)] ,  X  >  0 .  x  e  E . 

n  u  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
From  now  on we w i l l  assume  tha t 

j ( l ­e  u)u(du)  < 
U 

Then  A ( T )   i s  P  ­a.s .  finit e fo r  ever y x  e  E .  Not e  tha t   th e famil y o f 

rando m variable s  (A(T))_V, Q i s a  subordinato r  whos e Lev y measur e i s  th e 

imag e f(u )  o f  th e measur e  v unde r  th e ma p f .  Se e fo r  subordinator s It ó 

[24] .   Additio n o f  a  linea r   ter m  TTT ,  T   i 0 ,  t o A ( T )  give s u s th e genera l 

for m o f  a   subordinato r   wit h  Lev y  measur e  f(u) .  Defin e  fo r  T  >  0  an d 

u e n 

o­ a(u )  =  ju(do­du )  1{ 0 } (CT)C U 

and 

B(T,<J )  =  cr a((ü )  +   A ( T , U )  +  TTT . 

I t   follow s  fro m  a   straightforwar d  calculatio n  tha t   th e  Laplac e 

transfor m o f  th e rando m variabl e B ( T )  i s  give n b y 

J e ­XB(T) d p ^  =   f   a d p ^ . e x p [ ­_ T ( X T+  Ux_e  ujujdu))] . 

For  u  €  n ,  denot e b y R(u )  th e rang e o f  B( ' ,<J) : 

R(GJ)   =  { s e  [0,» [   :  3 T :  s  =   B ( T , U ) } 

and le t  f(*,<J )  b e th e righ t  continuou s  invers e o f  B(',(o) : 

■p(s.u)  = in f   { T :  B(T,CJ )  >  S } ,   s  >  0 . 

I t  follow s fro m th e definitio n o f   <p tha t 

B(</>(s,(o)­,ü> )   i  s  <. B(<p(s,<o),(o ) 

fo r  ever y s  >  0 ,  wher e B(0­,t> )  =  0 .  Le t  J(CJ )  b e th e projectio n o f   th e 

suppor t  o f  th e measur e u  o n T : 

J(CJ )  =   {a €  T  :  0)({a }  x  U )  =  1} ,   u  €  1J . 

Not e  tha t   J((J )   i s  P  ­a.s .  a  discret e  subset  o f  T  i f  u(U )  <  » ,  an d a 

countable ,  dens e  subse t  o f  T  i f  u(U )  =  + 00. 

/ 
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Defin e fo r  u  G  fi 

C(w)  =   U   ,  [B(a­,G>) ,  B(o.«)[ . 

Wit h  th e  abov e  introduce d  definition s  an d  notation s  w e  hav e  th e 

followin g  lemma . 

2.3. 3  Lemma.  Le t  x  €  E .  The n P x­a.s . 

T = 

R((o )  +  C(u )   i f  u(U )  =  + » o r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  i  >  0 

C((o )   i f  0  <  u(U )  <  <=°  an d T  =  0 

wher e th e unio n i s a  unio n o f  disjoin t   sets . 

Proof .  Assum e  tha t  u(U )  =  +  ° °  o r   i  >  0 .  I t  i s  clea r   tha t   th e functio n 

B(*,u) ,   i s  P  ­a.s .  a  strictl y  increasin g  function ,  B(T,(J )  f  <*>  a s   r  ­ » °° . 

The assertio n i n th e lemm a follow s fro m appendi x  (A3.3) . 

We continu e wit h  th e cas e 0  <  u(U )  <   <*>  an d  i  =  0 .  I n thi s cas e J(u )  i s 

P  ­a.s .  a  discret e set ,  whic h ca n b e writte n a s J(u )  =  ( <7
n(

<u)) n>i  wit h 

a­, ((j )   <  o­ 2(<d )  < ■ �  �  Furthe r   an(<j)  ­ » ° °  a s n  ­ » » .  Sinc e ­ r  =  0 , 

B( a ­ ,  CJ )  =  B(o *   i,u )  an d th e assertio n o f  th e lemm a follows .  D 

Let  ( J €  n  an d t  >  0 .  I f  t  €  C(co) ,  u  i s th e excursio n  (i n u )  straddlin g 

t ,  i f  ther e exist s a  T  > 0 suc h  tha t  t  €   [B(T­ ,G)) ,   B(T ,CJ) [  an d cor T u ­\=l ; 

not e  tha t  T  =  ̂ (t.u )  an d tha t  f u =  B(<p( t  ,co )  ,(o )   ­  B(<p(t,u)­,w) . 

Wit h u  € 0  w e associat e a  functio n CJ :  T  ­ » E  define d b y 

[  u( t  ­  B(̂ >(t,&))­,t)) )  i f  t  e   C(<J ) 

u(t )  =   ■   ,   t  e  T , 

[ a  i f  t  €  C(u )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

where  u  i s  the  excursion  s t r add l ing  t .  Note  tha t 

u ( t )  =  L(dcrdu}  ( u ­ l r 0  r  r ) ( t ­ B ( a ­ . ( j ) )  if  t  €  C((j). 

a n d 

^ ( u ) ^ )  =  J"(dCTdu)  ^ Q . f  [( t ­B(cr­ , (o)) . 

I t  follows  that  the  map  w  €  (Q,$)  ­» <J €  (E  ,  S1)  i s  measurable.  Denote 

T 
th e coordinat e evaluation s o n E   b y Y t ,  t  >  0 ,  i.e . 
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Yt   :  E 1 ­*E .  Y t (f )  =  f(t) , 

and  th e imag e o f  th e probabilit y  measur e P   unde r  th e map w  ­» u b y P 

Then,   Y   =   {Y t
  :   t  >  0 }   i s  a n  E­value d  stochasti c  proces s  o n  th e 

T  T probabilit y  spac e ( E , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA S  ,  P  ) .  We continu e wit h th e calculatio n o f  th e 

finite­dimensiona l  distribution s o f   th e proces s Y .  Fro m th e definitio n 

of  th e measur e u i t   follow s tha t 

u([u(s )  €  dx ,  f u >  s+l] )  =  Tj s(dx )  P^x ,  E\{a}) ,  s, l  >  0 . 

Writin g P x  fo r  th e a ­̂distributio n o f  f , 

Px(dl )  = a  ̂ €  dl ]  =  dP^x ,  {a}) , 

we ge t 

u[u(s )  €  dx ,  f u­ s 6  dl ]  =  77 s(dx)P x(dl) ,   s. l  >  0 . 

2.3. 4  Proposition .  Le t  f  €  b £ suc h tha t  f(a )  =  0  . 

I f  u(U )  =  +° °  o r   1 >  0  the n 

EaCf(Y t ) ]  = 

and fo r  x  ̂  a 

Ex[f(Y t ) ]  = 

Jp(du )  Jd<p(q.u )  |T) t _q(dy )  f(y )   i f  t  >  0 

i f  t  =  0 

jK t (x,dy)f(y )  +  Jp x(dl )  a [ f ( Y w) ] .   i f  t  >  0 

r   ° 
[  jK 0(x,dy)f(y )  +  P x({0} )  a [f(Y Q) ]   i f  t  =  0 

I f  0  <  u(U )  <  <» an d T= 0 th e sam e formula s hol d excep t   fo r   th e cas e 

x=a an d t=0 : 

[f(Y 0) ]  =   ­^r  Udu)  f[u(0)] . 
u(U )   ■> 

Proof .  Th e proo f   i s base d o n a n applicatio n o f   th e Pal m  formula ,  se e 

sectio n (1.2) .  Le t  t  >  0 . 

Ea[f(Y t ) ]  =  JP(d<o )  l c(a) )(t )  Ju(dcrdu )  (fo u­  l [0 ,f u[) (  t­B{a­.u) } 

= JP(du )  L(dadu )  (fo U'li­ 0 j ­  r)(t­B(a­.cj) ) 
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= Jd a Ju(du )  Jp(dü> )  ( fo u ­ l [ 0 i C  ^(t­BCa­. w +  ö ( a  u ) ) ) 

O 
00 

= Jp(dc )  Jd a Jn t _ B(o ^ iW) (dy )  f(y ) 
O 
t 

= Jp(da> )  jd^(q,co )  Jij t _q(dy)f(y ) 

O 

wher e  i n  th e  las t   ste p  w e hav e  use d  a n  integratio n  formul a  fo r   r i 

continuou s  inverse s fo r  whic h w e refe r   t o appendi x A3 . 

For   t= 0 an d u(U )  =  »  o r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  i  >  0 

P[ 0 €  C(cj) ]  =  P[B(0,u )  >  0 ] 

= PO({0 }   x  U )  =  1 ]  =  0  sinc e X8u({0 }  x  U )  =  0 . 

I t  follow s tha t  P a [Y 0 =  a ]  =  1 .  s o E a [f(Y Q) ]  =  0 . 

I f   0   <  u(U )  <   <» an d  y=0,  the n  th e  formul a  fo r  E a [f(Y Q) ]   follow s f 

theore m  (1.3.4) .  Le t  x   ? a  an d  t  >  0 .  Fo r  bot h case s w e hav e 

ExCf( Yt) J 

= JOj^Pfdu )  Jw(dadu )  (fo u­l[­ 0_c  |­)(t­B(a­,(u) ) 

(dadu )  lj­ 0­](o­)(fou'l[­ 0 £ �  j­)(t ) 

+  JOxCdw' )  jP(d(ü )  Ju(dodu )  l ] 0oo [ (a)(fou­l [ 0 f   [.)(t­B(i7­.«♦*>') )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

= K( du)1[r u>t] f(u(t)) 
+ Ja x (dv )  Jp(dcü )  JuCdodu )   (fou.l [0ifu[ )(t­B(a­,<ü)­C v ) 

t 

=  jK t (x.dy)f(y )  +  Jp x (dl)E a [f(Y t _ l )] . 

0 
For   t= 0 w e onl y hav e  t o not e  tha t 

Jo^dv )  Jp(dw )  Ju(dodu )   (fou.l [ofu[ ­)(0­B(a­,a.)­f v) 

= o^CC v =  0]­E a[f(Y 0) ] 

= P({0})­E a[f(Y 0)] . 

Whic h complete s  th e proo f  o f   th e proposition .   O 
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Define  the  measure  4> on  [0.«>[  and  the  ke rne l s  (S t ) t >Q  and  S  on  (E,£) 

by: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

((>(dq)  =  Jp(da))d^(q,&)) , 
O 

(<J> *  T)) t(dy)  for  x=a,  y?!a 

t 

.  K t (x ,dy)  +  J|3x(dl)(<t>  *  T,) t_ l(dy)  for  x .y  *  a, 

0 
S t ( x .  {a})  =  1  ­  S t ( x ,  E\{a}) . 

If  u(U)  =  +°°  orzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ~t  >  0  then 

0 

S , (x .dy)  =  ■  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

S0(x.dy) = 

KQ(x.dy) 

If  0  <  D ( U ) < «> and  ­r  =  0  then 

1 

for  x=a,  y?£a 

for  x,y?sa  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

SQ(x.dy ) 

u(U ) 
u(u(0 )  e  dy .  C U >  0 )   fo r  x=a .  y^ a 

Px({°} ) 
K (x.dy )  + 

u(U ) 
u(u(0 )  €  dy .  C U >  0 ) 

fo r  x,y?! a 
I n bot h case s 

S0(x,{a} )  =  1  ­  S 0(x.E\{a}) . 

The kernel s (S t ) t NQ ar e a  famil y o f  Marko v kernel s o n  (E,£) . 

Then th e statemen t  o f  propositio n (2.3.4 )  ca n b e writte n a s 

E ^ f ^ ) ]   =  S t f(x) ,   t  >  0 ,  f  e  b£ . 

Defin e fo r  t  >  0  th e map *// t  :  fi  ­ » Q b y  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+t(v)  = 

i f   t  6  R((j ) 

�   5rn  a  ,,­ \  +   T„/­,.U<J )   i f   t   €  R(o> ) 

wher e  u   i s  th e excursio n  straddlin g  t  an d wher e T   i s  define d  a s i n 

sectio n  (1.3 )  p.37 . 

The meanin g o f  th e ma p <Pt i s  explaine d  i n th e followin g  lemma . 

2.3. 5  Lemma.Fo r   s, t  2  0  an d u €   U w e hav e 

Y>(s+t,<j )  =   </>(t,(j )  + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA <p(s,  + t <j ) 
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and 

Ys [(+ t «)~ ]  = Y 8 + t ( « ) . 

Proof .  Firs t  not e tha t  CT  (<// tu)  =   B(<p (   t,<j )   ,w)­t . 

Indeed ,   i f   t  €   R(u) ,   the n 

* a (+ t u )  =   ff
a(

T»(t) u>  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

=  J( T
v .(t) ( J )( dadu ) 1 {0}( CT)f u 

=  Jw(dodu)l­j 9{ttU j t , B|­(a)l {0 j(o­ 1p(t >M))C u 

= 0 

and  th e resul t   follows ,  a s B(>j>(t,u )  ,co )   =  t  fo r   t  €   R(CJ )   . 

I f  t zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  £ R(u )  the n 

­ a ( V )   =   CT a( 6(0,e t _B{ ^ {t(0) _  fU )U ) >  +   "a< T,(t) w> 

= f u  ­   ( t  "  B(?(t.u)­.«) ) 

= B((p(t,(j),o)) ­  t 

sinc e u   i s th e excursio n straddlin g  t .  We continu e wit h  th e calculatio n 

of  B(­r,̂ t cj) . 

B(T,>p t G>)   =   <7 a(^ t a>)   +   A(T,r/; t <j )   +   T T 

= B{*(t.u).u )  ­   t  +  Jw(dadu )   l] <f , (t , (l) ),^( ti(J ) +T](a)C u+TT 

= B(v>(t,<o),(o )  ­   t  +  B(^(t.(j )  +   T,CJ )   ­  B((p(t,(j),co ) 

=  B(<p(t,(j )   +   T,(j )   ­   t .   (* ) 

Hence 

<p(s,*ptu)  =   in f   { T  :  B ( T ,   .̂.CJ )  >   s } 

=  in f   { T :  B(v(t,u )  +   T.CJ )   >  s  +   t }  b y  formul a  (* ) 

= ­<*>(t ,  to )   +  v>(s+t,(j) , 

whic h prove s  th e firs t  par t  o f   th e lemma . 

For   th e secon d part ,  suppos e  firs t   tha t  s  €   R(\f) <j) . 

Then,  fo r  som e T  £  0 

B ( T .   ^ t w)  =  s , 

henc e b y  formul a  (* ) 

B((p(t,u )  +   T,(Ü )   =   t  +   B ( T ,   ^ t ai )  =   t  +  s , 
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and i t  follow s  tha t  s+ t  €  R(u) . 

So Y s((v/> t (j )  )  =  Y s + t (u )  =  a   b y definitio n o f  Y ,  se e p.72 .  Suppos e no w 

tha t   s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  €  R(+ t co) .   Le t   s   <   a^^u)  =  B(</>(t,o> )  ,u )   ­   t .   The n 

<p(s+t.(j )  =  ip(t,a> )  an d ther e  i s on e excursio n  (i n u )  straddlin g  bot h t 

and  s+t ,  s o 

Ys ((+t u)~ )  =  u ( s + t   "  B (*(t.u)­.u) )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

=  u ( s+ t  ­  B(^)( t+s ,u}­ ,  CJ)) =  Y s + t ( u ) 

where  u  i s  the  excurs ion  s t r a d d l i n g  both  t  and  s+t .  For  s  >  o  (\l> tb))  we 

have  B(0.^ tco)  <  s  so  <p(s,*pt<j)  >  0 .  I t  follows  tha t 

^ t ( J ) ( ^ ( s . ^ t ( j ) . u )  =  ( T ^ ( t ) ( d ) ( ^ ( s+ t . ( j ) ­ ^ ( t , ( o ) , u ) 

=  u (^(s+t,(j),u ) 

and  th e excursio n  straddlin g  s   i n v// t<o i s  th e sam e  a s  th e excursio n 

straddlin g s+ t  i n CJ .  Not e  tha t  B(<p(s,̂ t (j )  ­ ,  ̂ (.w )  =  B(<p(s+t,(j)­,cj )  ­  t . 

Indee d B(<p(s ,  <//,.&>)­ ,  ̂ t u )  =  li m B(<p(s,̂ t (j)­e ,  </>,." ) 

=  li m B(<p(s+t,u )  ­  <p(t,u> )  ­  e ,  *K<J ) 
el O  L 

=  li m B(<p(s+t,(j)­e,(j )  ­  t  b y formul a  (* ) 

= B(<p(s+t,<j)­,<o )  ­  t . 

I t  follow s  tha t 

Ys((* t<>>)~)   =  u( s ­  B(<p(s,^ t u)­ ,  ̂ t u) ) 

= u(s+ t  ­  B(<p(s+t,u)­,u) )  =  Y s+t (a)) , 

wher e u  i s th e excursio n straddlin g s  i n  \pju.Q 

2.3. 6  Theorem .  Le t  n  >  2 ,  f j   f n €  b£ ,  0   <, t j  <  .. .  <  t R an d x  €  E   the n 

E x ^   fi(Y t  ) ] 
i= l   x 

= Js t i (x.d y i )  Js t 2 _ t i (y 1 .dy 2 ).. .Js t n _ t n _ i (y n_ 1 .dy n )f 1 (y 1 ).. . f n (y n ) . 

Proof .  We wil l   onl y  conside r   th e cas e x  ̂  a  an d t ,  >  0 .  Th e proo f  fo r 

th e othe r   case s i s  analogou s an d i s  therefor e deleted . 

1 =  1   1  1  i= 2  1   i= 2  1 

file:///pju.Q
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wher e F i   i s  th e functio n o n E  define d b y T\(x )  =  f,(x)­f(a) . 

Sinc e Fj(a )  =  0 .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

EX[F1(Y  )  IT  f4(Y  ) ] 
1  i=2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  1 

= E x [ l c ( t 1 ) . F 1 ( Y  )  77  f4(Y  ) ] 
1  i=2  *  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r r n 

=  jP x (d«)  jGiCdoduJCFiOu.lj­o^  j ­H^­BCo­ .o} )  17  f i ( Y t . _ t  ) ( ( + t  «)~) 
u  i=2  x 

=  Jo^dc j ' )  Jp(du)  Jccj+u^fdciduJfFjOu­lj­Q^  ^ ( t j ­ B C a ­ . u + u ' ) ) • 

17  f i C Y t ­ t J ^ t , ^ " ' )  ) 
i=2 

=  Jo^dc j ' )  Jp(dcj)  J<j'(dadu)  — +  [^(dco')  fp(dw)  J(o(dc7du)  — 

= 1 + 1 1 . 

I  =  J o j d u ' )  Jw'CdoduJCrjOu­lj­o^  ^ ( t ^ J p C d w )  IT  f i ( Y t . _ t  ) ( + t  (wHi")~) 
u  i= 2  x 

= Ja^duHF^u­ l ^^K t^Jp fdo , )  77  fi(Y t i _ t i )(* t l (^« ( 0 > u ) f ) 

I t  i s  clea r  tha t  f u>t 1  implie s B(T,CJ+6( Q  » )  =  B(T,(J )  +  C u >  t j 

fo r  ever y T  £  0 .  S o v>(tj ,  (J+6/­ Q ul ^  =  ^  an( ^  t l  e  ^( (J+5 f O ul̂ ' 

I t  follow s tha t  + tl (ftH­6 {o.u) )  =  ö (0.9 t  u )  +  T
O( a)+S (0.u) ) 

= 5 (0.9 t  u )  +  w   P " a s ­
l l 

= Ja^duJCFjOu­l^.fjXtj )  Jp(d<o )  T7 fiCYt.­t^C^+ö ^  g t  u) )~ ) 

= J K  (x.dy )  F^y )  {ay(du )  Jp(dw )  T7  ^ ( Y ^   )((<o+6 { 0 u ) f  ) 
i= 2  * 

= J K  (x.dy )  fjfy )  Ey [  17  f^Y ,   )] ; 
1  i= 2  1  1 

11= {^(dv )  IpCdwjIuCdoduXriOu­lj­o^^Xtj­^­BCa­.Gi)) ­

^   f i (Y t 1­t 1)«+t 1( wf6 (0.v))r )  " 
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Ja x (dv )  Jd a ju(du )  Jp(d( J)(r i ou­l [ 0 f   [)(t^^­Bfa­.aj+ö ^  u ) ) )  � 

O 
n 

ƒ  f i ( Yt 1 ­t 1 )(^t 1 (" +6 (0.v) + 6 (a,u) )  ) 

by a n applicatio n o f  th e Pal m formula ,  se e sectio n  (1.2) . 

I f   tj­Cy­Bto­.u )  <  f u .  the n B(a­ ,  a .  +  6 ( Q v )  +  6 (cTiU ) )  > zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  t v 

Hence <f> (  t j  ."+ö( 0,v) +ö(cr,u )  ̂  *  CT " 

I f  0  <  t 1­£­ v­B(0­.cj) .  the n B(o­,a>+6 (0>V )+6( CT U ) )  <  t̂ . 

Hence <p (  t j  �  <J+6 (o,v) +6(a,u) )  ­  CT­  I I   f o l l ° ws  t h a t 

^(^■"^(O.vJ^fa.u) )  =  o  an d t x «  R(( J +6 (0v ) +ö ( c T u ) ) 

So ^ t i ((^­a { 0 i V ) +6 ( ( 7 u ) )  =  6 ( 0 n )  . + Ta(u+Ö{Q  y )  +  5 ( a u ) ) 

= 5 (0,5 )  +  V" )   P " a s ­

where 0  =  B ^ ­ B ^ ^ J ^ U . 

00 

= Ja x (dv )  Jd a ju(du )  Jp( d u)(r i ou­l|­ 0 ̂  j­)(t 1­f v­B(a­,(ü)) ­

0 
n  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i= 2  l   1   >■  ' 
03 

= Ja x (dv )  Jd a Ju(du )  JpfdGjJfFj O u ­ l [ 0 f  ̂ (tj­fy­Bfa­.cu)) ­

0 

Jp(d<.­ )  I T f.(Y t   ) K + 6 { 0 ü) ) 
i= 2  x   1 

by a n applicatio n o f  th e renewa l  propert y  (se e theore m  (1.3.3) )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

=  Jo^fdv)  J(4>*  Tj)t  f  ( d y ^ C y )  Jay(du) 

J p ( d ( J ' )  ÏÏ   f i ( Y t . _ t  ) ( « ' + 6 ( 0 > u ) ) 
i=2  x 

1  n 
=  J  Px(dl)  J(<{>* ^ ^ ( d y ^ t y )  Ey[  IT  f ^ . ^ ) ] . 

0 
I t  follows  that 

£*[  ff  f i ( Y t J ]  =  J  S  ( x . d y ^ t y J E T  IT  f i ( Y t .  ) ] 
i=l  *  E\{a}  *  i=2  1  1 

+  f 1 ( a ) E a [ I 7  f i ( Y  ) ] 
i=2  1  * 
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= J  S^x.dyjf^y )  Ey [  17  f ^ . ^ ) ] . 
E  A   i= 2 

An inductio n argumen t  complete s th e proo f  o f  th e theorem. D 

As a  consequenc e o f   theore m  (2.3.6) ,   (S t ) t vQ  i s a  Marko v semigrou p o n 

(E.fi )  an d Y  i s th e canonica l  representatio n o f  th e Marko v proces s wit h 

transitio n semigrou p (S t ) t xQ. 

Let   (V\)\N Q b e th e resolven t  o f  th e semigrou p (S t ) t xQ 

Vx  :  b £ ­ > bf i  , 

00  C O 

Vxf(x )  =  Je~ Xt St f(x )  d t  =  E ^  [e" Xt f(Y t )dt ,  x  e  E . 

0  0 
Denot e th e resolven t  o f  th e semigrou p (K t ) t ^Q b y (Gx)x>0 ' 

Defin e fo r  X  >  0  an d f  €  bf i 

CO 

^( f )  =  Jd t  e" Xt  Jn t (dx )   f(x) . 

0  E 
Thi s integra l  i s  finit e becaus e o f  th e assumptio n  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J(l­e~ S u(du )  =  ̂ (1 )  <  » . 

Defin e fo r  X  >  0  an d x  €  E 

zX(x )  =  j  ajdu )  e   u . 

I n th e nex t  lemm a w e prov e som e relation s betwee n (G \  )  .  (fTx )  an d Zj, . 

2.3. 7  Lemma.  Le t  X ,  n  >  0  an d f  €  bfi ,  the n 

(i )   (jx­X)̂ (< f̂ )  =  ̂ ( f )  ­  y f ) , 

(ii )   z x =  1­XC l̂ ,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(iü)  (u­x)yzx)  = n^(i )  ­  x^(i) . 

Proof . 

CO  CO 

(i )   (ix­XK(G^f )  =  (jx­X )  Jd t  e" Xt  Jn t (dx )  J e ^ 8 K sf(x)d s 
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(H­X)  Jdt  e"X t  Je ­^ s  T7s+t(f)ds 
O  O  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

oo  s 

JdszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  e~»s  n s ( f )  J ( f x­X)e (^ ) t d t  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

O O 

= V f )  ­ V f )­
( i i )  z x ( x )  =  Ja x (du )e" X C u  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

00 

=  Ja^du)  Jds  l ] r  „[­(sJXe­^ds 
O 

00 

=  Jxe­X s(l­K s l(x))ds 
O 

=  l­XC^Ux). 

( i i i )  (»i­X)  ^ ( z x )  =  ( fx ­XJ^ l ­XG^l )  (by  ( i i ) ) 

=  ( i i ­ M y i ) + M V i )  ­  V U )  (by  ( i ) ) 

We  continue  with  a  theorem  which  gives  an  expression  for  the  resolvent 

(vx>x>o­zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.3. 8  Theorem .  Le t  X  >  0 ,  f  €  bE. The n 

V ( x )  =  G f̂(x )  +  z x(x )  V xf(a )  wher e 

V f )  +  T f  (a ) 
Vxf(a )  = 

X­r  +  X V I ) 

Proof.  Let  x  e  E\{a}  then 
00 

Vxf(x)  =  |Px(dcj)  L(dadu)  [ e ­ X t  ( fou«lr0  f  r)(t­B(<7­,u))dt 

0 
00 

+  J P X (du)  J l c* ( u ) ( t )  e"X tf(a)dt 
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Jp x(du)  ju(dcjdu)  J e ~ X t  ( rou­ l | ­ 0 _ f  [­)(t­B(cT­,(o))dt  +  ­  f (a ) 

O 
where  T(­ )  =  f ( ­ )  ­  f ( a ) . 

!»V  00 

=  J a x ( d v ) J  e ­ A t r ( v ( t ) ) d t +  { ^ ( d v j j  e ^ E j ^ V f  )]dt+  i  f (a) 

0  Cv  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
00 

=  Je~ X t  Kt  F(x)dt  +  J o ^ d v j e "  v .  V x r (a )  +  ­  f ( a ) 

O 
00 00 

=  [e~X t  Kt  f ( x )d t  +  (1  ­  X J e " X t K t l ( x ) d t ) ­ V x f ( a )  (*) 

O  O 
00 

Vxf(a)  =  Jp(dcj)  | ( j (dadu)Je~X t  (FOU­IJ­Q  f  r)(t­B(CT­,w))dt  +  ­  f ( a ) 

O zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
oo  ^ U 

=  Jda  Ju(du)  Jp(dcj)  e"'XB(C7"•',,)  J  e~X t  F ( u ( t ) ) d t  +  ­  f ( a ) 

O  O 
00 

=  Jdcr  Ju(du)  exp  [­CT(XT  +  J ( l ­ e  w )u (dw) ) ] ­

O 
00 

Je­Xt  T(u{t))l [ f u > t ]dt  +  i f { a ) 
O 

03 

Je  X t  J„(du)  r ( u ( t ) ) l [ f u > t ] d t  +  I  f ( a ) . 
—xr 

X­r+Jfl­e  w)u(dw)  O 

Note  tha t  j ( l ­ e  w)  u(dw)  =  X T ^ C I ) . 
00 

and  J e~ X t  Ju(du)  r ( u ( t ) )  l [ f  > t ] d t  =  ^ ( T ) . 
O 

Hence 

V( a>  =  Z  •  (!) 
X­,  +  X T ^ ( 1 ) 

Fur  ther 

03 00 

1  ­  X  J  e~X t  K t l ( x ) d t  =  [  X e _ X t ( l  ­  K, . l (x))dt 
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00 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

=  ƒ <*x(du>  l X e _ X t  J [ C u < t ] d t 

0 
rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ~H„  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

=zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ja^du )  e   u .   (2 ) 
Substitutio n o f   (1 )  an d  (2 )  i n formul a (* )   complete s  th e proof .  □  

The  nex t   theore m  state s  tha t   th e  resolven t   (Vj. )   inherit s  th e  Ra y 

propert y  o f   th e  resolven t   (G\ )   i f   th e  followin g  extr a  conditio n  i s 

satisfied :   z \ ( x )  <  1   fo r  ever y x  /  a . 

9  Theorem .   I f  z^(x )   <  1   fo r  ever y x  ^  a  an d  i f   (Ck )  i s a  Ra y resolvent , 

the n  th e  sam e  i s  tru e  fo r   (V%) .  I n  thi s  cas e  th e  proces s  Y   ha s 

cadla g path s P  ­a.s .  an d  i s therefor e a  stron g Marko v process . 

Proof .   I f   (G\ )   i s  a   Ra y  resolvent ,   the n  th e  sam e  proo f   a s  i n  Roger s 

[45 ]  ca n b e use d  t o prov e  th e Ra y propert y  fo r   th e  resolven t   (\\) .  B y 

construction ,   Y   i s  th e  canonica l   representatio n  o f   th e Marko v  proces s 

correspondin g  t o  (\\) .   S o  P  ­a.s .   th e  limit s  X t   =   li m  Y   exis t   fo r 

al l   t  2  0  an d  th e proces s X=(X t ) t s g  i s a  cadla g versio n o f   th e proces s 

Y  whic h  ha s  th e  stron g  Marko v  property ,   se e  William s  [59] ,  ch.III , 

p.  19 4  ff .  S o  i t   i s  sufficien t   t o prov e  tha t   th e processe s X  an d Y  ar e 

Px~equal .   I t   i s  clea r   tha t  X t ((j)=Y t ((j )  fo r  ever y  t  €   C((J )  .  S o  ther e i s 

nothin g  t o prov e  i n  th e cas e T = 0 an d 0   <  u(U )  <  "> ,  sinc e  i n  thi s cas e 

T=C((j )   (se e  lemm a  (2.3.3)) .   Suppos e  no w  tha t   T   >  0   o r   u(U )  =   +°° an d 

tha t   t  e  R((j) ,  sa y  t=B(r,cj) . 

I f   i)(U)<°° ,  the n  ther e  i s a   firs t   interva l   [B(cr­,(j) ,   B(CT,O)) [   followin g 

t ,   i.e . 

t  <   B(O­­.CJ )   an d  [t,B(a­,(j) [  C  R(co) . 

and  i t   i s  clea r   tha t  X t ((o )  =  a  =  Y t (u) . 

I f   u(U)=+°° ,   ther e  i s n o  firs t   interva l   [B(a­,<j )  ,B(o\u) [   followin g  t , 

sinc e  thi s  woul d  impl y  tha t   <j([r,a[xU )  =   0   fo r   som e  a  >   r  whic h  i s 
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impossible .   S o  fo r   ever y  e   >   0 ,   th e  interva l   [t,t+e ]   contain s  a n 

excursio n  interval .  Sinc e w e ca n choos e  i n eac h excursio n  interva l  a 

rationa l  numbe r  q  s o tha t  Y_((■) )  i s  i n a n arbitrar y smal l  neighbourhoo d 

of  a ,  i t  follow s tha t  X t (u )  =  a  =  Y t (u) .  □  

The  followin g  theore m  give s  a n  explici t   formul a  fo r   th e 

Blumenthal­Getoo r   loca l  tim e fo r  Y  a t  a .  se e Blumentha l  &  Getoo r  [3] , 

ch.  V .   I n thi s theore m th e map <p(t )   define d o nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  JH\ i s  considere d a s a 

T ( P ­a.s. )  define d map o n th e sampl e spac e E   o f  th e proces s Y ,  whic h i s 

~  T 
possibl e sinc e th e map u  6   A,  ­ » t > €  E   i s a n injection . 

2.3.1 0 Theorem .   Unde r   th e assumption s  o f   theore m  (2.3.8) ,   th e Blumenthal ­

Getoo r  loca l  tim e L=(L t ) t NQ a t  th e stat e a  o f  th e proces s Y  i s give n 

by 

L t  =  [n r  +  J(l­ e " Cu)«(du)].?(t) . 

Proof .  Le t   a  b e th e firs t  tim e tha t  Y  hit s o r  approache s th e stat e a . 

= Jo^du' )  Jp(dG) )  e­BC 0­"­ 1­"' ) 

= J^dco^e­^ 0 ­" ') .   (1 ) 

00 

Jpx(da> )  Je ­t d<p(t,<j ) 

0 
00 

= J Px( d(J )  J e_ t   1 [B(0 lM ).­[( t ) d*{ t ­ w) 
0 

= jQx( d<J ' )  J p( d" )  J e_ t   1 [B(0,oH­< J'),«.[( t )  Mt.^+G,' )  =  (*) . 
0 

Not e tha t  B(0,(o+oi' )  =  B(0,u' )  fo r  P  almos t  ever y u ,  an d 

B(T,CO' )   =  B(0,(j' )  fo r  Q ^  almos t  ever y <o' . 

So <f>(t t(j+u' )  =  in f   {T­  B(T,&H­CJ' )  >  t } 
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=  in f   { T :  B(T.CJ )  +   B(O.CJ' )   >   t } 

= Y>(t­B(0,(o').u )  fo r  t  >  B(0,(o') . 

Substitutio n i n (* )  yields : 

00 

(* )   =  l ^ d w ' }   Jp(d« )  Je ­ 1 l [B( o. u­).»[(* )   d*(t­B(0,co').o, ) 

0 
00 

= Jo^dc.' )  e­ B(°' w')«Jp(d« )   Je _t d»(t.«) .   (2 ) 

0 
00  0 0 

Jp(dco )  Je _t d<p(t,cj )  =  Jd t  Jp(du )  e ­ 3 ^ ' " ) 

O  O 
1 

—�   (3 ) 
T+/(l­ e  u )"(du )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Substitution  of  (2)  and  (3)  in  (1)  yields  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
00 

^ ( e ­ ^ )  = [nr +  J ( l ­e  S u ( d u ) ]  JPx(dco)  Je_tdv>(t .co). 
0 

Sinc e  th e  Itö­Poisso n  poin t   proces s  o f   excursion s  fro m  a   ca n  b e 

reconstructe d  fro m Y ,   i t   follow s  tha t  <p(t )  i s  measurabl e  wit h  respec t 

t o  th e a­algebr a  o­(Y t :t>0 )  generate d b y  th e proces s Y .  A n applicatio n 

of   Galmarino' s  test ,  se e Dellacheri e &   Meye r   [7 ]  p .   149 ,  yield s  tha t 

th e proces s  ( ( P(t)) t so * s adapte d  t o th e filtratio n o f  th e proces s Y . 

Finally ,   i t  follow s fro m  lemm a (2.3.5 )  tha t  th e functiona l   (̂ (t))',. ™ i s 

additive ,  whic h complete s  th e proo f  o f  th e theorem .  D 

We en d  thi s sectio n b y a  shor t  descriptio n o f  th e proces s Y   ,  whic h i s 

th e proces s Y ,  constructe d a s abov e  fro m  th e famil y o f  poin t  processe s 

(P„) ,   wit h  killin g  o n  stat e  a  a t  a   rat e  ö  proportiona l   t o  th e  loca l 

time .   Thi s  i s   als o  a n  exampl e  o f   th e  constructio n  o f   a   stochasti c 

proces s  fro m  a   mor e  genera l   poin t   proces s  tha n a n  Itö­Poisso n  poin t 

process .   Le t  fo r  s  >  0   th e poin t  proces s P s b e define d a s th e imag e o f 

P  unde r   th e mappin g <o € zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  A  ­ » 1I­ Q s­| xrj<> > €   M+.  I t  i s  clea r   tha t  P s  i s  a 

Poisso n  poin t  proces s o n X  wit h  intensit y measur e  II­ Q S ­|^® U wher e  v i s 
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th e  characteristi c  measur e o f  P .  Le t  fo r  5> 0 th e poin t   proces s S   b e 

th e Co x proces s o n X  define d b y  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- ƒ • zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
SS  =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  |óe­ 6sPsds . 

and  le t  fo r  x  €  E  th e famil y o f  poin t  processe s Sr !  b e define d b y 

4 
Qx *  S 6  fo r  x zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  jt a 

S6  fo r  x  =  a 
wher e  th e poin t   proces s  Q ^   i s   define d  a s  i n  th e beginnin g  o f   thi s 

section .  Le t  th e ma p K  :  M. ­ » [0,<° ]  b e define d b y 

K((J )  =   in f   { T  :  (J([T,<»[XU )  =   0 } 

and defin e 

/cj(dadu)lr 0 T ­I(CT)C U +  T T  fo r  T  <  <f>(u ) 
B(T,<J )  =  � 

B(<P(U),CJ )   fo r  T   >  <p((j ) 

wher e i  i s  a  positiv e constant . 

The  proces s Y   i s no w constructe d  fro m  th e famil y  o f  poin t   processe s 

(S^ )  i n th e followin g  way .  Unti l   tim e  B(°°,<Ü )   th e constructio n  i s th e 

same a s fo r  th e proces s Y  associate d wit h th e famil y o f  poin t  processe s 

(P x ) .   A t   tim e B(°°.u )  th e proces s Y °  i s  killed .   I t  ca n b e show n  tha t  Y 

has th e simpl e Marko v property . 

We  wil l   onl y giv e a n expressio n  fo r  th e resolven t   o f   th e proces s Y  . 

Let   (V\)>> o k e  t n e  resolven t  o f  th e proces s Y  . 

v |  f(x )  =  E x J e Xt f(Y^)dt .  x  €  E ,  f  €  be. 

2.3.1 1 Theorem .  Le t  X  >  0  an d f  €  bS .  The n 

v£f(x )  =  G^f(x )  +  z x (x )  v£f(a )  wher e 

Vf)­Hff(a ) 
V£f(a )  = 

ö  +   X­ r  +   A T J ^ I ) 

Proof .  We onl y calculat e VjTf(a) .  Th e res t  o f  th e proo f   i s  analogou s t o 
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th e proo f   o f   theore m  (2.3.8) .  Suppos e  firs t   tha t  f(a)=0 . 

CO 

V^f(a )  =   [s l5 (du)Ju(dadu)Je" Xt (fou­l|­ 0 f   ^)(t­B(a­.o))d t 

0 
00  C O 

= Jd s  6e~ 6 s  Jp(da))Jto(dadu)l|­ 0jS ­](CT)Jd t  e" Xt (fo u­l|­ 0j f   ^(t­Bfa­.cj) ) 

0  0 

00  S zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

=  Jd s 6e" ösJdaJu(du)Jp(diü)Jd t   e _Xt (fOU­IJ­ Q f   [­)(t­B(a­.G>) ) 

0  0   0 
co.   !> u 

= JdaJ U(du)|p(da,)e­ ÖCJ­ XB( CT­­ <0) J d t   e~ Xt f(u(t) ) 

—xr 
6 +  A T +  /(1­ e  w )u(dw )  0 

Jd t   e­ Xt Ji)(du}f(u(t))l [Cu>t ­ | 

5 +  X T +   X T ^ I ) 

Furthe r 

B(a>,a> ) 

V^l(a )  =  Js 6(dcj )  J   d t  e" Xt 

0 
»  B(s,(j ) 

Jd s S  e" 6 s Jp(d<j )  J   d t  e ­ X t 

0  0 

i j d s o e ­ ^ C l ­ e ­ 8 ^ ^ 1 » ] 

0 
T+­ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAV 1) 

ö  +   X­ r   +   XTJ X(1 ) 

So  fo r   f  €  be ? 

Vff(a )  =   [V«(f­f(a).l)](a )  +   f(a)v£l(a ) 

Ti X(f­f(a)­l)+(nr+Tj x(l))f(a ) 

ö  +   X­ T +   X T T ^ I ) 

ifc(f )  +  Trf(a ) 

6  +   X T  +   XTJ^(I ) 

.  □  
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APPLICATIONS 

I n  chapte r   2   w e  sa w  ho w  t o  construc t   fo r   a   Ra y  proces s  Y   th e 

Itö­Poisso n poin t  proces s o f  excursion s  fro m a   recurren t   stat e a ,  whic h 

i s no t  a  holdin g poin t  an d  fo r  whic h P a[ T
a=0]= l   wher e T   i s th e infimu m 

of   th e  time s  t  >  0   a t  whic h Y  hit s  o r  approache s  th e  stat e a .   I n  th e 

firs t   sectio n o f   thi s chapte r  w e wil l   sho w ho w on e ca n ge t  a n explici t 

formul a  fo r   th e characteristi c measur e o f   th e Itö­Poisso n poin t  proces s 

of   excursion s  fro m  zer o  fo r   standar d  Brownia n  motio n  usin g  th e 

elementar y  calculation s  o f   th e distributio n  o f   Brownia n  excursion s  i n 

Chung  [6] .  B y mean s o f  adjunctio n o f  a  Radon­Nikody m  facto r  w e ge t   fro m 

thi s  resul t   a n explici t   formul a  fo r   th e characteristi c  measur e  o f   th e 

It6­Poisso n  poin t   proces s  o f   excursion s  fro m  zer o  fo r   Brownia n  motio n 

wit h constan t  drift .  Thi s wil l  b e don e  i n sectio n  (3.2) . 

A  well­know n  proble m  whic h  ca n b e  treate d  wit h excursio n  theor y  i s t o 

describ e  al l   stron g  Marko v  processe s  whic h behav e  lik e a  give n  stron g 

Marko v  proces s outsid e a  give n  stat e a   (o r  mor e generall y outsid e som e 

subse t   o f   state s  D ) .  We wil l   conside r   th e proble m  t o describ e  al l   Ra y 

processe s o n [0, a>[  whic h behav e  lik e Brownia n motio n outsid e zero .  Thi s 

proble m  wa s  firs t   treate d  b y  Felle r   [11 ]  usin g  theor y  o f   differentia l 

equations .   Feller' s  solutio n  wa s  tha t   th e  infinitesima l   generato r   o f 

1  d 2 

suc h a  proces s  i s  th e differentia l   operato r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  <ê  =  o n Co^O, 0 ^ )  wit h 
2  dx 2 

domai n D  define d b y 

D=C2([0.«.[ )  n   { u  :  P l u(0 )  ­  p 2u'(0 )  +  p 3u"(0 )  =  ƒ  p 4(dx)[u(x)­u(0)] } 

wher e  p i  ,  p o  an d  p o  ar e  nonnegativ e  rea l   number s  an d  p ^   a   c­finit e 

measur e o n  ]0, ro [  suc h  tha t 
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Pl   +  p 2 +  p 3 +  jp 4(dx)(l­ e x )  =  1 . 

It o an d McKea n constructe d i n [26 ]  th e sampl e path s o f  thes e processes , 

whic h  the y  calle d  Feller' s  Brownia n  motions ,   fro m  th e  reflectin g 

Brownia n  motio n  an d  it s  loca l   tim e  an d  (independent )   exponentia l 

holdin g  time s  an d  differentia l   processes .   Roger s  derive d  i n  [45 ] 

Feller' s  resul t  usin g  resolven t   identities .  We wil l   giv e  i n sectio n 

(3.3 )  a n interpretatio n o f  th e parameter s p, ,  p^ ,  p o an d th e measur e p ^ 

by mean s  o f  excursio n  theory .   I n  th e  followin g  sectio n w e  wil l   us e 

thes e result s  t o construc t  a  mode l   fo r  rando m motio n o n a n n­po d E  , 

tha t  i s  a  tre e wit h on e singl e verte x 0  an d wit h n  leg s havin g infinit e 

length .  Thi s proble m come s fro m a  proble m whic h arise s i n considerin g 

th e movement  o f  nutrient s  i n th e roo t  syste m o f  a  plan t  an d als o ha s 

possibl e applicatio n t o th e sprea d o f  pollutant s i n a  strea m syste m an d 

t o th e analysi s an d desig n o f  circulator y systems ,  se e Fran k an d Durha m 

[12] .  We wil l  construc t  al l  stron g Marko v processe s whic h behav e lik e 

standar d Brownia n motio n restricte d  t o a  hal f   line ,  whe n restricte d t o 

a singl e leg . 

I n th e las t  sectio n w e wil l  construc t  a  Marko v proces s o n [0,°° [  o f  th e 

followin g description :  startin g a t  a  poin t  x  €  ]0,°° [  i t  evolve s lik e a 

give n stron g Marko v proces s unti l  reachin g 0  wher e i t  wait s a  lengt h o f 

tim e havin g a n exponentia l   distributio n wit h paramete r  a  afte r  whic h 

tim e i t  jump s independentl y  t o a  ne w positio n i n ]0.°° [  accordin g t o a 

give n probabilit y  measur e ­ n an d the n proceed s a s before . 

3. 1  Th e Itó­Poisso n poin t  proces s attache d t o Brownia n motion . 

I n thi s sectio n w e wil l  appl y th e result s o f  sectio n (2.2 )  t o Brownia n 

motion .   I n particular ,   w e  wil l   deriv e  a n  explici t   formul a  fo r   th e 

characteristi c measur e u  o f  th e It6­Poisso n poin t  proces s o f  excursion s 

fro m  zero .  Th e  derivatio n  i s  base d  o n  theore m  (2.2.3 )  an d  o n  th e 
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0(r )  =  in f  {t> r 

­r(r )  =  su p {t< r 

elementar y  calculation s o f   th e distributio n o f  Brownia n excursion s i n 

Chung [6] . 

Let  B   =   (B t ) t vg  b e a   standar d  one­dimensiona l   Brownia n motio n  o n a 

probabilit y  spac e  (0,5.P) .  Le t  r> 0 an d  le t  V j  b e  th e firs t  excursio n 

of  B   fro m  zer o wit h  lengt h greate r   tha n  r .  Followin g Chun g  [6] ,  w e 

introduc e th e notations : 

Bt  =0 } . 

Bt  =0 } , 

L(r )  =  0(r )  ­  n­(r) . 

So ]­f(r) ,  j3(r) [  i s  th e excursio n interva l  containin g r .  A s P Q[ B =0 ]  =  0 

and B  ha s  continuou s  realizations­ ,  L(r )  >  0   ( P ­a.s.) .   Denot e a s i n 

sectio n (2.2),  th e firs t  excursio n interva l  o f  lengt h >  r  b y ]Dj,Tj[ . 

For  n  >  1 ,  0  <  t j  <   < t n an d X j   x n €  IR + (o r  x ; zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  x  ̂ €  R_ ) 

W'i )   e   ^ i '   i= 1  n 3 

= V ^ ^ i )  €   ^ i '   i= 1  n '  L < r )  *  r 3 

+ V V ' i )  €   ^ i '   i= 1  n '  L < r > >  r ^ 

= 1 + 1 1 .   (1 ) 

I t  i s  clea r  tha t 

[L(r )  <  r ]  =  [D j  >  P(r) ]  an d tha t  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Dx  =  p(r)  +  D ^ G p ^  on  [Dj  >  P ( r ) ] . 

I t  follows  that 

=  P0[P(r)  ­  ^(r)  <  r J ­ P ^ V ^ t j )  €  dx t .  i=l  n]  (2) 

by a n applicatio n o f  th e stron g Marko v propert y o n stoppin g tim e /3(r) . 

I t  i s  als o clea r   tha t  [L(r )  >  r ]  =  [T ^  =  P(r) ,  D j  =  ­r(r)] .  I t  follow s 

tha t 

I I  =  P 0[B^ (r)+t .  €  dx ^   i= l   n ,  L(r )  >  max (t n>r)] .   (3 ) 

Substitutio n o f  (2 )  an d (3 )  i n (1 )  yield s 

Vvifei)  €  ^ i ­  i = 1  " 3 
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■VB( ^ r ) + t i )  €  ^ i ­ ^ 1  n ­  L(r )  >  max (t̂ .r) ] 

=  .  (4 ) 
PQ[L(r )  >  r ] 

A simpl e calculatio n usin g Chun g [6] ,  formul a (2.20 )  result s i n 

P0[L(r )  >  r ]  =  ­   (5 ) 

and th e sam e reasonin g a s i n Chun g [6] ,  theore m 6  yield s fo r 

I  >  max (t n,r ) 

PQ[>( r )  G  ds .  B(T(T )  +  t. )  C  dxj .  i= l   n ,  L(r )  €  dl ] 

= p(s;0,0)g(t 1;0,x 1)q(t 2­t 1;x 1,x 2).. . 

q(VVl : ^­l­^)g( l ­V°^) dsdx l­ dx ndl 

wher e 

1  9 
p(t;x,y )  =   ex p [ ­  —  (x­y)^] , 

2t 

r   i   i ^  |y |   i  o 
g(t;0.y )  =   —  ­ ^ e x p [ ­  —  y 2 ] . 

L 2TT t  J   t   2 t 

q(t;x.y )  =  p(t;x,y )  ­  p(t;x,­y) . 

The probabilisti c  interpretation s o f  p, g an d q  ar e give n b y 

Px[B(t )  €  dy ]  =  p(t;x.y)d y . 

PQ[a y €  dt ]  =  g(t;0.y)dt , 

Px[B(t )  €  dy , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  a0 >  t ]  =  q(t;x.y)dy . 

fo r  t  >  0  an d x» y >  0 . 

Hence fo r  t   >  r 

P0[B(T(r )  +  t i )  €  dx­ ,  i= l   n .  L(r )  >  t R]  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r   2rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  "\' A 

=  [ —  J  g(t 1;0,x 1)q(t 2­t 1;x 1.x 2)..q(t n­t n_1;x n_1.x n)dx 1..dx n.  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
(6) 

Substitution  of  (5)  and  (6)  in  (4)  gives  for  t n  >  r 

P o t V S )  €  ^ i ­  i = 1  n ] 
Trr  iK 

2 
Thi s formul a enable s u s t o calculat e som e importan t  quantitie s 

r   Tr r   ~i VS 

[—  J  g ( t 1 ; 0 . x 1 ) q ( t 2 ­ t 1 ; x 1 , x 2 ) . . . q ( t n ­ t n _ i : x n _ 1 , x n ) d x 1 . . . d x n . 

l la  enables  us  to  calculate 

P0[Ti  < °>]  =  |P0CV l ( r)  €  <*]  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
00 

=  2  (2wr)'A  fg(r;0,x)dx  =  1 
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and 

r+ s 

Let  (r k)j.> i  b e a  strictl y decreasin g sequenc e o f  positiv e rea l  numbers ,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V T I   ­ °i  > r + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA* i= i  T­  r 

suc h  tha t   li m  r k =  0 .  Le t   (U^.V^)^^ ^  b e define d a s i n  th e proo f  o f 

theore m  (2.2.3) ,   i.e .  V ^  i s th e sequenc e o f  excursion s fro m 0  o f  lengt h 

greate r   tha n r ^  an d UV i s th e se t  o f  function s u  €  U  =  Dr Q („rCR )  fo r 

whic h f   >  r k.  The n  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Ü2  Pk = Ü2  V v k i  e  f   F kzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  YA 

U­, )  =  li m  =  0 . 
1  W­* » L  r,.+p ,  J 

k­* »  K   k­Ho o  °   K 1  x   k­* » L  r k+r 1 

so  ther e  exist s a n  Itö­Poisso n poin t  proces s N   o n U  whos e  [ f  >   l] ­

subsequenc e  i s th e sequenc e o f  excursion s o f  B  o f   lengt h greate r  tha n 

I .  Th e characteristi c measur e  v o f  N  i s give n b y 

u[u(t i )  €  dxj ,  i= l   n ] 

rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA " 1  VA 
=  l~T  \  sCt^O.x^qtta­t^x^xa) .  ■  ■«! (  W l : x n ­ 1 ­ X n ) d x l ­  �  ­ ^ 

wher e 0  <  t  j  <  .  .  .  <  t n an d Xj ,  .  .  .   .  ̂ >  0  (o r  x ^   x f l  <  0 )  .  Takin g 

8 
r ,  =  — w e ge t  th e sam e normalizatio n o f  u  a s i n Iked a &  Watanab e [22] , 

ir 
2 

p.  124 .  Wit h ou r  notation s i t  i s  mor e convenien t  t o tak e r i  =  — . 

3. 2  Th e Ito­Poisso n poin t  proces s attache d t o Brownia n motio n wit h constan t 

drift . 

Wit h  th e result s o f  sectio n (3.1 )  fo r  standar d Brownia n motion ,  i t  i s 

not   ver y  difficul t   t o writ e  dow n  a   formul a  fo r   th e  characteristi c 

measur e  o f   th e  Itö­Poisso n poin t  proces s  o f  excursion s  fro m zer o o f 

Brownia n motio n wit h constan t  drift .  Th e passag e  fro m Brownia n motio n 

densitie s  t o  densitie s  o f   Brownia n  motio n  wit h  drif t   i s   don e  b y 

adjunctio n  o f   a   Radon­Nikody m  factor ,   se e  fo r   instance .  Imho f   & 

Kummerlin g  [23] ,  sectio n 5 .  Le t  Y  =   (Y t ) t vQ b e Brownia n motio n wit h 

constan t  drif t  6 ,  i.e . 
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Y(t )  =  6 t  +  B(t) .  t  >  O. 

,­  A  straightforwar d calculatio n yield s 

Px [Y( ti )  €  dy lt i= l   n ] 

= exp[6(y n­x )  ­  ­  6 2t n]  P^Bft^ e dy ,  .  1= 1  n ] 

fo r  0  <  t j  <  .  . .  <  t n an d y x  y n €  R . 

I t  follow s  tha t   th e Radon­Nikody m derivative s  p(t;x.y) ,  g(t;0,y )  an d 

q(t;x,y )  o f  th e measure s P x[Y(t )  €  dy] ,  P Q[a y C  dt ]  an d 

P [Y(t )  €  dy , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a  >  0 ]  wit h respec t  t o th e Lebesgu e measur e ar e give n b y 

1  9 
p(t;x,y )  =  ex p [6(y­x )  ­  ­   6*t]  p(t;x.y) , 

1  9 
g(t;0.y )  =  ex p [5 y ­  ­  6 zt ]  g(t;0,y) , 

1  9 
q(t;x.y )  =  ex p [ö(y­x) ­  ­  6  t ]  q(t;x,y) , 

fo r  t  > 0  an d x« y >  0 . 

Let   ]*r(r) ,  |3(r) [  b e  th e excursio n  interva l   o f   Y   containin g  r  wit h 

lengt h L(r )  =  P(r )  ­   ^(r )  an d  le t   ]Dj ,  T ^   resp .  V 1  b e  th e  firs t 

excursio n  interva l   resp .  ­th e  firs t   excursio n  o f   th e proces s  Y  wit h 

lengt h greate r  tha n r ,  the n a  simpl e calculatio n yield s 

P0[Y(ï(r )  +  t A)  6  dy l f   1=1.....n .  L(r )  >  t R] 

= ( } [  —  )   ex p ( ­  ­6 2s)ds)g(t i; 0. yi ) ­

0 
n­ 1 

{ÏÏ   q(t 1+1­t I :y 1.y 1+1}}dy 1...dy n 

i= l 
fo r  0  <   tx  <... < t n;  Y l   y n >  0  (o r  y :   y n <  0 )  an d t R >  r . 

I t  follow s tha t 

P0[L(r )  >  r ]  =  (  |  [  J L  ] *  ex p ( ­  i  6 2s)ds )  J  g(r;0.x)d x 

0  ­« > 
and 

PoCV^ti )  €  dy l t   1= 1  n ] 
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1 
g(t 1;0.y 1)q(t 2­t 1;y 1,y 2) . 

ƒ i(r;0.x)d x  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

^ « n ­ ^ i ­ i ^ n ­ i ­ y J  dy i  ■■■  dy n ­

So 

VT 1 <  ­ ]  =  1 
and 

ƒ g(r+s;0,x)d x 
P  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA'oCTrDi  >  r  +  <1 = 

ƒ g(r;0,x)d x 
Sinc e 

+00 

J g(r;0,x)d x = [  1  ] ,/4 exp( ­  1  ö 2r )  E Q(  |B(l )  |  ex p [6B(l)Vr] ) 

we ge t 

ƒ g(r+s;0,x)d x 
li m 
rl O ƒ  g(r;0,x)d x 

r   r   ­,1 4  1   _   E Q  |B(1) |  exp[ÖB(l)(r+s)* ] 
= li m  exp (   ö 2r )   =  0 . 

rl O  L  r + s  J   2   E Q  |B(1 )  exp[6B(l)r^ ] 

So  i n  th e sam e wa y a s  fo r   standar d  Brownia n motio n  i t   follow s  tha t 

ther e  exist s  a n  Itö­Poisso n  poin t   proces s  N   o n  U   whos e  [ f  >  I ] 

subsequenc e i s th e sequenc e o f  excursion s o f  Y  o f   lengt h greate r  tha n 

I .  A n appropriat e choic e  fo r  r ,  yield s  th e followin g  formul a fo r  th e 

characteristi c measur ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  v o f  N : 

UCuCtj )  €  dyj ,  i= l   n ] 

=  l(t 1;0.y 1}q(t 2­t 1:y 1.y 2)...q(t n­t n_1:y n_1.y n)dy 1...dy n 

wher e 0  <  t 1 <  .. .  <  t n an d y 1  y n >  0  (o r  y :   y n <  0) . 

3. 3  Feller' s Brownia n motions . 

Let  B   =   (B t ) t v>,  b e a   standar d  one­dimensiona l   Brownia n  motio n  o n a 

probabilit y  spac e  (fi,?,P 0) .  Th e proces s Y  =   ( Y t ) t > 0 define d b y Y t =|B t | 

i s   calle d  reflectin g  Brownia n  motion .   Le t   r   >   0   b e  give n  an d  le t 
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Y  R V (resp .  V  )  b e th e firs t  excursio n fro m zer o o f   th e proces s Y  (resp . 

B)  wit h lengt h greate r  tha n r .  Then ,  fo r  n  >  1 ,  0  <  t ,  <  . .  .  <  t n an d 

x,   x   €  K +,  w e hav e 

PoCV^tj )  €  dxt ,  1= 1  n ] 

= PoCV^tj )  €  dx ^   1= 1  n ]  +  P 0[­V B( ti )  €  «Jx l t  1= 1  n ] 

ir r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ^A 

2 
sinc e g(t;0,x)=g(t;0,­x )  an d  q(t;x,y)=q(t;­x,­y) .   (Se e  (3.1 )  fo r  th e 

[ Tr r   yA 
—  J  g(t 1;0,x 1)q(t 2­t 1;x 1,x 2)..q(t n­t n_1;x n_1.x n)dx 1..dx n 

definition s  o f   g(t;0,x )   an d  q(t;x,y). )   I t   i s   no w  clea r   tha t   th e 

characteristi c measur e u  o f  th e Itö­Poisso n poin t  proces s o f  excursion s 

fro m zer o o f  reflectin g Brownia n motio n i s give n b y 

uCu(ti )  €   dXj .  1= 1  n ] 

=  gttjiO.Xjlqftj­tjiXj.x^..■l( t n­ t n­l :x n­l' xn) dx l­�­«^ i 

wher e 0  <  t j  <  .. .  <  t n an d x .   Xj ^  €  K +.  Th e characteristi c measur e 

of   th e Itö­Poisso n poin t  proces s o f  excursion s  fro m zer o o f  Brownia n 

and reflectin g Brownia n motio n correspon d t o th e sam e semigrou p (K t ) t vQ 

whic h i s define d b y 

Kt (x.dy )  =  q(t;x,y)dy . 

The entranc e law s (TJ S) SSO a r e give n b y 

■^(dy )  =  g(s;0,y)d y fo r  Brownia n motio n 

and 

Vs(dy)  =  l"| o oo|"(y)g( s;0.y)d y fo r  reflectin g Brownia n motion . 

I t  i s  eas y t o se e tha t  al l  stron g Marko v processe s Y ,  whic h behav e lik e 
Y 

Brownia n motio n unti l  th e firs t  hittin g T *  o f  0 ,  i.e . 

P x [ V  d v i ­  1=1 .  �����» .   rl   >  t ]  =  P x[B t . €  6yv  1= 1  n .  r Q>t ] 

( 0 <  t l  <  .. .  <  t n <   t) . 

have  characteristi c  measure s  (fo r   th e  Itö­Poisso n  poin t   proces s o f 

excursion s fro m zero) ,  whic h correspon d  t o  th e semigrou p  (K t ) .  I t  i s 

clea r   fro m th e constructio n o f   thes e processe s  fro m Itö­Poisso n poin t 

processe s  tha t  th e convers e als o holds .  A  proble m extensivel y studie d 

i n th e literatur e i s t o describ e al l  th e Ra y processe s o n [0,°°[ ,  whic h 
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behav e  lik e Brownia n motio n unti l   th e firs t  hittin g o r  approac h o f  0 , 

see  amon g  other s  Felle r   [11] ,  Itö­McKea n  [26 ]  an d  Roger s  [45] .  I t 

follow s  fro m a n  applicatio n  o f   th e  stron g Marko v  propert y  tha t   th e 

resolven t zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  {V\)\\r)  o f  suc h a  proces s satisfie s th e followin g formul a 

Vxf(x )  =  (̂ ffx )  +  e" xV^ X V xf(0 )  ,  f  €  C o([0,«>[) ,  x  >  0 , 

wher e 

G^f(x )  =  Je" Xt  K t f(x)d t 

0 
To 

= E x J  e­ Xt f(B t )dt . 
0 

Roger s [45 ]  give s th e followin g characterizatio n o f  Vj.f(0) :  ther e exis t 

non­negativ e constant s p .̂po.p o an d a  non­negativ e measur e p 4 o n ]0, co[ 

suc h tha t 

|   p 4(dx)(l­e­ x)  <  « . 

]0,» [ 
and suc h tha t 

00 

2p 2  Je _xV§Xf(x)d x +  p 3f(0 )  +  J   p 4(dx)G xf(x ) 

0  ]0,o° [ 
Vx  f(0 )  =   *   L­  . 

Pl  +  p 2v5X +  Xp 3 +  |   p 4(dx)(l­e ­xV§X ) 

]0.­ [ 
Actuall y  w e  shoul d  hav e  considere d  thes e processe s  o n  th e one­poin t 

compactificatio n  [0,°° ]  o f   [0,°°[ ,   th e poin t  ° °  playin g  th e  rol e  o f  a 

cemetery ,  wher e  th e proces s i s sen t  t o whe n killed .  We hav e lef t  thi s 

out  t o avoi d annoyin g technicalities .  Roger s derive d  thi s formul a fro m 

th e  resolven t   equatio n  fo r   th e  proces s  Y   an d  h e  remark s  tha t   th e 

constant s  pi ,   P Q  an d  p 3  an d  th e  measur e  p 4  hav e  natura l   inter ­

pretation s  i n excursio n  theory .   Indeed ,   le t  fo r  s  >  0  an d n   2  0  th e 

measur e e  s  o n [0,°° [  b e define d b y 

exs (dy )  =  q(s;x,y)d y  fo r  x  >  0 

and 

eos (dy )  =  g(s:0.y)dy . 
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The  familie s  ( £
xs ) s>o­  x   ^  0 ,  o f  finit e measure s o n [0,°° [  ar e entranc e 

law s  fo r   th e  semigrou p  (K t ) .  Accordin g  t o  theore m  (2.2.4) ,   th e 

semigrou p  (K t )   an d  th e  entranc e  la w  ( £
Xs^s> 0  determin e  a   uniqu e 

a­finit e  measur e u x o n th e excursio n  spac e  (14,,%, )  satisfyin g  propert y 

(i) ,   (ii )  an d (iii )  o f  theore m  (2.2.3 )  suc h  tha t  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

6xS(dy)  = "x([fu  > s­  u ( s )  e  d y])­

I t   i s  clea r   tha t   i >  i s th e characteristi c  measur e  o f   th e  Itö­Poisso n 

poin t  proces s o f  excursion s  fro m zer o o f  standar d Brownia n motion ,  se e 

sectio n  (3.1 )  an d  fo r   x   >   0   th e measur ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  v  i s   identica l   t o th e 

distributio n o»  o n (U,,,,̂ , )  o f  standar d Brownia n motio n  starte d  fro m x , 

whic h i s  absorbe d  i n stat e 0 .  Le t  p  b e a  nonnegativ e  measur e o n [0,°° [ 

suc h tha t  p([x.<»[ )  <  ° °  f  o r  ever y x   y 0 .  Defin e  th e measur e  v o n (U ,̂*?^ ) 

by 

u =  j   p(dx)u x. 

[0.­ [ 
Then th e famil y (r j  )  V Q define d b y 

ns(dy )  =  w([C u >  s ,  u(s )  e  dy] ) 

= I   p(dx)e xs (dy ) 

[0.» [ 

i s  a n  entranc e  la w  fo r   th e  semigrou p  (K t ) .  Fo r   X> 0 an d  bounded , 

measurabl e  function s f  o n [0, 00[  w e hav e 

^ ( f )  =  Jdse­X s  |77s(dy)f(y) 

=  P({0})  J e " ^  f(y)dy  + J  p(dx)Gxf(x). 
0  ]0,°°[ 

I t  follows  that 

( l ­ e~Su(du )  = ^ ( 1 ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAƒ' 
U 

=  ^ P ( { 0 } )  + J  p ( d x ) ( l ­ e ­ x ^ ) . 

]0.»[ 
Let  P  be  the  It6­Poisson  process  on  [0,<x>[  with  character is t ic  measure 
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i) .  A s i n sectio n (2.3 )  w e assum e th e finitenes s o f   (1­ e  u )u(du ) 

U 
t o guarante e tha t  th e su m A(T )  o f  th e length s o f  th e excursion s u p t o 

tim e  T   i s  finite .   Thi s  conditio n  i s  equivalen t   t o  th e  followin g 

conditio n o n th e measur e p 

|   p(dx)(l­e ­xV5 )  <  °° . 

]0.­ [ 

Let zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  t  2 0  an d defin e a s i n sectio n (2.3 ) 

B(T,(O )  =  CT Q((J) +   A(T.CJ )  +  TT . 

Finally ,   le t  6  £  0  b e  th e killing­rat e  i n loca l   tim e a t  stat e 0 .  I f 

(V\)\\Q  i s   th e resolven t   o f   th e stron g Marko v proces s attache d  t o P 

the n b y theore m (2.3.11 )  w e hav e 

­xv§ X 

V(x )  = 

Gxf(x )  V(0 )  fo r  x  ̂  0 

p({0} )  J e ­ ^  f(y)d y +  ƒ   pfdxJC f̂(x)+­rf(0 ) 

0  ]0,» [ 
fo r  x  =  0 . 

6 +  X­ r  +  ­  p({0})V2 T +  [   p(dx)(l­e ­xv ^ ) 

]0.­ [ 

I t   follow s  tha t  p ,   i s  th e killing­rat e  i n loca l   tim e a t  stat e 0 .  Th e 

constan t  p o correspond s t o TT ,  whic h i s a  measur e fo r  th e stickines s a t 

stat e 0  a s wil l  b e explaine d i n sectio n  (4.2) .  Further ,  i t  i s  eas y t o 

see tha t   v  i s  concentrate d o n th e se t  o f  excursion s {u€U 00:u(0)=x} ,  s o 

p4(dx )   i s  th e  rat e  i n  loca l   tim e  a t   zer o  b y  whic h  ther e  appea r 

excursion s  fro m zer o startin g a t  x .  Th e constan t  2p o  i s  th e  rat e i n 

loca l  tim e a t  zer o b y whic h th e proces s exit s zer o continuously . 

3. 4  Brownia n motio n o n a n n­pod . 

I n thi s exampl e w e wil l  construc t  Marko v processe s o n a n n­po d F^ .  A s a 

set  E   i s define d b y 

En =  ]0.» [  x  { 1  n }  U  {0} . 
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Let  ö ^  :  EJ J x  E n ­ ♦ I R b e define d b y 

x+y  fo r   i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ■*■  j 

dn[(x,i) ,  (y.j) ]  = 
­y |  fo r  i   =  J 

dJO.^.i) ]   =  x , 

^[0,0 ]   =  0 . 

The functio n 1   i s a  metri c o n E   an d th e topologica l  spac e ( E , d )  i s 

a  locall y  compact ,  secon d countabl e Hausdorf f   space .  Th e  topologica l 

spac e E   i s calle d a n n­pod .  Denot e b y   S  th e Bore l  a­algebr a o n E n an d 

by Aî ,  k=l... .  ,n ,  th e subse t 

Av =  { e €  E   :  e  =  0  o r  e  =  (x,k )  fo r  som e x  >  0 } 

of  E„ .  Th e subse t  A, ,  i s  calle d th e k   axi s o f  E„ .  I t  i s  clea r  tha t  E 0 n  k   n   Z 

i s  homeomorphi c  t o  th e  rea l   lin e I R an d  tha t  A ­   i s homeomorphi c  t o 

[0,°°[ .  We  wan t   t o  conside r   stron g  Marko v  processe s  Y   o n E  ,  whic h 

behav e lik e Brownia n motio n unti l   th e firs t  hittin g o r  approac h  a  o f 

stat e 0 ,  i.e . 

q(t;x,y)X i (dy )  fo r  j= i  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
p ( x . i ) ( t Y t  e  (y ­y + dy)x{ j} .  %  >  t ] ) 

L 0   fo r  j* i 
wher e X j   i s  th e image­o f   th e Lebesgu e measur e o n [0,a> [  unde r   th e map 

f\  '• [0. co[  ­ » A J define d b y 

(x,i )  fo r  x  >  0 

^i(x )  =  ' 
[ 0  fo r  x  =  0 

and wher e q(t;x,y )  i s  define d a s i n sectio n (3.1) . 

Defin e fo r  t  >  0  th e kerne l  P "  o n (E^,^ )  b y 

CO  0 0 

Pn(e,F) = Jl F((y.i))q(t:x.y)X 1(dy)+l F(0){l­|q(t:x.y)X 1(dy) }   i f  e=(x.i ) 

0  0 

and P n(0.F) = l F(0) . 

The  famil y  o f   kernel s  (P") t >0'   w n e r e  P Q  i s   t * l e  identit y  kerne l   o n 

(E n,£ n) ,   i s  a  Marko v semigrou p o f  kernel s o n ( E , £ )  whic h ca n b e show n 

t o correspon d  t o a   Feller­Dynki n  semigrou p  o n C  ( E )   (se e William s 

[59] ,  p.11 5 fo r   th e definitio n o f  a  Feller­Dynki n semigroup) .  Le t   a , 

e €   EJJ ,  b e  th e  measur e  o n  th e  functio n  spac e  U^ n'=Dr .  ([0,°°[ )  (se e 
n 
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i s 

appendi x A2 )  whos e finit e dimensiona l  distribution s ar e give n b y 

ae[u(ti )  € zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA dei.  i= l   m] 

= P ? (e.de^P »  (ej.de,,)...p *   (e .̂de,,, ) 
1  2  1  m m­ 1 

wher e  m>l ,  0<t,<...< t   an d e,,..., e  €   E R.  Th e measur e  a 

concentrate d o n th e se t  { u 6  U^ n' :  u(t)= 0 fo r  al l  t>f u}  wher e f u i s 

define d  b y f u=inf{t> 0  :  u(t)= 0 o r  u(t­)=0} .   Denot e b y   ( K n ) t > 0 th e 

sub­Marko v semigrou p o f  kernel s o n (E n.^ n)  give n b y 

Kn(e.dy )  =  a e[u(t)edy .  C u>t ] 

q(t;x,y)X i (dy )   fore=(x,i ) 

.  0   fo r  e= 0 

Let  Y  b e a  stron g Marko v proces s o n E  ,  whic h behave s  lik e Brownia n 

motio n unti l   th e firs t   hittin g o r  approac h o f  0 ,  an d le t  u  b e  th e 

characteristi c measur e o f  th e Itö­Poisso n poin t  proces s o f  excursion s 

fro m  zer o o f  th e proces s Y .  I t  follow s  the n  tha t   th e measur e  v i s 

determine d  b y a n entranc e  la w ( T?s) s\ n fo r  th e semigrou p  (K n)  wit h 

T)  ({0})= 0  fo r  ever y s> 0 (sam e  reasonin g a s fo r  reflectin g  Brownia n 

motion ,  se e sectio n (3.3)) .  We hav e 
oo 

r   n   r  �   n 

T, s(de)K n(e.dy )  =  2   ^(dxJqttjx.yJX^dy )  =  2  1 A (y)i7 s+t (dy ) 
1=1  J

Q  1= 1 *  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
where  n*  =  f7  [1A  , T)S] is  the  ipj­image  of  the  restriction  of  T)S to  the 

axis  AJ.  I t  follows  that  for  i=l  n 

(jTj*(dx)q(t;x.y))dy  = T7*(dy). 

0 
As  in  section  (3.3)  there  exist  measures  p'  ' ,  1 = 1,..,n  on  [0,<°[  such 

tha t 

and 

Jp( i )(dx)(l­e~ x)  <  oo 

0 

^ (dy )  =  J   p( i )(dx)Ê xs (dy) . 

[0.» [ 
wher e  e  i s  define d a s i n sectio n (3.3) .  I t  follow s tha t  th e resolven t 

http://ej.de
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(Vj .  K N Q o f  th e stron g Marko v proces s Y  i s  give n b y zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

00 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V ( x . i )  =  |Gx(x,dy)f(y.i)  +  e^»^V x f (0) 

with 

Vxf(0) 

n  ^ _  n 
2  P ( i )({0})  J e ­ y ^ f ( y . i ) d y  +  2  J  p^Hdxj jG^x.dyJf  (y, i)+­rf (0) 

1 = 1  0  i = 1  ]0,°°[ 

1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f PT-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
6  + X­T +  ­fik  2  p ( i ) ({0})  +  2  J  p t ^ d x H l ­ e ­ 5 0 ^ ) 

i=l  i=l  ]0jCD[ 

wher e  i an d 6  ar e nonnegativ e constant s an d f  €  b £ . 

As a  specia l  cas e tak e n=2 ,  6=T=p( 1)(]0,oo[)=p( 2)(]0.«>[)= 0 an d a +  0  >  0 

wher e a=p( 1)({0} )  an d P=p( 2)({0}) .  The n w e ge t 
00  0 0 

V(° )   = [  x  f i   {< *   \e~Tm  f(Y.l)d y +  P  J e ­ ^  f(y.2)dy} . 
0  0 

I f  w e map E o o n R  vi a th e map \p define d b y 

*(y.i )  =  y 

*(y.2 )  =  ­ y 

+(0 )   =  0 

and  i f  w e us e agai n  f   fo r   th e map fo>/ /  o n K ,  w e ge t  afte r   som e 

straightforwar d calculatio n tha t 

00  CO 

V(0 )  =  (  I  ] "  ~ T { a Je _yV§Xf(y)d y +  P zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \<ry^i{-y)AV} 
X J   a+ p 

0 
and 

Vxf(x )  =  f ­L [ e ­v^|x­y |   +  s i g n ( y )   ^ £ e ­ v ^ ( | x | + | y | ) ] f ( y ) d y 
J v2 X  a+ P 
—CO 

fo r  al l  x  €  R\{0} ,  i n whic h 

�  ­ 1  fo r   y  <  0 

sgn(y )  =   0   fo r   y  =  0  . 

. 1  fo r   y  >  0 
Thi s i s th e resolven t  o f  so­calle d  ske w Brownia n motion ,  se e It ó an d 

a  P 
McKean [27] ,  p .  115 .  Th e number s  an d  may b e interprete d a s th e 

a+p a+P 
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probabilitie s fo r  a n excursio n o n th e right ­  resp .  lef t  han d sid e o f  0 , 

see Harriso n an d Shep p [21 ]  an d sectio n (4.2) . 

I n [12 ]  Fran k an d  Durha m  giv e a n  intuitiv e descriptio n  o f  symmetri c 

Brownia n motio n o n a  3­pod ,   whic h correspond s  t o  th e cas e 6=rr= 0 an d  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

p(i'=p(^}=p(' i)=  — ö   We en d  thi s sectio n b y remarkin g  tha t  a  simila r 
3  ° 

constructio n i s possibl e fo r  processe s whic h behav e outsid e zer o lik e 

Brownia n motio n wit h constan t  drift . 

3. 5  A  remar k b y Blumenthal' s constructio n o f  th e Marko v proces s attache d t o 

an Itó­Poisso n poin t  process . 

I n [2 ]  Blumentha l   construct s  fo r  a  give n characteristi c  measur e an d 

entranc e  la w th e extensio n o f  th e origina l  proces s whos e entranc e la w 

i s th e give n one ,  claimin g  tha t  thi s constructio n i s th e on e tha t  It ö 

was referrin g t o i n [25] .  Le t  E  b e a  compac t  metri c spac e an d le t  a  €  E 

be a   fixe d point .   Le t  X   =   (X t ) t >o  b e  a   Ra y  proces s  wit h  spac e E . 

Blumentha l  consider s th e cas e E  =  [0, a>[ ,  a= 0 an d X  i s a  standar d Marko v 

process .   B y a   standar d  constructio n  fo r  Marko v  processes ,  X   ca n b e 

considere d a s a  Ra y proces s o n th e one­poin t  compactificatio n [0, 00]  o f 

[0,<»[ ,   se e  Getoo r   [15] .   Denot e  a s  i n  sectio n  (2.2 )   b y  a ^   th e 

distributio n o n U  =  D£([0,<»[ )  o f  th e proces s X  absorbe d i n a  afte r  th e 

firs t  hittin g o r  approac h  a&  o f   th e poin t  a  an d b y  (K t ) t >, g  th e sub ­

Marko v semigrou p o f  kernel s o n (E,£ )  define d b y 

at (x,dy)=a x[u(t)edy ,  f u >   t] . 

Blumenthal' s  constructio n  i s base d  o n  a n  approximatio n  wit h  Marko v 

processe s  o f   th e  followin g  type .  Startin g a t  a  poin t  x  €  E\{a }  th e 

proces s  evolve s  accordin g  t o  th e  transitio n  probabilitie s  o f   th e 

proces s X  unti l   reachin g  th e stat e a  wher e i t  wait s a   lengt h o f  tim e 

havin g a n exponentia l  distributio n wit h mean a> 0 afte r  whic h  tim e i t 

jump s  independentl y  t o a   ne w positio n  i n E\{a }  accordin g  t o a  give n 
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probabilit y   distributio n  T )  an d  the n proceed s a s before .  Th e  measur e TJ 

i s calle d  th e jumpin g  i n measur e an dzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  a i s  calle d  th e holdin g parameter . 

For   th e  existenc e o f  suc h a  Marko v proces s Blumentha l   refer s t o Meye r 

[41] .  A  standar d  calculatio n  usin g th e stron g  Marko v  propert y  yield s 

fo r   th e resolven t   (U\K> o o f  thi s proces s  th e  formul a 

­   f  (a )  +   fr ) (dy)G xf(y ) 

Ux f(x )  =  C^ffx )  +  E ^ e  a )   ­ j — ­
1  r   ­AC T  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
­ X  +  Jn(dy)Ey(l­ e  a ) 

wher e 

Gĵ ffx )  =  je ­Xt Kt f(x)d t   an d f  £  bg . 

0 
I t   i s  no t  difficul t   t o construc t   thi s  proces s  wit h  th e method s o f 

sectio n  (2.3) .  Defin e  th e famil y o f  finit e measure s  (T? S) S>O o n (E,£ )  b y 

T7s(dy )  =  |T,(dx)K s(x,dy) . 

I t   i s  clea r   tha t   th e famil y  (r j  }  J Q i s a n entranc e  la w fo r   th e 

semigrou p  (K t )   satisfyin g  th e propert y  TJ ({a})= 0  fo r   ever y  s>0 .  Le t   v 

be  th e cr­finit e measur e o n (U, 1?/ )  correspondin g t o th e entranc e  la w (T J ) 

and  th e semigrou p  (K £ ) ,  se e theore m  (2.2.4) ,   an d le t  P  b e th e 

Itö­Poisso n poin t  proces s o n U  wit h characteristi c measur e  v.  Le t  Y  b e 

th e Marko v proces s attache d t o P  a s i n sectio n  (2.3) ,   the n b y theore m 

(2.3.8 )  th e resolven t   {V\)\\Q  o f  Y  i s give n b y zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

­Xaa  V f )  +  Tf(a> 

V(x)  = ĉ fCx)  + y e  a)  —  ,  f e be. 
Xnr  +  X T ^ ( 1 ) 

S i n c e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
00 

^ ( f )  =  Jdt  e"Xt  |n(dx)Ktf(x) 

0 

=  JT|(dx}Gxf{x) 

and,  for  X&L, 

00 

XG^x)  =  Jxe"XtKtl(x)dt 
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= JAe­XOo^t]) ^ 
0  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

=  E  ̂ |  Xe~ Xt dt 

0 

= ^(1­6"°*) . 

1 
th e proces s Y  wit h  i  =  —  i s  th e abov e describe d Marko v process .  Th e 

a 

stron g Marko v propert y fo r  Y  follow s fro m th e assumption s i n Blumentha l 

[2 ]  abou t  th e resolven t  (GxK>n .  se e  theore m (2.3.9) . 



CHAPTER 4 

RANDOM WALK APPROXIMATIONS 

I n chapte r  3  we derive d a n expressio n fo r  th e characteristi c measur e u 

of   th e  Itó­Poisso n  poin t   proces s  P   o f   excursion s  fro m  zer o o f 

reflectin g Brownia n motion .  Le t  e   b e th e sig n o f  excursio n u : 

e  =  ­ 1 o r  + 1 accordin g a s u(t )  <  0  o r  >  0  fo r  t  €  ]0, f  [ .  . 

The measur e u  i s  concentrate d o n th e se t  o f  excursion s wit h sig n +1 . 

Conside r   th e produc t  U  x  {­1,1 }  o f  th e excursio n spac e U  an d th e se t 

{­1,1} .  Le t  p  b e a  probabilit y  distributio n o n {­1.1 }  an d le t zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA v'  b e th e 

imag e o f  th e produc t  measur e u8 p unde r  th e map (u,e} € Ux{­l,l }  ­ » e*u€U . 

Denot e b y P '  th e Ito­Poisso n poin t  proces s wit h characteristi c measur e 

v' ;  on e shoul d  thin k abou t  P '  a s th e poin t  proces s derive d fro m P  b y 

changin g  independentl y  th e sign s o f   th e excursion s  wit h probabilit y 

1­ a =  p({­l}) ­  I t  turn s ou t  tha t  th e Marko v proces s attache d t o P '  i s 

ske w Brownia n motio n X° \  se e sectio n  (3.4) .  I n [21 ]  Harriso n an d Shep p 

gav e a  rando m wal k approximatio n o f  th e proces s X 0.  The y considere d a 

Marko v chai n (S n) nsn o n TL wit h S   =  0  an d wit h transitio n probabilitie s 

give n b y 

p[ Sn+l  =  V 1 IS J =  PCSn+l  =  V 1 l SJ =  \  i f  S n *  ° ­
PLVl  =  lK  =  ° 3 =« ■ 

P[S n+ 1 =  "I|S n =  0 ]  =  1­a . 

Let  no w X ^  =  (̂ n(
t ))( ;>o D e t n e proces s define d b y 

V t )   =n­*.S [nt] . 

Harriso n  an d  Shep p  prove d  i n  [21 ]  amon g  othe r   thing s  th e  wea k 

convergenc e  o f   th e  sequenc e  {X_ .  n  J  1 }   t o  th e proces s  X* 1.  The y 
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conclud e  thei r  articl e wit h a  remar k  tha t  thi s resul t  ca n b e extende d 

t o a  Marko v chai n wit h a  mor e genera l   typ e o f  behaviou r  a t  th e origin . 

We wil l  conside r  th e followin g behaviou r  a t  th e origin : 

P t V l   =  k|S n =  0 ]  =   ^ 

wit h {pî ,  k  €  2 }  a  probabilit y  distributio n o nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  TL. 

I n  th e  constructio n  o f   a   Marko v  proces s  fro m  a n  Itö­Poisso n poin t 

proces s P  we adde d a  linea r   ter m T T t o th e su m o f   th e length s o f  th e 

excursion s u p t o an d  includin g  tim e T .  Sectio n  (4.3 )  i s devote d  t o a 

rando m wal k approximatio n o f   th e proces s Y   constructe d  i n  thi s wa y 

fro m  th e  Itö­Poisso n poin t  proces s o f  excursion s  fro m 0   o f   standar d 

Brownia n  motion ,   se e  sectio n  (3.1) .   I t  wil l   tur n  ou t   tha t   suc h a n 

approximatio n ha s  t o b e base d o n a  sequenc e S n
=(^nk^k>0 '  n= l­2... ­   o f 

rando m walk s o n  TL, wit h transitio n probabilitie s give n by : 

P[ Sn+l  =  V 1  IS J =  P[S n+l  =  S n­ 1 |S n]  =  I   i f  S n *  0 , 

P[ Sn ,k + l = ° l Sn ,k=°3=­ n  ■ 

p[ Sn,k +l  = +  1 l sn. k =  ° ]  = ^ 0 ­ V  � 
1 

I t  wil l  tur n ou t  tha t  w e hav e t o tak e T „  =  1  ­   —. 
n  « 

4. 1  Approximatio n b y discret e semigroups . 

Let  S   =  (SĵJjjgtH .  n=l, 2  b e a  sequenc e o f  Marko v chain s o n  TL wit h 

transitio n matrice s P n  :  TL x   TL ­ » [0,1] .  Defin e fo r  n  >  1  th e proces s 

X  =  (XnfOJts o wit h continuou s tim e paramete r  b y 

V )   = n ^' Sn,[nt ] ­

The probabilit y  distributio n o f  th e proces s X ^  i s completel y determine d 

by  th e  transitio n matri x  P   an d  th e  initia l   distributio n  v  o f   th e 

Marko v chai n S n.  We wil l  denot e th e distributio n o f   th e proces s X   b y 

(n )   ­' / 
P  ,  wher e u  i s th e distributio n o f  X R(0) :  )i({k' n  "})   =  u({k}) .  k  6  Z . 

(n )   (n ) 
I f  u=6 x  w e wil l  writ e simpl y P   .  Th e measur e P   i s a  probabilit y 
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measur e  o n  th e  spac e  o f   cadla g  function s  o n  [0, CD[ ,   whic h  wil l   b e 

denote d  b y  D   i n  thi s  chapter .   Se e  appendi x  A2 .  Le t   fo r   a   finite . 

strictl y  increasin g  sequenc e  (tjluKi ,  o f   nonnegativ e  rea l   number s  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

TT+  ,.  b e th e projectio n o f  D  o n K  : 
t l " ­ t k 

ir t   t   (u )  =  (u(tj )   u(t k)) ,   u  €  D . 
1  A C 

(n ) 
Then th e finite­dimensiona l  distribution s o f  P   ar e give n b y 

(n ) 
^ . . . t k Pu  (A ) 

x,  [nt, ]   k   [nt,]­[nt ,   ■,] 
=  2   H{™0­n~A})  P „   ^ K ­ n ­ l J ^ P n  J {m1_1 .n. ±) 

mQeZ  i= 2 

wher e  A  €   3S(I R )  ,   an d  wher e  th e  summatio n  i s  ove r   al l   vector s 

(mQ  n^ )  €  Z k + 1  suc h  tha t   n _14­(m 1,   n^ )  €   A .   Le t   CQ(IR )  b e  th e 

Banach  spac e o f   (bounded )  continuou s  function s o n K  whic h vanis h a t 

infinity ,  norme d b y th e supnor m an d le t  fo r  n  £  1 

2  b e  th e spac e o f   function s  f  o n  th e discret e  spac e n   * Z whic h 

vanis h a t  infinity ,  norme d b y th e supnor m II«I I  : 

llfll n =  su p {|f(x) |  :  x  €  n ­!4 ­2} ,  an d 

9  b e  th e operato r  fro m C  (R )  t o 2   whic h assign s t o f  e C  (K )  it s 

restrictio n t o n   *Z . 

The sequenc e ( 2 ,  3" n) nNi  i s a n approximatio n o f  th e Banac h spac e C  (R) , 

see Kat o [32] ,  p .  512 .  Defin e fo r  n> l  th e operato r  U   o n 2 L b y 

» , Unf(x )  =  Jf[u(­) ]  P ^  '(du ) 

=  .| z P n(x­n* ,  j )   fU'if*) .   x  €   TT'A­Z,  f  €   2 R. 

U  i s a  bounde d  linea r  operato r  o n 2  .  Denot e b y   "IL  = (U n(
t ))t> 0  t n e 

extensio n  t o t  €  [0, co[  o f   th e discret e semigrou p o n 2   wit h tim e uni t 

1 
T  =  — an d wit h generato r  n( U ­I) : 

n 

[U n(t)f](x )  =   \i  d(7T t P^n) ) 

=  .| z (P n)
[nt] (x­n^.j)f(j.n­^) ,   x  €  n­^­Z ,  f  €  2 n . 

So U n =  U   (T n) .  Le t  T  =  (T(t)) t ^Q b e a  semigrou p o n C Q(IR) .  Th e sequenc e 

CCiJnS i   i s a n approximatio n o f   th e semigrou p T  i f  fo r  ever y  t  €  [0,°> [ 
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and fo r  ever y f  e  C Q(R )  i t  i s  tru e tha t 

" S  IIU n( k n' Tn)(V )  "  W ^   ]H n =  ° 

fo r  an y sequenc e {lc. }  o f  nonnegativ e integer s suc h tha t  k̂ ' T  ­ » t  �  A 

necessar y an d sufficien t  conditio n  fo r   th e sequenc e  CO­s i   t o b e a n 

approximatio n  o f   th e  semigrou p  T   i s  give n  b y  th e  theore m  o f 

Trotter­Kato ,  se e Kat o [32] ,  p.511 .  Wit h ou r  notation s  thi s conditio n 

i s tha t  fo r  som e X  >  0 

00  0 0 

li m I I  J  ( 1 +  ­)­ [ n t ] ­ 1 U n(t)(# nf)d t  ­  # n[ J e" Xt T(t) f  dt]ll n =  0 

0  0 

fo r  ever y f  €  C  (R) .  Assum e tha t  th e semigrou p T  i s a  Marko v semigrou p 

and  tha t   fo r   ever y  probabilit y   measur e  m  o n  K   ther e  exist s  a 

(probability )  measur e  P   o n  D   wit h  finite­dimensiona l   distribution s 

give n b y  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

= { m( d* 0 )J Tt 1 ( x o­ dx l )   J Tt 2 ­t l (X l >dX2) ­­ ­

J V t k ­ l ( X k ­ 1 , d X k )   1 A( x l­­­ xk) ­   ° *  t l < �� �  < V  A€S§(K k ) , 

wher e T t (x,dy )  denote s th e uniqu e Marko v kerne l  o n (R,S8(R) )  suc h tha t 

T(t)f(x )  =  JT t (x,dy)f(y) ,  t  >  0 .  x  e  t  an d f  6  C Q(R) . 

Wit h  thes e  notation s  an d  assumption s  w e  ca n  prov e  th e  followin g 

theorem . 

4.1. 1  Theorem .   Le t   ( u
n) n>i   b e  a   sequenc e  o f   probabilit y   measure s  wit h 

supp( u )  C  n   « 2 an d le t  m b e a  probabilit y  measur e o n R.  I f  (1L) n>i 

i s a n approximatio n o f  T  an d i f  u   => m a s n­*° ,  the n 

(n )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
ir t  t  P „   *>  ir t  t  P _  a s n   ­ »  <*> 

t r . . t k u n  V­.t j ^  m 

fo r   ever y  finite ,   strictl y  increasin g  sequenc e  ( t i)l<i< k  ° ^ 

nonnegativ e rea l  numbers . 
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l j f  d * t p i n )  ­  l f d*t p
m 

Proof.  The  proof  i s  by  induct ion  on  the  number  of  elements  of  the 

sequence  C  fci)i<i<k■  ^ e t  t  ­  *­* a n d  ^  €  C0(R)■  Then 

un 

= i K ^ H V ^ n  ­ jT(t)fdm| 

< i J V t K V ^ n  ­ {Un(tnt>^)(V)dünl 
+  l|un([nt]­i)(^nf)dUn  ­  J^n[T(t)f]dün| 

+  lJ^n[T(t)f]dun  ­  JT(t)fdm| 

< o + nun([nt]­i)(^nf)  ­  sy;T(t)f]iin  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+  |JT(t) f  du n ­  JT(t) f  dm|  ­ ► 0  a s n  ̂  » , 

th e secon d  ter m sinc e  (U n)  approximate s T ,  th e thir d  ter m sinc e (u n) 

converge s weakl y t o m. 

Hence 

(n ) 
T t P

U n  *  T t Pni   a s nHM ' 

whic h prove s th e theore m fo r  sequence s o f  lengt h one . 

Assume  tha t   th e theore m  i s  correc t   fo r  sequence s o f  lengt h k .   Le t 

0 <  t j  <  .  .  .  <  t k <  t k+ 1 an d le t  f j   f k+ 1 €  C Q(IR) .   Denotin g th e 

k+1  k+ 1 
functio n (x j   x k+l )  e  R k + 1  " * zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  n  f i( x i )  b y  ®   f i  w e g e t : 

i=l  i=l 

. f ^ 1  ( » )  fk + 1 

®  f,  dirt  t  ,  P„  ­  ®  f,  dirr  t  t  ?\ 

i=l  t l ­ t k t k + l  un  J  i = 1  *  t l ­ ­ t k t k + l m 

,  [ n t k + 1 ] ­ [ n t k ]  ( n ) 

=  I Jfi®­­­®fk­i  « ( W  )Vk+i>
  dirtv..t^vn 

­  Jfi®­­  ® fk­i « ( V ^ V r ' ^ W  d V ­ V m l 

(by  the  simple  Markov  property) 

t n t k + l > [ n t k ] 
<  l l f1 l l„­­­­­ l l fk l l„­"Un(  ~  )  V k + 1  "  * n C T ( t k + l ­ t k ) f k + l 3 " n 

+  ljfi®  •■•®fk­i®(fk­T(tk+rtk)fk+i)  * < % . . . t k
p £ }  ­ T

t l . . . t k
p m ) l 

­» 0  a s n  ­ *  » , 

th e  firs t   ter m  sinc e  (U n)  approximate s  T  an d th e secon d  b y th e 

inductio n hypothesis .  D 
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4. 2  Ske w Brownia n Motion . 

I n [27 ]  I  t o an d McKea n  introduce d  ske w Brownia n motio n a s a n exampl e o f 

a  diffusio n process .  The y  define d  ske w Brownia n  motio n  a s  follows : 

conside r   standar d  Brownia n  motio n  an d  alte r   independentl y  o f   th e 

proces s  th e  excursion s  awa y  fro m  zero ,   eac h  excursio n  bein g  positiv e 

wit h  probabilit y   a   an d  negativ e  wit h  probabilit yzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  p  = 1­a ;   a   i s  a 

parameter ,   a  6   [0,1] .   I n  [52 ]   Wals h  give s  a n  expressio n  fo r   th e 

transitio n densit y q a(t;x,y )  o f  X 01: 

qa(t;x,y )  =  p(t;x,y )  +   (a­0 )  sgn(y )  p(t;0,|x|+|y|).t>0 ,  x, y 6  K , 

wher e  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  1  VA  1  2 
p(t;x,y )  =   ­ —  exp[ ­  —  (x­y )  ] . 

I­  27T t  J   2 t 
27Tt  J   2 t 

sgn(y )   = 

­ 1  fo r   y  <  0 

0  fo r   y  =  0 
1  fo r   y  >  0 . 

I t   follow s  b y  direc t   calculatio n  tha t   (q a(t;.,.)) t \ Q  i s  a   Marko v 

transitio n densit y o n R ,   i.e . 

(i )   q a(t;x.y )  >  0 ; 

(ii )   q a(t;.,. )  i s  26(IR)»SS(1R )  ­measurable ; 

(iii )  Jq a ( t ;x,y )  d y =  1 ; 

—CO 

+00 

(iv )   J  q a(s;x.y )  q a(t;y,z )  d y =  q a(s+t;x.z) . 

Let  T   (t) ,  t  >  0 ,  b e  th e  integra l  operato r  wit h kerne l  q a(t;.,. )  o n th e 

Banac h spac e B  o f  bounded ,  Bore l  measurabl e  function s  f  o n K ,  norme d b y 

th e supnorm : 

(T a(t)f)(x )  =  J  f(y)q a(t;x,y)dy .  x  €  K . 

Wit h T   (0 )  th e  identit y  operato r   o n B ,   th e  famil y T a  =(T a(t)) t >Q  i s  a 

Marko v  semigrou p  o n B .  Remember   tha t  a  one­paramete r   famil y  (P t ) t \ o  ° ^ 
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bounde d  linea r  operator s o n B  i s calle d a  Marko v semigrou p o n B  i f 

(i )   V t  >  0 ,  V f  €  B ,  0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  i  f   i  1   => 0  <  P t f  <  1 ; 

(ii )   V t   2 0 .  P t l  =  1 ; 

(iii )  V s >  0 .  V t  >  0 ,  P s+ t  =  P sPt ; 

(iv )   V t  >  0 ,  V( f n ) n > 1 C  B :  f n l 0 *  P t f n i  0  (pointwise) . 

A Marko v semigrou p (P t ) t >o o n B  i s calle d a  Feller­Dynki n semigrou p o n 

CQ(IR )  i f  w e hav e i n additio n tha t 

(v )   V t  >  0 ,  P t   :  C 0(R )  ­*C 0(R) : 

(vi )   V f  €  C n(R) ,   li m llP̂f­fll,, ,  =  0 . 
°   tl O  L 

So a  Feller­Dynki n semigrou p i s a  strongl y continuou s Marko v semigrou p 

of   linea r   operator s  o n  C  (R )  .   Se e  William s  [59 ]   fo r   furthe r 

information . 

4.2. 1  Proposition .  Th e semigrou p T   i s a  Feller­Dynki n semigrou p o n C  (R) . 

Proof .  We  onl y nee d  t o prov e  tha t  T a(t )   i s  a n operato r  o n C  (R )  an d 

tha t  T   i s strongl y continuous .  Fo r  f  €  C_(R )  an d x €  I R w e hav e 

Ta(t)f(x )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
+o o  o o  4­0 0 

= J  P(t;x,y)f(y)d y +  (a­p){Jp(t:0.|x|+y)f(y)d y ­  J  p(t;0. |x|­y)f(y)dy } 

­o o  0   —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAm 

+0»  < »  ­ | x | 

=Jp(t;0.y)f(x+y)dy+(a­/3) {  J  p(t;0.y) f  (y ­  |x |  )dy ­  J   p(t;0,y) f  (y+|x|)dy }  . 

_oo  | x |   ­a > 

Sinc e  th e  integrand s  ar e  al l   bounde d  b y  th e  integrabl e  functio n 

II f  IIOOPCt;0 .   . ) .   w e may tak e limit s fo r  th e variabl e x  unde r  th e integra l 

sig n an d fro m thi s i t  ca n easil y b e see n tha t  T  (t) f  €  C Q(IR) . 

To prov e th e stron g continuit y o f  th e semigroup ,  w e firs t  not e tha t  fo r 

f  €  C 0(K )  an d x  €  R 

Ta(t)f(x )  ­  f(x ) 

+00  +0 0 

= Jp(t;x,y)[f(y)­f(x)]d y +  (a­/5) J sgn(y)p(t;0 .  |x| + | y |)[ f  (y)­ f  (x)]d y 

—00  —00 
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= Jp(t;0,y)[f(x+y)­f(x)]d y +  (a­/3 )  Jp(t;0 .  |x|+y)[f(y)­f(­y)]dy . 

­o o  O 

As f  €  C   (IR) ,  f  i s  uniforml y continuous .  Choos e e>0 .  Ther e exist s a  6> 0 

suc h tha t   |y­y '  |  <  2 6 = *  | f  (y)­ f  (y' )  | <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  e.  Then : 

|T„(t)f(x )  ­  f(x) | a1  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

<  e  J  p(t;0.y)dy  +  4llfll(x>  Jp(t;0,y)dy  +  |a­p|e  Jp( t ;0 ,  |x|+y)dy 

­5  ö  0  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
00 

+  2 |a ­p |  Hfll,,  Jp( t ;0 ,  |x|+y)dy 

6 
00 

<  (s+|a­/3|e )  +  (4llfll a)  +  2  |a­p |  ll f  li j  f   p(l;0,y)dy . 

6­t­ ^ 

I t   follow s  tha t   li m IIT a(t)f­f!!„ ,  <  3 e fo r  ever y e> 0 whic h  implie s th e 

stron g continuit y o f  T . □  

Fro m  propositio n  (4.2.1 )   follow s  th e existenc e  o f  a   stron g  Marko v 

proces s  wit h  transitio n  densit y  q a(t;x,y )   an d wit h  righ t   continuou s 

paths .   I n fac t   wit h  probabilit y  1  thi s Marko v  proces s ha s continuou s 

path s a s follow s  from : 

|   J   q a(t:x.y)dy | 

R­]x­e,x+e [ 

x­ e  ro   » 

< 2 (  f  +   f   )p(t;x,y)d y =  4 J   p(l;0.y)d y =  o(t )  a s t  1  0 . 

­°°  x+e  Ê ' t  n 

See  Dynkin  [8] ,  chapter  three,  theorem  (3.5) .  So  q a ( t ;x ,y)  is  the 

transit ion  density  of  a  diffusion  process.  In  the  next  two  propositions 

we  give  expressions  for  the  resolvent  R?  and  the  infinitesimal 

generator  G  of  the  semi­group  T  . 

4.2.2  Proposition.  Let  X > 0,  f  €  CQ(IR)  and  x  €  R.  Then 
00 

R£f(x)  =  | e ­ X t T a ( t ) f (x)d t 
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Ü[e"^ | X~y l  +  sgn(y)(«­P)  e ­^M|x | + | y | ) ] f ( y ) d y .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ  V2A 

Proof.  The  result  follows  immediately  from  the  formula:  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

00 

Je­Atp(f,x.y)dt  = ­ L e ^ M .  D  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4.2. 3  Proposition .  Le t  G  b e th e infinitesima l  generato r  o f  th e semigrou p T  . 

Then 

2!(G a)  =  {h€C 0(R)  :  h( 2)  exist s o n K\{0} ;  ah'(0+ )  =  ph'(O­) ; 

h( 2)(0+ )  =  h( 2)(0­) ;  h^ 2)  continuou s o n K\{0} ; 

li m  h( 2)(x)=0 } 
|x|­* o 

■ ­h( 2){x )   fo r  x  * 0 , 

(Gah)(x )  =   h e »(G B)  . 

■ ­  h( 2)(0+ )   fo r  x  =  0 

Proof .   Le t  h  6   2S(G a) .   Sinc e  S(G a)  =   R"(C 0(K)) ,   ther e  exist s a n 

f  €  C 0(R )  suc h tha t  h  =  R^ f  €  C Q(K) . 

I t  follow s tha t 

x  °° 

h(x)  = 4 r  e_xV5X  f e ^ f  (y)dy  + ­±­   e * ^  f  e ^ ^ f  (y)dy  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
■/2AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  J  vSK  ■> 

-co X 
+00 

L e ­ | x | V 2 X |  (a­p)sgn(y)  e­ |yl^f(y)dy. 

—00 

By direct  calculation  we  find: 

h(2)  exists  on R\{0}: 

oh"(0+)  = ph'(O­); 

h(2^(0+)  = h(2)(0­); 

h(2^(x)  = 2Xh(x)  ­2f(x)  for  x  * 0; 

h ( 2 )  i s  continuous  on IR\{0} and  .lim  h^2)(x)  = 0. 
|x|­» » 
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From  (X­G  )R?f  =  f  we  conclude  t ha t 

Gah(x)  =  ­ h ( 2 ) ( x )  for  x  ^  0. 

Fur the r : 

Gah(0)  =  litn  ­  [ T a ( t ) h ( 0 ) ­ h ( 0 ) ] 
a  t iO  tzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  a  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 °° 

=  lim  {[  —  p ( t ; 0 , y ) [ h ( y ) ­ h ( 0 ) ] d y  +  f  —  p ( t ; 0 , y ) [ h ( y ) ­ h ( O ) ] d y } 
tlO  J  t  J  t 

­co  0 
Now  we  use  a  Taylor  expansion  for  h: 

h(y)  =  h(0)  +  yh ' (0+)  +  ­  y 2 h ( 2 ) ( 0 + )  +  e ( y ) y 2  for  y  >  0 

h(y)  =  h(0)  +  yh ' (O­)  +  ­ y 2 h ( 2 ) ( 0 ­ )  +  e ( y ) y 2  for  y  <  0 

where  e(y)  ­» 0  a s  y  ­»  0. 

Using  ah ' (0+)  =  /3h'(0­)  and  h ( 2 ) ( 0 ­ )  =  h ( 2 ) (0+)  we  g e t : 
+00 00 

Gah(0)  =  ljm  {2/3h'(0­)J  ­ p ( t ; 0 . y ) y  dy  +  (a+/3)h(2)(0+)  J  y 2 ­  p ( t ; 0 , y ) d y 

0 
0 a> 

2/3  9  c  2a  2 +  —  p ( t ; 0 , y ) e ( y ) y z d y  +  —  p(t lO.yJefyJy^dy} 
J  t  J  t 
-co 0 

=  ­ h ( 2 ) ( 0 + ) 
2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

sinc e e(y )  i s bounde d b y  llh '  �'ll 00 an d  tend s  t o 0   fo r  y  ­ » 0 . 

I t  follow s  tha t  th e operato r  C  define d b y 

2(C )  =  { h €  C 0(K )   :  h^ 2)  exist s o n K\{0} ;  ah'(0+ )  =  ph'fO­) ; 

h( 2)(0+ )  =  h( 2 )(0­) ;  h^ 2)  continuou s o n R\{0} ; 

,li m  h^ 2)(x)=0 } 

Cf(x )  = 

­  h( 2)(x )   fo r  x   *  0 
2 

h €  2!(C )  , 

■ ­h( 2 )(0+ )   fo r  x  =  0 
2 

i s  a n  extensio n  o f   G a­   Le t   h   €   20(C )   an d  le t   C h  =   h .   B y  direc t 

calculatio n  i t  follow s  tha t  h(x )  =  0 .  Fro m  th e corollar y  t o theore m  1. 1 

i n Dynki n  [8 ]  chapte r  on e w e conclud e  tha t  C  =   G . D 

I n wha t   follows ,  w e wil l   us e withou t   furthe r   mentionin g  th e  notation s 
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and  definition s  o f   sectio n  (4.1) .   I n  [21 ]  Harriso n &   Shep p  gav e  a 

rando m wal k approximatio n o f  th e proces s X 0.  Le t  S n b e th e Marko v chai n 

on  Z   startin g  i n 0   wit h  transitio n matri x P n=P no t   dependin g  o n n 

define d b y 

1 
P(m.m­l )  =  P(m.m+1 )  =  ­   fo r  m *  0   , 

P(0,k )   =  Pj ^   fo r  k  €  Z 

wher e {p ^  :  k  €  Z }  i s a  probabilit y  distributio n o n Z .  Harriso nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  &. Shep p 

prove d i n [21 ]  tha t  fo r  th e cas e 

Pi  =  « .  P_ j  =  P  .   a+ P =  1 , 

th e sequenc e o f  probabilit y  measure s  (P£ n' )  o n D  converge s weakl y t o 

th e distributio n  P° J o f   th e Feller­Dynki n proces s  startin g  i n 0  wit h 

transitio n semigrou p T  .  The y conclud e thei r  articl e b y remarkin g tha t 

thi s resul t  ca n b e prove n  fo r  mor e genera l  probabilit y  distribution s 

{p u  :  k  €  Z} .  Wit h  thes e notation s an d definition s w e wil l  prov e th e 

followin g theorem . 

4.2. 4  Theorem .  Le t  ( u )  > i  b e a  sequenc e o f  probabilit y  measure s o n K  wit h 

supp( u )  C  n   ' Z convergin g weakl y t o a  probabilit y  measur e m o n K . 

I f  0  <  Slklp k <  °° ,  the n fo r  ever y k   I  1  an d 0  <  t j  <   ... < t k th e 

(n ) 
finit e  dimensiona l   distribution s   ir r  . .   P „   converg e weakl y  t o 

tj...t k  u n 

th e finit e dimensiona l  distributio n  ir,.  , .  P ?  a s n  ­ » °° , 
t 1...t k m 

^ P k 
wher e  i n  a  =  an d Pf ;  i s   th e distributio n o f   th e Feller­Dynki n 

proces s wit h initia l  distributio n m an d wit h transitio n semigrou p T Q. 

Proof .   Onc e  w e  hav e  prove d  tha t   th e  sequenc e  ( <" n) n>i   i s   an 

approximatio n  o f   th e  semigrou p  T   fo r   a   probabilit y   distributio n 

{pj ^  :  k  €  Z }  satisfyin g  th e inequalit y 0  <  2  | k  jp'jj .  <  °° .  statemen t   (i ) 

follow s directl y fro m theore m (4.1.1) .  □  

So  th e proo f  o f   theore m  (4.2.4 )  i s complet e onc e w e hav e prove d tha t 
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th e  sequenc e  ( <" n) n>i  approximate s  T   .  Th e  res t   o f   thi s  sectio n  i s 

devote d t o thi s proo f  whic h i s spli t  u p i n a  serie s o f  lemmas . 

5  Approximatio n lemma .  I f  0  <  2|k|p̂ . < » ,  the n th e sequenc e (1 )  . ,  i s  a n 

approximatio n o f  th e semigrou p T  ,  i.e .  fo r  eac h t   €  [0,°> )  an d fo r 

each f  6  C 0(K )  i t  i s  tru e tha t 

n­* °   n 
1 

fo r  an y sequenc ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  {\J  o f  nonnegativ e integer s suc h tha t  k̂ «  »  t   a s 

To prov e  th e approximatio n  lemm a w e us e  th e  theore m o f  Trotter­Kat o 

whic h say s tha t  th e sequenc e f^ )   i s  a n approximatio n o f  T   i f  fo r  som e 

X >  0  th e nex t  statemen t  holds : 

00  0 0 

r   X  ­[nt]­ l   r   ,   . 
Hm  I I  j  ( 1 +  ­ )   U n(t)(* nf)d t  ­  * n(  Je­ Xt Ta(t) f  dt)ll n =  0 

0  0 
fo r  ever y f  €  C Q(IR) . 

Fro m no w o n X  >  0  i s fixed .  We introduc e th e followin g notatio n 

00  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V  =  J e _ X t T a( t ) f  d t   fo r  f  e   C
0 ( R) 

0 

r   X  ­[nt]­ l 
I nf  =  J(l + ­ )   U n(t) f  d t   fo r  f  e  2 n . 

0 
Our  firs t  ste p consist s o f  calculatin g I f . 

6  Lemma.  Le t  X  >  0 ,  f  €  2 n an d x  e  n   'A­  TL the n 

(I nf)(x )  =  ­J ­   2   G   x   (x.n'̂ ,j)f(j.n^ ) 
X+n j€ 2  j 1 + 2)~ 1 

n 
wher e 

Gu(i.j )  =   J   (uP) k(i,j) ,   i, j  e z . 
k>0 



119 

Proof .   f(l + ­)­C nt ]  1 Un(t)f(x)d t 
­"   n 
0 

00  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

=  f(l + ­ ) ­ t n t > 1 (   2   pt nt ](x­n l4 .j)f(j­n­ 14))d t 
J  n   j€ Z 
0  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1  fkk+ 1  (1 + ­)~ k_1 (  2   P k(x­n* .  J)f(j­iT*) ) 
=0  J [ ­ ,   [   n   j€ Z 

= 2 1 , ,  ̂ i   (1 + ­) ­li_1 (  2   P*(x­n" .  j)f(j­n­"))d t 
k= 

n  n 
»  1   \ 

= 2   2   ­  (1 +  ­ ) ­ k _ 1  P k(x­n .̂j)f(j­n ­14 ) 
k=0  jC Z n   n 

= —  2   G   x   (x­n̂ .j)f(j­n­'̂ ). D 
A+n  j€ Z  (1 +  ­ ) _ 1 

n 

For   th e  calculatio n  o f   th e  potentia l   matri x  G   w e  procee d  i n  th e 

followin g way .  Le t  Z  =  ( Z ,  n€IN )  b e th e Marko v chai n startin g i n x  €  Z 

wit h transitio n matri x uP ,  0  <  u  <  1 .  (se e pag e 11 7 fo r  th e definitio n 

of   P) .  Fo r  y  €  Z   w e defin e N   a s  th e  tota l  numbe r  o f  visit s o f  th e 

proces s Z  t o th e stat e y : 

\   ­ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \ '{y}  °   V 
k=0 

Then w e hav e 

E^ N  )  =  2   P x [Z k =  y ] 
k=0 

00 

= 2   (uP) k (x,y )  =  G u(x.y) . 
k=0 

An applicatio n o f  th e stron g Marko v propert y gives : 

Px [N y >  k ]  =  P x[a y <  « ]  (P y[a y <  o"])^ 1 

wher e  a   =  in f  { n >  0  :  Z   =  y } 

a y  =  in f  { n  I  1  :  ̂   =  y }  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

inf  <J>  =  +». 

We  conclude  that 

G u (x .y)  =  E J N y ] 

2  PX[N  >k] 
k>l 
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Px [ * y  <  • ] 

1­Py[<4  < »] 

Put  h ( x , y )  =  Px[ffy  <  » ] .  x .y  €zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TL. 

The  funct ion  h  has  the  following  p r o p e r t i e s : 

1  1 

( i )  h (x ,y )  =  ­  u  h ( x ­ l . y )  +  ­  u  h ( x + l , y ) ,  x .y  e  1,  K  jt  0,y 

("Markov  p r o p e r t y " ) ; 

( ü )  h (y .y )  =  1; 
( i i i )  h(O.y)  =  2  U P k h ( k , y ) .  y  *  0; 

k£Z 
( i v )  0  <  h (x ,y )  <  1.  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Fi x y .  Conside r  firs t  th e cas e y  <  0 . 

Equatio n (i )  i s  a  differenc e equatio n wit h characteristi c equatio n 

1  2 — u  z 
2 

1 
z +  — u  =  0 . 

2 
— 1   9  ' X 

The solution s o f  thi s equatio n ar e f  an d £   wher e f  =  —(1 ­  (1­ u )   ) . 
u 

I t  follow s tha t  0  <  f  <  1  an d tha t  h  mus t  b e o f  th e followin g form : 

\ f X  +  B y r x  fo r  x  <  y 

fo r  y   <, x  <  0 , 

fo r  x  ̂  0 

h(x.y )  Dy f x +  C yf
  x 

L E  F x +  F vf' x 

F  ar e constants ,  onl y dependin g o n y  an d satisfyin g th e wher e A^ , 

relation s 

V y +  V ~ y  = Cyf­y  +  Dyfy 

c y  +  D y =  E y  +   V 
Propert y (iv )  implie s tha t 

\ 
Fy =  0 

and i t  follow s fro m propert y (ii )  tha t 

cy  r y  + oy  fy  =  i. 

I t  follow s tha t  fo r  y  <  0 

C f v­ x  fo r  x  <  y 

h(x.y )  =  '   , , 

�V  +  D y f X  fo r  x  ­  y 
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and  :  C yf
 y   +  D yf zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAV  = 1 . 

Analogou s calculation s yiel d fo r  y= 0 

h(x.O )  =  f' xl 

and fo r  y  >  0 

h(x,y ) 
Cvfl

xl  +  D yf
 x   fo r  x  <  y  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Ux _ y  fo r  x  >  y 

and  :  C y f
y +  D y  f~

y 

4.2. 7  Lemma 

f | x _ y |   f 
Gu(x,y )  =   — ­  +  ­r . 

.  x|+|y |  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

y  A  ' 

where :  T   = 
r | y |  2UPkflk­yl­i+Ai {y=0 } 

A =   (1­u 2)* ; 

1 "  2u Pkf 
|k | 

f  =   ­( l­A) . 
u 

Proof .  A n applicatio n o f  th e Marko v propert y give s fo r  y  <  0 : 

Py[> y«"> ]  =   \  U Py+l[­y<» ]  +   \  uPy­l^ y <  " ] 

1  1 

= ­uh(y+l.y) + ­uh(y­l.y ) 

^ u C C ^ ­ ^ D ^ J . I u f 

= ̂ {l +A)C y r y +  ̂ <l­A)D yf y +  i{l­A ) 

=  i  ­  ADyfy. 
I n th e sam e wa y w e ge t  fo r  y  =  0 : 

P 0 Oo  <  « ]  =  2  up kfl
ki 

and fo r  y  >  0 

PyOy <  » ]  =  1  "  AD yf­y . 

Substitutio n o f  th e expression s w e hav e foun d fo r  P„[cr „  <  °° ]  (=h(x,y) ) 
x  y 

and P v[ff y  <   w~\ i n th e formul a 
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Px[«r y<»] 
Gu(x.y )  = 

1­P y[a y<»] 

yield s 

f |x­y |   f |x|+|y |   C y 

Gu(x.y )  = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  —J—  +  ­ry  —  �   wher e nr y =  ­   . 

Substitutio n i n propert y (iii )  o f  th e functio n h  give s u s a n expressio n 

fo r   i  . We tak e agai n th e cas e y  <  0 : 

h(O.y )  =  C y +  D y 

h(0,y )  =  2 kupkh(k,y )   (conditio n (iii) ) 

=  \iy  u Pkf y " k +   \>y  u PkCCy
f  ' k '  +   D Y f k ]  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

c y r y  + Dyfy  =  i . 

Hence 

"V *  1 =  5 "   \<y  u Pk f y_ k  +   2 k>y  u Pkf k +  ^ k  2 k>y  u ?k f   W 

y 
and 

­,  c­ y +   Fy  =  i­ .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\ < y u P k f 2 y _ k +  2k>y"Pkfk  "  1 
S°  > " zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  '  i ­ 2 u P k f M  ' 

r | y |2U P k f l k ­y l ­ i 

1 ­  2 UPkf
k 

The sam e kin d o f  calculatio n fo r  y= 0 an d y> 0 give s th e result. D 

Combinatio n o f   lemm a (4.2.6 )  an d  lemm a (4.2.7 )  give s u s  th e followin g 

formul a fo r  I n(f) : 

For  f  e  2 n an d x  G  n _'̂ ' Z 

(I nf)(x )  =  J  kj ,  (x,y)f(y n)d y 

wher e 

n* 
r   \2­)­'A  |x­ y  In 54  ( 

kjx.y )  =   [2X + ­ ]   ( ^   « I   +   ^ 
(Ixl+lYnDn 14 
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fn  = i  + ­  ­  C(­)2 + —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  t 
n  n  n  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

"* _* 

f n l [ y ­ n l 4 ] l ^ J k ­ [ y ­ n " ] L ^ A l { y = 0 } 

[yn^]  !  _  2 u P k4k| zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
*   ­1 

wi th  u  =  (1  +  ­ )  . 
n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Denot e th e kerne l  o f  th e resolven t  o f  th e semigrou p T   b y k(x,y) ,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

k(x , y )  =  J _  (e ­^X|x­y |  +  ( a­p) sgn ( y) e­^MUI +|y|)) . 
V2X 

The followin g lemm a contain s estimate s fo r  f *  an d T   t,  . 
[ y n  ] 

4 . 2 . 8  Lemma. 

( i )  lim  {sup  n 1 _ 6 | f *  ­  exp  ( ­  xf  —  1  ) | }  =  0  for  every  6  >  0. 
n­*»  x>0  n  >■  n  J 

( i i )  For  every  ö  >  0,  n  >  0  and  M >  0,  there  e x i s t s  a  number  N 

such  tha t  for  a l l  n  >  N  we  have: 

y  6  [­M,M]\]­T7.T)[  [ y n " ] 

Moreover  there  e x i s t s  a  cons tan t  V  such  tha t 

|­r  ,,  ­  (a­ /3)sgn(y) |  <  V'for  a l l  y  €  [­M.M]. 

Proof.  See  Appendix  A4.  D 

Proof  of  the  approximation  lemma  ( 4 . 2 . 5 ) . 

Note  t h a t  i t  i s  s u f f i c i e n t  to  prove  the  lemma  for  f  6  C0(K)  with 

compact  suppor t .  Indeed  l e t  f ,g  €  C  (R).  If  llf­gll,,,  <  e  then 

1 1W) - *„(V)"„ 
*  "^(V)  ­  VWn  +  "n^nBWWn  +  "V^'W)»n  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

00 

<  HIn(^ng)  ­  V W n  +  e  J[( l+  V C n t ] " 1  +  e"X t]dt 
0 

<  IIIn(^ng)  ­  V ^ H n  + ^ Ê . 

As  th e  function s  wit h  compac t   suppor t   ar e  dens e  i n  C 0(K) ,   w e  ca n 
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restric t  ourselve s t o f  €  C  (K )  wit h compac t  support .  Fro m no w o n w e 

fi x a  functio n f  £  CQ(IR )  wit h compac t  support ,  sa y 

f(y )  =  0  fo r  |y |  >  M. 

Let   e   >  0  an d n   >  0 .  Fro m  lemm a  (4.2.8 )   i t   follow s  tha t   fo r  n 

sufficientl y large : 

1­   K zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  WL­ (a­/3)sgn(y )  |  <  e ,  fo r  al l  y  €  [­M,M]\]­TJ.T7[ : 

[ y n ] 
.   Ix­yjn 5*   ­|x­y n|(2\) * 

2.   su p I f   n   ­  e   n   |  <  e , 
x, y 

.   (|x|+|yj)n *   (|x| +|y n|)(2X ^ 
sup | f   ­  e   |  <  e ; 
x, y  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

­</  rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ^2YA  , 
3.   |  (2A )  A ­  [2 X +  — j   |  <  e ; 

4.   0  <  f n <  1 : 

5.   K   « ,  ­  (O­P )  sgn(y) |   i V  fo r  al l  y  €  [­M.M] . 
[ y r ] 

Hence 

Ikjx.y )  ­  k(x.y n) |  < 

r  5e(2X)" ^   fo r  x  €  R ,  y  €  [­M,M]\­]T7,n [ 

.  (4£+V)(2X) ­1 4  fo r  x  €  K ,  y  6  ­]n,n[ . 

I t  follow s tha t  fo r  al l  n  sufficientl y larg e  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

11 W)  ­  ̂(V)« n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

sup  |  J  kn(x.y)f(yn)dy  ­  J  k(x,y)f(y)dy| 

en­*­z  ­w  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
00 

sup  |  J  (kn(x,y)­k(x,yn))f(yn)dy| 

­' X x  6  n  A­zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
+tt> 

+zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA II 

—CO 

J  k(­,yn)f(yn)dy  ­  J  k(­,y)f (y)dyll0 

—CO —CO 

<  10(2A)­1*  Mllfll^e  +  2(2X)­1*  (4e  +  V)T7llfllCD  +  e . 

Since  e  and  n  a r e  a r b i t r a r i l y  chosen, 

ÜS "  W >  ­ ^ (W n = ° 
which  completes  the  proof  of  the  lemma.  D. 
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4. 3  Stickiness . 

I n  sectio n  (3.1 )  w e derive d  fo r  standar d Brownia n motio n  (B t ) t \ n a n 

explici t   formul a  fo r   th e  finite­dimensiona l   distribution s  o f   th e 

characteristi c measur e u  o f  th e Itö­Poisso n poin t  proces s o f  excursion s 

fro m zero : 

u[u(t i )  €  dxj .   i= l   n ] 

=  g(t 1:0.x 1)q(t 2­t 1;x 1.X2)...q(t n­
t n­l :x n­l' xn) dx l­" dxn 

fo r  0   <   t,<... <  t   an d X j   x ^  >  0   (o r  X p .  ., x  <  0) .  Se e sectio n 

(3.1 )  fo r   th e definition s o f  g(t;0,x )  an d q(t;x,y) .  Le t  fo r  s  >  0  th e 

measur e n   o n K  b e define d b y 

T) s(dy )  =  u[u(s )  €  dy ,  f u >  s ] 

= g(s;0,y)dy . 

The measur e T) s i s  a  finit e measure :  TJ S(IR )  =  2(2TTS) _ . 

Let ,   a s i n sectio n (2.2) ,  fo r  t  >  0  th e kerne l  K t  o n I R b e define d b y 

Kt (x,dy )  =  P x[B t  6  dy .  a Q >   t] . 

The  famil y  o f  kernel s  (K t ) t sQ  i s a  sub­Marko v semigrou p o n K  an d th e 

famil y  o f   finit e  measure s  ( T) s) s>n o n  I R i s a n  entranc e  la w  fo r   th e 

semigrou p  (K t )  satisfyin g n  ({0} )  =  0  fo r  ever y s  >  0 .  Th e resolven t  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(.G\)\\Q  o f   th e semigrou p (K t )  i s  give n b y 

+00 

<y(x )  =  ­^ r  J ( e ^ ^ l x ^ l   ­  e­^l^ybffyjd y  fo r  x  >  0 , 

0 
and 

0 

G ^ x )   =  4 r  J  (e­^lx­y l   ­  e­^^l^yljffyjd y  fo r  x  <  0 . 

—00 

Not e tha t  w e ca n write : 

+00 

(^(x )   =  J  ̂ =  (e­^l x ­y l   +  e­ V^(l xl +lyl))f(y)dy ,   x  €  R .   (1 ) 

—00 

The measur e o ^  (se e sectio n (2.2),p.60 )  i s th e distributio n o f  Brownia n 
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motio n absorbe d  i n 0 .  Le t   P   b e  th e  Itö­Poisso n  poin t   proces s wit h 

characteristi c measur ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  v an d  le t  Y   b e th e Marko v proces s constructe d 

startin g  fro m th e famil y o f  poin t  processe s (P x) xgnj  wher e  th e  ter m T T 

has  bee n  adde d  t o  th e  su m  (cr a(<ü)+A(T,to) )   o f   th e  length s  o f   th e 

excursion s u p t o tim e T ,  se e sectio n (2.3) .  I n thi s cas e w e hav e 

f  (l­e"Si>(du )  =  ̂(1 ) 

=  Je" s  2(2TTS)~'A  d s  =   2A. 

0 
Let  (V^K^ o ̂ e tri e resolven t  o f  th e proces s Y^ . 

4.3. 1  Proposition .  Fo r  X  >  0  an d  f  a  bounded ,  measurabl e  functio n  o n R  w e 

have :  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
+00 

.­v§x | 
X­r+v2 X 

Proof .  B y theore m (2.3.6 )  w e hav e 

Gjjtx )  +  z x(x)V xf(0 )   fo r   x  /  0 

V?f(x ) 
TJx(f)+Tf(0 ) 

fo r   x  =  0 

(2 ) 

X­r  +  Xr f̂l ) 

wit h 

zX(x )  =  Jc^du )  e   u . 

I t  i s  wel l  know n tha t  fo r  Brownia n motio n w e hav e 

zx(x )  =e­^ l x l .   (3 ) 

see William s [59] ,  p .  85 .  Fo r  y  *  0  an d X  >  0 

J e­ Xtg(t;0,y)d t  =   e ­ ^ H 

0 
00  +0 0 

Hence  ^ ( f )  =  Je" Xt  J  Tj t (dy) f  (y)d t 
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= J   e­^lylf(y)dy .   (4 )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
—00 

Substitutio n o f  (3 )  an d (4 )  i n (2 )  yields : 

J  e
_v ^l y lf(y)d y +  ­rf(0 ) 

X­T +  v5 X 

The resul t   follow s fro m thi s expressio n afte r  substitutio n o f   (1 )  fo r 

Not e tha t  fo r  "r= 0 w e ge t  th e resolven t  o f  standar d Brownia n motion .  I n 

thi s  cas e  th e  constructio n  give n  i n  sectio n  (2.3 )   i s  a   pathwis e 

reconstructio n o f  th e origina l  proces s B . 

For  Tf=+°° ,  th e famil y (V­T )  i s th e resolven t  o f  Brownia n motio n absorbe d 

i n 0 .   Finally ,  '  w e  not e  tha t   on e  ca n als o verif y  directl y  fro m  th e 

formul a fo r  V ? i n propositio n (4.3.1 )  tha t  th e famil y (V\)x> 0 satisfie s 

th e  resolven t   equation .   Sinc e  (Vx)x> o  i s  th e  resolven t   o f   standar d 

Brownia n motion ,  i t  i s  a  strongl y continuou s Marko v resolven t  o n C  (K) , 

and i t  follow s fro m th e formul a 

+03 

V^f(x )  =  V°f(x )  ­ ^ ^ e ­ ^ W  |  e­|y|V§X [f{y) _f(0 )]dy . 

—00 

tha t   (V?)J>S Q  i s als o a  strongl y continuou s Marko v resolven t  o n C  (R) . 

The theore m o f  Hille­Yosid a implie s th e existenc e o f  a  uniqu e strongl y 

continuou s Marko v semigrou p {QT ,  t  >  0 }  o n C  (R )  suc h tha t 

00 

fe" Xt  Q f̂d t  =  V^ f   .   X  >  0 ,  f  e  C 0(1R) . 

0 
See William s [59] ,  p .  110 .   Le t  A   b e th e infinitesima l  generato r  o f  th e 

semigrou p (Qt) t >Q­
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4.3. 2  Proposition .  I f  0  < zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  i  <  m an d 

D =  { h €  C 0(K )  :  h( 2^  exist s o n K\{0} ;  h'(0+) = h'(O­ )  +  ­rh( 2)(0+) ; 

h( 2)(0+ )  =  h( 2)(0­) ;  h^ 2)  continuou s o n R\{0} ; 

li m  h( 2)(x )  =  0} , 
lx|­* » 

the n 2)(A 7)  =  D  an d fo r  h  €  D 

(A^h)(x ) 

r  ­  h( 2)(x )   fo r  x  *  0 
2 

­  ­  h( 2)(0+ )   fo r  x  =  0 
2 

Proof .  Fi x X  >  0 . 

­r )  =V^(C 0(K)) . 

Let  h  €  a(A^) ,   sa y h  =  V^f .  f  €  C Q([R) .  B y direc t  calculatio n w e fin d 

tha t  h  €  D  an d 

h( 2)(x )  =  2Xh(x )  ­  2f(x )  fo r  x  *  0 . 

Fro m (X­ A )V̂ f  =  f  w e conclud e tha t 

�  ­h( 2)(x )   fo r  x   /  0 

(V»)(x )  =  ■ 

■ ­h( 2)(0+ )   fo r  x  =  0 
2 

I t  follow s tha t  th e operato r  C  define d b y 

2)(C )  =  D 
1  /e v 

'(x )   fo r  x   yi 0 rlh( 2) « 
Ch(x ) 

■ ­  h( 2^(0+ )   fo r  x  =  0 
2 

i s a n extensio n o f  A^ . 

Let  h  €  2)(C )  an d C h =  h .  B y direc t  calculatio n i t  follow s tha t  h  =  0 . 

Fro m th e corollar y t o theore m 1. 1 i n Dynki n [8 ]  chapte r  on e w e conclud e 

tha t  C  =  A v a 

Remember  th e definitio n o f  th e complementar y erro r  functio n 
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2  f  _ v2 
erf c (x )  =  —  e   dv . 

VTT J 

x 
Defin e th e functio n e  :  I R ­ » K  b y 

v 2 

a(x )  =  e x erf c (x )  ,   x  €  K . 

4.3. 3  Proposition .  Le t  f  €  C Q(IR )  an d 0  < zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  i  <  » .  The n 

r   .  , ,  .   vSr t   r|x|+|y |   V2t i 
Q^f(x )  = J  {p(t;x.y)­p(t;0.|x|+|y|)[ l  ­  — ­ e [ '   '^L  + ­—j]}f(y)d y 

—00 

,   r|x |   vSt­ i 
+ v̂TT t  p(t;0,x)eH­ r  +   f(0) .   * 

l­v2 t   ­ r  J 

Proof .  B y inversio n o f  th e Laplac e transfor m V? f  o f   Ctll.  D 

Befor e givin g a   rando m wal k approximatio n o f   th e proces s Y  ,  w e wil l 

discus s  som e propertie s o f   th e famil y o f  processe s  (Y_)Q<T<OO ­   ^ n  t n e 

firs t   plac e  conside r   th e  behaviou r   a t   stat e  0 .   Fo r   ­ r   >   0   th e 

probabilit y  o f   th e even t  [Y (̂t)=0 ]  an d  th e expecte d sojour n tim e i n 0 

up t o tim e t  ar e positive .  I f  w e star t  th e proces s Y   i n 0  w e get : 

\£ t 
Po[Y,(t)=0 ]  =  e (   ) 

and 

s  o   rr— 
r   i  v2 s   (2s­\'A  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Eo Jl {0 }(^(t))d t  =  ­   [ e ( — )  ­  1 ]  +  ,[­] . 
0 

On  th e  othe r   hand ,   th e  se t   { t   >  0   :  Y^(t )   =  0 }   doe s no t   contai n 

interval s o f  positiv e lengt h P Q­a.s. .  Indeed ,  sinc e th e characteristi c 

measur e  i > o f   th e  underlyin g  Ito­Poisso n  poin t   proces s ha s  infinit e 

mass,  th e rang e R  o f  th e functio n B  (se e sectio n (2.3) ,  p .  71 )  doe s no t 

contai n interval s o f  positiv e  length .  Th e processe s Y   hav e continuou s 

realizations .  Thi s ca n b e see n fro m th e constructio n i n sectio n  (2.3) , 

but   i t   ca n als o  b e verifie d  directl y  fro m  th e  transitio n  semigrou p 

(QT) .   Indeed ,   sinc e 0   <  e(x )  <   1  fo r  ever y x  6   ]0, a>[ ,  w e hav e fo r 
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t  <  — ,  ö> 0 an d x* 0 

x­ 6  «o  2 

(« t  ̂ « . ^ [ J W  *  ( J  +   J  )P(t:x.y)d y +  exp[ ­  |­ ] 
­« o  x+ 6 

x 2 

= 2  Jp(l;0,y)d y +  ex p  [ ­  ̂ ­ ] 

o­t ­1 4 

and fo r  x= 0 w e ge t  th e sam e estimatio n bu t  withou t  th e ter m ex p ­   — . 

I t  follow s  tha t 

(Q? 1 K\]x­ó.x+a[)( x)  =  °( t >  a s t  1  0 

and  i t   follow s  b y Dynki n  [8] ,  chapte r   3 ,   theore m  (3.5 )  tha t   Y   ha s 

continuou s  realizations .   A   straightforward ,   bu t   tediou s  calculatio n 

yield s  tha t  al l  moment s o f  Y^(t )  exist ,  especiall y  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E^Vt) )  =  x 

and 

t 
„ , ' / , „ .   P ^   |x|­ | 

i s 
l y W O ­ x ) 2 ]  =  t  ­  J(2irs)*p(s;0,x )  e  f ^   +  M ]   d s 

n  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(2irt)'A  p(t;0,x)ep— ­  +   — 1 
L  T   2t J 

­ X 2 

I t  follow s b y th e inequalit y o f  Cauchy­Schwar z  tha t 

EJfY^tJ­x) 4]  <  t 2 

and  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E J t [ ( Y , ( t 2 ) ­ y ^ ( t 1 ) ) 4 ]  <  ( t 2 ­ t l ) 2 . 

As a  consequenc e  th e famil y  (Y )̂g<­ r<0o
  i s  tight ,   se e Billingsle y [1] , 

p.9 5 an d appendi x A2 .  Le t  (T­) n\ i   b e a   convergen t   sequenc e  i n  [0, ra ] , 

say T n ­ » TQ .  Denot e  th e distributio n  o f   th e proces s Y ^  wit h  initia l 

distributio n  p. b y PA' T' . 

1  .  X­r  XV  . 4 
As  MV7f  ­  V?fll„  <  ­ = ­  —  ­  =■  ­=?  \\t\\„.   the  f i n i t e 

x  *  v2l  X­r+v2X  XV+V2X  V2X 
(­r  ) 

dimensional  d i s t r i b u t i o n s  of  the  sequence  (P  n  ) n s i  converge  to  those 
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of   P ^  and w e may conclud e tha t  T   ­ » T   a s n  ­ *  ° °  implie s tha t 

P ^ n )   ­ » P ^ o )   a s n  ­ *  oo . 

We  continu e wit h a   rando m wal k approximatio n o f   th e proces s Y  .  Le t 

^n =(^nk^k> 0  ^ e  a   Marko v  chai n  o n  Z   wit h  transitio n  matri x 

Pn: Z x  Z  ­ *  [0.1 ]  give n b y 

Pn(i,i+1 )  =  P n(i.l­1 )  =  "  fo r  i  ̂  0 , 

Pn(0,0 )   =  «„ .  0  <  o ^  <  1 . 

P^0­ 1)   =  P„«>.­1 )  =  £  d­«n) ­

Defin e th e proces s X n=(X n(t)) t ^Q b y 

V O  = n_14 '  Sn.[nt] ­ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  *ï°­

Denot e a s  i n sectio n (4.1 )  th e distributio n o f  th e proces s X ^  b y P^ x' , 

wher e  ]i  i s  th e distributio n o f  X^(0) ;  i f  u   i s th e initia l  distributio n 

of   th e Marko v chai n S n>  the n u({k­n ­ '̂ } )  =  u n({k}) ,   k  e  Z .   I f   P  ̂ i s 

th e distributio n o f  Y   an d i f  u R => u ,  w e wan t  t o choos e th e parameter s 

a n  i n  suc h a  wa y  tha t  P   ^   P ^   a s  n   " *  °° ­   " e  w i ^   u s e  t n e  s a m e 

n 

method s a s i n sectio n (4.1 )  an d (4.2) .  Le t  u s star t  ou t  wit h a  summar y 

of  th e notation s use d i n thes e sections . 

For  n   2 1 

2^   i s  th e spac e o f   function s f  o n th e discret e spac e n   *Z ,  whic h 

vanis h a t  infinity ,  norme d b y 

llfl! n =  su p {|f(x) |  :  x  €   TT1A­I} 

and 

9  i s   th e operato r  fro m C  (K )  t o 5 L whic h assign s t o f  €  C  (K )  it s 

restrictio n t o n   *Z . 

The sequenc e ( 2 ,  ̂ n) n\ i   i s  a n approximatio n o f  th e Banac h spac e C  (R) . 

Furthe r  fo r  n> l 

U  i s th e operato r  o n 2   define d b y 

Unf(x )  =   .2 ^  P n(x­n^.j )  f(J­n­*) .  x  €  n^­Z ,  f  €  2 ^ 

/ 
/ 
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The  operato r   U   i s a   bounded ,   linea r   operato r   o n 2^ .  Th e extensio n t o 

1 
t  €   [0, ro [   o f  th e discret e  semigrou p  o n 5 L wit h  tim e  uni t   T   =  — an d 

n 
wit h  generato r   n (U n ­ I )   i s  denote d b y  ̂   =   ( U n ( t ) ) t > 0 : 

[U n ( t) f ] (x )  = ! 2 ( P n J ^ ^ x ­ n ' ^ . j J f f j ­ n ­ 1 4 ) .  x  € zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  TT'A­ Z .  f  €  2 ^ 

I n  th e nex t   propositio n w e wil l   prov e  tha t   th e sequence .  (\.) n>i   i s  a n 

approximatio n o f  th e semigrou p  (Qt) t >o  i f  w e  choos e  an 

­r­n' ^ 

­r­n 14 

4.3. 4  Proposition .  Le t  f  e  C Q(IR )  an d a ^  =   .  The n  fo r  ever y  t Q €   [0,«> [ 
l+T­n 14 

i t  i s  tru e  tha t 

^ "V j ­ knHV )  ­  VQt„ f) " "  =  ° n­* 0  n   o 

fo r   an y  sequenc e  (kn) n>i   ° f   nonnegativ e  integer s  suc h  tha t 

1 
li m — k   =  t„ . 

Proof .   T o  prov e  th e proposit io n  w e us e th e theore m  o f   Trotter­Kat o 

whic h  state s  tha t   th e  sequenc e  C^L )  i s  a n  approximatio n  o f  th e 

semigrou p  (Ql)  i f  fo r  som e X  >  0 

US " W )  ­  ̂n( VXf)ll n =  0 

fo r   ever y  f  € C   ( R ) ,  wher e  fo r  g  €  2 n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Jng =  J (1 + V [ n t ] ­ 1  ^ ( O B dt ­

I t  follow s fro m lemm a (4.2.6 )  tha t  fo r  X  >  0 ,  g  6 ̂   an d x  €  n   � 

(I ng)(x )  =  ­ i ­  2   G ( n )
x  (x.n^.j)g(j.n^ ) 

X+n j€ Z  (1+­) ­ 1 

n 
wher e fo r  0  <  u  <  1 

( n)   "   k <  =  2  (u.P n) k . 
k=0  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

An  a p p l i c a t i o n  of  lemma  ( 4 . 2 . 7 )  y i e l d s  for  x ,y  e  1L 

G u
n ) ( x , y ) = l f l ­ V l + .  I f l ­ l + l v l  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A   J  A 
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where 

A  =(l­u2)1 / 4 , 

f  = ­ ( l ­ A ) . 
u 

and 

0^(11­1 J+O^A 

A(l­o n ) ­Ki n ( l ­u) 

«nfu­ l ) 

for  y  =  0 

A f l ­ a J + o ^ l ­ u ) 

I t  fo l lows  that  for  X  >  0,  f  €  CQ(IR)  and  x  €  n 

1  (n)  i/  _u  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
=  7—  ­h  G  X  i ( x * n  > j )  f ( j ' n  } 

X+n  j€Z  ( i + _ ) ­ l 
n 

r  * 2 I ­ H  ­'A  |x­n,/4­j I  _,,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
=  l 2 X + d  nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  h. f*   f(j*n } 

for  y  *   0. 

" n ^ *  r  X 2
r a  _(/  „  J x . n * « | + | j 

I2X  + 
A n ( 1 ­ « n ) + a n ( 1 ­ u n ) 

«  ■*  r  ^  i ­ ^  ­u  IX­II  I T I J I  _i/ 
2X  +  —  n X 2  f'  ( f ( j ­ n  ^ ) ­ f (O)) 

«nK" 1)  xVa 
A n ( 1 ­ « n ) + a n ( 1 ­ u n )  K " 1 ) ^  ( ^ J ^ 

2  + C 0  i  i  'A 

r  X^­i­^  r  x­y  In* 

[2X  + ­J  K   f(yn)
dy 

n  1 +^n  r  X"i­V4  Ix'n' 
(■:—TTT  +  ,.  ­  , J  P  + —J  f  (0)fn 

'A\ 

" n ^ A )  f  X2­,­^  r  ( | x | + | y  h n * 

i—;—n—r 2 X +­J  Jfn  (f(yn)­f 
l­o­  Ho­  f l ­n  U  n  J  J 

A n ( 1 ­ a
n > + a n < 1 ­ u n > 

«nK­D  r  An  1+f 

(0))dy 

X2­|­*  |x­n* | nv"n  '  r  n  ^  i f  n ­ »  : 
T  +  r\  2X+  —  f (0)f  ' 

^ ( l ­ a j + c t ^ l ­ u ^  1 ( ^ ­ 1 )Vh  (l­fn)VnJI­  n J 
where 

A  ­ 1 

"»  =  ( 1  +  n } 

An =  VA)*­
1 

fn  =  ­  d ­An) 
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[yvK ] 
and  y _ =  — ­ — . 

n  v n 
­r­n 14 

Substitutio n o f  C L =   yield s 
l+ï­n 1* 

«n^ V  X T 
li m n­* » A n(l­o n)+o n(l­u n)   V2 X +  XTT 

and 

An  1+ f n 
li m { zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  T  +   7­ }  =  0 . 
n^>  {^­ljv n  (l­fjvn ' 

Sinc e 

+00  +0 0  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
V ^ = i   I  e­^|x­ylf (y)dy ­  ̂ |   ­ L e ­ ^ (  |x| +|y| )(f(y) _f(0))dx , 

—00  —CO 

th e resul t  follow s fro m o f  lemm a (4.2.8)(i). D 

Theorem.  Le t   (u n) n>i  b e a  sequenc e o f  probabilit y  measure s o n I R wit h 

supp( u )  C  n   * Z convergin g weakl y t o a  probabilit y  measur e m o n K . 

1Z  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
If  OJJ =  then  for  every  k  >  1  and  0  <  t j  < . . .<  t^  the  f i n i t e 

U r n 1 4 

(n ) 
dimensiona l  distribution s   vt  t   P   converg e weakl y  t o th e finit e 

(" 0 n 
dimensiona l  distributio n  ir t  ,. P _  a s n  ­ » » . 

t r . . t k m 

Proof.Th e resul t  follow s fro m theore m (4.1.1 )  an d propositio n (4.3.4). D 

Remark.  I t  ca n b e prove d tha t  unde r  th e assumption s o f  theore m (4.3.5 ) 

(n ) 
th e sequenc e o f  probabilit y  distribution s ( P  )  o n Dro([0, 00[ )  converge s 

n 

weakl y  t o  th e  probabilit y   distributio n  P   We  suspec t   tha t   wea k 

convergenc e o f  th e finit e dimensiona l  distribution s o f  th e sequenc e o f 
(n ) 

probabilit y   distribution s  ( P  )   i n  theore m  (4.2.4 )   als o  ca n  b e 
n 

strengthene d  t o wea k convergenc e o f   th e probabilit y   distribution s  i f 

th e probabilit y  distributio n (p^ .  k  €  Z )  ha s a  finit e secon d moment . 
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Al   Th e existenc e o f  a n Sf­finit e bas e fo r  th e topology . 

Let  X  b e a  polis h spac e an d le t zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  V b e a  collectio n o f  ope n subset s o f  X . 

Denot e b y   V  th e famil y o f  al l  Bore l   subset s o f  X  containe d  i n som e 

elemen t  o f   V. 

Proposition .   I f   V  cover s X ,   the n  ther e exist s a   countabl e bas e fo r 

th e topolog y consistin g entirel y o f  ope n subset s wit h closur e i n  V  . 

Proof .   Le t   D   b e a   dens e  subse t   o f   X   an d  le t  d   b e  a   metri c  o n X 

compatibl e wit h  th e  topolog y o f  X .  Fo r  eac h x  €  D   ther e  i s a n A  €  if 

suc h  tha t  x  €  A .  Le t  6  =  d(x, A )  =   inf{d(x,y) :  y  €  A} ;  sinc e A   i s 

close d an d x   € A   w e hav e ö  >  0 . 

I f  0  <  r  <  ö ,   the n  th e closur e B  (r )  o f   th e bal l  wit h cente r  x  an d 

radiu s r  i s  containe d i n A .  Indee d 

y €  B x(r )  => d(x.y )  <  r  => d(y,A* )   I d(x,A* )  ­  d(x,y )   l  ö­ r  >  0 

=> y  €  A *  => y  €  A . 

So B x(r )  €   if' .  Defin e fo r  x  €  D 

I x =  { q €  Q:  B~ x(q )  €  < T } . 

We clai m  tha t   "U  = { B (q) :  x  €  D ,  q  €  I  }  i s  a  countabl e bas e fo r  th e 

topolog y o f  X .  T o se e thi s le t  0  C  X  b e open .  I t  i s  clea r  tha t 

0  3 U{B x(q) :  B x(q )  €  H .  B x(q )  C O } .   (1 ) 

Let  y  6  0 .  Ther e i s a n A  €   9 suc h tha t  y  €  A .  The n 

e =  mi n (d(y,0*) ,  d(y.A*) )  >  0 . 

1  1   3 
For  x  €  D  D  B  (­e )  an d q  e  Q  f l  ]­£, ­  e [  w e hav e 

y 4   4   4 
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d(x,A* )  >  d(y,A* )  ­  d(x,y )  >  e  ­  ­ e >  q . 
4 

So q  Ê l   an d y  € B  (q) .  Henc e 

0 C  U{B x(q) :  B x(q )  €  « ,  B x(q )  C  0} .   (2 ) 

I t   follow s  fro m  (1 )  an d  (2 )   tha t   eac h  ope n  se t   ca n b e  covere d  b y 

element s o f  K .  D 

A2  Th e Skoroho d topology . 

Let  (X,p )  b e a  sampl e separabl e metri c space .  Le t  t Q, T €  K ,   t   <  T  an d 

le t  Dy([ t   ,T] )  b e th e spac e o f  function s u  :  [ t  ,T ]  ­ » X  whic h ar e righ t 

continuou s  o n  [ t  ,T [  an d  hav e  lef t   limit s  o n  ] t   ,T] .   Le t   A([ t  ,T] ) 

denot e  th e  clas s  o f   strictl y  increasing ,   continuou s  maps 

x  :  [V 1" ]  " *  [ t o,T 3­  suc h  tha t  X (t 0)
 =   ' o an d A ( T)  =  T ­  Fo r  u  a n d v   i n 

Dy([ t   ,T]) ,  defin e di(u,v )  t o b e th e infimu m o f  thos e positiv e e' s fo r 

whic h ther e exist s a  map X  €  A([ t  ,T] )  suc h tha t 

sup{|X(t)­t |  :  t  €  [t 0,T] }  <  e 

and 

sup{p(u(t) .  voX(t) )  :  t  €  [t 0,T] }  <  e . 

The functio n d ,   i s  a  metri c o n Dy([ t   ,T]) .  Th e  topolog y o n Dy([ t  ,T] ) 

induce d b y d i   i s  calle d Skorohod' s J i   topology .  Equippe d wit h  th e J ^ 

topology ,  Dv([t 0,T] )  i s  a  polis h space .  Se e Billingsle y  [1] .  Le t  U  b e 

th e spac e o f  cadla g function s o f  [0, ro [  i n X .  Ther e ar e severa l  paper s 

about  th e extensio n o f  th e J ,  topolog y t o U ,  se e amon g other s Lindval l 

[37 ]  an d Whit t  [57] .  We wil l  summariz e th e theor y fro m Whit t  [57] .  Le t 

r ^   :  U   ­ » Dv([b,c] )   b e  th e  restrictio n  t o  [b,c ]  define d  fo r   an y 

0 <  b  <  c  b y (r bcx)(t )  =  x(t) ,  b  <  t  <  c .  Fo r  an y x. y €  U ,   le t  d  b e 

define d b y 

00 

d(x,y )  =  J  d t  e _ t  max [d ot (r ot x ,  r ot y) ,  1 ] 

0 
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wher e d  t   i s  th e metri c o n D (̂[0,t] )  a s define d above .  Th e functio n d 

i s a  metri c o n U .  Th e  topolog y  induce d b y d   i s calle d  th e Skoroho d 

topolog y o n U.  Not e  tha t  a  sequenc e  (x^ )  C  U  converge s  t o x  €  U  if f 

d  t   (r_ t x^ .  r  t x )  ­ » 0   fo r  almos t  al l   t .  Th e basi c propertie s o f  th e 

Skoroho d topolog y are : 

(i )   th e spac e U  equippe d wit h  th e Skoroho d  topolog y  i s a  polis h 

space , 

(ii )   th e  Bore l   a­algebr a  o n  U   coincide s  wit h  th e  a­algebr a 

generate d b y th e coordinat e evaluations , 

(iii )  le t  P   n  >  1 ,  an d P  b e probabilit y  measure s o n U ,  the n P   ­ » P 

i f  an d onl y i f  r ^ t   (P n)  *  r s k t k( P> o n ̂ ^k'^ )  f o r   a 1 1  k 

CO 

and som e sequenc e {[ŝ .tjj] ,  k  >  1 }  wit h  U   [s .̂t̂ ]  =  [0.<»[ . 
k=l 

Fi x a  €  X  an d defin e th e map f  :  u  €  U  ­ » f   €  [0,°> ]  b y 

f u =  in f  { t  >  0 :  u(t )  =  a  o r  u(t­ )  =  a} . 

Lemma,  f  i s  a  lowe r  semi­continuou s map . 

Proof .  I t  i s  sufficien t  t o prov e tha t  th e set s { u €  U  :  f   <  k} ,  k  >  0 , 

ar e  closed .   S o  le t   k   >  0   b e  fixe d  an d  le t   (v O  b e  a   sequenc e i n 

{ u €  U  �  f   <  k }  convergin g t o u .  Le t  e  >  0 .  I f  th e restriction s o f  u 

t o [0,k ]  converg e i n Dv([0,k] )  t o th e restrictio n o f  u  t o [0,k] ,  ther e 

exist s fo r  ever y n  sufficientl y larg e a  functio n X  €  A([0,k] )  suc h tha t 

sup{|X(t)­t |  :  t  e  [O.k] }  <  e 

and 

sup{p(u n(t) ,  uoX(t) )  :  t  €  [0,k] }  <  e . 

So 

p(uoX(t),a )  <  p(uoX(t) ,  î ft) )  +  p(u n(t),a )  <  2 e 

fo r  som e t  €  [0,k] .  I t  follow s tha t 

V£ >  0 ,  3 s €  [0,k] ,  p(u(s) ,  a )  <  e 
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and thi s implie s tha t  f   <  k . 

I f  th e restriction s o f  i ^  t o [0,k ]  d o no t  converg e i n D^([0,k] )  t o th e 

restrictio n o f  u ,   ther e exist s a  sequenc e  (l O  decreasin g  t o k ,  suc h 

tha t  r  k  Ur ,  ~*  r
nv u  a s n  ­ » ° > fo r  ever y m >  1 .  A s abov e w e may conclud e 

tha t  f   <  k   fo r  ever y m >  1  an d i t  follow s tha t  f   <  k .  D 

Some result s o n rea l  functions . 

Lemma.   (Greenwoo dzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  &  Pitman) .  Fo r  eac h n  >  0   le t  f n(t )  b e a  positive , 

nondecreasin g  functio n o f   t  €   [0,<° [  an d  le t  S  b e a   subse t  o f  [0,°°[ . 

Suppos e that ,  fo r  eac h s  €  S ,  f n(s )  converge s t o a  finit e limi t  f(s )  a s 

n ­ » °° ,  an d tha t  th e se t  o f  limitpoint s (f(s) :  s  €  S }  i s dens e i n [0,°°[ . 

Let  a   =   su p S .  The n  ther e  i s a   continuou s nondecreasin g  functio n  f 

define d  o n  [0,a [   suc h  tha t   li m  f T,(t )  =   f(t )  uniforml y  o n  bounde d 
n­ + « 

sub­interval s o f  [0,a[ . 

Proof .  Fo r  ever y n  >  0  an d s  €  S  w e hav e 0  <  f n(0 )  <  f  (s) .  S o 

0  i  li l  f n(0 )  <  li m f n(0 )   i  in f  {f(s )  :  s  e  S }  =  0 

and 

li m f n(0 )  =  0 . 

Let  x  €   ]0,a[ .   I f  S  PI  [0,x ]  =  0 ,   the n li m f n(x)=0 .  I n th e remainin g 

cas e w e hav e 

sup{f(s )  :  s  €  S  n  [0,x] }  <  li m f n(x )  <  li m f n(x ) 

< in f  {f(s )  :  s  €  S n  [x,«>[} . 

Sinc e  {f(s) :  s  €  S }   i s dens e  i n [0,«>[ ,   li m  f n(x )  exists .  Defin e th e 

functio n f  :  [0,a [  ­ » [0, <0[  a s  th e pointwis e  limi t  o f   th e sequenc e o f 

function s  (f n) ­  I t   i s   clea r   tha t   f   i s  a   nondecreasing ,   continuou s 

functio n  o n  [0,a[ .   I f   th e  convergenc e  o f   th e  sequenc e  (f n)   i s  no t 

unifor m o n bounde d sub­interval s o f  [0,a[ ,   the n ther e exist s a n M <  a 

and a n e  >  0  suc h tha t 
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Vn e  IN ,  3t n €  [O.M] .   |  f n(t n)  ­  f(t n) |  >  e . 

Let   (t n. )  b e a   convergen t  subsequenc e o f   (t n) ,  t ^  =   li m  t R. .  Choos e 

Xj.X n €  [0,a [  suc h tha t 

1 
Xj  <  t ^  <  X o  an d  f(xo )  ­   f( xi )  <  — £ . 

I f zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  tm  =  0 ,  tak e x ^  =  0 .  The n fo r  n '  sufficientl y larg e 

f n'(*l )  "  f ( V )  <  V ( V )   "  f ( l n' )  <  f n'(* 2)  "  f < V > ­

and i t  follow s b y lettin g n '  ­ » ° °  tha t 

­ i e  <  ïï^[f n.(t n.) ­  f(t n.) ]   < ^ e 

whic h  i s a  contradiction .  S o  th e convergenc e o f   th e sequenc e  (f n)  i s 

unifor m o n bounde d sub­interval s o f  [0,a[ .  D 

A3. 2  Le t  A  b e a   functio n o n  [0, 00[ ,  whic h i s nonnegative ,  nondecreasin g an d 

righ t  continuous .  Denot e b y X  th e Lebesgu e measur e o n [0,<°[ ,  an d le t  <p 

be th e distributio n functio n o f  th e measur e  v =  A(X )  o n [0, OT[ . 

Then fo r  t  >  0 

= J ^ O . t ] ^ ^ 

= A({ x :  A(x )  <  t} )  =  su p { x €  [0.«> [  :  A(x )  <  t} . 

(i  i s  a  nonnegative ,  possibl y infinit e valued ,  nondecreasin g functio n o n 

[0,o°[ .  I t  i s  als o clea r  tha t  <p i s righ t  continuous .  I f  <p(t )  <  y ,  the n y 

.  i s  a n upperboun d o f  th e se t  { x :  A(x )  <  t} .  I t  follow s tha t  A(y+e )  >  t 

fo r  ever y e  >  0  an d  thi s implie s tha t  A(y )  =  A(y+ )  >  t .  S o A(y )  i s a n 

upperboun d  o f   th e se t   { t   :  <p(t )  <  y} .  On  th e othe r  hand ,   i f  u   i s a n 

upperboun d o f  th e se t  { t  :  <p(t )  <  y} ,  the n >p(u+e )  >  y  fo r  ever y   e  >  0 . 

I t  follow s tha t  A(y )  <  u+ e fo r  ever y e  >  0 .  S o 

A(y )  =  su p { t  :  </>(t )  <  y }  an d  A   i s  th e distributio n  functio n  o f   th e 

measur e  f(\). 

if i s  calle d  th e righ t  continuou s invers e o f  A .  We hav e show n tha t  A  i s 

th e righ t  continuou s invers e o f  <p . 

Let  F  €  L ^ u ) ,   the n 
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J F O  A(x)X(dx )  =  jFdA(X )  =  JF(y )  d»(y) . 

A3. 3  Le t  f  b e a  nondecreasing ,  righ t  continuou s functio n o n [0,°°[ ,  suc h tha t 

f(0 )  =  0  an d li m f(x )  =  +" . 
x ­ »zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  <*> 

Defin e 

J =  { t  €  ]0.« [  :  f(t­ )  <  f(t) } 

and 

R =  rang e (f )  =  { s €  [0.<» [  :  s  =  f(t )  fo r  som e t  >  0} . 

Lemma.  I f  f  i s  strictl y increasing ,  the n 

[0.« [  =  R  +   2   [f(t­) ,  f(t) [ 
t  €  J 

wher e th e unio n i s a  disjoin t  union . 

Proof .  Le t  t  €  R ,  sa y t  =  f(r) .  Assum e tha t  ther e i s a n s  €  J  suc h tha t 

t  €  [f(s­) .  f(s)[ . 

Then 

f(s­ )   i  f(r )  <   f(s) . 

I t  follow s tha t  r  <  s ,  s o f(r )  =  f(s­) .  Thi s ca n onl y b e th e cas e whe n 

f   i s   constan t   o n  [r,s [   whic h  i s  impossibl e  sinc e  f   i s   strictl y 

increasing .  S o 

R n   2   [f(t­) .  f(t) [  =  <J> . 
t  €  J 

Let  t  €  [0,«[\R .  The n fo r  an y s  €  [0,<° [  w e hav e f(s )  <  t  o r  f(s )  >  t . 

Defin e 

u =  in f  { s :  f(s )  >  t }  =  sup{ s :  f(s )  <  t} . 

Then 

f(u )  >  t ,  s o f(u )  >  t 

and 

f(u­ )   i  t . 

I t  follow s tha t 

t  e  [f(u­) ,  f(u) [  c   u   [f(t­) .   f(t)[ , 
t  €  J 

whic h complete s th e proo f  o f  th e lemma .  □  
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A4  Proo f  o f   lemm a (4.2.8T . 

Proo f  o f  (n . 

Let  x  >  0 .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

From  the  mean  va lue  theorem  i t  follows  t h a t 

|fn­  exp(­  [—J  x ) |  =  |e  n  ­  exp( ­  [—J  x)  | 

= xe^M|  l n f n +  | ^ ] * |  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(2\YA 
wher e T)(n,x )  i s  a  numbe r  betwee n In f   an d ­   —  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f n =  i  + ­  ­  K ­ ) 2 +  —  =  i  ­  —  +  ­  +  °( n  ) 
n  i­ n  n J  L  nJ  n 

l n  ?n  =  "  f^T  +  Sx<n)­  Sx ( n )  =  0 ( n ~ 3 / 2 ) . 

So:  |n*  Tj(n.x)  +  (2X)*|  <  |  nA  g x ( n ) | . 

I t  fo l lows  tha t 

If*  ­  e x p ( ­ ( ^ ] \ ) |  <  sug  y  e y  ^ n ' x )  | g x (n )  | 

<  "  ­ 7 ^ — ­  |gX(n) I 
n ( n , x ) 

<  |gx(n)n'^ | . 
(2X)*  ­  | g x (n )n* | 

We  conclude: 

SUR  nl~6K  ­  e x p C ­ P ] 1 4  x ) |  <  — —  |g x (n)  n 3 / 2 ­ a | . 
X^ 6  L n J  (2X)* ­   |g x(n)n* | 

The righthan d sid e o f  thi s inequalit y tend s t o 0  a s n  ­ » <» 

sinc e g x(n )  n 3 / 2 ~ 6 =  0(n ­6 )  an d  —  =0(1) . 

(2X) ^  ­  |g x(n)n^ | 

Thi s complete s th e proo f  o f  th e firs t  par t  o f  lemm a (4.2.8) . 

Proo f  o f  fit) . 

For  th e proo f  o f  th e secon d part ,  w e firs t  not e tha t 

' [ y ­ n * ]  =  x  M  ' 
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I t  i s  sufficien t  t o giv e a  proo f  fo r  y  >  0 ,  sinc e th e cas e y  <  0  ca n b e 

obtaine d  fro m th e cas e y  >  0  b y substitutio n o f  th e distributio nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA {<hA 

wit h q ^  =  p_ k fo r  th e distributio n {pi,} ­

Fi x y  >  0  an d e  >  0 : 

A.  Th e firs t  ste p consist s o f  estimatin g 1  ­  2  p ,  f n ■ 

Fro m lemm a 4.2. 8 (i )  follow s th e existenc e o f  a  numbe r  N ,  suc h tha t 

| 2 Pkfl­f^ 1)  "  2  Pk( l  ­  exp( ­  f ^ f   |k|))| 
*■ n J 

= I 2 Pk(f| k'  "  ^ ( " ( ^ M ) ) !   <  * m ^ f  fo r  a1 1 n  *  N l ­
Fro m  th e  mean  valu e  theore m  follow s  th e  existenc e  o f   a   numbe r 

f  €  ]0 ,   —  [  suc h tha t 

1 

So 

exp(­(^ f  |k| )  =  ^ f  |k |  e­lklC . 

^ \ A  S l k ^  exp( ­  P j ' V l )  <  ̂ (l­expC­Pj^lkl) )  <  [̂ ]̂ 2|k|p k. 

I t  i s  possibl e t o choos e K  an d N o suc h tha t 

2  1 ^  <  e 
|k|> K 

and  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

exp(­  I —I  K)  >  1­e  for  a l l  n  2  Ng. 

This  implies: 

Slklpk  exp(­  ( ^ ] * | k | )  >  (1­e)  2  I k ^ 
n  |k|<K 

> Slklpfc  +  e­HL­Slklpk). 

So  for  n  > max  (N^.^) 

( ^ ] *  2  Ikli^  +  i ' ^ \ A  ("2  ­  Slklpfe)  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

^^(l­fM )  < Q * 2  Ikl^.e.Q 14.  {1) 

B.  Consider 
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­ I [ y n * ] |  l k ­ [ y n * ]  | 
fn  2  p ^  ­  1) 

=  ^  P k C f ­ M ) *  2  p ^  ­ 1 ) . 
k < [ y n * ]  k > [ y n * ]  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I n th e sam e wa y a s i n A  w e find : 

"­  n J  k< 0  K   L  n J 

< kfo ^  _1)  " " 0 * kfo  |k|pk+  £' l^ f  (2+2lkM  <2> 
a n d 

r2X­i^  f2X"|14  k ­ 2 | [ y n ! 4 ] |  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
"b  2  ■> 4 k p k + £ * b  *   2  «  ^ " n  J ' ­ l ) < 0 . ( 3 ) 

n  k > 2 [ y n / i ]  n  k > 2 [ y n ' i ] 
So  we  on ly  have  to  es t imate  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

­V  2 | [ y n ' ^ ] | ­ k 
2  ,.  P k ( f n k ­ D  +  ,z  2  K  P k « n  "  *>■  <«) 

0<k<[yn / 4 ]  [yn / 5 ]<k<2[yn / *] 
We  have: 

fn 1=zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  l  +  Pi5*  + " +  0(n" 3/2). "■  n J  n 

Fo r  x  >  0 

lfnX­*xp  P f x ) | = x e ­ ( n . ­ ) | l n f ­ l ­  ffi 
L  n J  >■  n J 

­1  f2*!14 

with  T ( n , x )  a  number  between  Inf  and  — 
So  for  0  <  k  <  [M­n^]  we  have: 

l fn k ­  e x p ( Q \ ) |  <  M­exp  [ M ^ A ^ ­ K K n ­ 1 )  j ]  OCn"1) 

and  i t  follows  t h a t 

l^­expffk)! 

0<k<[M­n ,/4 ]   f—1 ' 

f2X­)V « 
Substitutio n  i n (4 )  o f   e x p ( ­ —  )  fo r  f   give s a n expressio n  whic h 

fo r  n  sufficientl y  large ,  sa y fo r  n  >  No ,  differ s n o mor e  tha n e ­   — 

fro m th e origina l   expression . 

Applyin g  th e mea n valu e  theore m agai n yields : 

li m {   su p  }  =  0 . 

'A 
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bJ _ri^>-£-bJ 

0<k<[yn / 5] 

Choose  T)  >  O  then  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(ZKVA  (2\~\A  (2X­\A 

L n J  0<k<[yn l i ]  L n J  L n J 

[ y / ]  >  K  for  a l l  y  e  [TJ.M]  if  n  >  ( ­ ) 2 . 

There  e x i s t s  a l s o  a  number  N4  such  tha t  exp(  I—  K)  <  1+e  for  a l l 

n  >  N4. 

This  gives  for  n  >  max  (  —  ,  N4) 

r2X­]'A 
2  kp.  exp(  —  k) 

0<k<[yn*]  L  n J 

<  2  kp , , ( l+Ê)  +  e M * ( 2 X )  2  kp^ 

"  0 < k * K  W [ y ^ 

<  2  kp v  +  e ­ ( 2  k p , +  e M ' ( 2 X )  ) ,  s ince  . 2 .  | k | p^  <  e. 
"  k>0  k  k>0  k  |k|>K  K 

I t  follows  tha t  for  a l l  y  €  [17,M]  and  n  >  max(  —  ,  N3,  N4)  i t  i s  t rue 

tha t 

bl kfo^-^b) 
<­   2  ,,  Pk( fn k "  !) 

0<k<[yn^] 

£  P­l'"*  2  kp^  +  e . p . ] ^ ( 2  kp,.  +  e M ' ( 2 A )  + 1 ) .  (5) 
L  J  k>0  k  L  nJ  k>0  k 

Further  for  a l l  y  €  [17,M]  and  n  £  max  (  ­ I  ,  N3,  N 4 ) : 

2 [ y n ' ^ ] ­ k 

[ y n ^ k ^ t y n ^ ] 
f2X"î   ,,  r^X­.^  u  (2\VA 

<  2  p,,  [—J  ( 2 [ y n ^ ]  ­  k)  exp  ( [—J  ( 2 [ y n / 5 ] ~ k ) )  +  e­  [—J  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< 2^ I M . ( 2 X ) ^   2  V^­p r 
"  L n J  [ y n * ] < k < 2 [ y n * ]  ^  L  * J 

<  e ­ j^ ­ ] 1 4  (2  e M * ^ 2 X ^  +  1 ) .  (6) 

For  a  given  ö  >  0,  combination  of  ( 2 ) ,  ( 3 ) ,  ( 4 ) ,  (5)  and  (6)  g ives  t h a t 

for  a l l  y  €  [17.M]  and  for  a l l  n  >  maxCNj,  N2.  N3,  N4,  l­J  )  we  have 
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K  54 .  "  (a­p) |  <  6 . 
[ yn ] 

Fro m th e sam e inequalitie s follow s th e existenc e o f   th e constan t  V  i n 

lemma 4.2. 8 (ii). 0 
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STOCHASTISCHE PROCESSEN E N PUNTPROCESSEN VAN EXCURSIES 

SAMENVATTING 

I n excursietheori e bestudeer t  men stochastisch e processe n aa n d e han d 

van d e  eigenschappe n va n d e excursie s vanui t  ee n gegeve n  toestan d a . 

Excursie s  vanui t   toestan d  a   zij n  restrictie s  va n  he t   proce s  to t 

tijdsintervalle n tusse n twe e opeenvolgend e bezoeke n aa n toestan d a .  Dez e 

method e  i s  i n he t  bijzonde r   succesvo l   bi j  d e bestuderin g va n Markov ­

processen ,   omda t   ui t   d e  Markov­eigenscha p  onafhankelijkheidseigen ­

schappe n volge n voo r  d e excursies .  I n 197 0 publiceerd e It ö ee n artikel , 

waari n hi j  d e excursie s va n ee n ster k Markov­proce s beschree f  al s ee n 

stochastisch e puntfunctie . 

I n he t  eerst e dee l  va n di t  proefschrif t  word t  ee n theori e ontwikkel d va n 

puntprocessen .  di e eindi g vee l  punte n hebbe n i n d e deelverzamelinge n di e 

behore n to t  ee n gegeve n filterend e familie .  Vervolgen s beschrijve n w e i n 

dat  kade r  het .  puntproce s va n excursie s vanui t  ee n gegeve n toestan d a  va n 

een Ray­proces .  Omgekeer d  construere n  w e  ee n  stochastisc h  proce s ui t 

zo' n  excursieproces ,   waarbi j   n u  gebrui k  gemaak t   ka n  worde n  va n 

technieke n ui t  d e theori e va n d e puntprocessen . 

I n he t   tweed e dee l  va n di t  proefschrif t  construere n w e met  behul p vei n 

deze  theori e  stochastisch e  beweginge n  o p  ee n  eenvoudig e  graph .   D e 

betekeni s vei n verschillend e parameter s di e optrede n i n dez e constructi e 

word t  nade r  onderzoch t  met  behul p va n Random­Wal k benaderingen . 
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