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二维两层介质界面接触热阻的反辨识研究
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摘　 要：接触热阻是研究工程传热问题的重要参数，很多工程领域都需要有效辨识出接触热阻。 针对
目前接触热阻辨识方法局限于一维两层介质传热，只能求出一个接触热阻单值，以及温度测点必须布
置在介质温度梯度方向上等问题，采用边界元法与共轭梯度法相结合的方法，对二维两层介质界面接
触热阻进行反辨识研究。 该方法可以求解出随界面接触线位置变化的接触热阻，并且边界元算法只
需离散边界，不需要对内部区域进行离散，因此温度测点位置可以任意选取。 建立二维两层介质传热
模型作为算例并进行分析：该方法可以有效求解接触热阻，但作为反辨识方法的一种同样存在不适定
性，并且温度测点距离接触界面越远误差越大，采用最小二乘法对求解结果进行优化处理可以有效提
高辨识精度和稳定性。
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　 　 两固体表面的接触实际只发生在一些离散点或
微小面上。 当热量从一个界面向另一个界面传导
时，接触面附近的温度会发生突变。 把这种由界面
不一致接触引起的接触换热的附加阻力称为接触热

阻［１］。 接触热阻研究已经深入到机械制造、微电
子、航空航天等诸多工程领域［２］。 特别是航天领
域：在真空、高低温交替的环境下，航天器部件之间
的接触热阻对传热效率起着至关重要的作用，进而
直接影响航天器的工作状态和寿命［３］。

目前，关于接触热阻计算方法的研究主要包括
理论研究［４］、仿真计算［５⁃６］及试验三方面。 考虑到
接触传热机理复杂，影响因素多，个别物性参数定义
不准确等原因，试验依然是求解接触热阻不可或缺
的方法。 而这种根据试验测得温度场分布，结合数
据处理方法辨识出接触热阻的方法本质上属于热传

导反问题范畴。 其中，李建平等人［７］通过试验测得
铝卷之间温度分布，再结合差分方法辨识出了铝卷
间的接触热阻；刘冬欢等人［８］通过试验测得 Ｃ ／ Ｃ 复
合材料和 ＧＨ６００ 高温合金之间的轴向温度值和热
流密度，利用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 定律外推出接触界面温差，进
而求得接触热阻；石友安等人［９］将灵敏度法和共轭

梯度法应用到试验中，对相变材料之间的接触热阻
进行了反辨识研究；Ｅｌ⁃Ｓａｂｂａｇｈ、Ｇｉｌｌ 等人［１０⁃１１］也分
别利用共轭梯度法和灵敏度法对接触热阻进行了反

辨识研究；王超［１２］将顺序函数法应用到试验中，对
高强度钢热成形过程中板料与模具之间的接触热阻

进行了反辨识研究。 总结来看，目前国内外关于接
触热阻的反辨识研究都是将问题简化为两层介质之

间的一维导热问题，并利用参数辨识的方法对接触
热阻进行求解。 该方法存在以下不足：①只能辨识
出接触热阻的单一值，然而接触面附近的实际传热
方式是三维的，真实的接触热阻是随接触面位置变
化而变化的，特别在接触区域较大或接触面拓扑形
貌变化较大的情况下必须考虑接触热阻的空间变

化；②温度测点必须放置在介质内部轴线上，以最大
限度模拟出一维温度场梯度变化，这就要求热电偶
必须嵌入试件内部，而这会给温度测点的选择带来
不便，同时也会破坏试件本身的温度场并带来测量
误差，并且很难应用于尺寸较小的试件的测试［１３］。

针对上述问题，本文采用边界元法对温度场进
行离散求解，采用共轭梯度法进行参数辨识，二者相
结合对接触热阻进行反辨识研究。 本方法将问题抽
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象为两层介质之间的二维导热问题，可以求出随界
面接触线位置变化的接触热阻；充分发挥边界元算
法只需计算边界温度与热流不需计算内部温度与热

流的优势，给温度测点的选取带来了很大的便利；算
例分析表明：该方法可以有效求解出接触热阻，但作
为接触热阻反辨识方法的一种，同样存在对温度测
量误差敏感的不适定性问题，并且温度测点距离接
触界面越远误差越大，采用最小二乘法对计算结果
进行优化可以有效提高辨识的精度和稳定性。

１　 二维热传导反问题的计算模型

１．１　 建立二维热传导模型
建立如图 １ 所示的二维热传导模型：导热系数

分别为ｋ１ 和 ｋ２的 ２块材料在 ｙ ＝ ｌ处接触；在接触界
面附近选取一系列温度测点并测取温度值；大多数
研究忽略了接触热阻在接触区域内沿接触面空间的

变化，本文假设接触热阻在二维结构中沿接触线位
置变化，记为 Ｒ（ｘ）。 建立稳态热传导控制方程为：

图 １　 二维热传导模型

∂２Ｔ
∂ｘ２ ＋

∂２Ｔ
∂ｙ２ ＝ ０ （１）

　 　 在不考虑热对流和热辐射的情况下，由第一类
边界条件得：

∂Ｔ
∂ｘ ＝ ０，　 ｘ ＝ ０或 ｘ ＝ Ｌ （２）
Ｔ ＝ Ｔｕ，　 ｙ ＝ Ｌ （３）
Ｔ ＝ Ｔｄ，　 ｙ ＝ ０ （４）
Ｔ ＝ Ｔｉ（ｘ），　 ｙ ＝ Ｌｉ （５）

（１）式～（５）式中， Ｔ ＝ Ｔ（ｘ，ｙ） 为温度变量；∂Ｔ ／ ∂ｘ ＝
０为两侧（ｘ ＝ Ｌ或 ｘ ＝ ０处） 的边界绝热条件；Ｔｕ，Ｔｄ
分别为上、下表面（ｙ ＝ Ｌ、ｙ ＝ ０ 处） 的给定温度值；

Ｔｉ（ｘ） 为 ｙ ＝ Ｌｉ 处的温度函数值，可由上述方程组
解出。
１．２　 建立目标函数和迭代停止标准

假设在 ｙ ＝ Ｌｉ处布置 ｎ个温度测点，测得的温度
记为􀭵Ｔｉ（ｘ ｊ）（ ｊ ＝ １，２，…，ｎ） ，则反问题可以表述为：
用测点温度和其他边界条件反推出未知边界温度。
反问题可以转化为泛函最优控制问题来求解，优化
目标函数为：

Ｊ［Ｔｌ（ｘ）］ ＝‖Ｔｉ（ｘ） － 􀭵Ｔｉ（ｘ）‖２
２ ＝

　 ∑ｎ
ｊ ＝ １
［Ｔｉ（ｘ ｊ） － 􀭵Ｔｉ（ｘ ｊ）］ ２ （６）

式中， Ｔｌ（ｘ） 为假定的接触界面的温度（以下简称界
面温度）；Ｔｉ（ｘ）是根据 Ｔ（ｘ）由控制方程（１）计算得
到的测点处的温度函数，Ｔｉ（ｘ ｊ） 为其离散温度值。

用迭代法搜索求解界面温度 Ｔｌ（ｘ） ，并规定迭
代停止标准为：

Ｊ［Ｔｋ＋１ｌ （ｘ）］ ≤ ε （７）
式中， Ｔｋ＋１ｌ （ｘ） 为第 ｋ ＋ １次迭代所得的界面温度；ε
为一个较小的数，可根据具体收敛情况确定。

若考虑温度测量误差，则 ε也可以写成：
ε ＝∑ｎ

ｉ ＝ １
σ２ ＝ ｎσ２ （８）

式中， σ为温度测量的方均根误差。

２　 二维热传导反问题的参数辨识方法

采用共轭梯度法进行接触热阻的反辨识。 共轭
梯度法的求解策略分为：灵敏度算法求解迭代步长、
伴随算法求解迭代方向和共轭系数、边界元法求解
正问题。 其迭代格式为：

Ｔｋ＋１ｌ （ｘ） ＝ Ｔｋｌ（ｘ） － βｋｐｋ（ｘ）， ｋ ＝ ０，１，２… （９）
式中， Ｔｋ＋１ｌ （ｘ） 与（７） 式中含义相同；βｋ，ｐｋ 分别为第
ｋ到 ｋ ＋ １次迭代搜索的步长和方向。
２．１　 灵敏度算法求解迭代步长

灵敏度是指当界面温度 Ｔｌ（ｘ） 有一个增量
ΔＴｌ（ｘ） 时， 区域内某点温度 Ｔ（ｘ，ｙ） 的变化量
ΔＴ（ｘ，ｙ） 如何变化。 将 Ｔ ＋ ΔＴ，Ｔｌ（ｘ） ＋ ΔＴｌ（ｘ） 代
入（１）式 ～ （５） 式中得灵敏度控制方程及相应边界
条件为：

∂２ΔＴ
∂ｘ２ ＋

∂２ΔＴ
∂ｙ２ ＝ ０ （１０）

∂ΔＴ
∂ｘ ＝ ０，　 ｘ ＝ ０或 ｘ ＝ Ｌ （１１）

９２
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ΔＴ ＝ ０，　 ｙ ＝ ０或 ｙ ＝ Ｌ （１２）
ΔＴ ＝ ΔＴｌ，　 ｙ ＝ ｌ （１３）

（１１）式表示两侧 （ｘ ＝ Ｌ或 ｘ ＝ ０处）的热流变化量边
界条件；（１２） 式表示上、下表面（ｙ ＝ Ｌ、ｙ ＝ ０ 处） 的
温度变化量边界条件。 可由上述方程组求解出 ｙ ＝
Ｌｉ 处的温度变化量 ΔＴｉ（ｘ）。

将（９） 式代入（６） 式得：
Ｊ［Ｔｋ＋１ｌ （ｘ）］ ＝‖Ｔｉ［Ｔｋｌ（ｘ） － βｋｐｋ（ｘ）］ － 􀭵Ｔ（ｘ）‖２

２
（１４）

式中， Ｔｉ［Ｔｋｌ（ｘ） － βｋｐｋ（ｘ）］表示由第 ｋ ＋ １次迭代所
得的界面温度计算出的温度测点处的温度。

将 Ｔｉ［Ｔｋｌ（ｘ） － βｋｐｋ（ｘ）］Ｔａｙｌｏｒ展开并取线性项
代入（１４） 式中得：
Ｊ［Ｔｋ＋１ｌ （ｘ）］ ＝
‖Ｔｉ［Ｔｋｌ（ｘ）］ － βｋΔＴｉ［ｐｋ（ｘ）］ － 􀭵Ｔ（ｘ）‖２

２ 　 （１５）
式中， Ｔｉ［Ｔｋｌ（ｘ）］ 表示由第 ｋ 次迭代所得的界面温
度计算出的温度测点处的温度；ΔＴｉ［ｐｋ（ｘ）］ 表示由
第 ｋ次迭代所得的界面温度增量计算出的温度测点
处的温变化量，它和 ｐｋ（ｘ） 相关。

对（１５） 式中的 βｋ 求导使其导数为 ０，并将其沿
ｘ坐标离散得：

βｋ ＝
∑ｎ
ｊ ＝ １
［Ｔｉ（ｘ ｊ） － 􀭵Ｔｉ（ｘ ｊ）］ΔＴｉ（ｘ ｊ）

∑ｎ
ｊ ＝ １
ΔＴ２ｉ（ｘ ｊ）

（１６）

　 　 根据计算出的 Ｔｉ（ｘ） 和 ΔＴｉ（ｘ），再结合测量值
􀭵Ｔｉ（ｘ ｊ） 可由（１６） 式计算出 βｋ。
２．２　 伴随算法求解迭代方向

第 ｋ次迭代搜索方向 ｐｋ 是梯度 Ｊ′［Ｔｋｌ（ｘ）］ 和第
ｋ － １次迭代搜索方向 ｐｋ－１ 的共轭，计算方程为：

ｐｋ（ｘ） ＝ Ｊ′［Ｔｋｌ（ｘ）］ ＋ γｋｐｋ－１（ｘ） （１７）

γｎ ＝
∫Ｌ０（Ｊ′［Ｔｋｌ（ｘ）］） ２ｄｘ∫Ｌ０（Ｊ′［Ｔｋ－１ｌ （ｘ）］） ２ｄｘ （１８）

式中， γｋ 为共轭系数，规定 γ０ ＝ ０。
梯度 Ｊ′［Ｔｋｌ（ｘ）］ 的求解称为伴随问题。 为导出

伴随问题的方程，构造如下泛函形式：
Ｊ［Ｔｌ（ｘ）］ ＝ ∫Ｌ０［Ｔｉ（ｘ） － 􀭵Ｔｉ（ｘ）］ ２δ（ｘ － ｘ ｊ）ｄｘ ＋
　 ∫Ｌ０∫Ｌ０λ（ｘ，ｙ） ∂２Ｔ∂ｘ２ ＋ ∂２Ｔ∂ｙ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘｄｙ （１９）

式中， λ为 Ｌａｇｒａｎｇｅ算子；δ（ｘ － ｘ ｊ） 为 Ｄｉｒａｃ函数。

用 Ｔｉ（ｘ） ＋ ΔＴｉ（ｘ） 代替 Ｔｉ（ｘ）， 用 Ｔｌ（ｘ） ＋
ΔＴｌ（ｘ） 代替 Ｔｌ（ｘ） ，经过一系列变换可得泛函增
量为：
ΔＪ ＝ ∫Ｌ０２［Ｔｉ（ｘ） － 􀭵Ｔｉ（ｘ）］ΔＴｌ（ｘ）δ（ｘ － ｘｉ）ｄｘ ＋
　 ∫Ｌ０∫Ｌ０λ（ｘ，ｙ） ∂２Ｔ∂ｘ２ ＋ ∂２Ｔ∂ｙ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘｄｙ （２０）

　 　 将方程（２０）右边第二项分部积分，并利用灵敏
度问题的边界条件，同时令 ΔＪ→ ０，可得伴随问题：
∂２λ
∂ｘ２ ＋

∂２λ
∂ｙ２ ＝ ０ （２１）

∂λ
∂ｘ ＝ ０，　 ｘ ＝ ０或 ｘ ＝ Ｌ （２２）
∂λ
∂ｙ ＝ － ２［Ｔｉ（ｘ） － 􀭵Ｔｉ（ｘ）］δ（ｘ － ｘｉ）， ｙ ＝ ０　（２３）
λ ＝ ０，　 　 ｙ ＝ Ｌ （２４）

（２２）式表示侧面 （ｘ ＝ Ｌ或 ｘ ＝ ０处）的伴随问题边界
条件；（２３） 式、（２４） 式表示上、下表面（ｙ ＝ Ｌ，ｙ ＝ ０
处） 的伴随问题边界条件。 同样，可由上述方程组
求出伴随函数 λ（ｘ，ｙ） 的相应值。

根据 Ａｌｉｆａｎｏｖ 的定义［１４］，由泛函增量可以
求得：

Ｊ′［Ｔｋｌ（ｘ）］ ＝ － ∂λ∂ｙ·
∂Ｔ
∂ｙ

æ
è
ç

ö
ø
÷

ｙ ＝ ０
（２５）

　 　 由伴随函数在 ｙ 方向上的导数∂λ∂ｙ 和温度函数
在 ｙ方向上的导数∂Ｔ∂ｙ 可以计算出 Ｊ′［Ｔｋｌ（ｘ）］，代入
（２） 式可以求得共轭系数 γｋ，再结合第 ｋ － １次迭代
搜索方向 ｐｋ－１，可由（１７） 式求解出 ｐｋ。
２．３　 边界元法求解正问题

正问题是根据已知的边界条件求解微分方程，
得到未知的热流或温度，方程组（１） ～ （５）、（１０） ～
（１３）、（２１） ～ （２４）作为偏微分方程组的边界值问
题，其求解过程均可归结为正问题求解的范畴。 本
文采用边界元方法求解正问题，以方程组（１） ～ （５）
为例，首先将控制方程化为边界积分形式：

Ｃ ｉＴｉ ＋ ∫
Γ
Ｔ ｊｑ∗ｄΓ ＝ ∫

Γ
ｑ ｊＧ∗ｄΓ （２６）

式中， Γ为边界；Ｔｉ为场点（ｘｉ，ｙｉ）处的温度值；Ｔ ｊ为
源点处的温度值；ｑ ｊ 为源点处的热流值；ｑ∗ ＝
－ ｋ∂Ｇ∗ ／ ∂ｎ，Ｇ∗ 为控制方程的基本解，在二维问题
中，Ｇ∗ ＝ ｌｎ（１ ／ Ｒ） ／ （２πｋ），Ｒ 为场点到源点的距离；
Ｃ ｉ为自由项系数，当（ｘｉ，ｙｉ）点位于区域内时 Ｃ ｉ ＝ １，

０３
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当（ｘｉ，ｙｉ） 点位于边界时 Ｃ ｉ ＝ １ ／ ２。
如图 ２所示，将边界Γ划分成Ｎ个单元，每个单

元记为 Γ ｊ（ ｊ ＝ １，２，…，Ｎ）。

图 ２　 二维热传导问题的边界元模型

采用常单元插值，可将（２６）式写成：
Ｃ ｉＴｉ ＋∑Ｎ

ｊ ＝ １
Ｔ ｊ∫

Γｊ
ｑ∗ｄΓ ＝∑Ｎ

ｊ ＝ １
ｑ ｊ∫
Γｊ
Ｇ∗ｄΓ （２７）

　 　 令 Ｈ^ｉｊ ＝ ∫
Γｊ
ｑ∗ｄΓ、Ｇ ｉｊ ＝ ∫

Γｊ
Ｇ∗ｄΓ 并代入方程

（２７） 得：
∑Ｎ
ｊ ＝ １
ＨｉｊＴｊ ＝∑Ｎ

ｊ ＝ １
Ｇ ｉｊｑ ｊ， ｉ ＝ １，２，…，ｎ （２８）

式中， Ｈｉｊ ＝
Ｈ^ｉｊ，ｉ≠ ｊ
Ｈ^ｉｊ ＋

１
２ ，ｉ ＝ ｊ

ì

î

í
ïï

ïï
　 。

将（２８） 式中未知量移到等式左边，已知量移到
等式的右边，写成通常的方程组形式为：

［Ａ］［Ｘ］ ＝ ［Ｆ］ （２９）
采用四点高斯积分公式，得到数值积分的系数。 式
中， ［Ａ］为数值积分系数Ｈｉｊ、Ｇ ｉｊ组成的矩阵；［Ｘ］为
未知量组成的向量；［Ｆ］ 为已知量组成的向量。 结
合已知边界条件，按（２９） 式即可求解出边界未知温
度和热流。

如果要求区域内的温度，可以将（２７） 式写成：
Ｔｉ ＝∑Ｎ

ｊ ＝ １
Ｇ ｉｊｑ ｊ －∑Ｎ

ｊ ＝ １
ＨｉｊＴｊ （３０）

　 　 结合已知的边界处的热流值和温度值，由（３０）
式即可得到区域内部的温度值。
２．４　 求解接触热阻

有了以上 ３ 个问题的解决，就可以实现反问题
的求解。 按照上述方法求出上、下接触界面的温度

Ｔｕｌ（ｘ）、Ｔｄｌ（ｘ） 和热流 ｑｌ（ｘ） ，则界面接触热阻的计算
公式为：

Ｒ（ｘ） ＝ Ｔ
ｕ
ｌ（ｘ） － Ｔｄｌ（ｘ）
ｑｌ（ｘ） （３１）

具体计算流程如图 ３所示。

图 ３　 二维接触热阻计算流程图

３　 算例分析

３．１　 算法验证及反问题不适定性分析
如图 ４所示：２块 １ ｍ×１ ｍ的钢板在 ｙ ＝ ０处接

触；侧面（ｘ ＝ ０ ｍ或 ｘ ＝ １ ｍ处） 为绝热；上、下表面
恒温且 Ｔｕ ＝ ５００ Ｋ、Ｔｄ ＝ ０ Ｋ；２个区域材料的导热系
数为 ｋ１ ＝ ｋ２ ＝ １４．９ Ｗ ／ （ｍ·Ｋ）；在 ｙ ＝ ０．０５ ｍ处有一
系列温度测点，设 Ｔｉ（ｘ） ＝ ２８２．８７ ＋ ０．２５ｓｉｎ（６πｘ）
（单位为 Ｋ），其中 ０．２５ｓｉｎ（６πｘ） 为模拟的测量误
差，可见测量误差不超过 ０．０９％；假设界面接触热阻
为：Ｒ（ｘ） ＝ ０．００１ ５ － ０．００４ｘ ＋ ０．００４ｘ２ ＋ ０．０００ ０５·
ｓｉｎ（４πｘ）（单位为Ｋ·ｍ２ ／ Ｗ），称为准确接触热阻。

在不考虑温度测点误差的情况下，利用本文第
２ 节的参数辨识方法可以计算出上界面温度，再通
过界面接触热阻反推出下界面温度；同理，在考虑温
度测点误差的情况下，也可以计算出上、下界面温
度。 利用温度测点无误差情况下计算出的上界面温
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度和温度测点有误差情况下计算出的下界面温度可

以计算出考虑温度测点误差的接触热阻，称为计算
接触热阻，与准确接触热阻的对比如图 ５所示。

图 ４　 计算模型

图 ５　 准确接触热阻和计算接触热阻的对比图

在离散化的准确接触热阻和计算接触热阻中各

取 ｎ个值，求取平均相对误差，计算公式为：
ｖ ＝ １ｎ∑

ｎ

ｉ ＝ １
Ｒ∗（ｘｉ） － Ｒ（ｘｉ）

Ｒ（ｘｉ） ， ｉ ＝ １，２，…，ｎ
（３２）

式中， Ｒ∗（ｘｉ） 为计算接触热阻离散值；Ｒ（ｘｉ） 为准
确接触热阻离散值。

再由 Ｂｅｓｓｅｌ公式可得计算接触热阻的方均根误
差计算公式为：
σ ＝ １

ｎ － １∑
ｎ

ｉ ＝ １
［Ｒ∗（ｘｉ） － Ｒ（ｘｉ）］ ２ ， ｉ ＝ １，２，…，ｎ

（３３）

　 　 计算可得：ｖ＝ ６．１５％，σ ＝ ５．３１×１０－４Ｋｍ２ ／ Ｗ。 该
算例表明：本文提出的边界元法和共轭梯度法相结
合的参数辨识方法可以解决接触热阻反问题；但反
问题的求解结果对温度测点处的误差比较敏感，很
小的输入误差（不到 ０．０９％）会导致较大的输出误
差（６．１５％），并且输出结果的稳定性也不高（方均根
误差较大），即反问题的求解存在不适定性。
３．２　 测点位置对求解精度的影响

结合上述模型，分别在距离上界面 ０． ０５ ｍ，
０．１０ ｍ，０．１５ ｍ，０．２０ ｍ，０．２５ ｍ，０．３０ ｍ 处布置温度
测点，并计算接触热阻及其相应的平均相对误差，如
图 ６所示。

图 ６　 接触热阻平均相对误差随测点位置 ｙ变化的曲线

由图 ６结果可知：测点位置距离接触界面越远，
接触热阻计算误差越大，并且相对误差增加幅度也
越大，该结论与文献［１３］中结论一致。 因此，在靠
近接触界面处布置温度测点并读取温度测量值可以

提高接触热阻计算精度。
３．３　 基于最小二乘法的不适定性处理方法

建立模型：在图 ４所示模型的 ｙ ＝ －０．０５ ｍ 处再
添加一系列温度测点，并设 ｙ ＝ ０．０５ ｍ 处温度测点
的测量值为 Ｔｕｉ（ｘ）＝ ２８５＋０．２５ｓｉｎ（６πｘ） （单位为 Ｋ，
０．２５ｓｉｎ（６πｘ）为模拟测量误差），ｙ ＝ －０．０５ ｍ处温度
测点的测量值为 Ｔｄｉ （ ｘ） ＝ ２５７＋０．２５ｓｉｎ（６πｘ） （单位
为 Ｋ，０．２５ｓｉｎ（６πｘ）为模拟测量误差），其余条件与
本文 ３．２小节中的算例相同。

利用区域Ⅰ中测点温度的准确值计算出上界面
温度，利用区域Ⅱ中测点温度的准确值计算出下界
面温度，结合计算出的热流，即可计算出准确接触热
阻值 Ｒ（ｘ）；同理，可以计算出考虑测量误差的计算
接触热阻值 Ｒ∗（ ｘ）。 下面采用最小二乘法对计算
接触热阻进行优化，得到修正接触热阻值 Ｒｃｒ（ｘ）：
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在不失一般性的情况下，不妨假设：
Ｒｃｒ（ｘ） ＝∑ｎ

ｎ ＝ １
αｎｘｎ （３４）

式中， αｎ 为未知系数。 定义：
Ｓ（αｎ） ＝‖Ｒ∗（ｘ） － Ｒｃｒ（ｘ）‖２

２ （３５）
　 　 分别求（３５）式对 α１，…，αｎ的偏导，并令结果为
０，可得到如下方程组：

∂Ｓ
∂α１ 　

∂Ｓ
∂α２ 　 …　

∂Ｓ
∂αｎ{ }

Ｔ
＝ ０ （３６）

求解（３６）式即可解出未知的系数 αｎ，进而代入（３４）
式求出 Ｒｃｒ（ｘ）。 本文取 ｎ ＝ ６，求得：
Ｒｃｒ（ｘ） ＝ ０．００１ ０ － ０．０００ ３ｘ － ０．０１０ ９ｘ２ ＋
　 ０．０７８ ４ｘ３ － ０．１９７ ８ｘ４ ＋ ０．２１３ ５ｘ５ － ０．０８３ ３ｘ６ 　

（３７）
　 　 对比 Ｒ（ｘ）、Ｒ∗（ｘ）、Ｒｃｒ（ｘ），如图 ７所示。

图 ７　 Ｒ（ｘ），Ｒ∗（ｘ），Ｒｃｒ（ｘ） 对比图

　 　 利用（３２）式、（３３）式计算可得：Ｒ∗（ｘ），Ｒｃｒ（ｘ）
的平均相对误差分别为 ５．０６％，２．９６％；二者的方均
根误差分别为 ６．１１×１０－５ Ｋｍ２ ／ Ｗ，５．６９×１０－５ Ｋｍ２ ／
Ｗ。 可见经过最小二乘法处理后的接触热阻的精度
得到了提高，并且计算结果的稳定性也有所提高。

４　 结　 论

１） 考虑到大多数研究忽略了接触热阻随接触
面空间的变化，本文采用边界元法和共轭梯度法相
结合的方法反辨识出二维热传导问题中沿接触线位

置变化的接触热阻。 对于接触区域较大或接触面拓
扑形貌变化较大等不宜将模型简化为一维热传导问

题的情况，本方法可以计算出更准确的接触热阻；
２） 考虑到边界元算法不需要对内部区域进行

离散的特点，本方法可以全域选择温度测点；
３） 算例分析表明，本方法可以有效辨识出接触

热阻，但计算结果对温度测量误差非常敏感，并且温
度测点离接触界面越远敏感程度越高；

４） 利用最小二乘法对接触热阻的辨识结果进
行优化处理，提高了接触热阻的辨识精度和稳定性；

５） 本方法基于二维两层介质模型建立，具有一
定的代表性，可以用于类似的接触热阻测试工作，为
计算接触热阻提供了新的思路；

６） 可以更进一步将本方法推广至三维接触热
阻的分析情况，计算出更精确的随接触界面位置变
化的接触热阻。
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