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SU UN PROBLEMA AL CONTORNO RELATIVO AL
SISTEMA DI EQUAZIONI DI STOKES *

Nota (**) di LAMBERTO CATTABRIGA (@ Bologna)

Sia 2 un insieme aperto limitato dello spazio euclideo a tre
dimensioni, la cui frontiera 0 sia costituita da un numero finito
di superficie continue. Diremo che Q & di classe C*, s > 2, se la
sua frontiera £ ammette nell’intorno di ogni suo punto una
rappresentazione cartesiana del tipo

& = (&1, &)

con y dotata di derivate continue fino a quelle di ordine s, ed i
punti di £ contenuti nell’intorno suddetto verificano la relazione
& > y(&1, &;). St potra allora ricoprire © con un numero finito
di intorni tridimensionali U,, tali che ciascuno degli U,nQ2
risulti trasformato biunivocamente nella chiusura di un emisfero
Za{® >0, a1 + 23 + 73 < Ry} di raggio R, <1, con T.nQ
trasformato nella parte piatta di tale emisfero, mediante una
trasformazione che abbia assieme alla sua inversa, derivate con-
tinue fino a quelle di ordine s. Supporremo inoltre che il piano
&1, &; coincida con il piano tangente ad 0 nel punto considerato.
Diremo poi che 2 é di classe C*+*, se le derivate di ordine s della

(*) Lavoro eseguito in adempimento al contratto AF 61(052)-414,
con I'U.S. Air Force.

(**) Pervenuta in Redazione il 12 giugno 1961.
Indirizzo dell’A.: Istituto matematico, Universitd, Bologna.
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funzione y soddisfano ad una condizione di Hoélder di esponente
hy 0 <h <1.

Indicando eon & un insieme aperto, che supporremo sia li-
mitato e di classe C? oppure il semipiano x; > 0, per ogni intero
nonh negativo § ed ogni ¢ > 1, poniamo

1/e
b= (3 190 F o)™ = (S0 e
h@|=7./€l i<t

ove
AP
= g —
|8l =5 +hB:+ 5 D dabdabdads

ed ¢ una funzione od un vettore definito in g. In quest’ultimo
3

caso si intende che | Dfu | = (3, | DPu, P)2.
T

Useremo invece la notazione [u], ; , per la prima delle quantita
scritte quando intenderemo riferirci all’intero spazio anziché ad A.
Con H,,(q) indicheremo lo spazio di Banach completamento
dell’ingieme delle funzioni o vettori di classe C® in &, rispetto
alla norma | |, I, € eon H 1,5,(8) lo spazio di Banach comple-
tamento rispetto alla stessa norma dell’ingieme delle funzioni o
vettori di classe C* a supporto compatto in &. Denoteremo
poi con H_,,(Q) lo spazio duale di ﬁ,,,,',(a), ljg +1)¢ =1,
la norma in esso essendo definita in modo tale che per ogni
ue H Q,L,( a)

ol = | furpie), peli @,

lls,z, ,<1‘

ove il prodotto che figura a secondo membro dovra intendersi
come prodotto scalare fra vettori dello spazio euclideo, nel caso
in cui u e y siano vettori di tale spazio. Se & & limitato indicheremo
con H,,(a)/K, con ! intero, lo spazio quoziente di H,,(a)
rispetto al sottospazio delle funzioni costanti in g. In esso intro-
durremo la norma

I{“}Il=i£fﬁ“+kulv
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Pestremo inferiore essendo preso relativamente a tutte le co-
stanti k. Rispetto a questa norma lo spazio quoziente considerato
diviene, come & note, uno spazio di Banach.

Per funzioni o vettori @ definiti su § porremo per ogni j > 0

l¢ I,—'llﬂrlg = inf I v |-’ng ’ " ¢ !!’_II'!L' = inf H v "]’Lg ?

P’estremo inferiore essendo preso rispetto a tutte le funzioni o
vettori v € H, ;,(a), che hanno la loro traccia yv su § eguale a .
Lo spazio, pure di Banach, delle funzioni o vettori @ con
| @ ls-1/e, < o0, lo indicheremo con H,_,,,; (&).*) Dai simboki
introdotti ometteremo frequentemente l’indice L,, quando non
vi sard luogo ad-equivoci.

Studieremo il sistema

(1) Au— gradp = f in  Q (4 = operatore di Laplace)
’ divu =g » »
“u =@ su

nel vettore incognito % e nella funzione incognita p, con g e @
soddisfacenti alla

@) f gdx :f & - ndo

Q Q

n indicando il versore normale ad .Q, diretto verso I’esterno di 2
e do Pelemento d’area su £. Considereremo soluzioni « € H, ,,,,(.Q),
p € L,(£2) e percid, mentre la seconda e la terza equazione si inten-
deranno soddisfatte in senso ordinario, la prima sard intesa nel
gsenso che per tutti i vettori v e H, 1,(2) i abbia

3 .
f (g‘, DuDp, — p divo)de = < f,v >*).
Tl risultato a cui perveniamo & espresso dal seguente

1) Questi spazi e le relative norme possono, definirsi in modo auto-
nomo, senza fare ricorso alle funzioni o vettori v. Cfr. S. V. UspEN-
sExi [12].

%) 8i & posto Dy —':D;, =¥x;,§j=1, 2,.3. Con < f,v > si intende
indicare un funzionale lineare continuo in Hi,rz,(92).
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TEOREMA: Se Q2 ¢ di classe C*, s =max (I, 2), fe H,_,, (1),
gEHt—l,z,(-Q)y ¢EH5—1/1,L'(Q)7 121, 1<g<oo, ed ¢ soddi-
sfatta la condizione (2), esiste uno ed un solo vetiore w € H, ,,,’(Q)
ed una ed una sola pe H,_, ,L'(.Q)/K soluzioni del sistema (1); per
essi risulta

@) ful+ H{p e <C{f -2 + gl + 1P i-uie}

ove la costante C dipende soltanto da 1, ¢, L.

Da V. Solonnikov [11] é affermata senza alcun cenno di di-
mostrazione la validitd della maggiorazione (3) per | u |;, nel
caso particolare in cui sia | = 2, g = @ = 0, mentre per questo
stesso caso, ove di pil sia ¢ = 2, un risultato piu debole si trova
enunciato da P. E Sobolevskii [10]. Quest’ultimo Autore fornisce
qualche indicazione per una dimostrazione del risultato che egli
enuncia, completamente diversa da quella da noi qui esposta,
imponendo di pia che sia f € L,(2) eon r > 2. L’esistenza ed uni-
citdh di un vettore u € H,, (£2), soluzione di (1) con fe Lg;s($2),
g=® =0, si trova invece gid provata nello studio [4] di O. A.
Ladyzenskaia.

Il nostro risultato si fonda sulla maggiorazione (3), che si
stabilisce a priori, e su alcuni risultati di F. K. Odqvist [7]. I nn.
che seguono sono dedicati a provare la maggiorazione (3), cui si
perviene alla fine del n. 6, per tutte le coppie ueHM'(Q),
p € Hop (Q)/K eventuali soluzioni di (1). €Cid & ottenuto adat-
tando al nosfro caso il metodo ideato da S. Agmon-A. Dougiis-
L. Nirenberg [1], per oftenere formule di maggiorazione, per le
soluzioni di problemi al conterno per equazioni di tipo ellittico.
Peraltro a differenza di (1), in cui la maggiorazione analoga a (3)
& stabilita per valori di ! non inferiori all’ordine della equazione
considerata, la nostra maggiorazione vale anche per I = 1, cid
che consente di ottenere risultati piti completi nella regolarizza-
zione delle soluzioni (Cfr. V. e VIIL.). Mediante le funzioni di
Green del problema (1) costruite da Odqvist, si d3 al n. 6
una formula di rappresentazione della soluzione del problema
(1) mnel caso in cui 2 sia di classe O fe L(Q), g€ H,,(Q),
®eH,_y,.,(92), dalla quale si trae I'unicitd della soluzione
ueH,, (), peH,,(Q2)/K del problema (1).
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Quando é g = 0, il teorema enunciato assicura esistenza di
un vettore v € H ,_L'(Q), l >1, a divergenza nulla in Q, avente
per traccia su 2 un qualunque vettore assegnato ® € H,_ l,,,,'(Q),
soddisfacente alla sola eondizione (2). Poiché viceversa ogni vet-
tore u di tale tipo ha traccia su 0 che appartiene ad H ,_1,,,,'(9)
e verifica la (2), ne segue che

COROLLARIO 1: Se Q ¢ di classe C* le traccie su Q dei vettori
ue H,,;(Q), 1 >1, a divergenza nulla in Q, sono rappreseniate
da tutti e soli i vettori Pc H,_ l,,,,'(.Q) per i quali risulla

fd)-nda:O.

2

Per f = @ = 0, il teorema assicura l'esistenza di un vettore
ueH ,,,'(.Q) n I-iu'(.Q) Ja cui divergenza sia eguale ad una qua-
lunque assegnata funzione g€ H,_,,({2) ad integrale nullo su Q
e tale che

Jul <Clgl-:, 1 >1.

Sel =1, e p € L(02) & una funzione ad integrale nullo su £,
avremo quindi

¥ ~ 1

2 ou= SUP | /q)ydw’ =5
IHIQ,L'I<I .Q t O,L'l <1 ‘

= sup |<grade,u > | <cost. |grade|,
Mln,z,,<l

Da questa se @ € L,(£2) non ha integrale nullo su {2 segue che

! wdwi

lo o <(;:—§m+cost grad ¢ |-, ,
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mentre poi si verifica subito che per ogni ¢ € L,(2) é
i
[ptn! + grad ) <210k
2

Abbiamo cosi il

COROLLARIO 2: Se £2 ¢ di classe C?, per ogni funzione ¢ di
L,(2) la espressione

|
}ftpdﬂv{ + Jgrad g |,
2

¢ una norma equivelente alla | ¢ |, .

Mi é gradito ringraziare il Prof. Giovanni Prodi, dell’Uni-
versitd di Trieste, per avermi proposto la presente ricerca e per
gli assai utili scambi di idee avuti eon Lui sull’argomento.

1. - Nel semispazio z, >0 dello spazio euclideo tridimen-
sionale x,, #,, #; consideriamo il sistema

Au — grad p =0 per ;>0
(4) divu =0 » »
u(w, 0) = P(x) ,
&= (@1, @), |@| = (2} + &),

nell’incognito vettore # di componenti u,, #,, ; e nella funzione
incognita p. In (4) @(x) & un vettore assegnato sul piano z; = 0,
le cui componenti supporremo di clagse C° ed a supporto compatto.
Da Odgqvist [7], si trae immediatamente che il vettore « di com-
ponenti

(54) Ui(Ty Ty) = fKi.i(w — ¥, 1,)D,(y)dy ,

3 x5, — y)@, — ¥,)

mo_yPt|am ®=0

Kz —y,25) =
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e la funzione

(82) P, #5) = { kix — y, 23)Ps(y)dy ,

con )

ky(x z)=——L D s

!( - Y 8)_—; J(|m_y|g+$=

)3/,7 i, j=17 2,3

sono soluzioni del sistema (4). Nelle formule scritte, cosi come nel
seguito, si sottointende di sommare rispetto agli indici che figu-
rano ripetuti. In (5,,) gli integrali si considerano estesi a tutto
il piano z,, , .

Poniamo
®;,  ® X
Kz, z5) = %%—%”P—l =
0 x Ty )
- "&ﬁﬁiﬁ‘, B 1= (o Pt et
@5 2,
kix, z5) = — 1 m = N (m)

Zlof+a Tapta
Ognuno dei nuclei K, (z, x;) e k(z, #;) ¢ omogeneo di grado
— 2 pelle #,, ,, #,; per |2 | # 0 & sempre 2,,(x, 0) = w(0) = 0,
menfre le sue derivate di qualunque ordine sono continue nel
semispazio z, > 0 e limitate sull’emisfero | P | =1, z, > 0. Ne
segue, come d’altra parte subito si verifica, che per z, > 0 &

f K {z, z5)dz = cost. , J- k(x, x;)dx == cost.
e quindi
[psxata, siam —o, [piria, o5 = 0.
Per ciascuna delle trasformazioni

f Koo -y, 200 u)ds, |ko—9,500,0)0, 2:>0,
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si possono pertanto ripetere i ragionamenti che conducono al
teorema 3.3 di [1]. Si giunge cosi, per % e p dati dalle (5,,), a

I. Se Pe L, |D |-y, <00, 1 <q<oo, allora sono finite
anche |u |, e | p |o € risulta

|u|1+ Ip |° < cost. l¢l1—1/«9

ove la costante a secondo membro é indipendente da @.

2. Siano ora u e p di classe C* ed a supporto compatto in
x; >> 0. Poniamo

Auw —gradp = f, 3 >0,
(6) divue =g, > o,
u(z, 0) = D(x)

e cerchiamo una rappresentazione di % e¢ p mediante f, g e @,
che riusciranno esse pure di classe C> ed a supporto compatto.
A questo scopo prolunghiamo f e g su tutto lo spazio, in modo
da ottenere funzioni ivi di classe C* con N convenientemente
grande. Cid pud essere fatto, con una opportuna scelta delle
costanti 4;, ponendo 3)

N
zk Mfdw, — kzy)  per  x3 <O,
fiwl, ms) =1 O
fdw, @) per 2z >0,
N
X Ag(@, — kz)  per w, <O,
gx(®y 25) =17 7O
g(@, 5) per 1z, >0,
ove le costanti A, dipendono solo da N. Risulta subito
{flf <[fr]: <008t-|fli1 j>0’

una analoga relazione valendo fra g e gy .

3) Cfr. [1] p. 652.
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Poniamo
wia, ) = — o emad | 220 g,
I P—-Q | = [Zi(x; — ?Ii)B]]l’,
D im0 = = [oulP, QU@ — dui@)d0,
Q("v’ x3) =

_ f (P, Qlfual@) — A0,(Q)]dQ

ove le integrazioni

si intendono estese a tutto lo spazio e, se-
guendo Odqvist, si sono indicate con

va(P, Q) = %-,{l S + (r; — y:) (@, — yk)},

P —@| | P—QF
_ Ty — Yu
qk(P’Q)_Z————n]P——QIs

e soluzioni fondamentali di (4). Per le proprieta del potenziale
newtoniano, risulta subito divw = gy e Aw = grad gy, mentre & ¢)

Az —grad g =fy —Aw, divz=0.

Posto quindi u =v+ w +2e p =q 4+ 8 avremo-

Av — grads =0, x,>0,
(8) divo =0, x>0,

v(z, 0) = D(z) — w(z, 0) — 2(x, 0) = (=) .

Una rappresentazione di » ed s mediante vy, si ottiene facendo
uso del seguente '

LEMMA: Se u e p, rispettivamente di classe C* e C, in o; > 0

4) Cfr. [7], teorema 1., p. 337.
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e di classe Ct e (' in £, > 0, soddisfano al sistema (4) con @ = 0 ed ¢

|| <ecost.(1 + |P]),
P | .
<eost. (1 + | PP, 1/2<i<1,
| Du |
allora, & necessariamente u = p = 0°).

La prova di questo lemma ¢ una immediata conseguenza
della formula di Green ®), la quale, indicata con 2, la semisfera
| P| <7, 2, >0, fornisce nel nostro caso la

—fTik(u)nkuida = 1/2J‘(D,Au,c + Dyu,)2d@Q

hy &
ove m; & il coseno direttore della normale esterna a |P | =,
ry >0 rispetto all’asse x, e Tg(u) = — pdy + (Dwu; + D).

Passando al limite per » — oo nella eguaglianza ottenuta e tenuto
conto delle ipotesi del lemma, risulta

J‘(Diuk + Dyu;)*dQ =0 .

x>0

Da questa segue Au; = 0 e quindi % = 0 in z; > 0. Sari percid
p = cost., anzi, per la condizione all'infinito imposta alla p,
p=0.

Osserviamo che, al pari di f e g, anche f; e gy e Aw hanno
supporto compatto in tutto lo spazio e quindi sara

| Drw | <ecost. (1 + | P )1,
| Drz | <cost. (1 + |P[+)1,
| Drq | <cost. (1 + | P [r+r)

5) Le ipotesi di questo lemma possono essere ridotte; cid peraltro
non & utile per il seguito.
¢) Cfr. [7] pp. 333-34.
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onde pure
| Dv | <ecost. (1 + | P [1+7),
9) | Drs | <cost. (1 + | P |p+r)-
iD"P(w) l < cost. (1 + | x ‘l+r)—1 .

Avranno pertanto senso gli integrali estesi a tutto il piano
L1y Xy

f Ko — 9, 23)p,(9) 9, f hi@ — 5, )y U)dy -

Egsi rappresentano una soluzione v, 8’ del sistema (8) tale che

|v' | <eost. (1 + |P ], S

ls" |
<eost. (1 + |P )1, 1/2<i<1.

| Do’ |

Risulta infatti

'fKﬁ(f” — Y, Ts)ps(y)dy | l <

<2 )
2] (Jo—y |* + 23R

| poy) |dy < cost. 1 + | P |)?

La maggiorazione all’ultimo membro si pud provare osser-
vando che gli integrali a secondo membro rappresentano funzioni
u; armoniche nel semispazio ®; > 0, convergenti a zero all’in-
finito ed assumenti sul piano x; = 0 i valori | y,(y) | . Se allora
P e P’ gi corrispondono nella inversione di potenza uno e centro
nel punto B = (0, 0, — 1), la funzione

wj(P') = | P — B |%y(P)

risulta armonica nella sfera 8 di centro nel punto 4 = (0,0,
— 1/2) e raggio 1/2 ed assume sulla frontiera di 8 i valori della
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funzione )
VI+TyPly) |

la quale nel nostro caso riesce limitata. Le u; saranno quindi
limitate in 8 e da cid segue la indicata maggiorazione per o'.
Analogamente risulta

\ f h@ — 9, ws)wf(y)d?/’ <

<@ f(l —Y |” + a;z)s/zl Dy,ly) | dy <
<eost. (1 + [P+, j+3

D[ Kot — vy vty | <

27!,[(] T —y |2 + mi)s/zl Diy,(y) I dy <

< cost. (1 + | P [++3)2, h=1,2

ove ora g8i osservi in piu che i valori assunti sulla frontiera di §
dalla funzione armonica in 8, che si ottiene in questo caso, si
annullano in B ed ivi soddisfano ad una condizione di Lipschitz,
onde tale funzione armonica sard nulla in B ed ivi certamente

1
holderiana ?) di esponente A, con 3 < A < 1. Infine, tenuto

conto che
1 L2;
D,K“(w, Ty) = — 57; :.! |I‘) I; =
) 1 1 ..
(D’+ D’)lP’I, ‘ﬂ—D:;T_—I, i, j #3
e
DKz, ) = — DKz, x,) — D Kyy@, 25), §=1,2,3

) Cfr. [3] pp. 506-8.
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si avrdy

1 4
[1te = v zminay = - - [ o e v, a-DteD;

dy, i,i+3

I l "~ [(4 + Dy, |
Dstﬁ(-’” - Y ws)‘/’f(y)d?/! < cost J ([o —y | + «2yP

DastiW — ¥, T)p{y)dy = — {{DIKU(‘” — ¥, &3) +
+ D,K,(x — 1, ma)}‘l’i(y)d?/ .

Questi integrali si maggiorano come gli ultimi esaminati
sopra. Cid & ovvio per l'ultimo di essi, mentre per i primi due
bastera osservare che gli integrali a secondo membro rappre-
sentano funzioni armoniche in x; > 0, nulle all'infinito ed assu-
menti sul piano z, = 0 valori maggiorabili con (1 4 |y [»).

Le differenze v — v', 8 — 8’ soddisfano quindi alle ipotesi
del lemma premesso, onde sarda v = v’, 8 = §'. In particolare
varranno per ¢’ ed s’ le prime due delle (9). Abbiamo cosi pro-
vato che

I1. - Se u, p di classe O° ed a supporto compatto in x; >0,
soddisfano al sistema (6), risulta

(@, T3) = 0@, 33) + 2(, T3) + f Ko — 4, w:ps)dy ,
(@, T3) = q(x, T3) + | K@ — ¥, xs)'[’i(y)dy ’

ove & veltort w ¢ z ¢ la funzione q sono definiti dalle (7) ed é y(x) =
= O(z) — w(z, 0) — 2z(z, 0).

3. - Utilizzando la rappresentazione di u e p ottenuta nel
n. precedente ed il risultato di I., proviamo ora alcune maggio-
razioni per e p supposte di classe C=, nulle per |P | >1 in
oy >0 e soddisfacenti al sistema (6). Osserviamo anzitutto che
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i nuclei
DD, |P |, Dwy= — DDy, |P|+ 20.D° | P |,
Dg= - DD, | P17,
soddisfano alle ipotesi del teorema di Calderon e Zygmund *),
poiché ad esse soddisfano i nuclei D* | P | e D* | P |-*, essendo

[P| e | P | soluzioni fondamentali degli operatori 44 e 4
rigspettivamente. Dalle

Dw, = — (1/43)DD; | P | x gy + cost. gy,
D%, = Dy * (friw — Digy) + cost. (f.x — Dugy),
Dy = Dy * (fiw — Digs) + cost. (fix — Dugy),

ove * indica il prodotto integrale rispetto a tutte le variabili,
seguono allora per il citato teorema di Calderon e Zygmund, le

<[7]s <cost. {[fyle + [gx]i} <cost.{[f|o + |9 [:},
g1, <[gl <cost.{[fs]o + [gx]:} <cost.{|f[o+ |g |} .

Inoltre, poiché gy, fy, sono nulle per | P | >1, mediante
successive integrazioni per parti e Papplicazione dello stesso
teorema di Calderon e Zygmund, si ottengono per! >2 le

[w |-y <[w]:-, <cost.[gy],: <cost. |g |2,

[z |, < [#]. < cost. {Ux]l—z + [gli]l—l} <
(10) <cost. {|f |2+ | g -1}

14 -1 <[gli-x <cost. {[fu]i-2 + [ga]s-1} <
<008t-{|f Il—z + lg ll-l}

ove le costanti non dipendono da f e g.

8) Cfr. [2]), teorema L
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Proviamo ora che
1) joi | = UKu(w — Y, T3)ps(y)dy ‘ < cost. | Dy, yyq, 1 >1.
1

Per | =1 cid & gia affermato in I., mentre per I > 1 dopo
! — 1 integrazioni per parti, avremo

i1y, — (— 1)~ f K@ — v, s)Di-"py0)dy, b = 3.

Dunque ancora per I. sara

| DD~ *v]o < cost. [ D'y -y, h + 3.

Per compietare la prova di (11), osserviamo che &
D:KU = - AzKu + Df;k ] Az = D:, + D:, ’

e quindi se uno almeno degli indici 4, j & # 3, la (11) per l = 2
& ancora conseguenza di I. Se poi é i = j = 3, potremo scrivere

D;Kaa = Az(Ksa + k)

da cui segue ancora la (11) mediante integrazione per parti.
In generale potremo esprimere le derivate di K, rispetto ad =,,
mediante le

DYE, = (— 174 {AK s — Dk},
se uno almeno degli 4, j & # 3,

DrKyy = (— 1y45(Kss + k),
Dy+vK, = (— 1yD,A;* {A K\, — D3k}, se ,§ # 3,
Di'“Ka = (— 1)' A; {DaKu + Dk}
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se uno almeno degli 4, j & = 3. Eseguendo ! — 1 integrazioni
per parti potremo percid sempre scrivere D', come somma di
termini dei due tipi

D f K@ — y, 2) D y)dy , D |k(@ — g, 2)Dp )y ,

il secondo di questi potendo anche non presentarsi. Cid consente,
tramite I., di completare la prova di (11). Allo stesso modo si
mostra che per I >1 &

(2)  Joles = | [l — v 2oy || <eost. | D iy

Dalle (10) segue d’altra parte

| Di-'w(y, 0) |1-ye <|w |i<cost.|g |-., per I1>1, h+3

| Di~2(y, 0) li-ye < | 2 | <cost.{|f li-2 + | 9 [i-1} »
per 1 >27 h#3
onde per I >2 la

(13) IDl‘u—l’P ll—l/c < | D:—ldj ll—lla + ID;"IW(!/, 0) Il—llc +
+ | Di %(y, 0) |i-yje <cost.{ | D |iyo+ |flice + |9 -1}

Dalle (10), (13) si trae cosi la
(14) I'u Il + Ip l,_1<008t.{!f ll—z + lg |1—1 + l(p |1—-1/¢} , 1>2.

Per provare la maggiorazione ottenuta anche per I =1,
poniamo
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con

o= [ Kuto — v, aets, 0,

0, = f Kyl — y, 2)[B4(3) — wig, 0)ldy
= f kix — y, @s)z(y, 0)dy ,

7 = [ bt — v, 2 20) — sty Oy

Sia E un compatto di #, > 0 contenente i supporti di « e
p nel suo interno e ¢ € Ly(E), 1/g + 1/¢’' = 1; risulta

|z —% '1.1-,(') < F sup ‘j¢i(P)dPD'{f”¢t(P’ (@) —
E

Ir11=1 |ipfo,z,, <1
— Dugy(@1dQ — f K (@ — g, 2)dy f o, Q)[fu(Q)—Dkg,(Q)]dQ}'=

=5 s [t —D.g,(Q)dQD';!. |oatr, @) -

Ir1=1 1 ¢llo,z,, <1

~[ute — s 20atr, Qi |puPrar |

%

=5 sup f J' (@) —Dutn(@n(@)d0 |

ir1=1 ] pflo,z,, <1
ove le

he(@) = Dr j ['”u(Py Q) — f Ko — 9, 5a0uld, Q)dy]wi(P)dP
E .

sono continue e si annullano quando @ & contenuto nel semispa-
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zio x; < 0. Infatti in tal caso per tutti i punti P del semispazio
Ty >08

valP, Q) = fKii(w — ¥, B3)0:(Y, @)y
0 (P, Q) — f ks (@ — v, 22)oaly, Qdy

poiche i due membri rappresentano una soluzione del sistema (4)
con la stessa @D, cui pud applicarsi il lemma di unicitd del n. pre-
cedente. Inoltre & hy, € Hyy (E) e | hur [1,0,,2 <cost. | @ oz, -
Avremo quindi

15)  [2—% fum <3 " [t ~ Daphoae| < |

frl=1 Hw”o,t, ,<1
<cost. {| f-+ + | g o} -

Analogamente se ¢ &€ una funzione di L,(E) avremo suc-
cessivamente

(16) | ¢—1 .. 1n= SUP If(P(P)dP{qu(P Q)fen(Q) — Drugx(@)]dQ —

WIO,L 1< 1
kiz —y, wa)dyf”n(?/, Dfun(Q) — Digx(Q)]9Q }' =

= Bup
Hwk,L'l <1

[tt@) — Degatnag l |z 0) -

— (k@ — 9, 2)oat, Q)dy] PPIIP| -

= sup
fieflo,r,, <1

j (@) — Dug(@)]h(@)dQ | <cost. {| 1]+ + ] g o}

poiché le

Q) = f [qk(P, Q) — f 5@ — 9, )0l Q)dy] o(P)aP
B
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sono nulle quando @ & contenuto nel semispazio #; <0 ed ¢&
h(Q) € Hy 1, (E), | b |1,0,5 <cost.| @ o, - Analogamente alle
(11), (13) sara poi

an |9+ 8]0 <ecost. {| D |i_ye + |w |1} <
<cost. {| D |iyje + | 9 o}
Dalle (15)- (17) si trae cosi la (14) anche per I = 1. In essa
alle seminorme possiamo sostituire le relative norme sul semi-
spazio x; >> 0. Per questo basta per esempio osservare che pro-
lungando le #; e p come si & fatto nel n. precedente per f; e g,

si possono ottenere funzioni u,y e py di classe C¥, con N >1,
nulle per | P | > 1, per le quali risulta

||, <[ug], <cost.[uy], <cost.|u |,
[p |, <[ps]. <cost. [py]i-y <cost. [P |ioy,
0 <r <!, 0<s <l —1.
Concludiamo dunque che

III. - Se u, p nulli per | P | >1, soddisfano al sistema (6)
eseperl >1éueH,, ,peH, 5, inz; >0, vale la

boli+ 12 h-r <cost- {|f -z + 19 li-2 + 12 Ji-nsa} 5
la costante a secondo membro essendo indipendente da u e p.
Supponiamo ora che u e p siano di classe C= ed a supporto

compatto contenuto in Q. Dalla formula di Green?®), si ricava
subito la rappresentazione

U = — 'vik(P1 Q)[A“k - D*(p + div u)]dQ +

(P, @)divu d@ = 2z’ + w’

?) Cfr. loc. cit. in $).
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p =— f (P, @)[Aur — Di(p + div %)]dQ.

Come pit sopra a proposito delle (10) si riconosce che per
1 >2 ¢

(14") |u i+ |p 1o <cost. {| Au — grad p |,-, + | div u |-},

la costante essendo indipendente da « e p. Se poi ¢ & un vettore
di L,(Q), risulta

| 2" gy <2, sup
Ir1=1 lolo,z,, <1

= ; sup
Ir{=1 H‘PHO,L.I <t

. fD"vik(P, Q)p{P)dP ! < cost. {| 4u — grad p |-, + | div u |o}
2

[ D2l (P)pdP)iP | =
2

f [Aus — Du(p + div )]dQ -

tenuto conto che

" f Doa(P, Q)pP)AP < 008t |  fosy -
Q2

1,2,(Q)

Analogamente se @ & una funzione di IL,(£2), sard

Iplo= sup f«p(P)«zP j (P, Q)[Aus — Dup + div w)]dQ . _
MO,L'I<1 S
= sup_ | [1du — Dutp + aiv w1la0 aup, Qip(PraP E
Bello,z,, <1 S

< eost. {| Adu, — grad p |-, + | div u [o}

tenuto conto che

» [ acp, QmP)aPn < o8t | @ o, -
]

1,Z4/(0Q)
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Come per la prima delle (10) & poi |’ |; < cost. | divu |, .
Si ottiene cosi (14') anche per I = 1, onde si conclude che

IIT'. — Se u ¢ p hanno supporto compatio contenuto in 2 e per
1 >1, Au —gradpeH, ,,, divueH,_ ,,, ¢ pure weH,,,
peH, ,, ¢ valela

[+ [ s <cost. {] du — gradp |o-s + [ div e,

ove la costante a secondo membro non dipende da u e p.

4. - Consideriamo in un emisfero X {o, > 0, | z |* + 23 <R3},
il sistema

3
Ldusy p) = Au; — Dip + g’"‘ Dy(arn(P)Dyuy) —

3
- ;hDh(bhi(P)p) =F,,

18) M(u) = divu + im ¢ni(P)Dyu; = G, Pelk,
T
u(z, 0) = O(x)

e scriviamolo nella forma
3
Au; — Dp = F; — lzhkph(ahk(P)Dkui) -

3
— g,, Dy(dri(P)p) = [+

3
(18") div w =G — ;M en(P) Dy, =g ,
u(z, 0) = P(x) .
Supporremo 1 > 1 e

G3:(0) = b, (0) = €3:(0) =0, @py bais C€um€ C1-1(Xy).
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Siano # e p di classe C=, con supporto contenuto in 2,
r << R, e soddisfino.a! sistema (18). Si hanno le
| D(@ne(P)Dsuss) | 1-» < cost. {Ilana;{ [ e [+ §u|=a},
€z,
(19)

nD»(bM(P)P) "t—z < cost. { 113113? | by | " P iil—l + "P uz—z} ’
€Zy

| onPADyt 1o < cost. { max [ on, | [ s + s}
Pe 2z,

r

Esse sono evidenti per I > 2; anzi per I = 2 si possono omet-
tere gli ultimi termini a secondo membro delle prime due. Lo
stesso dicasi della terza per I > 1 e dell’ultimo termine al suo
secondo membro per I = 1. Se poi yp € H 1,,,',(2,) 8i avra

II DylaDru,) "—1 = Ssup
l¥l1,z, <1

Jph(a’hkpkui)de ’ =

== sup lJ.athku,Dhidel<ma;X Ia,,k i ,u |1,
Pecx,

lvl,z,, <1 |

| Dalbaip) -1 = sup

vl <1!

’[‘Dh(bht’p)wdpi =

= sup
IW|1,L', <1

fb,.ipD,,zdet max | bai || 2o -

Avremo allora per I >1
I1li-e < cost. {| F|.-s + max | ay(P) []u ], +
Pez

+ max | badP) | fes + [ hios + |2 -}

Pez,

gli ultimi due termini a secondo membro potendosi omettere

6
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perl=1,2¢

1912 <cost. {} G -y + max [ osiP) | Ju | + | i-i}
y 4
PEZ,

I'ultimo termine a secondo membro potendosi omettere per
l = 1. La maggiorazione di III. applicata al sistema (18’) da
percid luogo alla

[l + 12 s <O, {(max | | +max [on D] +
PEZ, Pex,

+n;a'ixlbhi|upllz—1+HFnt—a‘l‘lGnl—l'l‘

PErx,
1Pl +lul-r + |2 la}s 1 >1.

Scegliendo r sufficientemente piccolo, per es. r < r,, potremo
rendere minori di 1/2 le costanti che a secondo membro di que-
st'ultima maggiorazione moltiplicano | u |; e | p |1, utilizzando
la continuitd dei coefficienti a,; brsy €x: . Si ottiene cosi

el +ip s <2G {0 Fla + 16 s + 1P L we +
+fulir+ |2 h-a}s 1>1,

gli ultimi due termini a secondo membro potendosi omeftere
per I =1 e quindi pure, mutando la costante, per ogni l.

Mantenendo inalterate le ipotesi fatte sui coefficienti ed i
termini noti del sistema (18), mostriamo ora come basti supporre
ueH,,, pe L, affinché si abbia we H,,, peH,_4,, . Cio si
ottiene con metodi nofi. Applicando la maggiorazione ottenuta
con ! =1 ai rapporti incrementali

e YT+ by 23) — ulz, 2) \_ D@+ b 2,) — Pla, T,)
- h ’ = h ?

(@ + h,z)e X,,
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otteniamo infatti
lur s + 12 Jo <cost. {| FJo + | G : + | D |e-vsa}

ove la costante & indipendente da k. Cidé consente di concludere °)
che | Dyul, e | Dsp o, h =1, 2, sono finiti. Dal sistema (18)
verificato da u e p si trae allora che appartengono ad L, anche

(1 + ags)Dyu; — (05 + bsi)Dsp , i=1,2 3

3
D3us + ;,- ¢q:D3u;

e quindi pure

a1+ ass)[031D:u1 + e3D3u. + (1 + csa)D:us] -
- Dap[cslbu + Caabge -+ (1 + bgs)(A -+ cas)] .

Se r ¢ sufficientemente piccolo, ’espressione che moltiplica D,p,
al pari di 1 4 4,3, 8i mantiene diversa da zero e percid sard
pure Dipe L, e quindi D3u,€ L,. Riesce dunque ueH,,,
peH,, . La prova di quanto affermato si completa poi per
induzione. Dunque

IV. - Sia 1 >1, any basy Cai € C1(23), @u(0) = byi(0) =
=0(0) =0, ed ueH,,, p € L, abbiano supporto contenuto
in X, r <r, <R, e soddisfino al sistema (18); allora é pure
weH,,,peH . ¢vale la

Juts + 12 l-x <cost. { F lis + | & [ + [P J-vie}

ove la costante dipende soltanto da 1, ¢ e dalle norme | |, dei
coefficienti @y, bas, Cr; €@ v, dal modulo di continuitda di questi.

10) Cfr. per es. [6], lemma 9, § 2.
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5. - Sia ora £ un insieme aperto e limitato di classe C*,
s = max (I, 2), secondo la notazione intredotta all'inizio, e con-
gideriamo il sistema (1) con la condizione (2). Supponiamo che
per ogni punto P di Q, il riferimento cartesiano rispetto al quale
pensiamo rappresentata localmente la Q sia tale che gli assi &),
&, con origine in P, gi trovino sul piano tangente ad 0 in P.
La funzione y(§,, &) avrd pertanto derivate prime nulle in P.
Ogni punto P di 2 sard percid centro di un intorno U(P) tale
che, mediante il cambiamento di variabili ’

(20) T, =&, &z==~&, Ty = &5 — y(&1, &2)

U(P)n 0 si trasforma in un emisfero chiuso X, di raggio r mentre u,
e p si trasformano nelle funzioni %, e P, soddisfacenti ad un si-
stema del tipo (18), i cui coefficienti verificano le ipotesi di IV.
Possiamo anzi supporre il raggio di U(P) tale che il raggio
di X, sia minore del numero r, indicato in IV., numero che ora
dipendera dal punto P di 2. Con un numero finito di intorni
U(P) cosi fatti potremo ricoprire la frontiera Q; con g, indiche-
remo d’ora innanzi il piu piceolo degli r, relativi a questi.
Consideriamo una copertura di Q mediante insiemi aperti Q,,
la cui chiusura, se non é interna ad .?-2, sia interna ad uno degli

) N
Ux(P), con cui si & ricoperto £2. Sia poi > w, = 1 una partizione
T

dell’unité, con funzioni di classe C=, subordinata al ricoprimento
{8,} considerato di £.

Se il supporto di w, & interno ad f), per w,u ed w,p varri la
maggiorazione di ITI'., ossia per I > 1 sarad

| woue |: + | wop Ji-1 < cost. {| A(w,u) — grad (wep) |-z +
+ II div (w.%) ||1—1}
© poiche ‘
| A(wou) — grad(wep) fi-2 < cost. {Jf -2 + § % -z + | 2 [1-2} »

| div (wot) |1y <cost. {fg |i-2 + | w1},
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avremo

(21) | wott | + | @op fio1 < cOSt A f iz +

sl (2 S LA F 2 B

Supponiamo invece che il supporto di w, sia interno ad uno
degli U,(P). Mediante le (20) w, si muta in una funzione W,
con supporto contenuto in 2, . Da IV. segue allora

AN

(22) | @ou |, + | @oP -1 < cost. {Z | L@,y WoP) [i_2 +
+ | M@8) io1 + | D@ i-vja} <

<eost {|Ths + §Ths + 1B hoypo + Vi Jooa + [P -s}

ove con ;‘\, 7, @ si sono indicate le trasformate di f, g, @ tramite
le (20) e le norme all’ultimo membro sono calcolate soltanto
relativamente al supporto di @, . Si riconosce poi facilmente che

| o i + || @op Jo-s < cost. {| @ | + | @ |11}
e che le norme dei termini all’ultimo membro della (22) sono
maggiorabili mediante le corrispondenti norme dei loro trasfor-

mati tramite I'inversa della (20)1).
Avremo cosi

(23) Hw.,u Hl + " WqP "l—l <

<eost- {|f s+ 1 gl-r + 1P lve +lulis + [P s}

Dalle (21) e (23) tenuto conto delle

N N
Jul <2 dodtle, §pler <2 foop b

11y Per guanto riguarda la @, cfr. [1], lemma 14.2.
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8i trae

@) Juli+pl-<
<Ol fh-e T hgler + 1P hwo + [ wli-n + {2 |-} -

B noto che si possono trovare due costanti C; e C, indipen-
denti da » e p, tali che per I > 1 risulti

o <@/2C:) |+ Cafulo,
12 -2 <@20) |2 li-r + Celp -2 ™.

Da queste e dalla (24) segue

@5) |uli+ ]2 <
<cost. {]f s + J s 1@ hsia + hulo + Ip )i}

La maggiorazione a cui siamo giunti, oftenuta nella ipotesi
che sia ue H,(Q) pe H,,(2), vale nella sola ipotesi che sia
we H,, peL,. Infatti, per la regolaritd ammessa per Doedi
secondi membri di (1), da tale ipotesi segue che sono finite anche
le norme | @, |, e | @ep |o  quindi, come si & visto al n. prece-
dente, anche le | @, |; e | @eP [i-1 . Da cid e dal fatto che
nelle indicate ipotesi & come conseguenza di IIT', u € H,(2'),
pe H, (') per ogni ingsieme aperto £’ con !_2’<:Q, segue sen-
z'altro u € H(Q), p € H,_,(0).

Osserviamo ora che se «, p soddisfano al sistema (1), ad esso
gsoddisfera pure ogni coppia u, p + cost. e per tutte tali coppie
varrd la (25). Prendendo gli estremi inferiori di entrambi i
membri di questa, al variare della costante arbitraria aggiunta
a p, otterremo

12) Per la prima di queste, cfr. per es. [6] p. 672; la seconda si pud
trarre da un lemma di J. L. LioNs riportato a p. 263 di [5].
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V. - Se ue H,L,(2), peLJ2) soddisfano al sistema (1), (2)
con fEHl-B,L,(Q)7 gEHl—l,L,(Q), QEH;-:/,,L,(Q% 121, 1<
< g < oo, ed Q2 ¢ diclasse C*y s = max (I, 2), é pure u € H,,(Q),
peE H,_u'(.Q) ed inoltre

lude +1{p} - <
<cost. {[fleet fgl-r + 1P l-we + [ ulo + §{p} -1}

la costante dipendendo soltanto da l, q, .

6. - In [7] Odqgvist rappresenta una soluzione del sistema (1),
con f = g = 0, mediante i potenziali idrodinamici

WAP) = [Eu(P, Qpi@¥o,  11P) [P, Q@)
Fel g
con do elemento d’area su Q, P = (2,, Ty, T3)y Q@ = (Y1, Y2, Ys) €

K. (P, Q) = 3 (@ — y)(@; — y:) @ — yu)ma(Q)

2n |[P—@Q !
1 k T )k
b(P) = — - ., YD

e determina le funzioni incognite ¢,, traducendo il sistema (1)
in un sistema di equazioni integrali di Fredholm di seconda
specie. Egli giunge tuttavia a risultati completi solo nella ipotesi
che Q2 sia di clasge C*+* . Per estendere tali risultati con la sola
condizione che 2 sia di classe C'+*, basterd osservare che le fun-
zioni W, sono potenziali biarmonici di doppio strato e la funzione,
IT una combinazione lineare di derivate di potenziali armonici pure
di doppio strato. Nella ipotesi che 2 sia di classe C'+*, questi
ultimi sono stati studiati da J. Schauder in [8] ed i primi, con
lo stesso metodo, da K. Schroder in [9]. In questa ipotesi essi
giungono a stabilire per tali potenziali quelle proprietd che Odqvist
aveva ottenuto supponendo {2 di classe C*+*, ¢id che consente
Pestensione desiderata. In particolare nella sola ipotesi che £ sia
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di classe C'** varranno per le funzioni di Green G;(P,Q) e
9P, Q), i, j, = 1, 2, 3, del sistema (1) le valutazioni

Cs
[P —Q
Cs
[P -

| Gs(P, @) | <

I ~Dszii(P’ Q) l ’ [ g:’(P, Q) I < k= 1, 27 37
| DG (P, Q) — D Gus(P, Q) | } <
Igi(P; Q) - gi(Ply Q) |

| P — P ||log | P — P ||
T +

<05(

PP ||log [P —P [ |P—Pp
+ o MELS 2

con C; costante dipendente da 2 ed E=min(|P—@|, |[P'—@]) ).
Se pertanto ue C¥2) e pe CYL2) risolvono il sistema (1),
risulter

wdP) = f (@ m(@)B @) — f G2, QI Q) —
2

2
— Dlg(Q)]dQ s
(26)
p(P) = — 2D, f 0P, Q@)@ (@) —
o)
— (4.2, Qi@ — Dag(@aQ
2
eon

T(@) = gdu + D, Gy + Dy Gy
anche quando £ sia di classe C1+* 1),
13) Nella stessa ipotesi su 2 queste valutazioni sono riportate anche

da V. SorLonnikoV [11].
14) Cfr. [7] p- 358 e 'osservazione di p. 366.
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Sia ora O di classe C? ed u e H,(Q), pe L,(2) soddisfino al
sistema (1), con fe L,(2), g€ H\(2), De Hy_,(2). Da V. segue
che & pure u € H,(2), p e H,(2). Sia poi {u(") p'™} una succes-
sione di vettori u e C2(f2) e funzioni p e CYR) convergenti in

H,(£2) e H,(2) rispettivamente ad « e p. Poniamo

Aum — grad p(") = f(") , div #(» = g(") , ulm ;;5 = (),

Per ciaseuna delle coppie u(”, p(? varranno le (26). Con le no-
tazioni di Odqvist si ha

@) f (P, Q)1P(Q) — Dg™(Q)ldQ —

Q2

= |vi(P, Qf(Q) — D,g(Q)]dQ — f A4(P, Q)NfFI(Q)— D.g"(Q)]dQ
2 Q

ove per ogni fissato punto Pe Q é 4, ¢ C’(E). Il primo dei ter-
mini a secondo membro, quale somma di prodotti integrali fra le
funzioni localmente sommabili v,, e le funzioni f{¥ + D™,
prolungate con lo zero fuori di 2, sard com’¢ noto contenuto
in L, Q) e risultera

Joi* () — Dig®) Jo,z, <cost. | ) — Dyg Jo,z, -

La successione dei primi termini a secondo membro di (27)
convergera quindi in L, (02) a

f 2P, QFAQ) — Dg(@)140 ,

Q

e percid allo stesso limite convergeri quasi ovunque in £ una
sua sottosuccessione.

Per ogni fissato P € £ si potra poi passare il limite per n — oo
sotto il segno di integrale nel secondo termine a secondo membro
di (27). Lo stesso dicasi per Dintegrale

f T (@B (Q)do .

Q
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Tenuto conto che una sottosuccessione della {u(} con-
verge ad 4 quasi ovunque in {2, segue che la prima delle (26)
varrd ora quasi ovunque in 2. Ragionando allo stesso modo si
giunge allo stesso risultato anche per la seconda delle (26), onde
8i conclude che

VI. - 8¢ 2 ¢ di classe C? ed we H,, (Q), p € L(2) soddisfano
al sistema (1), (2) con f € L(2), g € H,,, (2), D€ Hy_ (L), é pure
u e H,y , (9), peHM‘(Q) e vale la (26) quasi ovunque in Q. In
particolare se é f = g = @ = 0 é necessariamente u = 0, p = cost.

Da V. e VI,, imitando un ragionamento di Agmon-Douglis-
Nirenberg [1], si trae che se we Hy(R), peH,,(2), 1 >1, &

belo + 1{p} -1 <ecost. {] 4 — grad p |-z +
+ 1AV u fies 4 |y fnd) -

Infatti se cid non si verificasse esisterebbe una successione
di wmeH, pweH,,con |u |, + [ {p*}|-1 = 1 in corrispon-
denza ai quali la espressione fra { } a secondo membro tende-
rebbe a zero per n — oco. Da V. segue allora che le norme | u|, +
+ 1{p"} |i-1, T >1, sono equilimitate, onde dalle u(, p(= si
potranno estrarre due successioni debolmente convergenti in
H,ed H, /K e fortemente convergenti in H, ed H_,/K ') rispet-
tivamente ad un vettore w€ H, ¢ ad una funzione pe H, ,,
con |ufo+ }{p}|-. =1, soddisfacenti al sistema (1), con
f=g=® =0, cid che contraddice VI.

Abbiamo dunque provato che

VII. - Nelle stesse ipotesi di V. vale la maggiorazione

buls + 1 {p} |- <cost.{[fli-z + 192 + | D [i-ya}

la costante dipendendo soltanto da 1, ¢, Q.

15) Con pu si & indicata la traccia di » su Q.

1) L'immersione di H;_1,,,(2)/K in H_,,z(Q)/K & infatti comple-
tamente continua, per I > 1, poiché lo & quella di Ho, () in H_1,.(9Q),
come si vede facilmente fondandosi sulla ben nota completa continuita
dell'immersione di H.I,L.,(.Q) in Ho,z,(82).
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Siano ora fim, gme C(Q), @m e 0*(Q) convergenti rispet-
tivamente in H, o(2), H, (2), H. () ad f, g, D, soddisfa-
centi alle ipotesi di V. Possiamo sempre supporre che sia

Q Q

fg(nr)d P = |gdP , fdﬁm) - ndo =f¢ * ndo
O o

onde segue

fg(m)dP <:f¢(1n) - ndo
Q Q

per ogni m. Poiché 02 ¢é di classe €+, s = max (I, 2), per la solu-
zione ut™, p(™ del sistema (1), (2), con fim), gm @) a gecondo
membro, sari sempre, come segue dai risultati di Odqvist,
win e Hy(2), p™ e L (2) e quindi per V. pure w™ e H,(Q),
pim e H, () e varrd la maggiorazione di VII. Per m — oo le
successioni {u(™} e {p(™} convergeranno percid in H,(Q2) e
H, ,(£2) rispettivamente ad un vettore 4 e ad una funzione p,
che soddisfano al sistema (1), (2) nelle ipotesi di V. per @ ed i
secondi membri. Cid completa la prova del teoremé& enunciato
nella introduzione.
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