
Sui fibrati con struttura quaternionale generalizzata (*)(**). 

STEFANO MA~CttlA:FAVA - GIULIASI0 X:{,01V[A:NI (Roln~) 

S u m m a r y .  - Quaternion generalized ]iber bundles ~Q-~ X are studied, both isomorphic to global 
tensorial product ~ ~ Q E ?  (E~, ~?  ordinary qq~aternion ]iber bundles right and le/t 
respectively) and quite general ones. A cohomology class e($Q) ~ H~(X; ~ )  is considered 
which represents the obstruction in order the jiber bundle be a tensoriat product. Several 
properties and a splitting principle are proved ]or bundles J~Q. On this ground and ]oundimg 
on a convenient bundle B~---~ X associated to NQ~ (that we carl Bonan's bundle and Jot wieh 
e(EQ) = e(Bz) ) relations arc stated among Stiefel-Whitney classes o] ~Q, B~ and the class e. 

I1 presente  lsvoro (i) g ri~Tolto ~llo studio dei f ibrati  quaterniongli  gener~lizz~ti 

(fibrati q.g.) ovvero di quei fibr~ti vettori~li  regli il cui gruppo s t rut tur~le  GL(4n, R) 

a m m e t t e  una  riduzione a GL(n, Q)(D Sp(1, Q)~ gruppo l ine , re  q,g. 

Nelle eonsiderazioni svolte ei s iamo giovat i  essenziglmente di due modi  di r igusr-  

dare il g ruppo lineare q.g. (C~p. I) .  

Seeondo il pr imo pun to  di vista ,  messo in evidenz~ da E.  MARTINELLI [9], det to  

g ruppo  viene pensgto t 0me  Un gruppo  di t r~sformazioni  di R4~ (previs  identific~- 

zione ton  Qn) che ampl ig  convenientemente  (~ di poco ~>) il gruppo GL(n, Q): sieeh~ 

p u t  non r ius tendo ~ssegn~t~ in R ~  una  ben  de te rmin~ta  s t rn t tu ra  qugternionale  (~ 

r isul ta  t n t t a v i a  indi¥idu~ts  un~ famiglia  {5l} di t~li s t ru t ture ,  ottenibil i  u n s  dall 'al-  

tr~ median te  ~utomorf ismi interni  dell 'algebr~ Q. Cib eonsente di in t rodurre  per  i 

f ibrat i  q.g. ent i  geomet r i t i  fondament~l i  ( f a t t e t t e  t s ra t t e r i s t i the ,  m e t r i t a  hermitiana,)  

ehe hanno signifieato negli ordinari  f ibrat i  qusternional i .  

Ebbene ,  osservato ehe si h~ qu~nto bast~ per  effettu~re aleune essenziMi tos t ru-  

zioni quate quella del f ibrato proie t t ivo e del f ibrato lineare eanonico qus te rn ions l i  

~ssoti~ti gd un fibr~to q.g., pe rveniamo ~ st~bilire uno <~ spli t t ing principle ~> per  

fibrati  q.g. che gener~lizz~ quello v~lido per  i to r r i spondent i  fibr~ti qusternion~l i  

(cap. IX). 

(*) Eiltrata in Redazione i1 14 agosto 1974. 
(**) L~voro eseguito con eontributo del C.N.R., nell 'ambito del Gruppo Nazionale per 

le Strutture Algebriehe e Geometriehe e loro Applicazioni. 
(1) Uu ri~ssuato di una p~rte dei risui~atJ qui st~biliti ~ esposto in una Nora degli stessi 

Autorh Classi ca,ratteristiche dei ]ibrati quate~ionali generaIizzati, Rend. Ace. ~Naz. Lincei, 
giugno 1974. 
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Adottando invece il secondo punto di vista il gruppo GL(n, Q)(~ Sp(1, Q) pub 

essere definito come il sottogruppo degli automorfismi R-lineari del prodotto tenso- 

rifle V~QQT? di spuzi vettoriali quaternionuli V~ (destro, di dimensione n), T Q 

(sinistro, di dimensione 1) che si ottengono assegn~ndo una eoppia di ~utomorfismi 

Q-lineari dei f~ttori V~ Q, T~. Seeondo il nuovo punto di vista un fibr~to q.g. , /~--~ X, 

pub essere riguard~to come un fibrato localmente prodotto tensoriale di fibrati pro- 

priamente cluaternionali (cio~ non soltanto q.g.). Cib conduce spontaneamente 

chiedersi quundo un fibrato loculmente ]?rodo~to tensori~le di fibrati quuternionuli 

sia prodotto tensori~le globulmente. Stabiliamo che tale eventualit~ si uvvera se e 

solo se si annulla unu opportuna elasse di coomologia~ ehe denominiamo classe e(E) 

eH~(X;Z~) (Cap. VI). 

I1 c~p. VII ~ dedicato ~llo studio delle classi caratteristiche dei fibruti q.g. che 

sono globalmente prodotto tensoriale. 

Passando al e~so generale dei fibrati q.g. ~Q vi ~ in primo hogo da osservare 

che per n ~-1 essi coincidono con i fibrati reali orientabili (di dimensione 6) e che 

la relativ~ s($) coincide con la classe di Stiefel-~Whitney W:(~) (Cap. VIII). 

Per Fesame del easo n-dimensionale si rivela utile la considerazione di un fibrato 

q.g., B~-~X,  di dimensione quaternionale 1 che chiamiamo fibrato di Bonan di SQ 

e per il quale e(B~)----s(E) (di t~le fibrato vengono messe in luee particolari pro- 

priet~ nel cap. III).  

Infine, nel cap. X~ sulla base dello (( splitting principle ~), stabiliamo una serie di 

relazioni ehe collegano le classi di Stieiel-Whitney di ~Q, B~ e la classe s(J~): da esse 

risult~ in particolare che le classi di Stiefel-Whitney W~(J~) con i ~ 0 (mod. 4) sono 

esprimibili come polinomi a coefficienti in Z~ nelte sole W~(Bz) , Wa(Bz), W~(~) 

( 1 4 / 4 n ) .  

I .  - P r e l i m i n a r i  e r i c h i a m i .  

§ 1 . -  Si~ Q. to spazio numerico quaternionate n-dimension~le detle n-uple 

~ ( ~  ..., ~)  di quaternioni ~EQ,  i = 1, ..., n. Pensercmo Q, come sp~zio vetto- 

riale quaternionale destro con assegnato il prodotto hermitiano (in form~ canonica) 

(1..1) = E 
i 

per vettori ~ : (~{)~ ~ : (~{). 

Indicheremo con GL(n~ Q)~ Sp(n~ Q) rispettivamente il gruppo tineare, il gruppo 
unitario quaternionali (omogenei) ne]lo spazio Q~ le cui trasform~zioni sono definite 

d~lle formule 

(1.2) '~{ :  A~J (I) (i ,j  : 17 ..., n) 

(1) Sottintenderemo spesso, come qui, [e somma~orie rispetto ad indici ripetu~i in alto 

e in basso. 
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o re  A = (A~) ~ una  mat r ice  quaternionale  invert ibi le  per  GL(n, Q) e un i ta r ia  (A* = 

= A -~) per  Sp(n, Q). 

Denote remo poi con GL(n, Q) @ Np(1, Q) e Sp(n, Q) @ Sp(1, Q) fl gruppo lineare 
e il gruppo unitario quaternionali generalizzati (1) (q.g.) che si o t tengono come amplia-  

ment i  dei precedent i  considerando le t ras formazioni  di Q~ del t ipo 

(1.3) ~ =  A ~ q  ( i , j  = 1, ..., n) 

ore  q ~ un quaternione di modulo  unitario e la mat r iee  A = (A~) g quaternionale  

invertibil% uni tar ia  r i spe t t ivamente .  

Per  la generiea t ras formazione  general izzata  (1.3), indieata  anche b revemente  

con a~.q~ il quaternione q e la mat r ice  A sono individuat i  a meno  di un  cambiamen to  

simult~ueo di segno potendosi  sosti tuire q e A~ con ~ = - - q  e ~ = -  A~. 

Si osservi che una  t rasformazione  ge.q del gTuppo uni tar io  q.g. non  lasci~ in gene- 

rale invar ia to  il p rodo t to  hermi~iano (1.1) r isul tando 

si conservano perb i prodotti hermitiani reali poieh~ 16 component i  reali del pr imo e 

seeondo mernbro  della (1.4) eoineidono. I n  part icolare,  si eonserva la misura hermi- 
tiana di un vettore ~, il cui quadra to  g espresso da 

(1.5) ~ ° ( ~ ) =  ~ ' ~ ;  
i 

anzi, g oppor tuno  r ichiamare (~) che le tras]ormazioni del gruppo unitario q.g. sono 
earatterizzate~ Ira quetle del~ gruppo lineare q.g, dal conservare la misura hermitiana. 

Sot to in tenderemo spesso di identifieare Q~ con Rd~ ponendo 

(~ -= x ~  - ix ~+~ 7- j~  x~,'+~,,. @ kx ~+3'~) ~ (x~), ( r =  1, ...~ n; ~ = 1, ..., 4n), x~eR , 

e r iguardando Q~ come spazio vet tor ia le  reale. Si intender'£ in tal  caso di usare la 

eomponen te  reate del p rodo t to  hermi t iano come prodot to  scalare, eiog 

(1.6) ~ × n  = ~ e ( ~ . ~ ) ,  

e si penser£ ques t 'u l t imo indiv iduante  una  <, met r ica  hermi t i ana  ~) in Rd~ nel senso 

della sola misura  he rmi t i ana  dei vet tor i .  

Si not i  ehe nella de t ta  identificazione le t rasformazioni  di GL(n, Q), GL(n, Q) @ 

@ Sp(1, Q) e di Sp(n, Q), Sp(n, Q) @ Sp(1, Q) definiscono r i spe t t ivamente  in GL+(dn, 
R) (3) e in SO(gn, R) so t togruppi  ehe indieheremo aneora  con gli stessi simboti. 

(1) Cfr. E. 5IARTINELX.I [9]; I'USO the qui facciamo del simbolismo di (~ prodotto tensore ~ 
per tali gruppi verr£ giustificato dalle considerazioni del n. 4. 

(2) Cfr. MARTIN~LLI [9], pp. 357, 358. 
(a) Cir. ad es. E. BOb-AN [1], p. 15. 
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§ 2.  - Se V~ g uno spazio vettoriale reale ricordiamo (~) ehe nna struttura qua- 
ternionale (destra,) Q in V~, pub assegnarsi medisnte  un R-isomorfismo ~: Q~--> V~; 

se ~' g u n  altro ta l  isomorfismo e ~-~o 9/~ GL(n, Q) le s t rut ture  q, ~ sono Ie stesse; 

quando si abbia invece ~-~o ~ ' =  ax.,~ GL(n, Q) @ Sp(1, Q) ls moltiplicazione per il 

quaternione A definita in V~s da ~0 coincide con la moltiplicazione per A'= ~2,q deft- 

nita da ~' e le relative s t ru t ture  ~, (~' si dicono coersnti. Una famiglia di s t rut ture  

quaternionali coerenti, {(~}, si dice una struttura quaternionale generalizzata (struttura 

q.g.) per V~. 

Una s t ru t tura  quaternionale 0. individua in V~ una famiglia di sottospazi vetto- 

(c) R riali V~t (t = 1, ..., n), sottospazi caratteristici, immagini  reali t ramite  una qualunque 

~0: Q~-+ V~s dei sottospazi quaternionali Qt di Q, (per t = 1 si t r a t t a  delle fascette 
caratteristiche). I sottospazi caratteristici di V~s rispetto a strutture 0.~ ~ coerenti sono 
gli stessi; in particolar% le faccette caratteristiche quaternionali. 

§ 3 .  - Se (*) <,  ) : V~,, × V~--> Q ~ un qualunque prodotto hermitiano in V~ re- 

la t ivamente  alia s t ru t tura  di spazio vettoriale quaternionale definita dall'isomorfi- 

prodotto hermitiano per la s t ru t tura  relativa a ~'. tnol tre  is componcnte reale dei 

due prodott i  risulta uguale e d~ un  prodotto scalars ( , ) =  R e ( , )  in V4 s. ls cui 

forma quadrat iea assoeiata coincide con le forme quadratiehe (reali) associate ai due 

prodott i  hermitiani.  Mediante un prodotto scslare ( , )  cosl individuato ovvero anehe 

t ramite  la forma quadratica ad esso associata (forma quadratica hermiti~na) pub 

dunque assegnarsi la nozione di << metrica hermitiana >> in uno spazio vettorisle V~, 

d0tato d i u n a  s t ru t tura  q.g. 

§ 4. - Siano V~, T~ spazi vettoriali quaternionali r ispett ivamentc dcstro, di di- 

mensione n, c sinistr% di dimensione 1, su Q. Indichiamo con V~@)QT~ o breve- 

mente con V~@QT I il prodotto tensoriale di V~ e / ~  pensati  come Q-moduli: lo 

spazio cosl ot tenuto ~, come noto, uno spszio vettoriale reale 4n-dimensionale il quale  

non ammet te  una s t ru t tura  quaternionale <( canonics )). Possono tu t tav ia  introdursi 

in Vn@QT~, a part i te  da, lle coordinate quaternions]i su V,~ e T~, opportune ~( coor- 

dinate ~) quaternionali nel modo seguente. 

Sia {ei} (i-~ 1, ..., n) nna, base di V? e {e} una base di T?  sicch~ per vettori  

u a V~ e t ~ TI Q si seriverb~ r ispet tNamente u = e~u ~, t = te cssendo (u0, t le coordi- 

nate  nelle relative basi. Per il prodotto u @ t = (e,i, ~) (~) (re) = e~(u ~ t) @ e scriveremo 

anche formalmente u @ t = (e~@ e)u~t. 
Per un generico elemento v e V~@Q T~ si potr~ scrivere, con ta convenzione in- 

t rodot ta ,  

(4.~) ~ = ( e ~ ®  ~)v~ 

(1) Cfr. E.  ]VlAgTIN:aI~T~I [I0] ,  p. 401;  E.  BO~CA~ [1], p. 46. 

(2) Cfr. E. MA:g~I~C~LLI [10], pp. 402-405. 
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con i coefficienti v ~ individuati :  diremo l e v  ~ coordinate di v nella (( base ~> { e ~  e}. Se 

v ~ = w +  i v ~ - j w ~ -  kv ~, lc v~' (r = 1, ..., n;  a = 0, 1, 2, 3) sono coordinate reMi nella 

base reMe { e ~  e, %i ~) e, e~j ~ e, %k ~ e} (r = 1, ..., n) di V,~QT~.  
, 5 

matrice  quaternionale invertibile c q un quaternione non nullo. ICisulterg dunque  

o ~ v v e £ o  

v -~ (e{(~ e)v ~ ---- e~v~  e = ('e;A~v ~) ~ q'e 

° 

v = ( % ® ' e ) ' v  ~ 

= e;(A~v q) @'e 

con le coordinate 'v ~ che si ot tengono dalle v ~ mediante  le 

(4.2) 'v! = A~v~q 

57ella (4.2) si pub sostituire A~, q con A ~ - A ~ h ,  ~ =  qh -~ ove h ~ reMe, non 

hullo, uguale al modulo ~ / ~  di q: poich~ ~llora ] q l - -1  nella nuova f o r m a  la (4.2) 

appare  del t ipo (1.3), cio~ si t r a t t a  di una trasform~zione di GL(n, Q ) ~ ) S p ( 1 ,  Q). 

Ne segue ehe le s t ru t ture  quaternionali  definite dMle coordinate quaternionMi (v~), 
('V) non sono in generale le stesse ma medi~nte esse risulta assegnata suI~@QT I 
una struttura q.g. ben determinata. 

Se V~, T~ Q si suppongono dota t i  di metr iehe hermit iane e se ei si l imita a consi- 

derate  per V,@QT~ coordinate v ~ relat ive ~ b'~se ortonormMi {e~}, {e} per V~, T~I 

la matr ice A e h e  compare nella (4.2) sar£ uni tar ia  e fl quaternione q di norma 1: 

ta (4.2) appar terr~ dunque  a Sp(n, Q) ~) Sp(1, Q). 

Le consider~zioni fa t te  sopra mostrano dunque ehe, sostituito il punto  di vista 

dei eambiament i  di coordinate di uno sp~zio vet tor iale  con quello (equivMente) degli 

automorfismi, i gruppi  GL(n, Q) G Sp(1, Q), Sp(n, Q) ~) Sp(1, Q) sono le immagini  

dei p rodot t i  GL(n, Q) x GL(1, Q), Sp(n, Q) x Sp(t, Q) dei due gruppi  lineari, risp. uni- 

tar i  degli spazi vettoriMi V Q, T~ Q nel gruppo GL(4n, R) del prodo%o tensoriMe 

] 7 ~ Q T  1. Inoltre,  rugion~ndo come si ~ f~tto per l~ (4.2), d~ questo punto  di vista 

eoincidono i gruppi GL(n, Q) ~) GL(1, Q) e GL(n, Q) @ Sp(1, Q). 

I I .  - F ib ra t i  c o n  s t r u t t u r a  q u a t e r n i o n a l e  g e n e r a l i z z a t a .  

§ 5. - Assnmendo come gruppo fondamentale  per fibrati reali il gruppo GL(n, Q) @ 

@ Sp(1, Q) si ott iene la nozione di (~ s t ru t tu ra  quaternionMe generMizzat~ ~>. Pifl pre- 

cisamente, sia E -% X un fibrato con assegnati un r icoprimento aper to  q£ = { U~}~sx 

di X e una fgmig]ia {~}~si di omeomorfismi ~ :  U~xQ~-->p-IU~ per i quali po  

o ~ (x ,  v) = x per ogni (x, v) e U~ × Q. .  Le coordinate v * (i = 1, ..., n) dell 'elemento 

v e Q~ si diranno allora le coordinate quaternionali di e = ~ (x ,  v) nella carta  (U~, ~ )  
i 

e si indicheranno con v .  
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Se per ogni x e  5 ~  U~, supposta non vuota,  e per ogni e e E  ~=p-~(x)  le cui 
i 

coordinate in U~, U~ siano r ispett ivamente ~v), ~i si ha  

i • " 

& = I (i, j = . . . ,  n) 

con A ~ =  ((A~)~) matrice quaternionale invertibile e q~ quaternione unitario ~un- 

zioni continue di x, si dir£ allora che il fibrato ~ un ]ibrato quaternionale generalizzato 
(fibrato q.g.), destro 0), di dimensione n e si indicher£ anche con E~ ~-%X o anche  

brevemente con ~ .  

Su ogni uperto coordinato U~ il fibrato ~ v ~  ~ quaternionale m~ sutla intersezione 

U ~  U s le due s t rut ture  quaternionali di ~'lv~, J~,u~ non sono le stesse bensi coerenti. 

Un notevole esempio di fibrato quaternion~le generalizzato ~ costituito dal fibr~to 

tangente ~(P~) dello spazio proiettivo quaternionale PQ (destro)(~). Un procedi- 

mento per determinate v~riet~ con fibrato t~ngente dot~to di s t ru t tura  q.g. pub 

trovarsi in J.  A. WoLI~ [16]. 

Si osservi che in particolare, per n =: 1, il gruppo Sp(1, Q) (~ Sp(1, Q) ~ isomorfo 

a S0(4, R) (a) sicch~ ogni/ibrato 4-dimensionale reale orientabile ~ dotato di una strut- 
tura quaternionale generalizzata. 

Q v F~-~> mor/ismo tr~ di essi ~ definito da Dat i  due fibrati q.g. ~ =-~ X, 1 ~ un 

una ~pplicazione di fibrati 

X ~ Y  

tale che per ogni eoppia di al)erti coordinati U~, Vz di E,Q, /~  con UJ~ ]-~ V~¢ ~b 

e per ogni x~  U~(~]-~V~, dette ¢ (~) e (~) le coordinate su U~ e V~ del generico ele- 

mento e ~ / ~  ---- p- i x  e della su~ immagine ](e) e/7/(~), si abbi~ 

~" 9, [ B  ~i u i ~ (i! j = 1 ,  n) 

con B~ = ((B~)~) matrice invertibile e p~  quaternione di modulo unitario, funzioni 

continue entr~mbi di x. Si t ra t t~ cio~ di un morfismo che conserva le s t rut ture  qua- 

ternionali dei due fibrati. 
,Q 

I fibr~ti q.g. J ~ - > X ,  'J~Q-->X si diranno poi isomorfi se sono dati  morfismi 

(1) La trattazione dei fibr~ti q.g. sinistri 6 ovviamente analoga. 
(~) C~r. E. MAlCTIN]~LI, I [9]. 
(~) Cfr. ad es. P. D~; V.~L [4], p. 42. 
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e inoltre 

§ 6. - I1 fibrato q.g. ~J~--~ X si dice a parte scalare reale, oppure complessa se 

possibile consider~rvi un opportuno sistema di carte quaternionali ((U~, ~ )}  tale 

che nelte trasformazioni di coordinate (5.1) ad esso relative il fat tore q~ sia sempre 

reale, oppure sempre complesso (e non sempre reale); diversamente il fibrato si dike 

a parte scalare quaternionale (1). 
Si noti  c h e s e  il ]ibrato ~ a parte scalare complessa esso ~ dotato di una struttura 

complessa, quella definita dulla moltiplicazione per i. Qualora invece il ]ibrato sia a 
parte scalare reale esso ~ un ]ibrato quaternionale (non q.g.) e le s t rut ture  complesse 

che vi si possono considerare sono~ come noto~ infni te .  

§ 7. - I1 gruppo strutturale di un  ]ibrato q.g. su X paracompatto (~) pub sempre 
ridursi al gruppo unitario Sp(n, Q)~)Sp(1 ,  Q); cib nel senso che si pub assumere 

sempre un opportuno sistema di carte quaternion~li {(U~, ~ )}  tall  che per le coor- 
i 

dinate (v) ad esso relative le (5.1) diano luogo apptmto ad una trasformazione del 

gruppo unitario generalizzato. 

Sia dat~ infat t i  una partizione dell 'unit~ (~ :  U~--> (0, 1]} relativa a un ricopri- 

mento coordinato localmente finito (U~} di X. Si scelga poi su ogni aperto U~., ove 

b~ definita una s t ru t tura  quaternionale ben determinata  relativa alle coordinate v ~ 

un prodotto hermit iano ( , > ~  a forma quadrat ica definita positivn. Si conside~i la 

forma quadratica hermit iana definita positiva ~ e~(v, v}~: bench~ tale forma induca 

prodott i  hermitiani  a priori diversi nei vari ~ ,  in ogni ~%, con un cambiamento 

del gruppo GL(n, Q) possiamo ridurre la forma predetta a forma canonica. Allora 
I i l i 

le nuove coordinate (v, (~) in UJh U~ saranno collegate da una trasformazione (5.1) 

che~ per quanto osservato a proposito della (1.5), ~pparterr~ al gruppo unitario q.g. 

Come si vede, analogamente ~ quanto avviene per i fibrati quaternionali, la ridu- 

zione del gruppo strut turale di un fibrato q.g. equi~ale a]l~introdur~i una metrica 

hermit iana (generalizzata). 

Aggiungiamo ch% ovviamente, 

(7.1) il gr~tppo strutturale di JEQ~ pub ridursi a SpOb Q) ~) U(1, Q) oppure Sp(n~ Q) 

se il ]ibrato ~ a parte scatare complessa oppu~rc reale.. 

III .  - I1 f ibrato  di B o n a n .  

§ 8. - Ad ogni fibrato q.g. ~ - - ÷  X risulta~ assoeiato un fibrato vettoriale reale, 

4-dimensionale, Bw ~ > X  the diremo ]ibrato di Bonan (3) di ~ :  esso descrive come 

(i) Cfr. J. A. WOLF [16], p. 1037, ore peraltro la definizione di parte sca[are ~ data adot- 

tando un altro punto di vista. 

(2) Supporremo gli spazi sempre paracompatti. 

(3) Cfr. E. BOI~A~ [i], p. 48, ore viene introdotto tale fibrato. 
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avvengono i c~mbiamenti di s t ru t tura  nei cambiamenti  di carte quaternionali di ~Q. 

La fibra di B E su x pub definirsi come l'algebra Q~ delle trasformazioni lineari 

di E~ indotte dalla moltiplicazione per gli e]ementi di Q in una qualunque delle strut- 

tare  quaternionMi (coerenti) che vi si possono considerare: quanto osservato al n. 2 

mostra che t ra  Q~ e Q vi 6 an: isomorfismo definito ~ meno di automorfismi interni di Q. 

Assegnato un sistema di carte quaternionMi {(/)~, ~G)} ammissibili per ~ e  si 

hanno banMizzazioni locMi ~ :  U~ ×Q-+BEI~ ° associando a ogni (x, q) la trasforma- 

zione q~ di E~ corrispondente Mla moltipticazione per q nella s t ru t tura  quaternio- 

nMe indot ta  da ~0~ su / ~ .  

Se (v), (~) sono quaternioni rappresentanti  lo stesso elemento di (B~)~, x ~ U j ~  U~, 
nelle banalizzazioni ~0~, ~oe sarg 

(8.1) v = Ge (v) q~ 

con q~¢ lo stesso quaternione unitario, funzione continua di x, che compare nelle (5.1) 

esprimenti il cambiamento di coordinate per E,Q nel passaggio da (U~, ~G) a (U~, ~ ) .  

Poich6 gli automorfismi interni di Q conservano tu t t i  la, norma di un qu~ter- 

nione il prodotto scalarc espresso su ogni ]ibra di B z nell'aperto coordinato U~ da 

(8.2) (~, ~) = Re @, ,~,) 

d& una metrica hermitiana per B z.  
Quando si supponga, come eonsneto, di identificare x ~- ix  q- jx  ~ - k x e Q  con 

(x, x, x, x) E ~ 

(8.3) iÁ gruppo degli automor]ismi interni di Q, ehe ~ un sottogruppo di Sp(1) @ Sp(1), 
coincide con il gruppo 1 × S0(3) (t) delle rotazioni di R~ ehe lasciano fissi gli 
elemcnti dell'asse x. 

Stabiliamo esp]icitamente qui appresso alcune relazioni ehe intercorrono tra sistemi 

{( U~, ~)} ,  {(U:, YJ2)} di coordinate per B z ot tenuti  nel modo sopra descritto a partire 

da diversi sistemi {(U~, ~)}, {(U:, ~2)} p e r / ~ .  Limitiamoci per semplicitg, a] caso 

in eui i due rieoprimenti { U~}, { U:} eoineidono e denotia, mo con (vl, iv I le coordinate 

definite su U~ rispett ivamente da ~ ,  ~'~. Si avrg 

(8.4) '¢,~, = (G)~ (v q~ 

con /'~ = ((F~)~) matrice quaternionale invertibite e G quaternione unit~rio iunzioni 

continue di x s U~. Si passa dunque dMle coordinate (v) definite su B z da F~ ~11e 
! 

coordinate % relative ~ yJ~ mediante la trasformazione 

( 8 . 5 )  ' v  - v 

(i) Cfr. ad es. P. Dv VAL [4], p. 38. 
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Nelle~ intersezione U ~  U~ supposta non vuota  risulter~ poi 

e dovr~ aversi t enuto  conto delle (8.4), 

(8.7) (F¢)~(A~)~ v~q~q~= " ~ J v ~ " (A~)~(F~)h (~) q~q~ 

da cui~ per l 'arbi trariet~ delle v~, si t rae  la relazione 

della quMe ei serviremo in seguito. 

l~iuseir/~ utile osservare anehe ehe un morfismo di fibrati q.g., ]:  ~,Q-+PQ del 

tipo descrit to al n. 5 induce un morfismo 

BE---!~ Be 

t ra  i r ispett ivi  fibrati di Bonan B ~ q - ~ X ,  BF~-e~ It: infat t i  la fibra di B~ su x si applica 

isomorfieamente 8~alla fibra di B T su ](x) corrispondendo ad ogni t rasiormazione di Q. ,  

mediante  la ], una  t rasformazione di Q#~), come risulta dalle (5.2). 

Possiamo esprimere tu t to  cib in forma equivalents  dieendo ehe 

(8.9) se ~ - ~  X ~ un  librato q.g. e se /: Y - + X  ~ una applieazione continua allora 

Cio6 il fibrato indotto di F~ Q mcdianlse una applicazionc continua ]: Y-+  X ha 

come fibrato di Bonan  proprio l 'indogt% mediante  la stessa applieazione, del fibrato 

di Bonan  di E~. 

§ 9. - I I / i b ra to  di Bonan  B~ di EQ ammette almeno una  sezione reale mai  nulIa, 

forni ta  su ogni x ~ X  dalla t rasformazione identica, di E~ che appart iene sempre 

a Q~ (corrispondendo alla moltiplicazione per l'unit/~ di Q): cib d 'al t ra  par te  risulta 

anche dall 'osservare che l'unit'£ di Q ~ lasciata invariata  dalle iunzioni di collega- 

men to  (8.1), poich~ ~ p . l . q ~ ¢ =  1. Dunque  B E g somma diret ta  su X di up. fibrato 

banale con fibra isomorfa ad R e di un fibr~to, in generals non banale, E R~ , con fibra Q~" 

da ta  dalle t rasformazioni  d i / ~  indot te  dalla moltiplieazione per quaternioni  imma- 

ginari, l~isulta poi che 

(9.1) i t / ibrato  .E~ ~ a parte scalare complessa o reale s e e  solo se il ]ibrato B E ammette 

due sezioni reali indipendent i  oppure ~ banate. 
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Infa.tti s e / ~  6 a par te  sca.la.re eomplessa, le q~.~ possono ottenersi  t u t t e  comptesse 

di maniera, the risulta., per ogni x ~ UJ~ U~, {~ i  q~ = i e dunque la. sezione i a.ssie- 

me a.lla, sezione i sono due sezioni per Bs ,  indipendenti  su R; s e / ~  g a. pa.rte sea.la.re 

rea.le, ciog si tra.tta, di un fibra.to qua.terniona.Ie, le q~ si possono ridurre t u t t e  ugua.li 

a. I e B~ ~ il fibra.to ba.na.le su X con fibra. Q. Vieeversa., se a.ssieme Mla. sezione 1 vi 

un'a.ltra, sezione indipendente 3: X - ~  B~ si pub sempre supporre, previa, eventua.te 

eombina.zione linea.re con la. sezione 1, che essa. a.bbia, va.lori nelFinsieme dei ve t tor i  

unita.ri dell'ortogona.le E~ di I in B~ e inoltre le ba.nMizzazioni ~ :  U~×Q-+qB~U~ 
possono essere sempre scelte in modo che risulti ~o~(x, i ) =  5(x), per qua.nto osser- 

va.to in (8.3): dunque le q~e rela.~ive a.lle coordina.te cos[ scelte debbono verifica.re ta. 

rela.zione ~¢iq~¢ = i la. qua.le, come pub vedersi con un sempliee ea.leolo, implica. 

q ~ e C c Q .  

fa.cile vedere con simili ra.giona.menti the  se B~ g ba.nale, clog a.mmette 4 sezioni 

rea.li indipendenti ,  a.llora, ffJ~ ~ an  fibra.to qua.terniona.le. 

Infinc, collegando qua.nto sopra, osserva.to con le cla.ssi di Stiefei-Whitney di B~ 

osserviamo the  W~(B~) ~ sempre nulla, e dovr~ essere W~(B~) -- O oppure W~(Bz) = O, 
W~(Bz) = 0 se la. pa.rte scMare di ~Q g complessa, oppure rea.le. 

IV. - S o m m  a diretta di fibrati quaternional i  genera l i zzatL 

§ 10. - 1~ noto the  i fibra.ti somma, diretta, interna, o esterna, di fibra.ti qua.ter- 

nionMi risulta.no dota.ti anehe essi di una. strnttura, qua.t.erniona.le (z). Cib non a.vviene 

in generNe per fibra, ti  q.g. : J .  A. WOLF [16.] ha. mostra.to a.d esempio the Ia. somma. 

diretta, esterna, dei fibrati  t~ngenti  a va.riet~ q.g. non 6 un fibra.to q.g. Voglia.mo qui 

prendere in esame la. possibilit£ di i l t trodurre una. struttura, q.g. neIla, somma, diretta. 

interna di fibrati q.g. 

Conviene da.pprima fare a.lcunc osserva.zioni sul ea.so degli spa.zi vettoria.li. 

Inn~nzi tu t to  6 ovvio ehe 

(10.1) una struttura q.g. {0.} dello spazio vettoriale reale V~n induce una ben deter- 

minata struttura q.g. {0.'} su ogni spazio caratteristico V~t¢ V R 
4¢b " 

Notia.mo poi ehe se c2~: Q , ->  V~}~, qv2: Q~-+ V ~  definiscono s t ru t ture  clua.ternio- 

na.li per R R V4,~, V4, , possia.mo ~]lora. considera.re netla, somma, diretta. V~ @ V~,~ 1~ strut-  

tura. definita, d~ll'isomorfismo 

Se in luogo di cpl, ~2 si eonsidera.no a.ltri isomorfismi q51, ~5~ risulta, ehe 

(1) Cfr. a d  as. D. HUS:¢MOLLEt~ [8], p.  26. 
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(10,~) le strutture de]inite da q~ = ~ @ q~, ~ = ~ @ ~ sono coerenti s ee  solo se ~ -~ 
= q~o aA,q~ ~ - ~  F'~°(~A~.q~ (cio~ ~ ,  ~ sono coerenti rispettivamente con q~  q~e) 

e inoltre q~ = :j:q~. 

La parte diret ta  g ovvia. Per l ' inversa si osservi ehe 

_ 1 0  pcrtanto (~0~@~0e)-~o ( ~ @ ~ ) =  ?~ q?~) @ ( ~ % ~ e )  e dunque si avr~ ( ~ @ ~ )  

= (?~@ ~ ) o  aA,q solo se la matrice A g della forma 

con AI~  GL(n, Q), A~e GL(m, Q) e qs~ = ~ o  g~.q, ~e= ~ o  ~.q.  

Poich~ fissato ~ la strut~ura q.g. definit~ d~ ~ @  ~ cambi~ al vuria.re di ~..~ 

possi~mo usserire che, mediante il procedimento descritto, 

R (10.3) assegnate strutture q.g. su V ~ ,  V ~  rispettivamente, le strutture q.g. su V ~  @ V ~  

sono in corrispondenza con gli automor/ismi interni di Q. 

Passiamo era ~1 case dei fibrati. Sia ~ Q - ~ x  un fibrato q.g. e E ~ c ~  Q un sue 

sottofibr~to reMe: dire[no che E~ ~ un sotto/ibrato caratteristico di /~Q me per ogni 
E n x ~ X  1~ fibra ( ~t)~ ~ un sottosp~zio caratteristieo, 4t-dimensionM% di (~Q)~. t n  

tM case scrivercmo ~nche ~tQ-~X in luogo di E~t--~ X. 

In  corrispondenz~ dell~ (10.1) si h~ la seguente proposizione 

(10.4) Sia ~Q, -~ X un ]ibrato q.g. e EQ un sue sotto]ibrato caratteristico: allora J~Q -~ X 
~Q 

risulta dotato di una struttura q.g., indotta da quella di E~. 

Per vedere cib procuriamoci dapprim~ un addendo diretto di /~t ~ in EQ il quMe 

si~ anch'esso c~r~tteristico; cib pub sempre f~rsi ussegn~ndo in ~Q una metrica her- 

mit iana e eonsiderundo il sottofibr~to J~Q_~ = (/~tQ) ~ ortogonale di EQ in ~Q. Possiamo 

poi sempre assumere per ~'~, utilizzundo le s t ru t ture  quaternion~li locali, un  sistema 

di coordinate ammissibili {(U~, %)} tale ch% fat t~ l'identific~zione canonica Q ~  

~- Qt@ Qn-t risnlti 

sicch6 {(U~, ~'~)}, {(U~, ~v~.)} risuttano sistemi di coordinate qua~ernionMi, ammissi- 

bili, per / ~ ,  ~Q_t. Indicata  era con ~.~: Q~-> /~  l'applic~zione data  dalla compo- 

sizione di i~.,: Q~,-->XXQn con ~%lxxQ, si hs,  per ogni x e  US~ Us, q%~= g'~.~@~:.~, 
! /t 

~v~., = f~.~@ g~.~ e facendo use dells (t0.2) ne segue che devono sussistere le relszioni 

r _  1 r f I _  1 11 
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con  

A~# = # o 

A~ 

Cib significa a.ppunto che ~t Q, E,e-t rimangono dotati, mediante g]i assegnati sistemi 

di coordinate, di strutture q.g, indotte da quella di E~Q fibra per fibra. 
~Q 

Da quanto precede risulta anehe che i ]ibrati di Bonan di ~Q~, E Q e I~,,_~ sono 
gli stessi essendo uguali i q~ per tutt i  e tre i sistemi di coordinate considerati. Que- 

st 'ultima asserzione pub invertirsi in quanto sussiste ]a seguente proposizione (in 

eorrispondenza alla (10.2)) 

(10.5) Assegnati i / ibrat i  q.g. ~Q~, P,Q su X la somma diretta ~Q~ @ J ~  ammette almeno 
u~a struttura q.g. la quate induca sugli addendi le strutture di cui sono dotati 
see  solo se i ]ibrati di Bonan Bz,~, B~ .  sono isomoryi (e in tal caso risulteranno 

isomor]i anche a Bz~s~,). 

Dalta dimostr~zione della proposizione (10.4) risulta gi£ la necessit~ della con- 

dizione. Per la suffieienza osserviamo quunto segue. Considerati su / ~ ,  E Q sistemi 

di coordinate {(U~, q~)j, {(U~, q~:)} relativi allo stesso rieoprimento di X, per og~i 

x ~ U~(~ U¢ risulter~ 

Nell'ipotesi ehe sin B ~  = BEo ~ si potr~ sempre supporre the q'~¢ = q:¢ effettuando 

eventuMmente sugti aperti b~ cambiamenti di coordinate ad es. di/~Q del tipo 

Gj:__ ~)i 
(~)- (,~)G (i = 1, ...~ n) 

L~ possibilit~ di seegliere i q:~ 6 data appunto dalt a equivulenza dei fibrati di Bonun 

costrniti ~ p~rtire dMle G~,' G~." Baster£ or~ considerare, al solito, per /~ne@ E,, ~Q il 

sistema di coordinate {(U~, ~v:)} definito dagli omeomorfismi 

con ~G.~= 9v'~.~@ ~.~. Per quanto osservato in (10.2) ne segue ehe E~@ ~ risulta 

dotato di una struttura q.g. del tipo desiderato. E ovvio infine the il fibrato Bs.e~,o 
6 isomorfo a BR. , B z .  

V. - F i b r a t i  quaternionali generalizzati prodotto tensoriale di fibrati quaternionali. 

§ 11. - Siano E~, _F1Q fibrati quaternionMi (e non q.g.) rispettivamente destro, di 

dimensione n, e sinistro di dimensione 1, su X. Si pub allora considerare il fibrato 

E ~ G Q ~ I  prodotto tensoriale su Q di E~ Q, E~ per il quale (Es@QF~)z~- (E~)z@Q(F1)x ,  

x ~ X .  
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I t  ]ibrato E,~@QF i risulta dotato di una  struttura q.g., in base a quanto  osser- 

r a t e  al n. 4. 

Pifi precisamente,  sia ~/L = {Us} un r ieoprimento eli X su cui sono definiti siste- 

mi  di coordina:te (~)u*, (t) (i = 1, ..., n) r i spet t ivamente  per  E Q, f ~  e siano 

(11.]) U~= " ", 

le relat ive funzioni di incollamento su E~(~ U~#  0. Se sull 'aperto U~ si considera- 

no per E~@Q/~ le coordinate quaternionali  v ~ -  (~) --  ~) t ) ,  per  quanto  appunto  visto al 

n. 4, in U j~  Uz si avr$ una  trasformazione de1 t ipo (5.1) con A~Z, q~¢ come nel- 

le (~1.1). 

I1 fibrato di Bonan  di /~Q--E~@Q/~ i risulta in questo case i so mo rb  con il 

f ibrato i~ i @Q/Z i p rodot to  tensoriale su Q del conjugate F Q di/~Q (il quale 6 un fibrato 

quaternionale  destro) per F Q. 

I fibrati  q.g. o t tenut i  come prodot t i  tensoriali  di fibrati quaternionaIi  forniscono 

una  famiglia di esempi di t ibrati  q.g. il cui studio si r ieonduce in par te  a quello dei 

fibrati  quaternionali .  I1 fibra, to T(P Q) ad es. 6 di questo t ipo (~). Non aw/iene perb 

eosi per t u t t i  i fibrati  ctuaternionali generalizzati  i quali come vedremo sono in gene- 

tale solo loca]mente dei p rodot t i  tensoriali:  vedremo anche nel paragrafo seguente 

qnale sia l 'ostruzione, e sc lus ivamenb  topologica, perch6 lo siano globalmente.  

V I .  - L a  c l a s s e  di  o s t r u z i o n e  e. 

§ 12. - Sia EQ 2 + X  un fibrato q.g. e {(Us, ~ )}  un  sistema di carte quuternio- 

nali per ~ e :  supporremo inoltre il r icopr imento % = {U~} di X verificante la con- 

dizione che per ogni m-upl~ br~, ..., U ~  (1 ~< m ~< 4) di apert i  r intersezione U~ n ... c~ 

(3 U~.~, se non ~ ~;uota, sia connessa. Talc ipotesi, e le eonseguenze c h e s e  ne t rar ranno,  

in seguito, pub assumersi valida nel case, in cui sempre penseremo di porci, di X 

CW-eomplesso paracompat to  (~). 

Per  unu coppia di aper t i  U~, LT~ con U j ~  U ~ # 0  denot iamo con (A~, q~) le fun- 

zioni di collegamento she intervengono nella t rasformazione di coordinate (5.1): sup- 

poniamo inoltrc di avere fa t to  una  scelta oppor tuna  per q~,  il quale helle ipotesi 

fa t te  sulla (5.1) ~ definite a meno del segno, e quindi anche per i termini  della ma- 

tr ice A 4 ,  Non b~ res t r i t t ivo supporre tale seelta effe t tuata  in mode  che A ~ =  A ~  ~, 

q~ = ~ e A ~ - -  A (matrice unit~), q~ = 1, siceh6 in U J 5  U,~ si avr£ 

A~zAz~ = A ~  ~ A. 

(1) Cfr. Tt{. HANGA~N [7]. 
(3) Se X ~ una v~rie~ l'esisten.za per ogni ricoprimertto aperto di X di un raffiuamento 

verifica.nte t ' ipobsi  fat ta per il r icoprimcnb qL pub stabilirsi come in A. W~IL [15]. 
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Dati  tre aperti distinti  U~, U#, Uv con intersezione U~(3 Ud3 Uv non vuota,  e 

quindi eonnessa per ipotesi, per ogni x appartenente a tale intersezione sar~ 

(12.1) A:,(x)A~:(x)  = e~#,A~(x) ; q~(x) q,~,(x) = s ~ , q ~ ( x )  

ove s~#z = ~ 1  g eostante e indipendente dall 'ordine degli indiei e, fl, y. 

Osserviamo subito ehe nel easo in eui la seelta delle (A~#, q~#) dia te e~#~ ~utte 

uguali ad 1 le funzioni A~# e te q~# scelte definiscono su X rispett ivamente un fibrato 

quaSernionale destro E~ di dimensione n e d  un fibrato quaternionale sinistro /vQ di 

dimensione 1 e risulta anehe ovviamente J~Q = EnQ@QF~. 

In generMe, possiamo dire ehe 

(12.2) le s:,#r de]iniscono un  cociclo s%.¢, di dimensione 2, a valori in  Z~ = {1, -- 1} (~) 

per  il nervo del rieoprimento qL. 

Infat t i ,  dMla seeonda delle (12.1), supposto U o(~ U:~  Ud3 Uv # 0 e moltipli- 

cando ambo i membri  ~ sinistra per q o~, si ha  

(q~ q~#) q#r = q~ q=~ s~#r 

donde, atilizz~ndo suecessiv~mente aneora la eitat~ (12.1), risult~ 

sieehg ne segue la re laz ione  

(12.3) 

la quMe esprime appunto ehe il eobordo di e % . ~  {s~#7} ~ nullo. 

La  definizione di s~/  ditoende ovviamente, oltre che dal sistema di coordinate 

{(U~., ~:)}, dalla scelta del segno delle q~# (o delle A~#, il the g la stessa eosa). Se con 
f 

q~# si indiea un 'a l t ra  seelta di tale segno sar£ q~#= c~#q~#, con c~  = =I=1. 

Ebbene 

(12.4) le e~#7, 's~#r, deliniseono coeieli cobordanti; quindi  la classe di coomologia di 

e%.~, [s%.~]EH~(Ctg; Z~), ~ ben individuata.  

In  effetti risult% rieordando ehe 

! I t" 

qr~ = q~.~ = q~l , 'e~#~ = q~#q#~q~ = c~#eprer~q~#qpTqr ~ = e~#ep~ey:~e~# r 

e la relazione 

(12.5) 

(~) Gruppo moltiplieativo. 
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espr ime a p p u n t o  the  il cobordo dell~ 1-eatena c = {c~} g 1~ ~ differenza ~ di s%.~ e 

r e ~ . ~ .  

Siano q~ le funzioni  the  definiseono il eociclo e ~ .  Le s ~  r danno la elasse nulla 

in H~(qL; g~) s e e  solo se esiste una  eoeatena  e~  tale  ehe c~czre~/~ = e~r. Ma allora, 
t l l 

posto  q'~ = c~q~t~, r isul ta  'e~ r = q~q~rqr~ = e~ r ~ = 1. Dunque ,  r ieordando anehe quan-  

to  osservato a proposi to  delle (12.1), si ha  ehe 

(12.6) ] ~  8 u n  prodotto tensorialc su Q se c solo se [e%.~] = O. 

Vogl iamo orb d imost rare  ehc 

(12.7) re ea£.e relative alle diverse scelte dei s is temi di carte su X de]iniseono una  ben 

determinata classe e di cooraologia in  H'~(X; Z~). 

All 'uopo Inostr iamo dapp r i ma  e h e l a  defmizione d i e  ~ ~ invar ian te  ~> per  raffina- 

menti .  Se g dato  un  s is tema eoordinato {(U~, 9~)} e un raff inamento ~ L ' =  {U~,} di 
/ <  

qL, qL ~ q L ,  sui eui aper t i  U~,, U~,c U~,,  si considerano le coordinate definite dalle 

restrizioni ~ ,  = 9z~lv,o×Q~, te re lat ive t ras formazioni  a d e s .  nel passaggio da (U~,~,)  

(U~,, ~ , )  si o t tengono subito dalle (5.1), per  e = #e ' ,  fl = #fl~, pensandole  ~-alide in 

U~,(3 U~, c U~,(~ U+,¢, e pub porsi, in U~,r3 U¢,, q~,~, = q~,~, ,  Se allora U~,~ U~,c~ U~,, # 0 

si ha  q~,~, q~,¢ qv'~" = e~,~,~, e q~,~,q,~,~,q,~,~, = e,~,z~,~v, con e~,~, r, = %~',~',~'lvo, ~ v~, ~ v,, 

donde [%] =/ t*[e] .  

In  seeondo luogo faeei~mo vedere  the  la e non dipende da eambiamen t i  di coor- 

dinate,  del t ipo (8.4), sugti aper t i  eoordina, t i  del medes imo sistem~ {(U~, ~v~)}. I n  

effetti  la relazione (8.8) a suo t empo  stabil i ta  si pub scrivere, scelti ( indipendente- 

mente)  i segni per  q~, q~'~ e per  le q~, 

(12.8) 

con e:¢ = ~ 1 .  

Sost i tuendo nella relazione 

(12.8) si ha  

ovvero anche 

i ! ! I ! 

q,/~= s=~rq~/~q~ ~ le espressioni delle q~ date  d~lta 

e ~ q r ~ q  = = ' s ~ e ~ . / q ~ q ~ c ~ = ~ q ~ q =  = ~ e ~ c r ~ c ~ r e ~ q ~ q ~  

Ques t ' u l t ima  relazione significa the  i coeieli e%,, ,  e%.+, sono eoolnologhi e dunque  

[ ~ . ¢ ]  = [~ ,+ ] .  

Dalle eonsiderazioni fa t te  sopra r isulta infine ehe eseguendo un  l imite diret to  

le enjo.+ definiscono lo stesso elemento della coomologia di Cech H~(X;  Z). 

Per  quanto  osservato in (12.6) g chiaro che 

(12.10) ~Q ~ un  prodotto tensoriale su Q s e e  solo se e = O. 

1 0  - A n n a l i  di 2~l'alematica 
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Con una argomentazione analoga a quella di cuJ si g fa t to  uso per dimostrare  

la precedente  (12.7) si pub vedere poi che 

Q ~ morfismo di ]ibrati q.g. altora (12.11) la classe e ~ naturale; eio~ se ~ ,  "-+']~ ~ un 
I * [ ~ ' ]  = ~. 

Osserviamo infine che 

(12.12) I1 ]ibrato J~Q~ e i l  relativo ]ibrato di Bonan B~ hanno la stessa e. 

Cib risulta immedia tamente  dalle (8.1) e dalla definizione della s. 

§ 13. - Quanto  fin qui fa t to  per fibr~ti quaternional i  destri  ha un analogo per 

fibrati quaternionali  sinistri. In  ioarticotare osserviamo ehc nel caso di fibrati unidi- 

mensionali per i quail i cambiament i  di coordinate sono del t ipo 

essi possono essere pensati  fibrati  q.g. sia destri che sinistri. Si ha cosl luogo a consi- 

derare il f ibrato di Bonan B'  del fibrato destro e quello B" del fibrato sinistro con 

funzioni di collegamento r ispet t ivamente  

_ I I1 I1  __  

(132) ,~ = q~¢(~q~t~, (y = a~(v,a~ 

Eviden temente  e ( B ' ) =  s(B '~) ma risulta anzi ehe 

(13.3) se sono assegnati ]ibrati vettoriali reali 4-dimensionali B', B" su X con gr~eppo 
strutturale 1 × S0(3), e quindi con ]unzioni di transizione rappresentabili nella 
]orma (13.2)~ essi danno luogo a un ]ibrato q.g. di eui risultano ]ibrati di Bonan 
rispettiva~reente destro e sinistro s e e  solo se e ( B ' ) =  e(B~). 

Infa t t i  suplooniamo the  sia s ( B ' ) =  e(B'~), condizionc che si g visto necessaria. 

Allora, scelto un comunc r ieoprimento coordinato % = {U~} di X, per le e%.,,  s%.,, 
relat ive alle coordinate seelte in tall  aper t i  per  i due fibrati do~ '~  risttttare te~# = 

= e~#e~/#e~v ed anzi, fa t to  uso della coeatena {e~} si potr~ eambiare i segni per 

esempio per le q~a in modo ehe risulti proprio 'e~# = e~#. In  tale ipotesi si ha~ per 

ogni te rna  di apert i  distinti con intersczione non vuo ta  

ma cib implica che re la t ivamente  al r icoprimento {U~} tras~ormazioni de1 t ipo (13.1) 

con a~,  q~ quelli scelti definiscono un fibruto q.g. su X e la conclusione ~ immediata .  
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VII. - Fibrati quaternionali  prodotto tensoriale e loro classi di Stiefel-Whitney. 

§ 14. - Indichiumo con ~ . (Q)->  G.(Q) il classific~nte dei fibruti qu~ternionMi 

destri  (~) di dimensione n = 1, 2, ..., e con ~*(Q)--~ G~(Q) qucllo dei fibr~ti quster-  

nionMi sinistri, dtl~le del primo. Sin fl~(Q) Q v~(Q) -> Gn(Q) × G~(Q) il f ibrato q.g.- 

pro&)tto tensoria~e esterno di w~(Q) e v~(Q), con fibr~ su (x, y )~  G~(Q)× G~(Q) lo spa- 

zio (w(Q))~ (~Q (w(Q))~. Poich~ per fibr~ti qu~ternionMi E Q., F Q~, r i spet t ivamente  de- 

stro e sinistro, su X do~r~ svcrsi  E Q = ]*V~, FQ = g* * ~ per oppor tune upplicuzioni 

]: X-~G~(Q),  g: X-+G~(Q),  risultu ovvi~mente  che 

(14.1) ogni ]ibrato EQ~=En@Q~--~X  ~ indotto da una applicazione ]×g: X--> 
-> G.(Q) × G~(Q), cio~ 

× , A , 
/ ~  = (/ g) (w(Q) ® w(Q)). 

Osserviamo esplicitamente che perb it ]ibrato ~,(Q) ~ ~ ( Q )  non ~ <~ classi]icante ~> 
i ]ibrati prodotto tensoriale ("), cio~ applicszioni ] × g , / ' × g ' :  X->G~(Q)xG~(Q) che 

inducano fibrati  isomorfi non sono necessariamente omotope.  Poich5 ] × g, f × g' sono 

omotope (se e) solo se lo sono ] e ]', g e g' una  affermazione equivalente ~ che un 

isomorfismo q.g., su X,  ¢ :  E~@QF~-->E,'~@QF'~ t ra  fibrati p rodot to  tensoriMe non 

det to  si ottenga, sempre da isomorfismi ~ :  E~--> E : ,  (/i :  F~-~ F~ t ra  i fa t tor i  (in 

quest 'u l t imo caso scriveremo ~b = ¢~@ ¢~, con ovvio significato del simbolo). ]~io- 

str iamo in effetti  che 

(14.2) assegnato un isomor]ismo q.g., q): E,~@QF~-->'E~GQ'F~risulta individuata una 
elasse di coomologia [e]~H~(X;  Z2) a priori non nulla e che si annulla s e e  

solo se l~isomor~ismo ~ della /orma q~--: ~ G  qS~. 

Scegli~mo per i fibr~ti in consider~zione un r icoprimento coordinuto ~ = {U:} 

comune. Se v ~ ( E , @ Q F 1 )  x e v' ~ ( v ) ~  (E,,@Q 1)~ indichi~mo con (vl, (~) le coor- 

dina, te  di v, v ' ,  rel~tiv~mente nd nn  a, per to  coordinsto L~ contenente  x, come co- 

strui te M n. 11. Sull 'uperto U~ l 'isomorfismo q~ si r~ppresenterg mediunte nnu tra-  

sform~zione del t ipo (8.4) e~ r~gion~ndo come per 1~ (12.8) c l~ (12.9), se ne dedurr~ 

che q'~----c~¢~q~q~ con c ~ Z .  2 = { 1 , -  1} e che c = {e~} ~ un  cocic]o. Se si effct- 

tu~no cambiument i  di coordinate pub poi vedersi che ta, le cociclo vsriu nells stess~ 

ct~sse di coomologi~ in H~(X; Z~). Se [c] ~ nul ls  si ~vr~ c ~ -  c~c~ per un oppor tuno  

cociclo {c~} in t t ° (X;  Z2): sostituiti  F~ e q~ ne]l~ (8.4) c o n / ~  ~- c~F~ e ~ =- c~q~ ssranno 

vulide te reluzioni 

(1) Cfr. ad es. D. HUSE~IOLL~t¢ [8], p. 83. 
(2) Non risuU~a a priori che tall fibrati debbano avere uno spazio classificante. 
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(vedasi le (8.7)) le quali esprimono appunto che le trasformazioni espresse sugli 

~perti U~ da 

• , - f 

definiscono isomorfismi ~1: E~Q->'~, ¢2: FQ-->'FQ ira i fattori (e per i quali evi- 

dentemente ¢ = ~bl ~) ~b~). Infine, 6 ovvia l~ neeessit~ delP~nnull~rsi di [c] affinch6 

sia O = ¢1 ® ¢~. 

§ 15. - I1 calcolo delle ct~ssi di Stiefel-~Vhitney dei fibr~ti q.g. che sono pro- 

dotto tensore si riconduce ~ quello delle medesime cl~ssi per i singoli f~ttori. Osser- 

viamo inn~nzitutto che dalla (14.1) risulta 

(15.1) Wz(En@Q-~I) ----- 0 per l ~ 0 (rood 4) 

Infa t t i  

Wz(~,(Q ) ~ ~(Q))  eH~(G,(Q) × G~(Q); Z~) : O H~(G,(Q); Z2) ~) H~(GI(Q); Z~) 
i + i = l  

e ~/~(G~(Q); Z~)~-0 se i ~ 0 (rood 4)(~): la vMidit~ delle (15.1) per fibr~ti E~, F Q 

qualunque segue dalla proposizione sopr~ richi~mat~ e dall~ n~turalit~ delle W z, 

Mostriamo ora che sussistono le rel~zioni 

) n - - I  ~-j 
(15.2) W4~(E'@Q/~) ~- i - - j  W~(E.)W~ (~ )  i >  0 

dove prodott i  e potenze a destr~ sono prodott i  cup e si eonviene di porre 

Comineiamo con lo stabilire la (15.2) per n = i = 1, nel qual ease si serive 

(•5.3) W~(_E~ @Qf~) = W~(E~) -~ W~(F~) 

Poich~ 

W~(w(Q) ~ v~(Q)) e Ha(G~(Q) × v~(q); Ze) = H'(G~(Q); Ze) @ H~(GI(Q); Z2) 

(1) Cfr. ad es. D. HUSE~0LL~I~ [8], p. 266, per la coomologia di G.(C); il caso di G~(Q) 
6 analogo. 
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e Ht(G~(Q)) g gener~t~ d~ W~(v~(Q)) ovvero da W~(~(Q)) dovr~ essere 

W * 

con h, k interi modulo 2. Se E~----/*(v~(Q)), ~ = g*(v~(Q)) sono due quMunque fi- 

brgt i  qugterniongli  su X e se E 1 ~ Q F  1 ~ il loro prodot to  tensori~le esterno, indot to  

d~ ]×g: X×X-->G~(Q)×G~(Q), si ~vr~, per lg n~ur~ l i tg  di W~, 

w ~ ( ~  ~ s ~ )  = ~(w,(s~) ® 1) + ~(] ® w,(i%)) 

Essendo inoltre chi~r~mcnte E~ @~F~ = A*(EI ~QF~) ove A : X - >  X × X g l'~ppli- 

e~zione di~gonMe risult~ 

Or~, se si sceglie F~ b~nMe ~vremo E I ® Q ~ I ~ E  ~ e dunque 

W~(Ej : W~(E~ ~ a ~ )  : hW~(EJ , 

d~ cui h : 1 essendo in generzlc W4(EJ ~ O. AnMog~mente, scegliendo F~ b~nMe 

si t rov~ k = 1 donde ]~ (15.3). 

P~ssi~mo or~ ~1 c~so n >  1. Bgstcrg dimostr~re le (15.2) nel c~so in cui E~ 

somm~ dirett~ di n fibr~ti line~ri qugternion~li e f~rc poi uso dello <~ splitting princi- 

ple ~> per fibrgti quzternion~li  (~). Secondo t~le principio per ogni E~--> X esiste unz  

~pplic~zione ]: X'-->X tale che [*(E~)= ~ E(1 ~) e inoltre il morfismo ]*: H*(X)-~ 

-->H*(X ~) indot to  in coomologig 6 un monomorfismo. 

Si~ dunque E~ = ~ E~): denotzndo con W l g  c]~sse di Stiefel-Whitney tot~le 

risul~erg 

W(E.,@QFj : W [ ( ® j _ ~ ,  ®aF~]  = W[®~t ~  ® a F J ]  = 
1 1 

= H ,  [1 + w,(E~)® i%)] = H~[(1 + w,(EI)) + w,(~%] = ~ : ~ ( 1  + w,(F1)) "-~ 
1 1 0 

ove ~ ~ lg k-esim~ funzione simmetric~ elemcnt~re (*) nellc W4(E(~J)), uguule per 1~ 

(i) Cfr. ad es. D. HUSt~MOLLI~R [8], p. 235. 
(2) Cfr. D. ttUSI~MOLLER [8], p. 176. 
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formula di ~Vhitney a W4k(~jE~)). Dunqus  
1 

o o ~ o o \ + - 3 /  

avendo posto j in luogo di k e s = i - - j .  La elasse W4,(E~@Q.F~) g data  a seeondo 

membro  dalla somma dei lorodotti per i quali j + s =- i clog si ha aplounto la (15.2). 

VIII. - La classe e e le slassi di Stiefel-Whitney dei fibrati quaternionali  generalizzati  

di d lmensione 1. 

§ 16. - Considereremo ns1 presente paragrafo fibrati q.g., E~, di dimensione 

reals 4. Essi, come fibrati orientabili hanno Ia classe W1 nulla; inoltre mostr iamo che 

(16.1) per ~---> X si ha sempre W~(E1)=s(~1). 

Sia ~+ (R)-~ G + (R) fl classificante dei fibrati  reali orientabili  di dimensione 4 s 

quindi anche dei fibrati  q.g. della stessa dimensions reMe giacch~ coincidono con i 

primi avendo gruppo strut tm'ale isomorfo. 

]~ noto (~) she H2(G+(R); Z2) ~ generato da W2(~7{(R)): dunque poich~ e(~+(R)) e 

aH~(G+(R);  Z.z) sar~ o e(~+(R)) = 0 o s(~:(R)) = W~(v+(R)). Ma nel primo easo per la 

natural i t~ della e tutti i fibrati q.g. di dimensione reals 4 dow'ebbero avere la e nulla, 

ovverosia, dovrebbero essere tu t t i  dei prodot t i  tensori:  cib d 'a l t ronde non pub essere 

perch~ per un prodot to  tensoriale, in base alla proposizione (15.1), si annullano la W~ 

e la W3 e cor1%pondentemente si avrebbs  t 'annullarsi  di det te  classi per tu t t i  i fibrati  

reali orientabili di dimensions 4. Rimane  allora vera la seconda ipotesi, e ( v : ( R ) ) =  

= W~(V+(R)), e da questa la tesi per naturalit~. 

Dalla (16.1) pub dedursi che 

(16.2) assegnato ~---> X, ]ibrato q.g. 1-dimensionale, 

W ~ ( B ~ )  = W~(E~) , W ~ ( B ~ )  = W 3 ( ~ )  

La prima uguaglianza risulta dalle (16.t) e (12.12) che applicate successivamente 

porgono 

W2(B~,)  = ~(B~)  = e(~,l) = W2(]~)  • 

(1) Cfr. ad es. A. BowEL [2], p. 183. 
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Per  st~bilire 1~ seconda uguaglianza r icordiamo una nora proposizioae (~) secondo 

1~ quMe, indicato con fl~ l 'omomorfismo di Bockste ia  relat ivo allu successione es~tta 

O---~Z~->Z~-~Z~-~O, fl~: H*(X;  Z~) -+H*(X,  Z~), si ha, per ogni fibr~to reale su X,  

f l 2 ( W 2 i ) - - - -  W2,;+ 1 + W 1 U  W 2 i ,  

N'el nostro easo, per i = 1~ la r ieh iamata  rel~zione d£ r i spet t ivamente  

fl~(W~(#~)) = W~($~) , fl~(W~(B~)) = W~(B~) 

e 4unque~ poichg W 2 ( ~ ) =  W2(Bj~) , si pub concludere. 

§ 17. - Completiamo questo paragrafo con una osservazione che, nell 'ordine di 

idee in cui fin qui ei siamo posti, fornisce una interpretazione geometric~ della ridu- 

zione rood. 2 della classe di Chern c~ dei fibrati  lineari complessi. 

Si~, brevemente ,  B fl fibrato di Bonan  di un f ibrato q.g. E a par te  scMare com- 

plessa e per il quale dunque le hmzioni  di collegamento q~ nelle (8.1) siano corn- 
[ t] 

plesse. In t ro4uciamo in B le coordinate complesse (v>, v definite a par t i re  dalle (v) 

ponendo (v = v ' + j ~ i :  sostitnendo nella (8.1) si ha 

! , j!  _ t , [! _ . i t  T . ~ t l  

osservato che, dMl'essere te q~¢ complesse, ~l~J = Jq~. Uguagli~ndo i coeiiicienti com- 

plessi del primo e ult imo membro si t raggono le 

t i u 2 it 

donde risulta che B = I c@ E c o re  I c = X ×C 6 il f ibrato banMe su X,  descri t to 
! 

dalle coordinate ~), e E c 6 un  fibrato lineare complesso, descrit to dMle coordinate 

(~) (2). Si osservi ora che dMla indeterminatezza del segno delle q~¢ si deduce the  ogni 

fibrato lineare complesso E c pub pensarsi o t tenuto  come il fibrato di cui sopra. Si 

osservi poi c h e l a  possibilit£ di seegliere i segni per le q~ in modo da risultare 

q~q~./= q~ corrisponde alla possibilit£ della scelta di una radice di q~,2 nel qual 

easo risulterg 

t I~,,C t~,C 
( ]7 .2)  E~ c = ~1 ® ~ 

con 'E  c f ibrato lineare eomplesso avente  per funzioni di eollegamento le determi- 

nate  qx~. Poich6 per quanto visto al n. 16 si ha 

e(B) = w 4 B )  = w 2 ( E  f)  = cl(E f)  (rood.  2) 

(i) Cfr. E. H. SrA~I]~ [13], p. 281. 
(3) Dalta~ dimostrata, prop. 9.1) risulta gi~ lo spezzamento di B. 
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possiamo concluder6 c h e l a  riduzione modulo 2 della eIasse di Chern c, dizen ]ibrato 
lineare complesso E c ~ ~'ostruzione a/fineh~ ~ c  sia isomor]o ad un prodotto tensore su C 
di un fibrato eomplesso per se stesso, cio} della ]orma (17.2). 

IX.  - ~ Splitt ing principle  ~) per fibrati quatcrn iona l i  genera l i zzat i .  

§ 18. -- Allo scopo di st~bilire uno (~ splitt ing principle ~) per fibr~ti q.g. analogo 

a quello valido per fibrati  quaternionali  eomineiumo con l ' introdurr6 lu nozione di 

]ibrato proiettivo assoeiato a u n  ]ibrato quaternionale generalizzato, it qu~le coincid~ 

con l 'omonimo fibr~to nel c~so di fibrati quaternion~li non q.g. (1). 

L~ possibilit~ di introdurre  tale nozione si basa sull 'osservazione che a ogni spa- 
zio vettoriale V ~  con struttura q.g. pub assoeiarsi un ben determinato spazio proiettivo 
quaternionale PQ(V~). 

Sia inf~tti {~1} 1~ famiglia di s t ru t ture  quaternion~li coerenti  assegnate su V~.  

l~issatu ~le {~} r imane individuuto uno spazio proiet t ivo quuternionale (n - -1 ) -d i -  

mensionale, PQ(V~), o t tenuto  come di eonsueto pensando V~ come sp~zio vet to-  

riale quaternionute con 18 s t ru t tur~ Q ed identifieando vet tor i  non nulli proporzio- 

nuli: cio~ gli etementi  di PQ(V~) sono le f~ccette car~tteristiche quaternionali .  Ma 

tali  faecette,  per quanto osservato ~1 n. 2, sono invariant i  della s t ru t tu ra  {Q} e dun- 

que po t remo scrivere anche P~(V~) ~- t)(~)(V~n) e lo spuzio PQ(V~) d~ definirsi non 

altro ehe lo sp~zio proiet t ivo quaternion~le ~ssoei~to ~ l ~  in una qualunque strut-  

tu ra  (~1 a {¢1}. 

Se v ~ an  ve t to re  non nullo di Vt~ indicheremo con Iv] l 'etemento ehe ne risult~ 

individuuto in PQ(V~,). 

Passando ~1 caso dei fibr~ti, se ~ 2 - ~ X  ~ un fibrato q.g. la fibr~ 2~ su x e X  
uno spuzio vettoriule con s t ru t turu  q.g. a,1 quale rima, ne a, ssoci~to, come sopra si 

osserv~to, uno spazio proiet t ivo quuternionule (n - -  1)-dimension~le PQ(/~). Diremo 

fibrato proiettivo associato ad J ~  il fibr~to P Q $ ~ - ~ X  con fibra su x e X  lo spazio 

proiet t ivo PQ(E~). Pifl precisamente,  P o $ ,  si ot t iene come quoziente d~llo spazio ~ 

dei vet tor i  non nnlli di E~ Q rispetto ~ll~ rel~zione ehe diehiar~ equivalenti  due ve t to r i  

non nutli, appar tenent i  alla stessa fibra e proporzionuli per nn fa t tore  qu~ternionale 

(in una qua, lnnque delle s t ru t ture  ammissibiti per la de t ta  fibra). 

Si osservi che iI fibrato P(~=~-->X, con libra lo spazio proiettivo ( n -  1)-dimen- 
sionale P~_,, ~ localmente banale. Di cib ~ facile convineersi tenendo presente che su 

ogni aper to  eoordinato U~ di /~,Q it fibrato EQ~]uo ~ un fibrato quaternionale siech& 

sara possibile considerate un isomorfismo di fibrati PQ$~]vo~ P(~(E~iuo) e il seeondo 

fibrato 6 localmente banale. 

Indicheremo nel seguito il fibrato -Q ~ E~ - ~  X brevemente  con E ~ X e i l  relativo 

f ibra to  proiet t ivo associato con P E ~ . ~ X .  

(1) Vedi ad es. D. HUSEMOLLEI~ [8], p. 231. 
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§ 19. - Le considerazioni fa t te  sopra~ un i t amente  a quanto stabilito at n. 10, 

pe rmet tono  di effet tuare uno (~ splitting principle ~) per i fibrati  q.g. in maniera de1 

tu t to  analoga a quel che si fa per i fibrati quaternionali .  Mostriamo in tanto  che 

(19.1) il ]ibrato q.g. indotto dalla applicazione ~rv: PJ~ --> X,  cio~ ~ 2+ p ~ ,  si spezza 
netla somma di Whitney di un ]ibrato q.g. 'E di dimensione reale 4 ( n -  1) e 

di un ]ibrato q.g. ~J~ di dimensione reale 4, ;r*~-='E @ L ~ .  I1 ]ibrato ~L: 
L~--> PJ~ sarh detto ]ibrato Iineare associato ad E,. 

Comineiamo con l 'osservare ehe un punto  di P E  6 una  eoppia (x, [v~]) ove 

x ~ X e [v~] 6 l 'e]emento di PQ(E~) individuato dal ve t to re  non hullo v~eE~. La  

fibra di z*/~ su (x, [v~]) 6 proprio E~: in tale fibra r imane allora individuata  la tota-  

lit~ dei ve t tor i  ' v ~  {v~2}x(Q la qua]e costituisce un sottospazio reale di ~ ,  di dimen- 

sione reale ~t, che 6 una faccet ta  carntterist ica quaternionale.  A1 variare del punto  

(x, [v,]) in P/~ le suddet te  faccette  earatterist iehe var ieranno descrivendo in ;~*/~ 

un sottofibrato caratteristico, ;~ :  L/~-+ P ~  che diremo appun to / ib ra to  lineare asso- 
ciato ad ]~, in analogia al corrispondente nella teoria dei fibrati quaternionali  (~). La  

locale banalit5 di L ~  segue dalla locale banali t£ del fibrato lineare canonico associato 

ad un  fibr~to quaternionale ragion~ndo similmente a quanto  f~t to  per la locale bana- 

lit~£ di PJ~. 

Infine, assegnata una  met.rica hermi~iana in n ' E ,  risutta individuato il sottofi- 

bra to  earat ter is t ico '~  ortogonale di L/~ e ~*/~ = ' $  O L ~  (eft. prop. (10.4) e (10.5)). 

Considerato il fibr~to * ~-+ ~r~E P E  e identificata la fibr~ di P/~ su x con lo spazio 

proiet t ivo qua ternionale P~Q_~ il fibrato indot to  d~Ila inclusione i~: P~_I ~ (P~)~-> P E  

6 il f ibrato di Hopf  ~I(Q) su PQ~: ne risulta in partieolare, essendo t:~(W,(7~E))= 
= Wt(%(~r~E)) per 1~ natural i th  di W,, 

+:(W,(~r~E)) (19.2) W,(~(Q))  = "* * ~ 

Inol t re  la coomologia di P,Q-1 a coefficienti in Z2 6 uno Z2-modttlo libero di base 

1, x, x 2, ...1 x~-~ con x -  Wd(~I(Q)) (~). Dunque  per il fibrato P $ - ~ X  1s coomologia 

della fibra 6 generata  l iberamente da classi di coomologia provenient i  dallo spazio 

totale  e siamo nelle ipotesi in cui ha validit~ il teorema di Leray-Hirsch (a). Esso 

assicura che si ha l 'isomorfismo di Z~-moduli 

H*(PB) = H*(X) ®z ~*(P~_t) 

dal quale si deduce in particolare che 

(19.3) L"applieazione z*: H*(X;  Z z ) - + H * ( P ~ ;  Z2) ~ u,n monomor]ismo di anelli. 

(1) Cfr. D. HU8EMOLLER [8], p. 231. 
(2) Cfr. ad es. D. HUSE~OLLE~ [8], p. 23t, per ta coomologia di Pc1;  il easo di PQ-1 6 

simile. 
(3) Cfr. D. HUSE~[OLLEt¢ [8], p. 229 0 anehe A. DOnD [32, ]pp. 176-178. 
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§ 20. - Applic~ndo successivamente, 8 pgrt i re  da un f ibrsto $ - +  X, il processo 

di spezzsmento di un f ibrsto q.g. in un fibrato lineare e in un fibrgto ~E-~ X, come 

il lustrsto helle (19.1), e tenuto  conto della (19.3), si perviene a dimostrare l 'annunciato 

(20.1) (~Splitting principle ~> per fibrati q.g. : se ~ ~ X ~ un ]ibrato q.g. esiste uno spa- 
zio X '  e una applicazione continua ]: X r - ~ X  tale che 

1) ]*~ = ~5~(~)~ dove gli ~0) sono n ]ibrati Iineari q.g. 
1 

2) ]*: H * ( X ;  Z2)-->H*(X'; Z~) ~ un monomor]ismo di anelli. 

I1 fibr~to 1"/~ cosi individusto si dir£ uno (~ split t ing >> di E. 

l~el prossimo paragrafo vedremo ann  applicazione di tale principio. 

X. - Classi di Stiefel-Whitney dei fibrati quaternionali generalizzati. 

§ 21. - Sin ~ - +  X un qualunque fibrato q.g. e ~ 0 ) = / . B  uno splitting di B 

come in (20.1). 1 

F r a  i fibrati di Bonan dei fibrgti in questione risults, per  quanto st~bilito con 

le (10.5), (8.9), 

l~icordando poi la (12.11) e 18 (12.12), per ]8 e di tsl i  fibrati si ha  

s(B®s,,)) = i*(e(B~,)) =/* ( s (B) )  (21.2) 

D'a l t ra  par te  

I*(wAB)) = w~(.®B ~j>) = ~ w~(~ '~) 

e inoltre, richia.mate la (16.1) e la (21.1)~ 

W2(B 0)) = e(~ (~)) ~- e(Bs,,)) -~ e(BeE~,~ ) 

Dunque  

(21.3) f*(w2(B)) = ~(B®~,,) 

ovvero anehe, guard~ndo 18 (21.2)~ 
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Poich~ ]* ~ un monomorfismo quesffultim~ reluzione ~ equiv~lente ~ll~ 

w ~ ( ~ )  - -  n~(~ )  (21.~) 

d~ eui si ric~v~ ~ c h e  

W~(B) = ne(B~) = nW2(B~) 

Per  quunto riehium~to ~1 n. 16 ~ proposito dell 'omomorfismo di Bockstein f12 e 

in pa, rticolure per lu (16.2), me ne ric~v~ poi 

W~($) =fl.~(W~(/~)) = ~ (  W~(B ~) ) = n W~( B~) 

Si ~ coal st~bilito, riepilog~ndo, che 

(21.5) per ogni ]ibrato q.g. E--> X ,  di dimensione quaternionale n, sussistono le re-  
lazioni 

W2($ ) ---- ne(t~) e W2(J~ ) -~ nW2(B~) , W3(~ ) = nW3(B~) 

Si osservi che in conseguenza, 

(21.6) te classi di Stiefel-Whitney W2(J~), W3(]~) di ogni ]ibrato q.g. I~ di dimensione n 
pari  sono nulle. 

In  rea.lt~ le clussi di St iefel-Whitney W~ ( i ~  1) di un fibr~to q.g. non sono indi- 

pendent i  come vedremo meglio al numero seguente. 

§ 22. - Si~ al solito ®~/~(~)-> X r uno splitting per il fibrato q.g. E - >  X 

(22.1) La elasse di Stie/el-Whitney totale di Q J~(J) si esprime mediante ta /ormula 

" O) ~ ( j ) )  h 7: W( ® ~(J)) Y.~ Y_, AT~( ® = W2(Be~.~) W3(Be~(.) 
0 h + k ~ n - - i  

~(~)~ ove con ~(  0 ~ si ~ denotato l'i-esimo poIinomio simmetrico elementare nelte 
(l) 

W~(/~ (~)) e i coe]/icienti A ~  valgono 

A ~  = + ~ 

Infa t t i  da quanto precede risulta che le elassi ~o) W~(E ), W~(/~ (~)) dei x~ri/~(~) sono 

ugu~li a W~(B®~(~)), W~(Be~(~)) r i spet t ivamente ;  posto poi 

t(B®~(~)) =-- 1 + W2(B®~(~) ) + W3(Bez(~) ) 
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si avr~ 

w ( ®  ~(~)) = H~ (~ + w~(E°)) + w~($(~)) + w,(~:(~))) = 
1 

r~ rb 

1 0 

(~) 
a B = £ ~ A~.~a~(® j~O)) W~( ~(~)) W~(B®~(~)) 

1 h+Ic~n--~ 

c o n  

A ~ : ( n - - i - - h ~ k ) ! h ! k !  = h q - k  

che 6 18 formul~ richiest~. 

Medisnte 18 (22.1) pub dimostrsrsi  che 

(22.2) le classi di Stie/el-Whitney W~+~(~,) (r -~ 1~ 2~ 3) di un ]ibrato q.g. E -~> X pos- 
sono esprimersi come polinomi neUe W~(Bz), Ws(B~), W~(J~) (l< k) e nel caso 
di dimensione n dispari~ helle We(E)~ W~(~)~ W~(J~). 

A ts1 scopo si osservi che dslle (22.1) risult8 

( i )  

(22.3) W,l( @ Eo)) = ~ Ahke~( @/~0)) W~(B®~(,)) W~(Be~(~, ) 
4 i + 2 h +  3 k ~ 4 ~  

che b del t ipo 

con E l polinomio nelle W2, W 3 e helle a, con i < 1. 

Ci6 permet te  di esplicit~re il sistem~ di relazioni (22.3) r ispetto 811e a, iniziando 

t~le esplicit~zione 8 p~rtire d~ll8 (22.3) per  1 = 1, 1~ quale d~ 

n) = E(~) ) 
~(®E(J))= w*(®E°))- 2 W=(® 

e procedendo poi per induzione. 

Sosti tuite le espressioni delle a~ cos~ o t tenute  nell8 (22.1) se ne deduce che 18 pro- 

posizione 6 veto  per ~' ~- Q/~(~). L8 conclusione per un f ibrsto /~ quslunque segue 

poi come immedis t8  ~pplicszione dello ~( splitting principle ~). 

Osservismo infine che le elsssi di Stiefel-Whitney W~ dei fibrsti  q.g. sono in 

genersle indipendenti  poich6 cosi g per le medesime el~ssi dei fibr~ti qu~ternion~li, 

the  sono pgrticol~ri fibrgti q.g. 
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