Sui fibrati con struttura quaternionale generalizzata (*) (**).

STEPANO MARCHIAFAVA - GIULIANO ROMANI (Roma)

Summary. — Quaternion generalized jiber bundles BQ -~ X are studied, both isomorphic to global
tensorial product BR Qo B2 (B2, B2 ordinary quaternion fiber bundles right and left
respectively) and quite general omes. A cohomology class () e HXX;Z,) is considered
which represents the obstruction in order the fiber bundle be a lensorial product. Several
properties and a splitting principle are proved for bundles FQ. On this ground and founding
on a convenient bundle B,->X associated to B2 (that we call Bonan’s bundle and for wich
e(f1Q) = &(By)) relations are stated among Stiefel-Whilney classes of EQ, B, and the class e.

N

Il presente lavoro (}) & rivolto allo studio dei fibrati quaternionali generalizzati
{fibrati q.g.) ovvero di quei fibrati vettoriali reali il cui gruppo strutturale GL{4n, R)
ammette una riduzione a GL(n, Q) ® 8p(1, Q), gruppo lineare q.g.

Nelle considerazioni svolte ci slamo giovati essenzialmente di due modi di rignar-
dare il gruppo lineare g.g. (Cap. I).

Secondo il primo punto di vista, messo in evidenza da E. MARTINELLI [9], detto
gruppo viene pensato come un gruppo di trasformazioni di R,, (previa identifica-
zione con Q,) che amplia convenientemente (¢« di poco ») il gruppo GL(n, Q): sicché
pur non riuscendo assegnata in R,, una ben determinata struttura quaternionale Q
risulta tuttavia individuata una famiglia {@} di tali strutture, ottenibili una dall’al-
tra mediante automorfismi interni dell’algebra Q. Cid consente di introdurre per i
fibrati q.g. enti geometrici fondamentali (faccette caratteristiche, metrica hermitiana)
che hanno significato negli ordinari fibrati quaternionali.

Ebbene, osservato che si ha quanto basta per effettuare alcune essenziali costru-
zioni guale quella del fibrato proiettivo e del fibrate lineare canonico gquaternionali
associati ad un fibrato q.g., perveniamo a stabilire uno «splitting prineiple » per
fibrati ¢.g. che generalizza quello valido per i corrispondenti fibrati quaternionali
{Cap. IX).

(*) Entrata in Redazione il 14 agosto 1974.

(**) Lavoro eseguito con contributo del C.N.R., nell’ambito del Gruppo Nazionale per
le Strutture Algebriche ¢ Geometriche e loro Applicazioni.

(1) Un riassunto di una parte dei risultati qui stabiliti & esposto in una Nota degli stessi
Autori: Classi caratteristiche dei fibrati quaterntonali generalizzati, Rend. Acc. Naz. Lincei,
giugno 1974,
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Adottando invece il secondo punto di vista il gruppo GL(n, Q) ® Sp(1, Q) pud
essere definito come il sotbogruppo degli automorfismi R-lineari del prodotfo ftenso-
risle VE®qTT di spazi vettoriali quaternionali V2 (destro, di dimensione n), TP
(sinistro, di dimensione 1) che si ottengono assegnando una coppia di automorfismi
Q-lineari dei fattori V¢, 79, Secondo il nuovo punto di vista un fibrato q.g., £ — X,
pud essere riguardato come un fibrato localmente prodotto tensoriale di fibrati pro-
priamente quaternionali (cioé non soltanto g.g.). Cid conduce spontaneamente a
chiedersi quando un fibrato localmente prodotto tensoriale di fibrati quaternionali
sia prodotto tensoriale globalmente. Stabiliamo che tale eventualitd si avvera se e
solo se si annulla una opportuna classe di coomologia, che denominiamo ¢lasse e(B) e
e H¥X; Z,) (Cap. VI).

Il cap. VII & dedicato allo studio delle eclassi caratteristiche dei fibrati q.g. che
sono globalmente prodotto tensoriale.

Passando al caso generale dei fibrati q.g. 2 vi & in primo luogo da osservare
che per m = 1 essi coincidono con i fibrati reali orientabili (di dimensione 4) e che
la relativa () coincide con la classe di Stiefel-Whitney W.(E) (Cap. VIII).

Per Pesame del caso n-dimensionale gi rivela utile la considerazione di un fibrato
q.g., By— X, di dimensione quaternionale 1 che chiamiamo fibrato di Bonan di £2
e per il quale g(By) = e() (di tale fibrato vengono messe in luce particolari pro-
prietd nel cap. IIT).

Infine, nel cap. X, sulla base dello « splitting principle », stabiliamo una serie di
relazioni che collegano le classi di Stiefel-Whitney di E’%, By e la classe e(B): da esse
risulta in particolare che le classi di Stiefel-Whitney W(E) con i 0 (mod. 4) sono
esprimibili come polinomi a coefficienti in Z, nelle sole Wy(By), W;(By), W o (E)
A<lgn).

I. — Preliminari e richiami.

§ 1. - Sia Q, lo spazio numerico quaternionale n-dimensionale delle n-uple
g = (£, ..., &) di quaternioni &'eQ, ¢ =1, ..., n. Penseremo Q, come spazio vetto-
riale guaternionale destro con assegnato il prodotto hermitiano (in forma canonica)

(1.1) g =27
12
per vettori § = (£), n = (1).
Indicheremo con GL(n, Q), Sp(n, Q) rispettivamente il gruppo lineare, il gruppo
wnitario quaternionali (omogenei) nello spazio Q, le cui trastormazioni sono definite
dalle formule

(1.2) E=AE () (=10

(1) Sottintenderemo spesso, come qui, le sommatorie rispetto ad indici ripetuti in alto
e in basso.
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ove A = (A% & una matrice quaternionale invertibile per GL(n, Q) e unitaria (4* =
= A-*) per Sp(n, Q).

Denoteremo poi con GL(rn, Q) ® Sp(1, Q) e Sp(n, Q) ® 8p(, Q) il gruppo lineare
e il gruppo unitario quaternionali generalizzati (1) (q.g.) che si ottengono come amplia-
menti dei precedenti considerando le trasformazioni di Q, del tipo

(1.3) E=Aq (,j=1,..,n)

ove ¢ & un quaternione di modulo wnitario e la matrice 4 = (4]) & quaternionale
invertibile, unitaria rispettivamente.

Per la generica trasformazione generalizzata (1.3), indicata anche brevemente
con g, il quaternione ¢ e la matrice 4 sono individuati a meno di un cambiamento
simultaneo di segno potendosi sostituire ¢ e A con = —q e A= — Al

Si osservi che una trasformazione o, , del gruppo unitario q.g. non lascia in gene-
rale invariato il prodotto hermitiano (1.1) risultando

(1.4) En=q&nq;

si conservano perd i prodotii hermitiani reali poiché le componenti reali del primo e
secondo membro della (1.4) coincidono. In particolare, si conserva la misura hermsi-

Y

tiana di un vettore &, il cui quadrato ¢ espresso da
(1.5) N(E) = TE-£;

anzi, & opportuno richiamare (2) che le trasformazioni del gruppo unitario q.g. sono
caratierizzate, jra quelle del gruppo lineare q.g., dal conservare la misura hermitiana.
Sottointenderemo spesso di identificare Q, con Ry, ponendo

(£ = + g™ "+ " T L k') = (27, (r=1,..,n;a=1,..,40), 2R,

e rignardando Q, come spazio vettoriale reale. Si intenderd in tal caso di usare la
componente reale del prodotto hermitianc come prodotto scalare, cioé

(1.8) Exn=DRe(En),

e si penserd quest’ultimo individuante una « metrica hermitiana » in R,, nel senso
della sola misura hermitiana dei vettori.

Si noti che nella detta identificazione le trasformazioni di GL(n, Q), GL(n, Q) ®
® Sp(1, Q) e di Sp(n, Q), Sp(n, Q) ® Sp(1, Q) definiscono rispettivamente in GL, (4n,
R) () e in 8O(4n, R) sottogruppi che indichersmo ancora con gli stessi simboli.

(*y Cfr. E. MarmiNgLLI [9]; 'uso che qui facciamo del simbolismo di « prodotto tensore »
per tali gruppi verrd giustificato dalle considerazioni del n. 4.

(%) Cfr. MarriNELLI (9], pp. 357, 358.

(*) Cir. ad es. E. Boxaw [1], p. 15.
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§ 2. — Se Vﬁ & uno spazio vettoriale reale ricordiamo (') che una struftura qua-
ternionale (destra) @ in VX pud assegnarsi mediante un R-isomorfismo ¢: Q,— VE ;
se ¢’ & un altro tal isomorfismo e g~to p'c GL(n, Q) le strutture ¢, ¢’ sono le stesse;
gquando si abbia invece ¢g~lo ¢'= g, € GL(n, Q) ® Sp(1, Q) la moltiplicazione per il
quaternione / definita in V% da ¢ coincide con la moltiplicazione per A'= gig defi-
nita da ¢ e le relative strutture Q, Q' si dicono coerenti. Una famiglia di strutture
quaternionali coerenti, {Q}, si dice una struttura quaternionale generalizzata (struttura
q.g.) per VE.

Una struttura quaternionale @ individua in V%, una famiglia di sottospazi vetto-
riali (ch)ﬁ (t=1, ..., n), softospazi caratteristici, immagini reali tramite una qualunque
p: Q,— V]fn dei sottospazi quaternionali @, di Q, (per { =1 si tratta delle faccette
caratteristiche). 1 sottospazi caratteristics di VR vispetto a strutture @, Q' coerenti sono
gli stessi; in particolare, le faccette caratteristiche gquaternionali.

§ 3. - 8Be(® (, > Vf;x VR > Q & un qualunque prodotto hermitiano in VR re-
lativamente alla struttura di spazio vettoriale quaternionale definita dall’isomorfi-
smo ¢: Q,— V5, e se g7lo ¢’ =0, € GL(n, Q) @ 8p(1, Q) allora {, > =7{,>q & un
prodotto hermitiano per la struttura relativa a ¢’. Inoltre la componente reale dei
due prodotti risulta uguale e d& wun prodotto sealare (,)=Re(, ) in V}ﬁa la cui
forma quadratica associata coincide con le forme gquadratiche (reali) associate ai due
prodotti hermitiani. Mediante un prodotto sealare (, ) cosi individuato ovvero anche
tramite la forma quadratica ad esso agsociata (forma quadratica hermitiana) pud
dunque assegnarsi la nozione di « metrica hermitiana » in uno spazio vettoriale Vi,
dotato di nna struttura q.g.

§ 4. - Siano VY, T? spazi vettoriali quaternionali rispettivamente destro, di di-
mensione 7, ¢ sinigtro, di dimensione 1, su Q. Indichiamo con V;?@QT? 0 breve-
mente con V,RqT; il prodotto tensoriale di Vi e Ty pensati come Q-moduli: lo
spazio cosi ottenuto &, come noto, uno spazio vettoriale reale 4n-dimensionale il quale
non ammette una struttura quaternionale « canonica ». Possono tuttavia introdursi
in V,8qT,, a partire dalle coordinate quaternionali su V, e 7,, opportune « coor-
dinate » quaternionali nel modo seguente.

Sia {e)} (i=1,..,n) una base di V2 e {e} una base di 7T sicché per vettori
ucV® e teTQ si serivery rispettivamente u = e;u’, t = te essendo ('), ? le coordi-
nate nelle relative basi. Per il prodotto u ® & = (e, u’) ® (fe) = e, (u'f) ¥ e scriveremo
anche formalmente u ® t = (e;Q e)u’t.

Per un generico elemento v eV, X T, si potra serivere, con la convenzione in-
trodotia,

(4.1) v = (e; e)v’

(*) Cfr. E. Marminerr: [10], p. 401; E. Bowax [1], p. 46.
(2) Cfr. E. MarTiNELLI [10], pp. 402-405.
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con i coefficienti v* individuati: diremo le v* coordinate di v nella « base » {e;® e}. Se
o= Y 4 jo -k, le 9t (r=1, ..., n; a=0,1, 2, 3) sono coordinate reali nella
base reale {e,R e, e,iRe,e,jReek®@et r=1,..,0n) di V,QqT;.

Se {'e;}, {'e} sono nuove basi per V3, T¢ sard e;='e;4], e =g'e con 4 = (4}
matrice quaternionale invertibile e ¢ un quaternione non nullo. Risulterd dunque

v=(e;Q e = ep'® e = ('e; A1) @ ¢'e ='e;(AW'q) ®'e
ovvero

v=(_e;Q'e)V
con le coordinate ‘v’ che si ottengono dalle »* mediante le
(4.2) vt = Alviq

Nella (4.2) si pud sostituire 4!, ¢ con A’= A’h, §=gh~* ove h & reale, non
nullo, uguale al modulo v/qg di g: poiché allora |§] = 1 nella nuova forma la (4.2)
appare del tipo (1.3), cioé si tratta di una trasformazione di GL(n, Q) ® Sp(l, Q).
Ne segue che le strutture quaternionali definite dalle coordinate guaternionali (v?),
("v) non sono in generale le stesse ma mediante esse risulta assegnata suV,XqT,
una struttura q.g. ben determinata.

Se V9, T? si suppongono dotati di metriche hermitiane e se ci si limita a consi-
derare per V,®Rq T, coordinate +' relative a base ortonormali {e}, {e} per Vi, T¢
la matrice A che compare nella (4.2) sard unitaria e il quaternione ¢ di norma 1:
la (4.2} apparterrd dungue a Sp(n, Q) ® Sp(d, Q).

Le considerazioni fatte sopra mostrano dunque che, sostituito il punto di vista
dei cambiamenti di coordinate di uno spazio vettoriale con quello (equivalente) degli
automorfismi, i gruppi GL(n, Q) ® Sp(1, Q), Sp(n, Q) ® Sp(1, Q) sono le immagini
dei prodotti GL{n, Q) x GL(1, Q), Sp(n, Q) x Sp(1, Q) dei due gruppi lineari, risp. uni-
tari degli spazi vettoriali VO, TQ nel gruppo GL(4n,R) del prodotto tensoriale
V,®qT,- Inoltre, ragionando come si & fatto per la (4.2), da questo punto di vista
coincidono i gruppi GL(n, Q) ® GL(1, Q) e GL(n, Q) ® Sp, Q).

II. — Fibrati con struitura quaternionale generalizzata.

§ 5. ~ Assumendo come gruppo fondamentale per fibrati reali il gruppo GL(n, Q) ®
® 8p(1, Q) si ottiene la nozione di « struttura quaternionale generalizzata ». Piu pre-
cisamente, sia B 2> X un fibrato con assegnati un ricoprimento aperto W = {U,},;
di X e una famiglia {g,},,; di omeomorfismi ¢,: U,xQ,—p U, per i quali po
o @, (2, v) = per ogni (#,v)e U,xQ,. Le coordinate v' (i =1, ..., n) dell’elemento
veQ, si diranno allora le coordinate quaternionali di e = g, (x, v) nella carta (U, ¢,)
e si indicheranno con '

("
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Se per ogni xe€ U,N U, supposta non vuota, e per ogni eck ,= p~*(x) le cui

coordinate in U,, Us siano rispettivamente (gg;, (g‘) si ha

(5.1) B=pi 0ty  (Gi=1,.,n)

con A= ((Aaﬁ)ﬁ) matrice quaternionale invertibile e g,, quaternione unitario fun-
zioni continue di @, si dird allora che il fibrato & un fibrato quaternionale generalizzato
(fibrato q.g.), destro (1), di dimensione » e si indicherd anche con EC -2~ X o anche
brevemente con E2.

Su ogni aperto coordinato U, il fibrato Eg v, © quaternionale ma sulla intersezione
U.N Ug le due strutture quaternionali di Ema? E,Uﬂ non sono le stesse bensi coerenti.

Un notevole esempio di fibrato quaternionale generalizzato ¢ costituito dal fibrato
tangente 7(P%) dello spazio proiettivo quaternionale P (destro) (?). Un procedi-
mento per determinare varieta con fibrato tangente dotato di struttura gq.g. pud
trovarsi in J. A. Wowrp [16].

Si osservi che in particolare, per » = 1, il gruppo Sp(1, Q) ® Sp(1, Q) & isomorfo
a S04, R) (®) sicché ogni fibrato 4-dimensionale reale orientabile ¢ dotato di una strut-
tura quaternionale generalizzata.

Dati due fibrati q.g. Q-2 X, FS-2>Y un morfismo tra di essi ¢ definito da

ung applicazione di fibrati

Ee 1., FQ
X—La»Y

tale che per ogni coppia di aperti eoor;lina:ti U, V di ES, F’;? con UN f“Vf}# D
e per ogni e U NF1V;, dette ;Lg: e (g: le coordinate su U, e Vg del generico ele-
mento ec B, = p~iz e della sua immagine f(e)eF;(m), si abbia

Z

(5.2) B =Btn, (hj=1,..,n)
con B, = ((B,);) matrice invertibile e p,; quaternione di modulo unitario, funzioni
continue entrambi di #. Si tratta cioé di un morfismo che conserva le strutture qua-
ternionali dei due fibrati.

I fibrati q.g. B@— X, ' B9+ X i diranno poi isomorfi se sono dati morfismi
EQ I EC, B9 LEQ  tali che ff=1,ff=1

(1) La trattazione dei fibrati ¢.g. sinistri & ovviamente analoga.
(3) Cfr. E. MarTINELLI [9].
(3} Cfr. ad es. P. Dv Var [4], p. 42.
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e inolfre )
F="F=1Iix

8 6. — Il fibrato q.g. EC s X si dice a parte scalare reale, oppure complessa se
& possibile considerarvi un opportuno sistema di carte gnaternionali {(U,, ¢,)} tale
che nelle trasformazioni di coordinate (5.1) ad esso relative il fattore g.s sia sempre
reale, oppure sempre complesso (e non sempre reale); diversamente il fibrato si dice
a parte scalare quaternionale ().

Si noti che se il fibrato ¢ a parte scalare complessa esso & dotato di una struttura
complessa, quella definita dalla moltiplicazione per i. Qualora invece il fibrato sia o
parte scalare reale esso ¢ un fibrato gquaternionale (non q.g.) e le strutture complesse
che vi si possono considerare sono, come noto, infinite.

§ 7. — Il gruppo strutturale di uwn fibrato q.g. su X paracompatto (*) pud sempre
ridursi al gruppo wunitario Sp(n, Q) ® Sp(1, Q); cid nel senso che si pud assumere
sempre un opportuno sistema di carte quaternionali {(U,, ¢,)} tali che per le coor-
dinate {g: ad esso relative le (5.1) diano luogo appunto ad una trasformazione del
gruppo unitario generalizzato.

Sia data infatti una partizione dell'unitd {g,: U,—> (0, 1]} relativa a un ricopri-
mento coordinato localmente finito {U_} di X. Si scelga poi su ogni aperto U,, ove
& definita una strutturs quaternionale ben determinata relativa alle coordinate (ggj,
un prodotto hermitiane {, >, a forma quadratica definita positiva. Si consideri la
forma quadratica hermitiana definita positiva > g, (v, v),: benché tale forma induca

prodotti hermitiani a priori diversi nei vari U,, in ogni U,, con un cambiamento
del gruppo GL(n, Q) possiamo ridurre la forma predetta a forma canonica. Allora
le nuove coordinate {'gg;, :gg’ in U,N Ug saranno collegate da una trasformazione (5.1)
che, per quanto osservato a proposito della (1.5), apparterra al gruppo unitario q.g.
Come si vede, analogamente s quanto avviene per i fibrati quaternionali, la ridu-
zione del gruppo strutturale di un fibrato q.g. equivale all'introdurvi una metrica
hermitiana (generalizzata).
Aggiungiamo che, ovviamente,
(1.1) 4l gruppo strutturale di B2 puo ridursi a Sp(n, Q) ® U(1, Q) oppure Sp(n, Q)

1

se il fibrato & a parte scalare complessa oppure reale.

1II. - 11 fibrato di Bonan.

§ 8. - Ad ogni fibrato q.g. %> X risulta associato un fibrato vettoriale reale,
4-dimensionale, B, %> X che diremo fibrato di Bonan (*) di E3: esso descrive come

(Y Cfr. J. A. Worr (16], p. 1037, ove peraltre la definizione di parte sealare & data adot-
tando un altro punto di vista.

(2) Supporremo gli spazi sempre paracompatti.

(3) Cfr. E. Bowax [1], p. 48, ove viene introdotto tale fibrato.
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avvengono i cambiamenti di struttura nei cambiamenti di carte quaternionali di £2.

La fibra di By su 2 pud definirsi come Palgebra Q, delle trasformazioni lineari
di #, indotte dalla moltiplicazione per gli elementi di Q in una gqualunque delle strut-
ture quaternionali (ecerenti) che vi si possono considerare: quanto osservato al n. 2
mostra che tra Q, e Q vi é un isomorfismo definito a meno di automorfismi interni di Q,

Assegnato un sistema di carte quaternionali {(U,,¢,)} ammissibili per EQ si
hanno banalizzazioni locali y,: U, xQ — By, associando a ogni (z, q) la trasforma-
zione ¢, di K, corrispondente alla moltiplicazione per ¢ nella struttura guaternio-
nale indotta da ¢, su Z,.

Se @, § sono quaternioni rappresentanti lo stesso elemento di (Bg),, e U,N Uy,
nelle banalizzazioni vy,, ys sara

(8'1) ('lg) = g'ocﬂ (ZZ) Q:xﬂ

con g,; lo stesso quaternione unitario, funzione continua di #, che compare nelle (5.1)

esprimenti il cambiamento di coordinate per E‘S nel passaggio da (U,, ¢,) a (U, gp).
Poiché gli automorfismi interni di Q conservano tutti la norma di un quater-

nione ¢ prodotio scalare espresso su ogni fibra di By nell’aperto coordinato U, da

(8.2) (v, u) = Re ((?"L‘?} (%))

da una metrica hermitiona per By.
Quando si supponga, come consueto, di identificare ¢ 4 -+ jo -+ kpeQ con
(@,2,2,2) R,

(8.3) 4l gruppo degli automorfismi interni di Q, che é un sottogruppe di Sp(1) R Sp(1),
coinecide con il gruppo 1 x80(3) (*) delle rotazioni di R, che lasciano fissi gli
elementi dell’asse .

Stabiliamo esplicitamente gqui appresso alecune relazioni che intercorrono trea sistemi
{(U,, v}, {(U,, w,)} di coordinate per B ottenuti nel modo sopra deseritto a partire
da diversi sistemi {(U,, ¢,)}, {(U., ¢,)} per EQ. Limitiamoci per semplicitd, al caso
in cui i due ricoprimenti {U,}, {U,} coincidono e denotiamo con (gg)i, 2 le coordinate
definite su U, rispettivamente da ¢,, ¢,. Si avra

%A

(8-4) &= (Fa)j' &=

con I, = ((I,);) matrice quaternionale invertibile e ¢, quaternione unitario funzioni
continue di xe U,. Si passa dunque dalle coordinate b, definite su B, da vy, alle
coordinate : o relative a p, mediante la trasformazione

r

(8.5) $E=9%3 %

(*) Cir. ad es. P. Du VaL [4], p. 38.
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Nella intersezione U, U, supposta non vuota risulterd poi
7o LRV W N z i
(8.6) &= (Auphi B sy = (Aop); (QZ Gep
e dovra aversi tenuto conto delle (8.4),

(8'7) (Pﬁ)j(Aacﬂ)h (&) Qaﬁ %3—”‘ (A ) ( )h (&) qu gaﬁ

N . . A Vi) . .
da cui, per Parbitrarieta delle 4, si trae la relazione

(8'8) q:zﬁ = DEQGLQM/SQB

della quale ci serviremo in seguito.
Riuscird utile osservare anche che un morfismo di fibrati a.g., 7: £Q— F2, del
tipo descritto al n. 5 induce un morfismo

BE-—-—>—
X

tra i rispettivi fibrati di Bonan B,%> X, B,"2> Y: infatti la fibra di By su # si applica
isomorficamente sulla fibra di B, su f(#) eorrispondendo ad ogni trasformazione di Q,,
mediante la f, una trasformazione di Qj,, come risulta dalle (5.2).

Possiamo esprimere tutto cid in formsa equivalente dicendo che

F

N

—L

(8.9) se E@— X & un fibrato q.g. e se f: ¥ —> X ¢ una applicazione continua allora
/*By = Bjg.

Cioé il fibrato indetto di £Q mediante una applicazione continua f: ¥ — X ha
come fibrato di Bonan propric Pindetto, mediante la stessa applicazione, del fibrato
di Bonan di E2.

§ 9. — Il fibrato di Bonan B, i ffjg ammelte almeno wna sezione reale mai nulla,
fornita su ogni xe X dalla trasformazione identica di B, che appartiene sempre
a Q, (corrispondendo alla moltiplicazione per Dunitdy di Q): cid d’altra parte risulta
anche dallosservare che l'unitd di Q & lasciata invariata dalle funzioni di collega-
mento (8.1), poiché g,°1-g,5= 1. Dunque By ¢ somma diretta su X di un fibrato
banale con fibra isomorfa ad R e di un fibrato, in generale non banale, BY, con fibra Q.
data dalle trasformazioni di &, indotte dalla moltiplicazione per quaternioni imma-
ginari. Risulta poi che

(9.1) il fibrato E2 ¢ a parte scalare complessa o reale se e solo se il fibrato By ammette
due seziont reali indipendenti oppure ¢ banale.
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Infatti se £2 & a parte scalare complessa le 4.5 POSSONo ottenersi tutte complesse
di maniera che risulta, per ogni z€ U,N Uy, Gt q,5= ¢ © dunque la sezione ¢ assie-
me alla sezione 1 sono due sezioni per By, indipendenti su R; se E“% & a parte scalare
reale, cioe si tratta di un fibrato quaternionale, le g,; si possono ridurre tutte uguali
a 1 e By é il fibrato banale su X con fibra Q. Viceversa, se assieme alla sezione 1 vi
& un’altra sezione indipendente J: X -» B, si puo sempre supporre, previa eventuale
combinazione lineare con la sezione 1, che essa abbia valori nell’insieme dei vettori
unitari dell’ortogonale ER di 1 in B, e inoltre le banalizzazioni y,: U,xQ—q5'U,
possono essere sempre scelte in modo che risulti y,(w, i) = J(»), per quanto osser-
vato in (8.3): dunque le g, relative alle coordinate cosl scelte debbono verificare la
relazione g,,tq,,==1 la quale, come pud vedersi con un semplice calcolo, implica
Qg E‘C cQ.

E facile vedere con simili ragionamenti che se By & banale, cioé ammette 4 sezioni
reali indipendenti, allora E‘} ¢ un fibrato guaternionale.

Infine, collegando quanto sopra osservato con le classi di Stiefel-Whitney di By
osserviamo che W, (Bj) & sempre nulla e dovra essere W, (By) = 0 oppure Wy(B;) =0,
W,(Bg) = 0 se la parte scalare di 2 & complessa oppure reale.

IV. — Somma diretta di fibrati quaternionali generalizzati.

§ 10. — B noto che i fibrati somma diretta interna o esterna di fibrati quater-
nionali risultano dotati anche essi di nna struttura quaternionale (*). Cid non avviene
in generale per fibrati q.g.: J. A. Wor¥ [16] ha mostrato ad esempio che la somma
diretta esterna dei fibrati tangenti a varietd ¢.g. non & un fibrato q.g. Vogliamo qui
prendere in esame la possibilitd di introdurre una struttura ¢.g. nella somma diretta
interna di fibrati q.g.

Conviene dapprima fare aleunc osservazioni sul caso degli spazi vettoriali,

5\

Innanzitutto ¢ ovvio che

(10.1) wna strutiure q.g. {Q} dello spoazio vettoriale reale VR induce una ben deter-

. . . L. @ :
minata struttura o.g. {Q'} su ogni spazio caraiteristico Vgc Vi,

Notiamo poi che se ¢,: Q,— V& ¢,: Q, — V&, definiscono strutture quaternio-
nali per VR VR possiamo allora considerare nella somma diretta 7R @ VE la strut-
tura definita dall’isomorfismo

(pl @ ¢:2: Qn+m = Qn@ Qm» V’ﬁ@ Tfi{m
Se in luogo di ¢, @, si considerano altri isomorfismi @, @, risulta che

(Yy Cfr. ad ecs. D. HUSEMOLLER [8], p. 26.
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(10.2) le strutture definite da @ = @D @a, § = G D G2 s0n0 coerenti se e solo se Gy =
=10 Oy 4 Po == P300,,4, (€06 §1, §, sono coerenti rispettivamente con @, @,)
e inoltre ¢, = 4-¢,.

La parte diretta & ovvia. Per inversa si osservi che
P

(@ ‘Pz)_lo ($: D ‘;{72)1% = 99;1" $1y (@D %)'lo (D ‘792);0m =@ to Py

pertanto (p; @ ;)" o (§, D Fo) = (g7 "0 §1) D (97 'o G) e dunque si avrd (D ¢,) =
= (p, @D @y)0 04, s0lo se la matrice A & della forma

con A€ GL(n, Q), A, GL(m, Q) & F1 =100, Fo= P50 0 4,
Poiche fissato ¢, la struttura q.g. definita da ¢, @ ¢, cambia al variare di ¢,
possiamo asserire che, mediante il procedimento deseritto,

(10.3)  assegnate strutture o.g. su Ve, VR rispettivamente, le strutture q.g. su Vi, @ VE,
sono in corrispondenza con gli automorfismi interni di Q.

Passiamo ora al caso dei fibrati. Sia £9— X un fibrato q.g. ¢ Fac B2 un suo
sottofibrato reale: diremo che EX & un sotfofibrato caratteristico di EQ se per ogni
zeX la fibra (ER), & un sottospazio caratteristico, 4i-dimensionale, di (£9),. In
tal caso scriveremo anche K2 X in luogo di Ep— X.

In corrispondenza della (10.1) si ha la seguente proposizione

(10.4) Sia B2 — X un fibrato q.g. ¢ B2 un suo sottofibrato caratieristico: allora EQ — X
visulta dotato di uma strutture q.g., indotia da quella di E;?

Per vedere cid procuriamoci dapprima un addendo diretto di E?Q in EQ il quale
sia anch’esso caratteristico; cid pud sempre farsi assegnando in £ una metrica her-
mitiana e considerando il sottofibrato B2 ,— (Ed)* ortogonale di £? in £2. Possiamo
POl sempre assumere per E’S, utilizzando le strutture guaternionali locali, un sistema
di coordinate ammissibili {(U,, ¢,)} tale che, fatta l'identificazione canonica @, ==

=Q,® Q,.., risnlti

‘P; = Qo Uax Qi U, x Qt"}EHUac ’ (ch = Qo U< Quos* U,x Qn*t“}En—tonc
sicche {(U,, ¢.)}, {(U,, ,)} risultano sistemi di coordinate quaternionali, ammissi-
bili, per B, B} ,. Indicata ora con g,,: Q,— F, Papplicazione data dalla compo-
sizione di /l:ac.ac: Q”'%WXQ,; con ‘Pu(me,. si ha” per Ogni ze Uocm U,B? (pcx.m = (l);w@ ‘Pi.w?

Ppe = (pé.x@ gng‘_,c ¢ facendo uso della (10.2) ne segue che devono sussistere le relazioni

el 14 - 71 I . —1 o
Pan © qjﬁ.w - GA’5,0057 Pz © P = GA{,’ﬁ,qw H Pos® Vo™ GAuﬂ.aag
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.
_ o
(% 1)

Cid significa appunto che £, E2 | rimangono dotati, mediante gli assegnati sistemi
di coordinate, di strutiure q.g., indotte da quella di E? fibra per fibra.

Da quanto precede risulta anche che i fibrati di Bonan di E2, E2 ¢ EQ , sono
gli stessi essendo uguali i gus per tutti e tre i sistemi di coordinate considerati. Que-
st'ultima asserzione pud invertirsi in quanto sussiste la seguente proposizione (in

corrispondenza alla (10.2))

con

(10.B)  Assegnaiti i fibrali q.9. E’;LQ, E’% su X la somma diretta E’S@ ES ammelte almeno
uneg struttura q.9. lo quale induca sugli addendi le strutture di cui sono dotati
se e solo se i fibrati di Bonan By , By sono isomorfi (¢ in tal caso risulteranno

wsomorfi anche & By op ).

Dalla dimostrazione della proposizione (10.4) risulta gis la necessitsd della con-
dizione. Per la sufficienza osserviamo quanto segue. Considerati su ES, E’% sistemi
di coordinate {(U,, ¢,)}, {(U,, ¢,)} relativi allo stesso ricoprimento di X, per ogni
ze U,n Uy risultera

rq / n_1 "
Do © Ppa = O‘Av&@,a,;ﬁ H Poz © Ppa™ O'Agﬁ,qgﬁ

Nell'ipotesi che sia By = B, si potra sempre supporre che qa/cﬁ:qlﬂ effettnando
eventualmente sugli aperti U, cambiamenti di coordinate ad es. di EC gel tipo

m

&= ha (i==1,..,n)

La pogsibilita di scegliere i g5 & data appunto dalla equivalenza dei fibrati di Bonan
costruiti a partire dalle q;ﬁ, ggﬁ. Basterd ora considerare, al solito, per 2@ £Q il
sistema di coordinate {(U,, ¢,)} definito dagli omeomorfismi

Py Uo:XQma}_nﬁ‘Em@E’n

con ¢,,= @,, @O @.,. Per quanto osservato in (10.2) ne segue che A2@ A2 risulta
dotato di una struttura q.g. del tipo desiderato. B ovvio infine che il fibrato By, o8,
¢ isomorfo a By , By .

V. — Fibrati quaternionali generalizzati prodotto tensoriale di fibrati quaternionali.

§ 11. - Siano E‘}, FQ fibrati quaternionali (e non q.g.) rispettivamente destro, di
dimensione #, e sinistro di dimensione 1, su X. Si pud allora considerare il fibrato
B, ®oF, prodotio tensoriale su Q di EZ, F? per il quale (E, Qg F), = (8B,), Rq ().,
relX.
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Il fibrato E,QqF, risulia dotato di una struttura ¢.g., in base a quanto osser-
vato al n. 4.
Pitt precisamente, sia U = {U,} un ricoprimento di X su cui sono definiti siste-

> N . z . . . -
mi di coordinate %, t (i=1,..,n) rispettivamente per E%, If’? e siano

i

(11.1) U= (A ¥,, & =7 %s

le relative funzioni di incollamento su U, Ups= 0. Se sull’aperto U, si considera-
no per B, @qF, le coordinate quaternionali (gi = (’l&b: &, , per quanto appunto visto al
n. 4, in U,N Up si avrd una trasformazione del tipo (5.1) con 4., q,, come nel-
le (11.1).

11 fibrato di Bonan di 9= B, ®oF, risulta in questo caso isomorfo con il
fibrato F, ®oF; prodotto tensoriale su Q del coniugato FY di F? (il quale & un fibrato
quaternionale destro) per F2.

I fibrati q.g. ottenuti come prodotti tensoriali di fibrati quaternionali forniscono
una famiglia di esempi di fibrati q.g. il cui studio si riconduce in parte a quello dei
fibrati quaternionali. Il fibrato 7(P9) ad es. & di questo tipo (*). Non avviene perd
cosi per tutti i fibrati quaternionali generalizzati i quali come vedremo sono in gene-
rale solo localmente dei prodotti tensoriali: vedremo anche nel paragrafo seguente
quale sia Postruzione, esclusivamente topologica, perché lo siano globalmente.

VI. — La classe di ostruzione g.

§ 12. - Sia @ 2 X un fibrato q.g. e {(U,, ¢,)} un sistema di carte quaternio-
nali per £2: supporremo inoltre il ricoprimento U = {U,} di X verificante la con-
dizione che per ogni m-upla U, , ..., U, (1<m<4) di aperti intersezione U, N ...N
N U, , se non ¢ vuota, sia connessa. Tale ipotesi, e le conseguenze che se ne trarranno,
in seguito, pud assumersi valida nel cago, in cui sempre penseremo di porei, di X
OW-complesso paracompatto (2).

Per una coppia di aperti U,, U, con U,N Ug# ¥ denotiamo con (4, ¢,5) le fun-
zioni di collegamento che intervengono nella trasformazione di coordinate (5.1): sup-
poniamo inoltre di avere fatto una scelta opportuna per ¢u.s, il quale nelle ipotesi
fatte sulla (5.1) & definito a meno del segno, e quindi anche per i termini della ma-
trice 4,,: Non & restrittivo supporre tale scelta effettuata in modo che 4, ,= Aﬂ_j,
Qs = Qg © A= A (matrice unita), g, = 1, sicché in U,N Us si avrd

Apg Ay, = A= A.

(1) Cfr. Tu. HancaN [T7].
(2) Be X & una varietd ’esistenza per ogni ricoprimento aperto di X di un raffinamento
verificante V'ipotesi fatta per il ricoprimento U, pud stabilirsi come in A. WrIL [15].
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Dati tre aperti distinti U,, Ug, U, con intersezione U,M UpN U, non vuota, e
quindi connessa per ipotesi, per ogni 2 appartenente a tale intersezione sard

(12‘1) Aﬁy(a})Aaﬁ(m) = ac,S))Aocy(‘/’U> H Qa,ﬁ(x) q‘ﬁy(g‘:} == sdﬂy QO:y(m)

ove &,4,= -=1 & costante e indipendente dall’ordine degli indici «, f, y.

Osserviamo subito che nel caso in cui la scelta delle (4., q,5) dia le e, tutte
uguali ad 1 le funzioni 4, e le g,, scelte definiscono su X rispettivamente un fibrato
quaternionale destro S di dimensione # ed un fibrato quaternionale sinistro F2 di
dimensione 1 e risulta anche ovviamente E$ = E2®RqFL.

In generale, possiamo dire che

(12.2) le &4, definiscono un cociclo &), ,, di dimensione 2, a valori in Zy= {1, — 1} (})
per il nervo del ricoprimento .

Infatti, dalla seconda delle (12.1), supposto U,N U,N UpN U, # B e moltipli-

cando ambo i membri a sinistra per ¢q,,, si ha

(QQO( Qaﬁ) Qﬂy == ng;qau/ 8“5}’

donde, utilizzando successivamente ancora la citata (12.1), risulta

EoupCopy Qoy = EupyCoay oy
sicché ne segue la relazione
(12.3) Eoup €opy apy Loy = 1
la quale esprime appunto che il cobordo di eqp,,= {saﬁ?} & nullo.
La definizione di s, dipende ovviamente, oltre che dal sistema di coordinate
{(U,, ®,)}, dalla scelta del segno delle g,, (0 delle 4,4, il che & la stessa cosa). Se con

q;ﬁ si indica un’altra scelta di tale segno sard q;ﬁ: Caplupy CON Cap = —£1.
Ebbene

(12.4) le e4,, ‘6,5, definiscono cocteli cobordamti; quindi la classe di coomologia di
ey LEagl € HY W Zy), ¢ ben individuata.

In effetti risnlta, ricordando che

— _1 I
Gy ™ Qoy = Yoy » ,gdﬂy = Guppy Ty = CapCy Cpalep Uy Dy ™ CarpCpy Opuapy

¢ la relazione

(12.5) "€y = Cug 0, Cpulap,

(1) Gruppo moltiplicativo.
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esprime appunto che il cobordo della 1-catena ¢ = {c,} & la « differenza » dizqy,e
lacump.

Siano ¢, le funzioni che definiscono il cociclo ¢,5,. Le &,;, danno la classe nulla
in Hz(‘l};; Z,) se e solo se esiste u]raa,/co[ca.’bena, Cap tale che ¢,50p,0,, = €,5,. Ma allora,
POStO G5 = C,p0,p, TISULR “g.p, = G505, G, = sﬁﬁ? = 1, Dungque, ricordando anche quan-
to osservato a proposito delle (12.1), si ha che

(12.6) E’f} ¢ un prodotto tensoriale su Q se ¢ solo se [eq,]=0.

Vogliamo ora dimeostrare che

(12.7) le eqy,, relative alle diverse scelte dei sistemi di carte su X definiscono una ben
determinata classe ¢ di coomologia in HX; Z,).

All’uopo mostriamo dapprima che la definizione di ¢ & «invariante » per raffina-
menti, Se & dato un sistema coordinato {(U,, ¢,)} e un raffinamento W' = {U,} di
U, CIL’—}CLL, sui cui aperti U,, U,c U,,, si considerano le coordinate definite dalle
restrizioni ¢, = @y, <q, e relative trasformazioni ad es. nel passaggio da (U, @)
a (Ug, gp) si ottengono subito dalle (5.1), per o = ue'y B = up', pensandole valide in
U,NUpcU,,O\U,z epud porsi, in UyNUp, 4up = Qg Se allora U,NUNU, #0
siha Qg Qe Qe = upy © Quwup Tupuy uy'na = Euctupny COD Eurpry = Eut iy \ Uy 0 U0 U,
donde [‘e] = p*el.

In secondo luogo facciamo vedere che la ¢ non dipende da cambiamenti di coor-
dinate, del tipo (8.4), sugli aperti coordinati del medesimo sistema {(U,, ¢,)}. In
effetti la relazione (8.8) a suo tempo stabilita si pud scrivere, scelti (indipendente-
mente) i segni per g,q, ¢,z € per le g,,

(12.8) Qup = CupTulo s

con ¢,= +1.
Sostituendo nella relazione q,:,uz "&upy q:jﬁ q/;o[ le espressioni delle q;ﬁ date dalla
{12.8) si ha

gyoc gy Qynz G = [‘gaﬁy G;/ﬁ q-f qV/S Qﬁ Cﬁm gﬁ Qﬁa Gu™= ! afy Oyﬁ cﬁo: qy aacﬁy an 9
ovvero anche
(12.9) CapyCapy = Oy CypCpa

Quest’ultima relazione significa che i cocicli sqy ,, £qy,,+ SODO coomologhi e dunque

[an.p ] = [eqy,,)-

Dalle considerazioni fatte sopra risulta infine che eseguendo un limite diretto
le &qy, definiscono lo stesso elemento della coomologia di Cech H*X;Z).

Per quanto osservato in (12.6) & chiaro che

(12.10) EQ ¢ un prodotio tensoriale su Q se e solo se s = 0.

10 — Annali di Matematica
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Con una argomentazione analoga a quella di cui si & fatto uso per dimostrare
1a precedente (12.7) si pud vedere poi che

(12.11) la classe & & naturale; cioé se EQ-Z>'EQ & un morfismo di fibrati q.g. allora

fHel=e.
QOsserviamo infine che

(12.12) II fibrato E2 e il relativo fibrato di Bonanm B, hanno la stessa c.

Cio risulta immediatamente dalle (8.1) e dalla definizione della e.

§ 13. — Quanto fin qui fatto per fibrati quaternionali destri ha un analogo per
fibrati quaternionali sinistri. In particolare osserviamo che nel caso di fibrati unidi-
mensionali per i quall i cambiamenti di coordinate sono del tipo

(13.1) (Zf, = a’aﬁ (’g) G

essi possono essere pensati fibrati q.g. sia destri che sinistri. Si ha cosi Inogo a consi-
derare il fibrato di Bonan B’ del fibrato destro e quello B” del fibrato sinistro con
funzioni di collegamento rispettivamente

! — ! " L~
(13.2) (3? = Qmﬂ(g;}) Qup s (,f;ti = aﬁ(o?c))aozﬂ

Evidentemente (B’) = ¢(B") ma risulta anzi che

(13.3) se sono assegnati fibrati vettoriali reali 4-dimensionali B', B" su X con gruppo
strutturale 1 X 8O(3), e quindi con funzioni di tromsizione rappresentabili nelln
forma (13.2), essi danno luogo o un fibrato q.g. di cui risultano fibrati di Bonan
rispettivamente destro e sinistro se e solo se e(B') = ¢(B").

Infatti supponiamo che sia e(B') = &(B"), condizione che si & visto necessaria.
Allora, scelto un comune ricoprimento coordinato U = {U,} di X, per le Egy EUgy’
relative alle coordinate scelte in tali aperti per i due fibrati dovrd risultare "eppy =
= £,p,0up0py 0, ©4 anzi, fatto uso della cocatena {e,} si potrd cambiare i segni per
esempio per le ¢,; in modo che risulti proprio "€,5, = £.5,- In tale ipotesi si ha, per
ogni terna di aperti distinti con intersezione non vuota

Qup Yoy = Eapy Yoy » Py Qap = Eupyay

ma cid impliea che relativamente al ricoprimento {U,} trasformagzioni del tipo (13.1)
eon a4z, 4,5 quelli scelti definiscono un fibrato q.g. su X e la conclusione & immediata.
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VII. — Fibrati quaternionali prodetto tensoriale e loro classi di Stiefel-Whitney.

§ 14. — Indichiamo con #,(Q) — G.(Q) il classificante dei fibrati guaternionali
destri (1) di dimensione n=1,2,..., e con 7(Q) —G,(Q) quello dei fibrati quater-
nionali sinigtri, duale del primo. Sia m(Q)@vﬁ(Q) -+ G (Q)xG(Q) il fibrato q.g.-
prodotto tensoriale esterno di 7,(Q) e nT(Q), con fibra sn (z, y) e G,(Q) X G,(Q) lo spa-
zio (7,(Q)), Rg (77 (Q)),- Poiché per fibrati quaternionali B2, F2, rispettivamente de-
stro e sinistro, su X dovrd aversi EQ=f"y, , Fe=g"5] per opportune applicazioni
f: X > 6G,(Q) g: X - G(Q), risulta ovviamente che

(14.1) ogwi fibrato B2 = E,QoF,—~X ¢ indoito da una applicazione fxg: X —
— G,(Q) X G4(Q), ciod

B} = (1 x9)" (1,(Q) ® 1, (Q)) -

Osserviamo esplicitamente che perd il fibrato 7,(Q) ® W?(Q) non ¢ ¢ classificante »
i fibrati prodotto temsoriale (2), cioé applicazioni fXxg,f Xg': X — G,(Q) X G(Q) che
indueano fibrati isomorfi non sono necessariamente omotope. Poiche fx g, 7 X g’ sono
omotope (se e) solo se lo sono 7 e f, g e ¢ una affermazione equivalente ¢ che un
isomorfismo q.g., su X, &@: EH®QF1->E;®QF; tra fibrati prodotto tensoriale non
& detto si ottenga sempre da isomorfismi @,: B, —E,, @,: F,—F, tra i fattori (in
guest’ultimo caso seriveremo @ = @, D,, con ovvio significato del simbolo). Mo-
striamo in effetti che

(14.2) assegnato un isomorfismo ¢.g., : B, Qo F, ~'E, Rq' Firisulia individuata una
dlasse di coomologia [c]e HNX ;Z,) a priori non nulla ¢ che si annulla se ¢
solo se Disomorfismo é della forma @ = @, D,.

Scegliamo per i fibrati in considerazione un ricoprimento coordinato U = {U,}
comune. Se ve (B, ®oF,), ¢ v'= () (B, RqF,), indichiamo con 2 (7;);' le coor-
dinate di v, v, relativamente ad un aperto coordinato U, contenente x, come co-
struite al n. 11. Sull’aperto U, Visomorfismo & si rappresentera mediante una tra-
sformazione del tipo (8.4) e, ragionando come per la (12.8) e la (12.9), se ne dedurra
che g,5= C,5,0ops CON €L, = {1, — 1} e che ¢ = {c,} & un cociclo. Se si effet-
tuano cambiamenti di coordinate pud poi vedersi che tale cociclo varia nella stessa
classe di coomologia in HY(X; Z,). Se [¢] & nulla si avra ¢,4=¢,6; per un opportuno
coeiclo {¢,} in HY(X; Z,): sostituiti [, e ¢, nella (3.4) con I''=¢,I', e§,=c,q, saranno
valide le relazioni

A;ﬁ: FﬁAdﬁf;1 ? QLﬂ: §QQ‘“,3§/3

Cir. ad es. D. HusemoiLer [8], p. 83.
Non risulta a priori ehe tali fibrati debbano avere uno spazio classificante.

™)
*
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(vedasi le (8.7 )) le quali esprimono appunto che le trasformazioni espresse sugl
aperti U, da

Lyt — (r)ia "t

(%) ¥y, LH=4%

definiscono isomorfismi @,: EQ~'ES, @,: FE'FQ tra i fattori (e per i guali evi-
dentemente @ = @, R D,). Infine, & ovvia la necessith dell’annullargi di [¢] affinche
Sial @ = @1 ® ¢2.

§ 15. - 11 caleolo delle classi di Stiefel-Whitney dei fibrati q.g. che sono pro-
dotto tensore si riconduce a quello delle medesime elassi per i singoli fattori. Osser-
viamo innanzitutto che dalla (14.1) risulta
(15.1) Wi, RgF,) =0 per [ =0 (mod 4)

Infatti

W(1,(Q) ® 7} (Q)) e (G, (Q) X 64(Q); Z,) = D HY(G,(Q); Z,) ® H(G(Q); Zy)
it+i=1

e d(G.(Q);Z,) =0 se i %0 (mod 4) (*): la validity delle (15.1) per fibrati E$, F?
qualunque segue dalla proposizione sopra richiamata e dalla naturalith delle W,.
Mostriamo ora che sussistono le relazioni

§=0\

(15.2) W8, Do Fy) xz(@ ) Wy (B)WHF,)  i>0

dove prodotti e potenze a destra sono prodotti eup e si conviene di porre

(g)=1 per h>0.

Cominciamo con lo stabilire la (15.2) per » =i =1, nel qual caso si scrive

(15.3) W (E, @QFI) = W)+ WF,)
Poiche

W, (m(Q) B 71(Q)) € HH{G1(Q) X 6,(Q); Z,) = HY(G,(Q); Z,) © HYG,(Q); Z,)

(*) Cfr. ad es. D. HUSEMOLLER [8], p. 266, per la coomologia di &,(C); il caso di &,(Q)
& analogo.
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e H*(G,(Q)) & generata da W,(n;(Q)) ovvero da W,(5;(Q)) dovra essere

W (m(Q) 8 Q) = B(W,01,(Q) ® 1) + 5(1 ® W (75 (Q))

con h, k interi modulo 2. Se B?=f"(4,(Q)), F2= g"(51(Q)) sono due qualunque fi-
brati quaternionali su X e se E, @QFl & il loro prodotto tensoriale esterno, indotto
da fxg: X x X — 6G,(Q) x G1(Q), si avra, per la naturality di W,,

WAB, BoF)) = HWE,) @ 1) + k1 ® W,(F,)

Essendo inoltre chiaramente FH, ®QqF, = A*(H, @QFI) ove 4: X > X xX & Pappli-
eazione diagonale risulta

W (B, BoF,) = h(W(Ey)) + k(W (Fy))
Ora, se si sceglie F,; banale avremo B, RqF =~ E, e dunque
W4(E1) = W@(El @QF1) == hW4(E1) s

da cui k=1 essendo in generale W,(H,)s= 0. Analogamente, scegliendo F; banale
si trova k=1 donde la (15.3).

Passiamo ora al caso #> 1. Basterd dimostrare le (15.2) nel caso in cui EZ &
sommsg diretta di » fibrati lineari quaternionali e fare poi nso dello « splitting princi-
ple » per fibrati quaternionali (1). Secondo tale prineipio per ogni E% > X esiste una

applicazione f: X' X tale che f*(E,) = ® EY e inoltre il morfismo f*: H¥(X) —
i=1
— H*(X') indotto in coomologia ¢ un monomorfismo.

Sia dunque E%= (—% E(f): denotando con W la classe di Stiefel-Whitney totale
risultera =t

W(B, @0 Fy) = WIS, BY) @oFy] — WIS(EY @ Fy)] =
= I;L [1+ WEYR F)1=TLIA + WJF)) + W(ED)] = Ozk o1+ Wy(F))" "
1

ove g, & la k-esima funzione simmetrica elementare (°) nelle W,(EY), uguale per la

{*) Cfr. ad es. D. HusemoriLer [8], p. 235.
(2) Cfr. D. HuseMOLLER [8], p. 176.
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formula di Whitney a W4;€(éé,-E'§")). Dungque
1

B n—k n— k ]
W, F,) = ngu(E)n Es ( ) W4(F1) =

0 8

n n—k

_ k n n—7j —a .
= S " T ) wauE) wiury =3, S T\ wam,) wiie,)
) & o

¢ \v'—1J

avendo posto j in luogo di k e s =i~ j. La classe W (E,RqF,) ¢ data a secondo
membro dalla somma dei prodotti per i quali j-+ s =14 cicé sl ha appunto la (15.2).

VIII. — La classe ¢ ¢ le classi di Stiefel-Whitney dei fibrati quaternionali generalizzati
di dimensione 1.

§ 16. — Considereremo nel presente paragrafo fibrati q.g., £9, di dimensione

reale 4. Essi, come fibrati orientabili hanno la classe W, nulla; inoltre mostriamo che

(16.1) per B2~ X si ha sempre Wyl = o(H,).

Sia 9 (R) — G (R) il classificante dei fibrati reali orientabili di dimensione 4 e
quindi anche dei fibrati g.g. della stessa dimensione reale giaccheé coincidono con i
primi avendo gruppo strutturale isomorfo.

B noto (*) che H*(G (R);Z,) & generato da W,(n, (R)): dunque poiché &(y; (R)) €
e H¥(G} (R); Z,) sard o &(n; (R)) = 0 0 &(n; (R)) = W,(n (R)). Ma nel primo caso per la
naturalita della & futéi i fibrati q.g. di dimensione reale 4 dovrebbero avere la ¢ nulla,
ovverosia dovrebbero essere tutfi dei prodotti tensori: ¢id d’altronde non pud essere
perche per un prodotto tensoriale, in base alla proposizione (15.1), si annullano la W,
e la W, e corrispondentemente si avrebbe annullarsi di detfe classi per tutti i fibrati
reali orientabili di dimensione 4. Rimane allora vera la seconda ipotesi, &(n; R)) =
= W,(n; (R)), e da questa la tesi per naturalit.

Dalla (16.1) pud dedursi che

(16.2) assegnato E‘?—>X, fibrato q.g. 1-dimensionale,
WZ(BEI) = Wz(E1) s Ws(BE,) = VV?’(El)

La prima uguaglianza risulta dalle (16.1) e (12.12) che applicate successivamente
porgono

Wy(Bg) = &(By) = e(E)) = W,(H,) .

{1} Cfr. ad es. A. BoreL [2], p. 183.
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Per stabilire la seconda uguaglianza ricordiamo una nota proposizione (1) secondo
la. quale, indicato con f; Pomomorfismo di Bockstein relativo alla successione esatta
0 —>Zy—> 2y~ 7Ty~ 0, fy: H¥(X; Zy) —~ H*(X, Z,), 5i ha, per ogni fibrato reale su X,

52(W2£) = WZ'H—I + WU Wy,
Nel nostro caso, per ¢ =1, la richiamata relazione da rispettivamente
Bo( W) = Wyl o We(Bg,) = Wy(Bg,)
¢ dunque, poiché Wz(El) = W,(Byg,), si pud concludere.

§ 17. - Completiamo questo paragrafo con una osservazione che, nell’ordine di
idee in cui fin qui ci siamo posti, fornisce una interpretazione geometrica della ridu-
zione mod. 2 della clagse di Chern ¢, dei fibrati lineari eomplessi.

Sia, brevemente, B il fibrato di Bonan di un fibrato q.g. I a parte scalare com-
plessa e per il quale dunque le funzioni di collegamento g, nelle (8.1) siano com-
plesse. Introduciamo in B le coordinate complesse {g;, ggg definite a partire dalle g

ponendo g = (g;+j(g')': sostituendo nella (8.1) si ha

i s e I o e 7 — - - r . 2 1
?‘)3)_!”]?3) - q‘zﬁ((ﬁ)JY" .7(19)!)) Qaﬁ - (qgr)ﬁlr erﬁ.?(lg” Quﬁ - g‘)'_l_‘ JQOCﬁ 8;)

osservato che, dall'essere le g,, complesse, G,5] = j¢.5- Uguagliando i coefficienti com-
plessi del primo e ultimo membro si traggono le

!/ 7 "

2 4
(11.1) =& B=%b

donde risulta che B =I.@ B ove Io= X xC & il fibrato banale su X, descritto
dalle coordinate (gl), e EC & un fibrato lineare complesso, deseritto dalle coordinate
3)0:; (2). Si osservi ora che dalla indeterminatezza del segno delle g,5 si deduce che ogni
fibrato lineare complesso Ef pud pensarsi ottenuto come il fibrato di cui sopra. Si
osservi poi che la possibilith di scegliere i segni per le ¢,; in modo da risultare
23 Upy = Guy cOTTiSpORde alla possibilitd della scelta di una radice di qiﬁ, nel gual

caso risulterd

(17.2) BC="E° QB

e¢on 'Ef fibrato lineare complesso avente per funzioni di collegamento le determi-
nate ¢,. Poiché per quanto visto al n. 16 si ha

&(B) = WLB) = W,(ES) = ¢,(BES)  (mod. 2)

(*) Cfr. E. H. Spaxizr [13]. p. 281.
(2) Dalla dimestrata prop. 9.1) risulta gid lo spezzamento di B.
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possiamo concludere che la riduzione modulo 2 della classe di Chern ¢, di un fibrato
lineare complesso EE ¢ Postruzione affinché B sia isomorfo ad wn prodotio tensore su C
di un fibrato complesso per se stesso, cioé della forma (17.2).

IX. — « Splitting principle » per fibrati quaternionali generalizzati.

§ 18. — Allo scopo di stabilive uno « splitting principle » per fibrati q.g. analogo
a quello valido per fibrati quaternionali cominciamo con Iintrodurre la nozione di
fibrato proieftive associato o wn fibrato quaternionale generalizzato, il quale eoincida
con Pomonimo fibrato nel caso di fibrati gquaternionali non q.g. (4).

La possibilitd di introdurre tale nozione si basa sull’osservazione che a ogni spa-
#io vettoriale VE con struttura q.g. pud associarsi un ben determinato spazio proietiivo
quaternionale Pe( Vﬁz).

Sia infatti {Q} la famiglia di strutture quaternionali coerenti assegnate su Vﬁ.
Figsata Qe{Q} rimane individuato uno spazio proiettivo quaternionale (n— 1)-di-
mensionale, ]PQ(Vf;b), ottenuto come di consuneto pensando VE» come S§pazio vetto-
riale quaternionale con la struttura Q ed identificando vettori non nulli proporzio-
nali: cioe gli elementi di ]P’Q(Vf;) sono le faccette caratteristiche quaternionali. Ma
tali faccette, per quanto osservato al n. 2, sono invarianti della struttura {Q} e dun-
que potremo scrivere anche Py(VE) = P{Q}(Vﬁ) e lo spazio Py VR da definirsi non
& altro che lo spazio proiettivo quaternionale associato a V]?fh in una gualunque strut-
tura Qe {Q}.

Se v & un vettore non nullo di V¥ indicheremo con [v] 'elemento che ne risulta
individuato in Pg(Vi,).

Passando al caso dei fibrati, se £22-X & un fibrato q.g. la fibra &, su veX
¢ uno spazio vettoriale con struttura q.g. al quale rimane associato, come sopra si
& osservato, uno spazio proiettivo quaternionale (n — 1)-dimensionale ]PQ(E;). Diremo
fibrato proiettivo associato ad B il fibrato Pof, "> X con fibra su ze X lo spazio
proiettivo Po(F,). Piut precisamente, PQE’n si ottiene come quoziente dallo spazio ‘fﬂ’g
dei vettori non nulli di B? rispetto alla relazione che dichiara equivalenti due vettori
non nulli, appartenenti alla stessa fibra e proporzionali per un fattore quaternionale
(in una qualunque delle strutture ammisgibili per la detta fibra).

Si osservi che il fibrato ]P’QEH% X, con fibra lo spazio proiettivo (n— 1)-dimen-
sionale PE |, ¢ localmente banale. Di cid & facile convincersi tenendo presente che su
ogni aperto coordinato U, di EQ il fibrato E;?]Ua & un fibrato gquaternionale sicché
sara possibile considerare un isomorfismo di fibrati P@E’n\mg PQ(En{UQ) e il secondo
fibrato & localmente banale.

Indicheremo nel seguito il fibrato £2-2> X brevemente con 2> X e il relativo
fibrato proiettivo associato con PE™> X.

() Vedi ad es. D. HuseuMorLLER [8], p. 231.
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§ 19. — Le considerazioni fatte sopra, unitamente a quanto stabilito al n. 10,
permettono di effettuare uno « splitting principle » per i fibrati q.g. in maniera del
tutto analoga a quel ehe si fa per i fibrati quaternionali. Mostriamo intanto che

(19.1) 4l fibrato q.g. indotto dalla applicazione m,: PE — X, cioé i, B 2> PR, si spezza
nella somma & Whitney di un fibrato q.g. 'E @i dimensione reale 4(n —1) e
di un fibrato q.g. LE di dimensione reale 4, n: E=F ®LE. Il fibrato %
LE — PE sard detto fibrato lineare associato ad E.

Cominciamo con losservare che un punto di PE & una coppia (w,[v,]) ove
zeX e [v,] e Velemento di PQ(]Z"W) individuato dal vettore non nullo v.ck, . La
fibra di yz:ﬁ su (, [v,]) & proprio E‘x: in tale fibra rimane allora individuata la tota-
lita dei vettori ‘v € {v,1},q 1a quale costituisce un sottospazio reale di E,, di dimen-
sione reale 4, che ¢ uns faccetta caratteristica quaternionale. Al variare del punto
(=, [v.]) in PE le suddette faccette caraiteristiche varieranno descrivendo in n:E
un sottofibrato caratteristico, 7 : LE — PF che diremo appunto fibrato lineare asso-
ciato ad E, in analogia al corrispondente nella teoria dei fibrati quaternionali (*). La
locale banalite di LE segue dalla locale banality del fibrato lineare canonico associato
ad un fibrato guaternionale ragionando similmente a quanto fatto per la locale bana-
lith di PE.

Infine, assegnata una metrica hermitiana in n:E’, risulta individuato il sottofi-
brato caratteristico 'E ortogonale di LE e n, £ ='E @ LE (cfr. prop. (10.4) e (10.5)).

Considerato il fibrato ;£ — PE e identificata la fibra di PA su o con lo spazio
proiettivo quaternionale P2 | il fibrato indotto dalla inelusione i,: P¢ | = (PE),~ PE
& il fibrato di Hopf 7,(Q) su PY : ne risulta in particolare, essendo i:(Wé(n:F:)) =
= W, (iy(7, B)) per la naturalith di W,,

(19.2) W (1,(Q) = iy (W (} B))

Inoltre la coomologia di P2 , a coefficienti in Z, & uno Z,-modulo libero di base
1,2, &% ..., 2" con @ = W,(1,(Q)) (*). Dunque per il fibrato PE - X la coomologia
della fibra & generata liberamente da classi di coomologia provenienti dallo spazio
totale e siamo nelle ipotesi in cui ha validitd il teorema di Leray-Hirsch (?). Esso
assicura che si ha Pisomorfismo di Z,-moduli

H*(PE) = H*(X) ®,,H*(P2 )
dal quale si deduce in particolare che
(19.3) L’applicazione w;: H*(X; Z,) — H*(PE; Z,) ¢ un monomorfismo di anelli.

(*) Cfr. D. HusEMOLLER [8], p. 231.
(%) Cfr. ad es. D. HuseMoLLER [8], p. 231, per la coomologia di Pfﬂl; il caso di P;?_l 13
simile.

(3) Cfr. D. HUSEMOLLER [8], p. 229 o anche A. Dorp [3], pp. 176-178.
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§ 20. ~ Applicando successivamente, a partire da un fibrato E - X, i processo
di spezzamento di un fibrato q.g. in un fibrato lineare e in un fibrato ‘& — X, come
illustrato nella (19.1), e tenuto conto della (19.3), i perviene a dimostrare 'annuneiato

(20.1) «Splitting principle » per fibrati q.g.: se £ — X ¢ un fibrato q.g. esiste uno spa-
zio X' e una applicazione continua f: X'— X fale che

1) f*E = %j B9, dove gli B9 sono n fibrati lineari q.g.

2) f*: H¥X; Z,) — H*(X'; Z,) é un monomorfismo di anelli.

Il fibrato f*& cosi individuato si dird uno « splitting » di Z.
Nel prossimo paragrafo vedremo una applicazione di tale prineipio.

X. — Classi di Stiefel-Whitney dei fibrati quaternionali generalizzati.

§ 21. - Sia £ — X un qualunque fibrato q.g. e éjﬁﬁ): f*E uno splitting di &
come in (20.1). !

Fra i fibrati di Bonan dei fibrati in questione risulta, per quanto stabilito con
le (10.5), (8.9),

(21.1) By = Bgpw = *By
Ricordando poi la (12.11) e la (12.12), per la ¢ di tali fibrati si ha

(21.2) e(Bgpm) = f*(e(By)) = f*(e(&))
D’altra parte

(W) = WA@DED) = 3, WA
e inoltre, richiamate la (16.1) e la (21.1),

Wo(BP) = e(BD) = e(Bpw) = e(Bgpm)
Dungue
(21.3) f*(Wz(E)) = ne(B@Em)
ovvero anche, guardando la (21.2),

FH(WoE)) = nf*(e(E))
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Poiché f#* & un monomorfismo quest’ultima relazione & equivalente alla

(21.4) WoE) = ne(E)
da cui si ricava anche

Wo(E) = ne(B,) = nWy(By)

Per quanto richiamato al n. 16 a proposito dell’omomorfismo di Bockstein g, e
in particolare per la (16.2), se ne ricava poi

W) =B (Wo(E)) = nfy( Wy(By)) = nWy(By)
Bi ¢ cosi stabilito, riepilogando, che

(21.5) per ogni fibrato q.9. B — X, di dimensione quaternionale n, sussistono le re-
lazions

WoAE)=nelB) e WyE)=nWyBg), WyE)=nWyBy)
Si osservi che in conseguenza

(21.6) e classi di Stiefel-Whitney Wo(E), W, (E) di ogni fibrato q.g. B di dimensione n
part sono nulle.

In realtd le classi di Stiefel-Whitney W, (¢> 1) di un fibrato g.g. non sono indi-
pendenti come vedremo meglio al numero seguente.

§ 22. ~ Sia al solito érl)j B9 X' uno splitting per il fibrato q.g. £ —>X
1

(22.1) La classe di Stiefel-Whitney totale di @® EY si esprime mediante la formula
' R ) o i
W(@ Em) = Z’s 2 A}zk"i(@ Em) WQ(B@EU}) W;:(Bew(f))

0 h+k<n—i

ove con o(@ EP) si ¢ denotato i-esimo polinomio simmetrico elementare nelle
. . .. L&
W (ED) e i coefficienti Ay, valgono

®  fn—d\[(h+k
A"’“~(h+k)( " ) {mod. 2)

Infatti da quanto precede risulta che le classi W,(E?), Wo(EY) dei vari ¥ sono
uguali & W,(Bgpn), We(Bgyw) rispettivamente; posto poi

B gaw) =1+ Wy(Bggzm) + Wi(Bggn)
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si avra

"

W(® B9) =TI (1+ WoB) + W) + W(E9) =
1

= Ha‘ (t(B@)EU)) -+ W4(Ew)) = Zi a{@® EG)) tn—i(B@Em) ==
1

ke [ .
=3 A 0(D B9y Wg(B@Em) W’;(B@EU))
S :

h+kn—1

con

ii) _ (n—1)! _(n—i\(k+ &
”’“‘(n—i-—k_k)zkzkz“(k+k)( k )

che & la formula richiesta.
Mediante la (22.1) puo dimostrarsi che

(22.2) e classi di Stiefel-Whitney W, (B) (r =1, 2, 3) di un fibrato q.9. £ 2> X pos-
sono esprimersi come polinoms melle Wy(Byg), W(By), W) (I<k) e nel caso
di dimensione n dispari, nelle Wy (E), Wy(E), W (E).

A tal scopo si osservi che dalle (22.1) risulta

(22.3) WU @EY) = 3 Lyyol(@® B) WYB gp0) Wi B o)

4i+2h 8k =41
che & del tipo
W (@ B9 = o(® E?) + Fyo;, Wy, Wy)

con F; polinomio nelle W,, W, e nelle o, con i< 1.
Cid permette di esplicitare il sisterma di relazioni (22.3) rispetto alle ¢, iniziando
tale esplicitazione a partire dalla (22.3) per I =1, la quale dai

o(® V) = W (D EV)— (Z) Wi® £7)

e procedendo poi per induzione.

Sostituite le espressioni delle ¢, cos? ottenute nella (22.1) se ne deduce che la pro-
posizione & vera per £ = @ F?. La conclusione per un fibrato £ qualunque segue
poi come immediata applicazione dello « splitting principle ».

Osserviamo infine che le classi di Stiefel-Whitney W,, dei fibrati g.g. sono in
generale indipendenti poiché cosi & per le medesime classi dei fibrati quaternionali,
che sono particolari fibrati q.g.
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