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В.Д. Лахно
Сверхпроводящие свойства 3D–газаТИ–биполяроновнизкойплот-

ности

Рассматриваются термодинамические свойства трёхмерного бозе-кон-
денсата трансляционно-инвариантных биполяронов (ТИ–биполяронов).
Рассчитаны критическая температура перехода, энергия, теплоёмкость и
теплота перехода газа ТИ–биполяронов. Полученные результаты приме-
няются для объяснения экспериментов по высокотемпературным сверх-
проводникам.

Ключевые слова: трансляционно-инвариантные биполяроны, высо-
котемпературная сверхпроводимость

V.D. Lakhno
Superconducting properties of 3D low-density TI-bipolaron gas

Consideration is given to thermodynamical properties of a three-dimen-
sional Bose-condensate of translation-invariant bipolarons (TI-bipolarons). The
critical temperature of transition, energy, heat capacity and the transition heat
of TI-bipolaron gas are calculated. The results obtained are used to explain
experiments on high-temperature superconductors

Key words: translation-invariant bipolarons (TI-bipolarons), high-tempe-
rature superconductivity (HTSC)
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1. Введение
Теория сверхпроводимости является однимиз самых красивых и дав-

но сформировавшихся разделов физики конденсированных сред, кото-
рыйвключает в себя какмакроскопическую, такимикроскопическуютео-
рии, а также вывод макроскопических уравнений теории из микроскопи-
ческого описания [1]. В этом смысле теория в своей основе представля-
лась в законченном виде, и её дальнейшее развитие должно быть связа-
но с дальнейшей детализацией и рассмотрением различных специальных
случаев.

Ситуация изменилась после открытия высокотемпературной сверх-
проводимости (ВТСП) [2]. Неожиданным оказалось, что в оксидных кера-
миках корреляционная длина на несколько порядков меньше, чем в тра-
диционных металлических сверхпроводниках, а отношение ширины за-
прещённойщелик температуре сверхпроводящегопереходанамного боль-
ше [3]. С современным состоянием теории и эксперимента можно озна-
комиться по книгам и обзорам [4]-[15].

На сегодняшний день основной вопрос связан с построением мик-
роскопической теории, способной объяснить совокупность эксперимен-
тальных фактов, не укладывающихся в стандартную теорию БКШ. Можно
ожидать, что построение такой теории, по-видимому, не затронет макро-
скопическую теорию, в основе которой лежит феноменологический под-
ход.

При всей множественности современных версий микроскопического
описания ВТСП: фононный, плазмонный, спиновый, экситонный и дру-
гие механизмы, – центральным пунктом построения микроскопической
теории является эффект спаривания электронов (эффект Купера). Такая
«бозонизация» электронов далее лежит в основе описания их сверхпро-
водящего конденсата.

Явление спариваниявширокомсмысле есть образованиебиэлектрон-
ных состояний, а в узком смысле, если в основу описания положен фо-
нонный механизм – есть образование биполяронных состояний. В тече-
ние длительного времени такому представлению препятствовала боль-
шая корреляционная длина, другими словами, размер куперовских пар
в теории БКШ. Эта же причина долгое время препятствовала представле-
нию о сверхпроводимости как о бозонном конденсате (см. примечание на
стр. 1177 работы [16]). В немалой степени такому непониманию способ-
ствовало и стандартное представление о биполяронах как об очень ком-
пактных образованиях.

Наиболее ярко эту ситуацию иллюстрирует применение теории би-
поляронов малого радиуса (ПМР) для описания ВТСП [10], [17], [18]. В её
основе лежит представление об образовании устойчивого связанного би-
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поляронного состояния на одном узле решётки с последующим рассмот-
рением таких биполяронов малого радиуса как газа заряженных бозонов
(как вариант – образование отдельных ПМР с последующим включением
механизма БКШ образования бозонных состояний). Несмотря на элегант-
ность такой картины, её реальное воплощение для ВТСП встречает непре-
одолимые трудности, связанные с невыполнимостью противоположных
требований–необходимостибольшойконстантыэлектрон-фононного вза-
имодействия для образования биполяронных состояний малого радиуса
с одной стороны, и требованием её малости для того, чтобы уменьшить
массу биполярона, от которой зависит температура сверхпроводящегопе-
рехода [19]-[24]. Ясно, что с такими же трудностями будет сталкиваться
теория ВТСП, основанная на представлении о ПМР, использующая любые
другие (отличные от фононного) механизмы взаимодействия, упомяну-
тые выше.

В качестве другого кандидата на роль фундаментальной заряженной
бозонной частицы при описании ВТСП можно рассматривать биполяро-
ныбольшого радиуса (ПБР) [25]-[29]. Историческиименно в этом состояло
предложение, сделанное Оггом иШафротом [25], [30], задолго до появле-
ния теорииПМР. Если рассматривать куперовские пары как своеобразные
биполяронные состояния большого радиуса, то можно ожидать, что тео-
рия ПБР должна использоваться для решения проблемы ВТСП.

Как указывалось выше, основным препятствием для последователь-
ногоприменения теорииПБРдляобъяснениявысокотемпературной сверх-
проводимости являлось представление о локализованности электронных
пар в небольшой пространственной области, необходимости для этого до-
статочнобольшойконстантыэлектрон-фононного взаимодействия (ЭФВ),
и, как следствие, их большой эффективной массы.

В свете последних достижений в теории поляронов и биполяронов
большого радиуса, а именно вследствие развития совершенно новой кон-
цепцииделокализованныхполяронныхибиполяронных состояний–тран-
сляционно-инвариантныхполяронов (ТИ–поляронов) и биполяронов (ТИ-
-биполяронов) [31]-[37], представляетсянеобходимымпо–новомурассмот-
реть их роль в теории ВТСП.

Напомним основные результаты теории ТИ–поляронов и биполяро-
нов, полученные в [31]-[37]. Отметим, что рассмотрение именно ЭФВ не
является существенным для теории и может быть обобщено на любой вид
взаимодействия.

Ниже мы коснёмся только основных моментов теории, важных для
теории ВТСП. Самым главным результатом работ [31]-[37] является по-
строениеделокализованныхполяронныхибиполяронных состоянийвпре-
деле сильного ЭФВ. Теория ТИ–биполяронов строится на основе теории
ТИ–поляронов [31], [32] и сохраняет справедливость базовых утвержде-
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ний, доказанных для ТИ–поляронов. Важнейшим из них является теоре-
ма об аналитичности свойств основного состояния ТИ–полярона (соот-
ветственно ТИ–биполярона) в зависимости от константы ЭФВ α. Главный
вывод, вытекающий из этого положения, – отсутствие критического зна-
чения константы ЭФВ αc, ниже которого биполяронное состояние стано-
вится невозможным из-за его распада на независимые поляронные со-
стояния. Другими словами, если существует такое значение αc, при кото-
ром ТИ–биполяронное состояние становится энергетически проигрыш-
ным относительно распада на отдельные поляроны, то в этой точке ниче-
го не происходит, но при α < αc состояние становится метастабильными.
Таким образом, во всём интервале изменения αмыможем рассматривать
ТИ–биполяроны как заряженные бозоны, способные образовывать сверх-
проводящий конденсат.

Другим важным свойством ТИ–биполяронов является возможность
изменения корреляционной длины во всём диапазоне [0,∞] в зависимо-
сти от параметров гамильтониана [34]. Таким образом, она может быть
какмного большей (как это имеетместо вметаллах), так имногоменьшей
характерного расстояния между электронами в электронном газе (как это
имеет место в оксидных керамиках).

Подробное изложение теории ТИ-поляронов и биполяронов и описа-
ние их различных свойств дано в обзоре [37].

Исключительно важное свойство, которым обладают ТИ–поляроны и
биполяроны, – наличие энергетической щели между их основным и воз-
буждёнными состояниями (§ 3).

Перечисленные свойства могут быть использованы для построения
микроскопической теории ВТСП на основе ТИ–биполяронов.

Статья устроена следующим образом. В §2 в качестве исходного га-
мильтонианаберётся ГамильтонианПекара–Фрёлихадля биполярона. Крат-
ко приводятся результаты трёх канонических преобразований для этого
гамильтониана: Гейзенберга; Ли, Лоу и Пайнса; Боголюбова–Тябликова.
В результате в этом разделе получены уравнения, определяющие спектр
ТИ–биполярона.

В §3 проанализированы решения уравнений для спектра ТИ–биполя-
рона. Показано, что в спектре имеется щель, отделяющая основное состо-
яние ТИ–биполярона от его возбуждённых состояний, которые образуют
квазинепрерывный спектр. Обосновывается представление об идеальном
газе ТИ–биполяронов.

С использованием полученного спектра в §4 рассматриваются тер-
модинамические характеристики идеального газа ТИ–биполяронов. Для
различных значений параметров, которыми являются фононные часто-
ты, вычисленывеличиныкритических температур бозе-конденсации, теп-
лоты перехода в состояние конденсата, теплоёмкости и скачки теплоём-
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кости в точке перехода.
В §5 обсуждается природа токовых состояний в бозе-конденсате ТИ–

биполяронов. Показано, что переход из бестокового в токовое состояние
является резким.

В §6 даётся сравнение с экспериментом.
В §7 рассмотрены вопросы расширения теории, которые позволили

быпровести более детальные сравнения с экспериментальнымиданными
по ВТСП материалам.

В §8 кратко суммированы полученные результаты.

2. Гамильтониан Пекара-Фрёлиха.
Канонические преобразования

Следуя [33]-[37], при описании биполяронов будем исходить из га-
мильтониана Пекара-Фрёлиха:

H = − ~
2

2m∗∆r1 −
~
2

2m∗∆r2 +
∑

k

~ω0
ka

+
k ak + U (|r⃗1 − r⃗2)|+ (1)

∑

k

(

Vke
ik⃗r⃗1ak + Vke

ik⃗r⃗2ak +H.c.
)

, U (|r⃗1 − r⃗2|) =
e2

ϵ∞ |r⃗1 − r⃗2|
,

где r⃗1, r⃗2 –координатыпервогоивторого электрона, соответственно; a
+
k , ak

– операторы рождения и уничтожения квантов поля с энергией ~ω0
k = ~ω0;

m∗ – эффективная масса электрона; величина U описывает кулоновское
отталкивание между электронами; Vk – функция волнового вектора k:

Vk =
e

k

√

2π~ω0

ϵ̃V
=

~ω0

ku1/2

(

4πα

V

)1/2

, u =

(

2m∗ω0

~

)1/2

, α =
1

2

e2u

~ω0ϵ̃
,

ϵ̃−1 = ϵ−1
∞ − ϵ−1

0 , (2)

где e – заряд электрона; ϵ∞ и ϵ0 – высокочастотная и статическая диэлек-
трические проницаемости; α – константа электрон-фононного взаимо-
действия; V – объём системы.

В системе центра масс гамильтониан (1) примет вид:

H = − ~
2

2Me
∆R−

~
2

2µe
∆r+

∑

k

~ω0
ka

+
k ak+U(|r⃗|)+

∑

k

2Vkcos
k⃗r⃗

2

(

ake
ik⃗R⃗ +H.c.

)

,

R⃗ = (r⃗1 + r⃗2)/2, r⃗ = r⃗1 − r⃗2, Me = 2m∗, µe = m∗/2 . (3)

В дальнейшем в этом разделе будем полагать ~ = 1, ω0
k = 1,Me = 1 (соот-

ветственно µe = 1/4).
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Координаты центра масс R⃗ могут быть исключены из гамильтониана
(3) посредством канонического преобразования Гейзенберга [38]:

S1 = exp

{

−i
∑

k

k⃗a+k ak

}

R⃗, S−1
1 akS1 = ake

−ik⃗R⃗, S−1
1 a+k S1 = a+k e

ik⃗R⃗. (4)

Соответственно, преобразованный гамильтониан примет вид:

H̃ = S−1
1 HS1 = −2∆r + U(|r⃗|) +

∑

k a
+
k ak +

∑

k 2Vkcos
k⃗r⃗
2 (ak + a+k ) +

+1
2

(

∑

k k⃗a
+
k ak

)2

(5)

Из (5) следует, что точное решение биполяронной проблемы опреде-
ляется волновой функцией ψ(r), содержащей только относительные коор-
динаты r и, таким образом, являющейся трансляционно-инвариантной.

Усреднение H̃ по ψ(r) приводит к гамильтониану H̄:

H̄ =
1

2

(

∑

k

k⃗a+k ak

)2

+
∑

k

a+k ak +
∑

k

V̄k(ak + a+k ) + T̄ + Ū ,

V̄k = 2Vk

⟨

Ψ

∣

∣

∣

∣

∣

cos
k⃗r⃗

2

∣

∣

∣

∣

∣

ψ

⟩

, Ū = ⟨Ψ |U(r)|Ψ⟩ , T̄ = −2 ⟨Ψ |∆r|Ψ⟩ . (6)

Из (6) следует, что биполяронный гамильтониан отличается от полярон-
ного гамильтониана заменой в последнем величины Vk на V̄k и добавле-
нием к поляронному гамильтониану постоянных T̄ и Ū .

С использованием канонического преобразования Ли, Лоу и Пайнса
[39]:

S2 = exp

{

∑

k

f(k)(a+k − ak)

}

, (7)

где fk – вариационные параметры, имеющие смысл величины смещения
осцилляторов поля из своих равновесных положений:

S−1
2 akSk = ak + fk, S−1

2 a+k Sk = a+k + fk, (8)

для гамильтониана ˜̃H:
˜̃H = S−1

2 H̄S2 (9)

получим:
˜̃H = H0 +H1,
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H0 = 2
∑

k

V̄kfk +
∑

k

f 2k +
1

2

(

∑

k

k⃗f 2k

)2

+H0 + T̄ + Ū ,

H0 =
∑

k

ωka
+
k ak +

1

2

∑

k,k′

k⃗k⃗′fkfk′(akak′ + a+k a
+
k′ + a+k ak′ + a+k′ak),

ωk = 1 +
k2

2
+ k⃗

∑

k′

k⃗′f 2k′. (10)

Гамильтониан H1 содержит линейные, тройные и четверные по операто-
рам рождения и уничтожения члены. Его явный вид приведён в [31]-[33].

Далее, как показано в [31]-[32], использование канонического преоб-
разования Боголюбова–Тябликова [40] для перехода от операторов a+k , ak
к новым операторам α+

k , αk:

ak =
∑

k′

M1kk′αk′ +
∑

k′

M ∗
2kk′α

+
k′,

a+k =
∑

k′

M ∗
1kk′α

+
k′ +

∑

k′

M2kk′αk′, (11)

в которыхH0 – диагональный оператор, обращает в ноль математическое
ожиданиеH1.

В новых операторах α+
k , αk гамильтониан (10) примет вид

˜̃̃
H:

˜̃̃
H = Ebp +

∑

k

νkα
+
k αk,

Ebp = ∆Er + 2
∑

k

V̄kfk +
∑

k

f 2k + T̄ + Ū , (12)

где∆Er – так называемая "энергия отдачи". Общее выражение для∆Er =
∆Er {fk} было получено в [32]. Конкретный расчёт энергии основного со-
стояния Ebp осуществляется посредством минимизации (12) по fk и ψ и
был проведён в [36].

Входящие в (12) перенормированные частоты νk согласно [31], [32]
определяются уравнением для величины s:

1 =
2

3

∑

k

k2f 2kωk

s− ω2
k

, (13)

решения которого дают спектр значений s =
{

ν2k
}

.
Из (11), (12) следует, что в результате канонического преобразования

вместо исходной системы двух независимых электронов и свободного по-
ляфононовполучаютсяновые "физическиечастицы": ТИ-биполяроны ([31],
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[32], [37]) с числом возбужденных состояний, в точности равнымчислуфо-
нонных состояний.

Если концентрация биполяронов мала, то наличие других биполяро-
нов не скажется на спектре отдельного биполярона. Это основное предпо-
ложение, сделанное в статье, позволяющее рассматривать вместо много-
частичной спектральной задачи одночастичную со спектром (14), (15).

3. Энергетический спектр ТИ-биполярона
Гамильтониан (12) удобно представить в виде:

˜̃̃
H =

∑

n=0,1,2,...

Enα
+
nαn, (14)

En =







Ebp, n = 0;

νn = Ebp + ω0 +
k2n
2 , n ̸= 0;

(15)

где в случае трёхмерного ионного кристалла k⃗n – вектор с компонентами

kni
= ±2π(ni − 1)

Nai

, ni = 1, 2, ...,
Nai

2
+ 1, i = x, y, z, (16)

Nai – число атомов вдоль i-ой кристаллографической оси.
Докажем справедливость выражения для спектра (14), (15). Поскольку

операторыα+
n ,αn подчиняются бозевскимперестановочнымсоотношени-

ям:

[

αn, α
+
n′

]

= αnα
+
n′ − α+

n′αn = δn,n′, (17)

то их можно считать операторами рождения и уничтожения ТИ-биполя-
ронов. Энергетический спектр ТИ-биполяронов, согласно (13), определя-
ется уравнением:

F (s) = 1, (18)

где:

F (s) =
2

3

∑

n

k2nf
2
kn
ω2
kn

s− ω2
kn

. (19)

Уравнение (18) удобно решать графически (Рис. 1):
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Рис. 1. Графическое решение уравнения (18).

Из рис. 1 следует, что частоты νkn лежат между частотами ωkn и ωkn+1
.

Таким образом, спектр νkn, как и спектр ωkn, является квазинепрерывным:
νkn − ωkn = O(N−1), что и доказывает справедливость (14), (15).

Отсюда следует, что спектр ТИ-биполярона имеет щель между основ-
ным состоянием Ebp и квазинепрерывным спектром, равную ω0.

Ниже мы рассмотрим случай низкой концентрации ТИ-биполяронов
в кристалле. Тогда с хорошей точностьюможно рассматривать их как иде-
альный бозе-газ, свойства которого определяются гамильтонианом (14).

4. Статистическая термодинамика газа
ТИ-биполяронов низкой плотности

Рассмотрим идеальный бозе-газ ТИ-биполяронов, представляющий
собой систему из N частиц, находящихся в объёме V . Обозначим через
N0 число частиц в нижнем одночастичном состоянии, а через N

′ – число
частиц в более высоких состояниях. Тогда:

N =
∑

n=0,1,2,...

m̄n =
∑

n

1

e(En−µ)/T − 1
, (20)

N = N0 +N ′, N0 =
1

e(Ebp−µ)/T − 1
, N ′ =

∑

ni ̸=0

1

e(En−µ)/T − 1
. (21)

Заменяя в выражении для N ′ (21) суммирование на интегрирование по
квазинепрерывному спектру (14), (15) и полагая в (21) µ = Ebp, получим
из (20), (21) уравнение для определения критической температуры бозе-
конденсации Tc:

Cbp = fω̃

(

T̃c

)

, (22)



11

fω̃

(

T̃c

)

= T̃ 3/2
c F3/2

(

ω̃/T̃c

)

, F3/2(α) =
2√
π

∫ ∞

0

x1/2dx

ex+α − 1
,

Cbp =

(

n2/32π~2

Meω∗

)3/2

, ω̃ =
ω0

ω∗ , T̃c =
Tc
ω∗ ,

где n = N/V . Связь обозначения F3/2 с другими обозначениями дана в
приложении. На рис. 2 приведено графическое решение уравнения (22)
для значений параметров Me = 2m∗ = 2m0, где m0 – масса свободного
электрона в вакууме,ω∗ = 5мэВ (≈58К), n = 1021 см−3 и значений: ω̃1 = 0, 2;
ω̃2 = 1; ω̃3 = 2; ω̃4 = 10, ω̃5 = 15, ω̃6 = 20.

Рис. 2. Решения уравнения (22) с Cbp = 331, 35 и ω̃i = {0, 2; 1; 2; 10; 15; 20},
которым соответствуют T̃ci: T̃c1 = 27, 325; T̃c2 = 30, 0255;
T̃c3 = 32, 1397; T̃c4 = 41, 8727; T̃c5 = 46, 1863; T̃c6 = 49, 9754.

Из рис. 2 следует, что критическая температура растёт с ростомфононной
частоты ω0. Соответствующие выбранным значениям параметров отно-
шения критических температур Tci/ω0i приведены в таблице I. Из таблицы
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I следует вывод о том, что критическая температура ТИ-биполяронного
газа всегда выше, чем в случае идеального бозе-газа (ИБГ). Из рис. 2 также
следует, что увеличение концентрации ТИ-биполяронов n будет приво-
дить к увеличению критической температуры, а увеличение массы элек-
трона m∗ – к её снижению. При ω̃ = 0 результаты переходят в известный
предел ИБГ. В частности, из (22) при ω̃ = 0 следует выражение для крити-
ческой температуры ИБГ:

Tc = 3, 31~2n2/3/Me. (23)

Подчеркнём, однако, что в (23) входитMe = 2m∗, а не масса биполярона.
Это снимает проблему низкой температуры конденсации, возникающей
как в теории ПМР, так и в теории ПБР, в которых в выражении (23) фи-
гурирует масса биполярона [26]-[29]. Другой важный результат состоит в
том, что критическая температура Tc для выбранных значений парамет-
ров значительно превосходит энергию щели ω0.

Из (20), (21) следует, что:

N ′(ω̃)

N
=
T̃ 3/2

Cbp
F3/2

(

ω̃

T̃

)

, (24)

N0(ω̃)

N
= 1− N ′(ω̃)

N
. (25)

На рис. 3 приведенытемпературные зависимостичисланадконденсатных
частицN ′ и числа частиц, находящихся в конденсатеN0, для вышеуказан-
ных значений параметров ω̃i. Из рис. 3 следует, что, как и следовало ожи-
дать, число частиц в конденсате растёт с увеличением щели ωi.

Энергия ТИ-биполяронного газа E определяется выражением:

E =
∑

n=0,1,2,...

m̄nEn = EbpN0 +
∑

n ̸=0

m̄nEn. (26)

С использованием (14), (15) для удельной энергии (т.е. энергии, приходя-
щейся на один ТИ-биполярон) Ẽ(T̃ ) = E/Nω∗, Ẽbp = Ebp/ω

∗ из (26) полу-
чим:

Ẽ(T̃ ) = Ẽbp +
T̃ 5/2

Cbp
F3/2

(

ω̃ − µ̃

T̃

)





ω̃

T̃
+
F5/2

(

ω̃−µ̃

T̃

)

F3/2

(

ω̃−µ̃

T̃

)



 , (27)

F5/2(α) =
2√
π

∫ ∞

0

x3/2dx

ex+α − 1
,
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Рис. 3. Температурные зависимости относительного числа
надконденсатных частиц N ′/N и частиц, находящихся в конденсате
N0/N = 1−N ′/N для значений параметров ω̃i, приведённых на рис. 2.

где µ̃ определяется из уравнения:

T̃ 3/2F3/2

(

ω̃ − µ̃

T̃

)

= Cbp; (28)

µ̃ =







0, T̃ ≤ T̃c;

µ̃(T̃ ), T̃ ≥ T̃c.

Связь µ̃ с химическим потенциалом системы µ даётся соотношением µ̃ =
(µ−Ebp)/ω

∗. Из (27)-(28) также следуют выражения для свободной энергии:
F = −2E/3 и энтропии S = −∂F/∂T .

На рис. 4 приведены температурные зависимости ∆E = Ẽ − Ẽbp для

вышеуказанных значений параметров ωi. Точки излома на кривых∆Ei(T̃ )
соответствуют значениям критических температур Tci.
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Рис. 4. Температурные зависимости∆E(T̃ ) = Ẽ(T̃ )− Ẽbp

для значений параметров ω̃i, приведённых на рис. 2, 3.

Полученные зависимости позволяют найти теплоёмкость ТИ-биполярон-
ного газа: Cv(T̃ ) = dẼ/dT̃ . Из (27) для Cv(T̃ ) при T̃ ≤ T̃c получим:

Cv(T̃ ) =
T̃ 3/2

2Cbp

[

ω̃2

T̃ 2
F1/2

(

ω̃

T̃

)

+ 6

(

ω̃

T̃

)

F3/2

(

ω̃

T̃

)

+ 5F5/2

(

ω̃

T̃

)]

, (29)

F1/2(α) =
2√
π

∫ ∞

0

1√
x

dx

ex+α − 1
.

Из (29) следует известная экспоненциальная зависимость теплоёмкости
принизких температурахCv ∽ exp(−ω0/T ), обусловленнаяналичиемэнер-
гетической щели ω0.

На рис. 5 приведенытемпературные зависимости теплоёмкостиCv(T̃ )
для вышеуказанных значений параметров ω̃i. В таблице I для значений
параметров ω̃i приведены величины скачков теплоёмкости:

∆
∂Cv(T̃ )

∂T̃
=
∂Cv(T̃ )

∂T̃

∣

∣

∣

∣

∣

T̃=T̃c+0

− ∂Cv(T̃ )

∂T̃

∣

∣

∣

∣

∣

T̃=T̃c−0

(30)

в точках перехода.
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Рис. 5. Температурные зависимости теплоёмкости для различных
значений параметров ωi: ω0 = 0; T̃C0

= 25, 2445; Cv(T̃c1) = 1, 925;
ω1 = 0, 2; T̃C1

= 27, 325; Cv(T̃c1 − 0) = 2, 162; Cv(T̃c1 + 0) = 1, 868;
ω2 = 1; T̃C2

= 30, 0255; Cv(T̃c2 − 0) = 2, 465; Cv(T̃c2 + 0) = 1, 812;
ω3 = 2; T̃C3

= 32, 1397; Cv(T̃c3 − 0) = 2, 699; Cv(T̃c3 + 0) = 1, 777;
ω4 = 10; T̃C4

= 41, 8727; Cv(T̃c4 − 0) = 3, 740; Cv(T̃c4 + 0) = 1, 6779;
ω5 = 15; T̃C5

= 46, 1863; Cv(T̃c5 − 0) = 4, 181; Cv(T̃c5 + 0) = 1, 651;
ω6 = 20; T̃C6

= 49, 9754; Cv(T̃c6 − 0) = 4, 560; Cv(T̃c6 + 0) = 1, 633.

Полученные зависимости позволяют найти скрытую теплоту перехо-
да q = TS,где S – энтропия надконденсатных частиц. В точке перехода
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эта величина равна: q = 2TcCv(Tc − 0)/3, где Cv(T ) определяется формулой
(29), и для вышеуказанных значений параметров ωi приведена в Таблице
I.

Таблица I. Рассчитанные значения характеристик бозе-газа
ТИ-биполяронов с концентрацией n = 1021 см−3

i 0 1 2 3 4 5 6

ω̃i 0 0,2 1 2 10 15 20

Tci/ωoi ∞ 136,6 30 16 4,2 3 2,5

qi/Tci 1,3 1,44 1,64 1,8 2,5 2,8 3

−∆(∂Cv,i/∂T̃ ) 0,11 0,12 0,12 0,13 0,14 0,15 0,15

Cv,i(Tc − 0) 1,9 2,16 2,46 2,7 3,74 4,2 1,6

(Cs − Cn)/Cn 0 0,16 0,36 0,52 1,23 1,53 1,8

nbpi ·cm3 16·1019 9,4·1018 4,2·1018 2,0·1018 1,2·1017 5,2·1014 2,3·1013

ω̃i = ωi/ω
∗, ω∗ = 5мэВ, ωi – энергия оптического фонона; Tci – критическая

температура перехода, qi – скрытая теплота перехода из конденсатного в
надконденсатное состояние;

−∆(∂Cv,i/∂T̃ ) = ∂Cv,i/∂T̃
∣

∣

∣

T̃=T̃ci
+0

− ∂Cv,i/∂T̃
∣

∣

∣

T̃=T̃ci
−0
– скачок теплоёмкости

при СП переходе, T̃ = T/ω∗; Cv,i(Tc − 0) – теплоёмкость в СП фазе в кри-
тической точке; Cs = Cv(Tc − 0), Cn = Cv(Tc + 0). Расчёты проведены для
концентрации ТИ-биполяронов n = 1021 см−3 и эффективной массы зон-
ного электронаm∗ = m0.

В таблицеприведенытакже значения концентрацийТИ-биполяронов
nbpi для ВТСП Y Ba2Cu3O7, исходя из экспериментального значения темпе-
ратуры перехода Tc = 93K (§6).

5. Токовые состояния ТИ-биполяронного газа
Выше мы рассмотрели равновесные свойства газа ТИ-биполяронов.

Само по себе образование бозе-конденсата ещё не означает, что он обла-
дает сверхпроводящими свойствами. Чтобыдоказать такую возможность,
рассмотрим полный импульс ТИ-биполярона:

P⃗ =
ˆ⃗
P1 +

ˆ⃗
P2 +

∑

k⃗a+k ak, (31)

где
ˆ⃗
P1 и

ˆ⃗
P2 – импульс первого и второго электрона соответственно. Лег-

ко проверить, что P⃗ коммутирует с гамильтонианом (1) и, следовательно,
является сохраняющейся величиной, т.е. с-числом.
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По этой причине для рассмотрения неравновесных свойств и, прежде
всего, токовых состояний можно воспользоваться обобщением преобра-
зования Гейзенберга (4), введя вместо (4) преобразование:

S1(P) = exp

{

P⃗ −
∑

k

k⃗a+k ak

}

. (32)

Общее выражение для функционала полной энергии ТИ-биполярона при
P⃗ ≠ 0 дано в [31]. ТИ-биполяроны, находящиеся в конденсатном состоя-
нии, имеют единую волновую функцию для всего конденсата и не терма-
лизуются в состоянии с P⃗ ̸= 0 . В надконденсатной части фононы, волно-
вые векторы которых дают вклад в P⃗ (31) , термализованы, и их суммар-
ный импульс будет равен нулю.

Таким образом, все изменения при рассмотрении случая P⃗ ̸= 0 каса-
ются только выражения для энергии основного состояния, которое стано-
вится зависящим от P⃗, а спектр возбуждённых состояний (14), (15) остаёт-
ся неизменным. Отсюда следует вывод о резком переходе от бестокового
к токовому состоянию при переходе через критическую точку, что нахо-
дится в соответствии с экспериментом.

6. Сравнение с экспериментом
На рис. 4 показаны типичные зависимости E(T̃ ). Из них следует, что

в точке перехода энергия является непрерывной функцией T̃ . Это означа-
ет, что на сам переход энергию затрачивать не надо и переход является
фазовым переходом 2-го рода в полном соответствии с экспериментом. В
то же время переход бозе-частиц из конденсатного состояния в надкон-
денсатное связан с энергозатратами, которые определяются величиной q
(§4, Таблица I), определяющей скрытую теплоту перехода бозе газа, что
делает такой переход фазовым переходом 1-го рода.

Рассмотрим в качестве примера ВТСП Y Ba2Cu3O7 с температурой пе-
рехода 90 ÷ 93K, объём элементарной ячейки 0, 1734 · 10−21см−3, концен-
трация дырок n ≈ 1021 см−3. Согласно оценкам [41], энергия Ферми рав-
на: ϵF = 0, 37 эВ. Концентрацию ТИ-биполяронов в Y Ba2Cu3O7 найдём из
уравнения (22):

nbp
n
Cbp = fω̃(T̃c) (33)

с T̃c = 1, 6. В таблице I приводятся значения nbp,i для значений парамет-
ров ω̃i, приведённых в §4. Из таблицы I следует, что nbp,i << n. Таким об-
разом, только малая часть носителей тока находится в биполяронном со-
стоянии, что оправдывает рассматриваемое нами приближение газа ТИ-
биполяронов низкой плотности. Уровни энергии таких ТИ-биполяронов
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лежат вблизи поверхности Ферми и описываются волновой функцией:

Ψ(r⃗) = eik⃗F r⃗/
√
2φ(r⃗), (34)

которая приводит к замене величины T̄ , фигурирующей в (6), на:

T̄ = −2 ⟨φ |∆r|φ⟩+ k2F , (35)

то есть к отсчёту энергииот уровняФерми (последнийчлен вправойчасти
(35) в размерных единицах равен ϵF = ~

2k2F/2m
∗).

Согласно излагаемому подходу, для возникновения сверхпроводимо-
сти необходимо образование спаренных состояний. Условие образования
таких состояний имеет вид:

|Ebp| ≥ 2 |Ep| , (36)

гдеEp –энергияТИ-полярона [36]. Условие (36) определяет величинупсев-
дощели:

∆1 = |Ebp − 2Ep| . (37)

При∆1 >> ω0 величина псевдощелиможет намного превышать как Tc, так
и энергиющели (т.е. ω0). Из выражения для спектраEbp иEp (14)-(15) выте-

кает, что угловая зависимость∆1(k⃗) полностью определяется симметрией

изоэнергетической поверхности фононного волнового вектора k⃗. Ранее
к этому выводу пришёл Беннет [42], доказавший, что основным источ-
ником анизотропии сверхпроводящих свойств является угловая зависи-
мость фононного спектра, хотя определённый вклад вносит и анизотро-
пия поверхности Ферми.

Из сказанного следует, что образование псевдощели, – это фазовый
переход, предшествующийпоследующемуфазовомупереходу в сверхпро-
водящее состояние. Последние эксперименты [43] также свидетельствуют
в пользу этого утверждения.

В работе [34] былпроведён расчёт корреляционной длиныдля ТИ-би-
поляронов. Согласно [34], в ВТСПматериалах её величинаможетменяться
от нескольких ангстрем до нескольких десятков ангстрем, что также нахо-
дится в согласии с экспериментом.

Особый интерес представляет определить характерную энергию фо-
нонов, ответственных за образование ТИ-биполяронов и сверхпроводя-
щих свойств оксидных керамик. С этой целью воспользуемся сравнени-
ем рассчитанных значений скачков теплоёмкостей с экспериментальны-
ми данными.

Как известно, в теории БКШ скачок теплоёмкости равен

Cs − Cn

Cn

∣

∣

∣

∣

Tc

= 1, 43,
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где Cs – теплоёмкость в сверхпроводящей фазе, а Cn – в нормальной фа-
зе, и не зависит от параметров модельного гамильтониана. Как следует
из численных расчётов, приведённых на рис. 5 и в таблице I, в отличие от
теории БКШ, величина скачка зависит от фононной частоты. Таким обра-
зом, изложенный подход предсказывает существование изотопического
эффекта для скачка теплоёмкости.

Рис. 6. Сравнение теоретической (сплошная линия) и
экспериментальной [44] (прерывистая линия) зависимостей в области

скачка теплоёмкости.

Как следует из рис. 6, скачок теплоёмкости, вычисленный теоретически
(§4), совпадает с экспериментальным значением в Y Ba2Cu3O7 [44], при
ω̃ = 1, 5, то есть при ω = 7, 5 мэВ. Это соответствует концентрации ТИ-
биполяронов nbp = 2, 6 · 1018 см−3. Таким образом, в отличие от широко
распространённого мнения, что в оксидных керамиках за сверхпроводи-
мость ответственны высокоэнергетичные фононы (с энергией 70÷80мэВ
[45]), в действительности за сверхпроводимость в ВТСПматериалах долж-
ны быть ответственны мягкие фононные моды.

Отметим, что при расчёте температуры перехода считалось, что эф-
фективная массаMe в уравнении (22) не зависит от направления волново-
го вектора, то есть был рассмотрен изотропный случай.

В анизотропном случае, выбирая в качестве координатных главные
оси вектора k, получим вместо эффективной массыMe величину

(MexMeyMez)
1/3.

ВслоистыхВТСПматериалах значения эффективныхмасс, лежащихвплос-
кости слоёвMex,Mey, близки по величине. Полагая в этом случае

Me =Mex =Mey =M∥,Mez =M⊥,

получим вместо величины Cbp , определяемой (22), величину C̃bp = Cbp/γ,
γ2 = M⊥/M∥ – параметр анизотропии. Таким образом, учёт анизотропии



20

эффективных масс даёт для концентрации nbp величину ñbp = γnbp. Сле-
довательно, учёт анизотропии может на порядок и более увеличить оцен-
ку концентрации ТИ-биполяронов. Если для Y Ba2Cu3O7 принять оценку
γ2 = 30 [45], то для концентрацииТИ-биполяронов получим: ñbp = 1, 4·1019
см−3, что оставляет в силе общий вывод: в рассматриваемом случае лишь
малаячастьносителей токанаходится вТИ-биполяронномсостоянии. Си-
туация может измениться, если параметр анизотропии очень велик. Так,
например, в слоистыхВТСПBi-Sr-Ca-Cu-Oпараметр анизотропии γ > 100,
соответственно концентрация ТИ-биполяронов в этих соединениях мо-
жет быть одного порядка с полной концентрацией носителей тока.

Другой важный вывод, к которому приводит учёт анизотропии эф-
фективных масс, – зависимость температуры перехода Tc не от nbp и M∥
по отдельности, а только от их отношения, что непосредственно следует
из (22).

7. Необходимые обобщения теории
Выше был рассмотрен случай идеального газа ТИ-биполяронов. При

малойконцентрацииТИ-биполяроновихкулоновское взаимодействиебу-
дет сильно заэкранировано, что оправдывает использование модели иде-
ального газа.

Если концентрация ТИ-биполяронов велика (например n = 1021 см−3,
как это считалось в §4), то такой бозе-газ уже нельзя считать идеальным.
Учёт кулоновского взаимодействиямеждубиполяронамистановитсянеоб-
ходимым. С этой целью можно воспользоваться теорией Боголюбова [46]
для слабонеидеального бозе-газа, согласно которой спектр элементарных
возбуждений бозона с импульсом k будет определяться выражением:

E(k) =
√

k2u2(k) + (k2/2mB)2, (38)

где u(k) =
√

nBV (k)/mB, V (k) – Фурье компонента потенциала парного
взаимодействия между заряженными бозонами: V (k) = 4πe2B/ϵ0k

2, eB и
mB – заряд и масса бозона, nB – концентрация бозонов.

Отсюда получаем:

E(k) =
√

(~ωp)2 + (k2/2mB)2, ωp =
√

4πe2nB/ϵ0mB, (39)

ωp – плазменная частота. Согласно (39), спектр возбуждений квазичастиц
неидеального газа характеризуется конечной энергетической щелью, ко-
торая в длинноволновом пределе равна ωp. К такому же результату можно
прийти, если кулоновское взаимодействие между заряженными бозона-
ми рассматривать как результат электрон-плазмонного взаимодействия.
Согласно [47], гамильтониан электрон-плазмонного взаимодействия по
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своей структуре совпадает с фрёлиховским гамильтонианом, в котором
вместо фононной частоты фигурирует плазмонная частота. Это немед-
ленно приводит к энергетической щели, равной плазмонной частоте ωp,
если в (39) положить: eB = 2e, mB = 2m∗, nB = n/2, где n – концентра-
ция электронов. Таким образом, при ωp < ω0 энергетическая щель будет
определяться ωp, а при ωp > ω0 щель по-прежнему будет определяться ω0.

В действительности в реальных ВТСП имеются не только фононные
и плазмонные ветви, но и другие элементарные возбуждения, которые
могут принимать участие в спаривании электронов, например спиновые
флуктуации. Обобщение теории на случай взаимодействия с различны-
ми ветвями возбуждений, которые будут давать вклад в энергиюосновно-
го состояния, величину щели и закон дисперсии ТИ-биполярона является
актуальной задачей. Очевидно, учёт такого взаимодействия приведёт к
увеличению энергии связи как ТИ-биполяронов, так и ТИ-поляронов. По
этой причине априори без конкретных расчётов ничего нельзя сказать о
том, как изменится условие стабильности ТИ-биполяронных состояний,
определяемой условием (36).

Другой важной задачей является обобщение теории на случай проме-
жуточной силы связи ЭФВ.Формально выражение дляфункционала энер-
гии основного состояния ТИ-биполярона (12) применимо для любой ве-
личины константы связи ЭФВ. По этой причине такой расчёт не изменит
спектр возбуждённых состояний ТИ-биполярона, однако изменит крите-
рии выполнения условия стабильности ТИ-биполярона (36).

8. Заключительные замечания
В данной статье представлены выводы, вытекающие из последова-

тельного трансляционно-инвариантного рассмотрения ЭФВ. Спаривание
электронов при любой константе связи, основанное на таком рассмотре-
нии, приводит к представлению о ТИ-поляронах и ТИ-биполяронах. Бу-
дучибозонами, ТИ-биполяронымогутиспытывать бозе-конденсацию,при-
водящую к сверхпроводимости. Перечислим основные результаты, к ко-
торым приводит такой подход. Прежде всего, изложенная теория снима-
ет проблему большой величины эффективной массы биполярона (§4). Как
следствие, снимаютсяформальныеограниченияна величинукритической
температуры перехода. Теория количественно объясняет такие термоди-
намические свойства ВТСП, как наличие (§4) и величину (§6) скачка теп-
лоёмкости, отсутствующего в теории бозе-конденсации идеального газа.
Теория объясняет наличие большого отношения ширины псевдощели к
Tc (§6). Теория объясняет небольшую величину корреляционной длины
[34]. Теория объясняет наличие в ВТСП материалах щели (§3) и псевдо-
щели (§6). Естественное объяснение получает угловая зависимость щели
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и псевдощели (§6).
Соответственно, изотопический эффект автоматически вытекает из

выражения (22), в котором в качестве щели фигурирует фононная частота
ω0. Вывод о зависимости температуры перехода Tc от отношения nbp/M∥
(§6) коррелирует с универсальным для всех ВТСПматериалов законом Уе-
муры, согласно которому температура перехода связана с концентрацией
носителей тока, поделённой на его эффективную массу [48].

Применение теории к 1D и 2D системам приводит к качественно но-
вым результатам, поскольку наличие щели в спектре ТИ-биполярона ав-
томатически снимает расходимостипрималыхимпульсах, присущих тео-
рии идеального бозе-газа. Рассмотрение этих вопросов будет изложено
автором отдельно. Случай 1D-полярона был рассмотрен в работе [49].

9. Приложение. Замечание об обозначениях
Функция F3/2(α) называется полилогарифм= Li3/2(e

−α), в математике
это функция PolyLog, так что функция fω̃ в (22) будет:

fω̃ = T̃ 3/2PolyLog
[

3/2, e−ω̃/T̃
]

.

В общем случае функция PolyLog порядка s определяется как:

PolyLog
[

s, e−α
]

=
1

Γ(s)

∫ ∞

0

ts−1

et+α − 1
dt,

где Γ(s) – гамма-функция: Γ(1/2) =
√
π, Γ(3/2) =

√
π/2, Γ(5/2) = 3

√
π/4.

Соответственно, встречающиеся в тексте функции F1/2, F3/2, F5/2 бу-
дут:

F1/2 = 2PolyLog
[

1/2, e−ω̃/T̃
]

;

F3/2 = PolyLog
[

3/2, e−ω̃/T̃
]

;

F5/2 = 3/2PolyLog
[

5/2, e−ω̃/T̃
]

.
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