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A force d'habitude, le fair que les sdries thSta ddfinissent des fonctions modulaires a 

presque cess6 de nous dtonner. Mais l 'apparit ion du groupe symplectique comme un deus  

ex m a c h i n a  dans les cdl6bres t ravaux de Siegel sur les formes quadratiques n 'a  rien perdu 

encore de son caract6re mystdrieux. Le but  de ce mdmoire, et de ceux qui lui feront suite, 

n 'est  pas, bien entendu, d'dlucider ddfinitivement la question, mais de jeter un peu de 

lumi6re sur certains aspects de cette thdorie qui dtaient restds dans l 'ombre jusqu's prdsent. 

Une analyse attentive des t ravaux de Siegel permet en effet de ddceler le rSle capital 

qu 'y  joue une certaine reprdsentation unitaire, non pas du groupe symplectique lui-m~me, 

mais d 'une extension centrale de ce groupe, ainsi que des groupes analogues sur les corps 

p-adiques. I1 se irouve que cette reprdsentation, pour le cas du groupe symplectique rdel 

(et m~me de sa g~ndralisation naturelle s l 'espace de Hilbert), a dtd d~finie et ~tudide rdcem- 

ment  par  D. Shale [7], apr6s que son existence, ou du moins celle de la reprdsentation 

projective correspondante, eSt dtd reconnue par  I. Segal [5] s propos de mdcanique quanti- 

que. Celui-ci est revenu sur la question [6], ~ la suite d 'un exposd oh j 'en avais soulignd 

l ' importance en thdorie des nombres; j 'ai  empruntd ~ son travail, dont je lui suis reconnais- 

sant de m'avoir  communiqu6 le manuscrit, le principe de la ddmonstration du thdor6me 

d'existence (thdor6me 1 ci-dessous; pour une autre ddmonstration, cf. G. Mackey [3]), 

ainsi que l'idde de prendre pour point de ddpart la th6orie gdndrale des groupes abdliens 

localement compacts. 

En consdquence, les thdor6mes fondamentaux concernant la reprdsentation unitaire 

en question seront exposds au Chapitre I pour un groupe abdlien loealement compact 

qui n 'est  soumis ~ aucune hypoth6se restrictive; qu'il me soit permis, en passant, de 

signaler l'intdr6t qu'il y aurait  peut-~tre s examiner de plus pr6s, du point de rue  de la 

(x) P e n d a n t  la p~riode off co m6moi re  a 6t6 r6dig6, j ' a i  6t6 suppor t6  ~t la  fois pa r  la Na t i ona l  

Science F o u n d a t i o n  (cont ra t  GP-823) e t  pa r  l ' I n s t i t u t  des  H a u t e s  E t u d e s  Scient i f iques  do Bures - su r -  

YveVte; h l ' une  eL h l ' au t r e  je  suis  h e u r e u x  d ' e x p r i m e r  ici m a  reconna issance .  
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prdsente th~orie, le cas des groupes finis(l). Le Chapitre I I  fixe les notations en vue de 

l 'application des rdsultats qui prdc~dent aux espaces veetoriels sur les corps locaux (c'est- 

m-dire les corps localement compacts non discrets) et sur les anneaux addliques; et il fait 

servir les thdor~mes 2 et 5 du Chapitre I ~ une ddmonstration de la loi de r4ciprocitd 

quadratique, apparent~e b. celle qui figure au dernier chapitre du livre classique de Hecke 

sur les corps de hombres alg6briques. Une ddmonstration directe tr~s simple des thdor~mes 

2 et 5, inddpendante de la thdorie exposde au Chapitre I,  a dtd obtenue rdcemment par  P. 

Cartier (el. [2]); jointe aux considdrations du Chapitre I I  du prdsent mdmoire, et notam- 

ment  aux propositions 3 et 4 de celui-ci, elle constitue ~ certains dgards la mdthode la plus 

satisfaisante qui soit actuellement eonnue pour fitablir la loi de r~ciprocit6 quadratique 

sous sa forme la plus gdndrale. Le Chapitre I I I  spdcialise au (~ cas local ~> et au (( cas addlique ,) 

la thdorie du Chapitre I,  en t ra i tant  en ddtail de questions de continuitd qu'il n 'dtait  gubre 

possible d 'aborder utilement dans le cadre de celui-ci. C'est ainsi qu'on obtient, dans 

le cas local et dans le cas addlique, une reprdsentation unitaire d 'un groupe localement 

compact (dit (, mdtaplectique >)) qui, sauf en caractdristique 2, est une extension centrale 

du groupe sympleetique par  le tore T. Au Chapitre IV, on f a r  voir que celle-ci peut  se 

rdduire ~ une extension, en gdndral non triviale, du m6me groupe par  le groupe { _  1}; 

autrement  dit, la classe de eohomologie qui la ddtermine est toujours d'ordre 2 et n 'est  pas 

nulle en g~n6ral; bien que ce rdsultat ne doive nous 6tre d 'aueune utilitd par  la suite, it 

rdpond ~ une question si naturelle qu'il n ' a  pas sembld superflu de l'insdrer ici. Enfin le 

Chapitre V fixe les notations en rue  de la spdcialisation des rdsultats ci-dessus au cas des 

algbbres s involution, indispensable pour les applications aux groupes classiques; il donne, 

en rue  de ces applications, quelques rdsultats auxiliaires, et il se termine sur l'dnonc6 

d 'une formule qui gdndralise des rdsultats classiques de Siegel et dont la ddmonstration 

formera l 'objet principal du mdmoire suivant. 

Table des notations 

Chapitre I 

n ~ 1: T, G*, <x,x*>, a*, X2(G ). 

n ~ 2: i f ,  r  I~1. 

n ~ 3: Sp(G). 
n ~ 4:  U(w), A(G), A(G).  

n ~ 5: B(G), Bo(G), (a, ]). 
t �9 

n ~ 6: do (~  ), do(7) ,  to(f) ,  to(] ), if, /- .  
n ~ 7: ~(s) ,  ~ o ( G ) .  

n ~ 10: Bo(G) ,  T.  

n ~ l l :  5(G), $(H,H') .  

n ~ 13: ~z o, do, t o , do, ro. 

n ~ 14: 7(] ) -  

n ~ 16: F . .  

n ~ 19: B o ( G ,  r ) ,  r r ,  Bo(G,  I"). 

n ~ 20:  ~ o ( G ,  F ) .  

n ~ 2 2 : s 1 |  ~, s l |  z. 
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Chap#re I I  

n~ X*, Ix, x*], cr Q(X), Qa(X). 
n ~ 24: l), p, Z, ~(]). 
n ~ 26: qm. 
n ~ 27: L..  

n ~ 29: kv, or, A~,Xk, XA, Xv, X~, S, X~ Z, Xv. 
n ~ 30: 7,'v(]), 7"(]). 

Chapitre I I I  

n~ B(z, z~), Sp(X), 2(X), (~,/), Ps(X). 
n~ Aut (X), d(~), Is (X*, X), d' (~), t(]), t' (]'), 

~2(X), Ps+(X), Pa-(X). 
n ~ 33: /~, 
n~ Mp(X), ~, T, d(a), d'(~), t(/), t'(]'), r(s). 

n ~ 36: Ps(X, L), rL, rZ. 

n ~ 37: Ps(X)k, Ps(X)v, Ps(X)A, Ps(X)~, Ps(X)~ 

Soo, I'a, Mp(X)A, ~, T. 
n ~ 38: ~)v, ~s, r~, rs. 
n ~ 40: rk. 

Chapitre IV 

n ~ 43: Spl(X), Sp2 (X), Mp + (X), P8 + (X). 
n ~ 45: ~v, Mp(X)v, M(S), Mp(X)~ 

Chap#re V 

n ~ 46: P(X). 
n ~ 49: .~4, ~, v, X*, {x, x*}, ~*, Q(X/t4), Qa(X/t4), 

Aut (X/A), Is(X, Y/A), Ps(X/k), Ps(X/•). 
n~ P(i /k) ,  P(X/A), Mp(X/k), Mp(X/z4), 

Mp(X/k)A, Mp(X/A)A. 

I. Groupes ab611ens localement compacts 

1. Dans  ce chapitre, il s 'agira  pr inc ipa lement  d ' u n  groupe ab6lien localement com- 

pact  G, sur lequel on ne fera le plus souvent  aucune  hypoth~se restrictive; mais une par t ie  

de nos r6sultats  est sans int6r6t & moins que G ne soit isomorphe & son dual. Toutes  les 

applicat ions ult6rieures se rappor teront  & ] 'un  des cas suivants:  (a) G est u n  espace vectoriel 

X de dimension finie sur u n  corps k localement compact  non  discret; (b) G est de la forme 

XA =XkQAk,  off A k est l ' anneau  des addles d ' u n  corps k qui peu t  6tre, soit u n  corps de 

nombres  alg6briques, soit un  corps de fonctions alg6briques de dimension 1 sur  u n  corps 

fini, et oh X k est u n  espace vectoriel de dimension finie sur It. On se r6f~rera & ces cas en 

disant  que G est (( de type  local ~> dans  le cas (a), (( de type  ad61ique,  dans  le cas (b); si G 

est de type  local ou ad61ique, il est isomorphe ~ son dual .  Les groupes ab61iens localement 

compacts  seront  le plus souvent  not6s addi t ivement .  

On d6signera par  T le groupe mult ipl icat i f  des nombres  complexes t tels que ti= 1; u n  

caract~re de G est donc u n  morphisme de G dans  T. Si G et H sont  des groupes ab61iens 

localement  compacts, u n  bicaract~re de G • H sera une appl icat ion cont inue / de G • H 

dans  T telle que, pour  tou t  y E H, x-->](x,y) soit u n  caract~re de G e t  que, pour  tou t  

x E G, y-->/(x,y) soit u n  caract~re de H. 

Une  appl icat ion cont inue / de G dans  T sera appel6e u n  caract~re du second degrg 

de G si l ' appl icat ion 
(x, y)-->/(x + y)/(x)-l/(y) -I 

est u n  bicaract~re de G • G, ou, ce qui revient  an  m6me, si / satisfait  & la relat ion 

fix + y + z)/(x) fly)/(z) = fix + y)/(y + z)/(z + x) 

quels que soient x, y, z dans  G. 
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On notera toujours G* le dual de G (not4 additivement, lui aussi), et  on notera 

(x ,x*) ,  pour xEG, x* EG*, la valeur en x du caraet6re de G qui correspond g x*. On eon- 

viendra une lois pour toutes d'identifier avee G le bidual (G*)* de G de telle sorte que l 'on ait 

(x,z*>=(z*,x) 

(on pourrait  tout  aussi bien convenir de faire cette identification de mani~re h avoir 

(x, x*) = ( -  x*, x), et ce serait m~me plus commode g certains dgards, mais eela choquerait 

trop d'habitudes revues). Si x-->xa est un morphisme de G dans H, son dual ~* sera le 

morphisme de H* dans G* tel que l 'on ait 

(x~,y*)  =(x,y*~*~ 

quels que soient x E G, y* E H*. Tout  bicaract~re de G x H s'dcrit d 'une mani~re et d 'une 

seule sous la forme 
/(x,y) = (x,y~} = (y,x~*}, 

off ~ est un morphisme de H dans G*, ~* dtant done le morphisme de G dans H* dual de ~. 

Si G=H,  il faut  et il suffit, pour que / soit symdtrique en x, y, que l 'on alt a = ~ * ;  on dira 

alors que le morphisme r162 de G dans G* est symdtrique. 

Si / est un caraet~re du second degr4 de G, on aura 

l(x + y) l(x) -1/(y) -1 = (x, y ~}, (1) 

oh Q=p(/) est un morphisme, 4videmment symdtrique, de G dans G*; on exprimera (1) 

en disant que I e t  ~ sont associds l 'un ~ l 'autre. Si on ddsigne par  Xs(G ) le groupe multi- 

plicatif des caract~res du second degr4 de G, l 'application ]-->~(]) est un homomorphisme 

de X~(G) dans le groupe additif des morphismes symdtriques de G dans G*; le noyau de 

cet homomorphisme est le groupe multiplicatif XI(G ) des earaetbres de G. On peut  en dire 

plus dans le cas oh x---~2x est un automorphisme de G (ce qui a lieu par  exemple si G est 

de type local ou addlique sur un corps k de caractdristique autre que 2); lorsqu'il en est 

ainsi, on notera x--~2-1x l 'automorphisme de G inverse de x-->2x. En ce cas, s i p  est un 

morphisme symdtrique de G dans G*, il est associ4 au caraet~re du second degrd/q(x) = 

(x ,2qx~) ;  si on note X~(G) le sous-groupe de X~(G) formd par les/Q, on a alors Xs(G ) = 

X~(G) • XI(G), et X~(G) est isomorphe au groupe additif des morphismes symdtriques de 

G dans G*. 

On dira que le caract~re du second degrd / est non ddgdn&d si le morphisme symdtrique 

associ6 & / est un isomorphisme de G sur G*; pour qu'il existe de tels caraetbres, il est 

n4cessaire (mais non suffisant) que G soit isomorphe g G*. 
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2. Une  mesure de H a a r  dx d tan t  choisie dans  G, la  t r ans fo rma t ion  de Four i e r  if, 

re la t ive  s ce choix, est  celle qui, /~ une fonct ion (I) sur  G, associe la fonct ion (I)* =ff((I)) 

sur  G* ddfinie p a r  

r  (x*) = | r  �9 <x, x*>. dx 
J 

lorsque cet te  intdgrale a un  sens, e t  p a r  un  p ro longement  convenable  darts d ' a u t r e s  cas. 

I1 y a alors, sur  G*, une mesure  de H a a r  dx* et  une seule, d i te  la duale de dx, tel le que la 

t r ans fo rma t ion  ff-~ inverse de ff soit  donn~e p a r  la formule  

r (x) = f r  (x*)- (x, - x*) .  dx*; 

pour  cet te  mesure,  on a la formule  de Planchere l  

f ] ~P (x) ]3 dx = f l (I)* (x*) ]~ dx*. 

I1 est  clair  que, pour  t ou t  c > 0 ,  la mesure de H a a r  sur  G*, duale  de c.dx, est  c-ldx *. Cette  

r emarque  peu t  encore s ' exp r imer  comme suit:  

LEMM]~ 1. Soient G, H deux groupes abdliens localement compacts, munis de mesures 

de Haar dx, dy; soient G*, H* leurs duaux, munis des mesures de Haar dx*, dy* duales de 

dx et de dy. Alors, si ~ est un isomorphisme de G sur H, cr est un isomorphisme de H* sur 

G*, et on a I:r = I~1. 

Rappe lons  que, si G e t  H sont  des groupes  loca lement  compac ts  (commuta t i f s  ou non) 

munis  de mesures  de Haar ,  le module  d ' u n  i somorphisme ~ de G sur  H est  le nombre  

] ~ ] = d(x~)/dx ddfini pa r  la formule  

f F(y) dy = I o~ [. f F(xa) dx, 

oh F E  LI(H);  si G =H, il est  gdndralement  sous-entendu qu 'on  p rend  dx =dy, et  alors ]a l  

est  i nddpendan t  du  choix de dx. Pour  ddmont re r  le lemme,  posons m = ]~r p a r  t r a n s p o r t  

de s t ruc ture ,  ~ t r ans fo rme  dx en une mesure  de H a a r  d'y sur  H,  e t  on voi t  auss i t6 t  que 

d'y =m-~dy; il  s ' ensui t  que ~* t r ans fo rme  en dx* la mesure duale  de d'y, qui est, comme on 

l ' a  vu  plus  hau t ,  m.dy*; donc ~* t r ans fo rme  dy* en m-ldx *, ce qui ddmont re  le lemme.  

3. Soit  z-->z(l un au tomorph i sme  de G •  si on pose z=(x,x*), on pour ra  aussi  

dcrire a sous forme (( matr ic ie l le  >) : 
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(x,  x*) - +  (x, z * ) .  ~' , 

ce qui veu t  dire, bien entendu : 

(x, =*) -+ (x~ + x* 7, x/~ + x* ~); 

ici ~,/~, ? ,  ~ ddsignent des morph ismes  de G dans  G, de G dans  G*, de G* dans  G e t  de G* 

dans  G*, respect ivement .  On notera  que le dual  a* de l ' au tomorph i sme  ~ de G • G* ddfini 

pa r  ces formules est  l ' au tomorph i sme  

d e G * x G .  S o i t ~ l ' i s o m o r p h i s m e ( _ ~  ~) de G x G* sur G* x G, ou, ce qui revient au 

m6me, l ' i somorphisme (x, x*) --> ( - x*, x) (nous d6signerons souvent  pa r  1 l ' au tomorph i sme  

identique d 'un  groupe,  quel que s o i t e e  groupe).  La  formule 

(2) 

d6finit alors un au tomorph i sme  a t de G • G*, et  le l emme 1 du n ~ 2 mont re  qu 'on  a [a '  I = l a ]" 

On notera  que a-->a ~ est  un  an t i - au tomorph i sme  involutif  du  groupe des au tomorph i smes  

de G • G*. 

Pour  la commoditd  de l 'dcriture, nous conviendrons de d6signer pa r  F l e  bicaract~re 

de (G x G*) x (G x G*) dff ini  pa r  

F ( z . z ~ )  x* =<xl ,  2> (z1=(xl,x*),z*=(x2,x*))" (3) 

U n  au tomorph isme  a de G • G* sera di t  symplectique s ' i l  laisse invar ian t  le bicaractbre 

F(Zl,Z2) F(z2,zl) -1, c'est-s si l 'on  a 

F ( z  1 a, z 2 a) F (z2 a, z 1 a ) -  I = F ( z t  ' z2 ) F (z~, Zl)-1 

quels que soient Zl, z2 dans  G • G*; on notera  Sp(G) le groupe form6 par  ces au tomorphismes .  

Pour  que a soit symplect ique,  il f au t  et  il suffit (comme le mont re  un  calcul immddiat )  

que a a  I = 1, a I d tan t  ddfini pa r  (2); eomme  on a l aII = l a I, il s 'ensui t  que t ou t  au tomorph i sme  

symplect ique est  de module  1. La  relat ion a o a = l  donne en part icul ier  ~fl* =fl~r et  

?5* =~?*, ce qui revient  & dire que @ *  et  y~* sont  des morph ismes  symdtr iques  de G 

dans  G* et de G* dans  G, respeet ivement ;  au moyen  de la relat ion a~a = 1, on voi t  qu' i l  

e n e s t  de m~me de fl*& et  ?*~. 
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4. Pour  tou t  dldment w=(u,u*) de G x G*, on d~signera par  U(w) l 'op@ateur  qui, 

route fonction (I) sur G, associe la fonction (I) '= U(w)~P donn~e par  

r  (x) = (U(w) r  = r  + u) . { x, u* } ; 

pour  abr~ger, on ~erira U(w)~P(x) au lieu de (U(w)(l))(x). Appliques aux fonetions dp E L~(G), 

les U(w) sont  6videmment  des opdrateurs unitaires, et on a, quels que soient Wl, w 2 dans 

GxG* : 
U(wl) U(w~) = F(w.w~). U(w~ +w~), 

off F est de nouveau la fonction d~finie par  (3). On en conclut que les op~rateurs t. U(w), 

pour  w E G x G* et t E T, forment  un groupe, dont  la loi de composit ion est donnde par  

(Wl, tl)" (w~, t~) = (Wl + w2, F ( w .  w2) tl t2); (4) 

aut rement  dit, la formule (4) d~finit une loi de groupe sur l 'ensemble G x G* x T; et, si 

on d~signe par  A(G) le groupe ainsi d~fini (qui, a v e c l a  topologie dvidente sur G x G* x T, 

est un  groupe localement compact),  l 'applicat ion (w,t)-->t. U(w) d~finit une representat ion 

unitaire de A(G). On ddsignera par  A(G) le g roupe  form~ par  les op~rateurs t. U(w); si 

on le muni t  de la topologie induite par  la topologie (~ forte ~ dans le groupe des automor-  

phismes de L2(G) (cf. plus has, n ~ 35), il est facile de v~rifier que (w,t)-->t. U(w) est mSme 

un isomorphisme de groupes topologiques. 

Le centre du groupe A (G) est dvidemment  form~ par  les ~l~ments (0, t); il est isomorphe 

T, et on le notera T pour  abrdger. I1 est clair que (w,t)-->w est un  homomorphisme de 

A(G) sur G x G*, de noyau  T; il permet  d' identifier A(G)/T ~ G x G*. 

5. Soit B(G) le groupe des automorphismes de A(G). Un automorphisme s de B(G) 

induit, sur le centre T de A(G), un automorphisme,  qui ne peut  8tre que t~->t ou t->i; et il 

induit,  par  passage au quotient,  un  automorphisme a sur A(G)[T, c'est-~-dire G x G*. 

On notera Bo(G ) le groupe des automorphismes de A(G) qui induisent l ' identit~ sur le 

centre T de A(G); c 'est  Bo(G ) que nous nous bornerons s consid@er d~sormais, bien que 

les r~sultats qui suivent puissent en partie s '~tendre ~ B(G). Soit s un  ~l~ment de Bo(G ). 

induisant  a sur G x G*; il est imm~diat  que s peut  s'dcrire 

(w, Os = (wa,/(w)t),  (5) 

off / est une application continue de G x G* dans T. Pour  que cette formule d~finisse un 

automorphisme de A(G), il faut  et il suffit que l 'on air 

/(Wl + W2 ) / (Wl)-I ] (W2)-I = F(Wl o', w 2 o') F (Wl, w2)-1 (~) 
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quels que soient  wl, w 2 dans  G • G*, ce qui  mon t re  en par t i cu l ie r  que / est  un  caract~re du  

second degr~ de G • G*. De plus, en e x p r i m a n t  que le second membre  est  symdt r ique  en 

w 1 et  w2, on vol t  que a doi t  6tre symplec t ique .  

On dcrira s = (a,/)  quand  s est  l ' au tomorph i sme  de A(G) d~fini p a r  (5), / e t a  sa t i s fa isant  

la re la t ion  (6). La  loi de groupe  dans  Bo(G ) est  alors donnde pa r  

(0 , / ) .  (~',t') = (aa',l") 

o h / "  est  d~fini, pour  t ou t  w E G • G*, p a r  la formule 

/" (w) = /(w) / '  (w(~). (7) 

L 'app l i ca t i on  s-->a est un  homomorph i sme  de Bo(G )dans  Sp(G); son n o y a u  est  formd 

p a r  les dldments (1,/), off / ,  d ' ap rbs  (6), est  un  caractbre  de G • G*, donc de la forme 

](u, u*) = ( u,a*~ . (a, u*) , 

avec  a EG, a* E G*. Mais on vdrifie i m m d d i a t e m e n t  que (1,/) est  alors l ' au tomorph i sme  

int~r ieur  de A(G) ddtermind p a r  l 'd ldment  ( - a , a * ,  1). Le n o y a u  de s-->a est donc form~ p a r  

les au tomorph i smes  intdr ieurs  de A(G); i l  est  i somorphe  ~ A(G)/T, donc ~ G • G*. 

On peu t  al ler  un  peu p lus  loin en exp l ic i t an t  le second membre  de (6); a d tan t  mis sous 

forme matr ic ie l le  comme au  n ~ 3, posons  

/' (u, u*) = / ( u ,  u*) . (u*  r , - u~)  ; 

un  calcul facile pe rme t  alors de me t t r e  (6) sous la forme 

/ '  (U 1 + U2, U~ + ~//~) : / '  (UI, U~) f' (U2, U~)" <UI, U 2 ~ * > "  <U~ ~2(~*, U~>. 

Posons  g(u)=/'(u,O),h(u*)=/'(O,u*); en fa i san t  u2=O, u~=O dans  la re la t ion  ci-dessus, 

on voi t  q u e / ' ( u ,  u*) n 'es t  au t re  que g(u)h(u*), puis  que g e t  h sa t i s font  aux  re la t ions  

g(U 1 -~- U2) = g(Ul) g(U2) " (Ul, U 2 afl*~ 

h(u~ + u~) = h(u*) h (u~). (u~ ~ * ,  u~), 

ou a u t r e m e n t  d i t  que ce sont  des caract~res du  second degrd de G e t  de G*, r e spec t ivement  

associds aux  morphismes  symdtr iqnes  ~/~*, yS* de G dans  G* et  de 'G* dans  G. On a alors : 

/(u, u*) = g(u) h(u*) . (u*~ , ufl>. 

On a na tu re l l emen t  des rdsul ta ts  p lus  prdcis quand  x->2x est  un  au tomorph i sme  de G. 

Compte  t enu  d u n  ~ 1, les formules  ci-dessus m o n t r e n t  qu 'a lors ,  ~ t o u t  au tomorph i sme  

symplec t ique  a, il  correspond un  dldment  (q,/) de Bo(G), qu 'on  ob t ien t  en p r e n a n t  



SUR CERTAINS GROUPES D'OPERATEURS UNITAIRES 151 

g(u) = <u, 2~1u~*), h(u*) = <2-1u*rO *, u*>. 

De plus, ees formules ddfinissent un monomorphisme de Sp(G) dans Bo(G ), et Bo(G) est le 

produit  semidirect de l ' image de Sp(G) par  cette application et du t roupe  des automor-  

phismes intdrieurs de A(G); par  suite, Bo(G ) est alors isomorphe ~ un produit  semidirect 

de Sp(G) par  G • G*. 

6. Revenan t  au eas g6n6ral, soit toujours s = (~,/) un  616ment de Bo(G), et 6crivons a 

sous la forme matdcielle introduite au n ~ 3. Consid6rons d ' abord  le cas off fl = 0  et 7 =0;  

la condition de symplecticit6, ggi = 1, donne alors 6 = 6r d'ofi r6sulte que le second membre  

de (6) a la valeur l ;  on satisfait done ~ (6) en prenant  ] = 1, et s n e  diffbre de (0,1) que par  

un automorphisme int6rieur. Pour  tou t  automorphisme 6r de G, nous poserons 

~-+do(a ) est done un monomorphisme du groupe des automorphismes de G dans le groupe 

Bo(G). 

Soient maintenant  :r =0,  ~ =0;  comme ~ est un  automorphisme de G • G*, cela implique 

que 8, 7 sont des isomorphismes de G sur G* et de G* sur G, respectivement;  alors ga ~= 1 

donne/~ = _~ , -1 ,  et on v6rifie imm6diatement  qu 'on  satisfait ~ (6) en p r e n a n t / ( u , u * )  = 

<u, - u * ) .  Nous  poserons, chaque lois que 7 est un  isomorphisme de G* sur G : 

Soient encore e = l ,  ~ = 1 ,  y = 0 ;  ~ = 1  se rgduit alors ~ ~=/~*, et les formules d u n  ~ 5 

mont ren t  que / est de la forme g(u)h(u*), off h est un  caract~re de G* et g u n  caraet~re du 

second degr6 de G associ6 ~ 8- Cela conduit  ~ poser, ehaque lois que ] e s t  un  caractgre du 

second degr6 de G, et que Q est le morphisme sym6trique de G dans G* assoei6 ~ ] : 

[--->to([) est alors un monomorphisme du groupe X2(G ) des earact~res du second degr6 de G 

dans le groupe Bo(G ). De m6me, si ] '  est un  caraet~re du second degrg de G*, associ6 au 

morphisme symdtrique ~' de G* dans G, on 6crira 

ee qui d~finit un  monomorphisme de X2(G* )dans Bo(G ). 
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Si / est un  earactbre du second degr~ de G, e t a  un automorphisme de G, on conviendra 

de poser 

/~ (x) = l (x~- l )  

(cependant, comme cette nota t ion pr~terait  s confusion pour  ~r = -  1, on ~crira /-(x) 

/ ( - x ) )  ; avee cette notat ion,  on a 

do (~)-1 to (/) do (~) = to (/~), do (~) to (/') do (~)-1 = to (1'~*). 

Si ~ est comme ci-dessus, et si 7 est un isomorphisme de G* sur G, on a 

t P 

d o (Ta) = do (7) do (a), do ( of*-I 7) = do (:r do (7); 

la premiere de ces relations montre  en partieulier que l 'ensemble des ~l~ments de Bo(G ) de 

la forme do(y), s'il n 'es t  pas vide, est une classe s droite par  rappor t  au sous-groupe de 

Bo(G ) form~ par  les 41~ments de la forme do(~ ). Plus g~n~ralement, on observera que, 

d 'apr~s (6), si un  ~l~ment s de Bo(G ) est de la forme (a, 1), le biearaet~re F dolt  ~tre invariant  

par  a; comme G* est l 'ensemble des z 1EG • G* tels que F(zl,z2)=1 quel que soit z~, et 

que G est l 'ensemble des z~ E G • G* tels que F(zl,z2)= 1 quel que soit zl, il s 'ensuit  que a 

formule (7) montre  alors que, pour  que deux 616ments s =(a , / )  et s ~ =(a~,/") de Bo(G ) ap- 

par t iennent  ~ une m~me e las~ ~ droite suivant  le sous-groupe des ~16ments de la forme 

do(~), il Iau t  et il suffit que l 'on a i r / = / ~ .  

7. Convenons d~sormais, pour  s = (~,/) e t a  = , de poser 7 =~(s); et dgsignons 
7 

par  f~0(G) l 'ensemble des s E Bo(O ) tels que 7(e) soit un  isomorphisme de G* sur G (eet 

ensemble pouvan t  ~tre vide). On a alors le r6sultat  suivant  : 

PROPOSITION l. L'e~emble f~0(G) des s E Bo(G ) tel~ que 7(s) soit un isomorphisme de 

G* sur G es~ l'ensemble des ~l~ments de Bo(O ) de la /orme 

s = to(/1 ) do (7) to(/2), (8) 

ole 7 est un isomorphisme de G* sur G et oie ]~, /~ sont des caract~res du second degrd de G; 

et tout dldment de ~o(G) se met sou8 cette /orme d'une mani~re et d'une seule. 

Si s est donn~ par  (8), on a ~,(s)=7, donc s est dans ~o(G). Rdciproquement ,  soit 

s = ( a , / )  e~o(G); s'il est possible de satisfaire ~ (8), on devra done y prendre 7=7(s). Soit 

alors a = ; eomme le montre  un  caleul facile, pour  que (8) soit satisfait, il faut  et 
7 

il suffit que l 'on ait 
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h(u) =l(u, -u~r-9, /~(u) =l(O, u7-q. 

Cela ddmontre  la proposit ion.  On notera  qu 'en  appl iquant  ~ (8) l ' homomorph i sme  s-->a, 

on obt ient  la relat ion 

\~2 0 ]'(10 l~ 1~) ~ 

en raison de la symplectici td de (~, ~]--1 et  ?-1~ sont  des morphismes  symdtr iques de G dans  

G*; ils sont  respec t ivement  associds ~/1  et  ~ [~. 

On obt ient  une relat ion impor t an te  en considdrant un caract~re du second degrd / 

non dgggndrd de G, ce qui veu t  dire que le morph i sme  e associd h / est un i somorphisme de 

G sur G*; alors la fonction [ '  sur G*, ddfinie pa r  

ff(X $) =/(--XSe--1), 

est un  caract6re du second degrd de G*, associ6 au morphisme symdtr ique e -1 de G* sur G. 

La  proposi t ion 1, appliqude ~ to(/'), donne 

to (/') = t o (/) do (e -1) t o (/-) ,  

Off /-- est  ddfini p a r / - ( x )  = / ( - x )  comme on l 'a  di t  plus haut .  U n  calcul facile donne d ' au t r e  

pa r t  
to ( f )  = do (e -1) t o (/-1) do ( - e - l ) .  

Comme en m~me t emps  on a do (#-1)~ =do ( _ 1), on t ire de l~ la relat ion que nous avions en 

rue : 
do ( - e -a) t o ([) do (e -1) t o ( l-)  = to (1-1) do ( - e- l ) .  (9) 

E n  t enan t  compte  des relat ions obtenues  au n ~ 6, on aura i t  pu met t re  (9) sous la forme plus 

simple 
(t o (/) do ( - e - l ) )  3 = e, 

off e est  l 'dldment neutre  de B0(G); sous cette forme, elle est  bien connue dans  la thdorie 

classique du groupe modulaire.  Mais c 'est  la relat ion (9), telle qu'elle se t rouve  dcrite ci- 

dessus, que nous aurons  ~ utiliser plus loin. 

8. Les au tomorphismes  du groupe A(G), i somorphe s A(G), qui a dtd in t rodui t  au  

n ~ 4, sont  bien entendu les m6mes que ceux de A(G). Nous nous proposons ma in tenan t  de 

ddmontrer  que tou t  au tomorph isme  s E Bo(G ) de A(G) est indui t  sur A(G) pa r  un au tomor-  

phisme intdrieur du groupe de tous  les opdrateurs  unitaires.  Ce thdor~me est  dfi ~ I.  Segal 

[6] dans  le cas oh x--~2x est un au tomorph isme  de G, et  nous lui emprun tons  sa mdthode  
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de d~monstration,  qui eonsiste ~ introduire une alg~bre d 'opSrateurs  naturel lement  as- 

soci~e au groupe A(G). Pour  cela, on posera, en un sens qui va  ~tre pr~cis~ dans un  ins tant  : 

u(cf) = f U(w) qJ (w) dw, 

oh ~ d4signe une fonction sur G • G*, et oh w = (u,u*) et dw =du.du* (mesure qui ne d~pend 

pas du choix de la mesure du sur G). Aut rement  dit, si (I) est une fonction sur G, U(~0)(I) est 

la fonction d~finie par  

oh nous supposerons provisoirement,  pour  fixer les idles, que q0 et �9 sont routes  deux 

continues ~ support  compact.  Cela s'~erit aussi 

U(~0) r (x) = . I g  (x, y) r (y) dy (11) 

oh K est donn~ par  

= j ~  (y - x, u*)" (x, u*}.  du*, K(x, Y) 

ou, ce qui revient  au  m~me 

K (x, x + u) = fep (u, u*)" (x, u*}.  du*; 

on obtient  donc K ( - x , - x + u )  s part ir  de qj(u,u*) en appliquant ,  pour  chaque valeur 

de u, la t ransformat ion de Fourier  ~ ~0(u,u*) considdr~e comme fonction de u*. Dans  les 

conditions de validitd de la formule d ' inversion de la t ransformat ion de Fourier,  on aura 

d o n c :  

u*) = j g (x ,  x § u).  <x, - u*>. dx; q~(u, 

de plus, en ver tu  du th~or~me de Planeherel, on a 

f ,K(x,y),2dxdy= f , qJ(u,u*)'~ dudu *, 

ce qui montre  clue la correspondance entre les fonctions ~ sur G • G* et les fonetions K 

sur G • G, ,  d~finie par  les formules ci-dessus, se prolonge par  eontinuit~ s un isomorphisme 

W de L2(G • G*) sur L2(G • G). 

Lorsque K est la fonction d~finie par  K(x,y)=P(x)Q(y), nous ~crivons K=P@Q; et, si 
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P e t  Q sont dans L2(G), nous ~crivons (P,Q) = SP(x)Q(x)dx; avec ces notations,  les formules 

ci-dessua donnent  en particulier 

W -1 (PQQ)  (w) = (P, U(w) Q). (12) 

9. Soient main tenant  ~01, ~2 deux fonctions sur G x G*, que provisoirement nous sup- 

poserona continues ~ support  compact;  d 'apr~s (10), nous aurons 

u@~) u@~) = i@~) 

off ~0 a est donn~ par  la formule 

~ (w) = f ~ l  ( w -  wl) ~, (Wl) F (w - tel, Wl) d w  I ; (13) 

comme pr~c~demment, F ddsigne ici la fonction d~finie par  (3) au n ~ 3. Si on pose 

K~= W(~i) pour  i = 1 ,  2, 3, (11) montre  que K 3 eat donnd par  

K a (x, y) = f K  1 (x, z) K 2 (z, y) dz, (14) 

ce que nous conviendrons d'~crire K a = K  I x K 2. De plus, lea formules ci-dessus se pro- 

longent par  continuit~ aux espaces Le(G x G*), L2(G x G). Nous aurons besoin du lemme 

suivant  : 

L E M ~ E  2. Soit K EL2(G x G); pour que K soit de la /orme P(~Q, avec P e t  Q dans L2(G), 

il /aut et il su//it que, pour tout K '  EL~(G x G), K x K '  x K ne di//Ore de K que par un /acteur 

scalaire. Soient K =P(~Q, K '  =P'  @Q', avec P, Q, P' ,  Q' dans L2(G); pour que P e t  P '  (resp. 

Q et Q') ne di]/$rent Fun de l'autre que par un/acteur scala@e, il ]aut et il su//it que, pour tout 

K" =P"QQ~ avec P~ et Q" clans L~(G), K x K" et K '  x K" (resp. K" x K et K" x K ' )  ne di/- 

/~rent l'un de l'autre que par un /acteur scalaire. 

La deuxi~me partie est dvidente, et il est dvident aussi que, dans la premiere partie, 

la condition dnonc~e est ndcessaire; pour  voir qu'elle est suffisante, il suffit de l 'appliquer 

au cas off on a pris K'  =P'(~Q'.  

La seule consdquence de ce lemme dont  nous ayons  besoin est la suivante : 

LEMME 3. Soit K -+K sun  automorphisme de l'espace hilbertien L2(G x G) muni de la loi 

de composition (K1,Ke)--->K1 x K 2 dd/inie par (14). Alors il y a un automorphisme t de L2(G) 

tel que l'on ait, quels que soient P e t  Q dans L~(G), (P (~Q)~=P~(~ ,  ole i est l' (( imaginaire 

conjugud ~ de t, dd/ini par Q[= (Qt). 
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E n  effet, d ' apr~s  le l emme 2, t o u t  ~l~ment (PGQ) s de L2(G • G) est  de  la forme P'(~Q'. 

Choisissons Po te l  que ![Poll = 1; comme s conserve la norme,  on pout  m e t t r e  (Po~)P0) s sous 

la  forme Po(DQo avec [[Po[[ = [[Qo[[ =1 .  La  seconde pa r t i e  du  lemme 2 mon t re  alors que, 

quels que soient  P ,  Q dans  L2(G), (P(~Po) se t  (Po(~Q) s se m e t t e n t  respec t ivement ,  d ' une  

mani~re et  d ' u n e  seule, sous la forme P'QQo et  Po(~Q'. Si on dcrit  P' =pt, Q, =Q~,, il  est  

clair  que t, u sont  des app l ica t ions  l indaires de L~(G) dans  L~(G) et  que pt  =Po, P~ = Qo; comme 

s conserve la norme dans  L2(G • G), il en est  de m~me de t e t  de u dans  L~(G). Comme on a 

P(~Q = (P~)Po)  • (P0(~)Q), il  s ' ensui t  que (P(~Q)S=c'Pt(~Q~', avec c= (Po,Q0); pour  P =Po, 

Q = Q  o, cela donne  c = 1. Comme on a 

(P(~Q) • (PQQ)= (P,O,)"PQQ, 

on vol t  que, pour  P' =pt, Q, =QU, on a (P',Q') = ( P , Q ) ;  il s ' ensui t  que u=~.  Enfin,  eomme 

s -1 a l e s  m~mes propri~tds que s, t e t  u sont  inversibles;  ce sont  donc des au tomorph i smes  

de  L2(G). 

10. Soit  s = ( a , / )  un  au tomorph i sme  de A(G) a p p a r t e n a n t  s B0(G); nons le raisons 

opdrer  sur  A(G) de la mani~re ~vidente,  au  moyen  de l ' i somorphisme ent re  A(G) et  A(G) 

qui  nous a servi  s ddfinir ces groupes  au  n ~ 4; en par t icul ier ,  le t ransform~ de U(w) p a r  s 

sera  donc U(w) s =/(w). U(wa). On en dddui t  auss i tb t  un  au tomorph i sme  de l 'a lg~bre des  

opdra teurs  U(~) in t rodu i t s  au  n ~ 8: 

U(~) ~ = f U(w (T) / (w) cf (w) dw, 

ce qu 'on  peu t  ~crire U(~) ~= U((p~), oh ~s es t  donn~e p a r  

~0 s (W) = !(W O "-l) ~9 (W (T-l). 

I1 s ' ensui t  que ~ 0 - ~  ~, qui  est  dv idemment  un  opdra teur  un i ta i re  dans  L~(G • G*), laisse 

i nva r i an t e  la loi de composi t ion  (13); c 'es t  ce qu ' i l  est  facile aussi, b ien en tendu ,  de v~rifier 

d i rec tement .  P a r  suite, si on dcrit,  dans  ces condit ions,  K= W(q~) et  K s= W(~0~), ou en 

d ' a u t r e s  te rmes  si on d~finit  une app l ica t ion  K-->K ~ de L~(G • G) dans  L~(G • G) p a r  la  

formule  
W-~(K ~) = (W-I (K) )  s, 

ce t te  app l ica t ion  satisfer~ aux  hypo theses  d u  lemme 3. D 'apr6s  ce lemme,  il  y a donc  un  

au tomorph i sme  t de L~(G) te l  que l ' on  air,  quels que soient  P ,  Q dans  L~(G), (p(~)Q)S= 

ptQQ( Changean t  m a i n t e n a n t  de nota t ions ,  6crivons P - ~ s - ~ P  au  lieu de p__>pt; rempla~ons 

Q p a r  ~), e t  app l iquons  (12); cela donne  : 
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(P, U(w)Q) ~ = (s-lp,  U(w) s-lQ). 

Par  ddfinition de ~s, le premier membre a la valeur 

/(Wff--1) " (P, U(wo "-1) Q) = (P,/(wa-1) -1 U(wa -1) Q) 

puisque (P,Q) est antilin~aire en Q et que / prend ses valeurs dans T; et le second membre 

est ~gal ~ (P, sU(w)s-lQ) puisque s est unitaire. Comme la relation obtenue est valable 

quels que soient P,  Q, on a donc 

/(Wo'--l) -1 U ( w o  "-1) = s U(w) s -1 

d'ofl, en rempla~ant w par  wa : 

s-~U(w) s = / (w)  �9 U(wa) = U(w) ~. (15) 

Cela revient s dire que l 'automorphisme intdrieur d~termin~ par  s dans le groupe unitaire 

induit sur A(G) l 'automorphisme s. Rdciproquement, s dtant:donn~, cette relation ddtermine 

s h u n  ~ldment pros du centralisateur de A(G). Mais, si un op~rateur unitaire est permutable 

avec t o u s l e s  U(w), il l 'est aussi avec tous les U(~), donc avec les op~rateurs de la  forme 

(11) quel que soit K EL~(G• Pour K = P @ Q ,  (11) ddfinit l 'opgrateur (I)-->((I),Q).P; 

si qp__>(i)t est permutable avec celui-ci, on aura done 

((P, Q).P~ = ((I)t, Q) .P  

quels que soient P, Q, cb dans L~(G); donc (P-->(I) t est de la forme (I)->t- (I), off t es t  un scalaire; 

si cet opdrateur est unitaire, on a t E T. On notera T l e  groupe form6 par  les op6rateurs de 

cette forme; c'est le centre de A(G), et c'est aussi le centre du groupe de tous les  auto- 

morphismes de L2(G). On a done ddmontrd le thdor~me suivant: 

TH~OR]~M~ 1. Le centralisateur de A(G) daus le groupe des automorphismes de L~(G) est 

le centre T de ces deux groupes; de plus, si B0(G ) est le normalisateur de A(G) dans le mdme 

groupe, tout automorphisme de A(G) induisant l'identitd sur T est induit sur A(G) par l'auto- 

morphisme intdrieur ddtermind par un dldment de Bo(G); et B0(G)/T est isomorphe h Bo(G), 

c'est-h-dire au groupe des automorphismes de A(G) induisant l'identitd sur T. 

11. On sait clue la transformation de Fourier induit un automorphisme sur un certain 

espace de fonctions continues (dites, assez improprement,  (~ ind~finiment diff~rentiables s 

d6croissance rapide ~)); cet espace $(G) a m~me dtg introduit avant  tout  pour cette raison, 

par  L. Schwartz ([4], Chap. VII)  dans le cas de R ne t  par  F. Bruhat  [1] dans le cas g~n~ral. 

Nous allons voir que les op~rateurs de B0(G ) ont la m~me propridtg. 
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Rappelons la d~finition de S(G) pour un groupe abdlien loealement compact G. Con- 

siddrons d'abord un groupe , fildmentaire ~), c'est-h-dire de la forme G = R = • Z ~ • T a • F,  

oh F est un groupe fini. Une fonction polynome sur G sera, par ddfinition, une fonction 

qui peut s'dcrire comme polynome par rapport aux coordonn4es relatives aux facteurs 

It  et Z dana le produit G; S(G) sera alors l'ensemble des fonetions (I), ind~finiment diffd- 

rentiables sur G, telles que P-D(I) soit bornd sur G quels clue soient l'opdrateur diffdrentiel 

invariant par translation D et la fonction polynome P; la topologie de S(G) est eelle qui 

se d4duit de l'ensemble des seminormes sup lP'D(I) I . Dana le cas gfin4ral, on introduira 

tous les  couples (H,H') de sous-groupes de G ayant lea propridtds suivantes : (i) H est 

engendr~ par un voisinage compact de 0 dans G (il est done ouvert et ferm~ dans G); 

(ii) H '  est un sous-groupe compact de H, et H]H' est isomorphe ~ u n  groupe dldmentaire. 

A un tel couple, on fair correspondre la famille S(H,H') des fonctions continues sur G, 

support contenu dans H, constantes sur lea classes suivant H' ,  et telles que la fonction 

sur H]H' qui s'en d4duit par restriction ~ H e t  passage au quotient appartienne ~ S(H]H'). 

Alors S(G) est la r6union des S(H,H'); on lui donne la topologie (~ limite inductive )) de 

celles des S(H/H'), c'est-~-dire qu 'un ensemble convexe X est un voisinage de 0 dans 

$(G) si, quel que soit le couple (H,H'), l'image de X f3 S(H,H') dans S(H/H') est un voisi- 

nage de 0 dans S(H/H'). 

Nous nous proposons de faire voir que tout  s E B0(G ) induit sur S(G) un automorphisme 

de S(G); il suffit pour cela de montrer que s induit sur S(G) une application continue de 

S(G) dans lui-m6me; c'est ce qu'on fera en suivant pas ~ pas la d6monstration du th6orbme 

1. Nous 6crirons de nouveau t au lieu de s -1, pt au lieu de s- lP pour P E L2(G), et nous ferons 

la ddmonstration pour l'op6rateur p_+pt. D'apr6s co qui pr6c6de, si on se donne Q g=0 

dans S(G), l'application p_._>pt est la compos6e des suivantes : 

(a) P-+K = P Q Q ;  (b) K-->9 = W-• (c) ~__>gs; 

(d) ~S-+K~= W(~S); (e) K ~ =ptQQ]_+pt; 

il suffit done de montrer que eelles-ci font passer de $(G) b, S(G • G), puis g S(G • G*), 

puis k S(G • G*), puis g S(G • G), puis ~ S(G), chaque lois de fa9on continue. Pour (a), 

e'est imm6diat; c'est immddiat aussi pour (e), ~ condition de remarquer clue, si une fonction 

K E S(G • G) est de la forme PQQ au sens de L2(G • G), elle est de la forme P(~Q avec P 

et Q dans $(G), et que, pour Q # 0  dans S(G), l'application P-->PQQ est un isomorphismo 

de S(G) sur un sous-espace ferm6 de S(G • G). Pour (b) et (d), it s'agit de montrer clue W 

ddtermine un isomorphisme de S(G • G*) sur S(G • G); or W est compos6 de l 'opgrateur 

F(x,y)-->F(y-x,-x), qui d6termine 6videmment un automorphisme de S(G • et de 

la transformation de Fourier partielle relative au second facteur du produit G • G*. On 
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est donc ramen6 ~ v6rifier que, si A et B sont  des groupes ab61iens localement compacts,  

et si B* est le dual de B, la t ransformat ion de Fourier  partielle 

[ (a, b)-->/'(a, b*) = f / (a ,  b). (b, b*) db 

d6termine un isomorphisme de S(A x B) sur $(A x B*). C'est 1s une g6ndralisation facile du 

th6or6me analogue sur la t ransformat ion de Fourier  ordinaire. 

12. I1 nous reste ~ considdrer (c). Comme un automorphisme a de G x G* d~termine 

~videmment un automorphisme de $(G x G*), nous sommes donc (apr~s avoir  substitu~ 

G ~ G x G*) ramends s d~montrer  ce qui suit : 

PROI"OSITIOI~ 2. Soit / un caract~re du second degrd de G. Alors (I)--~P] est un auto- 

morphisme de $(G). 

Soit d ' abord  G = R n x Z p x  T q x F ,  avec F fini; comme on le volt  facilement, t ou t  

revient ~ montrer  que, pour  tou t  op4rateur diffSrentiel D invariant  par  translat ion sur G, 

il y a une fonction polynome P sur G te]le que ID/I ~ IPI. C'est ce qu 'on  v~rifie sans 

difficultg en expr imant  / sur les classes suivant  R n x T q dans G au moyen  de la formule 

(1) d u n  ~ l ,  et en remarquan t  que, sur R n x T q, / est ndcessairement de la forme e ~(x) Z (x, y), 

off x E R n, y E T q, F ~tant une forme quadrat ique sur R n et X ~tant un caract~re de 

R n x T q. Passons au cas gdn~ral; soit ~ le morphisme symdtrique de G dans G* associ~ ~ / ,  et  

donnons-nous un sous-groupe H de G engendr~ par  un voisinage compact  de 0. Pour  qu ' un  

sous-groupe H' de H satisfasse s la condition (ii) de la ddfinition de $(H,H'), il faut  et il 
t 

suffit, comme on sait (cf. [1], n ~ 9, p. 60), que le groupe H ,  qui lui est associ~ par  dualit~ 

dans G* (l' <~ orthogonal  ~ de H') soit engendrd par  un voisinage compact  de 0; alors le 

groupe H .  + H ~  aura la m~me propridt~, ce qui montre  qu 'en  rempla~ant H ,  par  celui-ci, 

donc H '  par  un groupe plus peti t  qui satisfait aussi ~ (ii), on peut  faire en sorte qu 'on  air 

H ~ H , .  D'aprSs (1) du n ~ 1, cela d o n n e / ( h + h ' ) = / ( h ) / ( h ' )  chaque lois que hEH, h' EH'. 

En  particulier, / induit  alors sur H '  un  caract~re de H', qu 'on  peut,  en le prolongeant  ~ un 

caractSre de G, ~crire sous la forme (h',a*~ avec a* E G*. E n  rempla~ant H .  par  le groupe 

engendrd par  H ,  et a*, on peut  alors faire en sorte que a* soit dans H . ;  cela fair, / indui t  

la constante 1 sur H '  e t e s t  cons tan te  dans H sur toute  classe suivant  H ' .  D'apr~s ce qu 'on  

a ddmontr~ dans le cas off G est un  groupe ~ldmentaire, il s 'ensuit,  par  passage au quotient,  

que @-->tiP] d~termine un automorphisme de $(H,H'). Comme il en est ainsi, pour  tou t  H 

satisfaisant ~ (i), pourvu  que H' ait  6t~ pris assez peti t  et  satisfasse s (ii), cela ach~ve la 

ddmonstrat ion (compte tenu de la ddfinition de la topologie dans $(G)comme limito 

inductive}. 

1 1 -  642946 Acta mathematica. 111. Imprlm6 le 3 juin 1964. 
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13. L 'homomorphisme  s-->s=(a,/)  de B0(G ) sur Bo(G ) ddtermin4 par  (15) sera not6 

7~ o eL sera appel6 la pro~ection canonique du premier groupe sur le second. E n  gdndral (comme 

le montrera  plus loin l 'exemple des groupes de type  local), il n 'existe pas de section de 

Bo(G ) au-dessus de Bo(G ) qui soit en m6me temps un sous-groupe de B0(G ). Mais il est 

tr~s utile de savoir qu 'on  peut  du moins ddfinir des sections au-dessus des sous-groupes et 

s3us-ensembles de Bo(G ) qui ont  dtd introduits  aux n ~ 6 eL 7. 

Soit (I)~L2(G). Pour  tou t  automorphisme ~ de G, on posera 

d0(~)r  = I~l ~ r  

Pour  tou t  caract~re du second degr~ / de G, on posera 

to(/) r  = r  

Pour  tou t  isomorphisme y de G* sur G, on posera 

do (~,) r (x) = ] ~, l-~ r  ( - x ~,*--~), 

off, comme pr~c~demment, (I)* d~signe la transform~e de Fourier  de (]). On v~rifie sans 

difficultd que do, to, d o sont des (( rel~vements ~) ~ Bo(G ) des applications do, to, d o ddfinies 

au n ~ 6, c'est-s qu 'on  a d0=~t0od0, t0=zt0ot0, do=~ood  0. De plus, d o e t t  o sont des 

monomorphismes,  dans Bo(G), du groupe des automorphismes de G, et du groupe X2(G), 

respectivement; et, quand ~, /, ~ sont comme ci-dessus, on a : 

do (~)-1 to (/) do (~) = to (/~), do ( ~ )  = do (~) do (~), do (~.-1 ~) = do (~) do (~). 

La  proposit ion 1 du n ~ 7 permet  alors de (~ relever ~) ~ Bo(G ) tou t  ~l~ment de l 'ensemble 

No(G ) ddfini dans cette proposition. E n  effet, d 'apr~s celle-ci, tou t  S E~o(G ) se met  d 'une  

mani~re et d 'une  seule sous la forme (8); s ~tant donn~ par  (8), nous poserons 

r o (s) = t o (/~) do (y) to (/2). 

U n  calcul facile permet  d'expliciter cette formule; en ~crivant, comme d 'habi tude,  

s = (0,/), ~ = , on obt ient  

r0 ( s / r  (x) = I~' I ~ / r  (x ~ + ~* ~'1 ! (x, x*/dx*.  (16 / 

Les conditions de validit~ de cette formule sont gvidemment  les m~mes que eelles de la 

formule de (( d6finition )~ de la t ransformat ion de Fourier, qui a servi ~ expliciter do; par  

exemple, elle est valable presque par tou t  si ~ ELe(G) ~ LI(G); elle est valable pour  tou t  x si 

�9 ~ S(G), les deux membres d6finissant alors une m~me fonction de $(G). 
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14. On obtient  des r~sultats impor tants  en (~ relevant )) s B0(G), au moyen  des appli- 

cations d u n  ~ 13, des relations entre ~ldments de B0(G); c 'est  ce que nous allons faire d ' abord  

pour  la relation (9) d u n  ~ 7. Comme au n ~ 7, nous considdrons donc un caract~re du second 

degrd / non d~gdnSrd de G, associ~ ~ l ' isomorphisme sym~trique ~ de G sur G*. Ddsignons 

pour  un instant  par  s e t  s' les op~rateurs qui se ddduisent respectivement du premier et 

du second membre  de (9) lorsqu 'on y substitue do, t 0 s d o et t 0. D 'au t re  part ,  (I) dtant  provi- 

soirement suppos~e continue s support  compact ,  posons (I) l=(I)~/ ,  cette notat ion d~- 

signant naturel lement  le produit  de composition usuel 

01 (x) = J r (u) / (x - u) du; 

alors un calcul facile montre  que sO, s 'O sont donn~es par  

S(D(x) ~-- [~ ] (D~(x~), S'(I)(x) = [~]�89 (I)gc(xe)"/(x) -1, 

Les opdrateurs introduits  ici dtant  tous nnitaires, il s 'ensuit  que l 'opdrateur  (I)-->0 ~ - / e s t  

continu au sens de L2(G). De plus, la relation (9), qui s'dcrit main tenant  g0(s)=~0(s'), 

implique que s e t  s' ne peuvent  diffdrer que par  un facteur sealaire de valeur absolue 1. 

Nous dcrirons s =y( / ) s ' ,  ce qui donne, en subst i tuant  x*p -1 ~ x : 

7 ( 0  ~/) =~(/) le I -~ 7(0)- g, (17) 

off g est le caract~re du second degr~ de G*, associd ~ _~-1, qui est ddfini par  

g(x*) =/(x*~-l) -1. 

Conformdment aux conventions usuelles dans la th~orie de la t ransformat ion de Foucier, 

on  exprime (17) en disant  que y(/)1~]-�89 est la transform~e de Fourier de / .  Nous avons ainsi 

ddmontr5 ce qui suit : 

TItl~OR~ME 2. Soit / un caract~re du second degrg non ddgdndrd de G, associg ~t l'iso- 

morphisme symdtrique ~ de G sur G*. Alors / poss~de une trans/ormge de Fourier 7(]), donnde 

par la /ormule 

7(1) (x,) =7(/) le 

o~e y(/) est un /acteur scalaire de valeur absolue 1. 

Rdp~tons que cette assertion doit  5tre entendue dans le sens suivant  : l 'application 

0 - > 0  ~- /se  prolonge par  continuitd ~ L2(G), et, pour  tou t  (I) EL2(G), on a ff((P ~-/) = 0 * .  if(/). 

Pa r  t ranspor t  de structure au moyen  de l ' isomorphisme ~ de G sur G*, on en conclut qu'alors 

on a aussi i f ( O / ) = 0 " - ~ 7 ( ] ) .  Au moyen de la proposit ion 2 d u n  ~ 12, on voit  de plus que, 
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pour  (I)~ S(G), les deux membres  de cet te derni~re relat ion sont  des fonctions continues,  

done que l'dgalit~ a lieu, non seulement  au sens de L~(G*), mais  en tou t  point ,  puis, pa r  

t r anspor t  de structure,  qu' i l  e n e s t  de m~me pour  la relat ion pr~cddente. Nous expliciterons 

ce rdsul ta t  sous forme de eorollaire : 

COROLLAIRE 1. Les hypotheses et notations dtant celles du thdor~me 2, soit de plus 

(I) E S(G), et soit r  = ff((I)). Alors on a, pour tout x* ~ G* : 

f( (I -)~/) (X)" ~X, ~*~" dx  = ~ (/) I~ I -~r (~)* (x*) f (x* -1)-1.  

E n  particulier,  pour  x* =0 ,  on obt ient  une formule qui, r6ciproquement ,  implique celle 

du corollaire 1 : 

COROLLAIRE 2. Les hypotheses et notations dtant celles du thgor~me 2, on a, pour route 

]onction r E $(G) : 

f (fr dx=r(/)le, ' 

Les nombres  7(/), a t taehds  aux  caract~res du second degr6 d 'un  groupe G en ve r tu  du 

th6or~me 2, ont  une grande impor tance  en th6orie des nombres.  Dans  le eas d ' un  groupe 

G de type  local, ce sont, comme on le verra  plus loin, des racines huit i~mes de l 'unit6, 

apparent6es  aux  sommes  de Gauss. 

15. Le <( rel~vement  >> r 0 de ~o(G) dans  Bo(G ), d~fini au n ~ 13, a m i n e  s introduire  comme 

suit un << syst~me de facteurs  >> sur ~0(G). Soient s, s ' ,  s" trois ~l~ments de ~o(G) tels que 

l 'on ait  s" =ss'.  Alors r0(s)ro{s') a m~me image que ro(s" ) d a n s  Bo(G ) et  n ' en  diff~re done que 

pa r  un faeteur  scalaire 2(s,s') E T; c 'est  celui-ci qu'fl  s 'agi t  ma in t enan t  de d~terminer.  Or, 

avec des nota t ions  ~videntes, ee facteur  est  d~fini pa r  

to (h) d~ (7) t o ( /~) .  t o (/~) do (7') to (g) = ;t (s, s') t o (/~') d~ (~,") t o (/~'). 

Posons l0 = 1~/~, fa = / 1 1 / i ' ,  /4 =/2" t~ -1" On aura  done: 

do (y) t o (1o) do (7') = 2 (s, s') t o (13) do (7") to (/4). (18) 

L 'op6ra teur  du premier  membre  de (18), appliqu6 s une fonct ion (I), donne 

I ~ l - ~ l ~ , l - ~ * ( - ~ r  *-1) 

s condition de poser 

~F (x) = r ( - x 7 '*-1),  ~ 1  (x) = ~F (x)/o (x). 

Mais /o  est un caractbre du second degrd de G, associd au morphisme symdtr ique 



SUR CERTAINS GROUPES D'OP~RATEURS UNITAIRES 163 

= ~ -~- ~ i  = 7--I(~ + ~. '7  , - 1  = 7-~7"7'-I, 

eomme il r~sulte des formules d u n  ~ 7; done/0 est non d~g~n~rd, et sa transform~e de Fourier 

est donn~e par le th~or~me 2. La  transformde de Fourier ~F* est alors ~ *  ~ if(10). Comme 

~F* est donn~e par  ~F*(u*) = 17' I "CP(u*7'), l ' image de (I) par  l 'op~rateur du premier membre 

de (18) est done (compte tenu de ce que # =#*) : 

7(10) �9 [7" [ -�89 ~ r  I0( - x 7 " * - 1 7 ' *  - u'7'7"-17)- l d (u*7 ' )  �9 

D'autre  part ,  l ' image de (I) par  l 'opdrateur du second membre de (18) est 

2(s, s') fa(x ) �9 [7"[ -�89 (u,  - x7"*-1),  du. 

On peut vdrifier, bien qu'assez laborieusement, que ces deux images ne different que par 

un facteur constant; mais cela rdsulte ddj~ des ealculs ei-dessus, et c'est inutile pour notre 

objet, qui est seulement de ddterminer 2(s,s'). Pour cela, il suffit d 'observer qu'apr~s avoir 

fait dans la premiere int6grale le changement de variable u=u*7 '  , les deux int~grales 

apparaissent respeetivement sous la forme cl]r e~r off cl, c 2 

sont des constantes et gl, g2 sont des caraet~res du second degr~ de G • G. Pour qu'elles 

aient m~me valeur quel que soit (I)EL~(G), il faut  dvidemment que c 1 =c~ et gl =g2; or la 

premiere de ces dgalitds donne 2(s,s') =7(]0). C'est 1s le r~sultat que nous avions en vue. En 

l 'explicitant au moyen des formules d u n  ~ 7 et d u n  ~ 13, on peut  l 'dnoncer comme suit : 

TH]iOR~M~ 3. Soient s=(a , / ) ,  s ' = (q ' , / ' ) ,  s"=(a",/") trois dldments de Bo(G ) tels que 

s" =ss'; supposons que, lorsqu'on dcrit a,a',a" sous la /orme 

a 7 ' 7' O' ' = \ y "  (~"]' 

7,7',7" soient des isomorphismes de G* sur G. Alors la /ormule 

/o(u)  = 1(0, u 7 - 1 ) / ' ( u ,  - u ~ ' 7 ' - 1 )  

dg/init un caract~re du second degrg non dgggngrd de G, associd ~ l'isomorphisme symdtrique 

7-1~"7 '-1 de G sur G*; et les opdrateurs ro(s),ro(s'),ro(s"), respectivement associds ~ s,s',s" au 

moyen de la /ormule (16), sont lids par la relation 

ro(s) ro(8') = 7(/0) ro(s"), 

o~ 7(/0) est d~/ini par le th~or~me 2. 
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16. Soit maintenant F un sous-groupe ferm6 de G, et soit P ,  le sous-groupe ferm6 

de G* qui lui est associ6 par la th6orie de la dualit6, c'est-s l'ensemble des x* E G* tels 

que ( ~ , x * ) = l  quel que soit ~EF; on peut alors, comme il est bien connu, identifier F .  

avec le dual de G/F, et G*/F. avec celui de P. Signalons d~s maintenant les cas qui int6res- 

sent la th6orie des nombres; ce sont les suivants : (a) G est de type local, c'est-s est 

un espace vectoriel X de dimension finie, sur un corps k localement compact s valuation 

discrete, et F, pour un choix convenable d'une base de X, est le groupe des points dont les 

coordonn6es sont des entiers de k; (b) G est de type local sur R ou sur C, et est done un 

espace vectoriel de dimension finie sur R, et P est le sous-groupe engendr6 par une base de 

G sur R; (c) G est de type ad~lique, done de la forme XA =Xk(~Ak (cf. n ~ 1), et F = X  k. 

On notera que, dans ees trois cas, il existe des isomorphismes de G sur G* qui transforment 

F e n  F.;  dans le cas (a), F et F ,  sont compacts s quotient discret, et dans les cas (b) et (c) 

ils sont discrets s quotient compact. 

On notera ~ l'image dans G/F d'un ~l~ment x de G, et ~* l'image dans G*/F, d'un 

dldment x* de G*. On choisira des mesures de Haar  d~ dans F et d~ dans G/F de mani~re 

avoir l'dgalit~ symbolique dx =d~d:~, ce qui signifie, comme on sait, qu'on a, pour toute 

fonction (I)~L~(G) : 

ici, comme dans tout ce qui suivra, la notation se justifie du fait que la fonction s intdgrer 

sur G/F au second membre, bien qu'4crite eomme fonction de x E G, est invariante par 

x--~x+~ pour tout ~ E F et peut done ~tre consid~r~e, en un sens ~vident, comme fonction 

de & sur G/F. Pour toute fonction (I) sur G, et tout x E G, on conviendra dans ce qui suit 

de noter q)x la fonction sur F ddfinie par (bx(~)=(1)(x +~), de sorte que l'~galitd ci-dessus 

s'~crit, en abr~g~, S09dx = S(S r En y rempla~ant (I) par ]qb[~, on obtient en parti- 

eulier la relation 

r = J II (19) II 

o~ I1r Ilo, IIr ddnotent les normes dans L~(G) et dans L*(F), respeetivement. D'autre part, 

en proc~dant de mSme pour l'int~grale qui ddfinit la transform~e de Fourier d'une fonction 

r eLl(G), on est conduit ~ introduire la fonetion E) sur G • G*, d~finie par la formule 

o (x, **) = f r  + x*>. d~, (20) 

la transformde de Fourier q)* de (I) s'~crivant alors 

q)* (x*) = ~ | (x, x*). (x, x*). da~. (21) 
j 6  11" 
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On notera que, si F est discret, l 'int~grale qui d~finit 0 se rdduit s une somme. Dans les cas 

(b) et (c) mentionnds plus haut ,  les fonctions de cette forme ont  une grande importance;  

en particulier, pour  des choix convenables de r elles se r~duisent s des s4ries th~ta au 

sens classique. 

17. Supposons provisoirement, pour  fixer les iddes, que (I) soit continue s support  

compact;  alors O est continue. Quels que soient ~ E F, 2" E F , ,  O satisfait h la relation 

O(x + ~,x* + ~*) = O(x,x*). (2, -x*>, 

ce qui, en posant  z = (x, x*), ~ = (2, ~*), s'dcrit aussi, au moyen  de la fonction F ddfinie par  

(3) au n ~ 3 : 
O(z+ ~)=O(z)F(~,z) -1 (zEG• ~ E F •  (22) 

En  particulier, O est invariante par  x*-->x* +2* quel que soit 2" E F , .  Pour  toute  solution 

de (22), nous conviendrons de ddsigner par  Ox, pour  x E G, la fonction ddfinie sur G*/F, par  

Ox(&*) =O(x,x*). On peut  alors exprimer (20) en disant clue, pour  tou t  x, O~ est la trans- 

form~e de Fourier  de (I)~. 

Ident i f iant  G*/P, avec le dual de F, et F ,  avec eelui de G/F, nous munirons ces groupes 

des mesures de Haa r  d&*, de*, respectivement duales de de, d2; pour  z=(x,x*), nous d6- 

signerons par  ~ l ' image (&,&*) de z dans le groupe 

q = (G x G * ) / ( r  x 1L) = (G/F) x (G*/r.), 

et nous poserons d~=d~d2*. D'aprbs  (22), [ 0 [  est invariant  par  z-->z +~ qnel que soit 

E P • F , ,  et peut  donc fitre considdrd comme fonction sur Q. Le thdorbme de Plancherel, 

appliqud s (I) x et Ox, montre  que ][(I)xl[r est dgal ~ la norme [[O~][ de O~ dansi~(G*/P,), 

prise au moyen  de la mesure d&*; (19) donne alors ][d)]]~ = HoiI  ~ condition de poser, 

pour  route solution O de (22) : 

II o 115 = o 
JQ 

Mais d ' au t re  part ,  si on remplace x* par  x* +2*  dans (21), on voit  que, pour  tou t  x* E G*, 

la fonction ~*->(P*(x* +2*) est la transform~e de Fourier  de 

~--~O(x,x*). <x,x*>; 

en appl iquant  s ces fonctions le th~or~me de Plancherel, puis int~grant sur G*/F,, on obtient  
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E n  ver tu  du thgorrme de Plancherel appliqug s (I) et (I)*, et des rgsultats obtenus plus 

haut ,  cela montre  que le second membre n 'es t  autre que Ilqb*]p pris sur G* au moyen de 

la mesure dx* duale de dx; par  consgquent, on a dx* =d~*d:t*. 

18. Nous dgsignerons par  H(G, F) l 'espace de Hilbert  des solutions O de (22), pa r tou t  

localement intggrables sur G • G* et telles que IIOl]~ < + ~ ,  cet espace grant muni  de la 

norme IIO]IQ. I1 rgsulte de ce qui prgc~de que l 'application (I)->O, dgfinie par  (20) quand  

(I) est continue ~ support  compact ,  se prolonge par  continuit~ s une application lingaire 

Z de L2(G) dans H(G, F) qui conserve la norme. En  ggngral, pour  (I) E L2(G), le second membre  

de (20) n ' a  pas de sens. Mais soit (I) EL~(G) lq L~(G); alors il y a une pat t ie  nggligeable N de 

G/F telle que (1)z appartierme & L2(F) f3 LI(I?) chaque lois que ~ n 'es t  pas dans N.  Soit | 

la fonction dgfinie par  (20) pour  ~ h  r et  ggale ~ 0 pour  ~ E N ;  e 'est  une solution de (22), 

et  (92 est la transformge de Fourier  de (I), ehaque lois que ~ q N ;  le thgorrme de Plancherel  

appliqug h ces fonctions, et combing comme plus hau t  avec (19), donne alors de nouveau 

I](I)llZa =ll(91]~. De plus, si on gcrit dp comme limite, au sens de L~-(G), d 'une  suite d)~ de 

fonctions continues s support  compact,  et qu 'on  pose (9~ =Z(O)~), on voi t  exactement  de 

m r m e  que (9 - (gn  a mrme  norme que (I) (I),; cette norme tend donc vers 0 pour  n--> + ~ .  

II  s 'ensuit  qu 'on  a (9 =Z(dp). 

Rgciproquement ,  soit (9 E H(G,F)  tel que [(91 soit intrgrable sur Q; il est clair que les 

fonctions de cette nature  sont par tou t  d e n ~ s  dans H(G, F). I1 y aura une partie nggligeable 

N de G/F telle que (92 appart ienne b. la lois ~ L~(G*/F.) et ~ LI(G*/F.) chaque fois que 

n 'es t  pas dans N. Rempla~ons (9 par  la fonction ggale s (9 pour  & q N e t  h 0 pour  ~ E N. 

Cela fait, soit (I) la fonction sur G dgfinie par  

(I)(x)= f O(x,x*)d~*. (23) 
G*/F.  

Les hypotheses faites sur (9 impliquent  que (D est pa r tou t  localement int~grable; de plus, 

en subst i tuant  x +~ s x dans (23), on vol t  clue, pour  tou t  x, (I)2 est la transform~e de Fourier  

de Ox. Le thgor~me de Plancherel appliqug s ces fonctions, combing de nouveau avec 

(19), montre  alors que ]I(I)]]~ = ]](9]1~, donc que (I) EL~(G). Si alors on gcrit r comme limite, 

au  sens de L~(G), d 'une  suite (I) n de fonctions continues ~ support  compact ,  on voit, en 

rgpgtant  le m~me raisonnement,  que O est limite des (9n=Z((I)n) dans H(G, F). On a 

donc montrg que l 'application O->(I) dgfinie par  (23) pour  les fonctions dont  il s 'agit  se 

prolonge par  continuitg s une application lingaire de H(G, F) sur L~(G), rgciproque de Z. 

En  particulier, Z e s t  un isomorphisme de L2(G) sur H(G, P). 

Considgrons en particulier le cas off on a pris (I) E S(G). I1 est facile de vgrifier (d 'abord 
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duns le cas d ' un  groupe (( dldmentuire ~), puis en passant  de 1~ au cas gdndral au moyen des 

ddfinitions rappeldes plus hau t  au n ~ 11) qu'alors x-+(I)x est une application continue de G 

duns S(F). I1 rdsulte immddiatement  de 1~ que le second membre  de (20) est (( uniformdment  

convergent  ~) et ddfinit une solution continue | de (22), qui dans ces conditions, d 'aprbs ce 

qu 'on  a dit  plus haut ,  n 'est  autre que Z((I)). Comme de plus la t ransformat ion de Fourier  

relative ~ F ddtermine un isomorphisme topologique de S(F) sur $(G*/F.), il s 'ensuit  que 

x-+| est une application continue de G dans S(G*/F.), done que le second membre  de (23) 

ddfinit une fonction continue sur G; comme celle-ci, d 'apr~s ce qui prdc~de, doit  coincider 

avec (I) au sens de L2(G), elle n 'est  done autre que (I). Aut rement  dit, pour  (I) E S(G), on peut  

prendre pour  | =Z((I)) une fonction continue, et alors les formules (20), (23) sont valables 

pa r tou t  (et non pus seulement presque purtout).  

19. Au  moyen de l ' isomorphisme Z de L~(G) sur H(G, F), on peut  t ranspor ter  

H(G, F) les groupes d 'opdrateurs unitaires prdcddemment ddfinis dans LZ(G); par  abus de 

notation,  nous dcrirons le plus souvent  ceux-ci comme si on avai t  identifid H(G, F) avec 

L2(G} au moyeu  de Z. Pa r  exemple, nous dcrirons U(w) au lieu de Z. U(w).Z-l; on vdrifie 

immddiatement  que cet opdrateur est d6fini par  la formule 

U(w)O(z) = O(z + w) F(z, w). (24) 

De m~me, on notera  A(G) le groupe formd par  les opdrateurs t. U(w) dans H(G, F), pour  

t E T, et B0(G ) le normalisateur de A(G) duns le groupe des au tomorphismes  de H(G, F). 

Bien entendu,  s'il rdsulte de ce qui prdebde que l 'opdrateur U(w) donnd par  (24) t ransforme 

toute  solution de (22) en une solution de (22), ce fait est aussi dvident a priori. 

On conviendra main tenant  de ddsigner par  Bo(G , F) le sous-groupe de Bo(G ) formd 

par  les dldments s = (a,/) de Bo(G ) tels que / prenne la valeur 1 en tou t  dldment de F • F ,  et 

que o induise sur F • F ,  un  automorphisme de F • F , .  Pour  tou t  s=(a,/) dans Bo(G, F), 

on ddfinira un opdrateur rr(s) duns H(G, F) par  la formule 

r r  (s) 0 (z) = 0 (z o) / (z), (25) 

dont  on vdrifie immddiatement  qu'il  t ransforme toute  solution 0 de (22) en une solution 

de la m~me dquation. I1 est alors dvident que r r  est une reprdsentation de B0(G, F) par  des 

opdrateurs unitaires. De plus, au moyen  de (24), de (25), et de lu formule (6) d u n  ~ 5~ on 

vdrifie aussit5t qu 'on  a, pour  tou t  w : 

V (w) r r (8) = / (w) .  r r  (s) U (w 0), 

ce qui montre  que rr(s) appar t ient  ~ B0(G ) et que sa projection canonique sur Bo(G ) est s; 

en d 'aut res  termes, r r  est un  (~ rel~vement ~) de Bo(G,F ) s B0(G ). On notera Bo(G,F ) l ' image 
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de B0(G , F) par  r r ,  et aussi, par  abus de notations,  le groupe d~duit de celui-l~ par  t ranspor t  

L2(G) au moyen  de Z; de m~me, on ~crira r r au lieu de Z-lrr  Z. 

Tout  ce qui precede reste valable, mais devient s peu pros trivial, lorsqu 'on prend 

I~=(0},  d 'oh  F .  =G* (resp. F =G, I~. ={0}). Alors H(G,F)  s'identifie d 'une  mani~re ~vi- 

dente s L~(G) (resp. s L2(G*)), et Z s l ' identitd (resp. s la t ransformat ion de Fourier). 

Le groupe Bo(G , F) est ici (avee les notat ions d u n  ~ 6) le groupe des automorphis: de la 

forme do(~c)to(/) (resp. do(:C)to(/')). Dans le eas F = { 0 } ,  le rel~vement r r est celui qui, 

do(~)to(/), fait  correspondre do(~)t0(/); dans le cas F =G,  c 'est  le rel~vement qui se ddduit 

de celui-ls par  dualitd. 

THfiORi~ME 4. Pour route/onction ~P E S(G) et tout s E Bo(G,F), on a 

fr (I) (~) d ~ = f r  s (I) (~) d~. (26) 

En  effet, d 'apr~s les r~sultats des n ~ 11-12, quand  (I) est dans $(G), il en est de m~me 

de (I)' =s(I); alors, d 'apr~s le n ~ 18, les fonctions | =Z((I)) et O' = s O  =Z((I)') sont  continues 

et s 'expriment  en tou t  point  par  la formule (20). Mais, si l 'on ~crit s = r r ( s )  avec s E Bo(G,F ), 

(~' et ~) doivent  aussi satisfaire s (25) au sens de H(G, F), donc aussi en tou t  point  puis- 

qu'elles sont continues. Pour  z =0 ,  (25) donne E)'(0) = ~)(0); en expr imant  les deux membres 

au moyen  de (I)', (I) par  la formule (20), on obtient  le rdsultat  annoncd. 

COROLLAIR~,. Pour route/onction ~P e $(G) , /a /ormule  

F(s)= f sr (s eB o (G)) 
J r  

dd/init sur le groupe B0(G ) une /onction invariante par les translations & gauche de Bo(G, F). 

D'apr~s les n ~ 11-12, s(I) appar t ient  s S(G) pour  tou t  s E Bo(G); d 'apr~s ce qu 'on  a vu  

au n ~ 18, cela implique en particulier que s~  induit  sur 1 ~ une fonction qui appar t ient  

S(F), donc s LI(F).  Le corollaire rdsulte alors immddiatement  du th~or~me 4. 

Comme on le verra par  la suite, ce corollaire fournit  un  des plus puissants moyens  

dont  on dispose pour  la construct ion de fonctions automorphes.  

20. Au  n ~ 13, on a d~fini un  certain rel~vement r o de ~0(G) dans Bo(G ). On d~signera 

main tenant  par  ~o(G,F) l 'ensemble des ~l~ments s = (a,/) de Bo(G,F ) tels que 7(s)soi t  un  

isomorphisme de G* sur G et induise sur F .  un  isomorphisme de F .  sur F; cet ensemble 

est contenu dans ~0(G). Nous  allons montrer  que, sur ~o(G,F), r r  coincide avec r 0. Pour  
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cela, on observera  que, dans  la formule (8) de la proposi t ion 1, n ~ 7, s i s  appar t i en t  h 

g20(G,F), les trois facteurs  du second membre  appar t i ennen t  ~ Bo(G,F ). I1 suffit donc de 

vdrifier que rr(t0(]) ) = to(/) quand to(]) e Bo(G,F ), et  que r r  (do(y)) = d0(y) quanddo(y)e B o (G, F). 

Pour  to(/), c'est  immddiat .  Pour  do(y), on vol t  imm~dia tement ,  en fa isant  usage de 

(21), que les deux opdrateurs en question ne different l 'un de l ' au t re  que par  un fac teur  

rSel > 0; comme ils sont unitaires,  ils sont donc ~gaux. De plus, en dcrivant  que le fac teur  

pa r  lequel ils different a la valeur  1, on t rouve  ce qui suit : soit y un isomorphisme de 

(G*,F,)  sur (G,F), c 'est-s un  isomorphisme de G* sur G induisant  sur F ,  un iso- 

morphisme de F ,  sur F; alors ce dernier  isomorphisme,  et  l ' i somorphisme de G*/F ,  sur 

G/F qui se d~duit de y par  passage au quotient,  ont  m~me module,  ~gal s lyl�89 cela donne 

en part icul ier  I~l = 1 lorsque F et F ,  sont tous deux discrets, ou lorsqu'ils sont tous deux  

compacts .  

On arr ive d i rec tement  au m~me rdsultat  sur r r  en t r anspor t an t  s L~(G), au moyen  des 

formules (20) pour  Z et  (23) pour  Z -1, l 'op~rateur  r r  d~fini par  (25), dans le cas off 

s E ~o(G, F); on obt ient  alors pour  r r u n e  expression qui coincide avec celle donnde par  (16) 

pour  r0, ~ un facteur  positif pros qui est  alors n~cessairement ~gal s 1 (ce qui a les m~mes 

consdquences que plus haut) .  

Mentionnons aussi que, lorsque F et F ,  sont discrets et  qu 'on  prend pour  ~ un iso- 

morphisme de (G*, F , )  sur (G, F), puis qu 'on  prend  s =do(y), donc r r (s )=do(y) ,  le thdor~me 

4 se rdduit  s la formule classique de Poisson, dont  il consti tue donc une gdndralisation. 

TH]~OR]~ME 5: Soit / un caract~re du second degrd de G, prenant la valeur 1 en tousles 

gldments d'un sous-groupe /ermg F de G; soient G* le dual de G, F ,  le sous-groupe de G* 

correspondant h F, et supposons que le morphisme symdtrique ~ de G dans G* associd h / 

soit un isomorphisme de (G, F) sur (G*, F,) .  Alors y(/)= 1. 

I1 suffit pour  le voir  de se repor ter  s la d~monst ra t ion  du th~or~me 2; on y a ob tenu  

y(/) comme ~tant  le facteur  par  lequel different les deux membres  de (9) apr~s qu 'on  les a 

relevds ~ Bo(G ) au moyen  de d o e t t  0. Mais, avec les hypotheses  du th~or~me 5, tous  les 

facteurs  de (9) sont dans Bo(G , F); par  suite, comme on v ient  de le voir, leurs rel~vements 

par  d o e t t  o coincident avec leurs rel~vements pa r  r r .  Comme r r  est une reprdsentation,  le 

r6sultat  s 'ensuit.  On pourra i t  aussi (ce qui d 'ai l leurs revient  au m~me) faire usage du th~o- 

r~me 3, en y choisissant pour  8, s '  des dldments de B0(G,F ) tels q u e / o = / .  

Comme on le verra  au Chapitre  I I ,  le thdor~me 5, appliqu~ ~ un groupe de type  ad~li- 

que (cas (c) du d~but du n ~ 16), eontient  la loi de r~ciprocitd quadrat ique.  Un  cas part icul ier  

plus banal ,  mais  utile, est  le su ivant  : 
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COROLLAIRE. Soit ]le caract~re du second degrd donnd par/(x,x*) ={x ,x* )  sur G x G*. 

Alors / e s t  non ddggngrd, et ~(/)= 1. 

Le dual de G x G* s'identifie d 'une  mani~re 6vidente & G* x G; le morphisme associ6 & 

/ est celui qui 6change les deux faeteurs de G x G*; d o n c /  est non d~g~n6r~. En  subst i tuant  

respeetivement G x G*, G* x G, G x {0} et {0} x G & G, G*, F et F ,  dans le th6or~me 5, 

on obt ient  le rdsultat  annonc6. 

21. En  vue d 'applicat ions ult6rieures, ajoutons quelques remarques sur le cas off 

F et F ,  sont compacts,  ou encore (ee qui revient au m~me) off F est compact  et  ouver t  dans 

G. On choisira dx et d~ de mani~re que la mesure de F (pour dx et pour  d~) soit 1. Alors 

F ,  a la mesure 1 pour  dx* et pour  d~*. 

Prenons d ' abord  pour  (I) la fonetion caract~ristique ~ r  de I~; alors Z(~or) est la fonction 

caract6ristique de F • F , ;  d 'apr~s (25), elle est invariante par  B0(G,F); il e n e s t  donc de 

m6me, par  d4finition, de r = ~ r .  

Prenons ensuite pour  ~P la fonction caract~ristique d 'une  classe suivant  F, ou, ce qui 

revient au m~me, posons ~P(x)=~r(x-a);  on voit  aussit6t que O est alors la fonction 

qpr(x-a)qJr,(X*), oh ~ r ,  est la fonction earact~fistique de F , .  Soit s=(a , / )  un 616ment de 

Bo(G,I' ), avee ~ = . Pour  que @, et par  eons6quent q~, soient invariantes par  rr(s), 

il faut  et il suffit que l 'on air a(~ - 1) E 17, a~ E I ' . ,  et l(a,O) = 1; c 'est  ce qu 'on  volt  imm~tiate-  

merit au moyen de (25). 

Soit Mors I "  un sous-groupe o u v e ~  compact  de G, e o n ~ n a n t  P. Alors, avec les no- 

tat ions du n ~ 11, l 'ensemble $(I"', 1-') se compose des eombinaisons lin6aires ~, coefficients 

constants  des fonctions ~0r(x-a)  pour  a ~ 1-"; c 'est un  espace vectoriel, sur le corps des 

complexes, de dimension 6gale ~, l 'indice (n6eessairement fini) de 1-' dans I" .  Soit s =(a , / ) ,  

comme ci-dessus, un  ~Mment de Bo(G,I'). Alors, pour  que toute  fonetion de S(F ' , I ' )  soit 

invariante par  rr(s), il faut  et il suffit, d 'apr~s ce qui pr6egde, que [ prenne la valeur 1 sur 

F '  x p , ,  que F "  ( ~ -  1)~ P, et que P '  . t i c  P , .  I1 revient au m6me de dire que / doit  prendre 

la valeur 1 sur F '  x F , ,  que a doit  induire un automorphisme sur F '  x F , ,  et que a d6ter- 

mine, par  passage au quotient,  l ' au tomorphisme identique sur (F'  x F , ) / (F  x F,) .  

22. Enfin, on notera  quelques propri6t~s (~ fonctorielles , 6videntes, pour  le cas oh 

on consid~re un produi t  G = G 1 x G2, dont  on peut  6crire le dual sous la forme G* = G~ x G~; 

on identifiera d 'une  mani~re 6vidente G x G* avec (G 1 x G~) x (G 2 x G~). Alors, si (rl, a s sont 

des automorphismes de G 1 x G* et de G~ x G~, respectivement,  on en d6duit  d 'une  mani~re 

6vidente un automorphisme de G x G* qu 'on  notera (al,q2); si ]1,/~ sont  des caract~res du 
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second degr6 sur G1 • G* et sur G~ • G~, on en ddduit un  caract~re du second degrd 

/=/1(~)/~ sur G • G*, ddfini par / (z l ,z2)  =/l(Zl)/~(z2); s i s  1 = (al,/1), s2 = (~, /2)  sent  des ~l~- 

ments  de Be(G• et de Bo(G~), respectivement,  ((al,a~),/i~)/2) sera un dldment de Bo(G ), 

qu 'on  notera Sl@S 2. Chaque fois que ce sera commode, on identifiera B0(G1)• Be(G2) 

avec le groupe des dldments Sl@S ~ de Be(G), et on identifiera Be(G1), Bo(G~) avec les facteurs 

de ce groupe. 

On peut  d ' au t re  par t  considdrer L~(G) comme (( produi t  tensoriel hilbertien ~) de 

Lz(GI) et L2(G2); alors, si sl, sz sent  des automorphismes de L~(G~) et de L2(G2), respective- 

ment ,  on en ddduit d 'une  mani~re dvidente un automorphisme s~(~s~ de L~(G). Pour  chaeun 

des groupes G~, G~, G, on pourra  ddfinir, comme au n ~ 4, des opdrateurs U(wl), U(w~), 

U(w), qui sent  respeetivement des automorphismes de L~(G1), L2(G~), L2(G); et on aura,  

pour  w = (Wl, w~) : 
U(w) = U(Wl)(~U(w2). 

I1 est dvident alors que (Sl,S2)-~Sl~)S~ ddtermine sur B0(G1)• B0(G2) un  homomorphisme 

de ce groupe dans Be(G), compatible avee les projections canoniques de B0(G1) sur Be(G1), 

de Bo(G~) sur Be(G2) et de Bo(G ) sur Be(G); le noyau  de cet homomorphisme est formd par  

les dldments (t,t -1) du centre; et il induit  sur Be(G1) et Be(G2) des monomorphismes de ces 

groupes dans Be(G), au moyen  desquels on pourra,  ehaque fois que ce sera commode, les 

identifier avec leurs images dans ce dernier groupe. 

II. Application ~ la loi de r~ciprocit~ quadratique 

23. Pour  met t re  en harmonie au tan t  que possible nos notat ions alg~briques avec 

celles du Chapitre I, nous conviendrons, chaque lois que X sera un espace vectoriel (tou- 

jours suppos~ de dimension finie) sur un corps k, de d~signer son dual par  X*, et de noter  

[x, x*], pour  x E X, x* E X*, la valeur en x de la forme lin~aire sur X qui correspond s x*; 

nous identifierons X avee son b idua l  (X*)* au moyen  de la formule 

Ix, x*] = I x * ,  x]; 

et, ehaque lois que m sera une application lindaire (dite aussi (~ morphisme ~>) d ' un  espace 

X dans un espaee Y, nous noterons m* sa transposde, c'est-s l 'applicat ion lindaire de 

Y* dans X* ddfinie, pour  x E X, y* E Y*, par  la formule 

[x~, y*] = [x, y*~*]. 

Toute  forme bilindaire sur X • Y s'dcrit [x,y~], oil a est un morphisme de Y dans X*; 

pour  X =  Y, on dira que cr est symdtrique si [x,y~r est symdtrique en x et y, donc si ~ = ~ * .  
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Si [ est une forme quadrat ique sur X,  on a, quels que soient x E X, y E X : 

](x + y) - /(x) -i t(y) = [x, y~], 

off 9 est un  morphisme sym6trique de X dans X*; on dira alors que ] e t  9 sont associ~s 

l 'une ~ l 'autre;  ] sera dire non d~gdngrge s ip  est un isomorphisme de X sur X*, et  additive 

si ~ = 0. I1 n ' y  a de forme quadrat ique additive, autre que 0, que si k est de caractdristique 2. 

Si k n 'est  pas de caract6ristique 2, tou t  morphisine sym6trique 9 de X dans X* est associd 

une forme quadrat ique it et s une seule, s savoir celle qui est donnge pa r / (x )  = [x, 2-1x~]. 

En  tou t  cas, on a 2it(x)= [x, xq]. On conviendra de d6signer par  Q(X) l 'espace vectoriel des 

forines quadrat iques sur X, et par  Q~(X) le sous-espace de Q(X) constitu6 par  les formes 

additives. 

24. Soit d ' abord  k un corps local; nous entendrons par  l~ un corps comInutat i f  locale- 

ment  compact,  non discret; il est donc, soit isomorphe ~ R ou s C, soit ~ valuat ion dis- 

cr~te; et, dans ce dernier cas, c 'est une extension finie, soit d ' u n  corps ~p (compldtion 

p-adique du corps Q des rationnels) s'il est de caractdristique 0, soit du corps des sdries 

formelles ~ une inddterminde sur le corps premier Fp s'il est de caractdristique p. Si k est b~ 

valuat ion discrbte, on notera 0 l 'anneau des entiers de k, et ~ un dl6ment premier de 0, 

c'est-s un  gdn~rateur de l 'iddal premier p de 0 ; on notera q le nombre  d'~ldinents du 

corps fini 0/p. On choisira une lois pour  routes un caractbre 9~ du groupe additif de k, dont  

nous supposerons seulement qu'il  n 'es t  pas trivial (c'est-~-dire qu'il  n ' a  pas la valeur 

constante 1); il est possible, comme on sait, de choisir Z d 'une  mani~re (( canonique ~), 

Inais cela nous serait inutile. On sait que Z(xy) est alors un bicaract~re de k • k qui met  

k e n  dualitd avec lui-m6me au sens de la thdorie des groupes abdliens localement compacts.  

Plus gdndraleinent, soit X un  espace vectoriel (de dimension finie, comme toujours) sur 

k; soit X* son dual; X et X* 6tant  munis  de la topologie dvidente, on peut  alors identifier 

X* avec le dual de X au sens de la thdorie des groupes abdliens localement compacts  de 

mani~re ~ avoir, pour  tou t  x E X et tou t  x* E X* : 

<x, x*> = X([x, x*]). 

Cette identification (qui d~pend du choix de •) sera f a r e  d~sorinais une fois pour  toutes, 

de sorte qu 'on  n ' au ra  pas s distinguer entre le dual alg~brique et le dual au sens du 

Chapitre I .  

Si / est une forme quadrat ique sur un  espace X sur k, Xoit est un  caract~re du second 

degr6 sur X au sens du Chapitre I, n ~ l; le morphisme de X dans X* associd s Zoit est 

celui-ls In ,me qui est associ~ ~ it; en partieulier, pour  que Z o / s o i t  non d~gdn~r~, il faut  et 
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il suffit que / le soit, et, lorsqu'il  en est ainsi, on peut  appliquer ~ i~o/ le  th4or~me 2 du 

Chapitre I, n ~ 14, ce qui d~finit un  nombre  ?(Xo/) de valeur absolue 1. Pour  abr4ger, on 

4crira ~(/) au lieu de ?(Xo/), mais il ne faudra pas oublier qu'alors le symbole y(/) d4pend du 

choix de X. En  revanche, comme I~(/)1 = 1, il ne d4pend pas du choix des mesures de Haa r  

dans les groupes qui interviennent  dans sa d4finition, puisque, lorsqu 'on change ces mesures, 

cela ne modifie les formules du th4or~me 2 du Chapitre I, n ~ 14, et de ses corollaires, que 

par  des facteurs r4els > 0; cette remarque permet  m6me, dans le calcul de ~(/) au moyen  

de ces corollaires, d ' abandonner  la convention, faite au Chapitre I, de toujours prendre 

dans le dual  G* d 'un  groupe G la mesure duale de celle qu 'on  a choisie dans G. 

25. La  remarque ci-dessus montre  en particulier que, si / et X sont comme plus hau t  

et s i / '  = / o ~ ,  off ~ est un  isomorphisme d 'un  espace X '  sur X,  on a ~(/ ' )=~(/) ;  en d 'aut res  

termes, y a mfime valeur pour  deux formes (( dquivalentes )) / , / ' .  D 'au t re  part ,  comme 

Z o ( - / )  est l ' imaginaire conjugud de ~o/ ,  on a ~ ( - / ) = ~ ( / ) - 1 .  Si - 1  est un  carrd dans k 

(donc en particulier si k est de caractdristique 2), - / e s t  dquivalente ~ / ;  dans ce cas, on a 

donc y ( / ) =  • 1 quelle que so i t / .  

PROPOSITION 3. L'application /-->?(/) d~termine un caract~re du groupe de Witt du 

corps local ]c. 

Comme on sait, une forme / non d4g4n4r~e correspond s l'414ment 0 du groupe de Wi t t  

(ce que nous exprimerons, pour  abrgger, en disant qu'elle est triviale) si elle est 4quivalente 

la forme ~xzx~+~ sur ]c 2~ pour  une valeur convenable de n; cela s 'expr ime aussi en disant 

que / est 4quivalente s la forme [x, x*] sur X • X *  pour un certain choix de X. Mais alors 

le corollaire du th~or~me 5 du Chapitre I, n ~ 20, montre  que ~( / )=  1. D ' au t re  part ,  soient 

/1,/~ des formes non d4g4ndr4es sur des espaces X1, X~; soit / la forme donn4e par  ](xi, x2) = 

/l(Xl) +/2(x~) sur la somme directe de X 1 et de X2; elle est non d4g4n4r4e, et il est 4vident, 

d 'apr~s la d4finition de ? dans le th4or~me 2 du Chapitre I, n ~ 14, que Y(/) =Y(/1) ?(/z). 

Cela d4montre  ]a proposition. 

26. Nous allons maintenant  aborder le calcul de ~(/), tou t  au moins dans certains cas 

~X~ xT'm X 2 particuliers. On conviendra de noter  qm la forme qm( ) = 2,1 ~ sur l 'espace/c~; elle est non 

dggdndrde chaque lois que k n 'es t  pas de caractdristique 2. 

Soit d ' abord  k = R ;  alors toute  forme quadrat ique non ddgdndr~e est ~quivalente s 

une forme qa(x)-q~(y) sur un espace R a • (a,b) s'appelle le type  d'inertie de la forme; 

la proposit ion 3 montre  que, si ] a le type  d'inertie (a,b), ~(])=~(ql) a-b. Le caract~re Z 

sur t t  est ndcessairement de la forme X(x)=e 2~t~x, avec ~ rdel non nul. Pour  calculer 

Y(ql), on appliquera le corollaire 2 du th. 2, n ~ 14, du Chapitre I, en prenant  par  exemple 
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(I) (x)= e- 'X'; un  calcul dldmentaire donne alors pour  7(qx) la valeur e "~/4 si 2 > 0 e t e  -'~/4 

si 2 < 0. Par  suite, dans tous les  eas, ~(/) est une racine huiti~me de l 'unitd. On notera  qu 'on  a 

toujours aussi ~(q4)= - 1  pour  la forme q4(x), norme du quaternion xl+xzi+xa~+xak.  

Soit maintenant  k = C; alors toute  forme est ~quivalente ~ une forme qa, et il suffit de 

ddterminer ~(ql), OU encore T(cq~) pour  une valeur quelconque de c. Si g0 ddsigne le caract~re 

e ~ z  sur It, le caract~re Z sur C sera n~eessairement de la forme Z(z)=zo(2z+~5), avec 

#0 ;  pour  /=;t-~qx, on aura g o / = g o o / o ,  oh /0  est donnde par/o(z) =z ~ +~.  Sur l 'espace de 

dimension 2 sur R qui est sous-jacent s C,/o est une forme quadrat ique de type  d ' inert ie 

(1,1); d 'aprbs ce qui prdc~de, on a donc 7(~oo/o)=1,  ou en d 'au t res  termes 7 ( ~ o / ) = 1 ,  

e'est-s ? ( / ) =  1. I I e n  est done de m~me pour  toute  forme quadrat ique non ddgdndrde 

sur C. 

27. Prenons main tenant  pour  k un corps local s valuat ion discrete. Si X est un  espace 

vectoriel sur k, un  sous-groupe compact  et ouvert  de X sera appeld un r~eau si c 'est  un 

module sur 0; il est clair que, si L e s t  un  rdseau dans X, L .  en est un  dans X*. Si L e t  L '  

sont deux rdseaux dans X,  et si L ~ L ' ,  on notera $(L,L'), comme au n ~ 21 du Chapitre I ,  

la famille des fonctions ~ support  conf~nu dans L e t  constantes sur les classes suivant  L ' .  

La  rdunion des familles S(L,L'), pour tous les  choix possibles de L e t  L ' ,  n 'es t  autre  que S(X) 

(cf. n ~ 11 du Chapitre I). 

Soit / une forme quadrat ique non ddgdndrde sur X, associde ~ l ' isomorphisme symdtri- 

que Q de X sur X*. Comme le noyau  de Z e s t  un  sous-groupe ouver t  de k, g o / a  la valeur 

constante 1 sur un  voisinage de 0 dans X,  donc sur tou t  rdseau suffisamment peti t  dans X. 

Choisissons un  rdseau L tel que g o / s o i t  dgal ~ 1 sur L, ce qui entra~ne que Z([y,x~])=1 

quels que soient x ELI y EL (la r6ciproque dtant  d'ailleurs vraie chaque lois que 2 est in- 

versible dans 0), et par  suite L o c L . ;  on posera L' = L . ~  -1, et on aura donc L '  DL.  Si ~L 

est la fonction caractdristique de L, on a alors 

(q~L ~ (Z O/)) (X) = fL X (/(X -- y)) dy = g (/(X))fL Z ([y, -- X ~]) dy. 

L'int6grale du dernier membre  a la valeur m(L) = SLdy, ou O, suivant  que x~ est ou non dans 

L , .  On a done 

~L -X- (Z O 1) = m (L) qL'" (Z O 1). (27) 

Appliquons maintenant /~  g o / e t  h (I)=q~L le corollaire 2 du th6or~me 2, Chapitre I ,  n ~ 14; 

il s 'ensuit  que 7(/) ne diff~re que par  un facteur  r6el > 0 de l ' int6grale de g o / s u r  L ' .  Posons, 

pour  tou t  r6seau M : 
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g (/, M)  = fM Z (/(x)) dx; 

si M ~ L ,  cela peut  " " s ecrlre 

g([, M)  = z ~M/L ~ Z(/(x)) f r  ~ Z([y, -- X e]) dy, 

ou encore, en posant  M '  = M N L '  et t enan t  compte de ce qui prdcbde : 

g(/, M)  = m(L) ~ 9~(/(x)). 
x e M ' / L  

La somme du second membre  est une somme de Gauss; de plus, le second membre est 

ind~pendant de M pourvu  que M ~ L ' ,  donc d8s que M est assez grand. En  no tan t  simple- 

ment  g(]) sa valeur pour  M assez grand,  on a donc g(/ ,L')=g(]) ,  et par  suite, d'apr~s ee 

qu 'on  a vu  plus hau t  

=a(/)/ng(/)l 

Cela permct,  si l 'on veut,  d 'appl iquer  au calcul de y(/) la thdorie des sommes de Gauss. 

28. Inddpendamment  de la thSorie des sommes de Gauss, on a l e  rdsultat suivant,  

suffisant pour  notre objet  �9 

PROPOSITION 4. Soit ~ l'alg~bre de quaternions sur le corps local k, et soit z---->n(z) =z~ 

la norme clans ~. Alors y(n) = - 1. 

D'apr~s ce qui prdc~de, tou t  revient s montrer  que g(n ,M)  est r~el et < 0 quand M 

est un r~seau assez grand dans ~. I1 est bien connu que z-->n(z) ddtermine un homomorphisme 

surjectif, ~ noyau  compact ,  du groupe multiplicatif de ~ sur celui de k; de plus, quel que 

soit l 'entier v, l 'ensemble Mr des z E ~ tels que n(z) Ezt-~o est un  idea!, donc un r~seau, de r, 

aussi g rand  qu 'on  veut  si on a pris v assez grand. Notons  dx, dz des mesures de Haa r  sur les 

groupes additifs de k et de ~, la premiere ~tant prise par  exemple telle que la mesure de 0 

soit 1. Suivant  l 'usage, pour  a E k, nous ddfinissons l al comme ~tant le module de x--->ax 

dans k; il s 'ensuit  que I x l - l d x  est une mesure de H a a r  sur le groupe multiplicatif de k. 

Mais alors, pour  c E ~, le module de z-->cz dans ~ est In(c) l ~-, et  par  suite In(z) l-~dz est une 

mesure de Haa r  sur le groupe multiplicatif  de ~. Soit ~ la fonction caract~ristique de o 

dans k; cello de M~ dans ~ est alors cf(re~n(z)), et on a done 

? 
g (n, Mr) = J g  (n (z)) q~ ( ~ n  (z)) dz. 

Posons yJ~ (x) = Z (x) ~ (z~ x) Ix 12; nous pouvons dcrire 

1 2 -  642946 Acta mathematica. I I I .  Imprim~ le 3 juin 1964. 
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g(n, M~) = f ~p, (n (z)) .  In (z) l -~ dz, 

off l ' intdgrale est prise sur l 'ensemble ~-{0} ,  c'est-s sur le groupe nmltiplicatif de f. 

In tdgran t  d ' abord  sur les classes suivant  le groupe compact  des z tels que n ( z ) =  1, classes 

sur lesquelles la fonction s int~grer est constante,  puis sur le groupe quotient,  on voi t  qu 'on  a 

avec ~ rdel > 0; ~ est la mesure du noyau  de n pour  la mesure quot ien t  de [n(z )[ -2dz  par  

I x ] - l d x .  Mais on a la relation dvidente 

comme on a Ire I=  q- l ,  nous pouvons done ~crire: 

g(n,M,)=~ ~ q-" Z(x)dx- X(x)dx . 
P = - ~ '  PO p+Io 

Soit m le plus peti t  des entiers # tels que l'iddal p" = g "  0 soit contenu dans le noyau  du carac- 

t~re Z de k; il est clair que l 'int~grale de • sur p~ a la valeur m(p ") = q - ~  lorsque Z induit  la 

eonstante 1 sur p ' ,  done pour  ~u >t m, et ia valeur 0 duns le cas contraire. On obtient  done, 

pourvu  que v >~ 1 - m  : 
g(n,M~) = -~qi-~m(1 +q-1) - l ,  

ce qui achbve la ddmonstrat ion.  

On notera que, d 'aprbs le n ~ 26, la proposit ion 4 est valable aussi pour  k = R ,  et tri- 

vialement  valable pour  k = C puisqu'i l  n ' y  a pas d'alg~bre de quuternions sur C. En  ce sens, 

elle est done valable pour  t ous l e s  corps locaux. 

On sait d'ailleurs que, sur tou t  corps local k autre que C, il n ' y  a que deux classes 

de formes quadrat iques  non ddg~n~rdes ~ 4 variables dont  le discriminant soit un  earrd 

duns k; ces classes sont respect ivement reprdsent~es par  la forme n dtudi~e ci-dessus, et 

par  la forme (~ triviale ~) x y  + zt. Les propositions 3 et 4 mont ren t  que le symbole ~(/) permet  

de distinguer entre ces classes de formes, puisqu'i l  a la valeur - 1  pour  la premiere et 1 

pour  lu seconde. En  particulier, si k n 'es t  pus de earactdristique 2, et si a et b sont des 

dldments non nuls de k, la forme x ~ - a y ~ - b z ~ + a b t  ~ appar t ien t  s l 'une ou ~ l 'uutre des 

classes ci-dessus suivant  que a est ou non norme d ' u n  ~ldment de k(bt). On a done 

y( x ~" - ay  2 - bz ~ § abt 2) = (a/b), 
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off (a/b) ddsigne le symbole de restes normiques. Pour b = - l ,  eela donne, d'apr~s la propo- 

sition 3, 7 ( q l ) e y ( - a q l ) 2 = ( a / -  1), ee qui s'dcrit aussi ~(aql)2=(a/- 1)7(q1) 2. Comme toute 

forme non ddgdndrde peut s'dcrire ~ aix~ par le choix d'une base convenable, on en conclut, 

par  une nouvelle application de la proposition 3 : 

~(/)~ = ( D / -  l)  r(ql)  ~m (28) 

si m est la dimension de l 'espace oh est ddfinie/,  et si D est le discriminant de / (pour un 

choix quelconque de la base, puisqu'un ehangement de base ne modifie D que par  un earrd). 

On en conclut V([) 4 =~(q4) ~, d'ofi ~([)s= 1 puisque q4 est non ddgdndrde de diseriminant 1. 

Ces rdsultats sont d'ailleurs tr iviaux si - 1  es~ un carrd dans k, puisqu'alors on a vu que 

y(/)=_+l quelle que so i t / ,  et qu'alors ( D / - 1 ) = I  quel que soit D. Le dernier, ~(/)S=l ,  

est valable m6me en caractdristique 2, puisqu'alors, eomme on a vu, on a m6me ~(/) = _+ 1. 

La loi de rdciprocitd quadratique va rdsulter de la combinaison des rdsultats ci-dessus 

avee l 'application du thdor~me 5 du Chapitre I,  n ~ 20, aux groupes de type addlique. 

29. Soit k un corps de nombres algdbriques, ou bien un corps de fonetions algdbriques 

de dimension 1 sur un corps fini. On ddsignera par  k, les compldtions de k, par  0v l 'anneau 

des entiers de kv chaque lois que k v est h valuation discrete, et par  Ak l 'anneau des addles 

de k. Soit X k un espace veetoriel (de dimension finie) sur k; on posera X.4 =Xk@Ak, e t ,  

pour tout  v, Xv=Xk@k,. Si X ~ est une base de X k sur k, on notera X~, chaque fois que kv 

est ~ valuation discrete, l 'ensemble des points de Xv dont les coordonndes par  rapport  

la base X ~ sont dans ~,; e'est un rdseau dans X,. On notera S tout  ensemble fini de compld- 

tions de k, contenant toutes celles qui sont isomorphes ~ R ou s @. Dans ces conditions, 

XA est la r~union (et m6me, en rant  qu'espace topologique, la limite inductive) des produits 

X~ = l-I x .  • VI x$. (29) 
VGS vq.S 

Toute partie compaete de X~ est eontenue dans un ensemble de la forme I-IC~, off 

C, est, pour tout  v, une partie compacte de X,,  et, pour presque tout  v (c'est-s tout  v 

sauf un nombre fini d 'entre eux), est dgal s Xg. On en conelut que tout  sous-groupe de XA, 

engendr6 par  un voisinage compact de 0, est contenu dans un tel sous-groupe de la forme 

H=I-IH,, off H ,  est dgal s X ,  chaque lois que k~ est isomorphe s R ou ~ @, h un rdseau 

dans X ,  chaque lois que k~ est s valuation discrete, et s Xg pour presque tout  v. Supposons 

H ainsi choisi; alors tout  sous-groupe compact H' de H tel clue H/H' soit un groupe dld- 

mentaire (cf. Chapitre I,  n ~ 11) contient un sous-groupe analogue de la forme H' =l--[Hv, 

off H i  est dgal s {0} chaque lois que k, est isomorphe k R ou s C, s un rdseau de X ,  contenu 

dans H v chaque lois que k, est ~ valuation discrete, et s Xg pour presque tout  v. On ddduit 



178 a. were 

aisdment de 1~ la structure de $(XA); S(XA) contient en tout cas toutes les fonctions de la 

forme (xv)-+l-[(I),(x~) , oh q), E $(X,) pour tout  v, et oh, pour prcsque tout v, (P~ est la fone- 

tion earaetdristique de Xg; pour k = Q, ou pour k de caractdristique p =#0, $(XA) est m~me 

l'ensemble des combinaisons lindaires finies, ~ coefficients constants, des fonctions ainsi 

obtenues (pour l'assertion correspondante lorsque k est un corps de nombres algdbriques 

autre que Q, voir plus loin, au n ~ 39). 

On choisira une lois pour routes un earactbre Z de A~, non trivial, prenant la valeur 

1 sur k; un tel caractbre est ndcessairement de la forme 

z(t) =i-Iz~(t,) ( t= (tv) eA~), 

off Zv est, pour tout v, un caraetbre non trivial de k,, et off, pour presque tout v, ~ se cor- 

respond s lui-mgme par dualitd lorsqu'on identifie kv avec son dual au moyen de Z, de la 

mani~re qui a dtd exphqude au n ~ 24; eela implique que, pour presque tout v, Z, induit 

la constante 1 sur 0v, de sorte que, dans l'expression ci-dessus de g(t) par un produit infini, 

presque tous les faeteurs ont la valeur 1. On se servira de Z, pour mettre X,  en dualitd avec 

X*, de la manibre expliqude au n ~ 24, ehaque lois que X k est un espace vectoriel sur k et 

que X~ est son dual (au sens alg6brique, conformdment aux notations introduites au n ~ 23). 

Alors, si X ~ est une base de Xk sur k et (X*) ~ une base de X~ sur k (par exemple la base 

duale de X~ le rdseau (X~). dans X* qui correspond par dualit6 s Xg est (X*)~ pour presque 

toutv. 

I1 est bien connu aussi que, si Z est choisi comme ci-dessus, le bicaract~re Z(xy) de 

Ak • Ak met A~ en dualitd avee lui-m~me de telle sorte que le sous-groupe diseret k de Ak 

se corresponde s lui-m~me par dualitY. Alors, si X~ est comme ci-dessus, on peut identifier 

X* avee le dual de XA au sens de la th~orie des groupes abdliens loealement compacts au 

moyen de la formule 

<~,x*>=;~([x,x*]) (xeXA, x*ex~) 

off [x,x*] dgsigne l'extension dvidente de la forme bilindaire sur Xk • X* ddfinie au n ~ 23 

une application bilin4aire de XA • X~ dans Ak. Dans cette dualitd, les sous-groupes 

discrets Xk, X~ de XA et X* se correspondent l 'un ~ l'autre; autrement dit, on pourra 

prendre G=XA, G* =X'A, F =Xk, F .  =X*  clans les n ~ 16-20 du Chapitre I. 

30. Soit / une forme quadratique non d6gdn6rde sur Xk; ene ddtermine d'une manibre 

dvidente des formes quadratiques sur les espaces X,, et une application x--->/(x) de XA 

dans Ak, done aussi des caraet~res du second degrd, ZvO/ et Zo/, sur les X~ et sur XA. 

Pour abrdger, on dcdra 7~(/), ~(/) au lieu de 7(ZvO/), ?(Xo/). 
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PROI'OSIT*ON 5. Soit / une ]orme quadratique non d~ggngrge sur un espace vectoriel 

X k sur k. Alors on a 

r ( / )  = ~ ~'o (/) = ~" 

Le th~or~me 5 du Chapitre I ,  n ~ 20, appliqu~ ~ Zo/, XA et Xk, montre  que ~(1)=1; 

il reste ~ faire voir que y([) =I-iT.(/)- Pour  eela, soit qb la fonction d~finie sur X A par  r = 

YIr pour  x = (x~), avee @. E $(Xv) pour tou t  v, ~P. 6tant  pour  presque tou t  v la fonetion 

caract6ristique de X~. On va appliquer le corollaire 2 du th6or~me 2, Chapitre I, n ~ 14, d 'une  

par t  s r et d ' au t r e  par t  aux fonctions ~P.. D'apr~s les remarques faites ~ la fin d u n  ~ 24, 

le choix des mesures de Haa r  est indiffgrent ici; on prendra  une mesure m. sur ehaque X. ,  

de fa~on que m.(X~)= 1 pour  presque tou t  v; on en d~duit une mesure produit  sur chacun 

des ensembles X~ d~finis par  (29), et par  suite une mesure sur XA. D'apr~s (27), n ~ 27, on 

voit  immSdiatement  que, pour  presque tou t  v, ~P.~()r d'ofi ~ ( / ) = 1  par  applica- 

t ion du corollaire en question. En  appl iquant  alors celui-ci s XA, on 5erira les int~grales sur 

XA comme limites des int~grales correspondantes sur les ensembles X~. Cela conduit  aussi- 

t6t  au rSsultat annonc~. 

Pour  obtenir la loi de r~ciprocitg quadratique,  on appliquera la proposit ion ci-dessus 

une forme non d~ggn~rSe ~ 4 variables dont  le discriminant soit un  carr~ dans k. Pour  

la forme obtenue comme norme d 'une  alg6bre ~ de quaternions sur k, cela donne la loi de 

r~eiprocit~ sous la forme due s ttasse, 1-i h.(~)= 1, off h.(~) a la valeur 1 ou - 1  suivant  que 

f~)kv est une alg~bre de matrices ou une (~ vraie )~ alg6bre de quaternions sur k.. Pour  la 

forme x 2 - a y 2 - b z ~ + a b t  2 sur un corps k de earact6Hstique autre que 2, cela donne la loi 

de r~ciprocit~ sous la forme de Hilbert,  1-I (a/b). = 1. 

Malgr~ les apparences, la d~monstrat ion de la loi de r~ciprocit~ quadrat ique exposSe 

ci-dessus ne diff~re pas substantiellement de la d6monstrat ion classique au moyen  des 

fonctions th6ta et des sommes de Gauss; on notera ~ cet ~gard le r61e essentiel jou~ par  

des fonctions thSta g~n~ralis6es dans la d~monstrat ion du th~or~me 5 du Chapitre I. 

D ' au t re  part ,  ddsignons par  P(k ,m)  la propri~t~ YIT,( / )=1 pour  les formes quadrat iques 

non dgg~n6r~es / sur les espaces X~ de dimension m sur le corps k. D'apr~s la proposit ion 3, 

P(k ,m)  r~sulte formellement de P(k,  1) si k n 'es t  pas de caract~ristique 2, et de P(k,2) si k 

est de caract~ristique 2. Soit de plus k' une extension s~parable de k de degr~ d; soit ~ la 

trace, prise dans k' sur le corps de base k. On a alors A~, = k 'QA~;  et, si Z e s t  le caract~re 

introdui t  ci-dessus pour  Ax, g '  = Z o v  est un caract~re analogue pour  A~,. S i / '  est une forme 

quadrat ique non ddggndr6e dans un espace X~. de dimension m sur It', ~o / '  en est une dans 

l 'espace sur ]c sous-jacent s X~.. On en eonclut aussitbt que P(]c, md) implique P(]c',m). I1 

r~sulte de ces remarques que par  exemple, dans le cas de caract~ristique 0, P(lc, m) est une 

consequence formelle de P(Q, 1) quel que soit m e t  quel que soit le corps de nombres alga- 
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br iques  k. On no te ra  aussi  que la  loi de rdciproeitd quadra t ique ,  sous la forme de Hasse  ou 

sous la  forme de Hi lber t ,  est  eontenue dans  P(k, 4), de sorte que, formel lement  du  moins,  

cet te  ]oi est  un  rdsu l ta t  moins  for t  que P(k,  1) si k n ' es t  pas  de caractdr is t ique  2, o u que P(k,  2) 

si k est  de caract~r is t ique  2. 

Nous  t e rminerons  ce chap i t re  p a r  une  quest ion : peu t -on  donner  de l a  loi gdndrale 

de rdciprocitd une ddmons t ra t ion  analogue ~ celle q u ' o n  v ien t  d ' expose r  pour  la loi de 

rdciprocitd quadra t ique?  

l lI .  Le groupe m~taplectique (cas local et cas ad~lique) 

31. Comme au  n ~ 23, soit  d ' a b o r d  X un espace veetor ie l  (de d imension  finie, comme 

toujours)  sur  un  corps quelconque k; conservan t  les no ta t ions  in t rodu i t e s  au n ~ 23, nous 

aurons  ~ consid~rer des au tomorph i smes  z-->z~ de X • X*,  qu 'on  notera ,  comme au  Chapi t re  

I (cf. n ~ 3), sous forme matr ic ie l le  

6r 

( Comme au  n ~ 3, on posera  a I =  _~,* . 

Sur  (X • X*) x (X • X*), on consid~rera la forme bil in~aire 

X* B(z.  z2)=[%x~] (z l=(xl,x~l , z2=(x2, 2)), 

et  on d i ra  qu 'un  au tomorph i sme  a de X x X* est  symplectique s ' i l  laisse inva r i an te  la forme 

bil in~aire B(zl,%)-B(%,Zl) ; pour  qu ' i l  en soi t  ainsi, il f au t  e t  il  suffi t  qu 'on  a i t  aaI=l.  

Ces au tomorph i smes  fo rmen t  un  groupe  qu 'on  appel le ra  le groupe symplectique de X et  

qu 'on  no te ra  Sp(X). 

Sur X • X* • k, on m e t t r a  une s t ruc tu re  de groupe  au  moyen  de la loi de composi t ion 

su ivante  (analogue s (4) d u  Chapi t re  I)  : 

(Zl, ~1 ) �9 (Z2, t2 ) = (Z 1 "~- Z2, B(zl,z2) -~t I ~-t2); (30) 

on no te ra  9~(X) le groupe  ainsi  d4fini. Soient  alors a un  au tomorph i sme  de X • X* et  / 

une forme quadra t ique  sur  X • X*; pour  que la formule  

(z,t)-->(z(r,/(z) + t) (z E X • X*,t  E k) (31) 

d4finisse un  au tomorph i sme  de 9/(X), il f au t  e t  il  suffit  que a et  / sa t isfassent  h la re la t ion  

l(zl + z2) - / ( z x )  - l ( z2 )  = B ( z  1 a ,  z 2 a )  - B ( z  1, z2), (32) 
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analogue & (6) du Chapitre I. Lorsqu' i l  e n e s t  ainsi, on d~signera par  (~,/) l ' au tomorphisme 

de 9~(X) d~fini par  (31); le groupe form~ par  ces automorphismes sera appeld le groupe 

pseudosymplectique de X et sera not~ Ps(X). La loi de groupe dans Ps(X) est donn~e par  

( a , / ) .  ( a ' , / ' )  = ( a a ' , / " ) ,  

o h / "  est la forme quadrat ique d~finie par  

l"(z) =1(~) +t'(z~). 

Si (32) est satisfaite, le second membre  doit ~tre sym~trique en z 1 et z~; pour  qu'il  en 

soit ainsi, il faut  et il suffit que a soit symplectique; donc (a, /)->a est un homomorphisme de 

Ps(X) dans Sp(X). Si/c n 'es t  pas de earact4ristique 2, (32) fait correspondre ~ tou t  a E Sp(X) 

une forme quadrat ique / et une seule sur X • X*; par  suite, dans ce cas, (a,/)-->a est un  

isomorphisme de Ps(X) sur Sp(X), au moyen  duquel  on pourra,  chaque lois que ce sera 

commode, identifier ces groupes Fun avec l 'autre.  Au contraire, quand  k est de carac- 

t~ristique 2, on voit, en prenant  z~ = z  2 dans (32), que a laisse invariante la forme quadrati-  

que non d~g~n~rde B(z,z) sur X • X*; par  suite, (a,/)--->a est un  homomorphisme de Ps(X) 

dans le groupe orthogonal  O(B) de cette forme dans X x X*; on v~rifie ais~ment qu'il  est 

surjectif; son noyau  est formd par  les ~l~ments (1,/) de Ps(X), off, d 'apr~s (32), on doit  

prendre pour  / toutes  les formes quadrat iques additives sur X • X*. 

Si main tenant  on par t  d ' un  espaee vectoriel X k sur k, et qu 'on  note X l~extension de 

X k ~ un (~ domaine universel ~ sur k, on peut  appliquer ce qui prde~de, soit ~ X k et/c, soit 

X et au domaine universel. Les groupes Sp(X), 9~(X), Ps(X) sont alors des groupes alg~bri- 

ques ddfinis sur k, et Sp(Xk), 9~(Xk), Ps(X~) ne sont  autres que les groupes Sp(X)k, 9/(X)k, 

Ps(X)e formds des dldments de Sp(X), 9/(X), Ps(X) qui sont rationnels sur k. On notera  

que Ps(X) est de dimension m(2m + 1) s i m  =d im(X) ,  quelle que soit la caractdristique de k; 

on peut  dire (en un sens que le langage des schdmas permet  de prdciser) que Ps(X) en 

caractdristique 2 est une ddgdndreseence du groupe symplect ique en caractdristique 0. 

I1 est bien connu que le groupe symplectique, en toute  earactdristique, est connexe, simple- 

ment  connexe et semisimple; il en est done de m6me de Ps(X) quand k n 'est  pas de earae- 

tdristique 2, mais ce n 'est  plus vrai  en caractdristique 2. 

32. On a, pour  le groupe Ps(X), des r~sultats enti~rement analogues ~ ceux des n ~ 

5, 6 et 7 du Chapitre I pour  le groupe Bo(G); nous allons les r~sumer rapidement.  On 

ddfinit un  monomorphisme dans Ps(X) du groupe Aut(X) des automorphismes de X en 

posant  

:.1)0) 
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On d~finit une application dans Ps(X) de l'ensemble Is(X*,X) des isomorphismes de 

X* sur X en posant 

On d~finit un monomorphisme dans Ps(X) du groupe additif Q(X) des formes quadratiques 

sur X en posant 

;), ,), 
off 9 est le morphisme sym6trique de X dans X* assoeid s la forme quadratique [ sur X. 

De m~me, si ]' est une forme quadratique sur X*, assoei6e au morphisme 9' de X* dans X, 

on posera 

Entre les ~l~ments de Ps(X) ainsi d~finis, on a des relations analogues ~ celles des n ~ 6-7, 

et notamment 
d(~) lt(/)d(a) = t(/~), d(aOt' {/')d {~)-~ = t' (/'~*), 

oh 1~ est d~finie par/~(x) = l(x~z-1), et 

d'(y:c)=d'(y)d(r162 d'{a*-ly)=d(~c)d'(y), 

pour ~ E Aut(X), 7 E Is(X*, X). 

Pour s ~ (~,/), o" = , posons 7 =F(s); on eonviendra de noter f~(X) l'ensemble des 
7 

s EPs(X) pour lesquels 7(s) est inversible, e'est-~-dire pour lesquels e'est un isomorphisme 

de X* sur X. En r~pgtant iei, avee des modifications ~videntes, la d6monstration de la 

proposition 1 du Chapitre I, n ~ 7, on voit que tout s E f~(X) se met d'une mani~re et d'une 

seule sous la forme 
s : t( /1) d'(7)t(/2), (33) 

oh/1,/2 sont des formes quadr~tiques sur X, et 7 E Is(X*, X); on a 7 =7(s). Plus pr~cisdment, 

~)(X) est k-ouvert dans Ps(X) au sens de la topologie de Zariski, et (33) ddtermine un k- 

isomorphisme de vari~t~s algdbriques entre ~(X) et Q(X)•215 comme 

Is(X*,X) n'est pas vide, ~(X) n'est pas vide. Le compl~mentaire de ~(X) dansPs(X)es t  

d'ailleurs @fini par det 7{s) = O, le ddterminant ~tant pris pour un ehoix queleonque de bases 

dans X et X*; il s'ensuit que ce compl4mentaire est r~union de vari~tds de codimension 

0 ou 1 dans Ps(X); c'est m~me une rdunion de vari~t~s de codimension 1 dans Ps(X) chaque 

fois que k n'est pas de caract~ristique 2, puisqu'alors Ps(X) est isomorphe s Sp(X) qui 
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est connexe, et que ~ ( X )  n 'est  pas vide. Si au contraire k est de caractdristique 2, on sait 

que le groupe orthogona] O(B) comprend deux composantes connexes O+(B), O-(B), 

fortunes respectivement par  les ~]~ments ~ = ( a ~)deO(B)pourlesquelstr(fl~*)alavaleurO 
r 

ou 1; en ddsignant par  Ps+(X) et Ps-(X) leurs images r~ciproques dans Ps(X), on vSrifie 

sans difficultd que ~ ( X )  est contenu dans Ps+(X) ou dans Ps-(X) suivant  que ]a dimension 

m de X est paire ou impaire. D 'une  mani~re plus precise, soient s = (a,/) EPs(X) e t a  comme 

ci-dessus, et soit r le rang de y; alors on constate que r ~ t r  (fly*) mod. 2, ce qui donne bien 

t r  (fly*) ~ m (mod. 2) pour  r =m,  C'est-s pour  7 inversible. 

33. On va consid~rer maintenant  le cas oO/c est un corps local. Comme il a 5t~ expliqud 

au n ~ 24 du Chapitre I I ,  on suppose donng, une lois pour  tontes, un caract~re non trivial 

Z de k, ce qui permet,  chaque lois que X est un espace vectoriel (de dimension finie) sur/c, 

d' identifier ]e dual alg~brique X* de X avec ]e dual de X au sens de ]a thdorie des groupes 

abdliens localement compacts,  donc d 'appl iquer  ~ G=X et G* = X *  la th~orie expos~e au 

Chapitre I. 

La  topologie donnge sur /c permet,  d 'une  mani~re 5vidente, de munir  les groupes 

~(X),  Ps(X)  d u n  ~ 31 de topologies qui en font  des groupes localement compacts.  L 'appl i -  

cation (w,t)-~(w,z(t)) de 9~(X) dans le gronpe A(X) d u n  ~ 4 est dvidemment  un homo- 

morphisme; il e n e s t  de m~me de l 'application it de Ps(X) dans le groupe Bo(X ) d u n  ~ 5 

qui est d~finie par  

/~(((~, 1)) = (~,zol). 

Le noyau  de It est form~ des ~ldments de Ps(X) de la forme (1,1), oh I e s t  une forme quadrati-  

que sur X telle que Z o / = l ;  comme le morphisme sym~trique de X dans X* associd 

Z o / e s t  ]e m~me que celui qui est associ~ ~ / ,  cette derni~re relation entralne que / est addi- 

tive. Quand k n 'es t  pas de caractdristique 2, it est donc injectif; cela permet,  dans ce cas, 

de simplifier les notat ions en identifiant Ps(X) avec son image dans B0(X); avec cette con- 

vention, les applications d, d', t, t' d u n  ~ 32 deviennent  des restrictions, s des ensembles 

convenables, des applications do, do, to, t o du Chapitre I, n ~ 6. Quand k est de caractdristique 

2, il n 'en  est plus de m6me, et on peut  dire seulement que les applications d u n  ~ 32 sont 

<~ compatibles >), en un sens dvident, avec celles d u n  ~ 6. 

34. Au  n ~ 10 dn Chapitre I ,  on a ddfini, au moyen du thdor~me 1, un  groupe B0(G ) 

d 'au tomorphismes  de L2(G), ainsi que la projection canonique zo de ce groupe sur Bo(G ). 

Prenant  main tenant  G=X comme au n ~ 33, nous appellerons groupe mdtaplectique de X, 

et nous d~signerons par  Mp(X), le sous-groupe de Ps(X)• ) form~ des ~ldments 

S = (s, s) de ce produi t  tels que/ t (s)  =~0(s). On notera z ] 'applicat ion (s, s)-->s de Mp(X) 
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dans Ps(X); comme ~0 est surjeetif, g est un  homomorphisme surjectif de Mp(X) sur Ps(X); 

son noyau  est {e) • T, off e est l '6Mment neutre de Ps(X) et off T, comme prdc6demment,  

ddsigne le groupe des Qp6rateurs r avec t E T, c'est-~-dire it= 1; pour  simplifier les 

notat ions,  on identifiera ce noyau  avee T, ou mfime 6ventuellement avec T; il est eontenu 

dans le centre de Mp(X). 

L'appl icat ion (s,s)-->s est une repr6sentation de Mp(X) dans le groupe des auto- 

morphismes de L2(X); pour  S = (s,s) E Mp(X) et (I) EL2(X), on 6erira, chaque fois clue ce sera 

commode, S(I) au lieu de s(I). 

Les formules du Chapitre I ,  n ~ 13, jointes ~ celles du n ~ 32, permet ten t  de ddfinir comme 

suit des applications de Aut  (X), Is  (X*,X) et Q(X) dans Mp(X) : 

d(u) =(d(~),do(r162 (~ EAut(X)),  

d'(7) = (d'(7), do(7)) (7 E Is(X*, X)), 

t(/)=ff(/),to(xo/)) (/EQ(X)). 

I l  convient de rappeler que, dans la d6finition de d oet de d 0, on a ~ tenir compte des con- 

ventions faites au Chapitre I ,  n ~ 2, sur les mesures de H a a r  ~ choisir dans X et X*, et sur 

la d6finition de I~r I e t  de 171; il reviendrait  au m~me, d'ailleurs, d ' abandonner  ces con- 

ventions, ~ condition de modifier les op6rateurs do(cO), d'0(7) par  des faeteurs r~els > 0 qui 

les rendent  unitaires. 

Dans  le cas o h / '  est une forme quadrat ique addit ive sur X* (et dans ce cas seulement), 

nous d~finirons aussi, eomme suit, un  rel~vement t ' ( / ' )  de t '(/ ')  ~ Mp(X). L'hypoth~se  

faite s u r / '  entralne que Zo l '  est un  caraet~re de X*; il y a donc un 616ment a de X tel que 

g(/'(x*)) =z( [a ,  x*]) 

quel que soit x* E X*. Cela pos6, d6signons par  t o (/') l 'op6rateur  d~fini, pour  tou t  (I) EL*(X), 

par  

t o (/') (I)(x) = r  -- a); 

on vdrifie imm6diatement  qu'alors t o (/') = :~0 (to (/')). On posera, dans ces conditions 

t ' ( / ' )  = (t'(/ '),to(f')). 

Les relations obtenues au n ~ 13 du Chapitre I entre do, to, do, et au n ~ 33 entre d, t, d ' ,  

ent ra inent  imm6diatement  des relations analogues entre d, t, d', que nous nous dispensons 

d'6crire. Comme au n ~ 13, on d6finira aussi une section de Mp(X) au dessus de l 'ensemble 

~2(X) des 8 E Ps(X) tels clue 7(s) soit inversible, en expr imant  s au moyen  de (33) et  en 

posant  alors 
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r(8) = t (h  ) d'(~,) t(/2), 

ou, ce qui revient au m~me, en ~crivant 

r(s) = (s, r0(/z(s))), (34) 

oh r 0 est d6fini comme au n ~ 13, et/~ comme au n ~ 33. On notera qu'en raison de la struc- 

ture de corps local qu'on s'est donn~e sur k, ~(X) est ici une partie ouverte de Ps(X) et 

est donc localement compact, et m~me que (33) d~termine un isomorphisme de vari~t6s 

k-analytiques entre ~(X) et Q(X) • Is(X*,X) • Q(X). Le compl~mentaire de ~(X) dans 

Ps(X) est donn6 par det 7(s)=0; si k n'est pas de caract~ristique 2, c'est doric un sous- 

ensemble k-analytique ferm6 de codimension 1 de Ps(X), et alors ~(X) engendre Ps(X). 

Si k est de caract6ristique 2, ~(X) est contenu dans Ps+(X) ou dans Ps-(X) suivant que m 

est pair ou impair et engendre Ps+(X) dans le premier cas et Ps(X) dans le second. 

On a ddj~ fait remarquer ~ la fin d u n  ~ 33 que ?zest injeetff quand k n'est pas de carac- 

t~ristique 2, ce qui permet alors, si l 'on veut, d'identifier Ps(X) avec son image dans B0(X); 

pour la m~me raison, on pourra alors (tout au moins du point de vue ensembliste) identifier 

Mp(X) avec sa projection sur B0(X ). 

35. Pour d6finir une topologie sur Mp(X), on mettra sur Ps(X) la topologie d~js 

introduite au n ~ 33 (qui en fair un groupe localement compact, et mSme k-analytique), 

et sur B0(X ) la topologie induite par la topologie (~ forte ~) du groupe des automorphismes 

de L~(X). Comme il est bien connu, celle-ci est d6finie par le syst~me fondamental de voisi- 

nages de 1 form~ par les ensembles de la forme 

{sl Jlsr162 < l  (1 <i<n)},  

Off ( I )  1 . . . . .  ( I )  n sont des ~ldments de L2(X) en nombre fini quelconque. Le groupe Mp(X) 

ayant  dtd ddfini ci-dessus comme sous-groupe de Ps(X) • B0(X), on le munira de la topologie 

induite par celle du groupe ambiant. Il est ~vident, d'apr~s cette d~finition, que la projec- 

tion ~ de Mp(X) sur Ps(X) est continue, et aussi que (s, s)-->s est une reprdsentation con- 

tinue de Mp(X) dans le groupe des automorphismes de L2(X) muni de la topologie forte; 

par ddfinition de celle-ci, cela revient s dire que (S,(I))-->S(I) est une application continue 

de Mp(X) • L~(X) dans L~(X). 

On v~rifie immddiatement que ~-->d0(g), ~-->d0(~) , /-->to(go/) sont des applications 

continues de Aut (X), Is (X*, X), Q(X), respectivement, dans le groupe des automorphismes 

de L2(X) muni de la topologie forte; il s'ensuit que d, d' , t  sont des hom~omorphismes des 

m~mes ensembles sur leurs images dans Mp(X). On en conclut aussitSt que r est un hom~o- 

morphisme de ~2(X) sur son image dans Mp(X), et par suite que l'application 
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(s, z)-->zr(s) = (s, zro( # (8))) (35) 

est un  hom~omorphisme de ~)(X) • T sur ~t-l(~(X)). Comme ce dernier ensemble est ouver t  

dans Mp(X), cela montre  clue Mp(X) est localement compact ,  et aussi que ~z est un  homo- 

morphisme ouver t  de Mp(X) sur Ps(X). 

On notera que, lorsque X est la somme directe X1QX 2 de deux espaces X1, X 2 sur k, 

les rdsultats d u n  ~ 22 du Chapitre I permet ten t  de d~finir d 'une  mani6re ~vidente une 

representat ion de Mp(X1) • Mp(X2) dans Mp(X), et que cette representat ion est continue 

et induit  sur Mp(X1) et Mp(X,) des isomorphismes de ces groupes sur leurs images dans 

Mp(X), avec lesquelles on pourra  donc les identifier chaque lois que ce sera commode. 

D 'au t re  part ,  il r~sulte des n ~ 11-12 du Chapitre I que, pour  tou t  S E Mp(X), l 'auto-  

morphisme (I)-->S(I) de L2(X) induit  sur $(X) un  automorphisme de $(X); par  suite, 

(S, O)->SO d~termine une application de Mp(X) • $(X) dans $(X); nous allons voir main- 

t enan t  que celle-ci est continue. Pour  cela, il suffira de montrer  que (s,(b)-->r(s)(I) est une 

application continue de ~ (X)  • $(X) dans $(X); comme d'ailleurs (33) d~finit un  hom~o- 

morphisme entre ~ (X)  et Q(X) • I s (X*,X)  • Q(X), et que, si ~o est arbi t rairement  choisi 

dans Is (X*,X) ,  ~ -~o : r  est un  hom~omorphisme de Aut(X) sur I s (X*,X) ,  on est ramend 

ddmontrer  la continuit~ de l 'application 

(/1, 0r (I))-->to( Z 0/1) do(To) do(~r to(Z 0/2) cI) 

de Q(X) • Aut(X) • Q(X) • $(X) dans S(X), ou, ce qui revient au m~me, celle des applica- 

t ions 

(/, (I))-->t0(Z o/) (I), (~, (I))-->do(~) (I) 

de Q(X)• S(X) et de A u t ( X ) •  S(X) dans S(X). Quant  s celle-ci, la v~rification e n e s t  

immediate.  

36. Dans  le cas oh k est un  corps ~ valuat ion discrete, on peut  aussi, au lieu du rel~ve- 

ment  r0, se servir du rel~vement r r qui a ~t~ d~fini au n ~ 19 du Chapitre I; on choisira ici 

pour  F u n  r~seau L de X. Dans les notat ions du Chapitre I, nous rempla~ons donc G, G*, 

F, F ,  par  X,  X*, L, L , ,  off L e s t  un  r~seau dans X et L .  le r~seau qui correspond ~ L par  

dualit~ dans X* (c'est-s l 'ensemble des x*EX* tels que )C([x,x*])=l quel que soit 

xEL). De mSme que nous avons substitu~ la consideration de Ps(X) ~ celle de B0(X), 

nous substi tuerons ici s la consideration du groupe Bo(X,L ) qu 'on  obtiendrait  en appl iquant  

les d~finitions d u n  ~ 19 du Chapitre I celle du sous-groupe Ps(X,L) de Ps(X) form~ des 

~l~ments s=(a,/) de Ps(X) tels que Z o / p r e n n e  la valeur constante 1 sur L •  et que 

induise sur L • L ,  un automorphisme de ce groupe. On v~rifie imm~diatement  que c 'est  
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1s un sous-groupe ouvert de Ps(X), compact chaque lois que k n'est pas de caract~ristique 2, 

et que l'homomorphisme ~u de Ps(X) dans Bo(X ) applique Ps(X,L) dans Bo(X,L ). 

Avec les notations ci-dessus, l'espaee H(G, I TM) du Chapitre I, n ~ 18, devient un espace 

de Hilbert H(X,L), et la formule (25) d u n  ~ 19 de ce chapitre d~finit une representation 

rL de Bo(X,L ) dans le groupe des automorphismes de H(X,L), donc une representation 

rLo/z de Ps(X,L) dans ce groupe; par transport de structure au moyen de l'isomorphisme 

Z -1 de H(X,L) sur L2(X) qui est ddfini au n ~ 18 du m~me chapitre, on en tire des represen- 

tations de B~(X,L) et de Ps(X,L), not~es aussi r~ et r~o# par abus de notation, dans le 

groupe des automorphismes de L~(X). De plus, on d~duit imm~diatement de (25) que la 

representation r~o~u de Ps(X,L) dans le groupe des automorphismes de H(X,L), ou, ce 

qui revient au m~me, de L~(X), est continue quand ce dernier groupe est muni de la topo- 

logie forte. Ddsignons alors par r~ la representation 

8-~(s, rL(/~(8))) 

de Ps(X,L) dans Mp(X); il rdsulte de ee qui precede que r~ est un isomorphisme de Ps(X,L) 

sur son image dans Mp(X), puis que (8, ~)-~r~(s) est un isomorphisme de Ps(X,L) • T sur 

un sous-groupe ouvert de Mp(X). De plus, il r~sulte imm~diatement de la fin du n ~ 21 du 

Chapitre I que, pour tout (I) 6 $(X), l'application 8-->r~(8) (I) de Ps(X,L) dans $(X) est locale- 

ment constante. 

37. Nous allons maintenant ~tendre les r~sultats precedents au cas ad~lique. Nous 

reprenons naturellement ici les hypotheses et les notations des n ~ 29 et 30 du Chapitre II ,  

que nous dtendons d'une mani~re ~vidente s tous les  groupes algdbriques d~finis sur le 

corps de base k; en partieulier, on ~crira Ps(X)k , Ps(X)v pour les groupes formds par les 

~l~ments du groupe alg~brique Ps(X) qui sont rationnels respectivement sur ]c et sur kv, 

et on ~erira Ps(X)A pour le groupe addlique attach~ s Ps(X) de la mani~re habituelle. 

Comme au n ~ 29, on d~signe par X ~ une base de X, et par (X*) ~ une base de X*, dont on 

pourra supposer, pour fixer les idles, que c'est la base duale de X ~ Pour toute completion 

kv de /c ~ valuation discrete, on d~signera par Ps(X)~ le groupe form~ des dl~ments (q,/) 

de Ps(X)v tel que a induise sur X~, • (X*)~ un automorphisme de ce r~seau, et que / induise 

sur ce m~me rdseau une fonction & valeurs enti~res (c'est-s appartenant s l 'anneau 0, 

des entiers de k,). Alors Ps(X)A est la r6union, et m~me la limite inductive, des groupes 

Ps(X)~ = I] Ps(X)~ • 1-[ Ps(X)g 
y e s  V~S  

lorsqu'on prend pour S, eomme d'habitude, tous les ensembles finis de compldtions de k 

contenant l'ensemble S~ de celles qui sont isomorphes s R ou s C. 
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De m6me que dans le cas local (el. n ~ 33), on a un homomorphisme (w,t)-+(w,)~(t)) de 

9I(X)A dans le groupe A(XA) attach6 au groupe localement compact X A au sens du Chapitre 

I,  n ~ 4. De m6me la formule 
,u,((o', I))  = (o,,z o l )  

d6finit un homomorphisme/*A de Ps(X)A dans le groupe Bo(XA) attach6 ~ XA au sens du 

Chapitre I, n ~ 5; comme dans le cas local,/zA est injectif lorsque k n 'est  pas de caract6risti- 

que 2. 

Comme dans le cas local, on d6finira alors le groupe mgtaplectique Mp(X)A comme 

6tant le sous-groupe de Ps(X)A • form6 des 616ments (s,s) de ce produit tels que 

/,a(s) =g0(s); on lui donnera la topologie induite par  celle du groupe ambiant  lorsqu'on 

donne g B0(Xa) la topologie forte et & Ps(X)a la topologie ad61ique usuelle. On d6signera 

de nouveau par  ~ la projection de co groupe sur Ps(X)A; elle est surjective et a pour noyau 

le groupe {e} • T, qu'on notera aussi, plus simplement, T. 

38. On va  maintenant  d6finir un rel~vement continu dans Mp(X)A d'une partie ouverte 

de Ps(X)A, ce qui, de m6me que dans le cas local, permet t ra  aussit5t de conclure que Mp(X)a 

est localement compact et m6me localement hom6omorphe ~ Ps(X)A • T, et que ~ est 

une application ouverte de Mp(X)a sur Ps(X)~. Pour cela, posons, pour tout  v, ~ =~(X)v;  

e'est une part ie ouverte non vide de Ps(X)v. Posons alors, pour tout  ensemble fini S de 

compl6tions de k, contenant S~ : 

f~s = ]-[ ~ • 1-[ Ps (X)~'; 
y e s  v 4 S  

c'est une patt ie  ouverte de Ps{X)*s, donc de Ps(X),~. Sur chaque ~ ,  nous disposons, d'apr~s 

le n ~ 34, d 'un rel~vement de f ~  dans Mp(X)~, que nous noterons r~; d 'autre  part ,  d'apr~s le 

n ~ 36, nous disposons, pour tout  v tel que kv soit & valuation discrete, et pour tout  r6seau 

L dans X~, d 'un rel~vement r~ de Ps(Xv,L )dans Mp(Xv); de plus, d'apr~s le n ~ 21 du 

Chapitre I, celui-ci applique Ps(X~,L) sur un sous-groupe de Mp(X~) qui laisse invariante 

la fonction caract6ristique du r6seau L. Pour  presque tout  v, Ps(X)~ est un sous-groupe 

de Ps(X~,L) lorsqu'on prend L =X~; on d6signera par  S o l 'ensemble (fini, et contenant S~} 

des compl6tions de k pour lesqueUes il n 'en est pas ainsi, et, pour v~So, on d6signera par  

r~, le rel~vement induit sur Ps(X)~ par r~ lorsqu'on prend L =X~. 

D'autre  part ,  pour tout  v, soit ap~ une fonction appar tenant  & L~(X~), et supposons 

que, pour presque tout  v, ap~ soit la fonction caract6ristique de X~; soit (I) la fonction sur 

XA, d6finie pour x=(x~)eXA par la formule 

(I) (x) = YI (I), (x~). (36) 
v 
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La  mesure  sur XA dtant  ddfinie conformdment  aux  convent ions rappeldes au n ~ 30 du 

Chapi tre  I I ,  (P appar t i en t  ~ L2(XA), et  les combinaisons lindaires de fonct ions de cet te 

forme sont pa r tou t  denses dans L~(XA). Pour  tou t  S ~  So, et  t ou t  s = (s,)E g2s, on posera 

alors 
rs (s) 0 (x) = I-[ r~ (s,) O~ (Xv) • I-I r'~ (s,,) O~ (xv). 

y e s  v~iS 

D'apr~s  ce qu 'on  a rappeld plus haut ,  presque t o u s l e s  facteurs  du second produi t  sont  

respec t ivement  dgaux aux fonctions caractdrist iques des rgseaux Xg, de sorte que la fonc- 

t ion ainsi ddfinie est  de la m~me forme que qb. I1 rdsulte alors d u n  ~ 22 du Chapitre  I que 

l 'appl icat ion (I)-->rs(s)(I) ddfinie ci-dessus pour  les fonctions de la forme (36) se prolonge 

un au tomorph isme  de L~(XA), et qu ' on  a ddfini ainsi un rel~vement  cont inu rs de g2s dans  

Mp(X)A. De l~ on tire aussitSt les consdquences annoncdes plus haut .  

39. Comme dans  le cas local, on va  mont re r  ma in t enan t  clue (S,(P)-->S(I) ddtermine une 

appl icat ion continue de Mp(XA) • $(XA) dans $(XA); de m~me qu 'au  n ~ 35, il suffit  pour  

cela de mont re r  que (s, (I))-->rs(s)qb est  une appl icat ion continue de ~2 s • $(X~) dans  $(XA). 

D 'apr6s  les ddfinitions d u n  ~ 11 du Chapitre  I,  et  les r emarques  d u n  ~ 29 du Chapitre  I I ,  

$(XA) se compose des combinaisons lindaires finies, & coefficients constants ,  des fonct ions 

de la forme 

(I)~r (xoo) 1-I (I)v (x,), (37) 
vESoo 

off qboo appar t i en t  s l ' espace S(X:r du produi t  X~ =l-iXv dtendu aux  vEScr (de sorte 

que Xor est  un espace vectoriel  de dimension finic sur It), oh (I) v appar t i en t  ~ $(X,)  pour  

t ou t  v, et  off (I), est dgale, pour  presque tou t  v, s la fonct ion caracfAristique de X~.. 

Soit alors q) la fonction ddfinie par  (37), et  soit s E ~s.  De m~me que plus haut ,  r~ laisse 

qb, invar iante  pour  presque tou t  v. Pour  tou t  v E S - S o o ,  s,-+r,(s~)(P~ est  une appl icat ion 

continue, et  m~me localement  constante,  de Ps(X)~ duns S(Xv). Enfin, il rdsulte du n ~ 22 

du Chapi tre  I,  et  d u n  ~ 35, appliquds au produi t  Xoo, que l e s s  v (resp. les r,(s,)) pour  v E Sor 

ddterminent  un dldment s~ de Ps(X:r (resp. un d]dment roo(soo) de Mp(X~)), leur (~ produi t  

tensoriel  ~), de telle sorte que soo-->roo(s~r soit une appl icat ion continue; il s 'ensuit ,  d 'apr~s  

le n ~ 35, que s~-->r~o(s~r est une appl icat ion continue duns S(X~) du produi t  I - I ~ ,  

dtendu aux v E S~.  De la combinaison de ces rdsultats,  on conclut que s-->rs(s) (I) est une ap- 

pl icat ion continue de ~ s  duns S(XA), puis que S-->S(I) est  une appl icat ion continue de 

Mp(X)A duns S(XA), quelle que soit qb E S(Xn). 

Pour  achever  de ddmontrer  la continuitd de (s, O)-->rs(s)(I), il suffit alors de vdrifier ce 

qui suit  : soient K une par t ie  compac te  de ~s ,  e t  U un voisinage convexe de 0 duns $(XA); 

alors l 'ensemble U' des (I)E $(XA) tels que r s ( s ) � 9  E U quel que soit s E K  est  un voisinage de 
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0 dans  S(XA). Comme U'  est  convexe,  cela revient ,  d 'apr~s  la ddfini t ion de la  topologie  de 

$(XA) comme l imi te  induc t ive  de celles des $(H,H') (cf. n ~ 11), ~ mon t r e r  que U" N $(H,H') 

est  un  voisinage de 0 dans  $(H,H') quels que soient  H et  H ' .  Or, pour  K ,  H et  H '  donnds,  

il  y a un  ensemble  fini S '  de compldt ions  de k a y a n t  les propridtds  su ivantes  : (a) pour  

t ou t  s = (s~)fiK et  t ou t  v r  on a s, EPs(X)~; (b) route  fonct ion a p p a r t e n a n t  ~ $(H,H')est 

combinaison l indaire de fonct ions  de la  forme (37) oh (I), est  la fonct ion caractdr is t ique  

de X~ pour  t ou t  v~S'. Dans  ces condit ions,  l ' asser t ion  qu ' i l  s ' ag i t  de ddmont re r  est  une 

consdquence immed ia t e  des propr idtds  de cont inui t4  ddmontrdes  au  n ~ 35 pour  le cas local. 

40. D ' a u t r e  pa r t ,  on p e u t  app l iquer  les r6sul ta ts  du  Chapi t re  I ,  n ~ 16-19, s G=XA, 

G* = X ~ ,  1" =Xk,  F .  =X~;  il est  immddia t  qu 'a lors  l ' homomorph i sme  ft A de Ps(X)A dans  

Bo(XA), ddfini au  n ~ 37, appl ique  Ps(X)k dans  le sous-groupe de Bo(X,~ ) qui, avec les nota-  

t ions  d u n  ~ 19, s 'dcri t  Bo(XA,Xk). De m~me que dans  les s i tua t ions  analogues  dtudides 

plus  hau t ,  on peu t  donc, au  moyen  du  re lbvement  r r  de Bo(G, F) ddfini au n ~ 19, d~finir ici 

u n  re lbvement  de Ps(X)k dans  B0(G), e t  p a r  sui te  un  re lbvement  de Ps(X)k dans  Mp(X)A, 

qu 'on  no te ra  r k. Nous  allons m a i n t e n a n t  expl ic i ter  celui-ci; il  suffira d 'a i l leurs  pour  cela 

d ' exp r imer  rk(s) (I) au  moyen  de (I) pour  �9 E S(XA), s EPs(X)k. Conformdment  aux  ddfini t ions 

du  Chapi t re  I ,  nous devons  donc in t rodui re  la  fonct ion 

O(x,x*)= ~ O(x+~)x([~,x*]) (xeXA, x*eX*); 
~eXk 

ici, comme on l ' a  ddjs not6 dans  le cas plus  gdndral 6tudi6 au Chapi t re  I ,  n ~ 18, la  sdrie 

du  second m e m b r e  est  un i form6ment  convergente  sur  t ou t  compac t  en ve r tu  de l ' hypo thbse  

(I) E $(XA). On a alors la formule  (cas par t i cu l ie r  de (23) d u n  ~ 18) : 

l "  
O(x) = J x]/xI O(x, x*) d2*, 

IF'* IX*  off d&* est  la mesure  sur le groupe  compac t  .~AI k qui donne la va leur  1 & la  mesure  du  

groupe.  Soit  s = (~,]) un  616ment de Ps(X)k, et  ~crivons comme d ' h a b i t u d e  ~ = . I ) ' ap r~s  
7 

le n ~ 19, la  fonct ion q)' = r k ( s ) ~  est  d~finie p a r  les formules  

O'(z)=O(z~)z(/(z)) (z=(z,x*)eXA x X~), 

r = fo'(x,x*) 

ou encore O'(x)  = IO(x0r +x* 7, x[3 + x*(~) Z(/(x,x*) )dJc*, 
J 
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l ' intdgrale dtant  prise sur XA/X~. Soit N le noyau  de ? dans  X*; soit Y =X*/.N. On peut ,  

d 'une  mani6re dvidente, identifier 2Va[N~ avec un  sous-groupe fermd de * * X,~/X~ et  Y~/Y~, 

avec le quot ient  de * * XA/X~ pa r  Na/N~; en ddsignant  pa r  ~* l ' image de ~* dans  ee dernier  

quotient ,  on pourra  done derire 

(I)' (x) = f ~ F  (x, ~*) d~*, 

off W e s t  donnde par  la formule 

fN~ (I)(x~ + x* ~ + ~) Z ([~, xfl + (x* + n) 6] + / (x, x* + n)) d~ ; W(x, ~,*) = /~ ~x~ 

ici ~ ddsigne l ' image dans  NA[Nk de n ENA, e t  dri est  la mesure  dans  .NA/N k pour  laquelle 

_NA]2V k a la mesure  1; de m~me, d~* est  la mesure  dans  YA/Yk pour  laquelle YA/Y k a ia 

mesure  1. 

On a d'ailleurs, en ve r tu  de (32) : 

d'ofi, pour  n EN : 

/(~, xt +.~)  =/(0, ~t) + x* * /(x, ~) + [~*r, x~+x~ ~], 

/(x,x* +n) ~-/(O,n) + /(x,x *). 

E n  particulier,  il s 'ensui t  que / (0 ,n )  est  une forme addi t ive sur N.  Comme / est  rat ionnelle 

sur k, on peu t  done ddfinir un caraet~re (p de tVA[2V k e n  posan t  ~(~i) =Z(/(O,n)) pour  n ENA, 

puis prolonger ~v s un caractbre de * * XA/Xk. I1 revient  au m~me de dire qu' i l  y a un  caract~re 

de X~,  p renan t  la va leur  1 sur X~, qui coincide avec )C(/(O,n)) sur/VA, ou encore qu' i l  existe 

$0 EXe tel que l 'on ait  

Z(/(O,n)) =Z@0,n]) 

quel que soit n ENa. Bien entendu,  si k n 'es t  pas  de caractdrist ique 2, la forme addi t ive  

/(0, n) sur N se rdduit  s 0, de sorte qu 'on  peu t  prendre  t0 = 0. 

Cela posd, l 'expression ci-dessus pour  ~F s 'derit  aussi 

�9 (x, ~*) = f ~  ~ ( ~  + x* ~ + ~) z @, xfl + ~* 6] + t(~, ~*)) z ([~* + ~0, n]) ga, 

ou plus s implement  

~(z, ~*) = ~ r (x~ + x* ~, + ~) z ([& xfl + x* 6] + l(x, x*)), 

off la sommat ion  est  dtendue s l 'ensemble L des ~ E X  k tels que l 'on air 

1 3 -  642946 Acta mathematica. 111. Imprim6 le 3 juin 1964. 
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[~(~* § ~o,n] = 0  

pour tout  n E N, ou encore tels que ~(~* +$0 appartienne au sous-espace N .  de X orthogonal 

au noyau N de 7 dans X*; 2i .  n 'es t  pas autre chose que 1'image X*7* de X* par  7*" On 

peut  dire aussi que L e s t  l 'ensemble des $ E Xk tels que l 'dquation 

~ *  +~o = ~ ' 7 "  

ait  une solution ~* dans X~; comme on a 

eela revient & dire que (~,~*)a -1 est de la forme ( - ~ o , ~ )  avec ~ 'EXk.  En ddfini- 

rive, L e s t  done l ' image de X* par  l 'application 

de X* dans Xk. En  tenant  compte de (32), on peut alors derire 

�9 F(x,  ~*) = Y r  - ~0) ~ + (x* + ~ )  7) X ( / ( z  - ~o, x* + ~*) - [~0, x*]), 

oh la sommation est dtendue ~ des valeurs de ~* prises dans un syst~me complet de re- 

prdsentants de X~ modulo 2/k. Observons maintenant  qu'en vertu de la ddfinition de ~0, 

la fonction 
X ( / ( x ,  x * )  - [~o, x*]) 

ne change pas si on y remplace x* par  x* +n ,  avec n ENa. On peut  done ddfinir une fonc- 

tion ~ sur X~ • Y~ en posant 

~(x ,y )  = (1)(x~ +x*7)Z(/(x,x* ) - [~o, x*]) 

chaque fois que x EXA, x* EX~, et que y est l ' image de x* dans Ya =X*/NA.  On a alors, avec 

ces m~mes notations 

~F(x, ~*) = ~ ~(x  - ~o, Y + ~), 
~E Yk 

et par suite 

r = f r~ ~ ( x  - ~o, Y) dy, 

oh dy est la mesure de Tamagawa sur YA (celle pour laquelle Y A / Y  k est de mesure 1). 

Comme x*--+x* 7 ddtermine, par  passage au quotient, un isomorphisme de Y sur l ' image 

Z = X *  7 de X* par  7, on obtient en dfifinitive 
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r~ (s) �9 (x) = f ~ ,  r  - ~o) ~ + z) W (x - ~o, z) dz, (38) 

oh Z = X * 7 ,  dz est la mesure de Tamagawa  sur Za, et ~fl est le caract~re du second degr~ 

de X~ • Z~ d~fini par  

W(x,x*y) =z(l(x,x*)- [~0,x*]) (xeX~,x* eX~). 

41. L 'appl icat ion du thdor~me 4 du Chapitre I ,  n ~ 19, va  nous donner  main tenant  le 

r~sultat que nous avions principalement en vue dans ce m6moire. Ce th6or~me donne 

d ' abord  : 
~. (I)(~) = ~ rk (s) (I) (~), (39) 

~GXk ~X~ 

6galit6 qui est valable chaque lois que s ePs(X)k et (I) e S(XA); elle se r6duit g la formule de 

Poisson lorsque s =d ' (7) ,  y ~tant un  isomorphisme de X* sur Xk. De lg, ou, ce qui revient 

du m6me, du corollaire du th6or~me 4, nous voulons main tenant  d~duire ce qui suit : 

TH]iOR]~M]~ 6. Soient Xk un espace vectoriel de dimension linie sur k, et d) une /onction 

appartenant & S(XA). Soit 0 la /onction sur Mp(X)A, dd/inie, pour tout SEMp(X)A, par la 

/ormule 
O(S) = ~ S r (~). 

~ X k  

Alors ~) est une /onction continue sur Mp(X)~, invariante par les translations h gauche ddter- 

min&s par les ~ldments de Mp(X)A de la /orme rk(s), avec s ePs(X)k. 

L'invar ianee de @ est 6vidente d'apr~s (39), ou d'apr~s le eorollaire du th6or~me 4 

d u n  ~ 19; il n ' y  a g d~montrer  que sa continuitd, que nous d~duirons des lemmes suivants. 

LEMM~ 4. Soit (an)~N une suite de nombres r&ls a n >0 .  Alors il existe une /onction 

E S(R) telle que l'on ait, quel que soit x : 

~0 (x)/> infn.N (an Ix ]-~). 

E n  effet, soit /(x)=inf(an]x ] -~); soit g une fonction ind~finiment diff~rentiable sur 

R, g valeurs >/0, de support  contenu dans [ - 1 ,  §  et telle que S g d x = l ,  et soit h=/->eg. 

O n  a u r a  

/ ( x - 1 ) > h ( x ) > / ( x + l )  pour x > + l ,  

l ( x - 1 ) < h ( x ) < . / ( x + l )  pour  x < - l .  

De plus, si D =d/dx, on a DPh =/->eDPg quel que soit p >0 ,  d 'oh  on eonclut immddiatement  

que [xnDPhl est born6 pour  tou t  n />0  et tou t  p/>0,  done h E S(R). Soit h 0 E S(R) tel que 

ho(x ) >~ 0 pour  tou t  x et ho(x ) >~ a o pour  - 2  ~<x ~< + 2. On aura, quel que soit x : 
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/(x) <<.h(x - 1) + h(x + 1) +h0(x ), 

ce qui  d~montre  le lemme(1).  

LEMME 5. Soient G u n  groupe abdlien localement compact et C une partie compacte 

de S(G). Alors il existe r E $(G) telle que I~(x) l <<.~Po(X) quels que soient (}EC et xEG. 

Avec les no ta t ions  qui  ont  servi  k ddfinir  5(G) au n ~ I1,  on sai t  (cf. B r u h a t  [1]) que rou te  

pa r t i e  compacte  de S(G) est  contenue dans  un  espace S(H,H'); il  suffi t  donc de d~mon t re r  

le l emme pour  un groupe  41~mentaire G = R n • Z p • T q • F ,  O~1 /~ est  un  groupe  fini. Soi t  

x EG; soient  Xl, ...,xn, yl ..... y~ ses coordorm6es re la t ives  aux  fae teurs  R, Z de G; posons  

i f f i l  1 = I  

et,  pour  t ou t  h E N  : 
an = supxE a. ~ ,  c ] r (x) n (1) (x) [ ; 

d ' apr~s  la d~fini t ion de S(G), on a an < + c~ pour  t ou t  n. Pour  cet te  sui te  (an), soit  ~ une 

fonct ion de 5(R) a y a n t  la propri~t~ ~nonc~e dana le l emme 4. Alors  (I) 0 = ~ o r a la  propr idt~ 

voulue.  

Revenons  k la ddmons t r a t ion  du  th~or~me 6. I1 r~sulte i m m d d i a t e m e n t  des ddfini t iona 

que, pou r  t o u t  x0EXA, (I)-->(I)(xo) es t  une app l i ca t ion  cont inue de  S(XA) dana  C. Comme 

d ' a u t r e  p a r t  on a mont rd  que, pour  chaque (I)E $(XA), S-->S(I) est  une app l i ca t ion  cont inue  

de Mp(X)A dana S(XA), il  s ' ensui t  que chacun des t e rmes  de la  s~rie qui  d~finit  0 est  une 

fonct ion cont inue sur  Mp(X),4. Soit  C une pa r t i e  compac te  de Mp(X)A; si ~PES(XA), 

l ' image  de C pa r  S-->S(I) est  une pa r t i e  compac te  de $(Xa), et  il rdsulte donc du  lemme 5 

qu'f l  existe  (P0ES(XA) telle que [ S ~ [  ~(I) 0 quel  que soit  SEC.  L a  s~rie qui  d~finit  F (S)  est  

donc, pour  SEC,  major~e t e rme  ~ t e rme  p a r  la s~rie ~(I)0(~). Celle-ci ~ tan t  convergente  

d ' apr~s  ce qui  precede,  cela ach~ve la d~monatra t ion .  

L a  d~finit ion de fonct ions  modula i res  au  ' m o y e n  de s~ries th~ ta  est  na tu re l l emen t  un  

cas par t i cu l ie r  du  mode de  d~fini t ion d e  fonet ions  a u t o m o r p h e s  qui  est  eontenu  dans  le 

th~or~me 6. 

IV. R&luction du groupe mStapleetique 

42. Aussi  bien dana le cas local que dans  le cas ad~lique, le g roupe  m~tap lec t ique  est  

une  extens ion centra]e du  groupe  pseudosymplec t ique  p a r  ]e groupe  T. On v a  mon t r e r  

m a i n t e n a n t  qu ' en  g4n~ral ce t te  ex tens ion  n ' e s t  pas  t r iv ia le ,  mais  que du  moins  elle se 

(1) Cette d~monstration m'a ~t~ eommuniqu~e par J. Dieudonn~. 
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ram~ne ~toujours s une extension par le groupe ~ deux ~l~ments ( •  1}, ou, comme on pour- 

rait le dire aussi, ~ u n  revdtement ~ deux feuillets. 

Nous aurons besoin d 'un lemme de th~orie des groupes, sans rapport avec ce qui 

precede. 

L J ~ E  6. Soient G u n  groupe, et U une partie de G, tels que U -1 ~ Ua ~ Ub 0 Uc -~O quels 

que soient a, b, c dans G. Soit R l' ensemble des dldments (u, u', u") de U x U • U tels que u" =uu' .  

Alors G est engendrd par les dldments de U et peut dtre identi/id avec le groupe dgfini par ces 

gdndrateurs et par les relations u" =uu '  pour (u, u', u") E R. 

Soit x~G; soit v~ U -~ ~ Ux-1; alors on a x=v-~(vx)  et v-~e U, vx~ U, ce qui justifie la 

premiere assertion. Soit G le groupe engendr~ par des ~l~ments fi correspondant biuni- 

voquemcnt aux u E U, et d~fini par ces gdn~rateurs et par les relations ~" = fia' correspondant 

aux ~ldments (u, u', u") de R; alors ~ u  dgtermine un homomorphisme h de G sur G, et 

nous avons ~ d~montrer que le noyau ~ de h se r~duit ~ l'~Idment neutre g de G. Montrons 

d'abord que, si un dl~ment de N e s t  de la forme fi~ Ul u2... u~, e'est g. Pour n = 1 c'est trivial; 

pour n =2, cela r~sulte de la d~finition de G; nous pouvons donc proc~ler par r~currence. 

Un tel dl~ment de N dtant donn~, soit v un ~ldment de l'ensemble 

U -1 ~ U u o  1 A U U l  I ~ Uu21 u l l .  

Les dldments u = v  -1, u' =VUo, u" =vu  1, u ' "  = v u l u  2 de G appartiennent donc s U, et on a 

les relations 
U 0 =UU~ U 1 ~UU ~, UUU2 ~UtW U ~ ~UvttU3 ... Un, 

ce qui entraine (en vertu de la d~finition de G en ce qui concerne les trois premieres de ces 

relations, et en vertu de l'hypoth~se de r~currence en ce qui concerne la derni~re) 

~0=fi~ ', ~1=~", ~"~2=~ ''', 4'=~'"~a...~, 

et par suite (e o =(hu2 ""un' comme nous l'avions annonc~. Montrons maintenant que, si un 

~l~ment de h res t  de la forme 51...un (oh n >/1), c'est ~. En effet, cette hypoth~se entraine 

que 4-~5~ 1 ""Un est dans h r quel clue soit u E U, d 'oh la conclusion annonc~e en vertu de ce 

qu'on a ddmontr~ pr~c~demment. Soit alors V = U U U -1, et soit S l'ensemble des ~ldments 

(v,v',v") de V • V • V tels que v" =vv'. Prolongeons s V l'application u-~5 de U dans G en 

posant ~=~-1 pour v = u  -1, uE U, ce qui, d'apr~s ce qu'on a d~montr~, coincide bien sur 

U N U -1 avec l'app]ication u-->5 qu'il s'agissait de prolonger. D'apr~s ce qu'on a d~js 

d~montrS, on v~rifie immddiatement, par l 'examen des diff~rents cas possibles, que 

g" = ~ '  chaque lois que (v,v' ,v")ES. Mais alors le raisonnement fait plus haut pour U et R 
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s ' app l ique  ~ V e t  S et  mon t re  que tou t  dldment  de N de la forme ~1-.-fin est  dgal ~ g. 

Comme tou t  dldment  de G peu t  se me t t r e  sous cet te  forme, cela achbve la d~mons t ra t ion .  

I1 est  clair  que les hypothbses  du  lemme 6 sont  sat isfai tes  lo r squ 'on  p rend  pour  G u n  

groupe  ana ly t ique  sur un  corps local k, e t  pour  U le compldmenta i re  d ' une  rdunion de sous- 

var idtds  ana ly t iques  de G de codimension /> 1. E n  par t icul ier ,  il  en sera ainsi, d ' ap rbs  les 

n ~ 31-32, quand  k est  un  corps local  de caractdr is t ique  au t re  que 2, X un  espace vector ie l  

de d imension  finie sur  k, e t  qu 'on  p rend  G=Ps(X), U = ~ ( X ) ,  ou encore quand  k es t  un  

corps l o c a l  de carac tdr i s t ique  2, X un  espace de d imension  pai re  sur  k, e t  qu 'on  p rend  

G=Ps+(X), U = ~ ( X ) .  

43. Revenons  ~ la ques t ion pos4e au  ddbu t  du  chapi t re ,  et  soit  d ' a b o r d  X de dimen-  

sion finie sur  un  corps local k de caract~r is t ique au t re  que 2, de sorte qu 'on  peu t  ident i f ie r  

Ps(X) avee le groupe  symplee t ique  Sp(X). Suivan t  l 'usage,  on d i ra  que Mp(X) est  une 

extens ion t r iv ia le  de Sp(X) p a r  T si l ' on  peu t  ~crire Mp(X)=Spl(X ) • T, off Spl(X ) est 

un  sous-groupe de Mp(X) sur  lequel  ~ indu i t  un  i somorphisme de Spl(X ) sur  Sp(X). 

Pour  qu ' i l  en soit  ainsi  au  sens de la th~orie des groupes  (resp. au  sens de la th~orie des 

groupes  topologiques) ,  il  f au t  e t  il  suffit  qu 'on  puisse d~finir sur  Mp(X) un homomorph i sme  

(resp. un  homomorph i sme  cont inu)  de Mp(X) dans  T, se r~duisant  s l ' ident i t~  sur T; en 

n o t a n t  0 l ' i somorphisme (e, t)-->t de T sur T, il rev ient  au m~me de dire  qu ' i l  do i t  ex is te r  

un  caract~re (resp. un  caract~re  continu) de Mp(X), eoinc idant  avec 0 sur  T. 

P lus  g~n~ralement,  supposons  qu ' i l  exis te  un  caract~re ~ de Mp(X), cont inu ou non, 

qui  coincide avee 0 n sur T, n ~ tan t  un  ent ie r  > 0, e t  soit  N le n o y a u  de ~; a lors  on a 

Mp(X) =N.T; 2/N T e s t  le sous-groupe Tn d 'o rd re  n de T; ~ indu i t  sur  2 / u n  homomor-  

phisme de 2 / s u r  Sp(X) de n o y a u  Tn; si de p lus  ~ est  continu,  2 / e s t  ferm~ dans  Mp(X), 

et  g indui t  sur  2 / u n  homomorph i sme  ouver t  de 2 / s u r  Sp(X), de n o y a u  Tn, qui  est  en m~me 

t e m p s  un  (~ i somorphisme local  ~, de sor te  qu 'on  peu t  dire  que 2 / e s t  un  (~ rev~ tement  s n 

feuil lets  ~) de Sp(X). Nous  allons m a i n t e n a n t  app l iqner  ~ la  cons t ruc t ion  d ' u n  te l  caraet~re  

le lemme 6 du  n ~ 42, en le combinan t  avec le thdor~me 3 du  Chapi t re  I ,  n ~ 15, e t  avee la 

d~ te rmina t ion  de y(/) effeetude au Chapi t re  I I .  

Comme, d ' ap rbs  le l emme 6, Sp(X) est  engendr~ p a r  ~ ( X ) ,  le caraet~re ~ est  entibre- 

men t  ddtermin~ p a r  les va leurs  de y~ = ~ o r  sur  ~ ( X ) .  De plus,  compte  t enu  de la  difference 

de no ta t ions  ent re  les Chapi t res  I e t  I I I ,  on dgdui t  du  th~or~me 3 du  Chapi t re  I ,  n ~ 15, que, 

si s" =ss', avee s, s ' ,  s" dans  ~ ( X ) ,  on a 

r(s)r(s ' )  =r( /0)  r(s"), 

off ]0 est  une cer ta ine  forme quadra t ique  sur  X,  associ~e au  morph i sme  ?(s)-l?(s")7(s') -~ 

de X sur  X*.  I1 s 'ensui t  que, s i v  2 est  comme ci-dessus, on a, dans  ces condi t ions  : 
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v,(s") =7(/0)-~(s)~(s ') .  (40) 

Rdc iproquement ,  on conclut  imm~d ia t e me n t  du  lemme 6 que, si ~v est  une app l i ca t ion  de  

~ ( X )  dans  T sa t i s fa isant  s (40), on peut ,  d ' une  mani~re et  d 'une  seule, dSterminer  un  

caract~re ~ de Mp(X) qui satisfasse s ~ o r  =~v et  qui  coincide avec 0 ~ sur T; de plus,  ~ est  

cont inu si ~v est continue.  

Soit  d ' a b o r d  k = C; d 'apr~s  le n ~ 26 du Chapi t re  I I ,  on a alors 7(/) = 1 pour  route  forme 

quadra t ique  non ddgdndrde / sur  X.  On sat isfa i t  donc s (40) en p r e na n t  n = 1, ~v = 1; iI y a 

donc un  caract~re ct  un  seul de Mp(X) qui prenne  la  va leur  1 sur  r (~ (X) )  e t  qui coincide 

avec 0 sur  T; on ddsignera ce caract~re p a r  ~1, e t  son n o y a u  p a r  Sp~(X). On a Mp(X)= 

Sp~(X) • T; Sp~(X) est un  sous-groupe ferm~ de Mp(X), i somorphe s Sp(X), et  est  engendrd 

p a r  r (~ (X) ) .  

Pou r  k 4=r supposons  d ' a b o r d  que - 1 soit  un  earrd dans  k; d 'apr~s  le n ~ 25 du  Chapi t re  

I I ,  on a alors 7(/) = -}- 1 pour  route  forme quadra t ique  non ddg~n~rde / sur  X.  On sat isfa i t  

donc s (40) en p r e n a n t  n=2, ~=l .  On no te ra  ~2 le caract~re cor respondan t  de Mp(X), 

et  Sp2(X ) son noyau;  c 'es t  un  sous-groupe ferm~ de Mp(X) et  un (( rev~tement  ~ deux  

feuil lets  )~ de  Sp(X). 

Supposons  m a i n t e n a n t  que - 1  ne soit  pas  un  carrd dans  k. Choisissons une base  de 

X sur /c ,  et,  pour  t ou t  s ~ ( X ) ,  ddsignons p a r  D(s) le dd t e rminan t  de 7(s) p a r  r a p p o r t  & 

cette  base de X et  s la base de X* duale  de celle-ci; p a r  d6fini t ion de ~ ( X ) ,  on a D(s) 4=0 

pour  t ou t  s e ~ ( X ) .  La  formule (28) du  n ~ 28, jo in te  s ce qu 'on  a rappeld  plus  haut ,  mon t r e  

alors qu 'on  sat is fa i t  ~ (40) en p r e na n t  n = 2  et  

v , ( s )  = ( D ( s )  / - 1)r(ql) 2~ 

pour  t ou t  sE~)(X),  m d6signant  la d imension de X et  ql la forme ql(x) =x 2 sur  k; ~v est con- 

t inue,  e t  m~me loca lement  constante ,  sur  ~ ( X ) .  Comme plus  hau t ,  on no te ra  T2 le caract~re  

cor respondant  de Mp(X), et Sp2(X ) son noyau;  celui-ci a l e s  m~mes propri~tds que prdc6- 

demment .  

Passons  au  cas off/c est  un  corps local de caractdr is t ique  2; dans  ce cas, ddsignons p a r  

Mp+(X) ] ' image rdciproque de Ps+(X) dans  Mp(X), qui est  un  sous-groupe ouver t  d ' ind ice  

2 de Mp(X). Soit  d ' a b o r d  X de d imension pai re  sur  k; alors le lemme 6 s ' app l ique  & Ps+(X) 

et ~ ( X ) ,  et,  d 'apr~s  le n ~ 25, on a ~(]) = • 1 pour  t ou t e  forme non ddg~n~r~e / sur  X; on 

peu t  donc, dans  (40), p rendre  n = 2  et  ~v=l ,  ce qui  ddfini t  un  caract~re ~2 de Mp+(X), 

coi 'ncidant avec 02 sur  T; son n o y a u  Ps,~(X) est  un  sous-groupe fermg de Mp+(X), et  un  

(~ rev~tement  ~ deux  feuillets ~) de Ps+(X). Si X est  de d imension  impaire ,  on peu t  app l ique r  

ce qui  prdc~de s l ' espace  X '  = X  $/c, qui  est  de d imension paire;  le caract~re ~ de Mp+(X'}, 
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d~fini comme on v ien t  de le dire,  i ndu i t  alors sur  Mp+(X), considdr4 comme sous-groupe 

+ X  de  Mp+(X') (cf. n ~ 35) un  earact~re analogue ~2, don t  on no te ra  encore le noyau  Ps~ ( ). 

Enfin ,  si X est de d imension 1 sur  k, t ou t  ~l~ment de Ps+(X) est  de la forme d(~)t(/);  si 

on d~signe en ce cas p a r  Psi(X) l ' ensemble  des  ~l~ments de Mp(X) de la forme d(~)t( /) ,  

on v~rifie imm~dia t emen t  que c 'es t  1s un  sous-groupe ferm~ de Mp+(X), i somorphe  

Ps+(X), et qu 'on  a Mp+(X)=Psi(X)• T. 

44. On va  mon t r e r  m a i n t e n a n t  que les rdsul ta t s  d u n  ~ 43 sont  (~ les meil leurs possibles  )) 

au  sens su ivan t  : si k n ' e s t  pas  de caractdr is t ique  2, Mp(X) n 'es t  pas  une extens ion t r iv ia le  

de  Sp(X) ~ moins  que k = C; si k es t  de caraet~r is t ique 2, Mp+(X) n 'es t  pa s  une ex tens ion  

t r iv ia le  de Ps+(X) b~ moins que X ne soit  de d imension 1 sur k. D'a i l leurs ,  si X = X  1 $ X 2 

e t  qu ' i l  existe  un  caract~re ~ de Mp(X) (resp. de Mp+(X)) coinc idant  avec 0 sur  T, celui-ci 

. indui ra  un caract~re analogue  sur  Mp(X1) (resp. Mp+(X1)); il suffira done de faire la ddmon- 

s t r a t ion  pour  X = k ou pour  X = k 2 su ivan t  que la caractdr is t ique  de k est  au t re  que 2 ou 

~gale ~ 2. 

Soit  ~ un  caraet~re de Mp(X) (resp. de Mp+(X)), cont inu ou non, qui  coincide avec 

0 sur  T; ~ a la va leur  1 sur  le groupe  des e ommuta t e u r s  de Mp(X) (resp. Mp+(X)). Con- 

sid~rons le sous-groupe de Mp(X) (resp. de Mp+(X)) form~ des ~l~ments de la forme 

d(a) t ( / ) ,  avee ~ e A u t  ( X ) , / e Q ( X ) ;  on vdrifie a is~ment  que son groupe  des e o m m u t a t e u r s  

eomprend  t o u s l e s  ~ldments de la  forme t(/); on a done ~0(t(/))=1 quel clue s o i t / e Q ( X ) .  

Posons  ~(d(~)) =2(~) pour  u e h u t  (X), e t  ~(d'(y)) =if(y) pour  y e I s  (X*, X); 2 est  un  carac- 

t~re de A u t  (X), e t  la re la t ion  d ' ( y ~ ) = d ' ( y ) d ( ~ )  donne  f f (y~)=ff( r )2(~) .  Soit  m a i n t e n a n t /  

une forme quadra t ique  non d~g~n~r~ sur  X,  associ~e s un  morphisme Q de X sur  X*; 

compte  t enu  des  diff4rences de no ta t ions  en t re  les Chapi t res  I e t  I I I ,  la re la t ion  (9) du 

Chapi t re  I ,  n ~ 7, donne  : 

d" ( -~-I) t([)d' (Q -I) t(l ) =t( -/)d' ( -Q-I), 

et  la ddfini t ion de Y(/) au  n ~ 14 de ce chap i t re  donne  

d'(  - e -~)  t ( / )  d ' (o  -~)  t ( / )  = 7'(I) t(  - 1) d ' ( - e - ~ ) .  

E n  p renan t  la va leur  de ~ pour  les deux  membres  de cet te  derni~re re la t ion,  on ob t i en t  

if(Q-l) =r(/)- 

Appl iquons  d ' a b o r d  ce r~sul ta t  au  cas oh/r n ' e s t  pas  de earaet~r is t ique 2 et  oh X - /c .  Comme 

alors la forme / associ~e s ~ est  donn4e p a r / ( x )  =~x2/2, on ob t ien t  

7(~x'/2 ) =i f(e- ' )  =if(1 ) ;t(Q)-'. 
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Au  moyen  de la p ropos i t ion  3 du  Chapi t re  I I ,  n ~ 25, on en conclut  que ~(/), pour  une forme 

m v a r i a b l e s / ( x )  =~. a~xi ~, ddpend  un iquemen t  de m e t  du  d i sc r iminan t  1-I at d e / ,  donc 

que ~(/) a m~me va leur  pour  tou tes  les formes ~ 4 var iab les  de d i sc r iminan t  1, ce qui  

con t red i t  la propos i t ion  4 du  Chapi t re  I I ,  n ~ 28. Considdrons m a i n t e n a n t  le cas X = k  2, 

avec k de caractdr is t ique  2; alors t ou t e  forme non ddgdndrde sur  X est  dquiva lente  K une 

forme /l(x,y)=axe+xy+by 2. Comme tou tes  les formes ]i  sont  assocides ~ u n  m~me 

morphisme (quels que soient  a, b), la formule  ~(/)=ju(~ -1) mon t re  que ~ p rend  la mfime 

va leur  pour  routes  les formes non ddgdndrdes sur  X.  D 'apr~s  la propos i t ion  3 du  Chapi t re  

I I ,  n ~ 25, il  s ' ensui t  que ~ p rend  la m~me va leur  pour  tou tes  les formes non ddgdndrdes 

4 var iables ,  ce qui est  de nouveau  en con t rad ic t ion  avec la propos i t ion  4 du  mgme chapi t re .  

I1 rdsulte de ce qui  prdc~de que les rev~tements  Sp~(X), Psi(X) ddfinis au  n ~ 43 ne 

sont  pas  t r iv iaux .  Pou r  k = I t ,  l ' ex is tence  d ' u n  rev~tement  non t r iv ia l  ~ deux  feuil lets  du  

groupe  symplec t ique  est  na tu re l l emen t  une consdquence du  fa i t  que celui-ci est  a lors  un  

groupe  de Lie connexe don t  le groupe  fondamen ta l  est  Z; quan t  s la reprdsen ta t ion  un i ta i re  

de ce revf i tement  qui  est  donnde p a r  

( S , r 1 6 2  (SeSp~(X),r 

ce n ' e s t  pas  au t re  chose, dans  ce cas, que celle qui  a dtd rdcemment  cons t ru i te  e t  dtudide 

p a r  D. Shale [7]. Pour  k = t3, on sai t  que le groupe  symplec t ique  est  s implement  connexe '  

e t  on aura i t  pu  ddduire  de 1~ la t r iv ia l i td  de Mp(X) sur  Sp(X). I1 ne semble pas  qu 'on  a i t  

signald jusqu ' ic i  l ' exis tence des rev6 tements  Sp2(X ) et  de leurs reprdsen ta t ions  uni ta i res  

(S, (I) ) --> S (I) dans  les cas off k est  s va lua t ion  discrbte.  

45. Ce qui  precede s 'g tend sans difficultd au  cas ad~lique; comme nous n ' au rons  pas  

faire usage de ces rdsul ta ts ,  nous nous bornerons  sur  ce po in t  s des ind ica t ions  sommaires .  

Les no ta t ions  d t an t  celles des n ~ 37-38, on va  d ' a b o r d  compldter  p a r  quelques remar-  

ques les rdsul ta t s  de ces numdros.  Pou r  t ou t  v, ddsignons p a r  7t, la p ro jec t ion  canonique 

de Mp(X,) sur Ps(X,)=Ps(X)v , p a r  T v le n o y a u  de ~tv, e t  p a r  0v le caract~re (%,t)-->t de 

T~, e, d t an t  l 'd ldment  neut re  de Ps(X)v. A u  n ~ 38, on a ddfini, pour  v~So, le re l~vement  

rv de Ps(X)~ dans  Mp(X,); soit  Mp(X)~ l ' image  de Ps(X)~ p a r  r~; c 'es t  un  sous-groupe 

fermd de Mp(X,). Pour  t ou t  S D So, posons  

M(S) = 1--[ Mp(X,) x 1-[ Mp(X)g. 
y e s  v 4 S  

D'apr~s  les n ~ 37-38, il  y a, pour  t ou t  dldment  (S,) de M(S) ,  un  dldment  S de Mp(X)A et  

un seul tel  que l ' on  air, pour  rou te  fonct ion (I) EL2(XA) de la  forme (36) : 
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S gP(x) = 1-~ Sv (I) v (x,) ; (41) 

de plus, cet te  formule  ddfini t  un  homomorph i sme  ouver t  (Sv)-->S de M(S) sur  le sous- 

groupe  ouver t  
i o 7 / ~ - 1  o Mp ( )s = (Ps (X)s) 

de Mp(X)A , homomorph i sme  don t  le n o y a u  est  formd p a r  les dldments (tv) de M(S) 

pour  lesquels tvET~ que] que soi t  v, 0 v ( t v ) = l  pour  v~S (ce qui  r ev ien t  s dire que, 

pour  v ~S,  t,  est  l 'd ldment  neu t re  de Mp(Xv)), et  YIO,(t,)= 1. 

D'apr~s  le n ~ 20 du  Chapi t re  I ,  r~ coincide avec r~ sur  l ' ensemble  ~ des ~ldments s 

de Ps(X)~ tels  que y(s) induise sur  le r~seau (X*)~ un  i somorphisme de celui-ci s u r  X~. 

De plus, si p ,  est  l ' iddal  max ima l  de 0,, la rdduct ion modulo  pv ddtermine  des homomor-  

phismes  de X~ et  (X*)~ sur  un  espaee vector ie l  ~ ,  sur  le corps fini ~, = 0,/pv, e t  sur  le dua l  

~* de ~v, respec t ivement ;  on en conclut  que, pour  presque t ou t  v, la rdduct ion  modulo  

p~ ddtermine  un  homomorph i sme  (et mSme, comme on le vdrifie aisdment ,  un  homo- 

morph i sme  surjectif)  de Ps(X)~ dans  Ps(X,),  qui  appl ique  ~ dans  (et mSme sur) ~(~v).  

Nous  a d m e t t r o n s  p rov iso i rement  que, pour  tou t  espace vector ie l  ~ de d imens ion  finie 

sur  un  corps ~, ~ (~ ) -1 .  ~ (~ )  est  dgal s Ps(~)  ou s Ps+(~) su ivan t  que ~ est  de caractdr is t ique  

au t re  que 2 ou dgale s 2; ce po in t  sera d~montrd  au  Chapi t re  V (corollaire 3 de la proposi-  

t ion  6, n ~ 47). Supposons  d ' a b o r d  que k ne soit  pas  de caract~r is t ique 2; alors, pour  presque 

t ou t  v, on a 
Ps(~,) = ~ ( ~ v )  -1" ~'~(~v), 

o _ _  o - -  1 o d'ofi  o n  conclut  a is4ment  que, pour  presque t ou t  v, Ps(X)~ - ( ~ v )  �9 ~ .  D ' a u t r e  pa r t ,  pour  

chaque  v, les rdsu l ta t s  du  n ~ 43 p e r m e t t e n t  de d~finir un  caract~re cont inu  ~v de Mp(X,) 

qui coincide avec 0v 2 sur Tv; comme on l ' a  vu,  ~% est  ddtermind d ' une  mani~re unique  p a r  

la  condi t ion  que l ' on  air, pour  t ou t  s ~ ,  : 

~%(rv(S)) = (D(s)/- 1 )v~,v(qi) 2m, 

off m = d i m ( X ) ;  lorsque - 1  est  un  carrd dans  k,, le second membre  est  dgal ~ 1 pour  t ou t  

s fi~v. Pour  presque  t ou t  v, k ~ ( V ~ l )  est  dgal, soit  ~ k,, soit  ~ l ' ex tens ion  quad ra t ique  non 

ramifide de kv; dans  l ' un  et  l ' a u t r e  cas, on a (u/-  I ) ,  = 1 pour  rou te  uni td  u de 0r; comme 

d ' a u t r e  p a r t  on a ~,(q~) = 1 pour  presque t ou t  v d ' apr~s  le n ~ 30, il s ' ensui t  que, pour  presque 

t ou t  v, q% a la  va leur  cons tan te  1 sur  r , (~g) .  Mais pour  presque t o u t  v, comme on l ' a  vu,  

"* o o _ _  o - - 1  o .  rv coincide avec r ,  sur  ~v,  e t  on a Ps(X)~ - ( ~ )  �9 ~ ,  donc, pour  presque t ou t  v, 9% a la 

va leur  cons tan te  1 sur  Mp(X)~. I1 est  clair  alors  que (Sv)-->]-~ ~,(S,)  est  un  caract~re de M(S), 

~gal s 1 sur  le n o y a u  de l ' homomorph i sme  de M(S) sur Mp(X)~s ddfini p a r  (41), et  que, pa r  

passage au  quo t i en t  su ivan t  ce noyau,  pu i s  h la  l imi te  induc t ive  su ivan t  S, on en dddui t  un  

caract~re cont inu  ~% de Mp(X)A, qui, sur  T, coincide avec (e,t)-->t ~. Si on convient  de dd- 
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signer p a r  A~p2(X)A le noyau  de ~A, on conclut  de 1~, t ou t  eomme dans  le cas local, que 

Mp(X)A = Sp~(X)A" T et que Sp~(X)A est un  (( rev~tement  ~ deux  feufllets )~ de Sp(X)A. 

Montrons  encore que Sp2(X). t eont ieut  rk(Ps(X)~). Comme Ps(X)k n 'es t  au t re  que 

f~(X)k 1-f~(X)k, il  suffira de mo n t r e r  que Sp2(X)A eont ien t  rk(f~(X)k). Soit  done 8 E f~(X)k; 

on a alors 8Ef2" pour  t ou t  v, e t  8 E f ~  pour  presque tou t  v; comme r ,  coincide avec r~ sur  

f~g pour  presque t ou t  v, il s ' ensui t  que (r,(s)) est  dans  M(S) pour  S assez grand.  D ' a u t r e  

par t ,  la formule  (38) d u n  ~ 40 donne ici 

rk (8) r (x) = ( O(x~ + x* 7) X ( / (x,  x*)) dx*, 
J x  

et  la compara ison  de cet te  formule  avec (16) du  n ~ 13 (qui, compte  t enu  des ehangements  

de nota t ions ,  ddfini t  r ,  pour  t ou t  v) mont re  que r~(s) est  l ' image  dans  Mp(X)A de l 'd ldment  

(r~(8)) de M(S) p a r  l ' homomorph i sme  ddfini pa r  (41). Dans  ces condit ions,  pour  que re(s) 

soit  dans  Sp2(X)A, il  f au t  et  il  suffit  que l ' on  air  1-[ q,(rv(8)) = 1; or il  en est  dv idemment  ainsi  

si - 1 est  un  carrd dans  k, et, dans  le cas contraire ,  cela rdsulte immdd ia t e me n t  de la propo-  

s i t ion 5 d u n  ~ 30 et  de ses consdquences dnumdrdes au n ~ 30 (c 'est-h-dire de la loi de rdci- 

proei td  quadra t ique) .  

Dans  le cas off k est  de earactdr is t ique  2, on procddera  d ' u n e  manibre  analogue lorsque 

r e = d i m ( X )  est  pair ,  en subs t i t uan t  na tu re l l emen t  la considdrat ion de Ps+(X) go celle de 

Ps(X); s i m  est  impa i r  e t  ~> 3, on p longera  X dans  un espace X '  de d imension  m + 1, comme 

dans  le cas local. Le cas m = 1 ne donne que des rdsul ta t s  t r iv iaux .  

V. Compl~ments 

46. Comme aux  n ~ 31-32, on v~ d ' a b o r d  considdrer un  espace vector ie l  X sur  un  

corps quelconque k, e t  le groupe  pseudosymplec t ique  Ps(X) a t t achd  ~ X.  Pou r  s = 

(a, /) EPs(X), a = ( ~ ) ,  on 6crira eomme prdcddemment  7=y(8) ,  e t  de m~me :r  

On conviendra  de ddsigner p a r  P(X) le sous-groupe (~ parabol ique  ~ de Ps (X)  formd des  

8EPs(X) pour  lesquels Z(s)=O. Nous  nous proposons  d 'dcr i re  t ou t  dldment  de Ps(X) 

sous une forme ~( normale  ~) qui  gdndralise l ' express ion (33) pour  les dldments de ~ ( X ) ,  e t  

qui me t t e  en dvidence les classes ~ gauche dans  Ps(X) su ivan t  P(X). 

Soit  d ' a b o r d  8 = ( a , / ) E P ( X ) .  E n  e x p r i m a n t  au moyen  de (32) que s EPs(X), et  t e n a n t  

eompte  de y (8 )=0 ,  on ob t ien t  

/(x~, x* + x~) =/(o, x~) +/(x~, x~). 

E n  dds ignant  p a r  g et  h les formes respec t ivement  indui tes  p a r  / sur  X e t  sur  X*,  on en 

conclut  que h est  add i t ive  et  que l ' on  a 
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/(x, x*) = g(x) + h(x*). 

I1 est  imm~dia t  alors que t(g)-lt~(h)-ls est  de la forme (a',O), donc, en ve r tu  des remarques  

de la  fin d u n  ~ 6, de la  forme d(2) avec ~ E A u t  (X). On a done 

s =t'(h) t(g)d(]t) (42) 

avec hEQa(X*), gEQ(X), 2 E A u t  (X); le caleul qu 'on  v ien t  de faire mon t re  m~me que s 

se me t  sous cet te  forme d ' une  mani~re et  d ' une  seule. 

Soit  m a i n t e n a n t  s = ( a , / )  un  ~l~ment quelconque de Ps(X); soit  7=~( s ) ;  soient  N le 

n o y a u  de  ~, W u n  suppl~menta i re  de N dans  X*,  e t  Z = X* 7. Alors  7 indu i t  sur  W un  

i somorphisme de W sur Z, e t  il y a done une forme quadra t ique  /1 sur  Z telle que l 'on  

a i r / ( 0 ,  w)=/1(w7) pour  t ou t  w ~ W; a u t r e m e n t  di t ,  la  formule  

/0(Z $) = / (0 ,  X $) -- fi (X*7) 

d6fini t  une forme quad ra t i que  [0 aur X* qui  s ' annu le  sur  W. Mais d ' a u t r e  p a r t  (32) donne,  

pour  nEN,  x*EX* �9 
I(O,n + x*) =riO, n) +l (0 ,x*) ,  

ce qui  impl ique  en par t i eu l i e r  que /(O,n) est  add i t i ve  sur  N.  On conclut  de 1s qu 'on  a 

/o(n + w ) = / ( 0 , n )  pou r  n E N,  w E W, ee qui  mon t re  que /0  eat une forme add i t ive  sur  X*.  

47. On v a  ddduire  de 1s le r4su l ta t  su ivan t  : 

P R O P O S I T I O ~  6. Soient s=(a,/),  s' =((7',/') deux dlgments de Ps(X); soient y = y ( s ) ,  

7' =7(s') �9 Alors, pour que s et s' appartiennent h une mdme classe h gauche suivant P(X),  

il /aut et il su/fit qu'on air X* 7 = X*v'  et qu'il y air ]1EQ(X*7) idle que les deux /ormes 

x*-~/(0,x*)-h(x*~), x*-~/'(o,x*)-/l(X*7') 

soient des/ormes additives sur X *. 

D'apr~s  le n ~ 46, on peu t  en t ou t  cas cho is i r /1  de mani~re que la premiere  de ces 

formes soit  addi t ive .  Suppoaons alors qu 'on  a i t  s '=s 's  avec 7 ( s" )=0 ;  soient  s~=(a",/"), 

~" = ~,,]. Alors  d~ eat un  au tomorph i sme  de X*, et  on a 7 '  ---~7,  done X* 7 ~ X * 7 ' .  De 

plus,  d ' apr~s  le n ~ 46, ["(O,x*) eat une forme add i t ive .  Comme on a 

/'(O,x*) =/~(0,x*) + /(O,x*~), 
on au ra  aussi 

1'(0, x*) - h(x*7 ' )  = I"(0, x*) + 1(0, x ' a " )  - t~(x*~"7), 



SUR CERTAINS GROUPES D~OPERATEURS UNITAIRES 203 

et le second membre est une forme additive en vertu de la ddfinition de/1- La condition de 

l'dnonc6 est donc n6cessaire. R6ciproquement, supposons qu'elle soit satisfaite. Posons 

( r =  , 0 / = 
7 ' 6' 

et 8" =8'8-1; on aura alors 7(8") = 7 ' 5 " - ~ ' 7 " .  Posons aussi Z = X * y  =X*7' ,  et soit j l'injec- 

tion de Z dans X; on peut alors 6crire 7 =2J, 7' =2'J, off 9, 9' sont des morphismes de X* 

sur Z. Soit 91 le morphisme de Z dans Z* associ6 s comme, en vertu de (32), le morphisme 

associ6/~ x*-->/(0,x*) est ~5", l'hypoth~se faite sur/(0,x*) donne y/~* =2~1~*, ce qui s'dcrit 

aussi 

~( j~$  - -~1~  $) = 0 ,  

d'ofi j(~* =~1~* puisque 2 est surjectif. On en conclut 5j*=~)91; en rempla~ant / par ]', 

on a done aussi (~'j* =~'~1- Cela donne 

p'e~p* =p'j~* =O'j*p* 

et par cons6quent ~'5" =~'),*, c'est-s 7(s") =0, ce qui achbve la d6monstration. 

I1 r6sulte en particulier de la proposition 6 que l'ensemble des classes s gauche de 

Ps(X) suivant P(X)  correspondant aux 616ments 8 de Ps(X) pour lesquels 7(s) est de rang 

r donn6 peut  s'identifier avec un fibr6 veetoriel sur la grassmannienne des sous-espaces 

Z de X de dimension r, la fibre correspondant s un tel espace Z 6tant l'espace vectoriel 

Q(Z)/Qa(Z). 

COROLLAIRV, 1. Soit sEPs(X); soient X 1 l'image de X* par 7(s), X 2 un suppldmentaire 

de X 1 dans X et 71 un isomorphisme de X~ sur X1; soit aussi Q'I un suppl$mentaire de Qa(X1) 

dans Q(X1). Alors s se met d'une mani~re et d'une 8eule sows la /orme 

8 = t'(h) t(g)d(2) (d'(71)t(]l)@e2) (43) 

avec h eQa(X*), g eQ(X), 2EAut (X),/1 eQ~, e~ dgsignant l'glgment neutre de Ps(Xz). 

Soit 7 =7(8); il r6sulte d u n  ~ 46 (ou de l'6nonc6 m6me de la proposition 6, si l 'on y 

prend s'=s) qu'il existe/leQ(X~) telle que la forme 

x*->/(O,x*) - / 1 ( x ' 7 )  

soit additive. Comme cette condition ddtermine/1 d'une manibre unique h une forme addi- 

tive pros, on peut, d'une mani~re et d'une seule, y satisfaire en prenant fl dans Q~. Soit 

alors 8' =d'(71)t(/1)@e2; le critbre de 1 a proposition 6 montre immddiatement que s e t  s' 

appartiennent ~ une m~me classe ~ gauche suivant P(X). On peut done, d 'une manibre et  
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d 'une  seule, met t re  88 '-1 sous la forme (42), ce qui donne bien pour  8 l 'expression (43). 

Rdciproquement,  si on suppose s mis sous la forme (43) et qu 'on  ddfinisse s' comme ci-dessus, 

on voi t  aussit6t, au moyen  de la proposit ion 6, que/1 ne peut  ~tre autre que la forme qu 'on  

a dcrite plus haut;  compte  tenu de l 'unicitd de l 'expression (42) pour  tou t  dldment de 

P(X) ,  cela achgve la ddmonstrat ion.  

COROLLAIRE 2. Le8 hypotheses et notations grant les m~mes que dans le corollaire 1, s 

se met d'une mani~re et d'une seule sous la /orme 

s = t(g) d(2) (d' (~1) t(gl ) Qt '  (h2)) (44) 

X* avec gEQ(X),  2EAut(X) ,  gIEQ(X~), h~EQ~( s). 

Procddant  comme dans le corollaire 1, mais appl iquant  (42) s s's -1, on 'obt ient  d ' abord  

une expression 
8 = d(~) -1 t(g) -1 t'(h) -1 (d'(7l) t(/1) Qe2)" 

On peut  dcrire, pour  x * -  ~x* x *~ --~ 1, 2 ] ~  X@ : 

- h(x*)  = h l ( x t )  + h,(x~)  

oh h 1EQa(X~), h~ EQ~(X~); alors t' (h) -1 = t' (hl)(~)t' (h~). Un calcul facile montre  que t' (hl)d' (~i) 

s'dcrit aussi d'(~l)t(h~), avec hl E Qa(X1). D'au t re  par t  il rdsulte immddiatement  des identitds 

d u n  ~ 32 que d(,~)-lt(g) -1 peut  s'dcrire sous la forme t(g')d(2'). En  dcrivant g, 2, gl au lieu 

de g', ~ ' , / 1+h l ,  on obtient  (44). Quant  s l 'unicitd, elle rdsulte de l 'unicitd de (43) et du 

calcul qu 'on  vient  de faire, pris en sens inverse. 

Si, dans les corollaires 1 et  2, on suppose 7(s) =0 ,  ou, ce qui revient au mSme, X 1 = {0}, 

X~ = X ,  on retrouve (42) ou une formule dquivalente. D ' au t re  part ,  le cas s E ~ ( X )  dquivaut  

X 1 = X ,  X 2 = {0}; compte tenu des identit~s d u n  ~ 32, l 'application ~ ce cas du corollaire 

2 donne ~ nouveau la formule (33). On va  aussi ddduire des corollaires ci-dessus un rdsultat  

qui dtait restd en suspens au Chapitre IV : 

COROLLAIRE 3. Soit X un espace vectoriel sur un corps k; alors ~ ( X ) - I . ~ ( X )  est 

dgal ~ Ps(X)  ou ~ Ps+(X) suivant que la caractdristique de k est autre que 2 ou ggale ~ 2. 

Soient s~Ps (X)  et 8' e ~ ( X ) ;  met tons  s'  sous la forme (33) (ou, ce qui revient au m~me 

dans ce cas, sous la forme (44)) en dcrivant s' =t(g)d'(7)t(g~). Pour  que l 'on air s ' s e ~ ( X ) ,  

c'est-s pour  que 7(s's) soit un  isomorphisme de X* sur X, il faut  et il suffit, comme le 

montre  un calcul immddiat,  que ~(t(gl)S) soit un  automorphisme de X. Aut rement  dit, 

pour  que s appart ienne ~ ~ ( X ) - I - ~ { X ) ,  il faut  et il suffit qu'il  y a i r / e Q ( X )  pour  lequel 

~(t(/)s) e A u t  (X). D'ailleurs, (33) montre  que ~ (X)  est une double elasse suivant  P(X) ,  

ce qui est aussi dvident directement; donc ~ ( X )  -~. ~ ( X )  est une rdunion de telles doubles 
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classes. En  m e t t a n t  s -1 sous la forme (43), et  en posan t  s 1 = d'(71)t(/1)(~e2, on vo i t  donc que, 

pour  que s appa r t i enne  s ~ ( X )  -1. ~ ( X ) ,  il  f au t  e t  il suffit  que s~ 1 y appar t i enne ,  ou encore 

qu ' i l  y a i r / E Q ( X )  te l  que ~(t(/)al 1) soit  un  au tomorph i sme  de X.  Or il est  immdd ia t  qu 'on  

sat is fa i t  ~ cet te  condi t ion en p r e n a n t  pour  / une forme nul le  sur  X 2 et  tel le  q u e / - / 1  so i t  

non d~gdndrde sur  X1; un te l  choix est  tou jours  possible lorsque k n ' e s t  pas  de carac-  

t~r is t ique 2, et  aussi  lorsque k est  de caractdr is t ique 2 et  X 1 de d imension paire .  Comme 

on a ddj~ observd au n ~ 32 que cet te  dernibre condi t ion  dquivau t  K s EPs+(X), la conclusion 

s 'ensui t .  Notons  en passan t  qu 'on  pourra i t ,  dans  le cas off k est  de caractdr is t ique  2, ddduire  

de la  propos i t ion  6 et  de ses corollaires les rdsu l ta t s  rappelds  sans ddmons t r a t ion  ~ la  fin 

d u n  ~ 32 au suje t  de Pa+(X) et  Pa-(X) .  

48. Dans  les chapi t res  prdcddents,  on s ' e s t  souvent  servi  de la formule  (33) d u n  ~ 32 

(ou, ce qui  rev ient  au m~me, de la  propos i t ion  1 du  n ~ 7) pour  (~ re lever  ~) s M p ( X )  des dld- 

men t s  de ~ (X) ;  les corollaires 1 et  2 de la propos i t ion  6 d u n  ~ 47 p e r m e t t e n t  de faire de 

m~me pour  un  dldment  quelconque de Ps(X) ,  lorsque X est  un espace vector ie l  sur  un  corps 

local. On va  app l iquer  cet te  r emarque  ~ la ddmons t ra t ion  du  rdsu l ta t  su ivan t  : 

P R O r O S I T I O N  7. Soit X un espace vectoriel aur un corps local k; aoient S E M p ( X ) ,  

a = ~ ( S )  et 7=7(a ) .  Soient ~, ~' deux automorphiames de X tela que l'on air ad(~)=d(~')a. 

Alors on a aussi Sd($) =d (~ ' )S  pourvu que l'on aoit dans l 'un des cas suivants : (i) on peut 

mettre s aous la /orme (44) avec h2=O; (ii) il y a un aupplgmentaire X~ de X I = X * y  dana 

X qui eat stable par ~. 

Comme hz, dans  (44), est  une forme addi t ive ,  on est  tou jours  dans  le cas (i) si k n ' es t  

pas  de caractdr is t ique  2. Notons  en pas san t  que la  condi t ion  hz = 0, qui  en apparence  ddpend  

du  choix de X 2 et  de ~1 dans  le corollaire 2, est  en fair  dquivalente  ~ la su ivan te  qui  n ' en  

ddpend  pas  : (i') si on dcrit  a = ( a , / ) ,  / s ' annule  sur  le noyau  de 7- 

E n  t ou t  cas, X2 et  71 a y a n t  dtd choisis comme dans  les corollaires 1 et  2 de la proposi-  

t ion  6, on peu t  me t t r e  a sous la  forme (44); il y a alors a 2 E X  2 te l  que l ' on  ai t ,  pour  t ou t  

x * ~ X *  : 

Z(h 2 (x~) ) = Z([a2, x~]). 

D ' a u t r e  par t ,  la re la t ion  sd(~)=d(~')a donne 75=~ '*-1~ ,  d 'ofi  XI~=X1, c 'es t -h-dire  que 

X 1 est  s tab le  p a r  ~. E n  m e t t a n t  ~ sous forme matr ic ie l le  p a r  r a p p o r t  s la ddcomposi t ion  

X = X  1 $ X 2 de X en somme directe,  on aura  donc 

0 , 

e t  (ii) r ev ien t  ~ dire qu ' i l  y a un  choix de X 2 pour  lequel ~ = 0. 
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Cela posfi, S n e  diff~re que par  un facteur scalaire de l'fil~ment 

S' = t(g) d(~) (d'(7~) t(gl) ~)t'(h~)) 

de Mp(X).  D'autre  part,  l 'hypoth~se faite sur s implique que Sd(~) et d(~')S ne different 

clue par un faeteur sealaire OET; il s 'ensuit que, pour tout  (I)E$(X), S'd(~)(I)(0) et 

d(~')S'(I)(0) ne different que par  ee m~me Iacteur 0. En  explieitant les op~rateurs qui 

interviennent dans la d4finition de S', on volt  que cela revient s dire qu'il existe c > 0 tel 

que l 'on ait 

f(I) (X 1 ~1 a2~, az ~2) ~ (gl (~1)) dXl c f~P (Xl, a2) Z (gl (Xl)) dXl 0 

pour tout  (I)E $(X). Pour eela, il faut  et il suf:[it ~videmment que a2~ 2 =a2 et que l 'on air 

~(~I(Xl)) = 0" Z(~I(Xl ~1 -- aa 7)) 

quel que soit x 1. Pour  Xl=0 , cela donne bien 0 =1 pourvu que a~=0,  ce qui a lieu dans le 

eas (i), ou # =0,  ce qui a lieu dans le eas (ii). 

COROLLAIRE. Soit X un e_space vectoriel sur un corps local k, et soit G un sous-groupe 

de Aut(X); supposons que Icne soit pas de caractdristique 2 ou que G soit compl~tement rdduc- 

tible. Soit S u n  dldment de Mp(X)  tel que s=~(S)  soit permutable avec d(~) quel que soit ~EG; 

alors S est permutable avec d(~) quel que soit ~ E G. 

Si ]c n 'est  pas de caract~ristique 2, on n 'a  qu's  appliquer la proposition 7, avee ~ =~' .  

En tout  cas, la d~monstration de la proposition 7 montre clue X~=X*7(s)  est stable par  

G; si done G est compl~tement rdductible, X~ a un suppl~mentaire stable par  G, et on est 

dans le cas (ii) de la m6me proposition. 

49. On va  maintenant  dfifinir des sous-groupes du groupe pseudosymplectique, qui 

joueront un grand rSle dans les applications ~ la thdorie arithmdtique des groupes classiques. 

Soit A une alg~bre sur un corps de base k; on la supposera toujours associative, de 

dimension finie sur k, et poss~dant un dldment unit~ qu'on notera en gdnfiral 1; on identi- 

fiera alors k avec son image dans ~4 au moyen de l ' isomorphisme t--->t. 1. On dcrira ~ven- 

tuellement A~ au lieu de A, partieulibrement lorsqu'on voudra eonsid4rer le (~ eas addlique >). 

On supposera de plus qu'on s 'est donn~ sur A une involution t, e'est&-dire un antiauto- 

morphisme involutif de A considdrde comme algbbre sur k; par  ddfinition, t induit done 

l 'automorphisme identique sur k lorsque k est considdrd comme sous-alg~bre de A comme 

fl a dtd dit plus haut. 
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On considdrera des modules sur A, dont  on supposera toujours qu'ils sont de dimension 

finie sur k. La  donnde de t permet  de considdrer t ou t  A-module  h droite Y comme un 

A-module  h gauche, au moyen de la formule ty=yt ~ (tEA, yEY). E n  particulier, soit 

X un A-module/~ gauche; son dual Hom~ (X, As), c'est-h-dire l 'espace des formes A-lindaires 

sur X, est muni  naturellement,  comme il est bien connu, d 'une  s tructure de A-module  h 

droite; on conviendra de noter  X* ce mfime dual mnni  d 'une  s tructure de A-module  h 

gauche de la mani~re qu 'on  vient  d'expliquer. On notera {x,x*}, pour  xEX, x*EX*, la 

valeur en x de la forme A-lin4aire sur X qni correspond h x*; on aura done, par  ddfinition : 

{tx, ux*}=t{x,z*}u, (teA, ueA, xex, *ei*), 

c'est-h-dire que (x,x*} est une forme sesquilin~aire sur X •  

Enfin, on supposera qu 'on  s 'est  donnd aussi sur A une ]onction trace T; on entendra  

par  lh une forme k-lin~aire sur A (ou, pour  ~tre plus exact,  sur l 'espace vectoriel sur k 

sous-jacent h A), invariante par  l ' involution t et telle que (t,u)--~(tu) soit une forme bi- 

lindaire symdtrique non ddgdn~rde sur A • A. Soit alors X uu A-module  h gauche; s0 i t /  

une forme k-lin~aire sur X; alors, pour  tou t  xEX, t-->/(tx) est une forme k-lindaire sur A,  

et il y a done un dl~ment F(x) de A et un  seul tel que/( tx)  =T(tF(x)) quel que soit t. I1 est 

clair alors que x--c,F(x) est une forme A-lin~aire sur X et qu 'on  a / = T o  F.  Par  consdquent,  

la f o r m u l e / = T o F  ddtermine une eorrespondance biunivoque entre les formes k-lin~aires 

/ et  ]es formes A-lin~aires F sur X.  En  d 'aut res  termes, on peut  identifier X*  avec le dual 

de l 'espace vectoriel sur k sous-jacent h X au moyen  de la formule 

=T({x,z*}). 

Comme on a convenu de ne considdrer que des A-modules  de dimension finie sur k, il 

s 'ensuit  de plus qu 'on  peut  identifier tou t  A-module  h gauche X avec son bidual (X*)* 

au moyen  de la formule 

Soient encore X et Y deux A-modules  h gauche, et r162 un morphisme de X dans Y, c 'est- 

m-dire un dl~ment de HomA(X , Y); alors le transpos~ ~* de ~r eonsid~r~ comme morphisme 

d'espaces vectoriels sur k appar t ient  h Hom~(Y*,X*),  et l 'on a 

quels que soient x E X, y* E Y*. 

Soient X et Y comme ci-dessus; alors, si F est une forme sesquilingaire sur X • Y, il 

y a un morphisme ~ et un seul de Y dans X* tel que l 'on ait, quels que soient xEX, yEY : 

y) = {x, {y, 

si X = Y, il faut  et il suffit, pour  que F soit hermitienne, que l 'on ait :r = ~*. 

14-642946 Acta mathematica. 111. Imprim~ le 3 juin 1964. 
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On dira qu'une forme quadratique / sur l'espace vectoriel sur k sous-jacent ~ X est 

A-quadratique si elle peut s'~crire/(x) =v(F(x,x)),  oh F est une forme sesquilin6aire (non 

ndcessairement hermitienne) sur X • X; et on ddsignera par Q(X/'4) l'espace de ces formes. 

I1 revient au mSme de dire que Q(X/.4) est l'ensemble des formes qui peuvent s'~crire 

l(x) =~({~,~.}) 

oh 2 est un morphisme (non n~cessairement sym~trique) de X dans X*; le morphisme 

associd s cette forme ]es t  alors ~ =2 +2*. On notera Qa(X/.4) l'espace des formes additives 

.4-quadratiques sur X. Si k n'est pas de caract~ristique 2, et si Q est le morphisme sym~tri- 

que associ~ ~ une forme/eQ(X/ .4) ,  la s f d~finie sur X •  par F(x ,y)=(x,y~/2}  

sera hermitienne et on aura/(x) = ~(F(x, x)) pour tout x; cette derni~re formule ddfinit-donc 

alors une correspondance biunivoque entre Q(X/.4) et l'espace des formes hermitiennes 

sur X • X. 

Le groupe des automorphismes d 'un .4-module X sera not~ Aut(X/.4); de m~me, 

si X et Y sont des A-modules, l'ensemble (~ventuellement vide) des isomorphismes de 

X sur Y sera not~ Is(X, Y/'4). On notera Ps(X/k) le groupe pseudosymplectique attachd, 

eonformdment aux d~finitions du Chapitre I I I ,  s l'espace vectoriel sur k sous-jacent ~ X; 

et on notera Ps(X/'4) le sous-groupe de Ps(X/k) form~ des 61~ments (a,]) de Ps(X/k) pour 

lesquels a appartient s Aut(X �9 X*/A) et / ~ Q(X �9 X*/'4). Avec les notations du Chapitre 

I I I ,  n ~ 32, d(~), d'(7), t(/), t'(/') appartiendront ~ Ps(X/'4) chaque lois que ~, 7 , / , / '  appar- 

tiennent respectivement ~ Aut(X/'4),  Is (X*,X/ '4) ,  Q(X/.4), Q(X*/.4). Les identit~s du 

n ~ 32 entre d, d', t, t' restent bien entendu valables ici. 

50. Dans les applications qu'on fera des ddfinitions du n ~ 49, l'algSbre A sera le plus 

souvent supposde semisimple; lorsqu'il en est ainsi, tout sous-module d 'un "4-module X 

poss~de un suppl~mentaire. Si de plus A est simple, Is (X*, X/'4) n'est jamais vide, c'est-s 

dire que tout "4-module s gauche X est isomorphe s son dual, comme on le voit en con- 

sid~rant d'abord le cas off X est un "4-module simple. Si .4 est ~ absolument semisimple ~> 

(c'est-~-dire telle que son extension ~ la et6ture algdbrique de k soit semisimple) et est 

munie d'une involution t, il existe toujours sur .4 des fonctions traces T au sens d u n  ~ 49; 

on peut par exemple prendre pour T la forme k-lindaire qui, sur chaque composante simple 

de .4, induit la (~ trace r6duite >). 

Quand A n'est pas simple, on pourra faire usage du lemme suivant : 

LEMME 7. Soient sEPs(X/'4), y =7(s) et Z =X* 7. Alors, pour que Z admette un suppld- 

mentaire dans X,  il /aut et il su//it que le noyau N de 7 en ait un dans X*. Si de plus .,4 est 

semisimple, les A-modules Z et Z* sont isonwrphes. 
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Soit Z.  l 'or thogonal  de Z dans X*; c 'est  le noyau  de ~*. De m~me, si N .  est l 'or thogonal  

de N dans X, on a N . = X * y * .  Posons s~ (~ , / )  et ~ =  . Soit U l ' image de {0} •  
)p 

(eonsid~r~ comme sous-modute de X • X*) par  o'; U peut  se d6finir aussi comme l ' image de 

X* par  le morphisme x*--->(x*~,,x*d); eomme ~ est un  automorphisme de X x X*, ce mor- 

phisme d~termine un isomorphisme 0 de X* sur U. D 'au t re  part ,  U est aussi l 'ensemble 

des 61~ments u = (y,y*) de X • X* tels que u~ -1 E {0} • X*, ou au t rement  dit tels que 

y d * - y * y * = 0 .  Soit V = U Cl ({0} •  comme Z .  est le noyau  de ~,*, on a V={0}  •  ; 

en m~me temps; on a V =0(N)  et N =0-1(V).  Supposons main tenant  que Z air un  supplg- 

mentaire Z '  dans X; alors l ' o~hogonal  Z ,  de Z '  dans X* est suppl6mentaire  de Z .  dans X*, 

et X • Z .  l 'est de V dans X x X*. I1 s 'ensuit  que U~ = U ~ (X x Z , ) e s t  suppl~mentaire de V 

darts U, done que 0-1(U~) l 'est  de 2g darts X*. Appliquons main tenant  s s -~ ee qu 'on  vient  

de d~montrer  pour  s; comme ~,(s -~) = -~,*, il s 'ensuit  que, si N ,  a un suppl~mentaire darts 

X,  Z ,  en a un dans X*. Enfin, ~, d6termine en tou t  cas, par  passage au quotient,  un  iso- 

morphisme de X*/N sur Z; d ' au t re  part ,  on peut  identifier X*/Z,  avec Z*, et ce qui precede 

montre  que Z ,  est isomorphe ~ V e t  par  suite ~ N.  Si .,4 est semisimple, le fair que N et 

Z ,  sont isomorphes entratne que X*/N et X*[Z. le sont aussi (par exemple en ver tu  du 

th6or~me de Jordan-It61der),  d'ofi la derni~re assertion du lemme. 

51. On conviendra de noter  P(X/Ic), P(X/.,4) les sous-groupes de Ps(X/k), Ps(X/.,4) 

formds respect ivement des ~l~ments s de ces groupes pour  lesquels on a y ( s )=0 .  I1 r~sulte 

du n ~ 46 que tou t  ~Idment de P(X/k) se met  d 'une  mani~re et d 'une  seule sous la forme 

(42); si 8EP(X/A), le calcul d u n  ~ 46 montre  immddiatement  que s se met  sous la forme 

(42) avec h EQa(X*/A), g EQ(X/A), 2EAut (X/A) .  De m~me, s i s  est un  dl~ment quelconque 

de Ps(X/A), le calcul fait dans la seconde partie d u n  ~ 46 reste valable, et montre  q u e / I  

appar t ient  ~ Q(Z/~) chaque lois que W e s t  un A-module  suppldmentaire du noyau  N de 

~(s). Si donc, dans la proposit ion 6, on suppose que s e t  s '  appar t iennent  ~ Ps(X/A), on 

pourra y p rendre /1  EQ(X*~,/.,4) chaque lois que le noyau  de ~ admet  un suppldmentaire 

dans X*, ou, ce qui revient au m~me d'apr~s le lemme 7, chaque lois que X*V en admet  un 

dans X.  Des remarques analogues s 'appl iquent  aux corollaires 1 et 2 de la proposit ion 6; 

en r u e  d 'applicat ions ult~rieures, nous expliciterons le r~sultat  qui se ddduit  ainsi du corol- 

laire 2 : 

PROPOSITTON 8. Soit X un module ~ gauche sur une alg~bre • munie d'une involution 

et d'une ]onction trace. Soient sEPs(X/A), y=y(s) et XI=X*y;  supposons que X~ soit un 

suppldmentaire de Xx dans X, et ~1 un isomorphisme de X~ sur X i. Alors on peut, d'une 

mani~re et d'une seule, dcrire s sous la /orme 
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s = t(g) d(2) (d'(rl)  t(g 1) Qt'(h2) ) 

avec geQ(X/A) ,  ~eAut  (X/A),  g leQ(Xl /A) ,  h~eQ~(X~/A). 

On notera que l'existence d 'un suppl~mentaire X~ de X1, et (d'apr~s le lemme 7) 

celle d 'un isomorphisme ~1 de X~ sur X 1 sont assur~es chaque lois que A est semisimple. 

Si k est un corps local, on d~signera par  Mp(X/k)  le groupe m~tapleetique attach~ 

l 'espace vectoriel sur k sous-jacent h X, et par  Mp(X/~4) l ' image r~eiproque de Ps(X],~4) 

dans Mp(X/k)  par la projection canonique de Mp(X/k)  sur Ps(X/k).  Dans le eas ad~lique, 

les notations Mp(X/k)~,  Mp(X[,,4}~ se d~finissent de m~me. L'application de la proposition 

7 d u n  ~ 48 donne alors les r~sultats suivants : 

PROPOSITION 9. Soit A une alg~bre sur un corps local k, munie d'une involution e 

et d' une ]onction trace; supposons quc k ne soit pas de caract~ristique 2 ou que ~4 soit semisimple. 

Soit X un ,.g-module h gauche. Alors tout glgment de Mp(X/~4) est permutable avec tout 

glgment de Mp(X/k )  de la /orme d(~a), olt ~ est l'homothdtie x--~ax de X ddterminge par un 

gldment a de A tel quc a. a'-= 1. 

Si a est un ~l~ment inversible de J4, il r~sulte de la d~finition de la structure de A- 

module k gauche de X* (el. n ~ 49) que d(~) =(0,0), oh a est l 'automorphisme 

(x, x*)-->(ax, (a')-1 z*) 

de l 'espace vectoriel sur k sous-jacent s X $ X*; pour a . a ' = l ,  a est donc l 'homoth~tie 

z--->az de X $ X*; par  ddfinition de Ps(X/A) ,  il s 'ensuit que tout  dl~ment de Ps(X],~4) est 

alors permutable avec d(~). On obtient le r4sultat annonc~ en appliquant le cas (i) de la 

proposition 7 si k n 'est  pas de caract~ristique 2, et le cas (ii) si A est semisimple. 

COROLLAIRE. Soit Ak l'anneau des addles attachd ~t un corps de nombres ou h un corps 

de/onctions k. Soit .,4k une alg~bre sur k, munie d'une involution e et d'une /ouction trace; 

supposons quc k ne soit pas de caractdristique 2 ou que ~4k soit semisimple. Soit G k le groupe 

des dldments a de .,4k tels quc a. a' = 1, et soit G Ale groupe adglique correspondant. Soit X k un 

z4k-module dt gauche, et soit XA=Xk@Ak .  Alors, pour tout S e M p ( X / A ) A  et tout aeGA, 

les opgrateurs ~P--->S~P et ~P(x)-->~P(ax) sur L~(XA) sont permutables. 

I1 suffit en effet de faire voir qu'fls sont permutables  lorsqu'on les applique aux 

fonctions ~P de la forme d~finie par  (36) au n ~ 38; mais alors on est ramen~ au cas local, 

c'est-/~-dire s la proposition 9. 

52. En  manibre de conclusion, on va maintenant  dnoncer le rdsultat principal qui 

sera ddmontrd dans le mdmoire suivant, en application de la thdorie exposde ici, 
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Soit k un corps de nombres algdbriques; soit ~4k une alg~bre simple sur k, munie d 'une  

involution t; pour  fixer les iddes, on prendra  pour  fonction trace, sur ~4k, la trace rdduite 3. 

On peut  supposer, sans diminuer la gdndralitd, que k est le sous-corps du centre de J4~ formd 

des dldments de celui-ci qui sont  invariants  par  t. 

Soit Gk le groupe des dldments a de A~ tels que a . a ' = l ;  soit Ga le groupe addlique 

correspondant;  soit dla la mesure de Haa r  sur GA, normde de fagon que GA/Gk soit de mesure 

1. Soit X k un module ~ gauche sur ~4k; soient X A =X~(~A k et (I)E $(XA). La formule qu 'on  

se propose de ddmontrer  est alors 

f o  ~ ~(a~)dla=~rk(s)r  
A/Gk ~eX~ s 

off la sommat ion  du second membre  est ~tendue s un syst~me complet  de reprdsentants  

des classes k gauche suivant  P(Xk/.,4k) dans Ps(X~/.,4k); les deux membres sont  absolument  

convergents,  et la formule est valable, chaque lois qu 'on  a 

dimk(Xk) > 4 dimkQ(X~/~k). 
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