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1. Introdcution. Récemment K.Yano a étudié, parmi les autres. un
champ de Killing # qui est une normale a une hypersurface B (en tout point
de B) d'un espace riemannien M ([7]).

Nous voulons trouver la condition pour l'existence de u et la relation entre
u et le groupe d’'isométries de M.

Soit B une hypersurface compléte et réguliérement plongée dans M, et
soit # un champ de Killing qui engendre un groupe G a un parameétre, tel
que, en tout point p de B, u(p) est orthogonal a B.

Le paragraphe 2 est consacré a la démonstration du premier théoréme:
M est complet, B est totalement géodésique, et G(B) coincide avec M, ou
GB) ={\Mp):r € G,p € B}y. (le théoréme 2.1).

Le paragraphe 3 établit la caractérisation de M dans le cas ol # ne
s'annule en aucun point de B; M est un espace fibré de la fibre By et associé
a 1 espace fibré principal G sur G/H, ol H est un sous-groupe fermé de G dont
tout élément laisse invariante une composante connexe By de B (le théoréme
3.1). La réciproque est aussi vraie. (Voir le théoréme 3.6). Dans [7], B est
la frontiére d'un ouvert, qui est compacte. Avec cette hypothése, (1) M est
compact, si # s'annule a quelque point de B: (2) les composantes connexes
de B seront énumérées, etc. (le théoréme 3.5).

Dans le paragraphe 4, nous étudierons la relation entre G et le groupe
connexe maximal connexe d’isométries /(M) de M. Le fait le plus intéressant
est que G est contenu dans le centre de Z(M), si M est compact. A grace
de ce fait, on obtient une décomposition de /(M) et,quand /(M) est transitif,
de M. (le théoréeme 4.1). Une décomposition analogue est possible, si # et
le groupe d’holonomie satisfont quelques conditions (le théoréme 4.8). On
démontre ceci au moyen d'un théoréme qui énonce la relation entre le groupe
d’holonomie et le groupe d'isométries [10]. (Voir le théoréme Y dans 4).

I1 m’est agréable de dire ici toute ma reconnaissance a Monsieur le Pro-
fesseur K. Yano, sans qui ce mémoir n'aurait pas apparu.

2. Le premier théoreme. Par un espace riemannien nous entendrons
toujours un espace riemannien connexe de classe C=. Soit (¢, B) une sous-
variété plongée dans un espace riemannien M. ol ¢ est I'injection de B dans
M ([3]). Nous conviendrons de dire que B est connexe ou compléte. etc. par
rapport a la topologie ou la structure uniforme de B et non par rapport a la
topologie induite de ¢{B). etc. Sous cette convention nous supprimons ¢. Par
définition, un groupe connexe G d'isométries est orthogonal 2 B, si. pour tout
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point p &€ B, lespace tangent T¢ en p de lorbite G(p) est orthogonal a
l'espace tangent Tx de B en p dans l'espace tangent Ty de M au méme
point p € M, et si G ne réduit pas a I’élément neutre. G sera dit un orthosup-
plément de B, si en outre T est l'orthosupplément de T, cC’est-a-dire on a

Tel Ty et Tu=Te¢+ Ty (la somme directe).

Par une hypersurface de M nous entendrons une sous-variété dont la dimen-
sion égale dim M — 1.

TukorEME 2.1. Si B est une hypersurface complete dun espace riemannien
M et si G est un groupe disométries de M orthogonal & B, alors (1) M est
complet, (2) B est totalement géodésique, (3) M coincide avec G(B), et (4) dim
G=1.

Nous commencons la démonstration par prouver quelques lemmes :

LEMME 2.2. Soit u un champ de Killing non-trivial sur un espace riemannien
M et soit N le sous-ensemble {p;p € M, u(p) =0} de M. Alors chaque com-
posante connexe de N est une sous-vartété totulement géodésique a dimension
au plus dimM — 2 qui est régulierement plongée dans M.

Chaque point p € N a un vosinage U dont tout point est joint a p par
exactement une géodésique toute contenue dans U. On peut supposer que U
est une boule, i.e. il existe un nombre positif v tel que U est I'ensemble
{q € M; la distance d.g.p) < v}. Si v est petit, u est complet sur U, Cest-a-
dire # engendre un groupe G a un paramétre d'isométries de U. Soit ¢ (%)
un point de N | U. la géodésique v < U qui passe par ¢ et p est invariante
par A pour tout A € G. Donc A fixe tout point de v, ce qui entraine que
v< N. Or les vecteurs en p qui sont invariants par G forment un espace
vectoriel, il en résulte que U [} NV est géodésique a p. Par ailleurs, comme
p était un point quelconque de N, on en déduit que chaque composante con-
nexe N' de N est totalement géodésique et une sous-variété fermée dans le
sens de Chern ([3] p. 63). En particulier, elle est réguliérement plongée.
Finalement, si dimM — 2 < dimN’, N’ est un ouvert ou une hypersurface.
Dans le dernier cas.chaque vecteur normal est aussi invariant par #,et, par
suite, N’ est ouverte. Or N est fermée, donc N est fermée et ouverte, d'ou
N = M. ce qui n'est pas.

LEMME 2.2'. Soit A une isométrie dun espace M qui west pas l'identité.
Alors Uensemble N< M des points fixes de N jouit des propriétés énoncées
dans le lemme 2.2., si A n'est pas une reflexion par rapport a une hypersurface.

En échangeant “u(p) =07 contre “A fixe p” dans la démonstration du
lemme 2.2, on obtiendra la preuve.

LeMME 2.3. Soit G groupe des rotations & un parametre de Uespace euclidien
E" tel qu'il existe un hyperplan E"~' satisfaisant a deux conditions suivantes:
(1) St un point p € E*' n'est pas le point fixe de G, l'orbite G(p) n'est pas
tangente a E"-! en p et (2) G ne fixe que des points de E*'. Alors I'ensemble
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G(E""Y) coincide avec E™.

On voit que NV est connexe, et d’aprés le lemme 2.2, N est une multiplicité
plane. Soit F le complément de N dans E™-!. On suppose d’abord que N n'a
contient que le point d'origine 0. Désignons par d.p,q) la distance entre p et
¢ (p,q € E™. La sphére S"* = {p € E*':d(o,p) = 1} est compacte, et évidem-
meant G(F) est ouvert. Donc il existe un nombre positif » tel que d(p. @) < v
entraine ¢ € G(F) pour (p,q) € S*~1 x E*. Si on note H le groupe des homo
théties: (%) € E"—{cx") (0 < ¢), tout élément de H commute avec celui de G,
ce qui montre que d(p, q) < vd(P,0) entraine ¢ &€ G(F'), pour (p,q)dans F x E™.
Soit 7 le point d’adhérence de G/'F), i.e. la limite dune suite {g;} = G(F).
Chaque ¢ est transformé dans F par une isométrie A € G. Sirn’appartient
pas & G(F),A(r) n'y appartient plus, et I'on a d(q.,7) = dA&lg), M7)) = v
(@s), 0) = vd(gs, 0). 11 en résulte que g, converge a o, d’oit »= 0, autrement dit,
la frontiére de G(F) est N = {o}. Par conséquent on a G(E*) = GF)| {0}
=E" Dans le cas oi N =+ {0}, E” est la somme directe N -+ E’ des sous-
espaces G-invariants. E**! est la somme directe N+ E' | E*~. Appliquant
le lemme a £, son hypersurface B\ E*-! et le groupea(désigné par G aussi)
induit sur £’ de G, on voit que, pour chaque P’ € E', il existe A € G tel que
AP) € E' [} E»'. Donc, pour tout p = (¢,p )< E* = N + E,ona)p) = (g, Mp")
€ E*', ce qui achéve la démonstration.

LEMME 2.4. Si un champ de Killing u est orthogonal & une géodésique o
en un point, alors u lest en chaque point de .

En effet, soit » le vecteur tangent de ¢ ; le produit intérieur #'y; est con-
stant sur vy (Voir théoréme 1.1, Yano [8]).

LEMME 2.5. (il s'agit des propriétés locales). Si un groupe local G d'isométries
d’'un espace riemannien M est un orthosupplément d'une sous-variété B, alors
M est le produit direct B x G(p).p étant un point quelconque de B, et chaque
sous-variété B x {x} < B x G(p) est totalement géodésique. (Voir Yano [7]).

Visiblement M est le produit direct de B et de G(p). G est un orthosup-
plément de B x {x}. D'aprds lelenme 2.4,si une géodésique v est orthogonal
a4 G(g) en un point ¢ € vy, alors v est orthogonal a G(¢') en tout point g €+,
d’od toute sous-variété B x {x} est totalement géodésique.

LEMME 2.6. (Il s'agit des propriétés locales). Avec les hypotheses du le.nme
précédent, désignons par w la projection canonique de M sur B qui applique
q € M en un point w(q) dans G(g) N B. Alors toute courbe o« dans M a la
longueur qui égale ou dépasse celle de la courbe moa projetée dans B.

En vertu dulemme 2.5, il existe un systéme des coordonnées (', ....,x") de
M tel que 1) Best donnée parx' = .... = ™ = 0, et G(¢) par x™*! = const., ... ,
¥* = const., 2) gf = g:;sur B ({,7==m), ou g} et g;, sont les composantes des
tenseurs métriques de B et de M respectivement, donc 3) 9yg:; = 0, sié, j<m
<, et4d) giy=0, si i<m <. Il en résulte pour la courbe (différentiable)
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w:(x't)) et wow . ((t)) (v =y 1 i< m),
> pu@dRde = D) guwdridy =TS gh(ydydy’.
Ayp=] =1 A=l

ce qui achéve la démonstration.

LeMME 2.7. Si un groupe G d'isométries est orthogonal a une hypersurface
complete B dans M, alors, sur quelque voisinage V de B dans M, G ne fixe
que de=s points de B.

Vu les lemmes 2.5 et 2.2, B est totalement géodésique. Soit p un point
quelconque de B. Dans un voisinage connexe et convexe U, M de p, il
existe g € U, (| B que G ne fixe pas a cause du lemme 2.2. Si G fixe un
point » € U,. on josiat » a ¢ par une géodésique v dans U,. En raison du
lemme 2.4. G est orthogonal a vy, ce qui entraine que < est localement con-
tenu dans B. Comme B est compléte, B contient v tout entiére, en particulier
7 appartient a B. En posant V = (J s U,, on établit le lemme.

LA DEMONSTRATION DU THEOREME 2.1. En appliquant les lemmes 2.2 et
2.4, on obtient (2). A un p € B que G ne fixe pas (l'existence d un tel point
est assuré par le lemme 2.2). le sous-groupe d’isotropie G, laisse invariante
Vorbite G(p), donc le vecteur normal de B a p, aussi I’hypersurface totale-
ment géodésique B. Comme G, est normal a B grice au lemme 2.4, il en
résulte que G, est discret, ce qui montre (4). D’aprés le lemme 2.5, chaque
point p € B que G ne fixe pas posséde un voisinage contenu dans G(B). Si
G fixe le point p € B, G induit un groupe des rotations G’ sur l'espace tan-
gent T de M a p. Vu le lemme 2.7, chaque géodésique qui départ de p et
se détache de B n'est pas G-invariante, d’oi chaque vecteur a p qui n'est
pas tangent a B n'est pas G’-invariant. Il existe un difféomorphisme ¢ (un
systéme des coordonnées normales) d'un voisinage U< T de p sur un voisinage
V< M de p qui induit un isomorphisme de G’ sur G et qui applique toute
géodésique (> p) de U en une géodésique de V. Donc ¢~'(V [} B) est un
ouvert dun hyperplan E£*' < 7. Maintenant on voit que toutes les conditions
du lemme 2.3 sont satisfaites pour 7" = E” et G'. Par conséquent G(B) contient
un voisinage < M de p, et on en conclut que G(B) est ouvert. ‘

Soit v: [0,1[ — G(B) une géodésique a longueur finie. Du lemme 2.6, il
résulte immédiatement que B contient une courbe vy tel que v(#) appartient a
l'orbite G(y(2)) pour tout £ & [0, I[ et que la longueur de v ne dépasse pas
celle de v. Comme B est compléte et v a la longueur finie, le domaine de
définition de y peut étre étendu a [0,1], et 'on obtient ainsi une courbe 7'
Puisque G(B) est ouverte et '([0,1]) est compact, il existe un nombre positif
v tel que p appartient a G(B), si on a d(p,q) <v pour la paire (p,)€M x ¥
([0,1]). Choisissons un point (¢,) tel que

sup dly(t), ¥ < »

Alors l'isométrie A € G qui applique ¥(¢)) en ¥(t,) envoie vy ([#5,1]) dans le »-
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voisinage {p € M;d(p,q) <v} d'un point g & v ([0,1)). (Voir le lemme 2.6).

Donc la limite lim A«y(#) existe, et A2 lh{n Aory(t) = lllrln (), ce qui montre que
=1 > -

G(B) est compléte, d’aprés le théoréme de Hopf-Rinow. Or elle est ouverte,

il s'ensuit que M = G(B) et M est complet, ce qui achéve la démonstration

du théoréme 2.1.

Le lemme suivant unpublié dfi a Tsunero Takahashi a permis a lauteur
d’améliorer la démonstration du théoréme 3.1.

LeMME 2. 8. Soit B une sous-variété totalement géodésique d’'un espace rieman-
nien M. Si u est un champ de Killing sur M, la projection v de w sur B est
un champ de Killing sur B, ou v est la projection dans le sens que, pour
D € B, en envisageant v(p) comme un vecteur tangent de M, u(p) — v(p) est
orithogonal a B.

On peut prouver ce lemme facilement au moyen du systéme des coordon-
nées dans la démonstration du lemme 2.6.

3. Le second théoréme et la réciproque. Dans le théoréme suivant,
la dimension de la sous-variété n'est pas nécessairement égale a dim M — 1.

TatorEME 3.1. Soient M un espace riemannien, B' une sous-variété con-
nexe de M, et G un groupe connexe d'isométries de M qui est un orthosupplé-
ment de B'. Alors (1) il existe la sous-variété B maximale connexe et totalement
géodisique qui contient B' comme un ouvert. Si en outre (a) B est réguliere-
ment plongée dans M, () lensemble G(B’) coincide avec M, alors: (2) le sous-
groupe H maximal de G qui laisse B invariante est fermé dans G, et 3) M a
la structure d'espace fibré (M,G/H, B) de base G/H et de fibre B qui est associé
a lespace fibré principal (G,G/H, H).

D’aprés le lemme 2.5, B’ est totalement géodésique, d'ou résulte Vexistence
(1) de B. G est orthogonal a B, car G est un orthosupplément d'un ouvert B’
de B et, si la projection v sur B d’'un champ # de Killing sur M s’annule
dans un ouvert de B, » s’annule sur B a cause des lemmes 2.8 et 2.2.

En vertu de (b) et de (1), il en résulte que (4) G est un orthosupplément
de B. On a naturellement G(B) =M. D'aprés le lemme 2.5, il en résulte
que (5) pour tout p € M, il existe un difféomorphisme ¢ de U x V< G x B
sur W< M qui appliqgue (A, %) en Au(x), ok p est un élément de G tel que
p~ Y (p) € B, U est un voisinage de l'identité ¢ de G,V celui de p~(p) dans B,
et W celui de p dans M.

On va démontrer que B est fermée. Soit p un point d’adhérence de B.
Dans les notations ci-dessus, chaque composante connexe de B (1 W est fermée
dans W, car B est la sous-variété maximale jouissant des propriétés de (1).
Si p n’appartient pas a B, il existe donc des composantes connexes de B\ W
en nombre dénombrable, que l'on note B,, B,,..... Grice a (5), il existe
An € U tel que By= Axp(V), et on peut supposer que la suite {An}(An = An si
m # n) converge vers ¢, on déduit que B n’est pas localement connexe dans
la topologie induite, contrairement a ’hypothése (a). Donc p € B, d'ou B est
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fermée, ce qui entraine que H est fermé. (On sait en effet que la topologie
du groupe G des transformations isométrique de Lie sur une variété métrique
M est plus fine que la topologie de la convergence compacte, en anglais the
compact-open topology, qui coincide avec la topologie de la convergence simple.
Voir [2] ou [1]).

G est donc muni d'une structure d’espace fibré principal (G,G/H, H).
Considérons une application 8 de G x B dans M qui applique (A,%) en A(x).
B est sur, car on a G(B) = M.

En définissant lopération de » € H sur G x B par g\, %) = (An~1, 5(x)),
on envisage H comme un groupe des transformations de G x B. On va prou-
ver que M est homéomorphe a 'espace (G x B)/H des classes d'intransitivité
de H, ce qui établira l'assertion (3) (Voir [5] p.33).

Démontrons d'abord que I'image réciproque par @ d'un point de M est
une classe d'intransitivité © G x B, c’est-a-dire que deux éléments (\, x)et (u,¥)
de G x B sont appliqués en un méme point de M si et seulement s'il existe
7 € Htel que A = pn et 9(x) = y. La réciproque étant claire, on n’a qu’a vérifier
que M%) = u(y) entraine I'existence de #» ci-dessus. Sous cette hypothése, p-?
AB) N B n'est pas vide. En utilisant (1) et (4), on en tire que G est un or-
thosupplément de p~' AM(B), et, par suite, p! M(B)=B, dou n=pu1' X\ € H,
aussi A = un et 7(x) =y. En vertu de (5), B est ouverte. Comme B est con-
tinue, on est donc ramené a voir que M est homéomorphe a (G x B)/H.

COROLLAIRE 3.2. Sien outre B est une hypersurface, alors (6) H est discret et
cycligue, et (7) le revétement universel de M est le produit direct d'une hyper-
surface et dune droite.

En effet H est alors un groupe fermé (= G) dun groupe G a un para-
meétre, et la projection de l’espace fibré M sur la base G/H induit un homo-
morphisme du groupe fondamental «(M) sur =(G/H).

COROLLAIRE 3.3. Sz un groupe connexe G d’isométries d'un espace riemannien
M est un orthosupplément d’'une hypersurface connexe et complete B qui est
régulicrement plongée dans M, alors les conclusions du théoréme 3.1 et du
corollaire 3.2 subsistent.

COROLLAIRE 3.4. En conservant les hypotheses du corollaire précédent sauf
que G soit un orthosupplément de B, supposons que G est orthogonal a B. Alors
il existe une sous-variété fermée N & dimension < dimM — 1 tel que M' = M
— N a une structure d'un espace fibré (M',G/H, B — N).

C’est une conséquence immédiate du lemme 2.2 et du corollaire 3.3.

K. Yano a considéré P’hypersurface B qui est la frontiére d'un ouvert con-
nexe relativement compact N et a laquelle un groupe d’isométries G est
orthogonal. Maintenant nous pouvons savoir quelques détails sur la topologie
de B et de N;

TuforREME 3.5. Soit N wun ouvert connexe d'un espace riemannien M, dont la
frontiere B est une hybersurface compacte. On suppose qu'il existe un groupe G
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d'isomitries orthogonal ¢ B. Alors 1) dans le cas ok G n'est pas orthosupplé-
ment de B,i.e. G fixe au moins un point de B, M est compact, B étant con-
nexe, 2) dans le cas contraire, M est complet; ouvert N est homéomorphe au
produit topologique d'une composante connexe de B et de Uintervalle [0,1]; B a
au plus deux composantes connexes; elle en a une, si el seulement si N n'est
pas relativement compact ou M = N | B.

DEMONSTRATION. Soit By une composante connexe quelconque de B. Comme
B, est compacte., B, est compléte. Il en résulte que, d’aprés le théoréme
2.1, M est complet, M égale G(B,), et B est totalement géodésique. Il en
résulte que, pour deux composantes connexes B, et By’ de B, il existe A €G
tel que MBy) Nl B, n'est pas vide, donc que MBy) = B,. Dans le cas 1), on
note p un point fixe de M pour G. On suppose que p&B,. Soit{p.}une suite
arbitraire infinie des points de M, alors il existe A, € G tel que Nu'pn) = @a
appartient a B,. Comme B, est compacte, on peut supposer que {¢.} est con-
vergente. Or la distance d(p, p.) égale dAu(D), Au(p.) = d(p,q.), il s’en suit
que {p.} est bornée, d'ou {p.} a un point d'adhéreace. car M est complet.
Donc M est compact. Soit A(By) une composante connexe arbitraire de B. Le
point fixe p = A(p) appartient a A(By), d’ou By 1 A(By) n'est pas vide, ce qui
montre que B est connexe. Comme B, est compacte, B, est réguliérement
plongée dans M et compléte; par suite, le théoréme 3.1 est appliquable dans
le cas 2). On est ramené donc a voir que M a une structure d'espace fibré a
fibre B, et associée a l'espace fibré principal (G, G/H, H) ot H est un sous-
groupe discret. Soit 7 la projection de lespace fibré M sur la base G/H.
On vérifie immédiateneat que B = w~'emr(B) et N =arlew(N), d’oi en par-
ticulier B a le m&me nombre de composantes connexes que m(B). =(V) est
un sous-ensemble propre ouvert et connexe de la variété G/H = =(i) connexe
a une dimension. Donc 7(N) est homéomorphe a un intervalle ouvert, ce qui
entraine que N = 7 'om(N) est homéomorphe a By x ]0,1[, et que B a au
plus deux composantes. B en a une si et seulement si (V) n'est pas relative-
ment compact ou (M) ==(N) U m(B). (La compacité relative de () et
celle de N sont équivalentes. )

THEOREME 3.6. Soient B un espace riemannien, et H un groupe cyclique
d'isométries de B. G désignera un groupe connexe de Lie a une dimension dont
H est un sous-groupe fermé. Notons M Uespace fibré a fibre B associé & Pespace
fibvé principal (G,G[H, H). Alors; 1) il existe une métrique riemannienne sur
M telle que G est un orthosupplément de B envisagé comme un sous-espace de
M, 2) & cette métrique de M correspond biunivoquement wune fonction & valewr
strictement positive sur B que H laisse invariante.

Donné un groupe cyclique H, il existe bien un groupe G qui jouit des
propriétés énoncées en haut. On désigne par # la transformation infinitési-
male de G. Soit L une fonction >0 sur B invariante par H (Choisir, par
exemple, L =1 sur B). (L est dite invariante par H, quand on a Lo\ = Z
pour tout M € H.) Alors une métrique riemannienne de M est uniquement
déterminée par les conditions - (1) l'injection de B dans M conserve la métrique
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riemannienne, (2) u(p) a la longueur L(p) pour un point quelconque p de B,
(3) u(p) est orthogomal a B pour un point quelconque p de B.

Inversement d’'une métrique riemannierne sur M du théoréme on déter-
mine une fonction L de 2) sous la condition (2).

REMARQUE. # est paralléle par rapport a la métrique définie par L=1.

4. Le groupe d’isométries. Si une variété (riemannienne) M est com.-
pacte, tout champ 2 des vecteurs sur M est complet, i.e. il engendre un
groupe global G a un parameétre. Donné une sous-variété B de M, on désigne
par H, IM), L et I(B, H,L),le sous-groupe de G qui laisse B invariant, le groupe
maximal connexe d’isométries de M, une fonction sur B qui fait correspondre
la longueur de #(x) a tout x € B, et le groupe maximal connexe disométries
de B qui laissent Z et commutent avec toutes les transformations dans H
envisagées comme celles de B. Alors on a le

TrEOREME 4.1. Soient M un espace riemannien compact, B une hypersurface
connexe el compacte, et G un groupe d’isométries qui est un orthosupplément
de B. Alors, dans les notations ci-dessus, (A) I(M) est localement isomorbphe a
G x I(B,H, L), (B) u est un champ des vecteurs paralleles dans Uorbite I(M)

(p) de pe M. (C) IIM) est isomorphe & G|H x If(M); IM) sera défini devant
le lemme 4.5.

Le théoréme est une conséquence des lemmes suivants, dans lesquelles
on conservera les hypothéses du théoréme. D’abord on note que l'on peut
supposer sans déranger la généralité que B est connexe et qu’on peut appliquer
les théorémes 2.1 et 3.1 a M.

LeMME 4.2. Le champ des vecteurs v: = u; [(uae™) est harmonique, c’est-a-dire
on a

1) Vi =V.wy et 2) Var=0.
Du fait que # est un champ de Killing, on obtient
Vot = (Vatt®)/@tt) — 1 adt) @2 = 0.,
Soit A(#) la transformation dans G qui correspond a la valeur ¢ du paramétre
canonique. Si on applique chaque ¥ € M en le nombre réel ¢ tel que x ap-
partient a AM#)(B). Alors ¢ est une fonction différentiable locale, (en effet #(x)

est défini 3 un constant additif prés,) mais la différentielle df est une forme
globale. On voit aisément que d¢f n'est autre que v:;, d’od (1).

REMARQUE. Dans cette démonstration on ne s'est pas servi dela compacité
de M. Par suite, si en outre la base de I'espace fibré M est un tore, le pre-
mier groupe de de Rham HYM) ne réduit pas a 0. Si la base n’est pas un
tore, M est homéomorphe au produit topologique de B et d'une droite.

LEMME 4.3. % appartient au centre de Palgebre de Lie g de M), 1. e. M)
laisse u invariant.

On peut supposer que M est orientable. Il est bien connu qu'une forme
harmonique est alors invariante par (M) [9]. Donc d’aprés le lemme 4.2,
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% est la base d'un idéal de g. Comme M est compact, I(M) l'est aussi ([4]).
11 en résulte que # appartient au centre de .

LEMME 4.4. Siune isométrie p dans I(M) jouit de la propriété que w B) | B
west pas vide, alors w'B) coincide avec B tout entier.

En effet p applique une fibre quelcongue en une autre, puisque G est un
orthosupplément d’une hypersurface compléte et connexe B et # qui engendre
G est invariant par p d’aprés le lemme précédent.

Notons I,M) le sous-group maximal de /(M) qui laisse B invariante.

LEMME 4.5. En appliquant chaque paire (A, p) € G x Is(M)en Ap € I(M),0n
obtient un homomorphisme ¢ sur, dont le novau est isomorphe a H. Donc
G/H x 1I5(M) est isomorphe a I(M).

Daprés le lemme 4.3, ¢ est un homomorphisme. Pour tout € X(M) et un
point p € B, il existe une A € G telle quon a A'a(p) € B, a cause du théo-
réme 2.1. En veriu du lemme 2.4, A~'a appartient a IxM), et par con-
séquent ¢ est sur. Si ¢\, p) est lidentité, on a A=p '€ G I(M)=H.
Inversement, pour #» € H, #~! appartient a I(M), donc a Is(M). Autrement
dit, (»,n~) appartient a G x I4M) et visiblement au noyau de ¢.

LeMME 4.6. I(B,H, L) est isomorphe a la composante connexe de Iideatité
de I(M).

Soit A un élément quelconque de Zx(M). Alors la restriction de A a B
définit une isométrie B(A) de B. On obtient ainsi un homomorphisme 8 de
I(M) dans le groupe d’isométries de B. Compte tenu du lemme 2.2’, on vérifie
que 3 est un isomorphisme dans, ou bien 8 a le noyau d’ordre 2. Dans le
deraier cas on remarque que le noyau n'est pas contenu dans la composante
connexe I, M) de lidentité de XM ); car, du fait que G est un orthosupplé-
ment de B, on voit que B est bilatérale, d’oi la reflexion par rapport a B
n’appartient pas a 7(M). Comme G est contenu dans le centre de (M) (lemme
4.3), IXM) est appliquée dans I(B,H,L) par . On n'a qua prouver que
I'homomorphisme dB de l'algébre de Lie induit de B est sur. Soit W un
champ quelconque des vecteurs de B contenu dans l'algébre de Lie de I(B,
H,L). Puisque w est invariant par B(H), il existe uniquement un champ des
vecteurs w sur M satisfaisant aux conditions: 1) w s'identifie a w sur B, et
2) w est invariant par G. Il résulte de 1a que w laisse invariant (i.e. w est
tangent i) chaque fibre B,, et w est un champ de Killing sur B,. Par ailleurs
w conserve la longueur de #, en raison de l'invariance de L par KB, H L).
Vu la condition 1) et le fait que G est un orthosupplémeant de B,, on en
déduit que w est un champ de Killing, qui est complet, car M est compact.
On a dB(w) = w.

La DEMONSTRATION DU THEOREME 4.1. (A) et (C) résultent du lemme 4.5
et du lemme 4.6 immédiatement. On prouve (B) d’abord dans le cas ol /(M)
est transitif. Comme /(M) laisse # invariant, la longueur de % est constante
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sur M, d'oa toutes les trajectoires de 2 sont géodésiques. Or elles sont nor-
males aux fibres totalement géodésiques, ce qui entraine que # est paralléle.
Dans le cas général on peut appliquer a chaque orbite /(M )¢) ce qu'on vient
d’établir, car KM ) @) est aussi compact.

COROLLAIRE 4.7. Si M est un espace riemannien homogene et compact, et si un
groupe connexe disométries G est un orthosupplément d'une hypersurface B con-
nexe compacte, alors M est localement le produit riemannien de B et de G(p)
(p € B), et M) est localement le produit de G et du groupe disométr.es de B
qui commutent avec H, on H est le sous-groupe de G qui laisse B invariante.

ReEMARQUE. Le lemme 4. 6 reste valable quand on suppose que B est compléte
et réguliérement plongée dans M, au lieu de la compacité de B et de M.
Pour la démonstration on 2 besoin de la proposition suivante: sur un espace
riemannien complet tout champ de Killing est complet. On treuvera la démon-
stration dans un autre mémoir [10]. S.Kobayashi a établit un théoréme plus
général [6].

Nous appelerons la décomposition de de Rham la décomposition en somme
directe de l'espace tangent 7(x) d'un espace riemannien M en x & M :

(D) T(x) = To®) + Ti(x) + ... + Tx),
si (1) le groupe homogéne d’holonomie ¥ laisse Tw(x) invariant (0 < a < m),
(2) le groupe homogeéne restreint d’holonomie o est trivial sur Ty(x), (3) o ne
fixe aucun vecteur (£0) de Tp(x) (0 < B) et (4) ¥ est irréductible sur Ta(x)
(0 < B). Cette décomposition est toujours possible.

K.Yano et lauteur ont établit le théoréme suivant [10]:

TukorEME Y. Soit (D)la décomposition de de Rham d'uwu espace riemannien
connexe M, et soit M, une sous-variété intégrale de la distribution: x — Tu(X)
O=a=m). Si M est complet, l'algebre de Lie I'(M) du groupe d’isométries
I(M) est la somme directe:

(M) =I;(M) + ... + I(M),

oi T(M) est la sous-algebre maximale qui laisse Ma invariante.

THEOREME 4.8. Soient M un espace riemannien, B une hypersurface connexe
complete et régulierement plongée dans M, et G un groupe d'isométries de M
qui est un orihosupplément de B. Si la longuenr du champ w des vecteurs qui
engendre G est constante sur M, et si le groupe homogene restreint d’holonomie
o fixe une direction au plus, alors les conclusions du théoreme 4.1 subsistent
encore.

Par hypothése, les trajectoires de # sont des géodésiques. En appliquant
les théorémes 2.1 et 3.1, on en déduit que M est couvert d'une famille des
hypersurfaces totalement géodésiques et d'une famille des géodésiques ortho-
gonales aux hypersurfaces, d’ott (B). Donc # donne la seule direction invariante
par o et . En appliquant le théoréme Y, on voit qus # appartient au
centre de l'algébre de Lie de I(M). Par conséquent on a KM)= G-Ix(M,)
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d’ou (C). Compte tenu de la remarque au-dessus du théoréme Y, on en con-
clut ¢A).

AjouTE EN EPREUVE. Prof.S.Itd et S.Takenouchi ont établit le lemme
2.3 sans I’hypothése (1) dans le cas ou la groupe d'isométries G n’est pas
nécessairement un groupe des rotations, au moyen de Ia théorie des fonctions
presque-périodiques.
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