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Sur l'adjonction d'une masse de Dirac 
une forme r~guli~re et semi-classique (*). 

F. MARCELLAN- P. MARONI 

R~sum~. - On montre que si Les t  une forme lin~aire r~guli~re et semi-classique, alors la forme 
u = L + ;~  oiz c e C est quelconque, est encore rOguli~re et semi-classique pour tout ~ e C en 
dehors d'un ensemble d~nombrable de valeurs singuli~res. On donne l'Oquation diffOrentielle 
lin~aire du second ordre v~rifi$e par chaque polyn6me de la suite orthogonale associ~e d u. 

Abstract. - We show that, i f  L is a regular, semi-classical functional, then u = L + A$c , where 
c ~ C, is also regular and semi.classical for every complex A, except for a discret set. We give 
the second order linear differential equation satisfied by each polynomial of the orthogonal 
sequence associated with u. 

Introduction. 

Le probl~me de l'adjonction d'une ou de deux masses de Dirac ~ une forme clas- 
sique a ~t~ abord~ depuis de nombreuses ann~es par plusieurs auteurs, pour donner 
naissance aux polyn6mes orthogonaux de type Legendre[15], de type Jaco- 
bi [15], [13], de type Laguerre [15], [17], et de type Bessel [10]. 

C'est sans doute dans la premiere ~dition du trait~ de SZEG6 (1939) [29] qu'on trou- 
ve pos~, pour la premiere fois, le probl~me de d~terminer les propri~t~s des polyn6- 
mes orthogonaux par rapport ~ d~ off 

~(x)= ~ x , ! x l < l ;  ~ ( x ) = -  ( l+a ) ,  x ~ < - l ;  ~(x)= ( l+a) ;  xt--1. 

Simultan~ment, H. L. KRALL (1940) voir [15], en cherchant des ~quations diff~- 
rentieUes 1in,aires du quatri~me ordre v~rifi~es par des polynSmes orthogonaux, ob- 
tient trois famiUes qui sont justement celles de type Legendre, de type Jacobi et de 
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rie, Laboratoire d'Analyse Num~rique (U.A. 189), Tour 55-65, 5~me ~tage, 4 place Jussieu, 
75252 Paris Cedex 05. 
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type Laguerre, ainsi que ra montr~ A. M. KRALL dans [15]. Ce point de vue s'est co- 
nsid~rablement d~velopp~ depuis avec les travaux de A. M. KRALL et L. L. LITTLE- 
J O H N  [16]-[21]: on y trouve de nombreux exemples de suites orthogonales par rapport 

une forme classique plus une ou deux masses de Dirac, plac~es sur les extr~mit6s de 
l'intervalle d'orthogonalit~. 

Le probl~me g~n~ral de l'adjonction d'une ou de plusieurs masses de Dirac ~ une 
forme r~guli~re est abord~ dans [3], [5], [22], [30] sous des aspects plus ou moins parti- 
culiers: on consid~re toujours une forme d~finie positive, dans [5], [22] et [30] sur un 
intervalle de R et darts [3] sur une courbe quelconque de Jordan. 

C'est le point de vue g~n~ral qu'on adopte ici, en traitant le caN d'une seule masse 
de Dirac pour des raisons de simplification. 

Dans le paragraphe 1, on r~sout le probl~me suivant: L ~tant une forme lin~aire r~- 
guli~re et c e C, pour quelles valeurs de ~, la forme u = L + ~c est-elle encore r~guli~- 
re? Pour cela il faut et il suffit que ~ r ),~ n~>0 off la suite {~},~>o d~pend de L e t  de c. 

Pour une seule masse de Dirac, c'est la notion de quasi-orthogonalit~ stricte d'or- 
dre un qui joue un r61e fondamental dans les calculs [23]. Lorsqu'il y a plusieurs mas- 
ses de Dirac, c'est la notion de quasi-orthogonalit~ stricte d'ordre sup6rieure ~ un qui 
intervient. Une caract~risation de la quasi-orthogonalit~ stricte d'ordre s e s t  donn~e 
dans [26]. 

Dans le paragraphe 2, on suppose, de plus, que L e s t  une forme semi-clas- 
sique [24], [25], [12]. On montre alors que pour chaque ~ :/= ~ n I> 0, la forme u est en- 
core semi-classique et si {/5 }~> o d6signe la suite orthogonale'-normalis~e associ~e 
u, on donne la relation de structure de {P~ }~ ~> 0 et l'~quation diff~rentielle lin~aire du 
second ordre v~rifi~e par c h a q u e / 5 ,  en fonction des ~l~ments correspondants de la 

. suite {Pn }n ~> 0 orthogonale par rapport ~ L. '~ 
Le paragraphe 3 est consacr~ ~ des exemples. On a plac~ syst~matiquement le 

point c ~ l'origine pour ~viter des calculs fastidieux. On traite les caN des polyn6mes 
orthogonaux de type Hermite, de type Hermite g~n~ralis~s (un caN off le suite de d~- 
part est semi-classique de classe un pour t~ r 0), de type Laguerre, d~duit du caN pre- 
cedent par des considerations de sym6trie qu'on peut facilement g~n~raliser et de ty- 
pe Bessel. Remarquons pour finir que tousles can cites et 6tudi~s jusqu'i~ maintenant 
sont des caN particuliers du probl~me suivant: ajouter ~ une forme r~guli~re et semi- 
classique une combinaison lin~aire finie de masses de Dirac et de d~riv~es de masses 
de Dirac. Pour les valeurs admissibles des coefficients de la combinaison lin~aire, on 
obtient encore une forme r~guli~re et semi-classique, maiN qu'il n'est paN facile flex- 
pliciter par suite d'une certaine complexit~ des calculs. 

1. - Soit L une forme lin~aire sur ~, r~guli~re et soit {P~ }~ ~> o la suite orthogonale 
normalis~e correspondante. Pour chaque c, ~ e C, consid~rons la forme lin~aire 
suivante: 

(1.1) u = L + ~r162 
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Le point c ~tant fix~, il s'agit de d~terminer l'ensemble des valeurs de ;( pour lesquel- 
les la forme u est r~guli~re; pour cela, il stfffit de determiner les valeurs de 2 pour les- 
quelles il existe une suite normalis~e (/5~}~> o orthogonale par rapport ~ u. 

On note L ( f ) =  ( L , f ) ,  f e B '  off {, ) d~signe le crochet de dualit~ entre ~' et g". 
En particulier: 

(L ,  x ~ ) = L ( x ' )  = (L)n, n >I O. 

On peut toujours supposer que (L)0 = 1. 
De (1.1), on a: 

(1.2) (x - c) u = (x - c) L = v . 

On est amen~ ~ chercher la suite (P~ }n >~ 0 parmi les suites strictement quasi orthogo- 
nales d'ordre un par rapport ~ v, qui n'est pas, elle-m~me, n~cessairement r~guli~- 
re [23]. 

D~terminons la suite {P. }~> o sous la forme: 

n + l  

(1.3) ( x - c ) D , ( x ) =  ~ 2~.~P~(x), n>~O. 
y=O 

D'ofi de (1.2): 

v ( P m D , )  = ~ ,  m L ( P ~ )  , 0 <. m <. n + 1,  

on a: 

~,. m = O , 0 ~ < m ~ < n - 2 ,  n>~2; ~n, n_ l -'/= O , n ~ l . 

de sorte que: 

(1.4) ( x - c ) D , ( x ) = 2 , , , _ i P ~ _ l ( X ) + 2 ~ , ~ P ~ ( x ) + P , + l ( x ) ,  n ~ O ,  

avec P-s (x) .= 0. 
Posant P1 (x) = x - rio, on a 

(1.5) ~0.o = fl0 - c. 

Dans ces conditions, la suite {P~ }8 ~> 0 est orthogonale par rapport ~ u, si et seulement 
si, elle v6rifie: 

(1.6) 

De: 

P n + l ( x )  - - ' ) ' n + l , n  

u(P~§ u(P2)r n>~o. 

P,~ (x) - P n  (c) P,~ + 1 (x)  - P,~ + 1 (c) P n  + ~ (x) - P~  + ~ (c) 
X - -  C "~- ~ 'n+ l , n +  1 X - -  C ~ X - -  C 

O < ~ m < ~ n - 2 ,  n~>2; v(P~- lPn)  r 0 n > ~ l ,  

et donc, en vertu des conditions de quasi-orthogonalit~ stricte 

v(Pm P n)  = 0 



F. MARCELLAN - P. MARONI: S u r  l 'adjonct ion d 'une  m a s s e  de Dirac ,  etc. 

on a, compte tenu de (1.1): 

u(P.+l) = 

= ;(. + 1,.  (p(1)  1 (c) + 2_P~ (c)) + ;t. + 1,.  + 1 (p(1) (c) + ;(P~ + 1 (c)) " p  (1) 1 (c) + )~P~ + 2 (c) 

off (P~(1)},~> o d~signe la suite associ~e de (P~},~>o relat ivement  a L. 
On est conduit au syst~me suivant: 

)~n + l, nPn (c) .+ ~n + l,n + l Pn + l (C) = _ Pn + z(c) , 

~n + 1,~ (p(1) 1 (c) + )up, (c)) + i(n + l,n + 1 (p(1) (c) + )~Pg + 1(c)) = - r~) (1) 1 (c) + )J)g + 2 (c)) 

Introduisons la relation de r~currence v~rifi~e par  les polynbmes P , :  
$ 

(1.7) P,+~(x)  = (x - / ~ +  l)Pn+l(X) - V,+ 1P , (x ) ,  n ~> 0. 

Le d~terminant d~ = d,(~; c) du syst~me precedent,  s'~crit alors: 

(1.8) dn = rn(1 +)~ ~ P~(c) / ,=o- -C- ' , / '  n >0, 

(1.9) r , =  ~ y~ et  y0 = 1. 
v = 0  

D'apr~s (1.8) on a: 

(1.10) d n + l = r n + l d , + ~ P ~ + l ( c ) ,  n>~O. ~ 

Lorsque d , ~ O ,  n~>0, on a ainsi, compte tenu de (1.7) et  (1.10): 

d~+l r  (1 .11)  ~n+l '~  = d---~- 

(1.12) ;(,+1,~+1 = ~ + 1  - c - ~ P,~ (c) P,~ + l (C) . 

D'oil l 'expression de P.+l(X),  ~ l'aide de l'identit~ de Christoffel-Darboux [27]: 

Arn P.  (c) P,  (x) 
(1.13) P .  + 1 (x) = - P .  + 1 (c) ~.~ + P .  + 1 (x), 

dn , = o r, 

Notant  

n>_-0. 

( P (c) )-l, 
(1.14) ~ = - n ~> 0. 

,=o r, 

On peut  ~noncer: 

THEOREME 1.1. - Soit L une forme r~guli~re et c e C. Pour  que la forme u = u(~; c) 
d~finie par (1.1) soit r~guli~re, il faut et  il suffit que ~ r  n>~0. 



F. MARCELLAN - P. MARONI: Sur l'adjonction d'une masse de Dirac, etc. 

L E M M E  1 . 2 .  - Posons: 

t~n = ) % , n - 1  --  Yn , 

On a: 

(1.15) 

,n(x)=x-~,+~,, , ,  n>~O. 

Yn (x-c)Pn(x) = P" /5 .+1(x)+  ~ a . + 1 ( x ) P n ( x ) ,  
~ 'n ,n -1  n , n - 1  

~'n,n ) pn+ 1 (X) Yn - - P n  + 1 Pn  (X). (1.16) (x-c)Pn+l(X) = ~,(x)-~,~ ~,--~n-1 )~,,,~-1 

D E M .  - Ecrivons (1.4) sous la forme 

(1.17, ( x - c ) D n ( x ) = ( ~ ( x - f l n ) + A n ,  n)Pn(x)+(1 )~n';[1)Pn+l(X) 

et en changeant n--~ n + 1: 

(1.18) (x - c)Pn+ l(X) = (An+ 1,~-  rn+ 1)Pn(x) + (x --fln+l + 2n+ 1,~+l)P~+x (x) �9 

Le d~terminant ~ln de ce syst~me peut  s'~crire: 

zln = ~)'n'~-I (X -- C) 2 , 
Yn 

d'ofi les ~quations (1.15) et  (1.16). [] 

Lorsque ~ ~ An, n i> O, d~terminons les ~l~ments de la relation de r~currence de la 

suite {P~},~>o: 

I P n + 2 ( X ) - - - - ( X - - ~ n + I ) P n + I ( X ) - - Y n + l P n ( X ) ,  " ~ 0 ,  

(1.19) [Po(x)  = 1, P l (x )  = X - ~ o .  

On a 

(1.20) 

(1.21) 

( 1 . 2 2 )  

De 

~o= 1 + ) , ,  

d n  + l d n - 1  ~,,~+l=yn , n~O, d_l=l,  

~n = l~n + l "{- )~n, n - -  )~n + l, n + l ~ n ~ O . 

n+l d n + l  
(1.23) rI ~v = u (p2+  1 ) = )'n + 1 nL(P2n ) = ~'v 

~=o ' dn  , = o  

on a facilement (1.21) et  u(1) = 1 + 2 = ~o. 
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Ensuite 

u(P ) n = u(xP  (x)) = u((x - c)P  (x)) + cu(P ) 

et donc: 

~ = ~,~, ~ + c + ~ P~ (c) P~ + ~ (c), 

c'est-~-dire (1.22), compte tenu de (1.12). 

EXEMPLES. - 1) Lorsque L est d~fmie positive et c e R ,  alors u est aussi d~finie 
positive pour chaque ~ > 0. Plus g~n~ralement, la forme u est r~guli~re pour chaque 
~ e C - ] - % 0 [ .  

2) Supp0sons L sym~trique, r~guli~re et r~elle alors pour chaque c et 2 tels que 
Re c = 0 et Im ~ :/: 0, la forme u est r~guli~re. La propri~t~ a lieu, en particulier, lor- 
sque L e s t  sym~trique et d~finie positive. 

3) Soit L sym~trique et d~finie n~gative, c'est-~-dire fl~ = 0, n~> 0 et ~'~+1 < 0, 
n t> 0, (Yo = 1). 

Prenons c = 0. Alors la forme u est ~galement sym~trique et d~fmie n~gative pour 
chaque ~ > 0 .  Car de (1.10), on peut ~crire: 

d2~+1 = r2n+ id2~ n~>0,  

d2n+2  = ] '2n+2 d2n+ 1 § )~0n2+2(0) �9 

On a do = 1 + ;( > 0. Par r~currence, on voit que d~  > 0 n I> 0 et donc d2~+ 1 < 0 n i> 0. 
De (1.21), on a ~ ,+1<0 ,  n~>0 et de (1.12) et (1.22), ~ , = 0  n>~0. 

REMARQUE. -Dans le cas off L est sym~trique et c = 0, alors, d'apr~s (1.13) et pour 
ehaque ~ r ~n n >I 0, on a: 

(1.24) P 2 n +  1 ( x )  = P2~+i(x), n I> 0, 

(1.25) z~(x) = x, n>~O, 

.d'apr~s (1.5) et (1.12). 

donc de (1.4): 

u(P2n ) ~ = )~n, n u(P~) + u(P~ + 1 [~ )  + cu(P~) = ()~, n + c) u([P~) + )~P~ + 1 (C) Pn (C). 

Mais de (1.13), on a: 

u(P ) 
r n -  1 p (C) = - -  P~(c) a v e c  ( 1 . 1 9 )  

P ,  (c) = d~_ 1 -~  d~ 



F. MARCELLAN - P. MARONI: S u r  l 'adjonction d'une masse de Dirac, etc. 7 

On en d6duit le r6sultat suivant: si (R~ }~>0 est une suite orthogonale telle que 
xRn (x ~) = P2=+i(x), n >I O, alors toutes les suites orthogonales sym6triques {P.  }~ z 0 
telles que P~+~ (x )=  x R~ (x ~), n I> 0 sont donn6es par (1.13) off c = 0 et les formes 
associ6es respectives different par une masse de Dirac ~ l'origine. 

Par  contre si {R~}n~>o est telle que R~(x  ~) = P ~ ( x ) ,  n>~O, on sait que la suite 
(P~ }=~o est la seule possible [4]. 

2. - Supposons que la forme r6guli~re L soit une forme semi-classique, c'est-~-dire 
qu'il existe deux polynSmes F et ~ tels que [25]: 

(2.1) F L  + D(~L) = O, 

avec deg T = p I> 1 et deg ~ = t. 
La c lasses  de L est donn6e par: 

lorsque 0 ~< t ~< p + 1, s = p - 1 ; lorsque t I> p + 2, s = t - 2. 

THI~ORI~,ME 2.1. - Soit L une forme r6guli~re, semi-classique de c lasses .  Alors 
pour chaque 2 r ~n n I> 0, la forme u = L + ~$c est une forme r6guli~re semi-classique, 
de c l a s se s  + 1 lorsque ~(c)= 0 et de c l a s ses  + 2 lorsque ~(c):/: 0. 

DEM. - 0bservons que r6quation (2.1) est 6quivalente 

(x - c)(WL + D(~L)) = 0 et (TL)o = O, 

c'est-~-dire 

((x - c) F(x) - ~(x)) L + D((x - c) ~(x) L)  = 0 et (?'L)o = 0. 

On en d~duit que u v~rifie l'~quation suivante: 

(2.2) ((x - c) T(x) - ~(x)) u + D((x - c) ~(x) u) = - ~ ( c )  $c . 

a) q~(c)= 0. Alors u est une forme semi-classique avec: 

(2.3) T(x) = (x - c) T(x) - ~(x); 

(2.4) 15 ~< max (p + 1, t) ; 

On distingue trois cas: 

~(x) = (x - c) ~(x), 

~ = t + l .  

1) O<.t<~p, alors ~ = p + l ,  donc t~<~ entraine s = p - 1  = p = s + l ,  

2) t = p + 1, alors t = p + 2, donc ~ ~< p + 1 = t -  1. S i t  = ~ + 1, alors s = p - 
- l = t - 2 = p = s + l .  S i t ~ > ~ + 2 ,  a l o r s ~ = t - 2 = p = s + l .  

3) t>~p+2,  a l o r s ~ = t = ~ - l ,  d o n c s = p - l = t - l = s + l .  

b) ~ (c )~  0. L'~quation (2.2) est ~quivalente h l'~quation: 

(x - c){{(x - c) T(x) - ~(x)} u + n ( ( x  - c) ~(x) u)} = 0,  
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c'est-~-dire 

(x - c){((x - c) ?'(x) - 2~(x)) u + D((x - c) q~(x) u)} = 0. 

La forme u est semi-classique avec: 

(2.5) ~ ( x )  = (x  - c)  2 F ( x )  - 2 ( x  - c)  ~ ( x )  ; ~ ( x )  = (x  - c)  2 ~ ( x ) ,  

(2.6) ~ p + 2 ;  t = t + 2 ,  

1) 0 <~ t <~ p, alors ~ = p + 2, donc t <~ ~, soit ~ = ~ - 1 = s + 2, 

2) t = p + l alors t = p + 3, donc ~ ~< t -  l .  Si t = ~ + l ,  ~ = ~ - l = t = s + 2 si 
t ~ > ~ + 2 ,  ~ = ' t - 2 = t = s + 2 ,  

3) t>~-p+2, alors ~ = t + l = t - 1 ,  d o n c ~ = ~ - l = t = s + 2 .  B 

L a  relation de structure de la suite (P,}n~>o. 

Par  hypoth~se, la suite (P ,  }n~ o est une suite semi-classique: elle est donc une sui- 
te de Laguerre-Hahn affine [25], [8], [11], c'est-~-dire que la fonction de Stieltjes for- 
melle associ~e ~ la forme L, S(z), v~rifie l'~quation affine: 

(2.7) A(z)S ' ( z )  = C(z )S (z )+D(z )  

off 

(2.8) A(z) = ~(z),  C(z) = - T ( z )  - ~'(z) ,  

(2.9) D(z) = - LOo T(z) - D(LOo ~)(z) . 

f ( x )  - f (O)  
Dans (2.9), 0o d~signe l'op~rateur f---) Oof(x) = x 

et (L , f )  ~ Lf (x)  = a, (L),_ n x n 
P 

si f(x)= Y~ a,x ~. 
v = 0  

La relation de structure de la suite (Pn}n~>o s'~crit alors [7], [8]: 

1 (2.10) q~(x)P~+l(x)= - x ( C n + I ( x ) - C o ( x ) ) P n + I ( x ) - D ~ + I ( X ) P n ( x ) ,  n ~ O ,  

off 

(2.11) 

(2.12) 

Dn(x) 
C,~ + 1 (x)  = - Cn (x) + 2 (x  - f n ) ,  n >1 O, 

Dn+l(X ) -- - ~(x) + ~'n Dn_l(X ) + D~(x) ( x - f n )  2 -  Cn(x)(x - f i n )  
Y n  - 1 Y n  

Co (x) = C(x) ; Do (x) = D(x), D-1 (x) = O. 

n>~O, 
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REMARQUE. - Ici l'indice ne d~signe pas le degr~ des polynSmes C.  et D~. On a 
d e g C . < s + l  et degD.~<s,  n~>0. 

Lorsque ~(c)= 0, on a, d'apr~s (2.3): 

{Co(x)=(x-C)Co(X), ( ~ ( x ) )  

(2.13) /9o (x) -- (x - c) Do (x) + ;( Co (x) + ~ . 

Lorsque ~(c)~ 0, on a, d'apr~s (2.5): 

I Co (x)  = (x  - c)  2 Co ( x ) ,  

(2.14) [Do (x) = (x - c)2Do (x) + ~((x - c) Co (x) + ~(x)). 

On en d~duit les polynSmes 1/2(Cn+ l ( x ) -  Co (x)) et D,+I  (x) ~ l'aide de (2.11) et 
(2.12) off fin, 7, et q~ sont remplac~s respectivement par fin, ~n et ~, ce qui permet  d'~- 
crire la relation de structure de la suite (P ,}n~o.  

On peut pr~ciser le calcul des polynSmes 1/2(C,+l(x)-Co(x)) e t / )n+ l (x ) .  De 
(1.4), on a: 

(x - c) P~ + i (x) + P~ + 1 (x) = .:n + 1P~ (x) + z, + 1 (x) P" + 1 (x) + Pn + 1 (x) 

d'ofi compte-tenu de (2.10): 

(2.15) (x-c)~(x)P~+l(X)+~(x)P~+l(x)=u,(x)P,+l(X)+v,(x)P,(x), n~O, 

D,(x) 
(2.16) u,(x)=~(x)+ 1 (C,+l(X)-Co(x)) :,+l(X)+ ~ P , + I ,  n~>0, 

D,(x) 
(2.17) v,(x)= 1 (C,~(x)-Co(x)) Pn+l-Dn+l(x) zn+l(x)-p~+l --W-- (x-ft ,) ,  n~>0. 

LEMME 2.2. - On a la relation suivante: 

_{_~n(C)I ~ Yn_l ~n+l(C)Yn(X) ~n Pn+lUn(X)} =0 ' 
( n,n-1 An, n-1 

n~O. 
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DEM. - De (1.15) et (1.16), qu'on peut ~crire: 

(2.19) 

P~(x)  - ~ P~ + ~ (x) - P~+~ (c) 
An, n - 1 X -- V 

P~ + 1 (X) = Pn + 1 (X) "~ (o" n (C) 

+ ~r~_P~(x)  + 
n,~-- I 

P~ (x) - P~ (c) 
+ ~ : .+l(c)  

An, n-  1 X -- C 

) P~§ 1 (x) - ['~ § 1 (c) 
Pn An, n x -- C -- 

An, n -  1 

rn Pn (X) - Pn (C) 
An, n_1 ~ n + l  X - -  C 

on obtient, en remplaqant dans (2.15): 

( 2 . 2 0 )  ( x  - c )  ~ ( x ) P ~ +  1 ( x )  -~ ~ ( X ) P n +  I ( X  ) = Un(X)Pn+I(X ) "Jr Vn(X)~Y~n_lpn(X ) + 

P n + I ( X ) - - P n + I ( C ) [ u n ( X ) (  q n ( C ) x , - c  + ~  + 
An, n - I 

Pn (x) - Pn (C) I ~ ~ +1 (C) V n (X) Yn 
X ---C [ "~n,n-1 An, n-1 

- -  p~ + 1 u~ (x)}.  

D'autre part, on peut multiplier les deux membres de (2.15) par x - c et compte 
tenu de (1.15) et (1.16), obtenir: 

(2.21) (X -- C) 2 ~D(X) Pn+ 1 (x) + (x - C) ~(x) Pn+ 1 (x) = 

= (x - c) ( u .  (x) P~ § 1 (x) + ~ 
An, n - 1 

vn (x) P~ (x)) + 

{( + P~ § 1 (~) u~ (x) :~ (c) ~ A~,~ + - - v ~  (x) + 
An, n - 1 An, n - 1 

En comparant (2.20) et (2.21), on obtient (2.18). �9 
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Le cas ~(c) r O. 

La relation (2.21) est  la relation de s t ructure  de la suite (P~}n~>0; on a: 

(2.22) 

1~ 
( ~+~ (x )  - C o ( x ) )  = 

- ~ ( X - - C ) ( U n ( X ) - - ~ ( Z ) ) + U n ( X ) ( q n ( c )  ~.n,n-lPn )~n,n)_{.. ~'n,n-l~n Vn(X) ,  

D ~  § ~ (x )  = ~" ( p .  § ~ u .  (x )  - :~ § 1 (c) v~ (x)  - (x  - c) v~ ( x ) ) ,  n >i O. 
)tn, n - 1  

Le cas ~(c)= O. 

On a de (2.15): 

0 = Un (c) P~ + 1 (c) + v~ (c) P~ (c) 

et de (1.17), (1.18): 

= P~ Pn+l(c)-(z=(c)  P~ ~n~)P~(c), 
)~n, n - 1 )~n, n - 1 ' 

0 = :~ + 1 (c) P~ + 1 (c) + ~ + 1P~ (c), 

d'ofi 

(2.23) 
u,~(c) ~,~(c) ~ - -  ~ , n /  7 - - - - V ~ ( C )  

~ n ,  n - 1 ] ~ n ,  n - 1 

-- Pn + l Un (C) ~' ~n + l (C) V n (c) = 0 ,  

= 0 ,  
n>~0 ,  

puisque P~ (c) et  P~+ ~ (c) ne peuvent  pas s 'annuler simultan~ment. 

On a alors la possibilit6 d'6crire la relation (2.21) sous la forme suivante: 

(X -- C) ~(X) P ~  + 1 (X) "{- ~(X) Pn  + 1 (X) "~- u s (X) P n  + 1 (x)  + ~ v n (~,) ~)n (X,) 2r 
" An, n - 1 

-t- 

n>~O. 
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C'est la relation de structure de la suite (Pn}~o et on a: 

l(c~+l(x)-C~ u~(x)-u~(c) ( ;~n,~• ~ '~ )+  

p, v, (x) - v~ (c) 
(2.24) + n >~ 0, 

~n,n-1 X--C 

= "n { Un(X)--Un(C) Vn(X)--Vn(C) } 
Dn + l (~) Pn + l x - C - ~n + l (C) x - C v n (x) . 

"a~ n - 1 - 

Ecrivons maintenant rdquation diffdrentielle vdrilide par chaque P,+I ([1], [7], 
[8], [9], [12], [28]): 

(2.25) ~(x)D,+l(X)D"+l(X)+ ((~'(x)+Co(x))Dn+l(x)-~(x)D~+l(X)} D'+l(X)+ 

1 ( ~  +, (~) _ ~ (x)) b,~ +, (x) - + 2 ( ~ " + ~ ( x )  - ~o(x))D;+~(x) - ~1 

-/~.+1(~) ~-- o b~(x) } p ' §  = 0, n>-0. 

Dans le cas @(c)r on peut ~crire, compte tenu de (2.18) et (2.22): 

1 ~ ,  (2.26) l(Cn+l(X)-C~ 2( ,+l(x)-C;(x))Dn+l(X) = 

= On+l((X--C)~(~,))'Un(X)--{~n+l(C)ff~(X)-}-(X--C)crn+l(~)qS'(X)}Vn(~)-- ~n,n-1 

--Pn+lU2n(X)--{ ~n(c) ~n,n-Pn 1 )~n'n--~n+l(C)} u n ( ~ ) v n ( ~ ) -  

,~n Vn 2 (X) --  Pn + 1 (X --  C) ~ (X)  U n (X) -I" (X --  C) ~)(X) ~'n + 1 (;~) Vn (X) - -  
~n,n-1 

--(X--C)(f fn+l(x)-bffn(c)  )~n,~nn - 1 )~n,n){Un(X)Vn(X)--Un(X)Vn(~))) , T ~ O .  

Dans le cas ~(c)= 0, on a, compte-tenu de (2.18), (2.23) et (2.24): 

1 ~  1 - ,  (2.27) -~( ,~+~(x)-Co(x))D~+~(x)- -~(C,~+~(x)-Cg(x))D~+~(x)= 

- ~.,~'. - ~ I (~(x) -u . (~) )v~(~) - (~ ' (~) -u~(~) )v . (~)+(  ~. (c)-  ~.,~'. - ~ ~',')" 
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x c x c + 

+ ~n § 1 - -  - u,[ (x)) - (~(c) - h (x)) u,~(x) - u~ (c) 
x - - c  + 

"{- ~ + 1 (C) ( ~ ( X ) - U n ( X ) )  X - C  - - ( ~ ' ( X ) - U n  X - - C  , n ~ O .  

3. - A p p l i c a t i o n s .  E x e m p l e s .  

1) Les polynSmes orthogonaux de type Hermite. 

On consid~re  la su i te  { P .  ).~>o des  po lynSmes  d ' H e r m i t e  normal i s~s ,  c ' es t -~-d i re  
v~r i f ian t  la r~cur rence :  

Ici  ~(x)  = 1, 
s '~crit :  

1 
P , + 2 ( x ) = x P , + 1 ( x ) -  -~(n+ l ) P , ( x ) ,  n ~ O ,  

Po (x) = 1, P1 (x) = x .  

T(x)  = 2x, donc Co (x) = - 2x, Do (x) = - 2. L a  re la t ion  de s t r u c t u r e  

P "  + 1 (x) = (n + 1) P ,  (x) ,  

donc 

(C ,  + 1 (x) - Co (x)) = 0;  

On choisi t  c = 0. Alors:  

D ,  + 1 (x) = - (n + 1) ,  n I> 0 .  

V~ n! 
= - n > ~ O ,  ~'2n ---- ) '2n + 1 F ( n + l / 2 )  2 n + l '  

~(x) = x 2 , ~(x) = 2x(x ~ - 1) ; Co(x) = - 2x 3 , Do(x)  = ;( - 2(1 + ~)x  2 , 

~2n+1 = O, p2n+z=~ ~-~2n  ; ~2n+1'2~= ( 2 n + 1 ) ,  ~2n+2.~,+1 = n +  ) . - ~ 2 n  

n>~O, 
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u2~(x) = 1, v2~(x) = (2n + 1) x; u2n+ l(x) = ~.2n 
2 - X2,~ 

V2n + I(X) = (2n + 2 + )x, 
-- ~'2n 

n~>0, 

~(1 ~n+l  (X) -- Co (z)) = ( -  1) n ~ - - ~ n  x , ' ~  n>~0, 

~ )x2; / ) 2 ~ + 1 ( x ) = -  2 n + l  ~ - ~ 2 ~  

1 ~)~2~ (2(n + 1) + 

On en d6duit l'6quation diff6rentieUe v6rifi6e par  P2n+2" 

~" -- ~2n 
n>~0. 

(3.1) 2 (A - A2~)2 + 2(n + 1) + 
\ 21~,, 

-t- XP~n + 2 (X) I ~'2n 
[ (;~ - ~2~)2 

A ) x 4} + ( 1 - x 2 ) - 2  2(n+1)+ ~-~2~ 

2 ( +P2~+2(x) 2 n ~ - 3 ( n + 1 )  x 2 + 4 ( n + l )  2 n + 2 +  _---~2 ~ ,  x 4 -~0, 

La suite {Js~}~>~ o v61ifie la r6currence: 

n~>0. 

(3.2) 
(P~ 2 (x) = zP~ ~ (z) - ~ ~P~(x), + + + 

Po = 1, 151 (x) = x, 

n>~O, 

o~ 

~" -- ~2n ~ 

~u~+2= 2 2-22--~+n+1 '  n>~0. 

2) Les polynSmes orthogonaux de type Hermite  g~n~ralis~s. 

Les polynbmes d'Hermite g6n6ralis6s sont d6finis par [4] 

H~n(X) = (-1)~22~nlL(~-1/2)(x2) ,  n >~O, 

( 1)~22~+1 1/2)(x2), H2~ + 1 (x) = - n! xL  (~ ~ + n >t O, 

off L~ ~) d6signe les polynbmes de Laguerre. On note H~ (x; ~) et L~ (x; ~) respective- 
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ment  les polyn6mes normalis6s d 'Hermite  g6n~ralis6s et de Laguerre ,  de sorte 
que: 

H2~ (x; ,~) = L~ (x2; ~ - 1/2) ;  

La relation de r6currence s'6crit alors: 

avec 

H 2 n +  1 (a~; t*) = xLn(x2;  l* + 1/2) .  

Hn+2(x; b r -'- XHn+l(X; ~) - (1/2)(n + 1 + On+l)Hn(x; [.t), 

Ho (x; t~) = 1, H~ (x; ~) = x 

On+ 1 =/~(1 + (--1)n).  

n~>0 

On note ~(~)  la forme canonique ((3C(t~))0 = 1) de la suite {H~(x; ~)}n~>0; elle est  
r6guli~re pour  chaque tt r - n -  1/2, n 1> 0. De m~me, on note ~(~) la forme cano- 
nique de la suite {L~ (x; a)}~ ~> 0; elle est  r6guli~re pour chaque ~ r - n ,  n >i 1. On sait 
que: 

+zo 

1 f x ~ e - ~ f ( x ) d x  si R e a  > - 1 ,  (~e(~), f >  = F(a + 1) 
0 

+ao 

1 f F(t, + 1 / 2 )  I x ] a ' e - ~ f ( x ) d x  (:~(tD, f )  = 

Ici r = x, XV'(x) = 2x 2 _ (2,~ + 1), s = 1 

Co(x) = 2(~ - x 2 ) ,  Do(x)  = - 2x .  

La relation de s t ructure  s'6crit: 

non+ 1 nOn+~x H~+~(x; ~ ) +  n +  1+  
n + On n + O,~ 

x H ' +  1 (x; ~) = 

1 non + 1 
(On + 1 (X) -- Co (x)) -- - n + On , 

si R e ~ > - l / 2 .  

c'est-/~-dire 

avec la convention n / ( n  + On)= 0 pour n = 0. 
On choisit c = 0. On a: 

) xH,  (x; 

(x) = - In  + 1 + nO,~ + 1 t x Dn + 1 
n + O n ]  

2 n +  1 + 2 ~  

n~>0 

H2~ (0; ~) = ( -1 )  ~ F(~ + 1/2 + n) 
r (7  + 1/2) , H2'~ + 1 (0;  ~ )  = 

1 + 2 #  
H2~ (0; tD, 
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donc 

1 + 2,~ F(~  + 1 /2)  
~2n - - - -~2n+1 --'~ - - "  2n+ 1+2~ F(~ + 1/2 + n) 

n!, n>~O, 

~(x) = xe; ~F(x) = 2n(x~-~  - t),  

Co (x) = 2x(~ - x 2 ), Do (x) = ~(1 + 2p.) - 2(1 + .~) x 2, 

1 

u2.~(x)=(1-2g.)x, v2~ (x )=(2n+l+2~)x  2 , n>~O, 

v2~ § ~ (x) = -,~(2~ + 1) - ~ + (2(n+\ 1)+(2t~+ 1 ) ~ - ~ ) x  2, 

(C2n + 1 (x)  - t O (x) )  -~ (2L~ ~- 

1-(C2~+2(x)-Co(x)) = (-(2,~ + l )~_~2~ ) x  
2 

~ (2n + 1 + 2,~)} x 2 , 

1 ) ~ ( 1  ~ } - (2 (n+1)+(2 ,~+ l )~)x  2, D2n + 2 (x)  : (2~ + 1) 2 A _ )~2n ~- - - )~2n  

On en d6duit l'6quation diff~rentielle v~rifi~e par H2~ +2(x; t~): 

n~>O. 

(3.3) x 2 ( 2 ~ + 1 ) 2 ~ ) ~  1 ~-~2~ -2 (n+1)+(2 '~+1)~ - - -~2~  x2 " 

�9 H~+2(x;l.O+x~I~n+2(x;t~) (1+,-~)(2~+ 1) ~ ) _)~e~ ~-~2~ 

- 2a 2(n + 1) + (2~ + 1) + (2~ + 1) 2 ~ _ ~2-----~ ~ - ;~2n 
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(3.4) 

o~ 

+ H~+~ (x; ~) 2(2t~ + 1) (2,~ + 3)(n + 1) 2 - 2~  

La suite (H~ (x; t~)}~ t> o v~rifie la r~currence: 

{ ~  + ~ (x; ~) = x ~  : (x; ~) - ~ : (~) ~ (x; ~), + + 

Ho(x;t~) = 1, H : ( x ; ~ )  x 

(2,~ +1)n( ~ )~} - )~ 

n>~O. 

cl'o~ 

de sorte que: 

w = (W)oS+ (w):x-:~(~ + 1/2) .  

Or (W)o = (~(~))o = 1 + 2; (w): = (~(r~))2 = (~('(~))2 = (~(t~ - 1/2))~ = ,~ + 1 /2  et il 
est  facile de v6rifier que 

w = 2(7 - 1/2) + ~z. 

Cela signifie que w = ~(~ - 1/2) et R.~(x; [z) = / ,~  (x; , u -  1/2), n~> 0. 
L'~quation diff~rentielle v~rifiee par/~,~+l(x; ~ -  1/2) se ddduit imm6diatement 

l )~ )+n, 72~+1(~) = ('~ + ~ )  ( 1 2 =}~2n 
~' n /> O. 

3) Les polyndmes orthogonaux de type Laguerre. 

Choisissons c = 0, ici u = ~(t~ + 1/2) + ~8. 
Introduisons les composantes non sym~triques de H~(x; ~): 

~I2n(X;[x):Rn(X2;[s f-I~+:(x;~)=H2,~+:(x;~)=xLn(x2;~+l/2). 

Soit w la forme lin~aire par  rapport  ~ laquelle la suite (R~ (x; [~)~ i> o est  orthogona- 
le. On a w = : ~ ( ~ )  oa zv pour v e 8" d~signe la forme lin~aire telle que (zv),. = (v)2~, 
n t> 0. D'autre part,  on a: 

xw = (w): 2(~ + 1/2) 

n~O, 
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de (3.3) qu 'on peu t  6crire  sous la forme:  

x2 En ~r ~ yI 2n+2+xI-t~n+2Fn(x 2 ) + [-t2n + 2 Gn (x 2 ) = 0  

donc 

(3.6) 

(3.7) 

off 

4xeEn (x)/_,::+ 1 (x; t~ - 1 /2)  + 2xL~+ ~ (x; ~ - 1 /2){E~ (x) + F~ (x)} + 

+ / ' ~ +  1 (x; ,~ - 1 /2 )  G~ (x) = 0.  

La  sui te  {L~(x; , ~ -  1/2)}~>~o v6rifie la r6cur rence :  

I / ~ + 2  (x; ~ - 1 /2)  = 

= ( x - f ~ + ~ ) L ~ + ~ ( x ; ~ - l / 2 ) - ~ + ~ L ~ ( x ; ~ - l / 2 ) ,  n>~O, 

+ 1 / 2  
[ / -o - 1 / 2 )  = L~ - 1/2) = - (x; 1, (x; X 

~+1  = 2(n + 1) + (t~ + 1/2) ( ~ ~ ) Z -~2~ + 1 ~ - ~ + 2 ' 

+ n  (t~ + 1 /2)  ~ _ ~2------ ~ , "fn+l = ( ~ + 1 / 2 )  1 s  ~ 

4) Les polynOmes orthogonaux de type Bessel. 

Les  polynbmes  de Besse l  normalis6s sont  d6finis pa r  [14], [2] :  

B~+2(x ;~)=(x - f l~+l )B~+l (x ;a ) -~n+lBn(x ;a ) ,  n>~O, 

Bo(x;a )  = 1, B I ( X ;  a )  = x + 1 / a  

n ~ O ,  

off 

n>~O. 

1 - - 6 c  

~ + ' =  ( n + a ) ( n + a +  l ) '  n>~O 

~ n + l  ~ - -  

(n + 1)(n + 2a - 1) 

(2n + 2~ - 1)(2n + 2~ + 1)(n + ~)2' 
n ~ > 0 .  

Notons  t~(a)= L la fo rme associ~e ~ la suite {B~ (x; a)}~ I> 0. Ce t t e  fo rme  es t  r4gu-  
li~re pour  chaque  a r - n/2, n >I O. On a 

�9 (x) = x 2 , F(x)  = - 2(~x + 1) 

e t  

Co (x) = 2((a - 1) x + 1),  D O (x) = 2~ - 1. 
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La relation de s t ructure  s'~crit: 

( 1) 
x B~.  ~ (x; a) = (n + 1) x B~ + ~ (x; a) - (2n + 2a + 1) ~n + 1Bn  (X; ~ ) ,  

n~-~ 
n~>0,  

donc 

t - ( C n + l ( X ) - C ~  1)(x n + a l  ) ;  D ~ + l ( X ) : ( 2 n + 2 a + .  1)~,~.~, n~>O. 

On choisit c = 0. On a 

B~z (0; g) = 2 n 
P(n + 2a - 1) P(n  + 2~) 

B~ (0; ~) = 2 n- 1 n 
/~(2n + 2a - 1) '  F(2n + 2a - 1) ' 

n>~O, 

donc 

P(2~) 
~ .~=( -1 )  '~+1 - - n ' .  n~>0.  

F(n + 2~) 

Ensuite: 

~(x) = x s , ~(x) = -x( (2a  + 1) x + 2)', ~ = 1, 

Co (x) = 2x((a - 1) x + 1) ; Do (x) = (2~ - 1)(1 + )~) x + 2)~, 

@n+l -- 
2 n + 2 ~ + 1  ~ "  ~ + ~  : y ~ + ~ ( 1  2 n + 2 ~ + 1  ), ) 

n + l  Y~+I ~ _ ~ - - ~ ,  n n + l  ~ Z  ' 
n>~O, 

1 ), 
)~n + l ,  n + l = ~ n  +1 n "~ ~ )~ - )~ ' n >~ O ' 

us (x) = (n + 2) x 2 _ _ _  n + l ( l + ~ - ~ - ~ n ) X + - - n + =  
2 

n + ~  A - i n '  
n>~O, 

v ~ ( x )  - 
2 n + 2 a + 1  

n + l  
"Yn+l ( n + 2 ~ - 1 ) ~  i ~ - ~  , n>~O, 

= �9 - -  - 1 
~n,n-1 n + 2 ~ - i  ~ - - ) ~ n '  ")~n,n-1 n + 2 ~ - I  ; ( - ~ '  

n>~O, 

, ~  ~ = 1 )~ n >~ O , 

1 -  ( n + l  ) x +  _ ~ ( C ~ + l ( X ) _ ~ o ( X ) ) = ( n +  l ) x  2 - 1 
,r~ + ~ )~ - i n 

+ 
n -.~- ~ ~. - )~n ~" ~ ~'n ' 

n>~O, 
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(3.9) 

~ n + l ( X ) =  Yn 2 n + 2 ~ + 1  ~'~+l" 
)Vn, n - 1 n + l  

{{ �9 n + l - ( 2 n + 2 ~ + l ) ~  - 2  

D'otl l'~quation diff~rentielle v~rifi6e p a r / ~  +!(x, ~): 

(3.8) x 2 n + 1 - (2n+ 2~ + 1) ~ _--L-~ Z - ~ 

+ ( 2 ~ + 1 )  ~ - 2 ( n + 2 ~ + 1 )  

- (n + 2 ~ ) / ~  + 1 (x; ~). 

�9 ( n + l )  n + 1 - ( 2 n + 2 ~ + 1 )  x - 2 ) _ ) , ~  

La suite {B~ (x;~)}~>o v6rifie la r6currence: 

rBn+2(X;~) : ( X - ~ n + l ) B n + l ( X ; 6  0 -  Yn+lB~(x ;g) ,  

Bo (x; ~) = 1, ~ :  (x; ~) = x + 1 
~(1 + 2,) 

Off 

(3.10) 

)'--~n \ ~" --*~'n JJ ' 

t ~ t! B~ + 1 (X, ~) or 

) Z ) - 7 7 + n + 1  x - 2  1 ) , -Zn  

fin+ 1 = fin+ 1 q" 

t}=o, Z - ),n 

n ~  > 0 

n~>0,  

Yn+l ----- ~'~+ 1 { - ( n + l ) } .  (n + 1)(n + 2~ - 1) (2n + 2~ + 1) ~ ~ A~ 

�9 ( 2 n + 2 ~ - 1 ) ~ _ ~ n  

n~>0.  

n~>0.  

( n + 2 ~ -  1)}. 
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