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Pe^suïïie. L ' o b j e t de ce t r a v a i l e s t de démontrer, dans l e cas du modèle l i n é a i r e 

de W.T. KOITER, 1 1 e l l i p t i c i t é de l ' é n e r g i e de déformation d'une coque a s s u j e t t i e à 

des condit ions aux l i m i t e s convenables . Une étape e s s e n t i e l l e cons i s te à démontrer 

que s i l e s tenseurs de déformation et de changement de courbure de l a surface moyenne 

de l a coque sont nuls au sens des d i s t r i b u t i o n s , l e champ de déplacement est néces-

sairement un mouvement r i g i d e . 

Abj^rac jb . The purpose o f t h i s paper is to show, in the case o f W . T . KOITER' s 

l i n e a r model, that the s t r a i n energy o f a s h e l l i s e l l i p t i c , when i t i s subjected t o 

a p p r o p H a t e boundary c o n d i t i o n s . An e s s e n t i a l s t ep cons is ts in showing that i f the 

s t r a i n tensor and change o f curvature tensor vanish in the sensé o f d i s t r i b u t i o n s 

along the middle sur face o f the s h e l l , the displacement f i e l d i s n e c e s s a r i l y that o f 

a r i g i d body motion. 

* I . R . I . A. -LABORIA. 

* * U n i v e r s i t é P i e r r e et Marie C u r i e , P a r i s 

A p a r a î t r e dans les Comptes-Rendus du Deuxième Colloque Internat iona l sur les 
Méthodes de Calcul S c i e n t i f i q u e et Technique (15-19 Décembre 1975, IRIA, V e r s a i l l e s ) . 

- 1 -

INTROPUCTIOJÎ. 

I l e x i s t e deux f a m i l l e s p r i n c i p a l e s de modél i sa t ion des coques minces. La p r e -

mière f a m i l l e se ra t tache à l a t h é o r i e de KIRCHHOFF-LOVE. E l l e a été r e p r i s e et 

développée p a r de nombreux a u t e u r s , notamment p a r KOITER [ l l [ 2 1 , KOITER-SIMMONDS [11 . 

La seconde f a m i l l e f a i t appel à l a t h é o r i e des sur faces de COSSERAT f i l et a été 

développée notamment par NAGHDI f l ] [ 2 ] . Pour l e s c a l c u l s e f f e c t i f s i l semble que l a 

modél i sa t ion de KOITER [ H [ 2] réponde aux beso ins des Ingénieurs et c 'es t a i n s i que 

ARGYRIS-HAASE-MALEJANNAKIS [ 1 ] l ' u t i l i s e n t pour l a r é s o l u t i o n numérique de problèmes 

de coques, après d i s c r é t i s a t i o n p a r l a Méthode des Eléments F i n i s . Une étude de 

l ' approx imat ion de l a s o l u t i o n pour des Méthodes d'Eléments F i n i s est f a i t e par 

CTARLET [ 3] , où l ' o n t r o u v e r a une b i b l i o g r a p h i e sur ce s u j e t . Cette étude est p o u r -

s u i v i e dans BERNADOU [ I l . 

L ' o b j e t de ce t r a v a i l est l ' é t u d e de l ' e l l i p t i c i t é du modèle l i n é a i r e de coques 

de W . T . KOITER [ U [ 2 J . De ce t te étude on déduit un théorème d 'ex i s tence et d ' u n i c i t é 

de l a so lut ion du problème. 

On u t i l i s e r a constamment l e s p r o p r i é t é s des espaces de Sobolev pour l e s q u e l l e s 

on renvoie à ADAMS [ I l , LIONS-MAGENES [ 1J , NECAS [11 . 

L ' e l l i p t i c i t é d 'autres modèles l i n é a i r e s de coques a é té é tudiée par d i f f é r e n t s 

a u t e u r s . On p o u r r a notamment se rappor ter à ROUGEE [1] pour des coques c y l i n d r i q u e s , 

à COUTRIS [ I l pour l e modèle de NAGHDI [ I l , à GORDEZIANI [ I l pour l e modèle de 

VEKUA [ 1 ] , à SHOIKHET [ I l pour l e modèle de NOVOZHILOV [ 1 1 . 

Au Chapi tre 1 nous rappelons l e s r é s u l t a t s de géométrie d i f f é r e n t i e l l e des s u r -

faces néces sa i re s pour l a modé l i sa t ion d'une coque mince. Pour des exposés de Ca lcu l 

T e n s o r i e l on pourra consul ter GOUYON [ I l , LICHNEROWICZ [ I l et pour des exposés de 

Géométrie D i f f é r e n t i e l l e à LELONG-FERRAND [ I l , VALIRON [ 1 1 . Pour l a rédact ion de ee 

Chapi tre nous nous sommes i n s p i r é s des ouvrages de GREEN-ZERNA [ I l et de NAGHDI [21 

respectivement o r i e n t é s vers l e s t h é o r i e s de l ' é l a s t i c i t é et de coques. 

L ' e s s e n t i e l de l a modé l i sa t ion l i n é a i r e de KOITER [ I l e s t rappe l é au Chapitre 2. 

On montre notamment comment des hypothèses convenables permettent de ramener l ' é t u d e 

d'un problème t r i -d imens ionne l à l ' é t u d e d'un nouveau problème b i -d imens ionne l . 

La carte % d é f i n i s s a n t l a s u r f a c e moyenne de l a coque es t supposée "assez" r é g u l i è r e . 

I l e s t a l o r s p o s s i b l e d ' é t a b l i r des normes é q u i v a l e n t e s pour l e s tenseurs de sur face 

et de s u b s t i t u e r des d é r i v a t i o n s covar iantes aux d é r i v a t i o n s u s u e l l e s . C'es t l ' o b j e t 

du Chapi tre 3» 

Dans l e Chapi tre U nous dé f in i s sons l ' e s p a c e des f o n c t i o n s admiss ib les AT p i i s 

nous donnons une formulat ion v a r i â t i o n n e l l e du problème. 

Nous montrons dans l e chap i tre 5 que s i l e s t enseurs de déformation et de 

changement de courbure sont nuls pour un champ de déplacements v G 
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a l o r s ce champ de déplacement es t un mouvement r i g i d e ou s o l i d i f i a n t . L ' a d j o n c t i o n 

de conditions d'encastrement entra îne v = (5. 

Au Chapi tre 6 on é t a b l i t l ' e l l i p t i c i t é du modèle l i n é a i r e de KOITER [ 1 ] [ 2 ] pour 

une coque mince de forme quelconque et on en déduit un théorème d 'ex i s tence et d ' u n i -

c i t é de l a s o l u t i o n . Nous suivons pour c e l a une méthode de démonstration u t i l i s é e p a r 

l e second auteur pour é t a b l i r l ' e l l i p t i c i t é d'un modèle d ' a r c ; c f . CIARLET [11 [ 2 ] . 

En conc lus ion , retenons que l e théorème du mouvement r i g i d e joue un r ô l e e s sen-

t i e l dans l a démonstration de l a )T-e l l ipt ic i té . Cet te condit ion de mouvement r i g i d e » 

également dés ignée par condi t ion de mouvement s o l i d i f i a n t se re t rouve dans l a p l u p a r t 

des modèles d é c l a r é s s a t i s f a i s a n t s p a r l e s Mécanic iens . A ce t i t r e nous pensons que 

ce type de démonstration s 'adapte aux d i f f é r e n t e s modé l i sa t ions e x i s t a n t e s . 
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CHAPITRE 1 : Pré l iminaires géométriques . 

1.1. Dé f in i t i on de l a s u r f a c e . 

1.2. Les t r o i s formes fondamentales fie ] B surfa^* -

T.*» . Dér ivat ion covarior*te. 

CHAPITRE 2 : Modélisat ion d'une coque. 

2.1. Dé f in i t i on de l a géométrie de l a coque. 

2.2. Evaluation des déformations pour une coque mince. 

2.3. In terpré ta t ion géométrique de l a déformation de l a sur face moyenne. 

2.U. Evaluation des contra intes pour une coque mince. 

2.5. L 'énerg ie de déformation, 

2.6. Le t r a v a i l des forces e x t é r i e u r e s . 

CHAPITRE 3 : Coordonnées c u r v i l i g n e s et normes é q u i v a l e n t e s . 

3.1. Quelques i n é g a l i t é s d ' o r i g i n e géométr ique. 

3.2. Normes équivalentes dans L 2 ( f l ) . 

3.3. Normes équivalentes dans H 1 ( f t ) . 

3.U. Nonnes équivalentes sur ( H 1 ( f î ) ) 2 * H 2 ( f l ) . 

CHAPITRE h : Le problème v a r i â t i o n n e l . 

U . l . L'espace des fonct ions a d m i s s i b l e s $ . 

h.2. Formulations du problème. 

CHAPITRE 5 : Le théorème du mouvement r i g i d e . 

5.1. Le théorème du mouvement r i g i d e . 

5.2. Conséquence du théorème du mouvement r i g i d e . 

CHAPITRE 6 : v ' - e l l i p t i c i t é du modèle l i n é a i r e de W . T . KOITER. 

6.1. ^ - e l l i p t i c i t é de l a forme a ( - , » ) . 

6.2. La forme b i l i n é a i r e a { » , * ) e s t continue sur v^?. 

6.3. La forme l i n é a i r e f ( - ) es t continue s u r V . 

6.U. Théorème d'exis tence et d ' u n i c i t é . 
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CHAPITRE 1 - PRELIMINAIRES GEOMETRIQUES 

ORIENTATION : Nous rappelons dans ce paragraphe l e s r é s u l t a t s de géométrie d i f f é r e n -

t i e l l e des su r face s qui sont n éces sa i r e s pour l a modél isat ion d'une coque mince ( c f . 

Chapitre 2) e t pour l a démonstration du Théorème du mouvement r i g i d e ( c f . Chapi tre 5 ) . 

Ces r é s u l t a t s sont é t a b l i s pour des coques dont l a surface moyenne peut ê t r e r e p r é -

sentée à l ' a i d e d'une s e u l e c a r t e e t pour des coordonnées c u r v i l i g n e s quelconques. 

DEFINITION, PE LA SURFACE : 

Nous désignons par 8 3 l ' e s p a c e a f f i n e euc l id i en et par ( 0 , e i , e 2 > e 3 ) un repère 

f i x e de g 3, orthonormé pour s i m p l i f i e r . Un point quelconque M de S 3 s e r a repéré par 

(1.1-1) 0$ « x 1 ^ = x 1 ^ + x 2 e ^ • x 3 e ^ . 

D'une façon g é n é r a l e , tout ind ice l a t i n ( r e s p . g r e c ) prend ses v a l e u r s dans 

l 'ensemble (1 ,2 ,3) ( r e s p . { 1 , 2 } ) e t , sauf ind icat ion c o n t r a i r e , l a r é p é t i t i o n de un 

(ou p l u s i e u r s ) i n d i c e , l ' u n en p o s i t i o n s u p é r i e u r e , l ' a u t r e en p o s i t i o n i n f é r i e u r e , 

entra îne se lon l a convention d ' E i n s t e i n , l a sommation sur toutes l e s v a l e u r s p o s s i b l e s 

de l ' i n d i c e . De p l u s , nous convenons de noter l e s dérivées p a r t i e l l e s à l ' a i d e d'une 

v i r g u l e , p a r exemple 

^ - f . 

So i t un ouvert borné d'un p lan 6 2 , de f r o n t i è r e I*. A l o r s une sur face S de 

l ' e s p a c e e u c l i d i e n S 3 e s t l ' i m a g e de par une carte « i . e . , une a p p l i c a t i o n 

(1.1-2) • : (C1,?2) € n e 82 _ £ 3 . 

Les paramètres Ç 1 , £ 2 forment un système de coordonnées c u r v i l i g n e s de l a surface S . 

Bien entendu l a donnée d'une s u r f a c e ne détermine pas d'une façon unique l ' a p p l i c a -

t i o n % ni l ' ensemble ft» 

Par l a s u i t e , nous supposons l a f r o n t i è r e V et l ' a p p l i c a t i o n t suffisamment 

r é g u l i è r e s . En p a r t i c u l i e r nous supposons que tous l e s points de l a surface S = ?(f î ) 

sont r é g u l i e r s , en ce sens que l e s deux vecteurs 

(1.1-3) êC * 1 « » a a 1 » 2 ' 

sont l inéa irement indépendants en tout point Ç « ( Ç 1 , Ç 2 ) € ïï. Ces deux vecteurs sont 

tangents aux l i g n e s coordonnées $ ( Ç a » c t e ) et i l s dé f in i s sent l e p lan tangent à l a 

surface S au point f ( ç ) . On i n t r o d u i t ensui te l e vecteur 

a i * a 2 

(i.i-u) 3̂ - —r=rr » 

| « | désignant l a norme e u c l i d i e n n e dans S 3 « u n i de son produit s c a l a i r e h a b i t u e l 
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( a , b ) a . b . Le point <f>(ç)et l e s t r o i s vecteurs a . dé f in i s sent a l o r s un repère 

l o c a l de l a sur face ( c f . F igure l . l - l ) . 

4 •{-'J ( /S i \w 
L _ ^ 

X € 

F j g u r e 1.1-1 

1.2. L £ S j n j O I S ^ ^ : 

La première forme fondamentale de l a surface (a ) , ou tenseur métrique de l a 
ci P 

s u r f a c e , e s t d é f i n i e par 

(1.2-1) a . = a = a^.âT = T~*-T~*0 . 
aB Ba a 6 ,a ,8 

Grâce à e l l e on exprime notamment l 'é lément l i n é a i r e et l 'é lément d ' a i r e de l a 

s u r f a c e , d'où l a seconde a p p e l l a t i o n . So i t une courbe t racée sur l a surfpn*» S , d~rî~ 

nie p a r l e s a p p l i c a t i o n s 

t G l a , b f C R —• fa = f a ( t ) , a = 1,2. 

L'élément l i n é a i r e ds de ce t te courbe es t donné par 

(1.2-2) ds = [ a fl(f
a)'(fB)'l2 d t . 

B 

A — ~t ~ - . « « . / N M - : ^ i «c» onfraa voofnnrq n du ni fin tancent d é f i n i e 
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par 

a . a • 5 (pas de sommation s i a = $). 

Ces vecteurs sont l i é s aux vec teurs a par l e s r e l a t i o n s 
a 

{l.d-ï) a^ - a ^ a , a « a a g > a « a . a = a , 

l a matrice ( a a B ) çtant l ' i n v e r s e de l a matr ice ( a ) , qui e s t t o u j o u r s i n v e r s i b l e 

puisque tous l e s po ints sont r é g u l i e r s . 

Remarque^K2~l . On o b t i e n d r a i t des express ions p l u s simples en supposant (ce qui es t 

toujours l o i s i b l e théoriquement . . . ) que l e s l i g n e s coordonnées sont l e s l i g n e s de 

courbure de l a sur face : l e s vecteurs aj et &2 sont a l o r s orthogonaux, mais non néces-

sairement orthonormés, en tout po int de l a s u r f a c e et l e s matr ices ( a „ ) et ( a a B ) 
a8 

sont d i a g o n a l e s . g | 

Remarque^\ r»^-^ : I l n ' e s t pas n é c e s s a i r e de supposer l e s vecteurs de base e 1 de S 3 

orthonormés mais c ' e s t commode pour c a l c u l e r des p r o d u i t s s c a l a i r e s t e l s que ceux 

de (1.2-1). g 

I l est u t i l e de noter l e s express ions de c e r t a i n s des p r o d u i t s v e c t o r i e l s des 

des vecteurs de base : 

!

a * a « B E « a » 

o 8 a8 

-•a a8 ** 

a x a = c a 3 , 
a 3 x a B ' E6X a • 

avec 
a J " a3 

_ \ r a8 1 a8 
^ • 2 - 5 ) c a 8 e « 8 ' e • 

a [ 0 1 

(1.2-6) (e . ) - ( e a B ) -
a 6 [-1 0, 

(1.2-7) a = a L 1 a 2 2 - ( * 1 2 ) 2 * ° (po int s r é g u l i e r s ) . 

L'élément d ' a i r e dS es t donné par l a r e l a t i o n 

(1.2-8) dS » | ^ 1 x ^ 2 | d Ç 1 d Ç 2 - VÊ d ^ d Ç 2 , 

dont l ' i n t e r p r é t a t i o n géométrique es t é v i d e n t e . 

La seconde forme fondamentale de l a s u r f a c e (b ) e s t d é f i n i e p a r 
• afs 

( 1 . 3 - 9 ) b a 6 " b 8 a " " V * 3 ,B * V * « . B * W « ' 

Aux composantes covariantes b • on as soc i e par l e s opérat ions t e n s o r i e l l e s ——————— ap 
u s u e l l e s l e s composantes mixtes et contr avar iantes suivantes 

/ b # B - b 6 « b 3 » a 0 X b , , 
I a *a a Xa 

(1.2-10) { 0 \ a I . a8 aX 8v , 
l b • a a b % , 

Xv' 

et inversement 

* * a a , b « a a , a « b X V . • a8 aX 8 aX 8v * 

Courbures normales de l a surface S : 

Soi t P un point quelconque de l a sur face S et t une d i r e c t i o n donnée du p lan 

tangent en P à la surface S. L ' i n t e r s e c t i o n de S avec l e p lan ( P , t , a 3 ) est une 

courbe (c ) dé f in i e par deux a p p l i c a t i o n s 

t e ] a , b [ C R —*• £ a =s f a ( t ) , a = 1,2, 

et dont l e centre de courbure Q v é r i f i e • R.. a*. La courbure normale — de l a 

surface S au point P , pour l a d i r e c t i o n t donnée par l e rapport ( f 1 ) , / ( f 2 ) 1 * vaut 

t ( f a ) ' ( f e ) ' 

( 1 . 2 - 1 1 ) i r — . 
R N a „ ( f a ) ' ( f 8 ) ' 

A chaque d i rec t ion t on assoc ie de l a s o r t e une courbure normale de S. On montre que 
•* . 1 

lorsque t ba laye l e p lan tangent l e s courbures normales admettent un maximum —— 

et un minimum i — , appelées courbures p r i n c i p a l e s , respectivement assoc iées N * 

à des d i r e c t i o n s 2 t \ e t t 2 orthogonales appelées d i r e c t i o n s p r i n c i p a l e s de courbure . 

Les courbures pr inc ipa le s l / R „ et l / R M v é r i f i e n t l e s r e l a t i o n s 

Ni N 2 

H » h [h~ ) * i 0° ( courbure moyenne ) , 

I N_ N 2 

(1.2-12) , 
K « 2__ i - - fclfc2 - b 2 b J (courbure t o t a l e ) . 

\ V 1 2 1 2 

Ces cons idérat ions sont i l l u s t r é e s par l a F igure 1.2-1. 

La trois ième forme fondamentale de l a s u r f a c e ( c ) es t d é f i n i e par 
_______________________________———________________________ otn 

( 1 - 2 " 1 3 ) C a B - b a b X B " \x bfi " <W 

^.^AV-^S^^^ÂZ^ 1 ^n procédé commode pour r e t r o u v e r l a d é f i n i t i o n de ces t r o i s formes 

est de noter q u ' e l l e s sont respectivement as soc iées aux t r o i s produ i t s s c a l a i r e s 

p o s s i b l e s des d i f f é r e n t i e l l e s d j , d a 3 : 

/ d j . d j • a . d £ a d Ç B , 
l ap 

| - d î . d a 3 = b a B d Ç a d Ç B , 

\ d a 3 . d a 3 • d£° d Ç B . | 
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Figure 1.2-1 
i 

1 .3 . D ^ K A T I O N ^ C O y ^ ^ g : 

La base l o c a l e ( a ^ - a ^ , ^ ) n ' e s t n i normée, n i or thogonale . Le problème de l a 

d é r i v a t i o n dans une t e l l e b a s e e s t s i m p l i f i é par l ' i n t r o d u c t i o n des symboles de 

C h r i s t o f f e l et de l a not ion de d é r i v é e covar iante . 

Les symboles de C h r i s t o f f e l r n , de l a surface sont d é f i n i ? par 

r nftr " f a r B ' W y " i ( a « 8 . Y + B « T , B - * B T . « > ' 

(1.3-2) r B y . r Y B - a r X 6 y - » . a y > 6 - a . a 6 ) Y . 

Remarque^^J^^. : Au l i e u de c e r t a i n s auteurs adoptent l e s notat ions r g a Y

 o u 

r B v a - " 1 
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Les composantes des dér ivées des vecteurs de base dans l e repère l o c a l sont 

données p a r l e s formules de Gau^s et de Weingarten : 

[ -*> y 

l a a , B * oB % aB & 3 ' 

( 1 . 3 - 3 ) (Gauss) 

( a , B " S - r B X a + b B a 3 ' 

( 1 . 3 - 1 * ) (Weingarten) * 3 a * * 3

 a

 = ~ b „ 

Les d é r i v é e s covariantes d'un tenseur de surface seront notées à l ' a i d e d'une 

b a r r e v e r t i c a l e ( | ) ; pour l e s tenseurs d ' o r d r e 1 et 2 i l v i ent p a r exemple : 

!

T I « T - r x T , , 
a I y a ,Y a Y X 

T » | = T + r » t x , 

|Y , Y X Y 

/ t | = t - r x t - r x t 
I aBJY aB,Y «Y >B B Y aX' 

( T « B | Y , T a 8 > Y + r « Y T « . r J v T » \ 

L'opéra t ion de d é r i v a t i o n covar iante n 'e s t pas en généra l commutative au con-

t r a i r e des dér ivées p a r t i e l l e s u s u e l l e s . On montre par exemple que 

( 1 . 3 - 7 ) T I - T I = ( b b % û - b h ) T X , 
O | B Y «IYB OY X6 a8 XY ' 

où 

m X XB _ _ X 
T = a T . , T g - a 0 X T . 

On notera que l e s tenseurs (a _ ) , ( a * * 8 ) , (e fl), ( e a P ) respectivement d é f i n i s en 

dp oi p 
( 1 . 2 - 1 ) ( 1 . 2 - 3 ) et ( 1 . 2 - 5 ) v é r i f i e n t 

( 1 . 3 - 8 ) a I » a o 6 | - e . I - e°6| = 0. 

« B | Y |Y <*B|Y IY 
Grâce à ( 1 . 3 - 5 ) l e s formules de Gauss s ' é c r i v e n t 

( 1 - 3 " 9 ) ^ | b = * 0 b V ^ l B ^ ê V 

et l ' o n convient de poser dans l e s formules de Weingarten : 
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Les c o e f f i c i e n t s de l a deuxième forme fondamentale v é r i f i e n t l e s r e l a t i o n s de 

Mainardi -Codazz i : 

( 1 - 3 " U ) b

a l | 2 - b a 2 | l • 

ou encore grâce à ( 1 . 3 - 8 ) 

(1.3-X2) * ° | 2 - ^ . 

En appl iquant l e s formules de Gauss et Weingarten au c a l c u l des d é r i v é e s p a r -

t i e l l e s d'un v e c t e u r quelconque 

(1 .3 -13) ? - $ ( £ ) - v " ^ • v% 

de £ 3 , i l v i e n t l ' é g a l i t é 

(1 .3- lU) » ( v X | -bV ) a \ + ( v 3 | + b , v X ) a , » ( v j ~b -v,)î X
 + ( v , I +bX

 v j a " 3 , 
,a |a a X |ct Xa 3 X|a Xa 3 3 | a a X 

où l ' o n a convenu de poser 

11-*-1» V 3 , a ' T 3 | „ -

Dans ces condi t ions v • es t un tenseur de sur face dont l e s dér ivées covar iantes 
3 | a 

sont données p a r 

(1.3-16) v I „ « Y , L * v , „ - r x v ^ 
3 | a B 3 | 0 a 3 , a 0 0 8 3,X • 

CHAPITRE 2 - MODELISATION D ' U T I L COQUE 

2 2 X ^ ^ X 1 0 5 : N n , i r > décrivons i c i l a modé l i sa t ion de KOITER [ 1 ] { ?} p u r 1 * c a s de 

p e t i t e s déformations de 3a coque. Cette modél i sa t ion prt e ssent ie l lement obtenue de 

l a façon suivante : on considère l a coque comme un m i l i e u continu t r i - d i r n e n s i o n n e l , 

d ' épa i s seur constante et "pet i te" , moyennant quoi on peut raisonnablement supposer 

que l ' é t a t de contrainte est approximativement p lan e t q u e l a d i s t r i b u t i o n des c o n -

t r a i n t e s p a r a l l è l e s à l a sur face moyenne de l a coque es t approximativement l i n é a i r e . 

Une f o i s ces hypothèses f a i t e s , on " intègre sur l ' é p a i s s e u r " l ' é n e r g i e de l a coque 

exprimée en coordonnées c u r v i l i g n e s a p p r o p r i é e s , ce q u i conduit à un problème ou 

l ' inconnue , i . e . , l e déplacement d'un point de l a s u r f a c e moyenne de l a coque, e s t 

une fonction de deux v a r i a b l e s seulement : l e s deux coordonnées c u r v i l i g n e s de l a 

surface moyenne de l a coque ( l ' o b t e n t i o n de l ' é n e r g i e d'une plaque mince est un cas 

p a r t i c u l i e r de ce p r o c é d é ) . 

2 . 1 . D E F ^ N J ^ T ^ ^ 

Nous déf in issons l a géométrie de l a coque à p a r t i r de l a d é f i n i t i o n de sa s u r -

face moyenne. Par analog ie avec l e Chapi tre 1 nous désignons par Q un ouvert borné 

d'un p lan £ 2 , de f r o n t i è r e T, A l o r s l a s u r f a c e moyenne S de l a coque est l ' image 

dans 6 3 de l 'ensemble ÏÏ par une car te î : 

( 2 . 1 - D • : U ^ 2 ) e n c £ 2 £ ( 0 e S 3. 

On note 9 S = $ ( r ) d'où S = S U JS, Tout comme au Chapi tre 1 n o u s supposons 4» et r 

suffisamment r é g u l i è r e s . En p a r t i c u l i e r tous l e s ' p o i n t s de S Font supposés r é g u l i e r s . 

Outre l e s deux coordonnées c u r v i l i g n e s qui nous ont permis d e d é f i n i r l a 

surface moyenne nous introduisons une t r o i s i è m e coordonnée c u r v i l i g n e ç 3 q u i est l a 

cote mesurée sur l a normale £ 3 à l a sur face S au point ^(Ç1 , £ 2 ) . Ce système de coor-

données c u r v i l i g n e s ( Ç 1 , ^ 2 , ^ 3 ) e s t . au moins 1 salement , un système d e coordonnées 

c u r v i l i g n e s de £ 3 généralement désigné par système de coordonnées normales . 

L ' é p a i s s e u r de l a coque étant d é f i n i e par une a p p l i c a t i o n 

( 2 . 1 - 2 ) e : {Zl,K2) e n -+ f* e R ; X > 0 ) , 

l a coque Q est a lor s l e sous-ensemble fermé de 6 3 d é f i n i par 

r e = (M G g 3

; ô$ = ÎU
1,? 2) + Ç 3 a 3 , (Ç1,?2) e Çi, 

( 2 # 1 ~ 3 ) f - | e ( ç l , Ç * ) < Ç3 < £ e U V . 2 ) } . 

Si l a fonction c est constante on d i t que l a coque es t d ' é p a i s s e u r constante . 

Les Mécaniciens disent qu'une coque es t mince s i , en tout point ${0 e S, 

l ' é p a i s s e u r e ( ^ 1 , Ç 2 ) es t "petite" (au p l u s de l ' o r d r e du ~ Q - ) devant l e minimum du 

module du rayon de courbure normal ( 1 . 2 - 1 1 ) . Dans l e cas c o n t r a i r e on par l e de 
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coque é p a i s s e . 

Nous dés ignerons par face supér ieure ( r e s p . i n f é r i e u r e ) l a sur face 

{M G 83; ÔM = Î U l , l 2 ) • § a 3 , U\KZ) € «} 

( r e s p . { M e S3 . . J ( ç i t Ç 2 ) . | j 3 ^ ( ^ , c 2 ) e n } ) , 

e t on a p p e l l e r a b o r d de l a coque l a sur face 

{ M € £3. g ) , î ( ç l , « 2 ) + Ç ^ , , ( Ç l , ç 2 ) 6 r . 

- | < ^ < | i . 

P a r l a s u i t e l a coque é tud iée s e r a supposée mince et d ' é p a i s s e u r constante en 

vue de s i m p l i f i e r l e s c a l c u l s . Mais i l n'y a u r a i t aucune d i f f i c u l t é e s s e n t i e l l e à 

g é n é r a l i s e r ce qui s u i t au cas des coques d 'épa i s seur v a r i a b l e . De même que nous 

avions d é f i n i au Paragraphe 1.1 un repère l o c a l en tout point de S nous u t i l i s o n s 

maintenant l e système des coordonnées c u r v i l i g n e s normales pour d é f i n i r un repère 

l o c a l en tout po int M de l a coque C . En dérivant l a r e l a t i o n Ôîï = ^ ( Ç 1 , Ç 2 ) + Ç 3 a3 

i l v i en t avec (1.1-3) e t (1.3- 1*) 

« g 3 » 0M^3 » a 3 . 

A i n s i l e s vec teurs g\ e t g 2 sont p a r a l l è l e s au plan tangent à l a coque en 

%{Zl,Z2). Pour montrer que l e s t r o i s vecteurs g. forment une base i l s u f f i t donc 

d ' é t a b l i r que gj*g2 * 0 en tous l e s po int s de l a coque. Les r e l a t i o n s (1.2-U) et 

(1.2-12) entra înent 

! l * g 2 » ( l - 2 Ç 3 h > U 3 ) 2 K ) \ £ a 3 . 

Comme l e s rayons de courbure p r i n c i p a u x sont des extrema des rayons de courbure 

normaux on a 

| h | < — , | K | < , 

m i n | R N | ( m i n | R N | ) 2 

où m i n | R N | est c a l c u l é au po int ^ ( Ç 1 , ^ 2 ) pour toutes l e s sec t ions normales p o s s i b l e s . 

Ceci nous conduit à supposer | R N | # 0 en tou3 l e s points de ou , comme ïl es t compact, 

q u ' i l e x i s t e nombre r é e l a > 0 t e l que m i n | R N | > a > 0 pour tous l e s points de S. Cette 

hypothèse , qui e s t du r e s t e l a s e u l e hypothèse que nous ferons sur l a géométrie de 

l a sur face moyenne, n ' e s t en p r a t i q u e nullement r e s t r i c t i v e . A l o r s l 'hypothèse de 

coque mince ( e ( £ l , Ç 2 ) < - j Q » i n | R N | ) en tra îne 

Par s u i t e 
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1 - 2 Ç 3 „ + ( £ 3 )

2

K > 1 . | _ + _ l _ = _ B l > 0 i 

d'où g i*g2 * 0. La F igure 2 .3-1 i l l u s t r e ces c o n s i d é r a t i o n s . 

^^^^^^^^^^ 

Figure 2.1-1 

La géométrie de l a coque C a i n s i d é f i n i e s e r t constamment par l a suite de con-

f i g u r a t i o n de r é f é r e n c e . En e f f e t nous étudions dans ce t r a v a i l l e s problèmes s t a t i o n -

n a i r e s de coque répondant à l a d e s c r i p t i o n suivante (une formulation préc ise est 

donnée au Chapitre 3 ) . So i t C l a conf igurat ion de l a coque avant déformation. Nous 

supposons que l a coque es t encastrée sur une p a r t i e de son bord et soumise à une 

cer ta ine d i s t r i b u t i o n de forces de volume et de forces de surface s'exerçant sur les 

faces supérieure et i n f é r i e u r e de l a coque, a i n s i que mr l a p a r t i e du bord non 

encas trée . Sous l ' a c t i o n de ces forces l a coque se déforme et prend une nouvelle con-

f i g u r a t i o n C * . Connaissant l e s constantes physiques carac tér i sant l e matériau 

composant l a coque, l a conf igurat ion i n i t i a l e Ç , l a d i s t r i b u t i o n des forces a p p l i -

quées et l e s condi t ions aux l i m i t e s l e problème cons is te à déterminer les dép lace -

ments des po ints de C . On peut a l o r s en déduire l e s déformations et l e s contraintes 

• 
en tout po int de C . 
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Selon l ' u s a g e nous notons par l a suit*» à l'aid#> d'une m£me l e t t r e l e s v a r i a b l e s 

correspondantes avant et après déformation,une b a r r e supér ieure d i s t inguant l a 

v a r i a b l e de l a conf igurat ion déformée. 

2 ,2 . g WJJATTQN D,gS n _pjygpyATJgNS r i gQUQl^JgQQU^^lBS^* 

L'éva lua t ion des déformations de l a coque engendrées par l e passage de l a c o n f i -

guration i n i t i a l e C à l a conf igura t ion f i n a l e C suppose, entre a u t r e s , l a con-

naissance des géométries de ces deux c o n f i g u r a t i o n s . Pans ] e Chapi tre 1 nous avons 

rappelé toutes l e s c a r a c t é r i s t i q u e s géométriques de l a sur face moyenne de l a coque 

non déformée p u i s dans l e Paragraphe 2.1 nous avons d é f i n i l a géométrie de l a c o q u e C , 

I l nous r e s t e maintenant à e f f e c t u e r une démarche analogue pour l a conf igura t ion C * 

de l a coque déformée. 

Géométrie de l a sur face moyenne déformée : 

Soit P l a pos i t i on d'une p a r t i c u l e quelconque de l a sur face moyenne de l a 

coque avant déformation; après déformation ce t t e même p a r t i c u l e occupe l a p o s i t i o n P . 

Le vecteur 

3 = u ( Ç l , Ç 2 ) = PP 

est appelé vecteur déplacement du point P . On pose 

. , -*• ->i i 
( 2 . 2 - 1 ) u = u^ a » u a^. 

Les t r o i s fonct ions u^ : ( Ç 1 , ^ 2 ) € Tï ~+ \x^(0 *ZZ) F R sont l e s inconnues ( p r i n c i p a l e s ) 

du problème. 

Lorsque (Ç*,Ç2) d é c r i t l 'ensemble ÎT • fl, U r l e point P d é c r i t l a sur face moyenne 

déformée. De l a r e l a t i o n 

O P = Ô Î + u = } + u 

on déduit grâce aux r e l a t i o n s ( 1 . 1 - 3 ) e t (1 .3-1*») l ' e x p r e s s i o n des vecteurs 

( 2 . 2 - 2 ) ï - ( £ = ( 6 * + u X | -bV ) a . • (u 3 1 +bV ) a , . 

o , a a Ia a 3 A | a a A 3 

Nous verrons au Paragraphe 2.3 que ces deux vecteurs sont l inéairement indépendants. 

I l est a l o r s p o s s i b l e de d é f i n i r un vec teur " 3 norme et orthogonal aux deux premiers: 
-> 

( 2 . 2 - 3 ) 7 3 = . 

| β"i*β 2 | 

•+ 

Les t r o i s vec teurs â \ forment donc une base l o c a l e de £ 3 , analogue à l a base 

a\ i n t r o d u i t e au Chapi tre 1 . De l a connaissance de ce t te base l o c a l e a^ on déduit 

l e s c a r a c t é r i s t i q u e s géométriques de l a sur face moyenne déformée comme on l ' a f a i t 

au Chapitre 1 . 
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Géométrie de l a coque déformée Ç*: 

Pour d é f i n i r C on p o u r r a i t , p a r a n a l o g i e avec l a d é f i n i t i o n de l a surface moyenne 

déformée, in troduire l e champ des déplacements des p a r t i c u l e s de l a coque C au cours 

de l a déformation. C'est par exemple l a démarche retenue dans l a modél i sat ion de 

l ' é l a s t i c i t é t r id imens ionne l l e . Les t h é o r i e s de coqu*> proposées par LOVE, KIRCHHOFF, 

KOITER reposent sur une démarche fondamentalement d i f f é r e n t e : ces auteurs déduisent de 

l a connaissance du champ du déplacement de l a seu le sur face moyenne de l a coque une 

approximation s a t i s f a i s a n t e des d iverses c a r a c t é r i s t i q u e s de l a coque déformée : tout 

d'abord l a géométrie (à p a r t i r du champ du déplacement) * l e s déformations , l es 

contra in tes . . . . L ' i n t é r ê t du passage d'une t h é o r i e t r id imens ionne l l e à une théor i e 

b id imens ionne l l e est é v i d e n t , ne s e r a i t - c e que du seul point de vue de l a r é s o l u t i o n 

numérique. Ces théor ies approchées reposent sur un c e r t a i n nombre d'hypothèses. Nous 

rappelons c i -dessous l e s deux fami l l e s d'hypothèses l e s p lus répandues , renvoyant à 

KOITER [ 1 ] p p . 15-l6 pour une analyse a p p r o f o n d i e . 

Première f a m i l l e d'hypothèses (LOVE-KIRCHHOFF) : 

Les normales à l a surface moyenne non déformée, considérées comme des ensembles 

de points de l a coque 

( i ) r e s tent normales à l a surface moyenne déformée ; 

( i i ) ne changent pas de longueur . | 

Plus précisément s i nous désignons par M l a p o s i t i o n d'une p a r t i c u l e quelconque 

de C » P a r p l a project ion de M sur l a sur face moyenne de C , par M et P l e s p o s i -

t i o n s re spec t ive s de ces mêmes p a r t i c u l e s après déformat ion , a l o r s l e s hypothèses de 

base c i -dessus équivalent à : 

—+. — • — • 

(2.2-U) OM = OP + F,3 â 3 , 

d'où par ana log ie avec l e Paragraphe 2.1 : 

(2 .P-5) g = OM «= ( * V - F , 3 b V ) â . 

On montre au Paragraphe 2.3 que ces deux vecteurs sont l inéairement indépendants ce 

qui permet de d é f i n i r 

-> 

+ 5*1x G2 

(2.2-6) g 3 = _ ^ . 
181**2I 

Les t r o i s vecteurs g j , g"2» ^3 f o r e n t a l o r s une base l o c a l e en chaque point de l a 

coque déformée C • 
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Deuxième f a m i l l e d'hypothèses (hypothèse s ta t ique de contraintes p l a n e s ) . 

( i ) l e s normales à l a s u r f a c e moyenne non déformée, considérées comme des 

ensembles de p o i n t s de l a coque, r e s t en t normales à l a surface moyenne déformée: 

( i i ) au cours de l a déformation l e s contraintes sont approximativement planes 

et p a r a l l è l e s au p l a n tangent à l a surface moyenne. g 

En raisonnant t o u j o u r s sur l e s p o s i t i o n s M et P ( r e s p . M et P ) des deux p a r t i -

cules de l a c o n f i g u r a t i o n non déformée C ( r e s p . déformée C*) de l a coque l a p r e -

mière des deux hypothèses c i - d e s s u s entra îne (comparer à ( 2 . 2 - U ) ) : 

(2 .2-7) OM - OP + p a"3, 

d e _ _ 1 # 

où p e s t l a cote/M mesurée s u r ( P , a 3 ) . Ceci rev ient à d i r e que l a coque déformée C 

est rapportée à un nouveau système de coordonnées c u r v i l i g n e s (Ç 1^ 2,^ 3) d i f f é r a n t 

du système i n i t i a l ( Ç l

f £ 2 , Ç 3 ) p a r l a tro i s ième coordonnée. I l semble que l ' o n puisse 

supposer, en première approximation au moins, que p ne dépend pas de Ç1 et £ 2 ; on 

montre a l o r s ( c f . KOITER [ 1 ] page 1 5 ; on pourra également consul ter NAGHDI [ 1 ] §U) 

que l 'hypothèse ( i i ) permet de déterminer P . La r e l a t i o n (2.2-7) permet de d é f i n i r 

en chaque po int R de C un r e p è r e l o c a l 

( i = ( 5 A - b x rSa\, 
l a a a X 
/ - d p -
\ 83 ∉ £ £ T a 3 » 

c a r l e s vec teurs g i e t "£2 s o r r t l inéa irement indépendants ( c f . P a r a g r a j h e 2 . 3 ) . 

Suivant KOITER [ 1 ] nous supposerons par l a su i t e que l e s hypothèses de l a seconde 

f a m i l l e sont v é r i f i é e s . 

Les géométries de l a s u r f a c e moyenne et de l a coque avant et après déformation 

étant p r é c i s é e s , nous sommes en mesure d ' é v a l u e r l e tenseur de déformation de l a 

coque dans l a c o n f i g u r a t i o n C . Nature l lement , dans l a conf igurat ion C» l a coque 

es t au repos et l e s t enseurs de déformation et de contrainte sont n u l s . 

Pour un m i l i e u continu t r id imens ionne l l e tenseur de déformation a pour e x p r e s -

s ion 

(2.2-9) ^ - K j - 8 i j ) 

où g\ . ( r e s p . g ^ . ) es t l e t enseur métrique du m i l i e u continu dans l a conf igurat ion 

déformée ( r e s p . non d é f o r m é e ) , pour une même parsmétr i sat ion ( Ç 1 , ^ 2 , ^ 3 ) . L'exposant * 

qui appara î t en (2.2-9) d i s t i n g u e l e s tenseurs d é f i n i s sur £ 3 des tenseurs de 

s u r f a c e . 

Les r e l a t i o n s ( 2 . 1 - U ) (2 ,2-3) (2.2-8) et ( 1 . 2 - 1 2 ) entraînent en p a r t i c u l i e r 
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1 1 _ 2 

£ o = R * S „ = a « - 2 b J p + c ( E 3 ) , 
aB a J B aB aB oB ' 

g , 5 5 g . = g" _ = g", = 0 . 
a3 3a a3 3a 

d'hypothèse ( i m p l i c i t e dans toute cette t h é o r i e ) de "pet i tes" déformations, jo inte 
2 ' 2 

i c e l l e de coque mince permet d'une p a r t , de n é g l i g e r l e s termes en ( p ) et ( p ) 

l ' a u t r e p a r t de remplacer P par C 3 dans g a l o r s à p a r t i r de ( 2 . 2 - 9 ) 
. aB 

(2 .2-10) 

\ i - Y 3a = ° « 

Enfin pour un matériau é l a s t i q u e homogène i so trope v é r i f i a n t l a l o i de Hooke 

i l es t f a c i l e de v é r i f i e r que l 'hypothèse de contra intes planes entraîne 

(2.2-11) Y33 Y„ = * V B X , 

j désignant l e c o e f f i c i e n t de Poisson du matér iau . En d 'autres termes, ces r e l a t i o 

nontrent que l ' é v a l u a t i o n du tenseur des déformations de l a coque C se ramène à 

l ' é v a l u a t i o n des deux tenseurs de sur face suivante : 

(i ) Lr» tenseur de déformation de l a sur face moyenne 

( i i ) Le tenseur de changement de courbure 

( 2 - 2 " 1 3 ) ' . B = \ 6 - b « B • 

L ' o r i g i n e des a p p e l l a t i o n s de ces deux tenseurs est évidente pour le premier. 

Pour l e second e l l e provient de ce que l a seconde forme fondamentale de l a surface 

permet d ' é v a l u e r l e s courbures normales . S ignalons que s i l a dé f in i t ion du tenseur 

Y . est commune à l a p lupart des théor i e s de coque, i l n'en va pas de même de l a 
aB 

seconde. A i n s i KOITER [ 1 ] s i g n a l e d ' a u t r e s choix p o s s i b l e s pour l e tenseur de chan 

cernent de courbure ayant peu d ' inc idence sur l a v a l e u r de l ' i n t é g r a l e d 'énerg ie . 

Mentionnons enf in que l a notat ion o" n e s t c e l l e de KO T TER [ 1 1 . 

Nous terminons ce paragraphe en déterminant l e s r e l a t i o n s entre l e s tenseurs 

Y g et ô" g et l e s composantes u^ du déplacement d é f i n i e s en (2 2 - 1 ) . Comme nous 

nous l imi tons i c i au modèle l i n é a i r e toutes ces r e l a t i o n s seront l i n é a r i s é e s . Nous 

renvoyons à KOITER ( I l pour l ' é t u d e du modèle non l i n é a i r e . 

Les r e l a t i o n s (2.2-2) et (2 .2 -12) donnent tout d 'abord l ' express ion suivante 

pour l e tenseur l i n é a r i s é de déformation de l a sur face moyenne : 

1 , X 
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Pour c a l c u l e r p » b ^ " b

a B

 n o u s partons de l a r e l a t i o n (1 .2-9) , i . e . , 

^ - B " V * B , « ' 

En l i n é a r i s a n t l ' e x p r e s s i o n (2.2-3) dans l a q u e l l e l e s vecteurs a\ e t sont 

c a l c u l é s grâce à (2 .2 -2 ) , on o b t i e n t 

( 2 . 2 - 1 5 ) V - ( U 3 | - + b a V S < , + Ξ 3 -

Grâce aux formules de Gauss (1.3-3) et de Weingarten (1.3-U) on c a l c u l e , à p a r t i r de 

(2.2-2), l ' e x p r e s s i o n de â", . 1 1 r e s t e a l o r s à f a i r e l e produi t s c a l a i r e donnant 

b et à " l i n é a r i s e r " l e r é s u l t a t . Ceci conduit pour l e tenseur ~ „ 3 b „ - b „ à 
op «B o6 08 

l ' e x p r e s s i o n suivante : 

(2.2-16) J « « u . • b î , u , • b X u . + b X u , , a - c „ u „ . 
aB 3 |a8 6 | a X B X|a a X j B a B 3 

La symétrie du tenseur o e s t une conséquence des r e l a t i o n s de Mainard i -Codazz i 

(1.3-12) et des r e l a t i o n s (1.3-16). 

Avant de passer à l ' é v a l u a t i o n des contra intes pour une coque mince i l es t i n t é -

ressant de donner une i n t e r p r é t a t i o n géométrique de l a déformation de l a sur face moyen-

ne . C e l l e - c i s ' a v é r e r a u t i l e dans l a démonstration du Théorème du mouvement r i g i d e . 

2.3. £E^raaftgQB,gBQW^?mPRPETO*^^ 
Cette i n t e r p r é t a t i o n p r é c i s e l e s t rans format ions géométriques qui permettent de 

passer du r e p è r e l o c a l ( P , a . ) de l a s u r f a c e moyenne non déformée au repère l o c a l 

(P~,a". ) de l a s u r f a c e moyenne déformée. I l e s t f a c i l e de v é r i f i e r que l e s r e l a t i o n s 

(2.2-2) et (2.2-15) peuvent s ' é c r i r e : 

(2.3-1) a a« a a * Y j l a 0 • * * V 

(2.3-2) a 3 - a 3 • <P * a 3 , 

avec 

(2.3-3) Y* - a 3 X Y X a , yXa donné p a r (2.2-lU) , 

(2.3-U) £ « e X e a . • na"3 , c X 0 e s t donné par (1 .2-5) , 
P A 

( 2 - * - 5 ) • $ " U 3 | B + , ' b u « ' 

(2.3-6) Q - | c » B « , a 6 - i e

a B u e | a , 

( 2 . 3 - T ) " a B 4 ( U B | - - U - | B ) ' S B " ' 

Dans l e s formules (2.3-U) et (2.3-5) nous avons u t i l i s é l e s no ta t ions ccnsacrées 

4>0 qui n'ont r i e n de commun avec l a c a r t e if. 
P 
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A i n s i l e passage de l a base l o c a l e (a , a . ) avant déformation à l a base l o c a l e 
"* et •' 

( a Œ , a ) après déformation s 'e f fec tue ( t o u j o u r s dans l 'hypothèse de "pet i tes" d é f o r -

mations) en t r o i s étapes . 

( i ) Une t r a n s l a t i o n PP qui n ' a p p a r a î t pas dans l e s r e l a t i o n s ( 2 . 3 - 1 ) ( 2 . 3 - 2 ) . 

( i i ) U"1" déformation pure qui se t r a d u i t par l ' a d d i t i o n du vec teur y a au v e c -

-v ; — . ^ " 
teur a a » c e qui j u s t i f i e l ' a p p e l l a t i o n de tenseur de déformation l i n é a r i s é de l a 
surface moyenne pour y _. 

o S ^ -v 
( i i i ) Une r o t a t i o n d 'ang le y> , P l u s précisément <p admet l e s composantes suivantes: 

D'une p a r t l a composante U 9 e**̂  a dans l e p lan tangent à l a surface non déformée 
n 8 ex-

ce qui j u s t i f i e l ' a p p e l l a t i o n de r o t a t i o n de l a normale à l a surface moyenne donnée 

au vecteur de composantes <f» ; D'autre p a r t l a composante Ha 3 sur l a normale à l a s u r -

a 
face moyenne non déformée. Ceci j u s t i f i e l e s a p p e l l a t i o n s de tenseur de r o t a t i o n de 

l a surface moyenne pour l e tenseur et de r o t a t i o n autour de l a normale pour l e 

s cal f**re n . 

Cette i n t e r p r é t a t i o n géométrique es t i l l u s t r é e par l a F i g u r e 2 . 3 - 1 . 

Déformation Robabion 

1 . t *ï MA 

\ » ifa 
\fi \Translabion 

Figure 2 . 3 - 1 . 

Nous sommes maintenant eji mesure de démontrer l ' a s s e r t i o n du Paragraphe 2.2 

selon l a q u e l l e l e s vecteurs â i , a 2 d'une p a r t , l e s vec teurs g j , f,2 d ' a u t r e p a r t sont 
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Les vecteurs a ! , a 2 sont l inéa irement indépendants : 

Grâce aux r e l a t i o n s (2.3-1) (2 .3 -U) l e produit v e c t o r i e l â i* a ~ 2 s 'exprime sous 

l a forme s u i v a n t e , en se l i m i t a n t aux termes l i n é a i r e s : 

n i ^ v £ { - ^ ? + ( l + Y ^ ) a 3 } . 

L'hypothèse de p e t i t e s déformations entra îne que l a composante de ce p r o d u i t v e c t o -

r i e l àTjxa^ sur l e vec teur a 3 e s t d i f f é r e n t e de zéro en tout p o i n t . P a r conséquent, 

l e s v e c t e u r s ai et a 2 sont l inéa irement indépendants. 

-*• -> 

Les vecteurs , g 2 sont l inéa irement indépendants : 

Partant de l ' e x p r e s s i o n (2 .2 -8) , i . e , 

a a a A 

un c a l c u l analogue à c e l u i du Paragraphe 2.1 conduit à 

(2.3-8) i x x g 2 =* [1-2HÇ 3 +K(? 3 ) ] > / â a " 3 . 

Dans ce t te express ion l e s paramètres H et K désignent respectivement l e s courbures 

moyenne et t o t a l e de l a sur face moyenne défoimée. P lus précisément, par a n a l o g i e avec 

l e s r e l a t i o n s (1.2-12) on a 

H * i b 0 1 , K » b 1 b 2 - b 2 b 1 . 
2 a ' 1 2 1 2 

Mais a l o r s l a d é f i n i t i o n (2.2-13) du tenseur de changement de courbure p a e n t r a î n e , 

en p a r t i c u l i e r , 

so i t 

K = K + b } o 2 + b£p~} - b 2 " ^ - b i p 2 + p } 7 2 . - P 2 ^ • 

On r e p o r t e a l o r s ces expres s ions dans (2.3-8) . Pour montrer que l ' e x p r e s s i o n entre 

crochets est d i f f é r e n t e de 0 i l s u f f i t de procéder par ana log ie avec l e raisonnement 

du Paragraphe 2.1 en observant d'une p a r t que sur l e compact S = S U as l e s a p p l i c a -

t i o n s continues ( £ l , S 2 ) e Q « (1 U r b " sont uniformément b o r n é e s , d 'au tre p a r t 

que l 'hypothèse de "pet i t e s" déformations entraîne p "pet i t" . 
P 

2.u. EVAgjATiooEs comhim^xm^jm^Qm^mebse. 
On montre ( c f . KOITER [ l j par exemple) qu'une éva luat ion s a t i s f a i s a n t e des con-

t r a i n t e s dans l a coque déformée C * peut ê t r e f a i t e , tout comme pour l e s déformat ions , 

à p a r t i r de deux tenseurs de s u r f a c e » P lus précisément, avec l e s notat ions de 

KOITER [ 1 ] , on i n t r o d u i t : 
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( i ) Le tenseur symétrique des r é s u l t a n t e s tangent iel l e s de contraintesn**^. 

( i i ) Le tenseur symétrique de couples de contraintes m1^ 

En supposant que l e matériau const i tuant l a coque est é l a s t i q u e , homogène et 

i s o t r o p e , que l e s déformations sont "pet i tes" , que l ' é t a t de contrainte est approx i -

mativement p lan et p a r a l l è l e au p lan tangent à l a sur face moyenne de l a coque, on 

obt ient l e s r e l a t i o n s suivantes : 

( 2 . 1 . - 1 ) H* 6 = e rf6^ v , 
AU 

( 2 . U - 2 ) i ? 1 6 = f ~ E a B A " 7 , 

12 Ali 

où e désigne l ' é p a i s s e u r de l a coque et E a ^ P l e tenseur de "module é las t ique" pour 

des contra intes p lanes : 

où E , v désignent respectivement l e module de Young et l e coe f f i c i en t de Poisson du 

matér iau . Grâce aux r e l a t i o n s (2 .2 - lU) et (2.2-16) i l es t donc poss ib l e d 'évaluer 

l e s con tra in te s en fonction des composantes du déplacement. 

2.5. IdSSE^SLM^WS^^ : 

L ' é n e r g i e de déformation a pour express ion 

a ( v , v ) = (n Y„ a+m o J d S . 
Jg an ap 

L ' i n t é g r a t i o n porte sur l a sur face moyenne non déformée puisque toutes l e s fonctions 

qui apparaissent ont été d é f i n i e s sur S. Grâce à (2.U-1) à (2.U-3) on obtient auss i 

= ] { ( 1 - V ) Y £ ( V ) Y ^ ( V ) • V Y " ( V ) Y ^ ( V ) + 

(2.5-1) S 

~ i ( l - v ) ~ * ( v ) p * ( v ) + ^ ( v ï n ^ v n j d S 

s o i t encore comme dS = d Ç l d Ç 2 (1.2-8) 

» [ f £ - 2 { ( i - v ) Y " ( v ) Y » ( ^ ) * ^ ( v h ^ v ) • 

xd P a. a p 

2.6. LE TRAVAIL DES. FORCES EXTERIEURES : 

Nous désignons par 

/ ^ -> i -> 
(2.6-1) P " P a i 

\n r é su l tan t e sur l a sur face moyenne des forces de surface et des forces de volume 

appl iquées à l a coque. On suppose pour s i m p l i f i e r q u ' i l n'y a pas de couples de 
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Les r é s u l t a n t e et couple de forces s ' exercant sur l a p a r t i e 9Sj = ^>(r^) du 

bord de l a surface moyenne sont notés 

( N - N 1 a. , 

( 2 - 6 ' 2 ) I » . e M 8 a" 
aB 

On suppose que l e couple M es t dans l e plan tangent à l a sur face moyenne. 

A l o r s 3e t r a v a i l de ces forces e x t é r i e u r e s dans un déplacement v = v^ a 1 vaut 

f ( v ) = I p . v dS + (N.'v + M , £ ) d s , 

où *f> désigne l e vec teur de r o t a t i o n d é f i n i en ( 2 . 3 - U ) . En outre l a coque est sup-

posée encastrée sur l a p a r t i e complémentaire 9S 0 = 9S - 3Sj de l a f r o n t i è r e de sa 

surface moyenne. So i t r 0 et ?i l e s p a r t i e s de V dont l e s images par $ sont 3Sn et 

3 S j , respect ivement . A l o r s , s i t —•» Ç° * f ° ( t ) sont l e s équations paramétriques de 

T j , l e s éléments d i f f é r e n t i e l s dS et ds sont donnés par l e s r e l a t i o n s ( 1 . 2 - 8 ) et 

( 1 . 2 - 2 ) , respect ivement . Ces r e l a t i o n s , j o i n t e s à l ' e x p r e s s i o n de f ( 2 . 3 - U ) , i . e . , 

? » £ X B •g a x + 0 a"3, 

entraînent avec (2 .6 -1 ) ( 2 . 6 - 2 ) : 

(2 .6-3) f ( v ) - f p V Va^d* 1 d Ç 2 + f ( N V + M 6 * ( ? ) ) V a . ( f a ) ' ( f X ) ' d t . 

Ici
 1

 'Tx 1 8 X 
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CHAPITRE 3 : COORDONNEES CURVILIGNES ET NORMES EQUIVALENTES. 

ORIjENTATION : Les formules (2 .2 - lU) et (2.2-16) donnent l e s express ions des tenseurs 
Y a6 e * P a 8 e n ^ o n c ^ ^ o n ^ e s composantes du déplacement et des c a r a c t é r i s t i q u e s géomé-

t r i q u e s de l a surface S. Par su i t e l ' é n e r g i e p o t e n t i e l l e a ( v , v ) , d é f i n i e en (2.5-2) 

s'exprime à l ' a i d e 

( i ) des composantes covariantes du déplacement u sur l e s bases l o c a l e s a 1 ; 

( i i ) d ' intégrat ions sur l a sur face moyenne S; 

( i i i ) de dérivées covar iante s . 

Dans ce Chapitre nous a l l o n s d é f i n i r de nouve l l e s normes, équiva lentes aux 

normes c l a s s i q u e s , et u t i l i s a n t l e s t r o i s c a r a c t é r i s t i q u e s c i - d e s s u s . Ces équ iva-

lences reposent sur un certa in nombre d ' i n é g a l i t é s d ' o r i g i n e géométrique que nous 

préc i sons dans un premier paragraphe . 

3.1. gJELgjJES. I N E G A y - T J I S ^ ^ : 

Nous supposons désormais que l a car te $ d é f i n i e en (2.1-1) appart i en t à C 3 ( Ô ) 

et que tous l e s po int s de l a surface S * Î ( Q ) sont r é g u l i e r s ( a i x a ^ ^ C Î ) . A l o r s l e s 

a p p l i c a t i o n s a _ , a a 8 , a , b fl,b° b ° 8 et l e u r s d é r i v é e s premières , ,c sont cont i -

OP Œp P PY dp 

nues sur l 'ensemble compact C R 2 . Par s u i t e i l e x i s t e deux nombres r é e l s 

pj > 0 et 0 2 > 0 t e l s que 

( l a j , | . " | . | . | . IbJ. | b » | , | b ° B | , | a a p > x | , | a - > A | . l a j j 

(3.1-2) - P 2 < a i l » a 1 1 » a 22» a 2 2 , a-

Dans toute l a s u i t e , nous considérons l ' e s p a c e de Sobolev 

tf^n) - ( v G L 2 ( f t ) ; 3°v G L 2 ( Q ) , |ct| < m } . 

Muni du produi t s c a l a i r e 

( ( u ' v ) ) ™ . « * i.u L ^ 

l ' e s p a c e Hm(Q) est un espace de H i l b e r t . La norme associée au produi t s c a l a i r e 

es t notée 11 • Il 
m ,u 

Pour un tenseur de surface ( T ) , l e s i n é g a l i t é s (3.1-1) et (3.1-2) vont nous 

permettre de d é f i n i r des normes équiva lentes aux normes c l a s s i q u e s de L 2 ( î î ) et de 

H ^ Q ) . Des r é s u l t a t s de ce type f i g u r e n t dans ROUGEE f i l . 
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3 .2 . NORMFS^ EQLITVAI.EWTES. P ANS L 2 ( f t ) : 

I ^ t i ^ i ^ i ç j a ^ ^ i : S o i t une s u r f a c e S d é f i n i e comme en (2.1-1) . Nous d i r o n s qu'un 

tenseur de s u r f a c e ( T ) d ' o r d r e quelconque es t dans L 2 ( f t ) s i toutes ses composantes 

de vari?mce quelconque sont dans L 2 ( f t ) . g 

Comme l e passage entre composantes de natures d i f f é r e n t e s d'un même tenseur de 

surface ( T ) s ' e f f e c t u e au moyen des tenseurs a et a" 6 l e s r e l a t i o n s (3.1-1) (3.1-2) 

entra înent immédiatement : 

Iggp^JÏAJ&k. Pour qu'un tenseur de surface ( T ) soit dans L 2 ( f l ) i l faut et i l s u f f i t 

que toutes ses composantes d'une nature déterminée (par exemple e o v a r i a n t e s ) soient 

dans L 2 ( Q ) . J | 

llt![i^ill2JUZzZ^Z '• So i t un tenseur de surface (T) d 'ordre quelconque n , a p p a r t e -

nant à L 2 ( f l ) . Nous convenons de d é f i n i r l a norme de (T) dans L 2 ( f l ) par 

(3 .2 -1 ) | ( T ) | = f T JT I 2 ] 2 

a.-1,2 0 1 n 

K i < n 

• 
En f a i t pour d é f i n i r | ( T ) | on peut u t i l i s e r toutes l e s composantes d'une autre 

n a t u r e . Les i n é g a l i t é s (3 .1-1) et ( 3 . 1 - 2 ) v é r i f i é e s par l e s a et l e s a e n t r a î -

nent immédiatement : 

Lejraiie^^?.^^ : S i dans l a d é f i n i t i o n 3.2-2 on remplace toutes l e s composantes eova-

r i a n t e s de (T) par toutes l e s composantes d'une autre nature (mixtes ou contrava -

r i a n t e s ) on o b t i e n t de nouve l l e s normes équivalentes à c e l l e donnée en ( 3 . 2 - 1 ) . B 

Les normes précédentes sont d é f i n i e s par l ' i n t e r m é d i a i r e d'une i n t é g r a t i o n sur 

l ' o u v e r t Q. En p r a t i q u e nous aurons à cons idérer des i n t é g r a t i o n s sur l a sur face S; 

l ' é q u i v a l e n c e entre l e s deux i n t é g r a t i o n s est p r é c i s é e par l e Lemrae suivant : 

I emmc^3y : So i t f G L 2 (il) ; a l o r s l a fonct ionne l l e 

f -> (J I r l ç 1 , ^ ) ! ^ ] * 

est une norm*» sur L 2 ( f l ) é q u i v a l e n t e à* l a norme l f l L 2 ( ^ ^ « 

Démonstration : Ce r é s u l t a t e s t une conséquence immédiate de l a r e l a t i o n ( 1 . 2 - 8 ) , 

i . e , dS = Va" d £ l d Ç 2 et des i n é g a l i t é s (3.1-1) (3 .1 -2 ) . | 

Au Paragraphe 6,1 nous u t i l i s e r o n s l e Lemme suivant : 

î f f n m e ^ ^ . (R0UGEEJ01, : 

S o i t un tenseur ( T ) d ' o r d r e 2 d é f i n i sur l a surface S . On suppose que 

(T) G L 2 ( f t ) . A l o r s l a f o n c t i o n n e l l e 
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est, une norme ^gn - fy - lmte n. l a norme usue l l e | ( T ) I L 2 ) dé f in i e en ( 3 - 2 - 1 ) . g | 

3-3. i!23i2!!!^^ H x (n) : 

2££ÎI l iJLi230-^lcâ3i : So i t une sur face S d é f i n i e comme ( 2 . 1 - 1 ) . Nous dirons qu'un 

tenseur de rur faee (T) d 'ordre quelconque n est dans H 1 (Çl) s ' i l est dans L 2 ( f t ) et s i 

toutes l e s dér ivées premières u s u e l l e s , p r i s e s au sens de? d i s t r i b u t i o n s , de toutes 

ses composantes de var iance quelconque sont dans L 2 ( o ) . g 

Pour un tenseur de surface (T) l e s i n é g a l i t é s ( 3 . 1 - 1 . ) et ( 3 . 1 - 2 ) permettent 

d 'é tabl ir - une condit ion nécessa ire et su f f i san te d'appartenance à H ^ f t ) . 

L e j ^ j ^ ^ ^ - i : Une condit ion nécessa ire et su f f i sante pour qu'un tenseur de surface 

(T) appartienne à H 1(Q) est que toutes ses composantes d'une nature déterminée (cova-

r i a n t e s par exemple) et l e u r s dér ivées premières u s u e l l e s soient dans L 2 ( f l ) . 

Démonstration : 

So i t un tenseur de surface ( T ) , d ' o r d r e n , dans H*(Q) au sens de l a Déf in i t ion 

3 . 3 - 1 . A l o r s 

( 3 . 3 - 1 ) T e L 2 ( n ) et T , e L 2 ( P J . 

So i t à montrer que toutes l e s composantes de (T) de var iance quel connue sont dans 

HWQ) . Nous fp isons l a démonstration pour l e s composantes T v , l e même type 
r a\ •ai. • .ci 

de raisonnement s* appliquant à toutes l e s composantes d'une filtre n r t ' i r e . T o u t d'abord 

T V = a*" 2 T 
a i - a 3 . . . a n a i a 2 - - - a

n 

d'où 

T V * a * * 2 T + s J n 2 T 

/ i i -v r - "les hypothèses ( 3 . 3 - 1 ) et l e s i n é g a l i t é s ( "3 .1-1 ) entraînent immédiatement que 

T e H 1 ( f l ) . • 

r^fijnj^tion^^^ : So i t un tenseur de surface (T) d ' o r d r e n quelconque, appartenant 

à HMPJ. Nous convenons de d é f i n i r l a norme de (T) dans H 1 (o.) par 

( 3 . 3 - 2 ) l ^ l i . o - H ^ A . J i . a 1 ^ . . . ^ 1 2 ) 1 

Ki<éi • 
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Dans l a D é f i n i t i o n 3.3-2 i l convient de s ' a s s u r e r que l e remplacement des com-

posantes covar iantes de (T) par des composantes d'une autre nature conduit à l a 

d é f i n i t i o n de normes équiva lentes à c e l l e d é f i n i e en ( 3 . 3 - 2 ) . C'es t l ' o b j e t du Lemm~ 

suivant : 

i ^ ^ L i ^ S : Si dans l a D é f i n i t i o n 3.3-2 on remplace toutes l e s composantes cova-

r ian te s de (T) par toutes l e s composantes d'une autre nature on obt i ent une nouve l l e 

"orme, équ iva lente à c e l l e donnée en ( 3 . 3 - 1 ) . 

Démonstration : 

Considérons un tenseur de sur face (T) , d ' o r d r e n , appartenant à h M Q J . Soi t à 

v é r i f i e r que l a f o n c t i o n n e l l e 

( 3 . 3 - , ) | ( « ) | î . a - ( | ( T ) | ^ J I | * - r ? - , . . . ^ . x | 2 ] 4 -

i * 

est une norme de (T) dans HMfl), équiva lente à l a norme d é f i n i e par l a r e l a t i o n 

( 3 . 3 - 2 ) . Comme dans l a démonstration du Lemme 3.3-1 on aura 

T ° 2 - a Œ 2 V , T + a " 2 V

 T . 
a i ' a 3 . . , a n , X ,X a i v a 3 . . . a n a i v a 3 . . .o<.n , X 

Les i n é g a l i t é s ( 3 . 1 - 1 ) et l e Lemme 3.2-2 entraînent a l o r s l ' e x i s t e n c e d'une cons-

tante ci t e l l e que || (T) || ̂  ^ < Cj || (T ) || ̂  ^ . Inversement, l a r e l a t i o n 

v v 
T = a T + a T 

a i a 2 . . . a n , X a 2 v , X 0 1 * 0 3 . . . a n a 2 v a i » a 3 . . . a n , X , 

l e s i n é g a l i t é s ( 3 . 1 - 1 ) et l e Lemme 3.2-2 entraînent || ( T ) ^ Q < c 2 || ( T ) | | * fi»
 o u * c 2 

désigne une constante . 

Le même type de raisonnement s ' a p p l i q u e dans l e cas où on u t i l i s e toutes l e s 

composantes d'une autre n a t u r e . | 

Tout ce qui précède est r e l a t i f au cas de dér ivées u s u e l l e s ( p r i s e s au sens des 

d i s t r i b u t i o n s ) . Les lemmes suivants préc i sent c e r t a i n s cas où i l est p o s s i b l e de 

remplacer l e s d é r i v é e s u s u e l l e s par des dér ivées covar iantes ( cons idérées également 

comme d é f i n i e s au sens des d i s t r i b u t i o n s , par l ' i n t e r m é d i a i r e des r e l a t i o n s ( 1 . 3 - 5 ) . 

Lcrmn^j^-^ : Dans l a D é f i n i t i o n 3 .3-1 et dans l e Lemme 3.3-1 i l est l o i s i b l e d e 

remplacer l e s d é r i v é e s u s u e l l e s par des dér ivées c o v a r i a n t e s . 

Démonstration : 

So i t ( T ) un tenseur de s u r f a c e , d ' o r d r e n. D'après l e Lemme 3.3-1 on a 

l ' é q u i v a l e n c e : 
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(T) G h1 in) < — > { T G L 2 ( O ) , t G l 2 ( Q ) } . 

L ' extens ion des r e l a t i o n s ( 1 , 3 - 6 ) à des composantes do tenseurs de surface d 'ordre n 

donne par exemple 

i
T « = t - R V t - R M t 

— . • . - t 

V ral---an-l
v 

De cette r e l a t i o n et des i n é g a l i t é s ( 3 . 1 - 1 ) , on déduit immédiatement 

( 3 . 3 - 5 ) (T) G H M n ) < • - > (T G r , 2 ( Q ) , T - G \j2(q)\. 

Par a i l l e u r s , on montre que l a d é r i v a t i o n covariante d ' u n produit s ' e f f ec tue selon 

l e s mêmes r è g l e s que l a dér iva t ion u s u e l l e . A i n s i l ' e x p r e s s i o n 

• a 2 . . . o n v a 2 . . . a n 

admet pour dérivées covariantes 

1 1 , = a 1 , T + a 1 T 1 , 

ou encore , comme a a i V | ^ = 0 ( 1 . 3 - B ) : 

( 3 . 3 - 6 ) „ , « ! , = a a i V T , 

Par a n a l o g i e , on obtient toutes les dér ivées covar iantes de toutes les composantes 

de nature quelconque de (T) à l ' a i d e des dér ivées covar iantes des seules composantes 

covariantes de (T) et des tenseurs a ° ^ . Grâce aux i n é g a l i t é s ( 3 . 1 - 1 ) , on pourra rem-

placer dans l ' équ iva lence ( 3 . 3 - 5 ) toutes l e s composantes covariantes de (T) par 

toutes les composantes de (T) d'une autre n a t u r e . A ins i on a par exemple 

( T ) G H 1 ( P . ) > T ™ 1 G L 2 ( Q ) et ^ l I ç L2(Q). mm 

LZZZZ^^zli '• S i dnns l a r e l a t i o n ( 3 . 3 - 2 ) on mmpln'V» l a dérive»» u s w η l l f » r n r un" 

d ^ r i V É P ^ - ^ r i qnt c on obt ient une nouvel 3 r ' n o n " o'IM* v R»l,ente ΰ la TM'écédcnte . PI u R; 

généralement, s i dans l a r e l a t i o n ( 3 . 3 - ? ) on remplace toutes lrr- composantes cova-

r ian te s do ( T ) par toutes l e s composantes d'une autre nature et toutes 3 es dér ivée -

usue l l e s par des dér ivées covariantes on obt i ent de nouve l l e s normes nu i sont ι q u i 

valentes à l a norme || ( T ) | | ^ donnée en ( 3 . 3 - 2 ) . 

Démonstration : 

I l s u f f i t d ' é t a b l i r l a première p a r t i e du lemme. La seconde p a r t i e s 'obt ient 

-•i — ^ « • « i ™ * ffr.%p An» i n é g a l i t é s ( 3 . 1 - 1 ) et à des r e l a t i o n s du type ( 3 . 3 - 6 ) . 
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Posons : 

i ' 
Ki<h 

Les r e l a t i o n s (3.3-U) et l e s i n é g a l i t é s ( 3 . 1 - 1 ) entraînent l ' e x i s t e n c e d'une 

constante cx t e l l e que fl ( T ) ^ fl < cx ( ( ( T ) ^ ^ . Inversement , s i l ' o n é c r i t l a r e l a -

t ion (3.3-U) sous l a forme 

T = T l + r v T +. + r V T 
^ . . . a ^ X a l • * • °ri I x a l x v a 2 . . . a n * " c^X ^ . . . a ^ i v * 

on en d é d u i t , avec l e s i n é g a l i t é s ( 3 . 1 - 1 ) , l ' e x i s t e n c e d'une constante c 2 t e l l e que 

l l ( T ) l l i , n < c H I ( T ) » î , n - • 

En p a r t i c u l i e r nous serons amenés à u t i l i s e r l ' ex t ens ion suivante de l ' i n é g a -

l i t é de KORN ( c f . DUVAUT-LIONS [ 1 ] Chapitre 3 , HLAV AC EK-NEC AS [ 1] ) , qui ne ren tre 

pas dans l e champ d ' a p p l i c a t i o n s du Lemme 3.3-U : 

L e r o n e ^ ^ (ROUGEE [ 1 ] , Lemme 2.U) : 

So i t v W ^ a 0 un champ de vecteurs de l a surface S appartenant à (HMfl))3, au 

sens de l a D é f i n i t i o n 3.3-1* A l o r s l ' a p p l i c a t i o n 

« 3 . 3 - t , (l j g ( % ) * a S + ffl | ( v a | r 6 | a ) ] 2 a S } 2 

est une norme équ iva l en te à || ( v ) | ^ fl d é f i n i e en ( 3 . 3 - 2 ) . g 

Pour une a p p l i c a t i o n % suffisamment r é g u l i è r e on d é f i n i r a i t p a r ana log ie l ' a p -

partenance d * un tenseur ( T ) à II™(Çt) et l e s normes jj ( T ) | |^ ^ . 

Nous terminons ce Chapi tre par un r é s u l t a t d 'équivalence de norme sur ( h 1 ($1 )) 2 x 

H 2 ( i l ) a p p l i c a b l e au champ u du déplacement. 

NQRMES^^ (HMll ) ) 2 ^ 2 ^) : 

Le champ u du déplacement s ' é c r i t u = + u 3 a 3 f c Tout ce qui a été d i t dans 

l e s paragraphes précédents s ' a p p l i q u e aux composantes t a n g e n t i e l l e s u^ considérées 

comme composantes c o v a r i a n t e s du tenseur de surface u^a . Pour l a composante U3 

rappelons l e s r e l a t i o n s ( 1 . 3 - 1 5 ) et (1 .3 -16) : 

( U 3 | a " U 3 , a ' 
( 3 . U - 1 ) ) „X 

f u i = u — r u « v i i 
1 3|aB 3,aB aB 3,X 3|Bot . 

L e lemme c i -des sous rassemble quelques p r o p r i é t é s r e l a t i v e s aux dér ivées covar iantes 

premières et secondes de U3: 
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Soi t u 3 l a composante sur l a normale a 3 du champ de vecteurs u . On a l e s 

deux p r o p r i é t é s su ivantes : 

( i ) u 3 e H2(n) < - - > u , , e-HMn) et u . a g l2(q). 

3 | a 3 I rtB 

( i i ) 1 ' a p n l i c a t i o n 

(3 .1 . -2) u 3 6 H^to ) - [ | u 3 l 2

+ | « 3 ( l | 2 + | u , ) 2 | 2 . | u 3 | n P + |u 3| 1 2|
2 + |u 3 | 2 2l

2]* 

est une norme sur H 2 ( f l ) équ iva lente à l a norme u s u e l l e . 

Démon s tra t ion : 

La première p r o p r i é t é es t une conséquence immédiate des i n é g a l i t é s (3 .1 -1 ) et 

des r e l a t i o n s (3 .U-1) . 

Pour l a seconde p r o p r i é t é on v é r i f i e faci lement que l ' a p p l i c a t i o n ( 3 . ^ - 2 ) est 

une semi-norme sur H 2 ( q ) . Pour montrer que c 'est une norme équivalente à l a norme 

u s u e l l e , posons 

V - "3| l " "3.1 £ H l ( Q ) ' W = "3|2 - "3,2 € H ' ( Q ) -

Les fonct ions v ,w peuvent ê t re cons idérées , par «xemple , coî me l e s composantes 

covariantes d'un tendeur de surface (w) an-part, en an t à H * ( n ) . A ce t i t r e les normes 

( v , w ) € (HMn))2 - \\v\2+H2 • l ( | v J 2

+ | v I 2 ) ! 2 

L a = l , a ' a 1 

et 

( v , w ) G ( H l ( o ) ) 2 — | j v | 2 + | v | 2 + f ( K | J 2 + | w | a | 2 ) J 2 

sont é q u i v a l a n t e s , d 'après l e Lemme 3 . 3 - U . Pour conc lure , i l s u f f i t de remplacer dans 

l e s r e l a t i o n s d 'équivalence v et w par l e u r s va l eurs et d ' a j o u t e r | \a 3 | 2 dans chacun 

des membres. 5 

En rassemblant l e s r é s u l t a t s des Lemmes 3.3-5 et 3.U-1 nous obtenons immédiate-

ment : 

Temmr. 3 . U - 2 : So i t u • u a ° • u 3 a
3 . P r e n o n s u G H x (n) , u 3 G H 2 ( Q ) , i . e . , — a •* — a 

U G fa1(fl)l2*H2(fl). A l o r s l ' a p p l i c a t i o n 

* : u G [ H 1 fa)) 2 * H 2 ( n ) R, 

d é f i n i e par 

U ( u ) = { J u 1 | 2 + j u 2 | 2 ^ - | u 3 | 2 + | u 1 | 1 | 2 + | u 1 | 2 - . - u 2 | 1 j 2 + | u 2 | 2 | 2 + 

(3.U-3) ] 1 

( + | u 3 | l | 2 + | " 3 | 2 | 2 + | u 3 | l l | 2 + | u 3 | 1 2 | 2 + | " 3 | 2 2 | 2 } 2 

est une norme équiva lente à l a norme u s u e l l e . M 
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CHAPITRE U - LE PROBLEME VARIATIONNEL 

ORIENTATION : Dans ce Chapitre nous d é f i n i s s o n s l ' e s p a c e V des fonctions admiss ib les 

puis nous donnons l a formulation v a r i a t i o n n e l l e du problème. 

h.l. I / E S P A C E J D ^ J ^ N ^ n O N S ^ A m j ^ S S X g l j g g V : 

L ' é n e r g i e p o t e n t i e l l e é l a s t i q u e ( 2 . 5 - 2 ) et l e t r a v a i l des forces ex tér i eures 

( 2 . 6 - 3 ) sont des i n t é g r a l e s sur fi et sur T\ de fonct ions dépendant de deux coordon-

nées c u r v i l i g n e s ( Ç 1 , ? ; 2 ) . C'est pourquoi dans tout ce qui su i t l e domaine de ré férence 

sera non pas l a surface moyenne S mais l ' o u v e r t Q, l a géométrie de l a surface S 

apparaissant de manière i m p l i c i t e dans l e s c o e f f i c i e n t s v a r i a b l e s . 

L'examen des r e l a t i o n s ( 2 . 2 - l U ) et ( 2 . 2 - 1 6 ) , i . e . , 

Y « B = ïï(uB|a^Ua|B) " b a B u 3 • 

P - ^ u ^ i rt + b . i u. + b „ u , i + b u , i „ - c „ u . 
aB 3|o8 B |a X B A|a a X | B aB 3 

f a i t appara î t re que l e tenseur y _ dépend des fonct ions u. et u . tandis que l e 

aB i a,B 
tenseur n „ dépend des fonctions u . , u. et u . „ , / \ J £ —-.,4. -i«e trm'e 

aB i i , a 3 ,aB ^ U ] * U 2 * ^ . desinnant l e s t r o i s 

composantes covar iantes du déplacement u sur l a base l o c a l e a 1 . 

Les r é s u l t a t s du Chapitre 3 montrent a l o r s qu'une condit ion s u f f i s a n t e pour que 

l ' i n t é g r a l e ( 2 . 5 - 2 ) , donnant a ( v , v ) , a i t un sens , est que l a fonction v appartiennent 

à l ' e space ( h 1 (Q ) ) 2 * H 2 (p . ) . 

La condit ion d'encastrement in trodui te au Paragraphe 2 , 6 équivaut à 

( U . l - 1 ) u I = 5 , 9 x i i 3 | _ = 0 , 

mo v> J|r 0 

où v désigne l a normale u n i t a i r e e x t é r i e u r e à T et 3^ l ' o p é r a t e u r associé de d é r i v a -

t ion suivant l a normale e x t é r i e u r e . Nous su pinson s Tq mesurable , de mesure strictement 

po s it i v e . 

Dès l o r s , l ' e s p a c e des déplacements admiss ib le s $ est d é f i n i par 

( » i . . 1 - 2 ) $ « (v = ( v ! , v 2 , v 3 ) e ( h 1 ^ ) ] 2 * H 2(n); v | F o = 0 , 3 v v 3 = 0} . 

Muni du produit s c a l a i r e induit par ce lu i de ( h 1 ( f i )) 2 * H 2 (fl) : 

( U . l - 3 ) ( ( u , v ) ) = l ( ( u . . v . ) ) 1 Q + ( ( u 3 , v 3 ) ) 2 flf 

i = l ' ' 

l ' e s p a c e V est un espace de H i l b e r t . La norme assoc iée à ce produit s c a l a i r e s e r a 

notée 

(U.l-U) Il v M = [ ( ( v , v ) ) l 2 • 
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I l r e s t e maintenant à c h o i s i r convenabiemont In r é s u l t a n t e dos forces p ( 2 . 6 - 1 ) 

et l e s ré su l tante et couple de forces N, M ( ? . 6 - 2 ) de t-elle sor te que l e s in tégra les 

dé f in i s sant f (v ) en ( 2 . 6 - 3 ) a ient un sens . Porr r o i a r n u s prenons 

( ^ . 1 - 5 ) J e ( L 2 ( o j ) 3 , N,TΞ G f L 2 ( r ! ) ) 3 . 

En e f f e t l a re la t ion ( 2 . 3 - 5 ) d é f i n i t <fr = v , + b " v et l orsque v f=" $ l e s composantes 
B 31 " B a 

<t»6 6 HMl)- D ' ° ù U ) | ^ L2(r) ( c f . par exemple LI™TF-M/*0ENES f l ] ) . 

Dès l o r s , i l est l o i s i b l e de donner l e s formulat ions suivantes du problème. 

U . 2 . FORMULATION PU_ PROBLEME. 

A l a forme quadratique a ( v , v ) d é f i n i e en ( 2 . 5 - 2 ) nous associons l a forme b i l i n e a i r e 

f a ( u \ v ) = f ^ 2 { ( 1 - V ) Y " ( U ) V B ( V ) + v Y

n ( u ) Y ^ ( v ) + 
l ±-\> B a a r c 

( h 2 - 1 ) ] 2 r 1 
+ ( l - v ) o ^ ( u ) ô R ( v ) t v o a ( u ) ô ^ ( v ) } Vn"dç ldf , 2 . 

\ 1 2 |_ B a rj 6 ' 

Si l ' o n développe cet te expression en u t i l i s a n t l a convention de sommation sur les 

ind ices répé tés on v é r i f i e que l a forme b i l i n é a i r o a ( . , . ) a i n s i dé f in i e est symétrique. 

On obt ient a l o r s l e s deux formulations équiva lentes suivantes du problème : 

[ Pour p G ( l 2 ( Q ) ) 3 , î e ( L 2 ( r ! ) ) 3 , M e f L 2 ( 1̂  )1 3 , t rouver "u e V t e l que 

a(u , v ) = f ( v ) , V Î e f , 

où f est d é f i n i en ( 2 . 6 - 3 ) . 

Ou encore , comme l a forme b i l i n e a i r e a ( . , . ) est symétr ique, 

( Pour p e f L 2 f à ) ) 3 , îf €E ( L 2 ( r 1 ) ) 3 , M G f L 2 (Tj ) ] 3 . t rouver u G minimisant 

(U.2-3) ! l a fonct ionnel le 

| J : Î 6 Î ^ j ( v ) = \ a ( v , v ) - f ( v ) . 
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CHAPITRE 5 - LE THEOREME DU MOUVEMENT RIGIDE 

ORIENTATION : Nous montrons que si les tenseurs de déformation et de changement 

de courbure sont nuls pour un champ de déplacement vG (H 1 (ft)) 2xH2 (fl), alors ce dépla-

cement est un mouvement rigide, ou solidifiant. L'adjonction des conditions aux 

limites v| » u,3 vl = 0 entraîne v • 0 sur 0 • 
MO v3|ro 

5.1. LE, THEOREME Dy„M0UyjgMÊ ,,g3Çg|DE : 

Pour vG (H 1 (fl))2xH2(fl) nous posons 

(5.1-1) • ( * ) « {\yu(y)\2 • | y 1 2 ( v ) | 2 * | v 2 2 ( v ) | 2 + | p " n ( v ) | 2 * | " 1 2 ( v ) | 2 * 

+ IP~22(V)| 2} 2 

où | - | désigne la norme dans L 2 ( « ) et où les tenseurs de déformation et de changement 

de courbure sont respectivement donnés par les relations (2.2-lU) et (2.2-16) : 

( 5 - X - 2 ) - K l B ^ B l a 5 " b a B V 3 « 

(5.1-3) o"aB(v) - v 3 | a 6 * b ^ | a v x * b* v x | a + b* v x | 6 - c a 6 v 3 . 

Nous supposons que la surface (S) du Paragraphe 2.1 est définie à l'aide d'une 

carte ? G C 3 ( ? D . Alors les conditions ( i ) ( i i ) ci-dessous sont équivalentes : 

(5.1-U) U ( v ) « 0, vG (HMn)) 2*H 2(n). 

^ /où • est donnée par (5.1-1); 

(5.1-5) I v - t + B * | 

( i i ) |où î , B sont des vecteurs constants de 6 3 , * désignant le 

[produit vectoriel dans G 3 . 

Démonstration : 

EtapeJL : v « jf + î * } —> «(v) - 0 

Dérivons l'expression (5.1-5) par rapport à £ a . Comme le vecteur S est constant 

et comme a = «t , i l vient : 

v « 8 x a . 

Posons S • B 1 i \ . On notera que les composantes contravariantes B 1 sur la base locale 

a. sont des fonctions des Ç a . Avec les relations (1.2-U) qui donnent les produits 

vectoriels des le vecteur v ^ s'écrit 

,a aB po 

D'où 
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(5.1-6) y . » b v • c B 3 

B|a DBo 3 aS 9 

(5.1-7) r . » - b* v + r B \ 

en comparant avec l'expression (1.3-lU) donnant les dérivées partielles du vecteur 

v - v t a « v a £ , î . e . , 

(5.1-8) ^ - l , » , ^ ^ . ( . 3 | a + b x o „ ( V x I o . b x a V 3 ^ + { T j | B * a V x , î » . 

En reportant les relations (5.1-6) dans l'expression (5.1-2) on obtient immé-

diatment y _(v) • 0. aB 
D'autre part les règles de dérivation usuelle d'un produit sont valables pour 

la dérivation covariante. Avec la relation (1.3-8) , i.e..e „ i * 0, la dérivée cova-
aBJy 

riante de (5.1-7) s'écrit : 

3|a |B 3|a8 B|a X a X | B Xa |8 

Mais le vecteur t est constant. Sa dérivée est donc nulle. La relation (5.1-8) en-

traîne donc B X | G « b* B 3 , soit avec la relation (5.1-6) 

EXa B X | B " " EaX b $ 8 3 • • - b 8 ( v x|„- b Xa V ' 

En reportant dans la relation (5.1-9) il vient : 

i „ • t>! i • . + b* v. i • b* y, i - bj >>. v v = 0. 
3 jaB B|a X a XJR B XJc B Xa S 

Comme c . * b* b. cette relation et la relation (5.1-3) entraînent p _ (v) • 0. aB B Xa an 

EtapeJ2 : v(v) • 0, v G (^(ft)) 2xH 2(fl) v * î + 5 x J, où t et 5 sont deux 

vecteurs constants. 

Nous montrons tout d'sbord que le vecteur 5 = B A a\, de composantes 

(5.1-10) " ' > B < T 3 | 6 S V 

<5.1-U) B3 - | cV B v B | v 

est un vecteur constant lorsque v G (H 1 (ft)) 2*H2(îî) et *(v) = 0. Comme une distribu-

tion dont toutes les dérivées partielles sont nulles est une fonction constante 

(SCHWARTZ [1] , p. 60) i l suffit d'établir que B « 0, au sens des distributions. 

Mais la carte • est régulière et v G (H1(Q))2xH^(n). Par suite les composantes du 

vecteur S données par les relations (5.1-10) et (5.1-11) sont des distributions, 

comme fonctions de H1(n) et L 2(n), respectivement. La relation (5.1-8) entraîne, 

au sens des distributions : 

(5.1-12) * i B - <BX| 0-bVtf x * 0 V * t e B * ) î 3 . 

I l convient donc de montrer que *(v) » 0 et v G (H1(n))2xH2(n) impliquent : 
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( B i - b B 3 * 0 , 

(5 .1-13) \ 1 0 1 A , 
/ B 3 , -f b , B » 0 , 

au sens des d i s t r i b u t i o n s . Pour a l l é g e r l a démonstration nous é t a b l i s s o n s séparément, 

dans l e s Lemmes 5.1-1 et 5 .1-2 c i - a p r ê n , que l ' o n a , n\i sens des d i s t r i b u t i o n s 

( B X , - b X - c l S | ô „ - b V

 Y . 1 . V | a a "aB a vB 
( 5 a - l U ) , X XB 

pour tout v G (H 1 (n)) 2 xH 2(n). Mais l a condit ion = 0 équivaut à Y a g ( v ) * 0 et 

n « ( v ) » 0 dans L 2 ( f l ) . Par s u i t e y 0 et <T sont des d i s t r i b u t i o n s n u l l e s . La r e l a -
ap ap ap 

t ion 

m r v r v 

Y aB|x * Y a B , X " aX Y vB ~ BX Y a v ' 

déduite de l a r e l a t i o n 0 . 3 - 6 ) et l a r é g u l a r i t é de % entra înent que l e tenseur 

Y A R | X est également une d i s t r i b u t i o n n u l l e . Dès l o r s , l e s r e l a t i o n s (5 .1 -13 ) sont 

v é r i f i é e s , d'où B » 0 en reportant dans l a r e l a t i o n ( 5 . 1 - 1 2 ) . A i n s i l e vecteur B 
« a 

est constant (au sens u s u e l ) . 

Montrons maintenant que v « î + î x J o ù Â\B sont deux vecteurs constants . Pour 

ce la on c a l c u l e l e s p r o d u i t s v e c t o r i e l s Sxâ  . Avec l e s r e l a t i o n s ( 1 . 2 - U ) donnant l e s 

p r o d u i t s v e c t o r i e l s des vecteurs de base eL, on obt i en t : 

Éxa » B a . « a « c BJa + E, B a 3 . 

Y i Y yv X Y 

Avec l e s r e l a t i o n s (5 .1 -10 ) et ( 5 . 1 - 1 1 ) : 

Y 2 01X 3 | Y T V 

en observant que e X S « 6 0 . Mais l ' u t i l i s a t i o n des p r o p r i é t é s d 'ant i symétr ie des 

c c ° 8 e t de l ' é g a l i t é 
aB 

Y A B ( ? ) - 0 < ^ | ( v a | B * V B | a ) - b a B V 3 " 0 

entraînent 

l e C

X 8 v û U F - (v , - b v j r . 

D'où 

H = ( M Y " \ Y V 3 > R + ( V 3 | Y

+ B Y V*'' 

considérée comme é g a l i t é de deux d i s t r i b u t i o n s . La r e l a t i o n ( 5 . 1 - 8 ) entra îne a l o r s 

Sxa * v , 
Y »Y 

ou, comme a y » • ( c f , ( l . l - 3 ) ) et caame t « c te 

f T 
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La d i s t r i b u t i o n v - S x £ a toutes 5es dér ivées p a r t i e l l e s n u l l e s . E l l e est donc 

constante. So i t î ee t te constante : 

v = A + TÏ x 

d'où ( 5 . 1 - 5 ) . Ains i v est une fonction au sens o r d i n a i r e qui a l a même r é g u l a r i t é 

que l a fonct ion % i c i v G C 3(n). g 

• R e m a r q u e 1 - 1 : Ce raisonnement s ' a p p l i q u e à des fonct ions v p lus g é n é r a l e s . En par-

t i c u l i e r , s i ^ G C " [ n ) a l o r s v peut ê t r e une d i s t r i b u t i o n quelconque. p 

Lemme 5,1-1 : Pour v g (H 1 (Q ) ) 2 X H 2 (n) on a , au sens des d i s t r i b u t i o n s 

B | a - b a B " E 1 p a B - b a Y v . B ' ' 

XB — 
où c ,y o, o sont dé f in i e s par l e s r e l a t i o n s ( 1 . 2 - 5 ) . (5*1-2) et ( 5 . 1 - 3 ) , r e s -

—— V) p 01 p 

pectivement. 

Démonstration : 
Les r è g l e s usue l l e s de d ér i va t i o n d'un produ i t sont v a l a b l e s pour l a dér iva t ion 

XB y * 
c o v a r i a n t e . De l a r e l a t i o n ( 1 . 3 - 8 ) , i . e . , c | a = 0 on déduit l a dér ivée covariante 
des composantes données par l a r e l a t i o n ( 5 . 1 - 1 0 ) : 

B X , - e X 0 [ v + b ^ , v • v , ] 
| a 1 3|6a 8 | a v 8 >» |a J 

" e * B [ 7 a B " b a % | B + C a B V 3 1 a v e C ( 5 a " 3 ) * 

La r e l a t i o n ( 1 . 2 - 1 3 ) , i . e . , c _ • c . « b V b 0 , et l a r e l a t i o n ( 5 . 1 - 2 ) conduisent à 
ap pa a vp 

B V e X 8 1 » » b - b V » V * K < X B ^ b I v - M B ' -

Mais l e s p r o p r i é t é s d 'an t i symétrie de e X B j o i n t e s à l a r e l a t i o n (5 .1 -11 ) montrent 

que 

H < X 6 N v - m b ' - ^ 3 -

d'où l a r e l a t i o n cherchée. B 

Lemme 5.1-2 : Pour v € (H 1 (fi)) 2 xH 2 (fî) on a , au sens des d i s t r i b u t i o n s 

« 5 . 1 - 1 5 ) B 3 | a + b X a R X = e X B Y a B | X' 

où c X B , Y n sont dé f in i s par l e s r e l a t i o n s ( 1 . 2 - 5 ) et_ ( 5 . 1 - 2 ) , respect ivement . 
— aB 

Démonstration : 

La composante B 3 donnée par ( 5 . 1 - 1 1 ) est une fonct ion de L 2 ( o , ) , donc une d i s t r i -

b u t i o n . Sa dérivée c o v a r i a n t e , au sens des d i s t r i b u t i o n s , a pour express ion : 

(5-1-16) b 3 U = I c V S v B | v « = 5 7 ! ( r 2 | i . - v i | 2 « ) ' 
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v 8 • 
en remarquant que e I » 0. Par a i l l e u r s , l a r e l a t i o n (5 .1 -10) entra îne 

Mais l a r e l a t i o n (1.3-7) s ' é c r i t i c i 

V a | 2 1 - T « | 1 2 - ( b « l b X 2 - b a 2 b A l , V > ' 

d'où 

( 5 . 1 - 1 7 ) b B* « i - h v , . - b v , + v | - v , 1 . 

Xa vfc |_ 1 a 3 | 2 2 a 3 11 a | 2 1 a11 2J 

Par a i l l e u r s , l a r e l a t i o n ( 5 . 1 - 2 ) implique que 

( 5 . 1 - 1 8 ) e X 6

 Y a 6 | x . ^ [ v a | 2 i * r 2 | a i - v a | i 2 - v i | a J + 

+ - v £ [ b a l V 3 | 2 " b a 2 V 3 | i ] • 

En rassemblant l e s é g a l i t é s ( 5 . 1 - l 6 ) (5 .1 -17) ( 5 . 1 - 1 6 ) , i l s u f f i t pour é t a b l i r l a 

r e l a t i o n ( 5 . 1 - 1 5 ) , de montrer que 

2 | i a 112Ci a 121 a | i 2 a l 2 1 2 | a i a | l 2 1 | c*2 » 

ce qui est immédiat en considérant successivement l e s cas a = 1 et a s 2 . J | 

Remarque 5.1-2 : 

I l est s i g n a l é dans KOITER [ 1 ] [ 2 ] a u ' i l peut ê tre intéressant dans c e r t a i n s cas 

de remplacer l e t e n s e u r de changement de courbure n n ( c f ( 5 . 1 - 3 ) ) par l e tenseur 

"modifié" d<* changement de courbure 

DPTIB son analyse W . T . KOITER soul igne que l e s termes complémentaires a i n s i i n t r o -

duits n 'apportent que des c o n t r i b u t i o n s "nég l igeables" à l ' i n t é g r a l e d ' é n e r g i e . Ce 

tenseur o „ a été u t i l i s é indépendamment par SANDERS [ 1 ] et l e s avantages de cette 
CtP 

d é f i n i t i o n sont d i scutés par BUDIANSKY-SANDERS [ 1 ] , 

Dans ce c a s , l e théorème du mouvement r i g i d e r e s t e v a l a b l e . I l s u f f i t d 'observer 

que l a r e l a t i o n ( 5 . 1 - 1 9 ) e n t r a î n e l ' é q u i v a l e n c e 

' Y a 6 ~ ° 6 t ~c*B = ° d a n S l 2 ^ J <~'""> f Y a 6 = 0 e t n

a 8 = ° d & n S L 2 ^ n ^ * g 

5 . 2 . CQNgEQUENCg, PIJ^J^IgQREME.PU,MQUVE^l^T^RIglIDE : 

Comme conséquence du théorème du mouvement r i g i d e nous montrons que pour 

v e ( H 1 (n)) 2 x H 2 (n), l a n u l l i t é des tenseurs et j o i n t e à l a condit ion d 'en-

castrement ( U . l - l ) e n t r a î n e • • 3. 
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TZ&zJ&iJiJ^ ' So i t l ' e s p a c e 7 d é f i n i en ( U . l - 2 ) et l a fonct ionne l le * déf in ie en 

( 5 . 1 - 1 ) . A l o r s 

( 5 . 2 - 1 ) e v \ • ( £ ) = 0} v = S. 

Démonstration : 

L'hypothèse * ( v ) = 0, v G (H 1 ) ) 2 * H 2 ( n ) e n t r a î n e , d 'après l e Théorème 5 .1 -1 , 

que v es t de l a forme 

( 5 . 2 - 2 ) v = jt + B x '(, 

où t et B sont deux vecteurs constants . P l u s précisémrnt l e s composantes du vecteur B 

sur l a base a. sont données par l e s r e l a t i o n s (5 .1 -10) ( 5 . 1 - 1 1 ) , i . e . , 

( , . 2 - 3 ) 1 » " - % - ; V . » 3 = ^ V 6 > ' 

Les condit ions aux l imi t e s ( U . l - l ) , i . e . , 

( 5 - 2 " ' , ) * l r„ = * . « = ° . 
, r ° v 3 | r 0 

t radu i sent l 'encastrement de l a surface moyenne S sur son bord <f(ro). L'hypothèse 

v G V entra îne v L G (L 2 (TO ) ) ̂  H 1 ( r 0 ) et c ' es t au sens de L 2 ( r 0 ) que l e s conditions 
1 0 

( 5 . 2 - U ) sont v é r i f i é e s , c ' e s t - à - d i r e presque partout . A l o r s s i T désigne l a tangente 

u n i t a i r e à r = 3Q, l a condit ion V 3 I = O entraîne 3^ V3 j = 0. Cette dernière condi-

t i o n , j o i n t e à 3^ V 3 J = 0 i m p l i q u e ° a l o r s v 3 a | ~ ° , r ° a = 1 ,2 , presque partout . 

La r e l a t i o n ( 5 . 2 - 3 ) entra îne B > | r Q

 = 0 P * P ^ r ° â » Q ù 

( 5 . 2 - 5 ) B = B 3 a*3 p . p . sur r 0 . 

Soient deux points quelconques d i s t i n c t s Pi et F2 de r 0 dont l e s images par l a 

carte $ sont deux points d i s t i n c t s de 3S, Les r e l a t i o n s ( 5 . 2 - 2 ) et ( 5 . 2 - U ) donnent : 

v ( P ! ) = Î + B x $ ( P i ) = 5 , 

v ( P 2 ) • î + $ x £ ( p 2 ) = 0 , 

s o i t , en e f fectuant l a d i f f é r e n c e : 

( 5 . 2 - 6 ) B x [ ^ ( P 2 ) - ' J ( P 1 ) ] = 5 p . p . sur r 0 . 

Deux cas sont a l o r s po s s ib l e s 

( i ) î = (5. Dans ce cas l a r e l o t i o n ( 5 . 2 - 2 ) é c r i t e pour ( Ç 1 , ^ 2 ) G r 0 entraîne 

Â = (5 p . p . sur TQ» Comme Tq est mesurable de mesure strictement p o s i t i v e et comme 

1 est constant , a l o r s î = 5 ( p a r t o u t ) d'où v = 6 sur Q, Le Théorème 5-2-1 est é t a b l i 

dans ce cas . 

( i i ) S 4 S. La r e l a t i o n ( 5 . 2 - 6 ) implique que presque tous le^ roints de ~$(Tq) 

sont s i t u é s sur une d r o i t e f i x e (A) de l ' e s p a c e g 3 , de d irec t ion 3 . Par su i te l e 

vecteur S se trouve dans l e plan tangent à l a surface S en presque tous l e s points 

de ^ ( r 0 ) . c ' e s t - à - d i r e , avec ( 5 - 2 - 5 ) , B 3 = 0 presque partout sur r 0 . A ins i S = 3 
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presque partout sur Tq. Comme S es t constant et comme Tq est mesurab le , de mesure 

non n u l l e on a B = 5 ( p a r t o u t ) , ce qui contredi t l 'hypothèse B # 6. g 

Un c o r o l l a i r e immédiat du Théorème 5.2-1 est l e suivant : 

Ç o r o l l a i r e ^ .2-1 : L a f o n c t i o n n e l l e • d é f i n i e en (5.1-1) est une norme sur l ' e s p a c e 

de H i l b e r t v\ g 

L'équat ion (5.2-1) es t un système homogène de s i x équations aux d é r i v é e s p a r -

t i e l l e s aux t r o i s fonct ions inconnues v i , v 2 , V3. Ce système est donc surdéterminé. 

Si l ' o n peut e x t r a i r e de ce système t r o i s équations const i tuant un système e l l i p t i q u e 

au sens de HORMANDER [ 1 , D é f i n i t i o n 10.6-1] , a l o r s , pour des c o e f f i c i e n t s du système 

appartenant à C°°'Q) ( c ' e s t l e cas l or sque ? G ( C ° ° ( î . ) ) 3 ) , l a so lu t ion v du système 

e x t r a i t appart ient à ((ffo)) 3, d 'après HORMANDFR M , Théorème 7.5-1 et page 2691 . 

I l en i r a i t a l o r s de mêiue des so lut ions éventue l l e s du système complet. Mais i l n 'es t 

p"s p o s s i b l e d'refaire de sous-système e l l i p t i q u e et il faut donc abandonner cet te 

v o i e . C'es t p o u r q u o i , faute de pouvoir aborder directement l ' é t u d e de ce système, 

nous avons p l u t ô t cherché à t e n i r compte de l ' o r i g i n e mécanique du problème. Cette 

observat ion n o u 3 a essent ie l lement suggéré l ' i n t r o d u c t i o n des "bons" changements de 

fonction q u i , en f in de compte nous ont ramenés à des i n t é g r a t i o n s de systèmes d ' é -

quations aux dér ivées p a r t i e l l e s de forme t r è s s imple . g | 

CHAPITRE 6 : V-ELLIPTICITE DU MODELE LINEAIRE DE W . T . KOITER 

P5I£ff£££IQK : Nous é t a b l i s s o n s dans ce Chapi tre un théorème d 'ex i s tence et d ' u n i c i t é 

de l a so lut ion du problème (U.2-2) ou (U.2-3) . L ' é t a p e e s s e n t i e l l e est naturellement 

l a démonstration de l a ^ - e l l i p t i c i t é de l a forme a ( . , . ) . 

6.1. ξ rJ^LIPTJÇJTE. DE LA FORME a ( . . . ) : 

La V - e l l i p t i c i t é de l a forme a ( . , . ) é t a b l i e au Théorème 6.1-3 repose sur l ' é q u i -

valence de normes étudiée dans l e Théorème 6.1-1 et sur l ' i n é g a l i t é a ( u , u ) > k ( * ( U ) ) 2 

démontrée au Théorème 6.1-2. 

l ^ g o r è m e j S ^ - j . : Sur l ' e s p a c e de H i l b e r t V l e s a p p l i c a t i o n s $ et * respectivement d é f i -

n ie s par (3.U-3) et (5.1-1) déf in i s sent des normes é q u i v a l e n t e s . 

Démonstrat ion : 

Rappelons l e s d é f i n i t i o n s de i|> et • . Pour tout v G ( h 1 (ft)) 2 * H 2 ( Q ) on a posé 

en (3.^-3) et (5.1-1)i respectivement : 

U ( v ) = { | v ! | 2 + j v 2 | 2 • | v 3 | 2 + | v i | i | 2 + | v i 12^211 | 2 + | v 2 | 2 | 2 + 

(6.1-1) . ' , 
+ | v 3 ( 1 | 2 + | V 3 | 2 J 2 + | V 3 | l l | 2 + | V 3 | 1 2 | 2 + | V 3 | 2 2 | 2 J 2 . 

et 

(6.1-2) * ( v ) - {|YII(V ) | 2 • | Y l 2 ( v ) | 2 * | Y 2 2 ( V ) | 2 + | o " n ( v ) | 2 + | ~ 1 2 ( v ) | 2 + 

+ F22 ( v ) | 2 ) 2 . 

Les tenseurs de déformation de l a sur face moyenne y n et de changement de courbure 
otp 

n" _ sont donnés par l e s relations (2 ,2 - lU) et (2.2-16), i . e . , 

(6 .1-M 7a6(y) - v 3 | a 6 + b g

x

| a v x . b* v x ) a • b> v x | B - c a g v 3 . 

La démonstration du Théorème 6.1-1 comporte l e s c inq étapes suivantes : 

Etape 1 : I l ex i s t e une constante K > 0 t e l l e que « ( v ) < K^(v ) , V v e $ : 

Les r e l a t i o n s (6 . I -3) (6.1-U) et l e s i n é g a l i t é s ( 3 . 1 - i ) (3 .1-2) entraînent 

(6.1-5) KB^I < K " 7 " » \ 7 a e { ^ \ < K 1 ' 

où k désigne une constante > 0. L ' i n é g a l i t é cherchée est obtenue en reportant les 

i n é g a l i t é s (6.1-5) dans l a r e l a t i o n (6.1-2) et en u t i l i s a n t l ' é q u i v a l e n c e des normes 

i|, et II . Il du Lemme 3.U-2. 

R e m a r a u e ^ l ^ j . : On observera que l ' i n é g a l i t é * ( v ) < Ki|>(v) est v é r i f i é e pour tout 

v e (H l(n ) ) 2 xH 2(n). • 
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EtngeJ? : I l e x i s t e deux constantes L > 0 et^M > 0 t e l l e s que , Vv e v\ on a i t 

(6.1-6) * 2(v") < L * 2 ( v ) + M( |v 1|V | v 2|2 + jv 3|2) + j v 3 ( 1 | 2 + | v 3 | 2 | 2 . 

La démonstration de ce r é s u l t a t repose sur l ' i n é g a l i t é suivante : 

Va, b l f b n G L 2(n), VB G R, $ > 0, 

(6.1-7) 
| a + b 1 + . . . ^ b n | 2 > î | g . , a | 2 . n B ( | b l | 2 + . . . + | b J 2 ) . 

Cette i n é g a l i t é est une conséquence d i r e c t e des i n é g a l i t é s u s u e l l e s 

l ^ l 2 > î | F | a | 2 - B | b | * , 

|b i + ... +b n | 2 < n ( | b i | 2 + . . . + | b n | 2 ) . 

La r e l a t i o n (6 .1-3) , l e s i n é g a l i t é s (3.1-1) et (6.1-T) dans l a q u e l l e on prend 8 = 1 , 

2 2 

entraînent (pour abréger on note oi = ( p i ) , P! étant d é f i n i en (3.1-1)) : 

( | m | 2 > i | * i | i | 2 - » > ? m 2 . 

(6.1-8) < | Y 1 2 | 2 > | | v i | 2 + V 2 | l j 2
 - O i | v 3 |

2 , 

f | Y 2 2 | 2 > | | v 2 | 2 | 2 " * l | v 3 | 2 . 

De la même façon l e s i n é g a l i t é s ( 3 . 1 - 1 ) et (6 .1-T) conduisent pour l ' e x p r e s s i o n 
(6 .1 -U) de n . aux i n é g a l i t é s suivantes : 

aB 

( F " | 2 > î f e | , , 3 i i , l 2 " 5 p ' 8 , , , < l r i i i l 2 + h i 'P* M 2 * M 2 + M 2 } • 
] p u | 2 > ï l B | T s | i 2 | 2 - T p ï B { | n | i j 2 + + hn | 2 * h i 2 l 2 + hi 2 + 

(6 .1 -9 ) \ 

• M 2 • |v 3 |
2}, 

| | ô 2 2 | 2 > ï ! g | v 3 | 2 2 | 2 - 5 o i B { l . ( | y 1 | 2 | 2

 + | v 2 | 2 | 2 ) . j n | 2

+ | v 2 | 2

 + | v 3 | 2 } . 

En ajoutant l e s i n é g a l i t é s (6.1-8) (6.1-9) i l v ient r»n u t i l i s a n t l a D é f i n i t i o n 

(6.1-2) de * et l e Lemme 3.3-5 (k désigne une constante) : 

* 2 ( v ) > -S- J | Y 3 | U | 2 + | v 3 | l 2 | 2 + |V3|22J 2} • ( | - 2 T p i B k ) | v 1 | 2 + v 2 | 1 | 2 

• ( i - 2 T p i B ( l + k ) ) { | v M 1 | 2 + | v 2 | 2 | 2 } 

- PI(3+1TB)|V 3 |
2
 - 018(17+27^)1^ | 2 + | v 2 | } . 

Remplaçons | v 3 | l l | 2 + | V 3 | 1 2 J 2 + J v 3 | 2 2 j 2 P*1* 8 o n express ion en fonction de 

if2(y) t i r é e de l a D é f i n i t i o n (6.1-1) : 
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. 2 ( v ) ^ * 2 ^ + 2 7 p ? ( , ) l 0 | v l | 2 + V 2 | 1 p 

+ [ ? - Î Ï B - 2 7 o Î B ( l + k ) ] { j V l | 1 | 2

+ | v 2 | 2 | 2 } 

-ΞCt<1TÎi>I2 + HI2L2' - IJTB + « 2 ( > I T B ) ] | V 3 | 2 

I l e s t l o i s i b l e de supposer 

ce qui conduit pour * 2 ( v ) à l ' i n é g a l i t é 

• ^ ) > ï f î ^ ) . î S ? { | v 3 | 1 | ^ | v 3 | 2 | 2 } 

- [ 8 + oj (3+178)] | v 3 | 2 - B [ 1 + p 2 ( l 7 + 2 7 k ) l { j v ^ 2 + | v 2 j 2 } . 

On obt ient a l o r s l ' i n é g a l i t é (6.1-6) en posant 

, T - 1 + 6 

" 2 

1 M = (1+8) | l + PÎ{17 + max ( | , 2 7 k ) } j , 

Etape 3 : L'appl i cation • $ ( v ) est faiblement semi-cont inue i n f é r i e u -

rement. 

Pour démontrer ce r é s u l t a t , i l nous s u f f i t de montrer que 1' appl icat ion 

$ ; y £ î - > R est convexe et ( fortement) continue sur V . 

( i ) • est une a p p l i c a t i o n convexe sur $ : Ce la r é s u l t e de ce que l ' a p p l i c a t i o n 

* est deux f o i s d é r i v a b l e dans V et l a dér ivée seconde est semi-définie pos i t ive 

pour tout v € V . L'étude de l ' a p p l i c a t i o n • d é f i n i e en (6 .1 -2) et l a l i n é a r i t é des 
-> . -••. — . ^ 

appl i ca t ions v —r> y ( v ) et v —i» p ( v j entraînent 
aB ap 

• " ( v ) . ( v , ? ) = ( * ( v ) ] 2 > 0 , V 7 , w € tf. 

Remarquons que l e Théorème 5-2-1 entra îne même l a s t r i c t e convexité de * sur 

( i i ) <J> est continue sur $ : 

Nous avons montré à l ' E t a p e 1 que pour tout v e f i l ex i s t e K > 0 t e l que 

* ( v ) < K ^ ( v ) . Le Lemme 3.U-2 entra îne l ' e x i s t e n c e d'une constante Kj > 0 t e l l e que, 

pour tout v e on a i t ij>(v) < K-1 II v II . D'où * ( v ) < KKj II v II pour tout v e 7. 

Etape h ; Toute su i te { v ^ } d'éléments de V v é r i f i a n t pour tout n 

(6 .1-10) * ( v n ) = 1 , 

(6 .1-11) * ( v n ) < ^ , 

converge vers faiblement dans v \ fortement dans ( L 2 ( f î ) ) 2 x H 1 ( n ) . 
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La démonstration comporte l e s quatres po int s suivants : 

( i ) I l e x i s t e une sous - su i t e e x t r a i t e ( v . } de_ { v ^ } faib3ornent convergente 

dpns V : 

Le Lemme 3.U-2 et l ' é g a l i t é (6 .1-10) entraînent que l a s u i t e ( v } est fortement 
•*
 n 

bornée dans V, Cet espace étant de H i l b e r t pour l e produi t s c a l a i r e (*4.1-3), est donc 

r é f l e x i f . Le théorème d'EBERLEIN-SHMULYAN ( c f . YOSIDA [ 1 , page lU l ] ) entra îne l ' e x i s -

tence d'une sous - su i t e e x t r a i t e de l a su i t e ( v n ) , s o i t f ^ , } , faiblement convergente 

dans V* vers v G v\ 

( i i ) I l e x i s t e une sous - su i t e e x t r a i t e ( v N M > de iv^,} fortement convergente dans 

(L 2(n ) ) 2 *H*(n) : 

L'ouvert P. étant supposé borné et suffisamment r é g u l i e r , l ' in . i ec t ion de 

(Hl(n))2xH2(n) dans (L2(n)) 2 x H 1 (fl) est compacte ( c f . LIONS-MAGENES [ 1 , Chapitre 1 , 

Théorème l6 - l l ) . De l a s u i t e ( ^ i ) bornée dans (h 1 ( f i ) ) 2 x H 2 ( f l ) , on peut e x t r a i r e une 

sous-su i te f v ^ , , } fortement convergente dans ( l 2 ( Q ) ) 2 X H 1 ( f i ) vers v G (h2 ( f i ) ) 2 x H 1 ( f i ) . 

( i i i ) Les l i m i t e s v et_w sont é g a l e s : 

La convergence f a i b l e de l a su i t e ( v . , } v e r s v dans (h 1 (ft)1 2 x H 2 ( f i ) entra îne la 

convergence f a i b l e de l a s u i t e ( v ^ , , ) v e r s v dans ( l 2 ( f î ) ) 2 X H * ( f l ) . Mais l a su i t e 

{ v „ } converge fortement, donc fa ib l ement , vers v dans ( l 2 ( Q ) ) 2 X H 1 ( f î ) . L ' u n i c i t é de 
n 

la l imi te d'une s u i t e faiblement convergente entra îne 1 ' é g a l i t é v = v. 

( i v ) Les l i m i t e s v • w sont n u l l e s : 

Nous avons montré à l ' E t a p e 3 que l ' a p p l i c a t i o n <î> est f a i b l e m e n t se^i-continue 

inférieurement sur V . Ce r é s u l t a t j o i n t à l ' i n é g a l i t é ( 6 . 1 - 1 1 ) entra îne que la l i m i t e 

f a i b l e v de la sous-suit** ( v } est l 'élément (5 de 7. A i n s i l e s l imi te s v = v = (5 

sont indépendantes des sous - su i t e s e x t r a i t e s ; c ' e s t donc l a su i t e { v ^ } "entière" qui 

converge vers (5, faiblement dans v \ fortement dans ( L 2 ( f i ) ) 2 x H * ( f î ) . 

Etage 5 : 3 K > 0, K cons tant , t e l que pour tout v G v\ on a i t : 

( ^ 1 - 1 2 ) * ( v ) < K • ( v ) . 

Si l ' i n é g a l i t é (6 .1 -12 ) n ' e s t pas v é r i f i é e pour tout v G v", a lor s i l e x i s t e 

une su i te d'éléments v G $ t e l l e que , pour tout n, 
n 

j * ( v n ) » 1 , 

I * ( v ) < 1 . 
n n 

I l s 'ensui t que l ' i n é g a l i t é (6.1-6) s ' é c r i t , pour l e s éléments de l a su i t e ( v ^ ) : 

= i < • M ( | v l n | * . | v 2 n ) 2 . | T l B | » ) . | . | b | i | * • | v 3 n | i | 2 . 

Avec l e s r é s u l t a t s de l ' E t a p e U et l ' i n é g a l i t é • ( • " ) < ~ °n about i t à une contrad ic -

t ion lorsque n tend vers l ' i n f i n i . L ' i n é g a l i t é ( 6 . 1 -12 ) est donc b i en v é r i f i é e . g | 

Theqrèjne, 5..1-2 : I l e x i s t e une constante K > 0 t e l l e que , pour tout 

v G (Hl(n)) 2xH 2(n), on a i t : 
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(6.1-13) a ( v , v ) > K [ * ( v ) ] 2 , 

où l a forme b i l i n é a i r e a ( . , . ) est d é f i n i e en (U.2-1) et l ' a p p l i c a t i o n * en (6 .1-2) . 

Démonstration : 

So i t l e s app l i ca t ions <h et <f>2 : v G (h 1 ( f î ) ) 2 x H 2 ( f î ) - + R déf in ies par 

où , l o r s q u ' i l n'y a pas d'arabigui té , on é c r i t simplement Y",P** au l i e u de y a ( v ) et 
- T X , - * V . B B B 
P ( v ) respectivement. 

B 

Nous envisageons i c i l e cas l e p lus simple c ' e s t - à - d i r e ce lu i où 

( i ) l e matériau est homogène et i s o t r o p e , i . e . , E et v sont des constantes. 

Rappelons que ces constantes v é r i f i e n t l e s i n é g a l i t é s E > 0 , 0 < v < - | . 

( i i ) l ' é p a i s s e u r e de l a coque est constante. 

L 'ana lyse qui su i t s 'app l ique cependant aux cas plus généraux pour l e sque l s 

l e s c o e f f i c i e n t s E,v a i n s i que l ' é p a i s s e u r peuvent v a r i e r l e long de l a surface 

moyenne de l a coque. 

Moyennant l e s hypothèses ( i ) et ( i i ) c i - d e s s u s , on obtient : 

I Ee a B ,„ ^ -

s ï = U * V u d S " °-

Par a i l l e u r s , l e Lemme 3.2-U, l e s hypothèses ( i ) et ( i i ) ci-dessus et l a 

symétrie du tenseur y entraînent l ' e x i s t e n c e d'une constante Ki > 0 t e l l e que 

(6.1-lU) | S- Y ^ ( v ) Y g ( ; ) d S > K 1 ( | y „ | 2 + | Y 1 2 | 2 + | Y 2 2 | 2 ) . 

En ajoutant ces deux dernières i n é g a l i t é s , i l v i e n t , pour tout v G (h1 ( f i ) ) 2 x H 2 (fî ) , 

• > K 1 ( | Y l l | 2 H r i 2 | 2 > l Y 2 2 | 2 ) . 

Par analog ie on montre que, pour tout v G (h 1 ( f i ) ) 2 x H 2 ( f i ) , i l ex i s te une constante 

K 2 > 0 t e l l e que 

* 2 (v") > K 2 ( |Τ"nl 2 -» - |Τ"i2 | 2 + l"22 l 2 ) . 

I l s u f f i t a l o r s d ' j o u t e r ces deux dernières i n é g a l i t é s pour obtenir l ' i n é g a l i t é 

( 6 . 1 - 1 3 ) . • 

La démonstration du Lemme 3.2-U proposée par ROUGEE [ 1 ] f a i t appel à des consi-

d é r a t i o n s topo log iques . On peut démontrer directement des ré su l ta t s du type (6.1-lM 

par une vo ie purement a l g é b r i q u e . H 
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En rassemblant l e s r é s u l t a t s du Lemme 3.U-2 et des théorèmes 6,1-1 et 6.1-2 on 

obt i en t immédiatement : 

%&é2£Èl£julz2 ' L » forme b i l i n é a i r e a ( . , . ) d é f i n i e en ( U . 2 - 1 ) est V - e l l i p t i q u e , i . e . , 

i l e x i s t e une constante a > 0 t e l l e que , pour tout v e f̂, 

a ( v , v ) > a llv I I 2 . g 

Rgiparque 6.1-2 : 

Pour é t a b l i r l a Â f - e l l i p t i c i t é de l a forme b i l i n é a i r e a ( . , . ) l a seule hypothèse 

f a i t e sur l a géométrie de l a s u r f a c e moyenne est sa d é f i n i t i o n à l ' a i d e d'une c a r t e 

• 6 C 3 ( f î ) . En p a r t i c u l i e r , i l n ' e s t f a i t aucune hypothèse sur des bornes éventue l l e s 

de v a r i a t i o n s des courbures normales . H 

Remarque 6.1-^ : 

Nous venons d ' é t a b l i r l a v - e l l i p t i c i t é de l a forme b i l i n é a i r e a ( . , . ) sur l e 

sous-espace V de ( h 1 ( p . ) ) 2 x H 2 ( f t ) correspondant à une coque encastrée sur une p a r t i e Tq 

de son b o r d . Pour des condi t ions aux l i m i t e s p lus générales on p o u r r a , par exemple, 

env i sager de transposer au cas des coques l e s r é s u l t a t s de HLAVACEK-NECAS [ i l é t a b l i s 

pour l e s équations de l ' é l a s t i c i t é . g 

6-2. L A ^ R M ^ B H ^ ^ a ( . , . ) ^ X J ^ T J ^ ^ ^ : 

TJieojrème^6^2^1 : l a forme b i l i n é a i r e a ( . , . ) d é f i n i e »™ ( U . 2 - 1 ) est continue sur ^x? . 

Démonstration : 

S o i t à montrer l ' e x i s t e n c e d'une constante M > 0 t e l l e que 

- v ^ „-* „ „•+ a w C à V b . 2 - ± ; a v u , v ; ^ m nu n n v n , v u ,v » . 

Les hypothèses sur l e s q u a n t i t é s E , v , e étant l e s mêmes que c e l l e s du Théorème 

6.1-2, l ' i n é g a l i t é de Schwarz e t l e Lemme 3.2-U appl iqués à l a D é f i n i t i o n (14.2-1) 

de l a forme b i l i n é a i r e a ( . , . ) , entra înent l ' e x i s t e n c e d'une constante Mj t e l l e que 

| a ( u , v ) | < Mj • ( u ) * ( v ) , V Î , v € Î , 

où l a f o n c t i o n n e l l e * est d é f i n i e en ( 6 . 1 - 2 ) . 

Grâce au Lemme 3 .U-2 et au Théorème 6.1-1 l a fonct ionne l l e • est une norme sur 

V équiva lente à l a norme u s u e l l e , d'où l e r é s u l t a t . • 

6 . 3 . LA FORMEr LimiM f ( . ) ^ISSMWi&^iSL V : 

Théprème, 6,.3-JL : La forme l i n é a i r e f ( . ) d é f i n i e en (2 .6 -3) e t _ ( U . l - 5 ) est continue 

sur ^ . 

Démonstration : 

Rappelons l a d é f i n i t i o n de f ( . ) . Nous avons désigné par t ^ Ç a » f ° ( t ) l e s 

équat ions paramétriques de l a partie T\ de l a f r o n t i è r e T » 3fl. A l o r s pour v G 
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( L 2 ( Q ) ) 3 , N E f L 2 ( r 1 ) } 3 , ft e ( L 2 ^ ) ) 3 l a forme l i n é a i r e f ( . ) est déf in ie par 

f ( v ) ' = f p 1

v . V â d ^ d Ç 2 + f Ï N V + M 6 ( v , l f l + b > )]Va . ( f V ) ' ( f X 7 ' d t . 

L'hypothèse p £ ( L 2 ( S ? ) } 3 et l a p r o p r i é t é d ' i n j e c t i o n continue de (HMft)) 2 X H 2 (fi) 

dans ( L 2 ( f i ) ) 3 entraînent l ' e x i s t e n c e d'une constante c t e l l e que 

J p V d ^ d Ç 2 ! < c llv II , Vv e v . 
Up. 1 I 

D'autre p a r t , l e s hypothèses fi, S e ( L 2 ( r 1 ) ) 3 et l a propr ié té d ' inject ion con-

tinue de ( H 1 ( n ) ) 2 * H 2 ( f l ) dans ( L 2 ^ ) ) 2 x H 1 ( V l ) entra înent l ' ex i s t ence d'une nouvelle 

constante c t e l l e que 

jj [ N \ i + M ^ v 3 | 6 + b ^ V o ) l N ^ v ^ V ) ' ( f X ) ' d t J < c l l 7 l l , V v e î . 

D'où l e r é s u l t a t cherché en rassemblant l e s deux i n é g a l i t é s précédentes . 

6.U. T H J ~ ^ ^ : 

Grâce aux Théorèmes 6.1-3, 6.2-1, 6.3-1 on peut appl iquer l e Lemme de Lax-Milgrnm 

à notre problème. On obt ient a i n s i 

TheoxèmejêJi^i : Le problème ( U . 2 - 2 ) admet une so lut ion unique. H 
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