M. BERNADOU

P. G. CIARLET
Sur Pellipticité du modele linéaire de coques de W.T. Koiter

Publications des séminaires de mathématiques et informatique de Rennes, 1976, fasci-
cule S5
«Journées « éléments finis » », , p. 1-47

<http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1976___S5_A2_0>

© Département de mathématiques et informatique, université de Rennes,
1976, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la série « Publications mathématiques et informa-
tiques de Rennes » implique 1’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1976___S5_A2_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SUR L'ELL C,
DE_COQUES DE W.T. KOITER

M. BERNADOU' - P,G. CIARLET™*

le ce travail est de démontrer, dans le cas du mod8le linéaire
pticité de 1'énergie de déformation d'une coque assujettie a
1ites convenables. Une étape essentielle consiste & démontrer
 déformation et de changement de courbure de la surface moyenne
au sens des distributions, le champ de déplacement est néces-

. rigide.

pose of this paper is to show, in the case of W.T. KOITER's
 strain energy of a shell is elliptic, when it is subjected to
onditions. An essential step consists in showing that if the
nge of curvature tensor vanish in the sense of distributions

ce of the shell, the displacement field is necessarily that of

et Marie Curie, Paris

nptes—Rendus du Deuxiéme Colloque International sur les
entifique et Technique (15-19 Décembre 1975, IRIA, Versailles).

INTRODUCTION.

I1 existe deux familles principales de modélisation des coqu
midre famille se rattache & la théorie de KIRCHHOFF-LOVE. Elle a
développée par de nombreux auteurs, notamment par KOITER [11f 2],
La seconde famille fait appel A la théorie des surfaces de COSSER
développée notsmment par NAGHDI [1]{ 2]. Pour les calculs effectif
modélisation de KOITER [11[ 2] réponde aux besoins des Ingénieurs
ARGYRIS-HAASE-MALEJANNAKIS [1] 1'utilisent pour la résolution num
de coques, aprés discrétisation par la Méthode des Eléments Finis
1l'aprroximation de la solution pour des Méthodes d'Eléments Finis
CIARLET [ 3], oll 1'on trouvera une bibliographie sur ce sujet. Cet
suivie dans BERNADOU [1}.

L'objet de ce travail est 1'étude de 1'ellipticité du moddle
de W.T. KOITER [1][ 2]. De cette &tude on déduit un théoréme d'exi

de la solution du probléme,

On utilisera constamment les propriétés des espaces de Sobol
on renvoie & ADAMS |1}, LIONS-MAGENES (1], NECAS [1].

L'ellipticité d'autres mod8les lindaires de coques a &té &tu
auteurs. On pourra notamment se rapporter & ROUGEE [ 1] pour des c
i COUTRIS [1] pour le modéle de NAGHDI [1], & GORDEZIANI [ 1] pour
VEKUA (1], & SHOIKHET {1] pour le modéle de NOVOZHILOV [1}.

Au Chapitre 1 nous rappelons les résultats de géométrie diff

faces nécessaires pour la modélisation d'une coque mince. Pour de

Tensoriel on pourra consulter GOUYON [1], LICHNEROWICZ [1l] et pou
Géométrie Différentielle & LELONG-FERRAND [1), VALIRON [1]. Pour
Chapitre nous nous sommes inspirés des ouvrages de GREEN-ZERWA [1

respectivement orientés vers les théories de 1'@lasticité et de ¢

L'essentiel de la modélisation linéaire de KOITER [1) est ra
On montre notamment comment des hypothéses convenables permettent

d'un probléme tri-dimensionnel 8 1'étude d'un nouveau probléme bi

La carte z définissant la surface moyenne de la coque est supposé
I1 est alors possible d'établir des normes équivalentes pour les
et de substituer des dérivations covariantes aux dérivations usue

du Chapitre 3.

Dans le Chapitre b nous définissons 1'esparce des fonctions a

nous donnons une formulation variationnelle du probléme.

Nous montrons dans le chapitre 5 que si les tenseurs de défc

- -
changement de courbure sont nuls pour un champ de déplacements v



dépl acement est un mouvement rigide ou solidifisant. L'adjonction

>
ncestrement entraine v = 0.

6 on établit 1'ellipticité du mod3le linéaire de KOITER [1][ 2] pour

= forme quelconque et on en déduit un théordme d'existence et d'uni-

on. Nous suivons pour cela une méthode de démonstration utilisée par
pour &tablir 1'ellipticité d'un moddle d'arc; cf. CIARLET [1][2].

n, retenons que le théoréme du mouvement rigide joue un rdle essen-
nstration de la V—ellipticité. Cette condition de mouvement rigide,

e par condition de mouvement solidifiant se retrouve dans la plupart

rés satisfaisants par les Mécaniciens. A ce titre nous pensons que

tration s'adaspte aux différentes modélisations existantes.
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CHAPITRE 1 ~ PRELIMINAIRES GEOMETRIQUES

ppelons dans ce paragraphe les résultats de péométrie différen-
ui sont nécessaires pour la modélisation d'une coque mince (cf.
a démonstration du Théordme du mouvement rigide (cf. Chapitre 5).
ablis pour des coques dont la surface moyenne peut &tre repré-

seule carte et pour des coordonnées curvilignes quelconques.

SURFACE :
3 [} I3 s . — — -
ar §3 1'espace affine euclidien et par (0,e;,e,,e3) un repire

é pour simplifier. Un point quelconque M de §3 sera repéré par
g N

rale, tout indice latin (resp. grec) prend ses valeurs dans

esp. {1,2}) et, sauf indication contraire, la répétition de un

s, 1'un en position supérieure, 1l'autre en position inférieure,
vention d'Einstein, la sommation sur toutes les valeurs possibles

nous convenons de noter les dérivées partielles & 1'aide d'une

af

o= .
[ &

1

borné d'un plan §2, de frontidre I'. Alors une surface S de

3 est 1'image de O par une carte, i.e., une application
$: (gl,e2)efc 82— £

forment un systéme de coordonnfes curvilignes de la surface S.

e d'une surface ne détermine pas d'une fagon unique 1'applica-
118

us supposons la frontidre I' et l'application 3 suffisamment
ulier nous supposons que tous les points de la surface S = ()
sens que les deux vecteurs

;:=;,a' a=1,2,

épendants en tout point £ = (g} ,Ez) € 9. Ces deux vecteurs sont
cordonnées 3(&;“ = cte) et ils définissent le plan tangent & la

£). On introduit ensuite le vecteur
—p =t
alxa,

i ¥
[ayxe,|

ag =

e euclidienne dans £3 muni de son produit scalaire habituel

- -+ > . > .
(a,b) — a.b. Le roint ¢(E)et les trois vecteurs ;i dAfinisser

local de la surface (cf. Figure 1.1-1).

Figure 1.1-1

1.2. LES TROIS FORMES FONDAMENTALES DE LA SURFACE :
La premidre forme_fondameptale de la surface (aas), ou te

surface, est définie par

(1.2-1) a&s =8y, T aa = '®,6 .

— — — ———
a ¢
g 3

Grice 4 elle on exprime notamment 1'21ément linéaire et 1
surface, d'oll la seconde appellation. Soit une courbe tracée s

nie par les applications
t€lap CR—£" = 2(t), a = 1.2.

L'é1ément lindaire ds de cette courbe est donné par

(1.2-2) ds = [amﬁ(f"‘)'(f's)'l5 at. .

Aiee wwmmbosmn 2 an noannia lac Aauwy antraa vartenrs A di



_b_

+> > a
a.a = 68 (pas de sommation si a = 8).

. -
nt 1iés aux vecteurs a, par les relations

8 _ »a +8 Ba

+8  9a af-s al -+
8", as,a =a .a =8,

=a a =g

% aB

nt 1'inverse de la matrice (aaB), qui est toujours inversible

nts sont réguliers.

btiendrait des expressions plus simples en supposant (ce qui est
toriquement ...) que les lignes coordonnées sont les lignes de

-+ ->
ce : les vecteurs a) et a; sont alors orthogonaux, mais non néces-

uﬁ)

3, en tout point de la surface et les matrices (auB) et (a

. >
1'est pas nécessaire de supposer les vecteurs de base el de &3

3t commode pour calculer des produits scalaires tels que ceux

noter les expressions de certains des produits vectoriels des

23

®4
x

oy
]

o g~ fag 27

2% af = %8,

B3 xa, = ar

L I T
;3":8-58)‘:.)\,
;3’:3

af aB

Sap ™ VB 4g0

(epa) = (e*)

]
n
[
(=] I ﬁi

= ay1855 ~ (r]5)2 #0 (points réguliers).
»5t donné par la relation
as = |28, |aglag? = va aglag?,

n géométrique est &vidente.

> fondamentale de la surface (b‘l ) est définie par

b _ =b, ma-8.a ,=a.4 =8 .3 -
a8 Ba a” 3,8 3" a,B 3°"°B,a

Py ®

Aux composantes covariantes b.g o0 nssocie par les opérat

8
usuelles les composantes mixtes et contravariantes suivantes
v Banf =pfaafy |
a ‘a a Ao
(1.2-10) {
baB = me'X an b, .,
v

et inversement

A v
baB =8, bB = a.a)‘ an b

9 ese o

‘Courbures normales de la surface S

Soit P un point quelconque de la surface S et T une direc
tangent en P 4 1la surface S. L'intersection de S avec le plan

courbe (c) définie par deux applications
t€lajbf{ CR — £% = f*(t), a = 1,2,

et dont le centre de courbure Q vérifie 53 = R 33. La courbur

. N
surface S au point P, pour la direction T donnée par le rapport

(1.2-11) 1.

b (£ (8
ap
Ry & (£ (eB)
af
A chaque direction T on associe de la sorte une courbure norma
lorsque € balaye le plan tangent les courbures normales admette
et un minimum %— , appelées courbures principales, respective
3 des directionh? tl et T, orthogonales apoelées directions pr

Les courbures principales l/RNl et l/RNZ vérifient les relatio

1 .1 1.,a
Ha= 5 ('ﬁ_ %) =3 bu (courbure
N N
(1.2-12)
K=i .]:,- = blp2 - p2pl (courbure
Ry Rp 12 12
1 N2

Ces considérations sont illustrées par la Figure 1.2-1.

La troisiéme forme fondamentale de la surface (cuB) est d
(1.2-13) g =Py by =P Pp=¢
Remarque 1.2-3 : Un procédé commode pour retrouver la définiti

est de noter qu'elles sont respectivement associfes aux trois

possibles des différentielles dz, d;a
A 4 a . B
dé.dé = .8 dg™ ag”,
-+ [ 8
- db.dag = v, ac” dg,

> a 8
. a ag .
daj.day = .8 £ dg



Figure 1.2-1
I

RIANTE
(;1 ,};2 ,:3) n'est ni normée, ni orthogonale. Le probléme de la
telle base est simplifié par 1'introduction des symboles de

. notion de dérivée covariante.

r* de la surfrce sont d3finis par

 Christoffel ruBy’ By

> > 1
. ) = + - )
oy = quB = !lu a'B,y = 2(BUB,Y aﬂY,B uBY,ﬂ ?
a a a\ 0 > - 2o
' . a .8,
gy " Tye ™% Tagy ™ % *%y,8 8,y

lieu de raﬂv certains auteurs edoptent les notations rBuY ou

Les composantes des dérivées des vecteurs de base dans le

données par les formules de Gavss et de Weingarten

a . =r' a +bv _a
®,8 aB v aB 3
(L.3-3) {Gauss)
+a o ) a >
a.’B=-I‘B)‘ +b8 aj,
_ . > +3 - Y -+
(1.3-4) (Weingarten) as'a = a a bu a .

Les dérivées covariantes d'un tenseur de surface seront n

barre verticale (]); pour les tenseurs d'ordre 1 et 2 il vient

Y
Tu'y = Tu,,y - rav TX *
(1.3-5)
T°| =1 +® g
. v ,Y Ay
- 1 A

T =7 - T -
aB|Y af,y oy AB er Tux’

(1.3-6) o a b _pr g
'BIV '3.Y ry)‘ R rBY o)?
o B 8 a)
3 8 + T T -
T B|Y a . Ay + I')‘Y T .

f . s . s
L'opération de dérivation covariante n'est pas en général c
traire des dérivées partielles usuelles. On montre par exemple q

_ Y
(1.3-7) T,

T - -
alBY TulYB = (buvas buebkv)
o
Y AB A
T =a’ T, Ty =a, T

On notera que les tenseurs (aas), (aaB), (cas), (euB) respe
(1.2-1) (1.2-3) et (1.2-5) vérifient

(1.3-8) a°8|y= €ty = e°'8|Y= 0.

a =
‘!5|Y
Grace & (1.3-5) les formules de Gauss s'écrivent

>a

-+ = -> = a >
(1.3-9) "u'B busaa,a|8 b 2,

et 1'on convient de poser dans les formules de Weingarten :

{1.3-10) 2, =a1a , = 33|
3,0 3|a a



- U -

ts de la deuxiéme forme fondamentale vérifient les relations de

bullz - baz’l ,
1.3-8)
a o
by |z - bz‘x :
les formules de Gauss et Weingarten au calcul des dérivées par=-
r quelconque
T =) =" + o
égalité

A 3.»> 3 > +X X +3
-] + + - Jat + (- ¥
o bav )a)\ (v |a bmv )a.3 = (v)‘la b)‘uva)a (v3 u ba v)‘)a ,

e poser

v =y
3,a 3|a

.ions vsla est un tenseur de surface dont les dérivées covariantes

A
"3|ua = Valsa = Vi,a8 = Tag V3.0 .

CHAPITRE 2 - MODELISATION D'INE COQUE

QRTENTATION : Nons décrivons ici 1a modélisation de KOITER [ 1]

petites déformations de Ja cogue. Cette modélisation est esse

la fagon suivante : on considdre la coque comme vn milieu conf
d'épaisseur constante et "petite”, moyennant quoi on peut rai
que 1'état de contrainte est approximativement plan et que la
traintes paralléles i la surface moyenne de la coque est appr
Une fois ces hypothéses faites, on "intégre sur 1l'épaisseur" .
exprimée en coordonnées curvilignes approprides, ce qui condu:

1'inconnue, i.e.,, le déplacement d'un point de la surface moy

une fonction de deux variables seulement : les deux coordonnée

snrface moyenne de la coque (1'obtention de 1'énergie d'une p:

particulier de ce procédé).

2.1. DEFINITTON RE LA GEOMEIRIE. RE LA COQUE:

Nous définissons la géométrie de la coque & partir de la
face moyenne, Par analogie avec le Chapitre 1 nous désignons }
d'un plan §2, de frontidre T'. Alors la surface moyenne S de

dans £3 de 1'ensemble T par une carte ¢ :
(2.1-1) PEle) e T g — §(e) e B3

On note 38 = _«;(I‘) d'ol § = 5 U 23S, Tout comme au Chapitre 1
suffisamment réguliéres. En particulier tous les ‘'points de s

Outre les deux coordonnées curvilignes £!,£2 qui nous ont perr
surface moyenne nous introduisons une troisidme coordonnée cu:
cote mesurée sur la normale ;3 3 la surface S au point ;(El -
données curvilignes (£1,£2,£3) est. au moins *-ralement, un s

curvilignes de &3 généralement désigné par systime de coordor

L'épaisseur de la coque étant définie par une applicatios

(2.1-2) e : {(£1,£2) € Q — {x € R; x >0},
la coque ( est alors le sous-enscmble fermé de &3 dAfini mar

>
Cc=Ime g O = 3(e',62) + £33, (£1,67) ¢
(2.1-3)
1

- el g2) < g3 <3 elgl B )]
Si la fenction e est conntante on dit que la coaue est 4
Les Mécaniciens disent qu'une coque est mince si, en tout poir
1'épaisseur e(gl,£2) est "petite" (au plus de l'ordre du %-d) !

module du rayon de courbure normal (1.2-11)., Dans le cas cont:
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par face sunérieure (resp. inférieure) la surface

[M (=3 83; 3{4 :;(EI,EZ) + :_ Z3] s (51;52) € ﬂ}

Me &3 O = F(el,e2) - 53, , (€e2) € q}),

le 1a coque la surface
I
MeE £3; OM = §(e1,62) + £%,, (ee)) e,

S ey
—2<E <2|.

oque étudiée sera supposée mince et d'épaissenr constante en

calculs. Mais il n'y aurait aucune difficulté essentielle &
t au cas des coques d'épaisseur variable. De méme que nous
raphe 1.1 un repére local en tout point de S nous utilisons
des coordonnées curvilignes normales pour définir un repire
de la coque C. En dérivant la relation OM = (el,g2) + 53;3
et (1.3-4)

> Vo3, Vi
8, = BH’“ = (8-E%0)3

-> >
g3 = '0.25’3 = 8a3.

~

> - N
8 g) et g, sont paralléles au plan tangent & la cogue en
que les trois vecteurs -éi forment une base il suffit donc

O en tous les points de la coque. Les relations (1.2-4) et

Z1%g2 = (1-26%H+(£3)K)Va a5,

urbure principaux sont des extrema des rayons de courbure

H| < k| <

]
minIRN| (minIRNI )2
au point 3(5’,52) pour toutes les sections normales possibles.
pposer IRNI # 0 en tous les points de aQ ou, comme T est compact ,

el a > 0 tel que minIRN| » a > 0 pour tous les points de 8. Cette

reste la seule hypothése que nous ferons sur la géométrie de

est en pratique nullement restrictive. Alors l'hypothése de

<i mianN” entraine

10
1 1
lal < 10e ° x| < 100eZ *

R
2 1. 'l>0

2
3 3
1-28+ (B) K21 - 354 155 = 155 > O,

d'od Elxzz # 0, La Figure 2.1~1 illustre ces considérations.

Figure 2.1-1

La géométrie de la coque C ainsi définie sert constamment p

figuration de référence. En effet nous &tudions dans ce travail 1.

naires de coque répondant i la description suivante (une formulat

donnée au Chapitre 3). Soit C la configuration de la coque avant
supposons que la coque est encastrée sur une partie de son bord e
certaine distribution de forces de volume et de forces de surface
faces supérieure et inférieure de la coque, ainsi que sur la part
encastrée. Sous l'action de ces forces la coque se déforme et pre
figuration C' . Connaissant les constantes physiques caractéris:
composant la coque, la configuration initiale (, la distributio
quées et les conditions aux limites le probléme consiste d déterm
ments des points de C. On peut alors en déduire les déformation:

»
en tout point de C.
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ous notons par la suite & 1'aide d'ina mAme lettre les variables

t et apr&s déformation,une barre supérieure distinguant la

guration Aédformée.

DEFORMATIONS POUR UNE_COOUR MINCE.

s déformations de la coque engendrées par le passage de la confi-

a la configuration finale C* suppose, entre autres, la con-
ries de ces deux confipurations. Dans le Chapitre 1 nous avons
aractéristiques géométriques de la surface moyenne de la coque

ns le Paragrathe 2.1 nous avons défini la géométrie de la coqueC .,
nant 4 effectuer une démarche analogue pour la configuration C'

ace moyenne déformée :

ion d'une particule quelconque de la surface moyenne de la

ion; aprés déformation cette méme particule occupe la position P.

- =2
u = u(gl,g2) = PP

épl acement du_point P. On pose

- »>3 i
u=u, a =3 u a..
1 1

a, (el,e2)e @ — ui(El,Cz) € R sont les inconnues (principales)

déerit 1l'ensemble 1 = Q U T le point P décrit la surface moyenne

tion
= -> >
OP = 5? +u= 3 +u
relations (1.1-3) et (1.3-14) 1'expression des vecteurs

= R A 3 PN
. OP’cl = (Ga+u |a-bau3)a)‘ + (u |u+buu)‘)aa.
zraphe 2.3 que ces deux Xecteurs sont linéairement indépendants.

» de dé&finir un vecteur a3 normé et orthogonal sux deux premiers:

+> >
> ;l¥;2
83 ==
PYRrey

>
iars ;i forment donc une base locale de 83, analggue a4 1la base

pitre 1. De la connaissance de cette base locale ;i on déduit

géométriques de la surface moyenne déformée comme on 1l'a fait

. *
Géométrie de la cogue déformée ( :

A
Pour définir € on pourrait, par analogie avec la définition
déformée, introduire le champ des déplacements des particules de
de la déformation. C'est par exemple la démarche retenue dans la

1'élasticité tridimensionnelle. Les théories de coque proposées

KOITFR reposent sur une démarche fondamentalement différente: ce

la connaissance du champ du déplacement de la seule surface moye

approximation satisfaisante des diverses caractéristiques de la
d'abord la géométrie (& partir du champ du déplacement) , les
contraintes .., . L'intérét du passage d'une théorie tridimensio
bidimensionnelle est évident, ne serait-ce que du seul point de
numérique. Ces théories approchées reposent sur un certain nombr
rappelons ci-dessous les deux familles d'hypothéses les plus réy

KOITER [1] pp. 15-16 pour une analyse approfondie.

Premidre famille d'hypothdses (LOVE-KIRCHHOFF)

Les normales § la surface moyenne non déformée, considérées

de points de la coque

(i) restent normales d la surface moyenne déformée;

(ii) ne changent pas de longueur.

Plus précisément si nous désignons par M la position d'une
de (, par P la projection de M sur la surface moyenne de C,
tions respectives de ces mémes particules aprés défomation, alo

base ci-dessus équivalent & :

— — —
(2.2-4) OM = OF + g3 a3 .
d'oll par analogie avec le Paragraphe 2.1 :
- — v v >
7 = OM V-3 )a .
(2.7-5) By OM,u = el bu)a\)

On montre au Paragraphe 2.3 que ces deux vecteurs sont linéairem

qui permet de définir

(2.2-6) %3 =

> >
Les trois vecteurs g, 72, 53 forment alors une base locale en

coque déformée C .
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rpothéses (hypothdse stetique de contraintes planes).

i 4 1a surface moyenne non déformée, considérées comme des

le 1a coque, restent normales 3 la surface moyenne déformée;

la défomation les contraintes sont approximativement planes

. tangent 3 la surface moyenne. [ ]

ujours sur les positions M et P (resp. M et P) des deux parti-
I3 ” ” P4 2z *
tion non déformée C (resp. déformée C ) de la coque la pre-

éees ci-dessus entraine (comparer & (2.2-4)) :
- = s
OM = OF + 3 a3,

>

” - . - . *
esurée sur (P,a3). Ceci revient & dire que la coque déformée

uveau systdme de coordonnées curvilignes (£!,£2,E3) différent

1,£2,63) par la troisidme coordonnée, I1 semble que 1l'on puisse

. approximation au moins, que E3 ne dépend pas de £! et £2; on

TER (1] page 15; on pourra &galement consulter NAGHDI [1] §k)

permet de déterminer I3 ., La relation (2.2-7) pemmet de définir
c* un repére local

-+ A A -+
By © (50 -ba & )al’
> >

= 453 =

z 3

t g, sont linéairement indépendants (cf. Paragrathe 2.3).

1] nous supposerons per la suite que les hyrothéses de la seconde

g . =8 .rm. =8 . -2 £3+c (£3)
af a’ B B af a7
+ >
Y =z .— = n - % F3 4+ T E’3
Bag = Bq'8 = "ap ~ Pgat’ * g
= = re = ey =
Bas = B30~ fa3 T Piq 0.

L'hypothése (implicite dans toute cette thé&orie) de "petites"

& celle de coque mince permet d'une part, de négliger les term

— N

d'autre part de remplacer E3 par £3 dans alors 8 partir @

aB;
* .1z : = 3
Yag © 2 (aaB aaB) (buB-bGB)E ’
(2.2-10) . . .
Yaz = Y30 ~ ¢

Enfin pour un matériau &lastique homogéne isotrope vérifi

il est facile de vérifier que l'hypothése de contraintes plane

* -\ Oty oa _ ah W
(2.2-11) Y33 TG Yy VRS Y, TR Vg

v désignant le coefficient de Poisson du matériau. En 4'autres

montrent que 1'évaluation du tenseur des déformations de la co

1'évalustion des deux tenseurs de surface suivants:

e 1a surfeace moyenne et de la coque avant et aprés déformation
- sommes en mesure d'évaluer le tenseur de déformation de la

*
ration C . Naturellement, dans la configuration C, la coque

enseurs de déformation et de contrainte sont nuls,

ontinu tridimensionnel le tenseur de déformation a pour expres-

i " ’é('gij"‘ij)

t le tenseur métrique du milieu continu dans la configuration

éformée), pour une méme parsmétrisation (£},£2,£3). L'exposant *

9) distingue les temseurs définis sur §} des tenseurs de

.1-h) (2.2-3) (2.2-8) et (1.2-12) entrainent en particulier

(i) Le tensour de déformation de la surface moyenne

).

=1
(2.2-12) = ;_(

YaB Supap

{ii) Le tenseur de changement de courbure

(2.2-13)

- .

af buB af

Liorigine des appeliations de ces deux tenseurs est &vide

D
]

Pour le second elle provient de ce que la seconde forme fondam
permet d'évaluer les courbures normales. Signalons que si la d

v . est commune & la plupart des théories de coque, il n'en va

aB
seconde. Ainsi KOITER [1] signale d'sutres choix possibles pou
gement de courbure ayant peu d'incidence sur la valeur de 1'in

Ment.ionnons enfin que la nntation :nR est. celle de KOTTER [1].

Nous terminons ce paragraphe en déterminant les relations

Yu8 et o 8 et les composantes ug du déplacement définies en (2
a a

nous limitons ici au moddle linfaire toutes ces relations sero

renvoyons & KOITER [1] pour 1'étude du modéle non linéaire.

Les relations (2.2-2) et (2.2-12) donnent tout d'abord 1'

pour le tenseur linéarisé de déformation de la surface moyenne

1
(2.2-1h) Yag = E(ueluﬂluls) - buB uge.
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° a8 = buB - baﬂ nous partons de la relation (1.2-9), i.e.,

+ -+

buB - A3'°B,a'

- -+
1'expression (2.2-3) dans laguelle les vecteurs &) et a, sont

.2=2), on cbtient
>

- A +a >
- +] .
a = (“ala b uA)a +a,

de Gaugs (1.3-3) et de Weingarten (1.3-4) on calcule, & partir de

on de a . Il reste alors & faire le produit scalaire donnant

8,0
" z : . -— — N
r" le résultat. Ceci conduit pour le tenseur %8 = buB - baB a
te
‘ A A A
+ + + -
8 " Y3]a8 * Pala ™2 * P8 Yala t Pa Valg T Cas Vi

2ur :uB est une conséquence des relations de Mainardi-Codazzi

ations (1.3-16).

r & 1'évaluation des contraintes pour une coque mince il est inté-

ne interprétation géométrique de 1a déformation d= la surface moyen-

era utile dans la démonstration du Théoréme du mouvement rigide.

GEQOMETRIQUE DRE LA DEFORMATION DE I.A SURFACE MOYENNE.

Lation précise les transfommations géométriques qui permettent de
ral (P,‘;i) de la surface moyenne non déformée au repére local

> moyenne déformée. Il est facile de vérifier que les relations
peuvent s'écrire :

2 +y 8 +oxa
Bt YaB*t? «’

- > >
= a3 +¢ x a3,

8" Y Mg donné par (2,2-1k) .

d EXB ’B :A-* a3 , :m est donné par (1.2-5),
" “3|8 * b; Yy

et el

3 g o als) = Sap® -

les (2.3-4) et (2.3-5) nous avons utilisé les notations ccnsacrées

e commun avec la carte t.

s . > ”~ -
. ,Ainsi le pasrage de la base locale (;.u,a.‘) avant 4%formati

(Eu,'a-a) anrds déformation s'effectve (tonjours dens 1'hymthase

mations) en trois étapes ,

—
(i) Une translation PP qui n'apparait pas dans les relatic

(ii) U=~ AZformation pure qui se traduit par 1'addition du

> . » .
teur a ,ce qui justifie 1l'appellation de tenseur de déformatior
surface moyenne pour YaB®

(iii) Une rotation d'angle » . Plus précisément ? admet les

D'une part la composante ﬁn = eas °8 ;aA dans le plan tangent &

ce qui justifie 1'appellation de rotation de la normale i la su

au vecteur de composantes oa; D'autre part la composante 9,;3 SU

face moyenne non déformée, Ceci justifie les appellations de te

la surface moyenne pour le tenseur “oB et de rotation avtour de

gscalaire 01,

Cette interprétation géométrique est illustrée par la Fig

Déformation Rotation
F& ﬂ" ?3 x’
2

b4
y Ry
M ﬁ:::"/ ;
R _ | _
)

i3,

d; \ Translation

3

Figure 2.3-1.

Nous sommes maintenant gn mesure de démontrer l'assertign
selon laquelle les vecteurs :1, ;2 d'une part, les vecteurs El‘

1l vvmnnt fwdimandants
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sont. linéairement indépendants :

>
ions (2.3-1) (2.3-b) le produit vectoriel ;przz s'exprime sous

n se timitant aux termes linéaire-n

> 1 L o>

nixap = Va {—‘“ a + (1+ya)a3} .

es déformations entraine que la composante de ce produit vecto-
-+ ‘opz

cteur a3 est différente de zéro en tout point. Par consiquent,

o sont linfairement indépendants.

sont_linfairement indépendants :

oression (2.2-8), i.e,
> -+
= kg
g, = (8 -b £3)a,,
celui du Paragraphe 2.1 conduit 3
> : 2 >
B8z = [1-FEHK(EH 1V 7 53.
1 les parsmitres H et K désignent respectivement les courbures

la surface moyenne défomée. Plus précisément, par analogie avec

2) on a
F=%%° =5 52-52%.
2 a 1 2 1 2
ion (2.2-13) du tenseur de changement de courbure ;uB entraine,
- _ - @
b +b
8~ "8 " Vs

Tl n20) _ ulT2 , TIT2 T2l
bypy — PIPy = Dypy + 0105 = PIP,

expressions dans (2.3-8). Pour montrer que l'expression entre

ite de 0 il suffit de procéder par snalogie avec le raisonnement
observant d'une part que sur le compact S = S U 3S les applica-
;z)eﬁ-nur-»b‘;
etites" déformations entraine ;g "petit",

sont uniformément bornées, d'autre part

Q INTES 3 .

(OITER [ 1] par exemple) qu'une évaluation satisfaisante des con-
* - 13 .

e déformée C peut &tre faite, tout comme pour les défomations,

jeurs de surface. Plus précisément, avec les notations de

luit :

(i) Le tenseur symétrique des résultartns tanpent ielles de c
8

(ii) Le tenseur symétrique de couples de contraintes m.

En supposant que le matériau constituant la coque est élasti
isotrope, que les déformations sont "petites", que 1'état de cont

mativement plan et paralldle au plan tangent & la surface moyenne

obtient les relations suivantes :

(2.4-1) 708 = o g8 Ty
—aB _ e} _agi =
(2.4-2) m 15 P O

aBiu

ol e désigne 1'épaisseur de la coque et E le tenseur de "modu

des contraintes planes :

afiw _ B aX Bu au B 2y _aB_Au
(2.4-3) E = 2(1+“-5-[a a +a s +77=a a |,
ol E, v désignent respectivement le module de Young et le coeffic
matériau. Grace aux relations (2.2-14) et (2.2-16) il est donc pc

les contraintes en fonction des composantes du déplacement.

2.5. L'ENERGIE DE DEFORMATION :

L'énergie de déformation a pour expression
>3 —af —af—
= as.
alv,v) JS 0y gt an)

L'intégration porte sur la surface moyenne non déformée puisque t
qui apparaissent ont &té définies sur S. Grace & (2.h-1) & (2.h-:
8¢

-»> a -»» 8,>
uv) + u/a(v)yB(v) +

[ 2G,%) = | oz {an g
(2.5-1) S 2
& L0550 + von @Y7 (91

soit encore comme dS = va& dgl! ag? (1.2-8)

W@ = [n B {a-ENEE) + v e

(2.5-2) 2 PR . R
+ %[(‘l-u)?&(v)ni(v) + v'ﬁ:(v)ﬁg(v)l}

2.6. LE TRAVAIL DES FORCES EXTERIEURES :
Neus désignons par
. .
(2.6-1) p=p Zi

1n résultante sur la surface moyenne des forces de surtace et des

appliquées & la coque. On suppose pour simplifier qu'il n'y a pas

surface.
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te et couple de forces s'exergant sur la partie 35; = ;(I‘l) du

e moyenne sont notés

N
§n=n 8. .
1

M

=cuaM

=

>
couple M est dans le plan tangent & la surface moyenne.

vail de ces forces extérieures dans un déplacement V= \f al vaut
{ 5 . - -
(V) = | p.v ds + [ (H.v + H.0)os,
1238,

ecteur de rotation défini en (2.3-4). En outre 1n coque est sup-

S

ur la partie complémentaire 353 = 35 - 3S; de la frontidre de sa
Soit Ty et T) les parties de ' dont les images par $ sont 3Sq et
nt. Alors, si t — £° = £%(¢) sont les équations paramétriques de
différentiels dS et ds sont donnés par les relations (1.2-8) et

vement. Ces relations, jointes & 1l'expression de $ (2.3-4), i.e.,

$=ewo33x+n§3,

2.6-1) (2.6-2)

) = anivi & ag! ag? + Jrl(nivimﬁ¢s(3)) Ve, () (£ at.

CHAPITRE 3 : COORDONNEES CURVILIGNES ET NORMES EQI

ORIENTATION : Les formules (2.2-1L4) et (2.2-16) donnent les e:
Ynﬂ et FaB en fonction des composantes du déplacement et des
triques de la surfece S. Par suite 1'énergie potenticlle a(v .
s'exprime 4 1'aide
(i) des composantes covariantes du déplacement u sur les
(ii) d'intégratiors sur la surface moyenne S;
(iii) de dérivées covariantes.
Dans ce Chapitre nous allons définir de nouvelles nommes
normes classiques, et utilisant les trois caractéristiques ci.
lences reposent sur un certain nombre d'inésalités d'origine i

précisons dans un premier paragrathe.

3.1. QUELQUES INEGALITES D'ORIGINE GEOMETRIQUE :
Nous supposons désormais que la carte 3 définie en (2.1-]
et que tous les points de la surface S = 3(5) sont rémuliers |
a  af
aB’bﬂj_b
nues sur 1'ensemble compact Q@ C R2. Par suite il existe deux

pp > 0 et 0y > 0 tels que

. . af P .
applications aaﬁ,a s8,b et leurs dérivées premidres,

8 ]
laggls 18%81, lal, o 1 Il 18], la o 1, 1

(3.1-1) a

[+ ]
buB,A" Ibe’)\l9 l ')\‘v 'I‘BYI’ lcuB'

(3.1-2) pz S ajy, &11, 832, azz, a.

Dans toute la suite, nous considérons 1'espace de Soboler
(q) = {v € L2(p); 2% € L2(a), |a| € m]

Muni du produit scalaire

(wv))y, o = |-u§<m Jn 3% 2% aelag?,
1'espace H"(2) est un espace de Hilbert. La norme associée am
est notée 1l - “m,Q'

Pour un tenseur de surface (T), les inégalités (3.1-1) e
permettre de définir des normes équivalentes aux normes class:

H1(Q). Des résultats de ce type figurent dans ROUGEE [1].



- 24 -

ITES DANS L2 (Q)

R PO .
it _une surface S définie comme en (2.1-1). Nous dirons qu'un

') d'ordre quelconque est dans L?(R) si toutes ses composantes
e sont dans L2(Q). n

 entre composantes de natures différentes d'un méme tenseur de

e au moyen des tenseurs a8,q €t a™® 1es relations (3.1-1)(3.1-2)

ent :

'un_tenseur de surface (T) soit dans L2(Q) il faut et il suffit

! . )
(r) — U LA dn]” = ” n rf ds} ’
5 af o Poo

est une norma Aquiv-lente 4 la norme usuelle '(T)ILZ(Q) dafinie er

3.3. HORMRS UrUTVALENTES DANS HI(Q) :

Définition 3.3-1 : Soit une surface S définie comme on (2.1-1). No

tenseur de curface (T) d'ordre gquelconque n est dans HI(2) s'il es

toutes les dérivées premiéres usuelles, prises an sens des distrit

antes d'une nature déterminée (par exemple covariantes) soient

oit un tenseur de surface (T) d'ordre quelconque n, apparte-

nvenons_de définir la norme de (T) dans L2(Q) par
[l=1] 1 2|}
a.s1,2
i
1<i<n

“1'"“n

inir [(T)| on peut utiliser toutes les composantes d'une autre

PR 8 -
s (3.1-1) et (3.1-2) vérifiédes par les a,, et les a" entrai-

la définition 3.2-2 on remplace toutes les composantes cova-

utes les composantes d'une autre nature (mixtes ou contrava-

~

e nouvelles normes équivalentes i celle donnée en (3.2-1). | ]

dentes sont définies par 1'intermédiaire d'une intégration sur
ue nous aurons A considérer des intégrations sur la surface S;
es deux intégrations est précisée par le Lemme suivant :

= 1L2(a); slors la fonctionnelle

1
£ — “ |f(C1,C2)IZdS]2
S

1) équivalente & la nome lf‘LZ(Q)'

sultat est une conséquence immédiate de la relation (1.2-8),

t des inégalités (3.1-1) (3.1-2). |

] nous utiliserons le Lemme suivant :

1], Chapitre 2) :
(T) d'ordre 2 défini sur la surface S. On suppose que

fonctionnelle

ses composantes de variance quelconque sont dans L2(q).

Pour un tenseur de surface (T) les inéralités (3.1-1) et (3.1

d'établir une condition nécessaire et suffisante d'anportenance A

Lemme 3,3-1 : Une condition nécessaire et suffisantc ypour au'un te

(T) appartienne & H1{Q) est aue toutes ses composantes d'une natur

riantrs par exemple) et leurs dérivées premidres usuelles soient ¢

Démonstration :
Snit un tenseur de surface (T), d'ordre n, dans H!(Q) au sens

3.3-1. Alors

- € 1.2 € 1,2 .
(3.3-1) Tal---un L2(Q) et Tq,...nn,x L2(Q)

Soit & montrer que toutes les composantes de (T) de variance aquels
N

LS X RO

de raisonnement s'appliquant & toutes les comrosantes d'une autre

H}(Q). Nons faisons 1e démonstration pour les composantes T

T v = o"%2
0]“C3eseln [ ST R

v wap 10
T =a T + 8
0]°®3e0 0y, sh Tapog. .., M2 o0

A1~w- Tes hypothdzes {3.3-1) et les inégelitéds (3.1-1) entrainent

v € yl(a).

a)eftye..0,

Difinition 3.3-2 : Soit un tenseur de surface (T) d'ordre n quelc.

5 K1(Q). Nous convenons de définir la norme de (T) dans H!(q) par

= 2 }
(3.3-2) ™ e = ['(TH * le n.Zl 2 ‘T“""“"’XP)
i *

1<i<n
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ition 3.3-2 il convient de s'assurer que le remplacement des com-
es de (T) par des composantes d'une autre nature conduit 3 la

~

es Baquivalentes A celle définie en (3.3-2). C'est 1'objet du Lemme

ans 1a Définition 3.3-2 on remplace toutes les composantes cova-

toutes les composantes d'une autre nature on obtient une nouvelle

8 celle donnée en (3.3-1),

1 tenseur de surface (T), d'ordre n, appartenant a H!(0). Soit a
1ctionnelle
-
™ 10 (I(T”z* § ) |Taa-2 xlzlﬁ‘
N A=l ai=l,2 1°03...0,,

1<i<n

') dans H! (), équivalente & la norme définie par la relation

3 la démonstration du Lemme 3.3-1 on aura

\V
= %2 T + a®2V
430 ealln ) s Tapvez...op avag. ..o,

~1) et le Lemme 3.2-2 entralnent alors l'existence d'une cons-

Y < (D I 1a relati
" "l,ﬂ C;" "1,9. nversement, 1a relation

v
=a +a v
_az...un,x AV A T @)°03...8p AoV T@pca3eeOn A
*
- 2= b3 T < d
1) et le Lemme 3.2-2 entralnent "( )"l,ﬂ cy "(T)"l,ﬂ’ ol ¢,
te,
e raisonnement s'applique dans le cas ol on utilise toutes les

utre nature. B

$céde est relatif au cas de dérivées usuelles (prises au sens des
. lemmes suivants précisent certains cas ol il est possible de
ées usuelles par des dérivées covariantes (considérées également

iens des distributions, par 1'intermédiaire des relations (1.3-5).

. 1a Définition 3.3-1 et dans le Lemme 3.3-1 il est loisible de

ées usuelles par des dérivées covariantes.

nseur de surface, d'ordre n. D'aprés le Lemme 3.3-1 on a

€ L2}, 7 €
Q) eesQp “|...ﬂn,‘

(1) € HI () < {T

) . s
L'extension des reiations (1.3-6) A& des composantes d~ tenseur

donne par evemple

- v r ”
apeeea |27 Tal...nn,)\ T e ’}\mq...nn - razl
(3.3-4)
-t
an\ LRI S}

De cette relation et des inégalités (3.1-1), on déduit imm3dia

(3.3-5) (1) € HI (@) <> {1 € rn2(q), T

¢ L€
0] -0y ﬂl...ﬂnl&

Par ailleurs, on montre que la dérivation covariante 4'un prod

les mémes régles que la dérivation usuelle. Ainsi 1'~xpression

* = g%tV
=a
RCYRERY- N VO .y,
admet pour dérivées covarinntes
71 = 2™V 1 + %1V
‘az...cnlx |); V... Ol V2. ..t
a
ou encore, comme & 1"')‘ =0 (1.3-8) :
(3.3-6) ! =a""
- ~u2...an|)\ (LT PR S

Par analofie. on obtient toutes les dérivérs covariantes de to
de nature quelconque de (T) A 1'aide des dérivées covariantes
covariantes de (T) et des tenseurs auB. Grdce aux inéralités (
placer dans l'équivalence (3.,3-5) toutes les composantes covar

toutes les composantes de (T) d'une autre nature. Ainsi on a p

o (43
(1) € (@) e=> T ! € L2(a) et T
f0pa ety chptt oy
Inm=c 2.3-0 : Si dans 1a relation (3.3-2) on rempince 1a dériv,

dArivéan emvrariante on obtient une neuvelle nerne Equivalente a

Fénéralement, si dans 1a relation (3.3=?) on remplace toutes )

riantes dn (T) par toutes les composantes d'ure nutre nature e

usuelles por des dérivées covariantes on obticnt dc nouvelles

valentes 4 la norme u('l‘)"l a donnée en (3.3-2).

Démonstration :
I1 suffit d'éteblir la premiére partie du lemme. La secon

1l amn immAAlntamant orane any indoalités (3.1-1) et A des rela
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LT (O L LN L

A=1 ui=l,2
1<i<n
(3.3-4) et les inégalités (3.1-1) entrainent 1'existence d'une

»*
que H (T) "1,0 <c H(T)"l,n' Inversement ,si 1'on écrit la rela-
a forme

sV T
ap) Tay...a

=
e

v
T + T T
apee.ofr a1} vag...ap n-1v’

les inégalités (3.1-1), l'existence d'une constante ¢y telle que
*

I1,0° u
nous serons amenés & utiliser 1'extension suivante de 1'inéga-

UVAUT-LIONS [1] Chapitre 3, HLAVACEK-NECAS [1]), qui ne rentre

'applications du Lemme 3.3-4 :

{1l , Lemme 2.h) :

~

n_champ de vecteurs de la surface S appartensnt 3 (H!(9))3, a

on 3.,3-1. Alors l'application

P 1§ ] s+ £ Rtvgvgge)] st

a=l a,B8=

alente & "(;)Hl a définie en (3.3-2), (|
i

ration z suffisamment réguliére on définirait par analogie 1'ap-
seur (T} & H'(R2) et les normes H(T) "m,ﬂ'

ce Chapitre par un résultat d'équivalence de norme sur [}*Il (n)]zx
champ U du déplacement.

)

) SUR (! (@)} 2a2(@) :

P 02 i T »a *3 < se 2

lépl acement s'écrit u = usa + u3 a’. Tout ce qui a été dit dans
édents s'applique aux composantes tangentielles u considérées

varisntes du tenseur de surface uu;a. Pour la composante uj
ions (1.3-15) et (1.3-16) :

[a T4y ,a’

=u

-l'x u = u
a8 3,a8 aB 3,A 3|{Ba .

3 rassemble quelques propriétés relatives aux dérivées covariantes

g de ujz:

emme 3. U-1 :

Soit uj la composante sur ls normale ,;3 du chamo de vecteu:

deux propriétés suivantes :

(i H? - =8 € L2(q).
) u3 e #2() <-$ualu HY(Q) et 3008 L2(9)
(ii) 1'apolication

(3.4-2) u3 € H2(@) — [|u3|2+;u3“|2 e a2+ fuug 02+ u

3|2 31 3

est_une norme sur H2(R) équivalente & la norme usuelle.

Démon stration :

La premiére propriété est une conséquence immédiate des in¢
des relations (3.h-1).

Pour la seconde propriété on vérifie facilement que 1'applj
une semi-norme sur H2(Q). Pour montrer que c'est une norme &quit

usuelle, posons

= € Hl(; = = € Hi(
3 T Ve M@=y, =y, €U

Les fonctions v,v peuvent &tre considérées, par =xemple, cc
covariantes d'un tenceur de surfacc (M) appartenant 3 HI(R). A «
(v € )2~ [vl2efel2 + f (Iv f2olv |2

- i} M

a=1
et

(vo) € (H1(0)2 - ﬂquuw;u f (o) by 12

~=]
sont équivalentes, d'arrds le Lemme 3.3-k., Pour conclure, il suf
les relations d'équivalence v et w par leurs valeurs et d'ajoute

des membres.

En rassemblant les résultats des Lemmes 3.3-5 et 3.4~ nous
ment
Ipmme 3. 4-2 : Soit ¥ = ua;u + uaza.Prenons u, € H1(Q), uy € H2(s

u € [H1(a))2xH2(). Alors 1'application’

v :u €MHL@)12 x H2(Q) -~ R,
définie par
KD = e oo 2 o v g

(3.4-3)
TR I T E I TR R

est une norme équivalente & la norme usuelle.
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CHAPITRE 4 - LE PROBLEME VARIATIONNEL

e Chapitre nous définissons l'espace ¥ des fonctions admissibles

2 formulation variationnelle du probléme.

)NCTIONS ADMISSIBLES V

tielle €lastique (2.5-2) et le travail des forces extérieures
égreles sur R et sur I'} de fonctions dépendant de deux coordon-
,£2). C'est pourquoi dans tout ce qui suit le domaine de référence
‘ace moyenne S mais l'ouvert Q, la séométrie de la surface S

&re implicite dans les coefficients variables.

lations (2.2-14) et (2,2-16), i.e.,

1
YoB 2(uslu+ua|8) - buB Uy

X A A
S=u3|uB+bB|auX+bB uA|a+bn u)\|8 ag "3

le tenseur YuB dépend des fonctions u_:l et u tandis que le

a,f

) désignant les trois

les fonctions u., u, et
i 71 W

u .
,0 3,08 (ul.u2 1

ites du déplacement o sur la base locale a'.

lu Chapitre 3 montrent alors qu'une condition suffisante pour que
~ donnant a(‘\;,\t), ait un sens, est que la fonction v appart iennent
H2(q).

encastrement introduite au Parsgraphe 2.6 &quivaut &

-~

° =
u 0 = 3, \)13 0,

|I' Tp

ale unitaire extérieure A T et av 1'opérateur assccié de dériva-

ale extérieure. Nous suprosons [y mesurable, de mesure strictement

ace des déplacements admissibles ¥ est défini par

V= W = (vy,vp,v3) € (H1(2))2x H2(R); ¥ ro " 0,3 v, = o}.

ajre induit par celui de {R!()])2xH2(q) :
(G,5) = izl““i"'i))l'ﬂ + (agv)), oo

ypace de Hilbert. La norme associde & ce produit scalaire sera

=GN,

Il reste maintenant 3 choisir convenablemrnt 14 riultant,

. . -
et les résultante et couple de forces N, M (2.6-2) do trlle s
définissant f(v) en (2.6~3) aicn% un sens. Porr cela prus pren

> >

(b.1-5) peE (L2@)?, i e(12(r,N3,

En effet la relstion (2.3-5) aéfinit ¢, =v_, + 1% v ot lors
8 3ie B a

o € ' (1). D'od (s,)] € 12(r) (cf. par exemrle LINME_MAGENE
r
Dés lors, il est loisible de donner les formulations suive

4.2, FORMUIATIONS DU PROBLEME.

. TV
A la forme quadratique a{v,v) définie en (2.5-2) nous assc

B¢

\;‘l + qu(a)yﬁ(\:) +
a a 8

(26 - {Q e [

(b,2-1)

¢ & [a-0m@RE) « TG
Si 1'on déveloyppe cette expression en utilisant la convention c
indices répétés on vérifie que 1la forme bilindaire a(...) ains;
On obtient alors les deux formulations équivalentes suivantes
Pour p € {L2(2))3, Te (L2(r) 3, Moefn2irynN?, tr
(b.2-2) ali,v) = £(v)
{ ol  est défini en (2.6-3).
Ou encore, comme la forme bilinéaire a(.,.} est symétriaque,
( Pour 1€ (L2(@))3, ¥ e (12(r))3, He (L2(r))3. tr
(h.2-3) <( la fonctionnelle

1iveT ~ I =-§ a3,¥) - r(¥).
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CHAPITRE 5 - LE THFOREME DU MOUVEMENT RIGIDE

s montrons que si les tenseurs de déformation et de changement
ls pour un champ de déplacement v € (11 (2))2xH2(0), alors ce dépla-

vement rigide, ou solidifiant. L'adjonetion des conditions aux

- - > -
avvall‘o O entraine v = 0O sur Q@ .
U M DE :

(7)) 2xH2(Q) nous posons
I @2+ (22 + [y @) 2 + 512 + (5123012 +

¢ [ratd ]2
norme dens L2(Q) et ol les tenseurs de déformation et de changement

respectivement donnés par les relations (2.2-14) et (2.2-16) :

> 1
YuB(v) = E(VG|B+VB|G) - baB Vis
= A X A
ouB(v) v3|uB + bBla "x M bB "xla M ba VX|8 - caB v3'
L mouvenent rigide) :

16 que la surface (S) du Paragraphe 2.1 est définie & 1'aide d'une

\lors les conditions (i) (ii) ci-dessous sont &quivalentes :

=0, v€ (Hl(a))2H2(R),

est donnée par (5.1-1);

- - +
L+ B~ §

, B sont des vecteurs constants de &3, x aésignant le

1it vectoriel dans §3.

+ 8 x : =3 0(:) =0
pression (5.1-5) par rapport i £*. Comme le vecteur B est constant
, i1 vient :
v =Bxa.
,a a .
On notera que les compdsantes contravariantes B1 sur la base locale
ons des £”. Avec les relations (1.2-4) qui donnent les produits
, le vecteur v a s'éerit
»
+f +e B »3

3 3
v,-easBl BGB at,

.1-6 3
(5 ) vBlu - bBa v3 * €. B,

A A
1= -
(5.1-7) VS{G = ba it e B”,

en comparant avec 1'expression {1.3-14) donnent les dérivées pa
Vev -;i = v:.l A, i
i ;» 1ee,
.1-8 > X i A 3\ 3 Ay R '
(5 ) V™ (v o b v )nx + (v laﬂ)m v')az = (v“u b.\uv3)
En reportent les relations (5.1-6) dans 1'expression (5.1-
diatment yaa(;) = 0,

D'autre part les régles de dérivation usuelle d'un produit
la dérivation covariante. Avec la relation (1.3-8), i.e..eu

8ly
riante de (5.1-7) s'€crit :

1 A
(5.1-9) (v3|u)|B v!'uB = - b8|a v, = by A8 * e

Mais le vecteur B est constant. Sa dérivée est donc nulle. La r

traine donc Bx|8 = b; B3, soit avec la relation (5.1-6)
A A3 X -
©xa B lg " " Car Pa B =7 PNy Pha Va)-
En reportant dans la relation (5.1-9) il vient :
) A A A
v3|as’b8‘av)\*bav>‘|8 +b8 vllm thXav

Comme Cp = b; LI cette relation et la relation (5.1-3) entra

Etape 2 : o (V) = o, ve (H‘(ﬂ))z!ﬂz(n) > v =K 4+8 x z, ol

vecteurs constants.

Nous montrons tout d'sbord que le vecteur B=38" ;i’ de co

A 8 v

(5.1-10) B = ¢ (v3|8+b8 vv)
3 1 w8

{5.1-11) B =3¢ alv

est un vecteur constant lorsque ve (H1 (2)) 2xn2(Q) et 6(¥) = O
tion dont toutes les dérivées partielles sont nulles est une fo
(SCHWARTZ {1], p. 60) il suffit d'établir que B W= 0, au sens
Mais 1a carte ¢ est régulidre et ve [Hl(n)]zx}{i(n). Par suite
vecteur B données par les relations (5.1-10) et (5.1-11) sont d
comme fonctions de H(R) et L2(Q), respectivement. La relation

au sens des distributions :

b Aoy 3 Ayr3
(5.1-12) 3 .- ® lo~a? )3, + (8 [a*P2a? yad.

- :
I1 convient donc de montrer que #(v) =0 et V€ {1} (a)) 2xu2(a)
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butions. Pour alldger la démonstration nous &tablissons séparément,
1=1 et 5.1-2 ci-apr@a. que 1'on a, 2u cens des distributions

X Xﬂ'—

A v
B - 3 =
| by Bl =e a8 Pa YuB

1.

AB

3 L.
B |u+b B € YGBIX’

Aa

1)) 2xH2(Q). Mais 1la condition ¢(¥) = 0 8quivaut & yus(z) =0 et

(2). Par suite Yap et ;uﬁ sont des distributions nulles. La rela-

Y, =y - l"“ Y - [‘v Y

a8l aB,) ax TvB gy Yav?

tion (1.3-6) et 1a rémularité de & entrafnent que le tenseur

t une distribution nulle. D&s lors, les relations (5.1-13) sont

. 0 en reportant dans la relation (5.1-12). Ainsi le vecteur B

ens usuel),

tenant que ; = K + ﬁ x z ol K.ﬁ sont deux vecteurs constants. Pour
s produits vectoriels ﬁxzv . Avec les relations (1.2-4) donnant les

s des vecteurs de base ;i’ on obtient
ﬁx; = B ;.x; =¢ B3%%+ e BX ;3.
Y iy w Ay
tions (5.1-10) et (5.1-11)

»> 1 A8
ExaY =3 ch € v8|X

v v »3
+ +
a (v3 Iy bY vv)a R
A8
Ay €
égalité

= 65 . Mais l'utilisation des propriétés a'antisymétrie des
(;)-0<“—>1~(v v, })=-b _v. =0
YaB 2VVals" Bla a

3

v )a’.
3

o=
™
<

2l = (v | -b
vly v

w € B{x Y

> >0 v +3
- + 4b_ v )a
ﬁ)my = (V“IY b\’Y va)a (v y \,) s

3lY
galité de deux distributions. La relation (5.1-8) entraine alors
Ba =¥,
Y Y

(cf.(1.1-3)) et comme B = cte

(:-ixt)’y-g.

La distribution v - B x 3 a toutes ses dérivées partielles nu
constante. Soit X cette constante :

- >

v=l\:+nx;,

L , .. .
d'oll (5.1-5), Ainsi v est une fonction au sens ordinaire qui .

que la fonction ¢ ieci ve cia.

- . . ->
‘Remarque 5,1-1 : Ce raisonnement s'applique & des fonctions v

ticulier, si § €C™/N) alors v peut Stre une distribution que;

Lemme 5,1-1 : Pour v = le(n))szZ(n) on a, au sens des distr:

\ A3 _ A8 = v
B 'ﬂ bu B = ¢ [Dae'bu Y\’B] 1
ol e "oge ;as sont-définies par les relations (1.2-5). (5
pectivement.
Démonstration

Les régles usuelles de dérivation d'un produit sont valal

. . . X P
covariante. De la relation (1.3-8), i.e., © 8 a = 0 on déduit
des composantes B)‘ données par la relation (5.1-10)

]3x -SAB[v v +bvv

v
|a 3|8a+b8|u v [ \,la]

= 8= v
€ [paB-bu vaB * a v3]

\Y

La relation (1.2-13), i.e., as = %ga = b, bgs €t la relatior
X AB (— v 1.v 2B _
B |u=t loue-bu Yvel * 2bu € (vslv

Mais les promwiétés d'antisymétrie de c)‘B jointes & la relati
que
l.v A8 A3
= - B
2ba€ (VBI\‘ vV‘B) =bu ’

d'oll 1a relation cherchée.

Lemme 5,1-2 : Pour ve {H'(n))?x82(Q) on a, au sens des distr

3 =P
{5.1-15) Bt P P T e Yeg|n
AR

od ¢'?, y , sont définis par les relations (1.2-5) et (5.1-2)
o a8 ex

Démonstration :
La composante B3 donnée par (5.1-11) est une fonction de
bution. Sa dérivée covariante, au sens des distributions, & p

1 vB8 P _
(5.1-16) B? a™2¢ YalvaT & (vzllu vxlza)
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"a = 0. Par ailleurs, la relation (5.1-10) entraine

A 1 X
o= - b v - b v + - .
Vo [m 3127 20 V31 ®) 402 qubn)v]

-7) s'écrit ici

(b b ~-b b )v’,

Yal21 T Val12 T P2 7 Pa2Pu

b

1
R

te V3f2 " P2 V3t * Voo T vu|12]

relation (5.1-2) implique que

1
+ - -
£ {v<¥|21 Yalar ™ Yal12 Vllczj *

1
tE [bux"afz " P "3]1] :

alités (5.1-16) (5,1-17) (5.1-18), i1 suffit pour établir la

montrer que

- 2Y = Vv + v -V -V
f21 aliz  alzr T 2lar T Valiz T Vilez
n considérant successivement les ces a = 1l et o = 2, N

ans KOTTER [1] { 2] ou'il peut &tre intéressant dans certains cas
ur de changement de courbure ‘r\_ae (cf (5.1<3)) par le tenseur

nt de courbure

= nuﬁ

W.T. KOITER souligne que les termes complémentaires ainsi intro-

1, v Y
" a8 - -?-(bct v * P Y\la)'

des contributions "négligeables" & 1'intégrale d'énergie. Ce
1isé indépendamment par SANDERS [1] et les avantages de cette
tés par BUDIANSKY-SANDERS [1].

théoréme du mouvement rigide reste valable. Il suffit d'observer

19) entraine 1'équivalence

et ;uﬂ = 0 @ens L2(@)} <> [y, =0et o =0 dans L2(a)}.

aB

HEOREME DU MOUVEMENT RIGIDE :

e du théoréme du mouvement rigide nous montrons que pour
la nullité des tenseurs a8 et 3’“8 jointe & la condition d'en-~

-
traine v = O.

Théoréme 5.2-1 : Soit 1l'espace ¥ aéfini en (4.1-2) et 1a fonctic
(5.1-1). Alors

(5.2-1) [ved, o(¥) =0} = v =38.

Démonstration
-~ >
L'hypothdse ¢{(v) = 0, v € (1! (@)} 2xH2() entraine, d'apras

que v est de la forme

(5.2-2) $=K+§x¢’

*

>
~
o R et B sont deux vecteurs constants. Plus précisément les com

-
sur la base a, sont données par les relations (5.1-10) (5.1-11),

A A8 v 1 w8
5.2= B 3= 2
( 3) = ¢ (v3|8+b8 vv),B € ve'\,
Les conditions aux limites (L.1-1), i.e.,
(5.2-14) ;I 3
r'n = s OV = 0,
0 v 3 To

traduisent 1'encastrement de la surface moyenne S sur son bord $
v € ¥ entraine .‘;II’Q € {L2(rg))% 4} (I'y) et c'est au sens de L2(Ty

(5.2-4) sont vérifiées, c'est--dire presque partout . Alors si

unitaire & T = 30, la condition 1.r3‘.!l = 0 entraine 3, V3‘ = 0.

tion, jointe 4 Bv vs3 = 0 impliq goalors vy Oll =0, To a =
. I - b - *lryg

La relation (5.2-3) enfrsine B lro =0 p.p., d'od

(5.2-5) 3 =83 ;3 p.p. sur Tg.

Soient deux points quelconques distincts P} et P; de I'g don
carte 3 sont deux points distincts de 3S5. Les relations (5.2-2)

J(py) =K+ B x§(p) =3,
V) =K +B x3(py) =5,
soit, en effectuant la différence :
> e
(5.2-6) B x [ ¢(P,)-¢(Py)] = 3 p.p. sur Ty .

Deux cas sont alors possibles

(1) B = 8. Dans ce cas 1a relstion (5.2-2) écrite pour (£!,
=3 p.p. sur Ty. Comme I'y est mesurable de mesure strictement
% est constant, alors £=0 (partout) d'oil v =0 sur . Le Théo
dans ce cas. ’

(ii) ¥ 4 3. La relation (5.2-6) implinue que Tresque tous le
sont situés sur une droite fixe (A) de 1'espace g3, de directio
vecteur B se trouve dans le plen tangent & la surface S en presg

de ;(ro), c'est-a-dire, avee (5.2-5), B? = O presque nartout su
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* T'g. Comme B est constant et comme Ty est mesurable, de mesure

3 (partout), ce qui contredit 1'hypothdse B # 0. [}

immédiat du Théoréme 5.2-) est le suivant :

La fonctionnelle ¢ définie en (5.1-1) est une norme sur 1'espace

2-1) est un systéme homogéne de six équations aux dérivées par-
"onctions inconnues vy, vy, v3. Ce syst3me est donc surdéterminé.

re de ce systéme trois équations constituant un systéme elliptique

R {1, Définition 10.6-1}, alors, pour des coefficients du systéme
1) (c'est le cas lorsque $ € [CT(M))?). 1a solution ¥ du systdme

& (C7(2))3, a'aprds HORMANDER {1, Théordme T.5-1 et nage 269].

le méue des solutions éventuelles du systéme complet. Mais il n'est
-aire de sous=-systdme ellintique et il faut donc rbandonner cette
)i, faute de pouvoir aborder directement 1'étude de ce systéme,
‘herché 3 tenir compte de 1'origine mécanique du probléme. Cette
essentiellement suggéré 1'introduction des "bons" changements de
n de compte nous ont rmmenés i des intégrations de systémes d'é-

ies partielles de forme trés simple. ]

CHAPITRE 6 : 6-—ELLIPTICITE DU MODELE LINFAIRE DE W.T

ORIENTATION : Nous établissons dans ce Chapitre un théorime d'ex
de la solution du probléme (4.2-2} ou (4.2-3), L'étape essentiel

la démonstration de 1a V—ellipticité de la forme af.,.).

6.1, V-ELLIPTICITE DE LA FORME a(.,.) :

e
La V-ellipticité de 1a forme a(.,.) &tablie au Théoréme 6.1

valence de normes étudide dans le Théoréme 6.1-1 et sur 1'inégal

démontrée au Théordme 6.1-2,

Théoréme 6.1-1 : Sur l'espace de Hilbert ¥ les applications ¢ et

nies par (3.4-3) et (5.1-1) définissent des nommes &quivalentes.

Démonstration :

Rappelons les définitions de ¢ et & ., Pour tout v € [Hl(n))
en (3,4=3) et (5.1-1), respectivement :
0 = e aft il s+ rpevap |
(6.1-1) : '
M TR R \ETE R AETRRY R AT
et

(6.1-2)  o(¥) = {[y11 )2 + [y12) |2 + Jy2. @) 2 + |51, @) |2

Les tenseurs de déformation de la surface moyenne Yue et de chan

;-aB sont donnés par les relations (2,2-1k) et (2.2-16), i.e.,

-+ 1 '
(6.1-3) Yes(V) = 3 (valeBIa) = b Vs
- 2 A X
(6.1-4) paB(V) = v3|a8 * b8|a v)« * b8 "xlu + ba v)\|8 - cuB

La démonstration du Théoréme 6.1~1 comporte les cinq étapes

. - >
Etape 1 : Il existe une constante K > 0 telle quc e (v) < Kulv

4 -

Les relations (6.1=3) (6.1-4) et les inégelités {3.1-1) (3.
-»> - -— - -
- < v < klivi,
(6.1-5) lyue(v)l v i, |oaB( )|
od k désigne une constante > O, L'inégalité cherchée est obtenue

inégalités (6.1-5) dans la relstion (6.1-2) et en utilisant 1'éq
¢ et .1l du Lemme 3.4-2,

Remargue 6.1~1 : On observera que 1'inégalité #(¥) < Kp(¥) est v
v e (1l(@))282(a).
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te deux constantes L > 0 et M > 0 telles que, Vv € V, on ait

<) Ml fea ]2+ [l ]

on de ce résultat repose sur 1'inégalité suivante :
reey b € L2(p), V@€ R, 8 >0,

[
th 4., .40 |2 > e la]2 - n8(|b1|2+---*|bn|2)-

une conséquence directe des inégalités usuelles
2 B
|2 > o lal? - 8|2,
2
1+...+bn| < n( |bl |2+...+|bn|2).
, les inégalités (3.1-1) et (6.1-T) dans laguelle on prend f = 1

P 2 2
‘&ger on note n)} = (p))", p; étant Aéfini en (3.1-1))
251 2
11| >'2'lV1‘1|2 - 01|V3|2 .
1 2
2 d a2 o]
1 2
22'2 >§|Vz|2|2 - 01]"3'2 .

>n les inégalités (3.1-1) et (6.1-7) conduisent pour 1'expression

inégalités suivantes :

[ropu]? - solele(rap |2+ prap] D+ |2+ fref? + sl

rapia|? = T2+ prajef? + rapn]?  rape]? + ] ¢
+ Ivzlz + lV3I2} .

Jvajaz]? = sestu (2|2 + fvape| )+ ]+ [ve|? o o2}

s inégalités (6.1-8) (6.1-9) il vient en utilisant la Définition

Lemme 3.3-5 (k désigne une constante)

ol + rguf?  egef)+ 6 - oo
- s o e
- nf(3+178)|v3|2 - pie(17+27k){|v1|2 . ‘vil},

|“|2 + ‘v3|12|2 + |V3|22|2 par son expression en fonction de
finition (6.1-1) :

23 B_ 22 1 B 2
#2(v) > SR (v) + (;;- e 2Tp1px) lv1|2+v2'1'7

+ E—— EE—B— 270§B(l+k)]{|vllllz + IVZ,ZIZ}
- TET{“’??MZ * va2|® - E%E + oy (3417

2
- [1—4B-—S-+ ple(l7+27k)]{|vl‘2 + Ivzlz} .
Il est loisible de supposer

1 I
oo 1+27o;(1+k)}

0 < 8 < 3 min{
ce qui conduit pour o2(v) a 1'inégalité
23y > B 422y .8 2 2
$2(v) > 7 VY) - o {lva‘xl + l"3|2| }
2
- (8 + o,(3+17e))’v3|2 - 8 [1+ o7(17+27k

On obtient alors 1'inégalité (6.1-6) en posant
i+g

u

L )
B
M= (1+8) |1+ ;{17 + max (3 27k)}J.

Ftape 3 : L'application ¢ : 7€V = ¢(¥) est faiblement sem

rement .

Pour démontrer ce résultat, il nous suffit de montrer que
-
¢ : vEV — [ est convexe et (fortement) continue sur V.

(i) ¢ est une application convexe sur ¥ : Cela résulte de

¢ est deux fois dérivable dans V et la dérivée seconde est sem
pour tout v € V. L'étude de 1'application ¢ défimie en (6.1-2)
R . +> -+ - - -
arpplications v —s YuB(v) et v —» nuB(v) entrainent
N .
"(¥). G ) = [e(w))2>0, Vv,weT,
Remarquons que le Théoréme S5.2-1 entraine méme la stricte

(ii) & est continue sur ¥

Nous avons montré A4 1'Etape 1 quée pour tout vev il exis
o(v) < Kw('x;). Le Lemme 3.L4-2 entraine l'existence d'une consta

pour tout v € ¥, on ait y(¥) <K, IV H. D'od &(V) < KKy IV Il p

Ftapce 4 : Toute suite (;n) a'é1éments de V vérifiant pour to:

(6.1-10) v ) =1,
> 1
(6.1-11) °("n) <z,

converge vers 3, faiblement dans V, fortement dans {LZ (ﬂ)) 2y}
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ion comporte les quatres points suivants :

- s - nd .
une sous-suite extraite {vn,} de (vn) faiblcment convergente

2 et 1'égnlité (6.1-10) entrafnent que la suite (;n) est fortement
espace &tant de Hilbert pour le produit scalaire (4.1-3), est donc
sme d'EBERLEIN-SHMULYAN (cf. YOSIDA {1, page 141]) entrafne 1'exis-

1ite extraite de 1la suite {;;n}‘ soit {;n'}’ faiblement convergente

. - > -»>
une sous-suite extraite (vn,,) de {vn,} fortement convergente dans

int supposé borné et suffisamment régulier, 1'injection de
3 {L2(n)) 2xH! (9) est compacte (cf. LIONS-MAGENES |1, Chapitre 1,
 1a suite b?n,} bornée dans (H1(2))2xH2(A), on peut extraire une
rtement convergente dans (L2(Q))2xH! (a) vers w € (L2(a)) 2xat ().
5 v g}_: sont égales :

. . > > 1 2.2 -
» faible de la suite {vnu) vers v dans [H (n)) xH% (Q) entraine la
de la suite ('V;n,.} vers v dans (L2(2))2xu! (9). Mais la suite
ement, donc faiblement, vers w dans (L2(2))2xH! (). L'unicité de
te faiblement convergente entraine 1'émalité v =,

> >

v = w sont nulles :
tré & 1'Etape 3 que )'application ¢ est faihlement semi-continue
V. Ce résultat joint & 1'inégalité (6.1-11) entroine que la limite
—suite (3.‘,) est 1'é1ément O de V. Ainsi les limites v=w = O
des sous-suites extraites; c'est donc la suite {711} "entigre" qui

iblement dans V, fortement dans (L2(n))2xH!(n).

> .
0, K constant, tel que pour tout v € V, on ait

v@) <Ko ).

. {6.1-12) n'est pas vérifiée pour tout v €V, alors il existe

8 :n ed telle que, pour tout n,

-y
T e
!

. -+
négalité (6.1-6) s'dcrit, pour les éléments de la suite {vn} :

82(v 2 2, 2y 4+ |v 2 4 |v ‘2
A%(v,) + M("'ml * 'v2n| |"3n| ) an|1 m)1] -
N

. 1 . .
de 1'Etape 4 et 1'inégalité 0(3]1) < on aboutit & une contradic-

| vers 1'infini. L'inégalité (6.1-12) est donc bien vérifiée. |

| existe une constante X > O telle que, pour tout

, on ait :

(6.1-13) a(v.y) > kK [9(¥))2,

ol 1a forme bilinéaire a(.,.) est définie en (4.2-1) et 1'appl

Démonstration :

Soit les applications ¢; et ¢, : ve (Hl(ﬂ))ztﬂz(ﬂ) - R

¥ . Ee a B8 a B
¢1(v) [Sr_—;z {(l-\’)yeyu + v Yo }ds,
>y 1 Ee3 —a =B —-a —B
¢1 (v) Efsm (_1--\))0B 0t v 0y nB}dS
ol, lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité, on écrit simplement yg,;g

;;(;) respectivement,

Nous envisageons ici le cas le plus simple c'est-d-dire ce

(i) le matériau est homogéne et isotrope, i.e., E et v sor
Rappelons que ces constantes vérifient les inégalités E > 0, 0

(ii) 1'épaisseur e de la coque est constante.

L'analyse qui suit s'applique cependant aux cas plus géné:
les coefficients E,v ainsi que 1'épaisseur peuvent varier le 1c
moyenne de la coque,

Moyennant les hypothéses (i) et (ii) ci-dessus, on obtient

Ee a B
— > 0.
Jsl- 7 YoYs s >0

Par ailleurs, le Lemme 3.2-4, les hypothéses (i) et (ii) «

symétrie du tenseur Yag entrainent l'existence d'une constante

Fe 8 ,
(6.1-1k4) Is I a(\?)vg(\?)ds > Ky (v [ 2212+ ] va2l

Fn ajoutant ces deux dernidres inégalités, il vient, pour tout
>
01(v) > Ky Uvan | 2+ vi2t 2 ]v22| 9.

Par analogie on montre que, pour tout v € (H1(@))2xH2(2), il e

K, > 0 telle que
02(¥) > k(1o 124151212+ 102212

I1 suffit alors d'ajouter ces deux derniéres inégalités pour ot

{6.1-13).
Remarque 6.1-1 ¢

La démonstration du Lemme 3.2-4 proposée par ROUGEE [1] f

dérations topologiques. On peut démontrer directement des résul

par une voie purement algébrique.
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es résultats du Lemme 3.4-2 et des théordmes 6.1-1 et 6.1-2 on

orme bilin&aire a(.,.) définie en (b,2-1) est V—elliptique, i.e.,

te ¢ > 0O telle que, pour tout ve V,

- > >
alv,v) 2alivii?, n

V-ellipticité de la forme bilinéaire a(.,.) 1a seule hypothdse
e de la surface moyenne est sa définition a4 1'aide d'une carte
ulier, il n'est fait aucune hypoth&se sur des hornes éventuelles

rbures normales, | ]

ablir la V-ellipticité de la forme bilinéaire a(.,.) sur le
Q))ZXHZ(Q) correspondant & une coque encastrée sur une partie Tg
conditions aux limites plus générales on pourra, par exemple,

er au cas des coques les résultats de HLAVACFK-NECAS [1} établis
1'élasticité. .

IRE al.,.) EST CONTTNUE SUR ¥x¥ :

orme bilinéaire af(.,.) Aéfinia on (4,2-1) est continue sur V¥,

'existence d'une constante M > 0 telle que

iy wury wds w2 e ¥
afu,v; S Miuli Bvi, Vu

ur les quantités E,v,e étant les mémes que celles du Théoréme

~

Schwarz et le Lemme 3.2-b4 appliqués & la Définition (4.2-1)
e al.,.), entrafnent l'existence d'une constante M; telle que
>+
la@,¥)] <My e(@)e(v), Va,veT,

est définie en (6.1-2).
4e2 et au Théoréme 6,1-1 la fonctionnelle ¢ est une nomme sur

rme usuelle, d'ol le résultat. n

E £(.) EST CONTIMIE SUR ¥

orme linéaire £(.) définie en (2.6-3) et (4.1-5) est continue

inition de £(.). Nous avons désigné par t —» £% = £%(t) les
»>
es de la partie '} de la frontidre T = 3. Alors pour v € ¥,

2
Be fL (N3, ve (LZ(FI)]a € (Lz(rl))3 la forme linénire f{(.
-, i -
rv) = j PV, va aglag? + I [ nt vs B (v +b ¥ )I\/ (f
Q r
1
- ->
L'hypothése p € (L2(2))3 et 1a propriété d'injection contim

dans [Lz(ﬂ))3 entrainent 1'existence d'une constante ¢ telle que

H p'v. va aclag?
a 3

clhvh, vved.

D'autre part, les hypothdses ﬁ, Me (Lz(r‘l)]3 et la propriét
tinue de (H!(2))2H2(a) dans (L(r))2xH!(I,) entrainent 1'existc
constante c telle que

i B o \YJ A | >
,Jrl (e o oo DIV, () (e < e,

D'ol le résultat cherché en rassemblant les deux inégalités précé

6.4, THEOREME D'EXISTENCE ET D'UNICITE

Gréce aux Théormes 6.1-3, 6.2-1, 6.3-1 on peut appliquer le

4 notre probléme, On obtient ainsi

Théoréme €.4-1 : Le probldme (k.2-2) admet une solution unique.
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