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\S 1. Introduction

Soit $\chi$ une alg\‘ebre \‘a une op\’eration binaire not\’ee et soit $\Phi$ une alg\‘ebre
\‘a une op\’eration binaire not\’ee $\circ$ . Nous consid\’ererons l’\’equation fonctionnelle
en une fonction inconnue $f$ qui applique $\chi$ dans $\Phi$ :

$f(x\cdot y)=f(x)\circ f(y)$ .
D\’ej\‘a, de nombreuses \’etudes sur cette \’equation fonctionnelle ont et\’e faites dans
le cas o\‘u $\chi$ et $\Phi$ sont des alg\‘ebres particuli\‘eres ([1], [2]). L’\’equation la plus
simple et la plus essentielle est celle de Cauchy en une fonction r\’eelle continue
$f$ d’avec variable r\’eelle:

(FSS) $f(x+y)=f(x)+f(y)$ .
Une g\’en\’eralisation de (FSS) est le cas o\‘u $\chi$ et $\Phi$ sont des espaces vectoriels

(VSS) $f_{i}(x_{1}+y_{1}, \cdots , x_{m}+y_{m})=f_{i}(x_{1}, \cdots , x_{m})+f_{i}(y_{1}, \cdots , y_{m})$

$(i=1,2, \cdots, n)$ .
Cette \’equation (VSS) est facilement r\’esolue par le m\^eme moyen que celle de
Cauchy. On trouve sa solution dans le livre de J. Acz\’el [2] (pp. 153 et 154)
([3]).

Le but de notre pr\’esent m\’emoire est de chercher toutes les solutions dans
le cas naturellement g\’en\’eralis\’e o\‘u $\chi$ et $\Phi$ sont des alg\‘ebres de matrices
carr\’ees. Il $y$ a quatre types des \’equations comme suivants ($M$ d\’esigne le
groupe additif de matrices carr\’ees et GL d\’esigne le groupe multiplicatif de
matrices r\’eguli\‘eres.)

(MSS) $f(x+y)=f(x)+f(y)$

o\‘u $f$ est une application de $M(m, R)$ dans $M(n, R)$ , mais cette \’equation est
essentiellement identique \‘a l’\’equation (VSS);

(MSP) $f(x+y)=f(x)f(y)$

o\‘u $f$ est une application de $M(m, R)$ dans $GL(n, R)$ ;

(MPS) $f(xy)=f(x)+f(y)$

o\‘u $f$ est une application de $GL(m, R)$ dans $M(n, R)$ ;
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(MPP) $f(xy)=f(x)f(y)$

o\‘u $f$ est une application de $GL(m, R)$ dans $GL(n, R)$ .
Le but principal est de r\’esoudre la derni\‘ere \’equation (MPP) dans un voisi-

nage de l’unit\’e, parce qu’elle est consid\’er\’ee comme la plus importante. Elle
est repr\’esent\’ee, par les \’el\’ements $x_{ij},$ $y_{ij}$ et $f_{pq}$ des matrices $x,$ $y$ et $f$ respective-
ment, sous la forme

$f_{pq}(xy)=\sum_{r=1}^{n}f_{pr}(x)f_{rq}(y)$

$(xy=matrice(\sum_{k=1}^{m}x_{ik}y_{kj});p, q=1,2, \cdots , n)$ .

C’est un syst\‘eme de $n^{2}$ e’quations fonctionnelles par rapport \‘a $n^{2}$ fonctions
inconnues \‘a $m^{2}$ variables.

L’\’equation fonctionnelle (MPP) est une g\’en\’eralisation d’un invariant et
d’un covariant pour la transformation g\’eom\’etrique ([4]), et regard\’ee comme
un probl\‘eme d’homomorphisme dans l’alg\‘ebre et elle est aussi en relation avec
la theorie des fonctions aux plusieurs variables ([5]). De plus, nous montrerons
aux \S \S 3, 4, 5 et 7 que les quatre equations fonctionnelles not\’ees au-dessus
sont \’equivalentes aux probl\‘emes de Cauchy pour les syst\‘emes des \’equations

aux d\’erivees partielles qui leur correspondent respectivement.
Dans les cas $n=1$ ($m$ arbitraire), les solutions de polyn\^ome en $x$ sont

obtenues par I. Schur et $\cdot$ Hurwitz, et les solutions continues aux variables
complexes par H. Nakano [6] et T. Sat\^o [7]. Dans le cas $m=1$ et $n=2$ ,

les solutions mesurables sont d\’etermin\’ees par O. E. Gheorgiu [8], r\’ecemment,
les solutions univalentes (uniformes) pour $m=2$ et $n=1$ par S. Golab [9].

O. Perron [4] et P. Reisch [10] ont \’etudi\’e le cas g\’en\’eral, sous la condition de
l’analyticit\’e pour la fonction complexe $f(x)$ , mais les solutions ne sont obtenues
que pour $n=1$ ($m$ arbitraire), pour $m=1$ ( $n$ arbitraire) ou pour $m=2(n$
arbitraire).

\S 2. Lemmes de la r\’egularit\’e

La fonction $f$ de l’equation fonctionnelle (MPP) (aussi les trois autres \’equ-

ations) peut \^etre suppos\’ee un homomorphisme du groupe analytique $GL(m, R)$

dans le groupe analytique $GL(n, R)$ , donc, nous aurons le lemme 1 d\^u \‘a B. de
$Sz$ . Nagy [12] (voir A. Weil [11]), et le lemme 2 (C. Chevalley [13]).

LEMME 1. Un homomorphisme mesurable entre deux groupes locaux de Lie
est continu.

LEMME 2. Un homomorphisme continu entre deux groupes analytiques est
analytique.
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Combinant ces deux lemmes, nous pouvons dire qu’un homomorphisme
mesurable entre deux groupes analytiques est aussi analytique.

\S 3. Solution de l’\’equation (MSS)

La solution mesurable $f$ de l’e’quation (MSS) \’etant n\’ecessairement un
homomorphisme d’un voisinage $V(0_{m})^{1)}$ de $M(m, R)$ dans un voisinage $V(0_{n})$ de
$M(n, R)$, nous aurons la solution lemme 3 par la diff\’erentiation de l’\’equation
fonctionnelle, car $f$ est analytique $d’ apr\grave{e}s$ lemmes 1 et 2 ([2]).

LEMME 3. La solution mesurable de l’\’equation fonctionnelle (MSS) est donn\’ee
sous la forme

$ f(x)=\sum_{i,j=1}^{m}K_{tj}x_{ij}=\langle K, x\rangle$

o\‘u $K_{ij}$ est une $(n, n)$-matrice constante et arbitraire, pour chaque $i$ et $j$ .
REMARQUE. $L$ ‘\’equation (MSS) est \’equivalente au syst\‘eme des \’equations

aux d\’eriv\’ees partielles

$\frac{\partial f_{7)q}}{\partial x_{ij}}=K_{ij}^{pq}=(\frac{\partial f_{pq}}{\partial x_{ij}})_{x=0_{m}}$ $\left(\begin{array}{llll}i,j & =1,2, & \cdots & m\\p,q=1,2, & \cdots & \cdots & n\end{array}\right)$

avec la condition initiale
$f(0_{m})=0_{n}$ .

\S 4. Solution de l’\’equation (MSP)

La fonction $f$ de l’\’equation (MSP) pouvant \^etre suppos\’ee un homomor-
phisme de $V(0_{m})$ de $M(m, R)$ dans $V(e_{n})^{2)}$ de $GL(n, R)$ , nous aurons les solutions
en vertu de la sym\’etrie en $x$ et $y$ en prenant le logarithme des deux mem-
bres de $1’\acute{e}quation$ (MSP)

$f(x+y)=f(x)f(y)=f(y)f(x)$ .
TH\’EOR\‘EME 1. La solution mesurable de l’\’equation fonctionnelle (MSP) dans

un voisinage $V(0_{m})$ est donn\’ee sous la forme

$ f(x)=\exp\sum_{i,j=1}^{m}K_{ij}x_{ij}=\exp\langle K, x\rangle$

o\‘u $K_{ij}$ est une $(n, n)$-matrice constante et satisfait \‘a la condition

$(C1)$ $K_{ij}K_{kl}=K_{kl}K_{ij}$ $(i,j, k, 1=1,2, \cdots , m)$ .

Ce th\’eor\‘eme est \’evident, parce qu’elle se change en une nouvelle e’quation
du type (MSS),

1) $o_{m}$ de’signe $(m, m)$ -matrice de z\’ero.
2) $e_{n}$ d\’esigne ( $n$ , n)-matrice d’unit\’e.
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$\log f(x+y)=\log f(x)+\log f(y)$ .
REMARQUE. $L’\acute{e}quation$ fonctionnelle (MSP) est \’equivalente au syst\‘eme

des \’equations aux d\’eriv\’ees partielles

(D1) $\frac{\partial f,\rho q}{\partial x_{ij}}=\sum_{\gamma=1}^{n}K_{i^{\beta}j^{\gamma}}^{\prime}f_{rq}(x)$
$\left(\begin{array}{llll}i,j & =1,2, ’ & \cdots & m\\p,q=1,2, & \cdots’ & \cdots & n\end{array}\right)$

avec la condition initiale
$f(0_{m})=e_{n}$

o\‘u $K_{\iota j^{q}}^{l)}$ est d\’efini par la relation

$K_{ij}^{pq}=(\frac{\partial f_{pq}}{\partial x_{ij}})_{x=0_{m}}$ $\left(\begin{array}{llll}i,j & =1,2, & \cdots & m\\p,q=1,2, & \cdots & \cdots & n\end{array}\right)$ .

La condition $(C1)$ est celle de $1’ int\acute{e}grabilit\acute{e}$ pour $1’\acute{e}quation(D1)$ .

\S 5. Solution de l’\’equation (MPS)

La fonction $f$ de l’\’equation (MPS) pouvant \^etre suppos\’ee un homomor-
phisme analytique de $V(e_{m})$ de $GL(m, R)$ dans $V(0_{n})$ de $M(n, R)$ , nous pour-
rons avoir la solution par l’inte’gration des \’equations aux d\’eriv\’ees partielles
(D2) dans la remarque ci-dessous.

TH\’EOR\‘EME 2. La solution mesurable de l’\’equation fonctionnelle (MPS) dans
un voisinage $V(e_{m})$ est donn\’ee sous la forme

$f(x)=K\log|x|$

o\‘u $K$ est une $(n, n)$-matrice constante et $|x|$ d\’esigne le d\’eterminant de $x$.
REMARQUE. Apr\‘es un calcul facile, on voit que l’\’equation fonctionnelle

(MPS) est \’equivalente au syst\‘eme des e’quations aux d\’eriv\’ees partielles

(D2) $\frac{\partial f_{\gamma)q}}{\partial x_{ij}}=\frac{1}{|x|}\sum_{k=1}^{m}K\mathfrak{X}^{q}\frac{\partial|x|}{\partial x_{kj}}$ $\left(\begin{array}{llll}i,j & =1,2, & \cdots & m\\p,q=1,2, & \cdots & \cdots & n\end{array}\right)$

avec la condition initiale
$f(e_{m})=0_{n}$

o\‘u $K_{\iota j}^{p\sigma}$ est defini par la relation

$K_{\iota j^{q}}^{p}=(\frac{\partial f_{pq}}{\partial x_{ij}})_{x-e_{m}}$ $\left(\begin{array}{llll}i,j & =1,2, ’ & \cdots & m\\p,q=1,2, & \cdots’ & \cdots & n\end{array}\right)$ .

La condition de l’inte’grabilite’ pour $1’\acute{e}quation(D2)$ est

(C2) $K_{ij}=K\delta_{ij}$ ($\delta_{ii}=1,$ $\delta_{ij}=0$ pour $i\neq j$)

o\‘u $K_{ij}$ est une matrice $(K_{l}^{p_{j}q})$ et $K$ une $(n, n)$-matrice constante $(K^{pq})$ .
D’apr\‘es la condition $(C2)$, les e’quations $(D2)$ peuvent s’\’ecrire



Sur l’\’equation fonctionnelle de Cauchy pour les matrices 363

$\frac{\partial f_{pq}}{\partial x_{ij}}=\frac{1}{|x|}K^{pq}\frac{\partial|x|}{\partial x_{ij}}=K^{pq}\frac{\partial\log|x|}{\partial x_{ij}}$

$d’ 0\grave{u}$

$df_{pq}=K^{pq}d\log|x|$ .
En vertu de la condition initiale on obtient par int\’egration

$f_{pq}=K^{pq}\log|x|$ ,

ce qui donne la solution du th\’eor\‘eme 2.

\S 6. Alg\‘ebre de Lie

\‘A chaque \’el\’ement d’un groupe de Lie est associ\’e un \’el\’ement de son alg\‘ebre
de Lie par l’application exponentielle dans un voisinage de l’unit\’e, c’est-\‘a-dire,
en posant dans 1‘\’equation (MPP)

$X=\log x$ , $Y=\log y$ et $F=\log f$ ,

$d’ apr\grave{e}s$ l’homomorphisme $H$ obtenu par $f$

$H$ : $GL(m, R)\rightarrow GL(n, R)$ $(V(e_{m})\rightarrow V(e_{n}))$

nous aurons, entre leurs alg\‘ebres de Lie [13], l’homomorphisme diff\’erentiel
$dH$ de $H$

$dH$ : $\mathfrak{g}\mathfrak{l}(m, R)\rightarrow \mathfrak{g}|(n, R)$ $(V(0_{m})\rightarrow V(0_{n}))$ .
$(M(m, R))(M(n, R))$

Par cons\’equent, 1‘\’equation fonctionnelle (MPP) est transform\’ee en le syst\‘eme
des \’equations fonctionnelles $(F)^{8)}$ (un homomorphisme entre deux alg\‘ebres
de Lie)

(F) $\left\{\begin{array}{l}F(X+Y)=F(X)+F(Y)\\F([X,Y])=[F(X),F(Y)]\end{array}\right.$

o\‘u $[U, V]$ est \’egal \‘a $UV-VU$.

\S 7. Solution de l’\’equation (MPP)

Ayant la solution de la premi\‘ere des \’equations (F) par lemme 3, nous
aurons le th\’eor\‘eme suivant.

TH\’EOR\‘EME 3. La solution mesurable de l’\’equation fonctionnelle (MPP) dans
un voisinage $V(e_{m})$ est donn\’ee sous la forme

3) En autre moyen, nous obtenons imm\’ediatement le syst\‘eme (F) par la relation

$ F(X+Y+\frac{1}{2}[X, Y]+\cdots)=F(X)+F(Y)+\frac{1}{2}[F(X), F(Y)]+\cdots$ .
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$ f(x)=\exp\sum_{i,j=1}^{m}K_{ij}(\log x)_{ij}=\exp\langle K, \log x\rangle$

o\‘u $K_{ij}$ est une ( $n$ , n)-matrice constante pour chaque $i$ et $j$ , et satisfait \‘a la condi-
tion de O. Perron [4].

(C3) $K_{ij}K_{kl}-K_{kl}K_{ij}=K_{il}\delta_{kj}-K_{kj}\delta_{il}$ $(i,j, k, l=1,2, \cdots , m)$ .
D\’EMONSTRATION. La solution de la premi\‘ere des \’equations (F) est donn\’ee

par

$ F(X)=\sum_{i,j=1}^{m}K_{ij}X_{ij}=\langle K, X\rangle$

et la condition $(C3)$ pour $K$ est obtenue par la seconde des \’equations (F).
Car, nous aurons pour $X$ et $Y$ quelconques

$F([X, Y])=\sum_{i,j}^{m}K_{ij}(XY-YX)_{ij}=\sum_{i,j,k}^{m}K_{ij}X_{ik}Y_{kj}-\sum_{i,j,l}^{m}K_{ij}Y_{i}X_{lj}$

$=\sum_{i,j,k,l}^{m}(K_{il}\delta_{kj}-K_{kj}\delta_{il})X_{ij}Y_{kl}$

et

$[F(X), F(Y)]=[\sum_{i,j}^{m}K_{ij}X_{ij}, \sum_{k,l}^{m}K_{hl}Y_{kl}]=\sum_{i,f,kl}^{m},[K_{ij}, K_{kl}]X_{ij}Y_{kl}$ .

REMARQUE. L’\’equation fonctionnelle (MPP) est \’equivalente au syst\‘eme
des \’equations aux d\’eriv\’ees partielles

(D3) $\frac{\partial f_{pq}}{\partial x_{ij}}=\frac{1}{|x|k}\sum_{=1}^{m}\sum_{\gamma=1}^{n}K\mathscr{X}\frac{\partial|x|}{\partial x_{kj}}f_{rq}(x)$ $\left(\begin{array}{llll}i,j & =1,2, ’ & \cdots & m\\p,q=1,2, & \cdots’ & \cdots & n\end{array}\right)$

avec la condition initiale
$f(e_{m})=e_{n}$

o\‘u $K_{ij}^{pq}$ est d\’efini par la relation

$K_{l}^{p_{J^{q}}}=(\frac{\partial f_{pq}}{\partial x_{ij}})_{x=e_{m}}$ $\left(\begin{array}{llll}i,j & =1,2, & \cdots & m\\p,q=1,2, & \cdots & \cdots & n\end{array}\right)$ .

La condition $(C3)$ est celle de l’int\’egrabilit\’e pour l’\’equation $(D3)$ (due \‘a

O. Perron [4]).

Il est \’evident que nous aurons aussi la relation

$K_{l}^{p_{j^{q}}}=(\frac{\partial f_{pq}}{\partial x_{ij}})_{x=e_{m}}=(\frac{\partial F_{pq}}{\partial X_{ij}})_{X=0_{m}}$

EXEMPLE 1. Le cas $n=1$ dans (MPP).

Par la condition $(C3)$, nous aurons
$K_{ij}=K\delta_{ij}$ ($K$ est un nombre constant.)

ensuite, nous aurons la solution ([4])
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$ f(x)=\exp\sum_{i,j-1}^{m}K\delta_{ij}(\log x)_{ij}=\exp$ ($K$ trace $\log x$)

$=\exp(K\log|x|)=|x|^{K}$ .
EXEMPLE 2. Le cas $m=1$ dans (MPP).

La condition $(C3)y$ est toujours satisfaite, et nous aurons ([4])

$f(x)=\exp(K\log x)=x^{K}$ (Kest une(n, n)-matrice constante).

\S 8. Matrice dans le champ complexe

Dans le cas o\‘u $\chi$ et $\Phi$ sont $GL(m, C)$ (ou $M(m,$ $C)$) et $GL(n, C)$ (ou $M(n,$ $C)$)

respectivement, nos consid\’erations peuvent \^etre faites de la m\^eme mani\‘ere et
les solutions continues des quatre \’equations auront les m\^emes formes si la
fonction $f$ est holomorphe. Cependent, sans la condition de 1‘holomorphie pour
la fonction complexe $f,$ la constante $K_{ij}^{t?q}$ admet le nombre complexe ([14]) et
nous aurons, au lieu de $\langle K, x\rangle$ dans (MSS) et (MSP)

$\langle K, x\rangle+\langle L,\overline{x}\rangle$

o\‘u $K^{pq}$ et $L^{pq}$ sont des $(m, m)$-matrices constantes; au lieu de $K\log|x|$ dans
(MPS)

$K\log|x|+L\log|\overline{x}|$

o\‘u $K$ et $L$ sont des $(n, n)$-matrices constantes; au lieu de $\langle K, \log x\rangle$ dans (MPP)

$\langle K, \log x\rangle+\langle L, \overline{\log x}\rangle$

o\‘u les matrices $K$ et $L$ satisfont \‘a des conditions analogues \‘a la condition $(C3)$ .
Universit\’e M\’edicale de Kyoto
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