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Synopsis

The free energy of a one-dimensional system of particles is calculated for
the case of non-vanishing incompressibility radius of the particles and a finite
range of the forces. It is shown quite generally that no phase transition J‘?
phenomena can occur under these circumstances. The method used is the

reduction of the problem to an eigenvalue problem. V 3 4 ;
§ 1. Introduction. L'intégrale des phases d'un systéme a une di- 2 °

mension a été étudiée par plusieurs auteurs dans le cas o l'inter- L

action entre les particules s’exerce seulement entre voisins immédiats ~

et a une forme suffisamment simple pour permettre une intégration
directe '). Aucun phénoméne de changement de phase tel que con-
densation n'a été mis en évidence par ces calculs. Nous avons traité
par deux méthodes différentes le cas d'une interaction de forme arbi-
traire s'exercant entre voisins immédiats seulement **). A notre insu
I'une de ces méthodes avait été utilisée précédemment par T a k a-
hasi pourle méme probléme 2). De nouveau l'apparition de phéno-
ménes de condensation a été trouvée impossible.

Dans ce qui suit, nous traitons le cas plus général olt I'interaction
n'est pas limitée aux voisins immédiats. Nous supposons que les
particules ont un rayon d'incompressibilité non nul et que le
potentiel d'interaction entre deux particules a une portée finie;
a part cela nous le supposons simplement continu. Dans ces condi-
tions, le probléme peut étre remené a la recherche d'une valeur
propre d'une équation intégrale. Ceci est un exemple de plus de pro-

*) Département de Physique Chimique.

**) Pour I'aspect mathématique d'une méthode, bien adaptée également au caleul des
fonctions de distribution, voir une conférence de 'auteur dans le Bulletin de la Société

Mathématique de Belgique (1949), sous presse, L'autre méthode est développée dans le
présent travail, )

— 137 =
L_i—%

\
N
/“z/ )&ﬁ
l-\

\J&‘“



138 L. VAN HOVE

blémes de mécanique statistique se réduisant & la détermination
d’une valeur propre d'une matrice 3). Dans notre cas cependant, il
s'agit d'une équation intégrale; son noyau n'est en général pas
symétrique et l'intervalle d'intégration est infini. Par un change-
ment de variables, nous rendons l'intervalle d'intégration fini, et
pouvons alors tirer parti de la théorie de Fredholm. D’habi-
tude 4), I'apparition de changements de phase est liée a la multipli-
cité de la valeur propre obtenue, et est souvent exclue par suite d'un
théoréme connu de Frobenius?). La situation est ici un peu
différente; cependant une extension de ce théoréme aux équations
intégrales ®) montre que tout phénoméne de changement de phase
est encore exclu dans le cas que nous traitons, Il faut noter toutefois
que l'existence simultanée d'un rayon d’'incompressibilité non nul et
d'une portée finie des forces est essentielle pour la validité du rai-
sonnement et de la conclusion.

§ 2. L'intégrale de configuration. Soit un systéme de N particules
identiques situées sur un segment rectiligne de longueur L. Leurs
positions sont définies par leurs abscisses x, (i =1, ...., N;
0< x; < L). L'énergie potentielle du systéme a I'expression suivante

V=Z4U (%—2x). (2.1)
ou U(£) est une fonction vérifiant
U(¢) = + oo pour 0 < & < d,,
U@ =0 pour £ > d, 0 <d, <d,.
Dans l'intervalle d, < & < d,, nous supposons U(&) continue et bor-
née inférieurement. De plus, on ne peut avoir U(§) = -+ oo que pour
&< 2d,. La longueur d, apparait comme le diamétre d’incompressi-
bilité des particules; d, est la portée maxima des forces d'interaction.

Désignons par m la masse des particules supposées ponctuelles, et
par T la température absolue multipliée par la constantede Bolt z-
mann, L'énergie libre de Helmholtz F, par particule, est
alors donnée par

F|T=— (N, L) — log (di "V 2amT) (2.3)

(2.2)

avec
exp[Nf(N,L)]=Q(N, L)=(1/N!dy) [t dx, ... [ dxy. exp(—V/T)
=dgV (4dx, [Edx, ... f5 dx L dxyexp(—V/T)*)

. 1 kv |

*) Le facteur d, est introduit uniquement pour que la quantité Q(N, L) soit sans di-
mension.
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Comme on le sait, pour toute suite de longueurs L, vérifiant
Limy .. Ly/N =1 =>d,, l'expression f(N, L,) converge vers une
limite finie f{{), fonction croissante de / 4 dérivée non croissante 7).
Nous allons ramener la détermination de f(/), donc de I'énergie libre
F, a la résolution d'une équation intégrale. Remarquons que par
suite de (2.2), deux particules voisines ne peuvent jamais se rappro-
cher & moins de 4, I'une de 'autre; par conséquent, les particules
capables d'interaction avec une particule donnée sont limitées a ses
» voisins de droite et & ses » voisins de gauche, » étant le plus grand
nombre entier pour lequel » d; < d,. Cette limitation, qui résulte du
fait qued, > Oetd, < + oo, est essenticlle pour les développements
ci-aprés,

§ 3. L'énergie libre a pression constante. Comme 1'a remarqué T a-
kahasi dansle casoli» = 1 2), pour un systéme a une dimension
I'énergie libre A pression constante G = F + pl est plus facile & dé-
terminer que F. Elle est étroitement liée a la transformée de L a-
place de Q(N, L):

Iyla) = fEQ(N, L) e - dL. (3.1)
En effet, du comportement de Q(N, L) pour N — oo, il résulte que
{I v(a)}'™ converge vers une limite finie

limy_, o, (Ty(@)}" = e~ (3.2)
donnée par

@ = limy_, ., {Q(N, L) exp (—a LE)Y,  (33)
ou LY’ est la valeur de L qui réalise le maximum de
Q(N,L) e = exp [N (N, L) —alL].

Comme f(N, Ly) — f(l) quand N —» oo et N"'L, — [, la longueur
N'L® doit converger vers la valeur de / qui réalise le maximum de
f(I) — al et qui est donc définie par

di(l)/dl = a. (3.4)
L'équation (3.3) donne alors
gla) = al— (). (3.5)

Tenant compte de (3.4) et (2.3), on voit que la pression p et I'énergie
libre & pression constante G sont liées & a et g(f) par

/T = a, GIT = g(a) — log ((dy/h) V2amT).
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Au paragraphe usivant nous déterminerons g(a). On en déduira f(2)
en inversant la transformation de Legendre contenue dans
(3.4) et (3.5):
f(l) = al — g(a), I = dg(a)/da. (3.6)
Dans le cas particulier ot » = 1, I'énergie d'interaction (2.1) est
V = XX U(&) ol les & désignent les distances entre particules
voisines, La transformation de Laplace (3.1) se fait sans peine
et (3.2) donne

gla) = —log {— / exp [— uel_ 5] de} .

l(l)-al-{-log{ /exp —ﬂi)— ]d&}.

_IeEexp[— U(e)/T — af] dé
[ exp [—U(&)/T —ak]dt
Ce sont les formules données par Takahasi®)); nous les avons

obtenues également par une autre méthode *). Comme elles expri-
ment / univoquement en fonction de «, il n'y a pas de condensation

possible.
§ 4. Le probléme de valeur propre. Déterminons maintenant g(a)

dans le cas général ol p = » — 1 > 0. Dans ce cas, I'énergie d'inter-
action est

V=Z2{3WU(E)+ Z13'UE +8)+ . B U+ - 68D,

les £, désignant de nouveau les distances entre particules voisines.
Définissons les ionctions

|
h(&,....&6,)=exp {-—-— 2P UE, &) — = B0 UG a6 6.

d'olr

—‘27: U(é+.. -fg)}.

K&y, oo &g &1oos E))=0XP {—%- [UE,+&)+ U1 +5+8) +
+ UG +E 48 + . FUE+ .t &+ 8+
F UG+ ot G+ &+ E) 4 on + U+ &+ ..o+ &1}
K8, e o &1 oos ) = h{Eyy e &) B(&y, oo &y &1, 0 80 BES, - 6p),

*) Voir la note p. 1.
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' ' U(§,
K@ (&, ... 5, & ... &) =exp {— § 29, [_(f_)+ a&.]} %

U(g; 3
x K(&, ooy . fé) X exp {— i L}{,[-Agi) + aE,»:l}. (4.1)

Le noyau itéré K" (§,, ... &, &, ... &) est défini par la relation
de récurrence
K., (6 §)=10d5; ... [7 &85 KD (5, §) K@ (&, §); KP=K,
Il permet d'exprimer la fonction 7 y(a) donnée en (3.1) & l'aide d'une
intégrale dont la multiplicité ne dépend plus de N:
Iy(a)=/[5ds [Fd5, ... [$d5, [FdE [FdE,...[Fdk,. K\P(E, &) ME) h(E).
.exp{—2T' Z¢_,[U(E)+U()]}.exp{—a[s+&+129_, (5+E01}
si N = » + np. De cette relation et de (3.2), il résulte que

lim, ., (K" (&, EY'™ = lim,_,  {Iy(a)}'" = 700, (4.2)

Pour peu que U() # + oo, U(£]) # + oo, le premier membre de
cette égalité ne dépend plus des variables &, &;; on peut s'en assurer
a l'aide des considérations qui établissent 1'existence de la limite de
{Q(N, Ly)}'™ quand N - co et N~'Ly - 17).
Comme il arrive fréquemment dans ce genre de problémes ?), nous
sommes amenés a considérer I'équation intégrale
@(&) = A[3 d&| ... /3 dE, KO, &) ¢(&)), (4.3)

dont K™ est le noyau itéré d’ordre n. On peut y limiter les intégra-
tions a l'intervalle (d,, o). Nous allons la transformer en une équa-
tion intégrale 4 domaine d'intégration borné et 4 noyau constam-
ment positif. Nous utilisons le changement de variables

n =g (&) = /T exp {— [T'U() + af']} d¥’,

dont nous désignons l'inverse par & = » (5), et le changement de
fonction inconnue

#(n) = exp {} Z§ [T'U(&) + a&]} @(&), avec n, = ¢'“' ().
D’aprés (4.1), I'équation (4.3) devient
oln) = 273 dn} ... (3 duy H (s, mi) (i), (4.4)
avec

8 = [ exp (— [T'U(E) + o]} d¥,
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H' (g, ni) = K [#“ (), ¥ (n))]. *)

Les noyaux itérée H" (n,, ;) de (4.4) ne différent des K% (&, &)
que par un facteur indépendant de n. La relation (4.2) devient donc
P L — lim._,,, {H::" (n: ﬂ:)}l ..
ou la limite du second membre est indépendante des #,, %, D'aprés
le théoréme de Cauchy-Hadamard, la quantité 2% est

donc le rayon de convergence de la série résolvante

HY 4 AH® 4 o AV A L
D'aprés la théoric de Fredholm, qui sapplique A 1'équation
(4.4), ce rayon et |27, ot A est une valeur propre de valeur abso-
lue minimum de 1'équation 8). Donc g(a) = o log |4,
Remarquons que les noyaux des équations (4.2) et (4.4) ne sont pas
symétriques si p > 1; on a

K (B s wanbyubys e &) =KW @ o & e )

et une relation pour H'@,

§ 5. L'impossibilité de changements d’'état. Un changement d'état
se traduit par 'existence d'une pression constante sur un intervalle
non nul de valeurs de /. Sur un tel intervalle, a doit rester constant
quand [ varie; d'aprés (3.6), la dérivée dg(a)/da doit donc présenter
une discontinuité. Nous allons voir que cette circonstance est im-
possible.

D’aprés la théorie de Fredholm, les valeurs propres de
I'équation (4.4) sont les zéros d'une fonction entiére D'® (i). On
s'assure facilement que pour Re (a) > 0, la fonction D' (4) est
simultanément holomorphe en a et 4. Comme le noyau de 1'équation
est positif, il résulte d'un théoréme de Jent zsch?® que D' (2)
a une racine de valeur absolue minimum, a la fois unique, simple et
réelle. C'est elle qui a été désignée par A'“, et 1Y = 2 = 0.
Etant donné le caractére analytique de D' (), la racine A" est
fonction holomorphe de a quand Re (a) > 0. Par conséquent la
fonction g(a) = o' log '’ est holomorphe. Aucun phénoméne de
condensation ne peut se produire pour le type de systéme étudié.

*) Quand U(§) est borné pour d, = § = d,, on peut utiliser Ie changement de variables
7 = ljaexp (— af) et le changement de fonction inconnue ying) —exp (a/2 20 &) pi&);
on obtient aussi un noyan positif, Par contre, quand par exemple lim U(§) « + oo pour
dy < & -+ dy, il faut recourir au procédé utilisé dans le texte.

Regu 19-12-49.
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