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I. Nous avons, dans une s6rie d'articles parus au Bulletin de la socidt6 

math6matique de France 1, 6tabli les principes gdn6raux de l'itdration des fonctions 

rationneUes et 6tudi6 les propri6tgs des 6quations fonctionnelles qui s'y rapporten t. 

Nous nous proposons dans cet article d'6tendre les r6sultats obtenus aux fonc- 

Lions ~ranseendantes entiSres. Cette extension pr6sente des difficult6s essentielles 

que nous n'avons pas entiSrement surmont6es; on congoit aisdment que, par suite 

de la pr6sence d'un point singulier essentiel ~ l'infini, les phdnom~nes d6j~ si 

complexes qui se pr6sentenL dans l'6hlde de l'it6ration des polyn6mes aequiSrent 

ici une complexit6 encore plus grande. C'est pourquoi nous nous bornerons 

6tablir quelques th6orSmes g6n6raux et s dtudier quelques cas particuliers rela- 

tivement simples; nous laisserons d'ailleurs syst6matiquement de c6t6 l'6tude de 

l'it6ration des fonctions m6romorphes qui donnerait lieu s des transcendantes 

poss6dant une infinit6 de points singuliers essentiels. 

2. So i l  E(z)  une fonction transcendante enti~re; les fonctions it6r6es 

d'indice entier positif sont d6finies par les relations: 

(z) = E [E -I (z)]. 

Ce sont des fonctions enti~res qui sont encore transcendantes. D'ulle mani6re 

g6n6rale, si l'une des fonctions entibres E(z)  ou F(z)  est transeendante, il enes t  

i Voir notamment nos trois mdmoires sur les dquationsfonctionnelles (BS. M. F, I9!9--i92o). 

43--25280. Aaa mathematiea. 47. Imprim6 le 1 mars 1926. 
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de m6me de ElF(z)]. Soit en effet y un hombre pris au hasard. L'6quation 

z ( ~ ) = y  

admet des racines ui au hombre de p si E est un polynbme de degr6 p, en 

infinit6 d6nombrable si E(u) est transcendante. Chacune des 6quations: 

admet m racines, si F(z) est un polynSme de degr6 m, en infinit6 d6nombrable 

si F(z) est transcendante. Donc Fdquation: 

Z [ F ( ~ ) ] = U  

off y est arbitraire admet une infinit6 de racines si E et F ne sont pus tous 

deux des polynSmes. 

3. Si z est un point quelconque du plan analytique les points 

z~ = ~ '  (z), z~ = E~ (z ) , . .  :, z ,  = E. (~ ) , . . .  

s'appellent les consgquents du point z. Inversement les points-racines des 6quations 

E ( Z ) = z ,  E ~ ( Z ) = z ,  . . . E , , ( Z ) = z  . . . .  

sont les ant6cgdents du point z de rungs respectifs I, 2 , . . .  n , . . .  Un point quelconque 

du plan admet en g~n6ral des ant6c6dents de tout rang et les ant6c~dents de 

rang n sont e n  hombre infini si n > I .  I1 existe au plus unpoint remarquable 

pour lequel ce principe est en d6faut; la fonction E(z) est alors de l a  forme 

F (z) = ~ + (z--  ~)~ e ~(~> 

G (z) 6rant une fonction enti~re, et les ant6c6dents' de a coincident tous avec a 

si p>o, et n'existent pus si p = o .  S'il n'existe aucun hombre a tel que ~(z) 

soit de la forme pr6c4dente, les ant6c6dents de tout point z existent et ceux de 

rang n sont en nombre infini pour ~, > I. Ce sont 1~ des cons6quences imm6di- 

ares du th6or~me de M. Picard d'apr~s lequel il existe au plus une constante 

C telle que l'~quation 

E (~) = c 

n'ait qu!un hombre fini de racines. 

Comme duns le cas des polynSmes nous remarquerons que s i  deux points 
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z et z' ont en commun un consequent de rang n pour le premier et n' pour le 

second, z et z" ne sont pas en ggngral consequent l 'un de l'autre, et cela k cause 

des d6terminations multiples de la fonction inverse de E(z).  Autrement dit le 

groupe des substitutions analytiques d~finies par les ~quations 

-En (z) = - E n '  (~') (n, ~'  = o, I, 2 , . . . )  

ne peut pas 8tre regardg comme un groupe cyclique simple. Ce groupe G admet 

un sous-groupe invariant F constitug par les substitutions, en hombre infini: 

E,~ (~) --~,~ (z'). 

Le problSme qui eonsiste ?~ gtudier la distribution des cons~quents et des an- 

t~e~dents d'un point du plan est en relation ~troite avec l'~tude des conditions 

de discontinuit~ propre des groupes G et~ I'; mais dans-ce m~moire nous n'insi- 

sterons pas sur cet aspect du probl~me de l'it~ration. 

4. Pour une ~ude  approfondie de l'it~ration des fonctions entiSres il serait 

important de savoir %soudre le problSme suivant! connaissant le mode de crois- 

sance des fonctions enti~res E (z) et F(z),  obtenir des renseignements aussi precis 

que possible sur celui de la fonction E[F(z)]. C'est lk une recherche difficile 

dont nous ne pousserons pas l'~tude trSs loin. Nous devons toutefois chercher 

obtenir sur ce mode de croissance quelques donn~es qui nous seront utiles pour 

d~montrer, darts la question qui nous oecupe, les g~n~ralisations de quelques 

principes que nous avons rencont%s en ~tudiant l'it6ration des polynSmes. 

E (z) ~tan~ une fonction transcendante anti,re, le th~or~me de Liouville nous 

apprend que, si Izl devient infiniment grand, il en est de mSme du module 

maximum de ~ - - ,  p d6signant un nombre positif arbitraire. On peut se demander 

si, inversement, la plus petite racine en module de l'~quation 

z = z 

1 

pourl IZI  infiniment grand est toujours inf6rieure s I Zff, p atant un nombre po- 

sitif donna arbitrairement. Nous ne sommes pas parvenus s r~soudre compl~te- 

ment cette question. Cependant la %ponse partielle qui d~coule des considerations 

qui suivent est suffisante pour les applications que nous avons en rue, 

Nous dirons qua la suite 

Z~, Z ~ , . . .  Z,~, . . .  
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est une suite siiaguli~re d 'ordre  p, si l 'on  a 

Iz, l - < l & l - < . . . ~ l z , , l ~ . . .  

l i m l  Z.J-- -  oo 

et si en outre  routes les racines de l '6quat ion 

4T t~ z (~)= x,, 

1 Z n +  1 
ont  un module sup6rieur ou 6gal '~ ] Z .  JP. Je  dis que le quot ient  ~ -  ne peut  

avoir  pour  l imites d ' ind~termina t ion  que les hombres  I et  ~ .  

Supposons en effet que pour  une suite infinie de valeurs  de n (n=a~, a~,... 

aq , . . )  le quot ient  Z ,+ I  �9 ~ ,  air une l imite k diff6rente de [ et de ~ .  Posons:  

1 

. E ( I  z .  ]~ t) 
~.. (t) . . . .  z , ,  

Pour  n - -  a 1, a ~ , . . ,  aq, . . . les deux ~quations : 

q?,,(t) .... Z,,+, - - L .  ( l imZ, ,= /c )  
ZT~ 

n 'on t  pas de raeines in%rieures  en module  s l ' u n i t s  Les fonct ions  

~,, ,  (t)  - ~"~- (t) - 
l m -  I 

(~? ~ 1 ~  a 2 ~  " �9 "~ ~ q ,  " ' " )  

sont  holomorphes  et diffdrentes de zdro et de I pour  I t l < I. Elles f o rmen t  donc, 

d 'apr~s ~I. Montel,  une .famille normale darts le eercle unit6;  pour  t = o  elles 

p rennen t  les valeurs  

1,:(o) 
Z .  

~.n-- I 

I 
qui t endent  vers la l imite finie et diff6rente de z6ro . . . .  Elles sont done bor- I - - k  

n~es dans leur ensemble ~ l ' intSrieur  de tou t  eerele de rayon  0 < I dont  le centre  
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est s For igine. Or ceci est impossible, car, en ddsignant par p'  un nombre positif 

sup~rieur s p, le th6orbme de Liouville donne: 

1 p ' - p  

" 
mod. max. 90n (t) > (01 Z,, I p)' '  X I Z ,  I 

Itl_-~__o 

I 
' n'est Comme p > p  cette expression tend vers 1 '~,  et puisque la limite de ff,,--i 

pas nulle, il s'ensuit que ~ ,  (t) tend vers l'infini pour les valeurs de n consid6r6es 

et pour I tl-----/9. II y a donc contradiction et l'on volt que les suites singuli~res 

d'ordre p poss~dent, quelque soit p, la propri6t6 annonc6e. 

5. Consid6rons dans le plan de la variable Z les points ~ tels que l'~quation 

E ( z ) - - C  

1 

n'ait pas de racine inf6rieure en module 's [~[P. Supposons qu'il existe de telles 

valeurs de module aussi grand qu'on le veut et soit R d a l'une d'elles. I1 r6sulte 

de ee qui pr6c~de que, si R e s t  suffisamment grand, t o u s l e s  points ~ situ6s 

des distances de l'origine comprises entre R et 21l sont situ6s '~ l'int6rieur d'un 

eerele 1" de rayon ~R ayant pour centre le point R e  i~, ~ 6rant inf6rieur, par 

I 
exemple, s - - .  

I O  

Consid6rons les points _~ ext~rieurs au cercle I" et au cercle c(Izl-<lr 

Soit B~ le minimum de leur distance s l'origine. T o u s  les points ~ dont la 

distance s l'origine est comprise entre R~ et 2R~ sont situ6s s l'int6rieur d'un 

cercle 1"1, ayant pour centre un point de la circonf6rence [ Z I = B 1 ,  et pour rayon 

R 1 , et ainsi de suite. Si l'on enl~ve du plan analytique l'int6rieur des cercles 

c, r, rn, . . .  

les points Z restant poss~dent eerie propri6t6 que l'dquation 

E = z 

l 

admet au moins une racine de module inf6rieur '~ I ZI ~. Les centres des cercles 

F, 1"1, / ' ~ , . . .  sont 's des distances R, R~, R~ , . . .  de l'origine qui croissent plus 

vite que les termes d'une progression g6om6trique: 

~nq-1 
R,+I > 2Rn et lim -- ao, 

~ n  
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tandis que leurs rayons sont dgaux "s ~ R, ~ g l ,  ~ 1~ . . . .  (~ < I).u On peut d'ailleurs 

remplacer le nombre fixe ~ par des hombres d6croissants et t endant  vers z~ro. 

I1 suit de 1'~ que, si l 'on enlbve du plan (z) des r6gions dont  l 'aire relative 

est infiniment petite, t o u s l e s  points restants sat isfont "s la condition exprimde 

l ' instant.  En particulier, il existe des couronnes eirculaires coneentriques 

di6paisseur ind6finiment croissante ?L l ' int6rieur desquelles cette condition est 

v6rifi6e. 

I1 y a d'ailleurs des cas oh l 'on est certain que les suites singulibres en 

question n 'existent  pas. Pa r  une savante analyse pour laquelle nous renverrons 

�9 s un article du Bulletin des Sciences math6matiques (t. XLVI,  I922), M. Valiron est 

parvenu s d6montrer qu'il en est toujours ainsi pour les fonctions de genre tint. 

I1 y a u n  autre cas oh la m6me cireonstance se pr6seute; c'est celui oh la 

fonetion entibre E(z) admet une valeur exceptionnelle au  sens de M. Pieard, c'est 

s dire quand il existe un nombre a tel que l '6quation 

n 'ai t  qu'un nombre limitd de racines. 

En effet, en appelant comme pr6c6demment 

Z, Z1, Z~ , . . .Z , , . . .  

une suite singulibre d'ordre p, les fonctions holomorphes 

1 

_E(I z .  I~_t)_-_= a 
Z ; t  - -  {~ 

ne prennent  jamais la valeur I pour ] t ] < i ; elles prennent  au plus q fois la v a l e u r  

z6ro pour ces m~mes valeurs de t, q 6rant fixe. Elles torment  done, d'aprbs les 

principes de M. Montel, une fanfflie ~wrmale darts le eercle unit& Or "s l 'origine 

elles prennent  la valeur 

E ( o )  - ~ 

qui tend vers z6ro, tandis que pour 

I t l :-o<, 

elles ont  un module maximum qui tend  vers l'infini, ce qu'on voit en appliquant  
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comme plus haut  le th~or~me de  Liouville. On arrive done encore "~ une con- 

tradiction. 

Signalons encore le th~or~me suivant, bien que nous n 'ayons pas ?~ en faire 

usage par la suite: si l 'gquation 

E ( z ) = z  

n 'admet  qu'un nombre fini de rncines, la fonction E(z)n'admet pas de suite 

singuli~re d'ordre I. On consid~re les fonctions 

E(Z,,t)--Z,,t 
_ z , , i  

holomorphes dans le cercle unit~, born~es dans leur ensemble pour t = o ,  ne pre- 

nant  jamais la valeur I e t  au plus m fois la valeur zdro "~ l ' intSrieur du cercle; 

elles seruient alors born~es dans leur ensemble pour 

]t]- O< ~, 

ce qui est encore incompatible avec le th~or~me de LiouviUe. 

6. Th~or~me. Soient E(z), I"(z)deux fonctions tr~nscendantes enti~res, 

M(r) le module maximum de E(z) pour [z]=-r, M~(r) celui de E[1,'(z)]. On aura 

M1 (r) > M 

pour certaines valeurs infiniment grandes de r, q dtant  un hombre positif fix~ 

arbitruirement. 

En effet pour les valeurs de r extdrieures 's certains intervalles, le cercle 

[z[-----r a pour image, en posant: 

z = 

un domaine D l du plan des Z cont~nan~ '~ son int~rieur la circonfdrence [ Z ] =  rq. 

Cela revient h dire que pour tout  point de la circonf~rence [ Z ] = r  q, l '6quation 

z = F (z) 

1 

admet une racine z de module inf~rieur '~ (~)q =-r, ce que nous savons ~tre exact 

pour routes les valeurs de ~-~ non comprises dans certains intervalles exceptionnels 

dont  la mesure relative est infiniment petite. 

Le maximum de [E(Z)[  quand Z d~crit D, ~tant a t te int  sur le contour 

ext~rieur de D~, on a: 
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mod max E (Z) > M (r q) 

puisque la  circonf&ence [Z [  = Yq est int6rieure s D 1. Pa r  suite: 

on 

rood ~ax E W(*)] > M(r~) 
Dl-<r 

MI (r) > M(,-~) C . Q . F . D .  

Nous supposerons d'ailleurs q > I. Remarquons que dans la ddmonstrat ion qui 

prgc~de, D 1 est regardd comme un domaine du plan simple qui peut donc ~tre 

connexion multiple. 

7. Voici une consdquence du th~or~me pr6c~dent. Posons 

log r =Q, 

log M(r)=~p(r 

En vertu d 'un  important  thdor~me de M. Hadamard ,  la fonction ~p(Q) est une 

fonction convexe; sa ddrivde g droRe ~p'((~) est donc une fonction croissante qui 

d'ailleurs devient infinie avec Q. 

Ceci posd, nous avons en vertu du thdor~me que nous venons de d~montrer, 

lorsque r n 'est  pas dans un intervalle exceptionnel: 

log 3/1(r) > ip (q 0) 

~,(r) 
log ~ ( r )  > ~ (q e ) -  ~ (~) 

et, d'apr~s les propri&4s que nous venons de rappeler de la fonction ~p(e): 

~P(qe)--~P(e) > (q-- I )0  ~J(0)>0 A 

A & a n t  aussi grand qu'on le veut pour (~ suffisamment grand. On conc lu t  des 

indgalit6s qui prdcbdent: 

M 1 (r) > M(r) .  r A . 

On d6duit de lg en par~iculier que si /)  et Q sont des polynbmes, et E une fonc- 

t ion entiSre, route solution uniforme q)(z) de l%quation fonctionnelle:  

[E(z)]=P(z) ~(z)+ Q(,) 
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admet au moins un point singulier ~ distance finie. En effet si O(z) 6fair role 

fonction enti~re et A un nombre positif sup6rieur au degr6 de P(z), le module 

maximum du second membre serait, pour r >  r0, inf6rieur s r A M(r), tandis que celui 

du premier membre serait sup6rieur s cette mSme quantit6, du moins pour cer- 

taines valeurs de r sup6rieures s r0. 

Ce r6sultat est important pour l'~tude de l'it6ration des fonctions enti~res, 

comme nous le verrons un peu plus loin. 

8. Lorsque nous effectuons sur la variable z la substitution uniforme 

z, 

il y a en g6n6ral des points qui se transforment en eux-mSme. 

racines de  l'~quation 

(1) 

Ce sont les points- 

en g~n~ral en infinit6 dgnombrable; on les appelle points doubles ou points in- 

variants de la substitution considgr6e. I1 est n~cessaire de eonsid6rer 6galement 

les points doubles des substitutions it~r~es: 

c'esf~'s les points racines des dquations 

(2) 

pour routes les valeurs enti~res et positives de p; ces points se r6partissent en 

cycles, les points d'un mSme cycle se reproduisant p~riodiquement par l'it6ration 

de la substitution donnge; le nombre de points dont se compose chaque cycle est 

un diviseur de p. On trouvera des d6tails sur ces cycles de points clans nos 

m6moires d6j~ cites sur les substitutions rationnelles, la plupart des rgsultats ob- 

tenus s'appliquant au problbme actuel. Rappelons que si a est une racine, d'ordre 

de multiplicit6 6gal ~ tt, de l'~quation (I), c'est 6galement une racine de (2)dont 

l'ordre de multiplicit6, en g6n~ral ~gal ~ tt, peut 8tre exceptionnellement sup~rieur 

ft. I1 peut arriver que l'~quation (I) n'ait  qu'un nombre fini de racines et mSme 

qu'elle n'en air aucune. Faisons cette derni6re hypothbse. Je dis que l'~quation 

(3) 

admet une infinitg de raeines. Consid~rons la fonction 

44 - -25280 .  Acta mathematica. 47. Impr im6  le 1 ma r s  1926. 
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C'est une fonction enti~re, puisque le d~nominateur ne s'annule pas. L'~quation 

n'a pas de racines, car cette ~quation dquivaut s 

d'ofi 
E(w)=w 

en posant w-~-E(z). Donc, en vertu du th6or~me de M. Picard l'6quation 

poss~de une infinit6 de raciues; or cet~e derni~re 6quation est 6quivalente s (3). 

On peut g6n6raliser quelque peu cette remarque en faisant voir que si aucune 

des deux 6quations 

n'admet de racine (la seconde propri&~ entralne la premiere), l'~quation 

en p0ss~de une infinit& 

Une extension beaucoup plus int~ressante des considerations qui pr4c~dent 

eonsiste s ddmontrer que si l'dquation (I) n'admet qu'un hombre fini de racines, 

l'gquation (3) en admet une infinit& On constatera ais~ment que c'est 1"~ une 

consequence d'un thdor~me tr~s profond de M. Borel, ddmontrd par lui dans son 

m6moire sur les zdros des fonctions enti~res (Acta mathematica, t. 20) et concernant 

l'impossibilit~ d'une relation de la forme 

Vi(z) e" l~):o  

dans laquelle les P~(z) sont des polynbmes e~ les Hi(z) des fonctions enti~res; 

mais nous ne d~velopperons pas cette d~monstrution, et ne ferons d'ailleurs aucun 

usage de cet~e proposition, afin de donner s la thdorie qui nous occupe des bases 

plus dl4mentaires. 
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9 .  :Nous d6signerons, comme duns la th6orie analogue concernant les poly- 

n6mes, par la lettre 17' 1'ensemble des points du plan autour desquels les fonc- 

tions it6r6es 

ne forment pus une famille normale. Un grand nombre des propri6t6s de cet 

ensemble F, d6montr6es pour les polynbmes s'gtendent immddiatement au cas des 

fonc~ions enti~res. I1 suffira de les 6noncer bri~vement, en renvoyant~ aux m6mo- 

ires cit6s pour les d6monstrations d'ailleurs faciles. 

I ~ F est un ensemble ferm6 s condition, duns le cas ae~uel, de lui adjo- 

indre le point s l'infini. 

2 ~ ~' est compl~tement invariant par la substitution (z, E(z)), c'esV~-dire 

que si un point z appartient s F,  il en est de m6me de ses ant6c6dents et de 

ses cons6quents. 

3 ~ ~" ne change pas si l'on remplace E(z) par l'une de ses itdr6es Ep(Z). 

4 ~ . Soit a un point racine de 

a appar~ient s F duns les cas suivants 

] Ept((%) l>  I, 

2 i ~  ~ 
" (m, n entiers). 

Pour d6montrer la seconde propri6t6, il est n6cessaire de remarquer que l'on n'a 

jamais identiquement 

(z ) - -  z 

car le premier membre est une fonction transcendante; on e s t  alors ramen6 au 

cas de E ;  (a)= + I. 
o. 

E (6),.. 

Kcenigs); 

cycle les 

points du 

6 ~ 

surable s 

Si IE'p(a) l < I, le point a n'appartient pus ~ F ;  les points 

�9 Ep-1 (a), forment un cycle attractif (gronpe circulaire limite d'apr~s M. 

s l'int6rieur de petits cercles entourant respectivement les p points du 

fonctions it6r6es convergent p6riodiquement et uniform6ment vers les 

cycle�9 

Si E';, (a) es~ 6gal en module s l'unit6 avec un argument incommen- 

2 z, a peut appartenir s F.  S'il n'en est pas ainsi, les fonctions limites 
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des fonctions itdrdes dens le voisinage de a ne sont jamais des constantes. II 

existe alors un domaine invariant singulier, transform~ en lui-m~me par la sub- 

stitution (z, L~, (z)), qui contient  a ;~ son int6rieur. Dens ce domaine les brunches 

de fonctions inverses des fonctions itdr~es qui prennent  en a l e s  valeurs 

a, E ( a ) , . . .  lfp-1 (a), sont uniformes;  un tel domaine ne contient s son int~rieur 

aucun antdcddent de a distinct de a. On ddmontre encore duns ce cus que le 

point a est le seul point, invariant  pur la substi tution (z,/~;p (z)), contenn duns le 

domeine invariant  singulier D, muis nous n 'aurons pas ~ faire usage de cette 

derni~rc propri~t6. 

m.  I1 nous fau t  main tenant  d~montrer que F renferme uu moins un point 

"L distance finie. Dans le cas des polynSmes cela rdsulte d 'une proposition fort  

simple d'alg~bre dlgmentaire d'apr~s luquelle l '&luation 

(1) E (z) -- z 

admet au moins une racine c~ pour laquelle 

oH 
E t (o r )=  @ I. 

Mais cc thdor6me n 'a  pas d'dquivalent duns le cas ob E ( z ) e s t  une fonction 

transcendante;  l 'dquation (I) peut alors n'avoir aucune racine ou n 'avoir  que des 

racines n 'appar tenant  pus "s F.  Voici des exemples de ces deux circonstances: 

E ( z ) -  z + e  ~, 

_E (z) = z - - s i n  ze i "=z  - sin z (cos z +  i sin z). 

Duns le deuxigme exemple on u: 

E '  (z) - -  I - e  % 

L'~quetion 

= o 

e~ l '~quation 
z -  e (z)  = o 

admet tent  l 'une et l 'uutre les seules racines: 

z = n ~  (n=o,+_I,2~,...) 

de sorte que tous les points doubles de la substi tution (s, E(z)) ont des multi- 

plicateurs nuls. 

I /existence d 'un point de F s distance finie vu rdsulter indirectement de lu 

discussion suivante.  



Sur l'it6ration des fonctions transcendantes enti6res. 349 

I ~ Supposons que l '6quation (I) admette  au moins une  racine et au plus 

m racines distinctes. Si l 'une de ces racines appart ient  s F ,  la propos i t ion  se 

v6rifie. Nous admettrons donc qu'aucune de ces racines n 'appar t ient  s F.  Soit 

a l 'une d'elles. 

Si [ E '  (a)[ < I, a est int6rieur s un domaine D invariant  par la substi tution 

(z, E(z));  s l ' int6rieur de D l e s  fonctions it6r6es convergent vers la constance a. 

De plus la s6rie 

oo 

Y, [E,, ( ~ ) - ~ ]  
0 

converge, uniform6ment dans tout  domaine ferm6 int6rieur s D, le rapport  d 'un 

terme au pr6c6dent ~tant, pour n > no, inf~rieur s un nombre fini k <  I, en supposant: 

o < - I E ' ( ~ ) l < k < ~ .  

La s6rie pr6c6dente repr~sente par cons6quent une fonction analytique uniforme 

dans D qui v6rifie l '6quation fonctionnelle 

[E (~)] = O (~) - -  (~--~) 

et q)(z) serait une fonction enti~re si D n 'admet ta i t  aucun point fronti~re 

distance finie. Or nous avons d6montr6 la non-existence d 'une solution transcen- 

dante enti~re de cette 6quation et il est clair d 'autre  part  que �9 (z)n 'est  pas un 

polyn6me. On en conclut que D admet s distance finie au moins un point 

fronti~re ~ qui est 6videmment un point  de F .  

Supposons main tenant  que, a n ' appar tenant  pas s F,  on air 

I z '  (~)1= i, 

a ~tant par cons6quent int6rieur s un domaine invariant  singulier. Soit {t un 

ant6c6dent de rang I de a, distinct de a; fl existe, car l '~quation (I) n ' ayan t  

qu 'un hombre fini de racines, l '6quation 

E (~) = 

en a une infinitg d'apr~s les th6or~mes de M. Picard. lqous savons qu'au voisinage 

de a, il existe une suite de fonctions it6r6es qui tendent  vers z (voir nos m6moires 

cit6s); il n 'en est 6videmment pas de m~me autour  de fl puisque pour n-----I: 
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Done  sur route  ligne jo ignant  a s fl, il existe a u  moins un  point  (distinct des 

extrdmitds) off les E,~ (z) ne fo rment  pas  une famille normale,  t7 a donc ndcessaire- 

ment  la puissance du continu.  

Ainsi dans l 'hypoth~se I ~ nous avons d~montr6 l 'existence d 'au moins  un 

point  de F et par  suite d 'une infinit~ d~nombrable de ces points,  car les ant~cg- 

dents de l 'un de ces points (qui sont en hombre infini d'apr~s une remarque fai te  

l ' instant) sont encore de F.  

2 ~ Supposons que (I) admet te  une infinit~ de racines. S'il n 'y  en a pas 

une infinit6 qui appar t iennent  s F,  il y en a alors une infinit~ pour  lesquelles 

ou bien pour  lesquels 

i ,  

ies Ln(z) possddant dans cette deuxi~me hypoth~se des fonctions limites non 

constantes  au voisinage de a. 

Si I E '  ( a ) I <  I, en ]o ignant  ce point  a s un autre point a' de l 'une des deux 

catdgories dgsign~es s l ' ins tant  par  une ligne continue, il est visible que cette 

ligne a a' renferme s son intdrieur  un point  de F,  qui poss~de ainsi la puissance 

du continu. 

Si IE '  ( a ) l = i  , en jo ignant  a avec un antecedent  ~ de al dist inct  de a, on 

parvient  s la m~me conclusion. 

3 ~ Supposons que l '~quat ion (I) ne poss~de aucune racine. Alors l 'equat ion 

(3) en admet  une infinit~. I i  suffit donc de changer  E (z) en E~ (z) pour  ~tre 

ramen~ au cas precedent.  F contient done toujours au moins une infinitd ddnombrable 

de points.  

I I. Soit z0 un point  de F.  Les fonctions holomorphes / ~  (z), ne fo rmant  

pas une famille normale au tour  de z0, p rennent  dans leur ensemble routes les 

valeurs finies, sauf une au plus, dans un  cercle c de centre z0 et de rayon  arbi- 

t r a i rement  pet i t  e. Si donc on se donne un point  arbi t raire  fl, ~ tou t  nombre  

positif  e on peut  faire  correspondre un ent ier  n tel  que l '~quation 

admet te  un point  racine s l ' int6rieur  du cercle de centre z 0 et de rayon e. 

Aut rement  dit z 0 est ou bien un antdc~dent de ~, ou bien point  l imite d'ant~cg- 

dents de ~, sauf peut-~tre pour  une valeur  particuli~re de ft. Mais d 'aut re  par t  
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nous avons remarqu4 que tout point du plan admet une infinitd d'ant6e6dents, 

l'exception au plus d'un point remarquable a lorsque E(z) est. de la forme 

It s 'ensuit  que la valeur exceptionnelle de ~, si elle existe, coincide ndcessaire- 

ment avee cette valeur a, ]~(z) 6tant alors de la forme pr6c6dente. On voit 

donc que tout point z o de fi' est limite d'ant~c~dents d'un point quelconqne z 

du plan, le point z = a  ~tant seul except& Quant au point remarquable a, 

s'il existe, ou bien il n' a pas d'ant6cgdent (p=o) ,  ou bien il coincide avec tous 

ses ant6c~dents et cons6quents (p > o). I1 peut appartenir ou non g F. 

Nous pouvons donc 6noncer le th6orSme suivant. 

Th6or~me. Tout point z o de F est limite d'ant6c6dents d'un igoint quelconque 

du plan,  sauf  peut-Otre d'un point remarquable a (ind@endant de ~o). 

i2. Soit main~enant a u n  point de F tel que l'6quation 

E (~) = a 

admette une racine b. I1 existe un 616ment, alg6broide au point b, de la fonc- 

tion inverse de E(z), et qui est d6fini par la s6rie: 

1 2 

z = ~ ( Z ) - a  + a l ( z - b ) ~ +  as(Z--b)~ + ,  

qui v6rifie l'identit6 

[~ (z)]  = z 

et fair correspondre un 616ment du plan Z entourant b g u n  416ment de surface 

de Riemann q fois ramifi6 autour de a. Posons: 

1 

t = ( z -  ~)~ 

( z ) -  a + a,  t + a~ t ~ + . . . .  h (t). 

Consid6rons ensuite les fonctions 

E . ( Z ) . Z  = v . ( t )  
u"(Z)=F,.(Z).~(Z) 

en posant: 

.E.(b + t~) - - ( t  + to) 
v,, ( t ) - -  ~ . ( / , T ~ j n % ~ / )  " 
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Si, darts le voisinage de a il n 'y a pas de points raeines des fonc~ions En(Z)- -Z  

et E~+I ( Z ) -  Z, les fonc~ions v~ (t) seront, clans le voisinage de t-~o, des fonctions 

holomorphes ne prenan~ jamais la valeur zdro ni la valeur I. Elles forment donc 

une famille normale, et de route suite de ces fonctions on en peut extraire une 

autre qui converge uniform6ment, dans l'entourage de rorigine, vers une fonction 

holomorphe ou vers la constante infinie. On en d6duit ais6ment que ies fonc- 

tions En(fl + t q) jouissent de la m~me proprietY, et par suite que les fonctions 

E~ (Z) forment une famille normale autour de a, ce qui est contraire ~ l'hypothbse. 

Si donc le point a n'est pas un point p6riodique, il est limRe de points p~riodiques. 

Supposons maintenant que z = a soit un poin~ de p6riode p e t  soit 

Comme a appartient s F on a: 

E~ (~) = F ( ~ ) .  

I F ' ( a ) l > -  I, 

SilF' (a)l= ,, et si l 'argument de F '  (a) est commensurable ~ z, le point a sera 

pour eertaines valeurs de n un z6ro multiple de la fonction Fn (z)--z. Darts ee 

cas nous supposerons pour simplifier que l'on air 

1," ( ~ ) =  + i 

rdsultat auquel on parvient en remplagant F(z)par  l 'une de ses itdr6es. On 

aura alors 

F (z) = ~ + k ( z -  a),~ + .  

(k ~ o) 

F . ( z ) = z  + ~ k ( z - ~ ) ~  + �9 

et la branche ~ 1  (Z), de la fonction inverse de F(z) qui prend la valeur a en a 

a pour dgveloppement: 

E - i  ( g ) : Z  --  k (Z--  a) ~ + "" 

Les fonctions /~'~ (z)--z, et Fn (z)--F-1 (z) ont pour z voisin de a des d6veloppe- 

ments qui commencent respectivement par les termes 

et 
n ~ (z - a)", 

(,~ + ,) k (~ - a)' ~. 

Si donc Yon pose 
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�9 ",, ( z ) - z  

n distincte cette fonction, r4gu!i~re pour z ~ a ,  prend en ce point lu valeur n+--~' 

des valeurs o, I e t  ~ .  

Si maintenant ]F ' (a)  l >  I, ou si T" (a) poss~de un module ~gul s I avec un 

argument incommensurable ~ z, le point a sera toujours un z6ro simple des 

fonctions ~ ( z ) - - z ,  et Fn (z) --  F---I (z) qui ont pour premiers termes de leurs 

d6veloppements: 

+ ( ) - + 

( s n - - I ) ( z - - a ) ~ - (  ) (~--~1)2-~ ' '"  

en posant s ~ F ' ( a ) .  La fonction 

est, quel que soit n, r6guli~re pour z = a  et l'on a: 

8 n -  I 

I 

8 

quantit4 distincte de o et de I. 

Cela 6runt, si duns un eercle entourant a les fonctions F~(z)--z  et 

F ~ ( z ) - - F - 1  (z) ne poss~den~ pour n > no, aucun z6ro distinct de a, les fonctions 

Un(Z) forment duns ce cercle une famille normale de fonctions holomorphes, 

puisqu'elles n'y prennent pas les valeurs z~ro et un. I1 en seru de m6me des 

fonctions F ,  (z), et par suite aussi des fonctions E ,  (z), ce qui est contraire 

l'hypoth~se. On volt donc que le point a es~] imi te  de points p6riodiques 

distincts de lui-m6me. 

Ainsi tout point de rensemble F est limite de points p6riodiques distincts 

de lui-m~me. Lu d~monstration qui precede est toutefois en d6faut pour un 

point a qui n'a pus d'ant6c6dent, E(z)  ~tant de la forme 

a § e G(z). 

Nous verrons tout ~ l'heure que la proposition est encore exacte pour un tel point. 

4 5 - - 2 5 2 8 0 .  Acta mathematica. 47. I m p r i m ~  le 1 m a r s  1926. 
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Duns t o u s l e s  eas, eomme nous avons ddj~ d6montrg qne F renferme une 

infinit6 de points, il s'ensuit qu'il existe des points p6riodiques de pdriode uussi 

6lev6e qu'on le voudra. II en rdsulte en particulier que F renferme des points 

b non dquivalents ~ un point donnd a relativement au groupe G ddfini plus huut, 

c'est s dire tels que l 'on  n'ai~ jamais 

Ep (a) = Eq (b) (p, q entiers quelconques). 

En effet deux points ~quivalents s un troisi~me sont dquivalents entre eux. Con- 

siddrons alors deux points p6riodiques de p~riodes diff~rentes; ces deux points ne 

sont pus ~quivalents, done l'un au plus d'entre eux est 6quivalent b~ a; s i c e s  

points p6riodiques appartiennent ~ F notre assertion est exacte. S'il est impos- 

sible de trouver deux points p~riodiques de F ayant des pdriodes distinctes, il y 

aura ulors une infinit~ de points p6riodiques 6trungers ~ l'ensemble F ,  ce qui 

entralne, comme il r~sulte de remarques ant6rieures que F poss~de la puissance 

du eontinu. I1 renferme alors des points non dquivalents h a, puisque les ~qui- 

valents de a sont en infinitd ddnombrable. 

D6montrons maintenant que F est un ensemble parfait. En effet tout point 

a de F est iimite d'antdc6dents d'un point b, distinct du point remarquable s'il 

existe. Autrement dit les 6quations 

E.  b 

admettent des racines duns tout entourage de a. Si l'on prend pour b u n  point 

de F non 6quivalent g a, ee qui est possible comme nous venons de le voir, les 

ant6c~dents de b qui tendent vers a et qui sont encore des points de 1;' seront 

distincts de a. On volt donc que tout point de T' est limite de points de F 

distinets de luim~me, ce qui ddmontre que F est parfait. Remarquons que les 

antdc6dents de rang donn~ n >  I d'un point arbitraire de F ont pour point limite 

le point ~ l'infini qui est regardd eomme appurtenant g F, ee qui complbte la 

d~monstration. Enfin lu d6monstration s'applique au point remarquable a s'il fair 

partie de F ;  a ~tant limite de points de F qui sont eux-m6mes points limites 

de points p4riodiques, possbde ~ son tour cette dernibre propri6t~. On peut 

alors dnoncer Ies deux th~orbmes suivants: 

Th6or~me. L'ensemble t ;  est un ensemble parfait. 

Th6ordme. Tout point de F est limite de points p6riodiques. 

13. Je dis maintenant qu'en un point de F,  aneune suite partielle form6e 
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svec les E~ (z) ne peut  converger  uni form6ment  vers une fonct ion holomorphe 

~0 (z) ou vers ls  eonstsnte  infinie. 

En  effet, soit z 0 un point  de F.  Dons tou t  cercle de centre z0 et de r syon  

~, les deux 6qustions 

E ~  (~) = ~, 

E,,,, (~)=z 

admet ten t  des solutions pour  des vsleurs convensbles de ra et de m', pourvu 

que fl et 7 soient distincts d 'un  point  remsrquuble  a. Comme nous  svons  d6mon- 

tr6 l 'existence d 'une infinit6 de groupes de points p6riodiques ou cycles, nous 

pouvons supposer que # et 7 spps r t i ennen t  respect ivement  ~ deux cycles distincts 

d 'ordres q et r :  

3, ~1,"" '  ~(l 1, 

7, Yt, �9 �9 - 7r-1. 

Pur  suite pour  route vuleur de n sup6rieure '~ un  ent ier  N, / ~ ( z ) p r e n d r ~  "s 

l ' int6rieur du cercle consid6r6 c l 'une des vsleurs (fl, f i l , . . . f lq-1) ,  et l 'une des 

vsleurs (7, 71 , . . . 7 r -1 ) .  I1 s 'ensuit  tou t  d 'abord que dsns le cerele c sucune suite 

form6e avec les E,~ (z) ne peut  converger  uni form6ment  vers l'infini. Supposons 

que ls  s u i t e  

E ~  (~), E ~  (~) . . . .  E~,~ (~),. . .  

converge duns c vers ls  fonct ion ~ (z) et eels uniform6ment .  On peut  prendre  , 

~ssez pet i t  pour  que l 'on si t  en tout  point  de e, en sppe lsn t  ~ un nombre  posit if  

urbi t rs i re :  

I ~ ( ~ ) -  ~ (~o) 1 < ~, 

puisque 9 (z) est r6guli~re en z0, d 'aut re  ps r t  s cuuse de ls  convergence uniforme 

des El,~ (z) vers q9 (z), on sur~ 

I E,.~, (~) - ~o (~) I < 

pour  Z~ > N 

si N e s t  suff issmment  grsnd.  P s r  suite: 

I E~,, (~) - ~ (~o) I < 2 
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et comme E~n(z ) prend dans e l'une des valeurs 8, ill,.../~q--1 o n  aura 

I - # i  I < 

c'est s dire: 

puisque 6 est arbitraire 

et ces deux ~galit~s sont incompatible puisque 

Notre assertion est done d6montr6e. 

= 

Mais le m~me raisonnement prouve que 

les deux cycles sont distincts. 

Soit alors Cn le n i~me consgquent du cercle c entourant un point z 0 de F. 

Soit J la r6gion du plan comprise s l'int6rieur d'un cercle de rayon R infiniment 

grand ayant son centre s l'origine et s l'ext~rieur d'un cercle de rayon infiniment 

petit entourant le point remarquable a s'il existe, Je dis que pour n suffisam- 

ment grand c, couvrira J .  

Supposons en effet que l'on puisse trouver deux suites de points 

h,, h ~ , . . . h , , . . .  

k 1, k 2 , . . . I o n , . . .  

tendant respectivement vers deux points limites distinets h e t  k ~ distance finie, 

et d'autre park une suite d'entiers croissants 

tels que, pour tout point z de c on air constamment: 

Les fonctions holomorphes 

E~.(z)--h. 

n'~tant jamais nulles ni ~gales s 1 dans c, forment une famille normale, et l'on 

peut en extraire une suite infinie qui converge uniform~ment dans cvers  une 

fonction holomorphe ~ (z), pouvant ~tre 6gale s la constante infinie. On peut 
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donc, en ehangeant les notations, admettre que la suite initiale des Ea, (z) poss~de 

cette propri6t& I1 s'ensuit que E~,~ (z) tend uniform6ment vers la fonction holomorphe 

h + (k - -  h) ~ (z) (k - -  h # o) 

6gale 6ventuellement ~ la constante infinie, s'il en est ainsi de ~ (z). Ce r6sultat 

est en contradiction avec le th6or~me que nous venons d6montrer. 

I1 s'ensuit qu'une s6rie de points respectivement ext~rieurs ?~ une infinit6 de 

domaines cons6quents de c poss~de au maximum un point limite s distance finie. 

Soit d'autre part h une valeur telle que les 6quations: 

E~.~ ( z ) -  h~, 

n'aient pas de raeines dans c, h t, h~ , . . ,  h , , . . ,  tendant vers h. Si h admet deux 

ant~c6dents de rang p distincts h' et h", les 6quations 

Ea,-p. (z) = hi', E~,-p (z) = h / ' ,  

(z)  = (z)  = h ; ' ,  

(z)  = h , /  , Ex,~-~, (z) = h,,", 

n'auront pas de racines dans c, h,/ et h,/', ant6c6dents de rang p de h,~, tendant 

respectivement vers les valeurs h' et h", distinctes et finies, ce qui est impossible. 

Or si h est distinct du point remarquable a, il admet toujours plusieurs ant6c& 

dents distincts de rang i 0 > I. Un point limite des h,~ co~ncde donc n6cessairement 

avec le point remarquable on avec le point ~ l'infini. Cela revient s dire que le 

domaine cn couvre J pour n > n  o. 

I4. On d6duit de 1s comme duns le cas des fonctions rationnelles, diverses 
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consdquences au sujet de la structure de F, notamment celle-ci: si /~' ne remplit 

pas tout le plan, il n'est dense superficiellement nulle part. 

L'ensemble F divise, dans cette derni~re hypothSse, le plan en r6gions dans 

chacune desquelles on devra &udier la distribution des cons6quents d'un point; 

les r&ultats sont essentiellement diff&ents suivant que les fonctions limites des 

fonctions it6r6es sont ou non des constantes. On verra sans peine que la plupart 

des r6sultats obtenus pour les fonctions rationnelles s'~tendent au cas actuel, 

moyennant quelques changements insignifiants. Toutefois nous devons noter les 

principales questions qu'il faudrait 61ucider pour arriver g une rue d'ensemble 

g peu pros satisfaisante de la question qui nous occupe. Nous avons obtenu dans 

le cas des fractions rationnelles le r6sultat suivant: les points p6riodiques de multi- 

plicateur 6gal ou inf6rieur en module g l'unit6 sont en nombre fini, de sorte que 

l'ensemble F peut 6tre regard6 comme l'ensemble d6riv6 des points p&iodiques 

de multiplicateurs sup&ieurs en module g l'unit6 et formant ce qu'on appelle 

des cycles de points r@ulsifs. Darts le cas actuel, les points doubles de multi- 

plicateur < 1, formant des cycles attractifs, peuvent &re en nombre infini et nous 

en avons donng plus haut un exemple. Mais en outre, nous ne savons m6me pas 

s'il existe toujours des cycles r@ulsifs. La m&hode 616gante employ6e par M. 

Julia (M~moire sur l'it6ration des fractions rationnelles, J. M., 7 e s&ie, 1918) 

pour &udier l'ensemble F regard6 a priori comme le d6riv6 de l'ensemble des 

points appartenant s des cycles r@ulsifs ne peut donc pas 6tre appliquge ici, rant 

que l'on n'aura pas d6montrg prdalablement l'existence d'au moins un cycle de 

cette nature. En outre il y aurait lieu de v&ifier par de nombreux exemples si 

les diffdrentes hypotheses que l'on peut faire a priori sur la division du plan en 

r6gions, contiguSs g l'ensemble F, se r6alisent effectivement; la construction de 

pareils exemples, conduisant g des discussions d'6quations ou d'in~galit& transcen- 

dantes, est beaucoup plus laborieuse que dans le cas des fonctions rationnelles. 

Nous traiterons seulement les deux exemples qui suivent: 

15. Exemple I. 

(4) E (z )= z + I + e -z. 

En appliquant la m&hode que j'ai d6velopp6e ailleurs pour &udier les substitu- 

tions ayant un point double g l'infini de multiplicateur + I (B. S. M. F;, 1919, 

ch. II,  w 8--I4)  , on obtient ais6ment des domaines off les it4r~es ag, (z) convergent 

vers 1 '~.  Si l'on pose 

z,,=x,,+i y,,=E~ (z) 
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on trouve que l'in6galit6 

entralne 

~ c ~ a ~ o  

Xn ~ Xn--1 

x .  > x + ~ ( i - e  - a )  

lira x.  ~ ~ .  

I1 y a donc convergence uniforme vers 1'~ dans la r6gion (x>--a), quel que 

soit a > o .  Le domaine d'attraction du point z = ~  contient donc le demi-plan P: 

X ~ O .  

P contient (au sens large) le domaine cons6quent P1. 

Les points critiques alg6briques de la fonction E-1 (z), inverse de E (z)sont 

les points E (~), ~ 6rant un z6ro de la d6riv6e E '  (z). On a: 

(5) ~ '  (~)= i - -e -~ ,  

~=2ki~  (k=o, +I,  +_2,...) 

c = E  (~) = 2 + 2 k i z .  

Les points sont donc dans le demi-plan P e t  leurs cons6quents tendent vers I 'm. 

La fonction E -1 (z) poss'.de d'autre part le seul point critique z=~r  En effet 

ces points critiques transcendants sont d'aprgs iIurwitz les valeurs asymptotiques 

que peut avoir E(z) le long d'un chemin continu ab0utissant au point s l'infini; 

si z tend vers l'infini de manigre que x soit born6 inf6rieurement, it en est de 

m~me de zl, car 

Z l - - Z =  I + e --x e ---iy 

reste born6e. Pour que Zl tende vers une limite finie, il faut que x tende vers 

--0r et que x et e-~cosy soient du m~me ordre de grandeur; on a alors 

lira cos y = o  

et la ligne d6crite par le point z e s t  asymptote s la droite 

7r y = l c z + - - .  
2 
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On a par suite 

lim sin y : •  

lira Yl ~- lim (y--e -~ sin y) ~ + or 

lim z 1 ~-~ 0r 

On n'obtient donc pas de limite finie pour E (z) et le point z : o r  est le seul 

point critique transcendant de E-1 (z), propri6t6 qui s'4tend imm6diatement aux 

fonctions it6r6es. Les diverses branches des fonctions E-~ (z) sont d'apr~s cola 

holomorphes nniformes dans le demi-plan 

x ~ o  

et sur sa fronti~re, sauf au point or 

Cherechons d'apr~s cela les r6gions ant6c6dentes de P. La rggion P-1 sera 

"limit6e par les courbes, transform6es de l'axe imaginaire ( x : o ) p a r  les diff6rentes 

branches de E_I (z); ce sont des courbes simples, ext6rieures les unes aux autrcs, 

ayant seu/ement en commun le point z : o r  et repr6sent6es par l'~quation: 

xq-Iq-e - x c o s y ~ o  
(6) o~ 

c o s  y ----- - ( x  + I )  e~. 

On dolt faire d6croltre x de o ~ -- :~ pour obtenir des valenrs r6elles de y; cos y 

varie de - - I  s z6ro, et atteint son maximum e -2 pour x ~ - - 2 .  En prenant la 

valeur de y ~gale s  z pour cos y ~ - - I ,  on obtient une courbe ayant au point 

z : i z  un sommet, la droite y = z  comme axe de sym6trie et un point de rebrous- 

z 
sement s l'infini dans la direction de l'axe r6el, les deux asymptotes 6rant y ~ -  

2 

et y - ~ :  Les antres courbes se d6duisent de celle-ci par les translations 

(z ,z+2kiz) .  On a figur6 (fig. I) deux de ces courbes; les r6gions couvertes de 

hachures sont les r6gions ant6c6dentes du demi-plan x < o .  Lar6gion compl6men- 

taire, /)-1, ant6c6dente de P, est d'un seul tenant et contient P, ayant en commun 

avec P les points frontibres ( . . . - - 3 i z , - - i z ,  q - i z ,§  3 i z , . . . ) ,  qui sont les points 

doubles de la substitution; ils sont r6pulsifs avec le multiplicatenr 2. En prenant 

de nouveau les transform6es de ces courbes par la substitution (z, E - l ( Z ) ) o n  

obtient le domaine P-2 contenant P- l ,  qui est toujours d'un seul tenant et limit6 

par des courbes ayant une forme analogue; chaque courbe limite de P_~ renferme 
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une infinit6 de  courbes limites de P_~ qui ont en commun un seul point ~ l'infini 

dans la direction de 1'axe %el. On formera de mSme les domaines P-a,  P - 4 , . . . .  

Ces dom~ines contenus chaeun dans ]e suivant, sont ~ous d'un seul tenant et 

simplemen~ connexes; le domaine limite D, qui est le domuine d'attraction du 

point ~ ,  poss&de les mSmes propri6t6s. D est identique ~ ses cons6quents et 

(672 I 
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untfc6dents de rang quelconque; e'est ce que nous appelons un domaine eom~l~temen( 

invariant. 

Faisons voir  mainten~nt que  D, en lui adjoign~nt ses points'fronti~res 

couvre tOUt le plan. S'il en dtait aut, rement il existerait un cercle (~ dont tons les 

consgquents ser~ient extgrieurs s D. La figure moatre que l'axe r6el, et les droites 

y~-2 k z  pour ~ entier, sont eon~enues dans P__~ et par suite dans D. Si done le 

4 6 ~ 2 5 2 ~ 0 .  Acta mathematica.  47. I m p r i m 6  le i m a r ~  1926. 
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domaine 6 existait, tous les domaines cons6quents seraient compris entre deux 

parallbles suecessives s l 'axe rdel: 

y=2k~, y = ( 2 k  + 2) ~r. 

Soit Zo le centre de 6; on aura duns ces conditions, en tout  point z de 6: 

IY.l<2~c 

en posant:  

Les fonetions X , + i Y ,  forment  done duns 6 une famille normale;  eomme elles 

sont nulles pour z~-Zo, eUes sont borndes duns leur ensemble, ainsi que leurs d6- 

riv~es duns tout  eerele int6rieur s 6. On uurait  done 

IF.,: (z0) I < K. 

Nous allons montrer  qu'une parei l le  in6ga.lit6 est impossible. Admettons,  ce que 

nous vSrifierons duns un instant,  que l 'on air 

(7) I E'(z) l > V z  

en tout  point ext6rieur ?~ P a  et par suite en tout  point des domaines 6, $~ . . . .  ~ . . . . . .  

En vertu de l'identitg': 

En'(Z)=E'  [E,,-a(z)]. ~ '  [En-2(g)]... E'(z) 
on aura 

IE.'(z)l>(V~)" 

et E,'(Zo) ne sera pus born& II suffit donc de d6montrer l'in~galit~ (7). 

Cherchons pour cela les points du demi-plan Q (x-<o)off  l 'in4galit6 (7)n 'est  

pus v~rifi6e. On a: 

I E ' (z ) l~=I  + e-2~--2 e -~ cos y. 
On aura  

I E'(z) I~-<2 
si 

e--:c _ ex 

cos y ~  - -  
2 

ou en  p o s a n t  

(S) cos y >  - - - -  

ce q u i  ne peut avoir lieu que pour ~ compris entre o et a ( a<I ) .  On volt ai- 

s~ment que les points de Q off l 'in~galitd (8) est v~rifi~e forment  des domaines 
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ddduits de l'un d'eux par les translations (z, z+ 2i]cz) et limitds chacun par le 

segment de l 'axeimaginaire  (2ik~--i~--2, 2 i k ~ + i ~ )  et p a r u n a r e d e e ~  

Ces domaines ne sont pas traverses par les courbes (6) qui limitent P - l ;  en effet 

les deux ~quations 

e ~ - e - ~  
cos y -  

2 

COS ~ = - - ( X - { - I ) e x - ~ ( ~ - - I ) e  - ~  

ne peuvent pas ~tre vdrifides simultandment pour une valeur rdelle et positive de ~, 

car cela donnerait 

e 2~ - -  I 

2 

o u  

e2~--2~+ I = o  

et le premier membre, ddveloppd suivant les puissances de ~ n'a qu e des termes 

positifs pour ~>o.  

i1 rdsulte de 1~ qu'on a bien 

I E'(z) I > 

en tout point ext6rieur "~ P_~ et notre assertion est vdrifi~e. 

Ainsi les fonctions it~r~es forment une famille normale s l'int~rieur du seul 

domaine D, qui est le domaine d'attraction du point ~ l'infini. L'ensemble F n'est 

autre que la frontibre de D; F est ici ' identique ~ l'ensemble ddrivd des points 

p~riodiques de multiplicateur > I en module, car il n'y en a pas d'autres d'apr~s (7). 

Remarquons que les formules 

deviennent pour y = ( 2 k +  I ) 3 :  

X 1 ~ X  -~" e -'~ cos y + I 

y l - - ~ y - - e  - x  sin y 

[ X I - ~ - X - - e - - z  "~ - I 

y l ~ - y : ( 2 k +  I) 3. 

La premiere, en changeant x e n - - ~  et xl en--~1 devient: 
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v~riant de o s  ~ ,  it e n e s t  de m~me de ~. En outre si l 'on forme 

on d6duit  bien facilement de ces formules de rdcurrence que ~,~ tend vers + 

avec n si ~>o .  Ainsi la demi-droite d (k) ( y ~ ( z k +  I )z ,  x < o )  est invariante,  et 

les cons~quents d 'un point (sauf son origine qui est un point double) tendent  

vers l'infini. Cependant il rdsulte de ce qui prdcbde que les points de cette demi- 

27L 27. 
J 

l 
Y 

O :~ 

Fig. 2. 

droite appartiennent,  non pas au domaine d 'a t t ract iou D du point '~ l'infini, mais 

sa frontibre F.  /~' est form6 par les demi-droRes d/k), leurs lignes ant6c6dentes 

e~ les poihts limites de routes ces lignes: il y e n  a une infinit~ qui n'appar~iennent 

s aucune d'elles, no tamment  les points p6riodiques d'ordre > I. II est ais6 d e  

v6rifier que le systSme des lignes d et c (courbes ant6c6dentes des d) est sym6trique 

par rapport  ~r routes les d. 

Ceci pos6, je vais d~montrer que tout  point int6rieur aux lignes c ou d 

est inaccessible relat ivement au domaine D. I1 suffR de d6montrer ce fair pour d (~ . 
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Supposons que le point p, int~rieur s d(~ soit accessible; soit m p un arc 

de courbe simple de Jordan aboutissant en p e t  intdrieur s D, sauf en p. D'autre 

part le point a o ( z = i  Jr) est accessible, notamment par tous les  chemins du demi- 

plan P ( x > o ) .  On peut joindre m,a  o par une ligne simple int~rieure s D et ne 

rencontrant pas m,p.  On forme ainsi le contour simple m n a o p m ou L 0 qui 

devise le plan en deux rdgions. Comme tout point du segment a 0 p e s t  limite 

de points appartenant s des courbes c, la sym6trie remarqu~e tout ~ l'heure 

montre qu'il y a des points des courbes c int~rieures ~ L o. Ceci est 6videmment 

absurde, puisque route courbe c ne peut traverser ni d <~ ni la ligne a0 n m p 

dont tous les paints (sauf a 0 et p) sont intdrieurs s D, et que ces courbes ont 

routes un point s l'infini. Ainsi tous les points de d (~ (sauf a o et oc)sont  

inaccessibles. La m~me propri6t6 s'applique aux courbes ant6c6dentes. On voit que 

l'ensemble parfait et continu F renferme un ensemble dense de lignes analytiques. 

On peut remarquer que l'in~galit~: 

v~rifide en tout point de F, aurait justement pour consequence, si E(z) ~tait un 

polyn6me, que la fronti6re du domaine du point ~ (jouant le r61e de / / )  n'aurait  

que des points fronti~res accessibles (voir notre article sur lesfronti~res de certains 

domaines, B. S. M. F, I923, p. I6--22). 

Remarquons que D est le domaine d'existence des fonctions uniformes, 

d6finies ~ une constante additive prbs, par la condition de v6rifier l'6quation 

fonctionnelle: 

A [~ (g)] : i  ~- A (z), 

d'6tre en outre holomorphes s l'intdrieur d'un angle A ayant pour bisseetrice le 

demi axe %el positif,:et non ind~termindes s l'infini darts A; on a alors: 

A (z) = C + lim [E~ (z) -- "1. 

Cela %sulte de nos recherches d~js citdes sur l'dquation fonctionnelle d'Abel. 

On volt par 1s que les points inaccessibles de la fronti~re d'un domaine, signal,s 

jusqu'ici comme une simple curiosit~ d'analysis situs, se p%sentent d'eux.m~mes 

dans l'~tude des transcendantes d4finies par des dquations fonctionnelles; Yen- 

semble F n'est autre en effet que l'ensemble des singularitgs de A ( z ) .  

i6. Exemple II .  Posons 
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(9) zl = E (z) ~- h sin z + a (o < h < I, a r~el). 

I1 est bien connu, par I'dtude de l'6quation de K~pler, que la substitution ainsi 

d~.finie admet un point double r6el et un seul, de multiplicateur plus petit que I, 

et que les consdquents de tout point r6el s distance finie tendent vers ce point 

double a. Je dis que le domaine d'attraction D,, dans le plan complexe, ren- 

ferme une bande illimitde comprise entre deux parall~les ~ l'axe r~el. En effet 

la formule (9) en sdparant le r6el de l'imaginaire devient: 

x l = h  sin x Ch y + a 

yl-= h cos x S h y .  

Supposons lYl < L. On aura 

lY~I < I h S h L I  < L 

si L e s t  suffisamment petit, puisque S h y  tend vers I pour y- - - )o  e t  que h < I. 
Y 

La bande l Yl ~ L contient donc ses cons6quentes, si L es~ convenablement choisi. 

Dans route partie born~e B de cette bande, les consgquents d'un point tendent 

uniform~ment vers a, car les fonctions E~(z) restant born~es quant s la partie 

imaginaire forment une famille normale, et d'auh.e part elles tendent uniformg- 

ment v e r s a  dans un certain entourage de a qu'on peu~ supposer contenu dans B. 

I1 en est de m~me dans le domaine illimit~ [ y [ -  L, puisque son consdquent 

imm~dlat est un domaine borne. 

La fonction inverse de E(z): 

E-1 (z) -~ arc sin z - - a  
Y 

n'admet comme singularit~s s distance finie que les points critiques alg~briques: 

2 - - a  
- -  +_: I, z : a  +_h. 

h 

Les consdquents de ces deux points, qui sont les points critiques ~ distance 

finie des fonctions E-, ,  (z) sont des points r~els admettant le seul point limite s 

distance finie z : a .  Dans tout domaine ne contenant s son intdrieur ni le point 

~ ,  ni aucun des points critiques cn et  c',~ considdr~s s l 'instant, les branches 

des fonctions E-n  (z) forment une famille normale puisqu'elles y sont holomorphe 

et n'y prennent pas les valeurs cp e t  c'q. Les fonctions limRes des fonctions de 
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cette famille sont des constantes, puisque le domaine en question peut ~tre 

suppos5 contenir une partie du domaine D~, et les antdcddents de tout domaine 

ferm~ contenu dans D~ tendent vers la fronti~re de D~, e'est-s vers un 

ensemble n 'ayant pas de points intdrieurs. D~ est d'un seul tenant, puisque 

routes les branches de E-1 (z) se permutent entre elles s l'int~rieur de D~. Il  

suit de 1s comme nous l'avons vu maintes fois dans l'd~ude de questions analogues 

concernant les polyn6mes, que les seules fonctions limites possibles des En(z) 
sont la constante ~ d'une pare et d'autre par~ la constante ~. 

La bande J ( [ y [  <--L) est repr~sent~e sur la sphere de Riemann par une 

rdgion comprise entre deux cercles tangents entre eux au point 0', image de ~ .  

Chacune de ces deux lignes admet une infinitd de courbes ant~c~dentes de rang I, 

qui sont des courbes fermges sur la sphere et reprdsent~es dans  leur ensemble 

par l'dquation : 

O U  

d'ofi l'in6galit6 

O U  

hcosxShy~ +_L 

+L 
cos x-- hShy' 

L 
IShy]>-- h 

[ y [ > / /  (Sh~ -~L) 
- -  h �9 

l l  est facile de construire les courbes considdrdes, qui ont chaeune un point de 

rebroussement s l'infini dans la. direction de l'axe imaginaire, avec les deux 

asymptotes 

- - ,  X : ( ] C  ~ -  I ) ~ -  - - .  
2 2 

Sur la sphbre de Riemann, elles sont orthogonales en 0' aux circonf~rences ini- 

tiales. Les courbes ainsi obtenues limitent le domaine J - l ,  antgcddent de rang 

I de la bande A. En construisant de m~me le domaine J - 2  antecedent immddiat 

de J - l ,  et rdpdtant cette operation inddfiniment, on obtient la suite de domaines 

, d ~  z ~ - -  1 ~ . . . , ~ r  ~ �9 �9 
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contenus chacun duns le suivant et qui sont tous d'un seul tenant et simplement 

connexes. Le domaine limite est le domuine d'uttruction D~ du point a qui 

possSde les mSmes propri6t6s et il est ~ peu prSs 6vident que tout point dont 

les cons6quents convergent v e r s a  uppartient k D~. 

Je dis maintenant  que ce domaine et su frontiSre recouvrent tout le plan, 

c'es~. s dire qu'il n 'y a pus de r6gions ext6rieures s D o~ les fonctions it6r6es 

E,,(z) forment une fumille normale. Supposons qu'il existe un domaine d ex- 

t6rieur ~ D et poss6dunt cette propridt6. Nous avons remarqu4 tout ~ l'heure, 

en nous appuyant sur des rdsultats obtenus duns l'6tude de l'it6ration des fonc- 

tion rationnelles, que la seule fonction limite admissible des En(z)  duns d est 1~ 

constunte infinie. Nous ponrrions en employant une analyse semblable s celle de 

l'exemple I, retrouver directement ce r6sultat, mais nous l'udmettrons ici pour 

plus de rupidit6. On aura donc uniform6ment duns d: 

lim/~,~ (z)= ~ .  

Les domMnes d, dl, d~, . . ,  sont tous ext6rieurs ~ D~ et par suite ~ J_~,  

et eontenus par eons6quent duns la eonvexitd des eourbes: 

h c o s x S h y = + L .  

I1 s'ensuit que ces domaines sont born6s en largeur et, comme duns l'exemple I, 

on conclut que les fonetions 

(z) - -  E n  (Zo) 

forment une famille normale et que I E..' (Zo)] est inf6rieur ~ un nombre positif 

inddpendant de n. Or eeci est impossible, ear z~ ~endunt reguherement" "" :-vers 

1'~c, il en est de m~me de sin z., d'upr~s la loi de r6currence: 

z,+l = h sin zn + a 

et ~ussi de cos z , ~ = ] / I - - s i n  ~zn. Or on a: 

d zn+l __--_ h cos zn 
d z~ 

et le module du second membre ddpassunt route quantit6 donn6e pour n suffi- 

summent grand, l'identit6 

m ~ !  t 
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montre que I E~'(z)l tend vers l'infini avec n, en tout point z int6rieur s S. 

Notre assertion est done exacte. 

Si l'on Veut ne pas faire l 'hypoth~se que z~ tend vers l'infini et employer 

une analyse plus directe, semblable ?~ celle de l'exemple I, il faut d~montrer au 

pr~alable que l'on a en tout point ext~rieur ?~ D~: 

I E ' ( z ) I : h l  c o s  z [ > K >  I .  

Nous laisserons au lecteur le soin de cette ddmonstration. 

Ainsi donc, comme duns l'exemple pr~cddent, le domaine D:  couvre tout le 

plan, lorsqu'on h i  adjoint ses points fronti~res qui constituent l'ensemble F.  F 

est encore ici l'ensemble d~riv~ des points p~riodiques qui forment des cycles 

r~pulsifs. Remarquons que le point ~ est, en rant que point fronti~re de D, ,  

un point multiple d'ordre infini, de m~me que dans l'exemple I. 

Si l'on suppose a : o ,  on obtient imm~diatement une infinitg de lignes 

analytiques, faisant pattie de F, sur lesquelles les consdquents d'un point ten- 

dent vers 1 '~.  Car si duns la relation 

zl ~ h s i n  z 

on remplace Zl et z par i y I et i y, il vient 

y l = h  Shy 

et si l'on suppose l ylsup~rieur s la racine positive fl de l'~quation 

y - ~ h S h y  

on dgmontre ais~ment que la suite 

Y ~ Y l , '  �9 " Y n ,  �9 . .  

a l'infini pour limite. Les deux demi-droites (i~, + i ~ )  et ( - - i ~ , - - i  ~ )  r~pen- 

dent donc ?~ la question ainsi clue les lignes antgegdentes. I1 ser~it intgressant 

de rechercher si cette propri~t~ n'appartiendrait pas ?~ des substitutions beaucoup 

plus g~ngrales. 

Je  signale pour terminer l'intgr~t qu'il y au ra r  s rechercher s'il n'existe 

pas d e s  substitutions enti~res pour lesquelles le point ~ poss~de un domaine 

d'attraction dont la fronti~re soit un ensemble parfait parlour discontinu. I1 

4 7 - - 2 5 2 8 0 .  Acta mathemat~ca. 47. I m p r i m ~  le 2 mar s  1926. 
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serait 6galement int6ressant d'obtenir un exemple pour lequel l'ensemble F couvre 

tout  le plan. CeSte dernibre circonsSance semble se produire pour ]a fonction 

exponentielle eZ; mais je n'en ai pas de preuve rigoureuse. J 'ai  pu seulement 

d6montrer qu'il n'existe aucun domaine de convergence r6gulibre vers 1'~ et 

qu'il n'existe d'autre part  aucun cycle attractif (de multiplicateur < I en module). 

Paris le i ~ octobre I925. 


