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I. Enonce du résultat. On se propose d’étudier 1’unicité des solutions
du probléme suivant:

Plu]l =0 dans £

() u(z, t) =0 dans &< |zt

ol P est un opérateur différentiel d’ordre m défini dans un voisinage 2
de Porigine de R*** de la forme suivante:

P[u] = D;nu + 2 Z pa,i(x’ t)D?ﬁDiu .
F=0 |lal+jsm

On généralise le résultat obtenu dans Watanabe [6] aux opérateurs
différentiels non nécessairement elliptiques a caractéristiques de multiplicité
constante sous les hypothéses:

[H] Les coefficients de la partie principale p, de P sont a valeurs
réelles et de classe C”, ceux de la partie d’ordre (m — 1) sont lipschitziens
et ceux d’autres parties sont mésurables et bornés.

[H,] Les racines non réelles (resp. réelles) de I’equation caractéristique
de P:

n

Do, 1 6,0 =T 4 3 S Pas(, T = 0

=0 laj+i=m

sont au plus triples (resp. simples).
On a alors.

THEOREME. Soit P un opérateur différentiel a caractéristiques de
multiplicité constante, satisfaisant aux hypothéses [H] et [H,]. Alors
chaque solution de classe C™ du probléme (x) s’annule identiquement
dans un voisinage de l’origine.

REMARQUE. Le théoréme reste encore vérifié lorsque l’on remplace
la surface initiale ¢ = |2]* par une surface de classe C* a vecteur normal
(0,1) en 0.
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Dans §II on traite les invariabilités des multiplicités des racines
caractéristiques. La preuve du théoréme est donné dans §III.

II. Polynomes a caractéristiques de multiplicite constante. On donne
ici la définition des opérateurs différentiels a caractéristiques de multiplicité
constante selon celle de Matsuura [4] dans le cas d’opérateurs hyperboliques
et généralise son résultat.

Soit p(x, t; & 7) un polynomes homogéne de degré m en (& 7) a coef-
ficients de classe C* dans un voisinage 2 de ’origine tel que p(z, ¢; 0, 1) =
1. On dit que p est un polyndome 3 caractéristiques simples si p(0, 0; &, 7) =
0 (0% ¢£ecR" 7eC) implique (0p/67)0,0; & 7) = 0. On dit que » est un
polynome 3 caractéristiques de multiplicité constante s’il existe des entiers
k,p; (=1, ---,k) et des polynomes homogénes p; a coefficients de classe
C~ dans un voisinage 2' < £ de 'origine tels que

(1) p(x, t; &, 7) = Ik[ pi(x, t; & 7) dans £ x R™"
i=1

et que T[i., p; est un polynéme i caractéristiques simples.

Etendant le resultat de Matsuura [4] pour les polynomes hyperboliques
i caractéristiques de multiplicité constante, on considére deux conditions
suivantes:

[H,] Pour tout &€ R" avee |&°| = 1, il existe un voisinage 2(¢°) de
Vorigine, un voisinage conique I'(¢°) de £°, une constante 4(&°) > 0, des
entiers k(g°), p:(¢°) (7 =1, ---, k(&%) et des fonetions 7;(zx, ¢, &; £°) homogénes
de degré un en £ de classe C~ dans Q(&°) x I'(&°) tels que pour (x, ¢, & 7)€
QeYyx I'E)x R

(2) o, t; &, 7) = k;IiIT (r — 7i(x, t, & £°))ri?
et que
(3) 175, ¢, & &) — il £, &5 &) Z @) e, L =1 < J S B(&) -

[H,] La condition [H,] est vérifiée indépendamment de £°, ¢’est-a-dire
que avec la notation de [H,] 2(£°), 6(&°), k(2°) et p;(¢°) sont indépendants
de g°, I'(¢°) = R* — 0 et l’identité (2) et les inégalités (3) sont vérifiées
pour tout (z, t, &, 7).

[H,] (resp. [H,]) signifie que des polynémes p d’une variable z, ont
localement (resp. globalement) les racines de multiplicité constante par
rapport aux paramétres (z,t,&). De plus [H,] (resp. [H,]) impligue que
pour chaque point fixé (x, ¢, &°) les racines t;(x,t, &; £°) sont analytiques
en £ dang I'(&°) (resp. R* — 0).

On a alors
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PROPOSITION 2.1. Pour que p soit un polyndme 4 caractéristiques
de multiplicité constante, il faut el il suffit que p satisfasse d la condition
[H.].

PrROPOSITION 2.2. Lorsque la dimension n + 1 de U'espace n’est pas
égale d 8, t.e. n#= 2, la condition [H,] est équivalente 4 la condition
[H.].

COROLLAIRE 2.3 (Matsuura [4]). Pour un polyndme hyperbolique, <l
est un polynéme d caractéristiques de multiplicité constante si et seule-
ment s’il satisfait & 'une des [H,] et [H,].

REMARQUE. Il est facile de voir que dans le cas » = 2 [H,] n'implique
pas en général [H,], en observant les polynomes:

p = 28T G+ e TLE + VT, e 2 0.

La démonstration de la Proposition 2.1 est tout a fait analogue a celle
de Matsuura [4] dans le cas d’opérateurs hyperboligues. Il suffit de
remarquer que sa preuve reste encore valable sans I’hyperbolicité et sans
les existences globales des racines caractéristiques.

PREUVE DE LA PROPOSITION 2.2. Il est clair que [H,] entraine générale-
ment [H,] et que I'implication réciproque dans le cas n = 1 est vérifice.
Soit » = 3 et S* ' la sphére unité de R*. Si l’on compare deux décom-

positions de p:

k()

p(0, 0; &, 7) = I (z — 740, 0, & &))"
i=1
k(&)

=11 = 20,0, & &)

on voit facilement que k(¢) est localement constante dans S** et qu’elle
y est donc constante. On note cet constante par k. En utilisant un
recouvrement fini de S*! et les inégalites (8), il existe une constante
d, > 0 et un voisinage 2’ de ’origine tels que

(4) plx, t; w,7) =0 ((z,)e 2, weS*, 7, #+ 7, implique |z, — 7,| >0, .
On a alors

LEMME 2.4. Soit m =38. Pour tout j=1,---,k et tout w° dans
S*1 7,00, 0, w; @°) a un prolongement analytique & S*~*, plus précisément
il existe une fonction M(w; @°) analytique dans S telle que h;(w; @®°) =
7;(0, 0, w; ®°) dans I'(w°).

Pour le moment on suppose ce lemme. Comme les ensembles {\;(@; ®°);
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j=1, ..., k} sont indépendants de ®°, on peut trouver k-fonctions v;(w)
analytiques dans S*! telles que la condition suivante est satisfaite: Pour

tout 5 =1, .-+, k et tout w° dans S*' il existe une et une seule indice
j(@°) telle que

(5) V;(0) = Njo(w; ®°) dans S**.

D’autre part on trouve pour tout w° dans S*' un voisinage 2'(w°)C 2’
de Porigine et un voisinage I"(w°) C I'(@°) de @° de telle maniére que

(6) |z, t, w; ®) — 70,0, w; )| <é6,/2 dans Q'(w°) x I"(@)N S,

En utilisant un recouvrement fini {I"(w¥) N S*7*} de S*, on définit les
racines globales par

N, B, 8) = Tiwn(®, T, & o)
lorsque (x, t) est dans ), 2'(@w") et &/|&] est dans ["(w"). \; sont bien
définies parce que si w est dans (") N I"(@"*") N S, on a de (5)
Tiwin(0, 0, @; @) = vi(@) = T;,un(0, 0, w; ®")
et donc on obtient grace aux (4) et (6)
Tiw)(®&, t, @; @) = T;5,an)(, t, @; ©®) .

Finalement on obtient une décomposition globale de p:

13
p(x, 5 &, 7) = JI:[1<T — N(a, ¢, £))
ou p; sont indépendantes de &. c.q.f.d.

PREUVE DU LEMME 2.4. 1l est aisé de voir qu’il existe une constante
0, > 0 telle que pour tout j =1, ---, k et tout w° dans S*, 7,0, 0, w; w°)
a un prolongement analytique i 1’intersection U(w’; d,) de S*! et la disque
ouverte de centre w° et de rayon d,. On dénote par z;(®; @°) ce prolonge-
ment et considére leur prolongement au long d’une courbe continue dans
S*, ¢:[0,1] — S**. Montrons que pour tout j =1, ---, k il existe une
fonction continue X, ;: [0, 1] — C telle que

(8) 200, 0; (s), \,,;(s)) =0 pour s dans [0,1]
A, i(0) = 743(a(0); 0(0)) .
Posons
s, = sup {8’ €[0, 1}; o(s) € U(c(0); 6,/2) pour tout s dans [0, s']}

et définissons X, ; par X\, ;(8) = z;(0(s); 6(0)) pour s dans [0, s,[. Il est clair
que \, ; est continue et sa limite A, ;(s, — 0) existe. On trouve succes-
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sivement des points s, < 8, < --- < 8, £ 1 tels que

8., = sup {s’' €[s,, 1]; a(s) € U(a(s)); 0,/2) pour tout s dans [s,, s']}

et définit A, ; par A, ;(s) = 7;(0(s); 6(s)) pour s dans [s,s;,,[. Iei on
a choisi les indices j, de telle maniére que ), (s, — 0) = 7;,(0(s.); o(s)).
La continuité de o et les identités |o(s)) —o(s..)|=8/2 (=1, 2, ---)
entrainent 1’existence de la fonction satisfaisante a (8).

En remarquant qu’il existe une constante 6, (0<d,<4,) telle que pour
tout 5 =1, .-+, k et tout w° dans S**
(9) |tiw; ®°) — 74w’ ®°)] <4,/8 lorsque @ est dans U(w’; d,)

on montre que pour deux courbes continues dans S*7, g,, g,: [0, 1] - S* %,
on a A, ;(1) = N, (1) lorsque 6,(0) = 0,(0) et o (1) = o,(1).
Puisque S** est simplement connexe grice 4 1’hypothése n = 3, il
existe une application continue F: [0, 1] x [0, 1] S*~* telle que
F(0, s) = o,8), F(1,s) = o,(s) pour s dans [0,1]
F(t, 0) = 0,0), F(t,1) = 0,1) pour ¢ dans [0,1].
Posons pour l'indice fixée j

N(8) = Ng,.i(8)

s*(t, t') = sup {8’ €[0, 1]; [\, (8) — N,(s)| =< 0,/4 pour tout s dans [0, s']}
ol o, est une courbe définie par o,(s) = F(¢, ). En utilisant une constante
o, > 0 telle que

|F(t, s) — F(t', s)| < d, lorsque |t —t'| <4,

on démontre que s*(t, t') = 1 lorsque |t — t'| < é,.

Supposons que 8* = s*(¢, t') < 1. On trouve alors une indice j, telle
que 7;(@, @) = N (s*) ol @ = g,(s*). Puisque 7;(0,(s); @) et A\,(s) sont
continues en s, on a de (4)

10) 7;,(0,(8); @) = N(s) dans un voisinage de s*.
D’autre part on voit que |o.(s) — 0,(s)| < J; pour tout s et on a donc de
(9) et de la définition de s*
|75,(0u(8%); @) — Ny(8%)]
= l7;,(0,(5%); @) — 7;,(@; @) + |7;,(D; @) — Nyo(s¥)]
= 0,/8 + [M(s™) — N(s%)] < 80,/8.
En vertu de (4) on a 7, (0,(s*); @) = \,.(s*) et donc

a1 7;,(0,/(8); @) = N,(s) dans un voisinage de s*.
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Grace aux (9), (10), (11) on obtient dans un voisinage de s*

[X(8) — Ner(8)]
= 175,(04(8); @) — 7,,(@; @)] + |75,(@; @) — 7, (0,(8); B)|
= 0,/4

ce qui est contradictoire i la définition de s*(¢,¢'). 11 en résulte que
s*(t, t') = 1 lorsque |t — ¢'| < 4, En utilisant de nouveau (4), on a A1) =
Ae(1) lorsque |t — ¢'] < 0, et on obtient done A (1) = A(1).

On définit finalement un prolongement a S** de 7;(0, 0, w; ®°) par
Mi(@; @°) = N, ;(1) oll ¢ est une courbe continue arbitaire dans S*™* avec
0(0) = w°, 6(1) = w. Puisque ); est localement égale 4 1’une des z;(0, 0, w;
o), elle est analytique dans S*'. c.q.f.d.

III. Estimation de type de Carleman. Ce paragraphe est consacré
a la démonstration du théoréme. En utilisant les fonctions de poids
exp (20(t — 6)?) 4 deux paramétres p, d > 0, on donne la soi-disant estimation
de type de Carleman qui entraine immédiatement l’unicité des solutions
du probleme (x) par une méthode usuelle (se référer Calderon [1]).

ProOPOSITION 8.1. Sous les hypothéses dans le théoréme, il existe des
constantes d,, C, > 0 telles que 'inégalité

/2
0

(1) c, § || Pu | exp (20(t — 8)")dt

m—2 82
= (o/)'s, |l exp 2ot — oyt
est vérifiée pour tout u dans CI({x; |x| < 6} x 10, 6/2[) et pour tout p,o
aveec 0 < d < 4, po* > G,
On a ici utilisé la norme usuelle || -|| pour L*R") et

Hulll; = > || D:Diwl]* .
|a| k=3

On considére tout d’abord une décomposition de p,. Les hypothéses
sur p,, dans le théoréme impliquent les existences des polyndmes homogénes
a(z, t; & 1), a;(x, t; & ) A coeflicients de classe C* dans un voisinage 2’ < 2
de Dorigine tels que les conditions suivantes (2) ~ (6) sont satisfaites:
(2) a et a; (5 =1, 2) sont elliptiques.

(8) a, est strictement hyperbolique.

(4) a, est un polynéome ayant simultanément les racines caractéristiques
réelles et non réelles.
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4
(5) alla; est un polynome i caractéristiques simples.
=1
(6) p, coincide avec I’'un des polynomes a’b ol
4
b=1Ila},¢e=20¢=10 (1=238,4).
§=1

REMARQUE. Grace i I’hypothése que les coefficients de p, sont 3
valeurs réelles les parties imaginaires des racines caractéristiques de a,
ne s’annule jamais ou bien s’annule identiquement.

On désigne le degré de a (resp. a;, b) par M (resp. M;, N) et on a
m = 8M + N. Pour facilter des calculs on traite un prolongement de
Popérateur A = A(z, t; D,, D,) a4 symbole a(z, t; & z) 4 R" x [0, T] pour
une certaine T > 0, que l’on désigne par méme A, defini par A =
A(X(x)z, t; D,, D,) ou X est une fonction convenable dans C*(R*) telle que
X(x) = 1 (resp. 0) lorsque |2| < ¢ (resp. |x] > 2¢) pour une certaine ¢ > 0.
Pour l'opérateur B a symbole b(z, ¢; &, 7), 4; a4 symbole a;(z, t; & 7) et le
P, on considére leurs prolongements définis par méme facon que A. En
outre on suppose sans perte de généralité que a(x, ¢; 0, 1) =a;(x, £; 0, 1) =1.

On prépare le lemme suivant bien connu concernant 1’estimation de
type de Carleman pour les opérateurs a caractéristiques simples (se
référer Calderén [1] et Kumano-go [3]).

LEMME 3.2. Il existe des constantes 6,, C, > 0 telles que les inégalités
suivantes sont vérifies pour tout w dans CZ(]0, 6/2[; H) et pour tout
0,0 aveec 0 < 9 < 4, po* > Ci:

(7) ¢, | "l14ulr exp 2ot — oyt

= o) { vl exp @ott — o)t ,
(8) G\l g exp @t — oy)dt

2 (09) | "ty exp 20t - oyt ,
(9) ¢ ("Il Al exp @ott — o))dt

2 oI, exp @0t — o)t

Ici on a utilisé ’espace H* defini par H> = N, H*(R") ou H'(R") est
I’espace de Sobolev d’ordre s dans R*. Comme il est facile de voir que
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(AA)(AAA2A3AY) + terme d’ordre inférieur, si ¢, = 2
A(AA2A3A:) + terme d’ordre inférieur, si g =0

on obtient la corollaire suivante du lemme 3.2,

4B~ |

COROLLAIRE 3.3. Il existe des constantes d,, C, > 0 telles que ’tnégalité
suivante est vérifiée pour tout w dans C2(]0, 6/2[; H”] et pour tout p,o
avee 0 < 9 < 0, p6* > C,:

(10) C. {11 4%Bulf exp 200t — 3y)at

/2
> 5 S 1% s v XD (20(t — 8)d4 .
Considérons ’ensemble

{c¥ gz, t; &, T, T Eb(x, 83 6,7 0 SIS N-LO0SEZS8M -1}
de m-polynomes en 7 de degré < (m —1). Comme cet ensemble est
linéairement indépendant pour chaque point fixé (z, ¢, &) dans R* x [0, T] x
R" — 0, le symbole ¢(z, ¢; & 7) de la partie C(z, t; D,, D,) d’ordre (m — 1)
de P — A®B peut étre écrit sous la forme suivante:

e, t; & 7) = ¥, t; & Dlalw, £ &, 7 + 4(x, t; & Db(=, ¢; &, 7)
ay PpEss= ,-Z;"/f",-(x, ¢, &,

oz, t; &, 1) = ;,Z;)¢k(x’ £, &)1k

ol r;(x, t, &) (resp. ¢,(x, t, £)) est lipschitzienne et homogéne en & de degré
j (resp. k).
Ensuite on traite des opérateurs A(Y; D,, D, + #(Y; D,, D,) a symbole
ao(Y; 61+ 6(Y; 8 7) o0 Y = (x,, t,) est un point fixé dans R* x [0, T].
Rappelons que A est un opérateur paru dans la décomposition (6) de
p,. et que ¢ est défini par (11). On a alors

LEMME 3.4. Il existe des constantes 6,, C, > 0 telles que U'inégalité
suivante est vérifiée pour tout Y dans R* X [0, T], pour tout u dans
C2(10, 8/2[; H™) et pour tout p,d avec 0 < 8 < 0, po* > Cy:

1 G| A D, Dy + §(Y; D, DYl exp @0t - 2))dt
= (t/02) | "l ACY; D., Dyulliy exp @o(t — 3t -

PREUVE DU LEMME 3.4. Soit 6 une fonction dans C*(R') a support
contenu dans {t; [t| < 1} telle que
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i‘, 0t —g) =1 dans R

g=—c0

ou g parcourt ’ensemble des nombres entiers et posons
Uy(2, t) = w(2, t)a(tpl/z — 9t = g/p1/2 .
Ecrivons a(¢, 7) = a(Y; &, 7), (¢, 7) = ¢(Y; & 7), en omettant Y. Puisque
a est un polyndome elliptique 4 caractéristiques simples, on a pour tout
(&, 7., 1,) dans R+
la, 7, + V=1 [ + |9, | @a/or)(E, 7, + V' —1ny)|®
=z C{l&] + [l + (1P
ce qui entraine que
la(g, 7+ V=1 + (&, 1, + V' —1n,) [
+ [7:[*1(8/oT)(a® + @), . + V —17) P
+ {[&] + ] + [P
= C{le] + [l + [P als, n, + V=1 |?

avec des constantes C, C’ > 0. Par multipliant |¥,(5 7, + V' —17,)|* a
cette inégalité ci-dessus, ou ¥,(&, », + 1 —1%,) est 'image de u,(z, t)-exp(n,t)
par la transformation de Fourier, on a de la formule de Parseval

3/2
a® [Tt + 1AD,, DY + 6D, DY, I
+ [7:*|{84"(D,, D)A(D,, D, + ¢*'(D,, D,)}u,|l*} exp (2n,t)dt
3/2
z c|"14®., DyulIfy exp @ at
avec d’autre constante C > 0. Ici on a désigné par A", ¢ I'opérateur
pseudodifférentiel 4 symbole (0a/37)(g, 7), (04/07)(&, T) respectivement. Par
remplacant 7, par 20(f, — d) et multipliant exp (20{(t, — 0)* — 2(¢, — d)t,})
a (13), on obtient
3/2
(14) SO {lilwglsse—y + H{AD,, D)* + $(Dy, D)Yu, |
+ (00 ||{8AM(D,, D)A(D., D,)* + ¢/ (D,, D)lu, ||’}
X exp (20(t — 6)1)dt
52
2 C{ "I AD., Dyu, 1 exp 20t — oY)t
avec d’autre constante C > 0. Ici on a utilisé que dans le support de

Uy |t — 1 < 1/p et que |t, — |* < ¢* lorsque po* > 4.
D’autre part il est bien connu que l’identité suivante est vérifiée (se
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référer Hormander [2] et Tréves [5]): Pour tout polyndéme q d’une variable
7, pour tout w dans C7(R"), et pour tout o > 0

| laDyw exp 20tat
= S @) | 179D, — 4ot/ Do) exp 2ot)dt
ou g est I’adjoint de ¢ et §* = 9*G/oc*. Cette identité entraine que
15) | laDyor exp 2ot — oyt
2z Co | 1q" D)ol exp (20(t — o)t

avec une constante C > 0, qui ne dépend que le degré de ¢q. On a donc
de (7) et (14)

16) |, IHAWD., Dy + 6(D., Do, | exp 20t — o)t

I Wall
=) -F%ﬂnA(Dm, D)yu, ||l exp (20(t — 3))dt

avec une constante C’ > 0.

Pour démontrer (12), on groupe (16) par rapport a4 ¢g. On a de
I'inégalité de Cauchy

2 ;. | A(D,, D)u,llli = | AD,, D )ulll’
et de la formule de Leibniz.

{A(D., D,)* + ¢(D., D)}u, = 2 (0**[k1)6* (o' — )p*'(D,, D)w
o 0% = DI, p*(&, 7) = (0/ar)a(, 7)° + #(¢, 7)). Gréce A (15) on a
o | "ip=(D., Doul exp (20(t — oy)at
< Const S:’zn p(D,, D)ull* exp (20(t — 0))dt

et on obtient donc (12). c.q.f.d.

PREUVE DE LA ProprosiTioN 3.1. Rappelons que P — AB — C est
d’ordre < (m — 2) et qu’il suffit de démontrer I’inégalité (1) pour 4°B + C
au lieu de P. Soit ¢ une fonction dans C*(R*"') i support contenu dans
{(z, t); max |xz,| < 1 et |t] < 1} telle que

> 0(x,t) —g) =1 dans R
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ou g =(gy ***y Gu gus,) barcourt l’ensemble des points aux coordonnées
entiers. Posons

ua(w: t) = u(x; t)ﬁ(w(P, 3)1/2(9}, t) - g) ’ Yg = g/a)(p, 6)1/2
ou w(p, 6) = pé*:. On a alors
LEMME 3.5. Il existe des constantes d,, C, > 0 telles que U'inégalité
an C.|"IA’B + Clu, I exp @ott — o))at
0
3/2
= (/03" | i1 4Bu, [ exp 2ot — o))at
est vérifie pour tout g, pour tout w dans C2(10, 6/2[; H”) et pour tout
©, 0 avec 0 < d < o, po* > C,.
PrREUVE DU LEMME 3.5. Posons
Pu = {A(Y,; D., D, + (Y5 D,, DOYB(x, t; D,, D,) + 4(Y,; D,, Dy)}u
Vg = B((D, t; -D:u Dt)ug
3/2
1) = |11 P, 1 exp 20t — 0))a
ol ¢ et + sont définies par (11). On a alors du Lemme 3.4.
Const I(u,)
5/2
= /o8 | "Il ACY,; D., DY(B(, t; D., D)
+ (Y, D, D}u, |l exp (20(¢ + 0)")di
Puisque + est d’ordre < (N — 1), on a
|||A(Yy; D:u Dt)z",{’(Yg; Dzr Dt)uymil é ConSt |||u0|||§n—1

et on a done
(18) Const {I(w,) + (1/03") | i, -, exp 20t — o)t}
= o3 | "Il A¥,; D., DB, t; D., Du, ik exp Go(t—0y)dt -

Pour estimer {A(Y,; D,, D,)* — A(x, t; D,, D,*}v,, on prépare le lemme
suivant.
LEMME 3.6. Pour deux opérateurs Q, R on a
(19) Q@ —-—R=—-@—-R\+2@Q-RQ-[QR],
(20) @Q*—R*=(Q — Ry —3(Q — R)Q + 3@ — R
— 3[Q, RIQ + 3(Q — R)IQ, B] — [Q,[Q, RB]] + [[@, E], @ — E] .
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PREUVE DU LEMME 3.6. Il est facile de voir (19) et
QP -R=QQ—R)+ (@ —-RE)R—-Q)+ (@ — R)Q.
En utilisant [@*, R] = 2[Q, R]Q + [@, [Q, R]], on a
Q@ — R)=(Q — B —2[Q, RIQ — [, [Q, R]].
D’autre part on obtient grice a (19)
@-BYR-Q=@Q-R—2@Q-RQQ—-R) +[Q RIQ—-R)
= (@ — Ry — 2(Q — RyQ + 3(Q — R)[Q, R]

+[[Q, B, @ — R} .
(19) et trois identités ci-dessus impliquent (20). c.q.f.d.

FIN DE LA PREUVE DU LEMME 3.5. Puisque dans le support de u, et
done de v, = B(z, t; D,, D,)u,

(x, t) — Y, < (n + L)/ow(p, 0)"*

et les coefficients de 4 sont de classe C*, en vertu de (19) on a pour
lel + k=M

HA(Y,; D., D ~ A(@, t; D., DYID:Dtv, |
< Const {@(0, 9)*Il|v, Il + @(0, )™ || A(Y,; D.y DY, i
31
+ S llv 1} -
Ces inégalités impliquent grice aux (10) et (18)
(21) Const I{u,)

2 (1)0%) | "Il AGw, t; D., DB, t; D., Dy, Il
X exp (20(t — 0)’)dt .
D’autre part il est aisé de voir grace a (11) que
P, = A(z, t; D,, D,yB(x, t; D,, D,) + C(z, t; D,, D,)
+ {A(Y,; D,, D))’ — A(w, t; D,, D,)'}B(=, t; D,, D,)
+ {C(Y,; D,, D) — Clx, ¢; D,, D))}
+ ¢(Y,; D,, D)NB(z, t; D,, D,) — B(Y,; D,, D))}
+ ¢(Yy; D,y Dy(Y,; D,, Dy) .
En rappelant que les coefficients de B (resp. C) sont de classe C~ (resp.
lipschitziens) et que ¢ (resp. +) est d’ordre < 3M — 1 (resp. N—1), on a
IHC(Yy; D., D,) — C(x, ¢; D, D}lu,|* < Const w(p, 3~ ||| u,l|f;

m-1 9
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16(¥; D. DY(B(Y;; D,y D) — Blz, t; Day Dbty
< Const {w(o, )l 52 + 2 w3}
160X, Dey DW(Yy; Dy Dty | S Const [t I

Pour terminer la preuve, il reste a estimer le terme {A(Y,; D, D) —
A(x, t; D,, D,)*}v,. En utilisant (20), on obtient

I{A(=, t; D, D,y — A(Y;; D., D), |
< Const {a)(.o, )7 Il vy lllex + (o, 8)7*[I| A=, ¢; D, D)v,||x
+ (o, 3)~(||| A, t; D., Do, ||l + lllvs]l5u-1)
+ 14, & Dy DY, liwes + 25 19, 113
et on obtient finalement (17). c.q.f.d.

FIN DE LA PREUVE DE LA PROPOSITION 3.1. Pour démontrer (1), on
groupe (17) par rapport & g. On a de I'inégalité de Cauchy

20 3l A, t; Day DiyB(®, t; Doy Dou, |l
2 ||| A, t; D,, D.)B(=, t; D,, D)ulll%
et de la formule de Leibniz
Pu, = 5. (@(p, )" p))8”(@(p, )z, t) — )P

Oﬁ p = é(mr t; D:n Dt)sB(x’ t; Dz: Dt) + C(x: t; Dz, -Dt)’ 6“) = D‘(’z.t)ﬁ- Pour
estimer Py avec [v| =1, 2 on les écrit sous les formes suivantes:
QA@, t; D,y D)Yu + Ru si |y|=1

QA(, t; D,y D)u + B st || =2

ol Q, (resp. Q,, R, R,) est un opérateur différentiel d’ordre <M + N — 1
(resp. 2M + N —2,m — 2, m — 8). On a alors

1B
Const {lIl 4G, & D, Dwllies + S lwllf} si vl =1

Py = {

= {Const {ll| A, &; D., Doullles-. + 2 llufil} si |v| =2
Const S, Iljulll; si [v|=3

ce qui entrainent ’inégalité (1). c.q.f.d.
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