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I.  Enonce du resultat.  On se propose d'etudier Γunicite des solutions
du  probleme  suivant:

(P[u]  =  0  dans  Ω

\u(x,t)  =  0  dan s  t  <  \x\
2

oύ  P  est  un  operateur  differentiel  d'ordre  m  defini  dans  un  voisinage  Ω
de  Γorigine  de  R

n+1  de  la  forme  suivante:

P[u]  =  DTn +  Σ  Σ   P«j(x, t)D
a
Mu  .

0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  \ \ + j^

On  generalise  le  resultat  obtenu  dans  Watanabe  [6]  aux  operateurs
differentiels  non necessairement elliptiques a caracteristiques de multiplicite
constante  sous  les  hypotheses:

[H]  Les  coefficients  de  la  partie  principale  p
m
  de  P  sont  a  valeurs

reelles  et  de  classe  C°°, ceux de la partie  d'ordre  (m — 1) sont  lipschitziens
et  ceux  d'autres  parties  sont  mesurables  et  bornes.

[Ho]  Les  racines non reelles  (resp. reelles)  de Γequation caracteristique
de  P:

P  fo  «; ξ, τ) = τ
m  +  Σ  Σ   P«Λx, t)ξ

a
τ*'  = 0

sont  au  plus  triples  (resp. simples).
On  a  alors.

THέORέME.  Soit  P  un  operateur  differentiel  a  caracteristiques  de

multiplicite  constante,  satisfaisant  aux  hypotheses  [H]  et  [H o].  Alors

chaque  solution  de  classe  C
m
  du  probleme  (*)  s'annule  identiquement

dans  un  voisinage  de  Vorigine.

REMARQUE.  Le  theoreme  reste  encore  verifie  lorsque  Γon  remplace
la  surface  initiale  t  =  \  x |2  par  une  surface  de  classe  C

2  a  vecteur normal
(0,1)  en  0.
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Dans  §11  on  traite  les  invariabilites  des  multiplicities  des  racines
caracteristiques.  La  preuve  du  theoreme  est  donne  dans  §111.

II.  Polynόmes a caracteristiques de multiplicite constante.  On donne
ici la definition  des operateurs differentiels  a caracteristiques  de multiplicite
constante selon celle de Matsuura  [4] dans le cas  d'operateurs  hyperboliques
et  generalise  son  resultat.

SoitzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  p(x, t) ξ, τ)  un  polynδmes  homogene  de  degre  m  en  (ζ, τ)  a coef-
ficients  de  classe  C°° dans  un voisinage  Ω  de Γorigine  tel que p(x, t;  0,1) =
1.  On dit que p  est  un polynδme a caracteristiques  simples  si p(0, 0; ξ, τ) =
0  (0 Φ ζ 6 R\   τ 6 C)  implique  (3p/3r)(0, 0; ζ, τ) Φ 0.  On dit  que  p  est  un
polynδme  a  caracteristiques  de multiplicite  constante s'il  existe des  entiers
k>  i"y  (J =  1> ' '  9 fc) e *  des  polynδmes  homogenes  p

ά
  a coefficients  de classe

C°°  dans  un  voisinage  Ω 'aΩ   de  Γorigine  tels  que

( 1)  p(x, t; ξ, τ) =  ΠPi(a?, *; ί,  τ)^'  dans  β'  x  R"^

et  que  Π i= iPi  e st  un  polynδme  a  caracteristiques  simples.
Etendant  le  resultat  de Matsuura [4] pour les polynδmes  hyperboliques

a  caracteristiques  de  multiplicite  constante,  on  considere  deux  conditions
suivantes:

[HJ  Pour  tout  ξ°eR
n  avec  \ ζ°\  =  1,  il  existe  un  voisinage  Ω (ζ°) de

Γorigine,  un  voisinage  conique  Γ(ζ°)  de  ζ°
f
  une  constante  d(ζ°) >  0,  des

entiers k(ξ°), µ^ζ
0
)  (j  =  1,  , k(ζ

0
)) et  des fonctions  r^x,  t, ξ; ξ°) homogenes

de  degre  un  en  ξ  de  classe  C°°  dans  Ω (ξ°) x Γ(ξ°)  tels  que pour  (a?, t, ζ, τ) e
i2(r)  x  Γ{ζ°)  x  R

k{ξ°)

( 2 )  p(α, ί;  ί,  τ) =   Π  (r  -   τ
ά
(x

f
  t, ξ;  ζ°)y^

0)

et  que

( 3 )  I T,(X, t, ξ; f0)  -   r,(s, ί,  ί  ί°) I ̂   δ(δβ) I f I, 1 ^  i  <  i  ^  fc(δβ)

[H2]  La  condition  [HJ  est  verifiee  independamment de ζ°,  c'est- a- dire
que  avec  la  notation  de  [HJ  Ω (ξ°), δ(ξ°),  k(ξ°)  et  µj(ζ°)  sont  independants
de  ζ°, Γ(ζ°)  = R

n
  -   0  et  Γidentite  (2)  et  les  inegalites  (3)  sont  verifiees

pour  tout  (ίc, t, ξ, τ).
[HJ  (resp.  [H2]) signifie  que  des  polynδmes  p  d'une  variable  r,  ont

localement  (resp.  globalement)  les  racines  de  multiplicite  constante  par
rapport  aux  parametres  (x, t, ξ).  De  plus  [HJ  (resp. [HJ)  implique  que
pour  chaque  point  fixe  (x, t, ξ°)  les  racines  τ

3
 (x

9
1, ζ; ξ°)  sont  analytiques

en  ζ  dans  Γ(ξ°)  (resp.  R
n  -   0).

On  a  alors
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PROPOSITION   2.1.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Pour  que  p  soit  un  polynδme  a  caracteristiques
de  multiplicite  constante, il  faut  et  il  suffit  que p  satisfasse  a  la  condition
[HJ.

PROPOSITION   2.2.  Lorsque  la  dimension  n  +  1  de  Γespace n'est  pas

egale  a  3,  i.e.  n  Φ 2,  la  condition  [HJ  est  equivalente  a  la  condition

[HJ.

COROLLAIRE  2.3  (Matsuura  [4]).  Pour  un  polynδme  hyperbolique,  il
est  un  polynδme  a  caracteristiques  de  multiplicite  constante  si  et seule-
ment  s'il  satisfait  a  Γune  des  [HJ  et  [HJ.

REMARQUE.  II  est  facile de voir  que dans  le cas  n  =  2  [HJ  n'implique
pas  en  general  [HJ,  en  observant  les  polynδmes:

p  =   τ *  +  2(ξl +   ξt)τ
2  +   (ξ  I +  ξϊf  + ε Π   ( ί i  +  V^ϊjξJ,  e Φ O .

La  demonstration  de  la  Proposition  2.1 est  tout a fait  analogue  a  celle
de  Matsuura  [4]  dans  le  cas  d'operateurs  hyperboliques.  II  suffit  de
remarquer  que  sa  preuve  reste  encore  valable  sans  Γhyperbolicite  et  sans
les  existences  globales  des  racines  caracteristiques.

PREUVE  DE LA  PROPOSITION  2.2.  II est  clair  que  [HJ entraine  generale-
ment  [HJ  et  que  Γimplication  reciproque  dans  le  cas  n  =  1  est  verifiee.
Soit  n  >̂ 3  et  S71"1  la  sphere  unite  de  R

n
.  Si  Γon  compare  deux  decom-

positions  de  p:

p(0, 0; f,  τ) =  Π°(r  -   r,(0, 0, ξ;
3= 1

=   Π ( r - r ί ( 0 f 0 > f ;

on  voit  facilement  que  k(ζ) est  localement  constante  dans  Sw- 1  et  qu'elle
y  est  done  constante.  On  note  cet  constante  par  k.  En  utilisant  un
recouvrement  fini  de  S""1  et  les  inegalites  (3),  il  existe  une  constante
<5X >  0  et  un  voisinage  Ω

f  de  Γorigine  tels  que

( 4 )  p(x,  t  ω, τ) = 0  ((x, t) eΩ ',  ωe  S
n
~\   τ

1
 Φ T

2
)  implique  | τ

x
  — r21 >  δ

±
 .

On  a  alors

LEMME  2.4.  Soit  n^>2.  Pour  tout  j  = 1, • • • ,&  et  tout  ω°  dans
S

n
~\   τ

ά
(0, 0, ω; ω°) a  un  prolongement  analytique  a S

n
~\   plus  precisement

il  existe  une  fonction  \ {ω;  ω°) analytique  dans  S*1"1
  telle  que λ^ω; ω°) —

τ
ά
{Q, 0, ft); ft)0) dans  Γ{ω°).

Pour  le moment on suppose ce lemme.  Comme les ensembles  {Xj(ω;  ft)0);
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jzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  =  1,  , k} sont  independants  de ω°, on peut  t rouver fc- f onctions Vj(ω)

analytiques  dans  S
n
~

ι  telles  que la condition suivante  est satisfaite:  Pour
tout  j  =  1,  , k  et  tou t  ω°  dans  S

n
~

ι  il  existe  une et une seule  indice
j(ω°)  telle que

( 5 )  ^i(^)  =  \   (ω°)(φ> <&°) dans  S*"1 .

D 'autre  par t  on trouve  pour  tout  ω°  dans  S
n
~

x un  voisinage  Ω
f
{ω°) c  Ω

f

de  Γorigine  et un voisinage  Γ\ω°) c  Γ(ω°)  de ω° de telle  maniere que

( 6 )  \ τ
ά
(x,  t, ω; ω°) -   r,(0, 0, ω\  ω°)\  < δJ2  dans  Ω \ω°) x  Γ'(ω°) Π  S

n
~

ι .

En  utilisant  un recouvrement  fini  {Γ'(ω
{l)
)  Π S""1}  de  S71"1,  on definit  les

racines  globales par

lorsque  (x, t) est dans  f\
t
Ω \ω

{l)
)  et ί/ |ξ|  est dans  Γ'(ω ( i )) .  λ̂   sont  bien

definies  parce  que si  ω est dans  Γ'(ω
il)
)  Π  Γ\ω

{V)
)  Π S*"1, on a de (5)

τV(«<ι»(O, 0, 0); α>(n) =  ^ (ω )  =  ri(ω(/ '),(0, 0, ω; ω
{l
'
]
)

et  done  on obtient  grace  aux (4) et (6)

Pinalement  on obtient  une decomposition  globale  de p :

k

y\ X,  l> , ςt  L)  — I I \ L  Λ> j\ £ f  ly ς )) J

ou  µ
ά
  sont  independantes  de ξ.  c.q.f  .d.

PREU VE  DU LEMME  2.4.  II est aise  de voir  qu'il  existe  une  constante
δ

2
 > 0  telle  que pour  tou t  j  — 1,  , k  et  tout  ω° dans  S*"1,  r5(0, 0, ω; ω°)

a  un prolongement  analytique  a Γintersection  U(ω°;  δ
2
) de S w - 1 et la  disque

ouverte  de centre  ω° et de rayon  <52.  On denote par τ
s
(ω\  ω°) ce prolonge-

ment  et  considere  leur  prolongement  au long  d'une  courbe  continue  dans
S

n
~\   σ: [0,1]  —> S

n
~\   Montrons  que pour  tou t  j  =  1,  , k  il  existe une

fonction  continue  X
σ>j

: [0,1]  —> C  telle que

(P(O, 0; σ(s),  X
σtj

(s))  =  0  pour  s  dans  [0,1]

Posons

βx  =•  sup {s' e [0,1];  σ(s) e  U(σ(0);  δ
t
/ 2)  pour  tou t  s  dans  [0, s']}

et  definissons  λσ> i  par λσ> i(s) =  τ 5 (<7(s); σ(0))  pour s dans  [0, s^.  II est clair
que  X

Otί
  est continue  et  sa  limite  \

i3
{s

1
  — 0)  existe.  On trouve  succes-
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sivement  des  pointszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  s
t
  <  s

2
  <  <  s

ι+ί
  <̂  1  tels  que

s
ι+1

  =   sup {s'  e  [s
h
  1]; σ(s)  e  U{σ{s

ι
)\  δJ2)  pour  tou t  s  dans  [s

h
  s']}

et  definit  \
σJ
  par  Kj(s)  =   τ

h
{σ(s))  σ(s

t
))  pour  s  dans  [s,, sί+ 1[.  Ici  on

a  choisi  les  indices  j \   de  telle  maniere  que  \ j(8
t
  — 0)  =   ^

La  continuite  de  σ  e t  les  identites  \σ(si)  — α (sz+ 1) |  =   £2/2  (ϊ  =   1,  2, • • • )
en trainen t  Γexistence  de  la  fonction  satisfaisante  a  (8).

En  remarquan t  qu'il  existe  une  constante  δ
3
  (0<δ

s
<δ

2
)  telle  que  pour

tout  j  =   1,  , k  et  tou t  ω°  dans  S*"1

n~\

( 9 )  \Tj(ω; ω°)  -   τ
s
{ω°; ω°)\   ^  V8  lorsque  ω  est  dans  ?7(α)°; δ

3
)

on  montre  que  pour  deux  courbes  continues  dans  S
n
~\   σ

0
,  a

t
:  [0,1]  - •  S

n

on  a  λα o> i(l)  =   λ. l p i( l)  lorsque  σ
o
(O) =   ^(0)  et  σo(l)  =   ^ (1) .

Puisque  S
n
~~

ι est  simplement  connexe  grace  a  Γhypothese  n  ^  3,  il
existe  une  application  continue  F:  [0,1]  x  [0,1]  —> SΛ~1  telle  que

fXO,  s)  =   σo(s), F ( l , s)  =   ^(β)  pour  s  dans  [0,1]

F(t,  0)  =   σo(O), F(t,  1)  =   σ
o
(l)  pour  ί  dans  [0,1]  .

Posons  pour  Γindice  fixee  j

\ (s)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  = K
t
j(s)

s*(t,  f)  =   sup {s'  6 [0,1];  |λt(s)  -   λt,(s) |  ^  3^4  pour  tou t  s  dans  [0,  s']}

oύ  σ
t
  est  une courbe  definie  par  σ

t
(s)  =   F ( ί , s).  En  utilisant  une  constante

δ4  >  0  telle  que

I F(t,  s)  -   F(t',  s)\<δ,  l o r s q u e  \ t- t'\<δ
4

on  demontre  que  β*(ί,  t f)  =   1  lorsque  |ί  — ί'|  <  δ 4.
Supposons  que  s*  =   s*(ί,  ί')  <  1.  On  trouve  alors  une  indice  j

0
  telle

que  τ i o(ώ, ώ)  =   λt(s*)  oύ  ώ  =   σ t(β*).  Puisque  τ io(σ t(s);  ώ)  et  \ (s)  sont
continues  en  s,  on  a  de  (4)

(10)  τ
JQ

(σ
t
(s);  ώ)  =  \ (s)  dans  un  voisinage  de  s*  .

D 'autre  par t  on  voit  que  | σ
t
(s)  — σ

t
,(s) \  <  δ

3
  pour  tout  s  et  on  a  done  de

(9)  et  de  la  definition  de  s*

\ τ
io
(σ

t
. (8*); &)  -   \ . (8*)\

En  vertu  de  (4)  on  a  τvo(tfv(s*);  ω)  =   λt,(s*)  et  done

(11)  tj  (σ
t
,(s);  ώ)  — λf,(s)  dans  un  voisinage  de  s*  .
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Grace  aux (9), (10), (11) on obtient  dans  un voisinage  de s*

(β)l

i0K(s); ώ) - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  τ
jo
(ώ;  ώ)| +  \ τ

jo
(ώ; ώ) -   τ

h
(σ

t
,(s);  ώ)\

ce qui est  contradictoire  a  la  definition  de  s*(t, V).  II  en  resulte  que
s*(t, f)  = 1 lorsque  |ί  — t'\  < <54.  En utilisant  de nouveau  (4), on a λt(l) =
λβ,(l)  lorsque  \ t — t'\  < <54 et on obtient  done λo(l) =   \ (ΐ).

On  definit  finalement  un prolongement  a  S*"1  de  τ^O, 0, ω; ω°) par
Xj(ω; ω°) — λσι i(l)  oύ σ  est  une courbe  continue  arbitaire  dans  S*"1  avec
σ(0) = ω\  σ{V) — ω.  Puisque  λy est localement egale  a  Γune  des Tj(0, 0, ω;
ω'),  elle  est analytique  dans  S

n
~\   c.q.f.d.

I I I .  Estimation  de type  de Carleman.  Ce paragraphe  est  consacre
a  la  demonstration  du  theoreme.  En  utilisant  les  functions  de  poids
exp (2p(t — δ)

2
) a deux  parametres p, δ > 0, on donne la soi- disant  estimation

de  type  de Carleman qui entraine  immediatement  Γunicite  des  solutions
du  probleme  (*) par une methode  usuelle  (se referer  Calderόn [1]).

PROPOSITION  3.1.  Sous  les hypotheses  dans  le theoreme, il existe des
constantes  δ

0
, C

o
 > 0 telles  que Vinegalite

S δ/ 2

\ \Pu\ \
2
exv(2p(t- δy)dt

0
m- 2  fδ/2

^(/ 0/ δ 2)Σ   W\uW
J
ex

V
(2p(t- dY)dt

i= o Jo

est  verifiee  pour  tout  u  dans  Cc°°({#; \ x\  <  δ) x  ]0, δ/ 2[)  et  pour  tout  p, δ

avec  0 <  δ <  δ
0
, ρδ

2 > C o.

On a ici utilise  la norme  usuelle  ||  ||  pour  L
2
(R

n
)  et

111*111} =  ΣzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  WD&luW.
\a\+k=j

On  considere  tout  d'abord  une decomposition  de p
m
.  Les hypotheses

sur p
m
 dans le theoreme impliquent les existences  des polynδmes homogenes

a(x, t; ξ, τ), a
3
{x

9
 t; ξ, τ) a  coefficients  de classe C°° dans un voisinage  Ω ' c Ω

de  Γorigine  tels  que les conditions  suivantes  (2) ~ (6) sont  satisfaites:

( 2)  a et  aj  (j = 1, 2) sont  elliptiques.

( 3)  α 3 est strictement  hyperbolique.

( 4)  α 4 est un polynδme  ayant  simultanement  les racines  caracteristiques
reelles  et non reelles.
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(5)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  aϊldj  est un polynδme a caracteristiques  simples.

(6)  Vm coincide  avec  Pun des polynδmes  a*b  oύ

b =  Π  ay, e1 =  2, 0, β, =  1, 0  U = 2, 3, 4) .

REMARQUE.  Grace  a  Γhypothese  que les coefficients  de p
m
  sont  a

valeurs  reelles  les parties  imaginaires  des racines  caracteristiques  de  α4

ne  s'annule  jamais  ou bien  s'annule  identiquement.
On  designe  le  degre  de a  (resp. a

jf
  b) par M (resp. M

j9
 N) et on a

m =  SM +  N.  Pour  facilter  des calculs  on traite  un prolongement de
Γoperateur  A = A(x, t; D

x
, D

t
) a  symbole  a(x, t; ξ, τ) a R

n x  [0, T] pour
une  certaine  T > 0,  que Γon designe  par  meme  A,  defini  par A =
A(Z(α?)ίc, ί; JDX, 2?t)  oύ X est une  fonction  convenable  dans  C°°(R

n
) telle  que

%(x) =  l  (resp. 0) lorsque  \ x\  < ε (resp. |x\  > 2ε)  pour  une  certaine  ε > 0.
Pour  Γoperateur  B a symbole  b(x, t; ζ, τ), A

ά
 a  symbole  αj(ίc, ί; ξ, τ) et le

P,  on considere  leurs  prolongements  deδnis  par meme  faς on  que A. En
outre on suppose  sans  perte de generalite  que a(x, t; 0,1) =  a

ά
{x, t; 0,1) =  1.

On  prepare  le lemme  suivant  bien  connu  concernant  Γestimation de
type  de  Carleman  pour  les  operateurs  a  caracteristiques  simples  (se
referer  Calderόn  [1] et Kumano- go  [3]).

LEMME  3.2.  II existe des constantes 3
19
 C

1
 > 0 telles que les inegalites

suivantes  sont  verifiees  pour  tout  u  dans  Cc°°(]0, <5/2[; H°°)  et  pour  tout
p, δ avec 0 < δ < δ

l9
 pδ

2 >  C,:

S δ/ 2

||Att ||2exp(2 / o(ί - δ ) 2)dί
0

^  (1/ίθδ2) ΠllttlH ίr exp(2lo(ί  -   δ)ηdt ,
JO

S δ/ 2

||A3t t ||
2exp(2 lo(ί - δ ) 2)dί

0

^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (pSY Γl lNHV.exp ^ί  -  δf)dt ,
Jo

S δ

0

δ/ 2
\ \

S
Ici  on a utilise  Γespace  H°°  defini  par H°° = Γl, H

8
(R

n
)  oύ H\R

n
) est

Γespace  de Sobolev  d'ordre  s  dans  R
n
.  Comme il est facile  de voir que
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^iAψA^)  +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA terme  d'ordre  inferieur,  si  ε
1
 =  2

ψA$A\
A
)  +  terme  d'ordre  inferieur,  si  et =  0

on  obtient  la  corollaire  suivante  du  lemme  3.2.

COROLLAIRE  3.3.  II existe  des constantes  δ
2
, C

2
 > 0 telles  que  Γinegalite

suivante  est  verifiee  pour  tout  u  dans  Cc°°(]0, S/2[; H°°] et  pour  tout  p, δ

avec  0 < 3 < δ
2
, pδ

2 > C
2
:

S δ/ 2

\ \ AtBu\ \ texp(2p(t  -
0

•   \ \ \ l ( 2 {  -   δf)dt  .

Considerons  Γensemble

{r*- l - 'a(i», ί; ί,  τ)3, r 3 3 ^ 1 - ^ ,  t; ξ, τ); 0 ^  i  ^  iV -   1, 0 ^  & ̂   3Λf -   1}

de  m- polynδmes  en  τ  de  degre  ^  (m — 1).  Comme  cet  ensemble  est
lineairement  independant pour  chaque  point  fixe  (a?, t, ξ) dans Rn  x  [0, T] x
R

n
  — 0,  le  symbole  c(x, t; ξ, τ) de la  part ie  C(x, t; D

x
, D

t
)  d 'ordre  (m — 1)

de  P — A?B peut  et re  ecrit  sous  la  forme  suivante:

(ID

c(x, t; ξ, τ) = ψ(x, t; ξ, τ)a(x,  t; ξ, τ)
s
 + φ(x, t; ξ, τ)b(x,  t; ξ, τ)

(x, t; ξ, τ) =   *~
l

i= 0

3M- 1

oύ  ψj(x, t, ξ)  (resp.  f̂c(a?, t, ξ)) est  lipschitzienne  et  homogene  en ξ de degre
j  (resp. fc).

Ensuite on t ra it e des operateurs  A(Y;  D
x
, D

t
f  + φ(Y; D

x
, D

t
) a  symbole

a(Y)  ξ, τ) 3 +  φ(Y; ξ, τ) oύ Y  -   (sβ, *β) est un point  fixe  dans  ΛΛ  x  [0, T\ .

Rappelons  que A  est un operateur  paru  dans  la  decomposition  (6) de
p

m
  et que φ  est  defini  par (11).  On a  alors

LEM M E  3.4.  II  existe  des  constantes  δ
B9

 C
3
 > 0  telles  que  Vinegalite

suivante  est  verifier  pour  tout  Y  dans  R
n  x  [0, Γ],  pour  tout  u  dans

Cc°°(]0, δ/2[; H°°) et  pour  tout  p, δ avec  0 < δ < δ
3
, pδ

2
 > C3:

(12)  C3 Γ
/ | I {A( Γ; D ., D,)3 +  φ( Y; D

x
, D

t
)}u \  |2 exp (2p(t -   δ)

2
)dt

J

S δ/ 2

\ \ \ A(Y; D., A)
2
w||l

0

P REU VE  DU LEMME  3.4.  Soit  θ  une  fonction  dans  C^B
1
)  a  support

contenu  dans  {t; \ t\  < 1}  telle que
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£zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  θ(t -   g) =  1  dans  JB1

oύ  g  parcourt  Γensemble  des  nombres  entiers  et  posons

u,(x,  t) =  u(x, t)θ(tp
1/ 2  -   βr), t,  =  g/ p

1/ 2
.

Ecrivons  a(ζ, τ) = a(Y;  ξ
f
  τ), φ(ξ, τ) =  # (F ; ζ, τ),  en  omettant  Γ.  Puisque

a  est  un  polynδme  elliptique  a  caracteristiques  simples,  on  a  pour  tout
(ί, 7i» V%)  dans  iίΛ+ 2

ce  qui  entraine  que

+ V~=lηy + φ(ξ, η, +   l/ ^ ϊ%
^= 1%) |2

avec  des  constantes  C, C  >  0.  Par  multipliant  | v
g
 (ξ, ^  +   V^Λ

cette inegalite ci- dessus,  oύ v̂ (f,  η
γ
 +  l/  — 1%) est  l'image  de u

g
(x,  ί)  exp(%t)

par  la  transformation  de  Fourier,  on  a  de  la  formule  de  Parseval

(13)  H ill*, lllϊif- i  +   \ \ {A(D
βf
 A) 3 +  Φ(D

X
, D

t
)}u.\ \*

Jo

.,  A)
2
  +  ̂ "(

expI
Jo

avec  d'autre  constante  C >  0.  Ici  on  a  designe  par  A(1),  φ
{1)  Γoperateur

pseudodiίferentiel  a  symbole  (da/ dτ)(ζ, τ), (βφ/ dτ)(ζ
9
  τ) respectivement.  Par

remplacant  rj
%
 par  2p(t

g
  — δ) et  multipliant  exp (2ρ{(t

g
 — δ)

2
 — 2(t

g
  — 8)t

g
})

a  (13), on  obtient

(14)  Π l l l ^ f  Illiir- i +   \ \ {A(D
m9

 A) 3 +  Φ(D
X
, A) K I I 2

Jo

+   (pδγ\ \ {aA«\D
m9

 D
t
)A(D

x
,  A) 2 +  Φ

ω
(D

x
,  A) K I I 2 }

x  exp (2p(t -   δ)
2
)dt

S δ/ 2

\ \ \A(D.
f
 D

t
γu

B
\ \ \ l

r
exv(2p(t  -   δf)dt

0

avec  d'autre  constante  C >  0.  Ici  on  a  utilise  que  dans  le  support  de
u

g
,\ t-   t

g
\

2
  <  lip  e t  q u e  \ t

g
  -   δ\

2 <  δ
2  l o r s q u e  pδ

2 > 4 .
D 'autre  part  il  est  bien  connu que  l'identite  suivante  est  verifiee  (se
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referer  Hbrmander [2] et  Treves  [5]):  Pour tout polynδmezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  q (Tune  variable
τ,  pour  tout  ω  dans  CΓCR1), et  pour  tout  p  >  0

Γ  \q(D
t
)ω\

2
exv(2pt

2
)dt

=   Σ ( 4 V
f e

/ f c ! )  ΓzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  \ Q{

kzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  J- oo

ou  q  est  Γadjoint  de  g  et  ψ
h)
  = d

k
q/ dτ

k
.  Cette  identite  entraine  que

(15)  Γ  \q(D
t
)ω\

2
exj)(2p(t- δ)

2
)dt

J—CO

J - oo

avec  une  constante  C >  0,  qui  ne  depend  que  le  degre  de  q.  On  a  done
de  (7)  et  (14)

S δ/ 2
\ \ {A(D

X
, D

t
γ  +  φ(D

x
, A) K | | 2 e xp  (2p(t  -  d)*)dt

0

., A)H t f |||ϊ fβxp(2/ o(t  -   d)
2
)dt

Jo  pδ2

avec  une  constante  C  >  0.

Pour  demontrer  (12),  on  groupe  (16)  par  rapport  a  g.  On  a  de
Γinegalite  de  Cauchy

2  Σ   \ \ \A(D
β9

  D
t
)

2
u

g
\ \ \

2
M ^  \ \ \A(D

β
,  D

t
γu\ \ \ ]r

0

et  de  la  formule  de  Leibniz.

{A(D., D
t
γ  + φ(D

x
, D

t
)}u

g
  =  Σ   (ρ

k/ 2
/ kl)θ

ik)
(tp

ι
<*  -   g)p

{k)
(D

x
,  D

t
)u

oύ  θ
ik)

  = D
k
θ,  p

{k)
(ξ,  τ)  =  (dβτ)

k
{a(ζ,  τf  + φ(ζ, τ)}.  Grace  a  (15)  on  a

p
k  Γ / 2|| p<«(D., A)«ll2exp  (2p(t  -   δγ)dt

JO

S δ/ 2
11 p(D

m
,  D

t
)u  112 exp  (2/θ(ί  -   d)

2
)dt

0

et  on  obtient  done  (12).  c.q.f.d.

PREU VE  DE  LA  PROPOSITION   3.1.  Rappelons  que  P  — A
3
B  — C  est

d'ordre  ^  (m — 2)  et  qu'il  suffit  de  demontrer  Γinegalite  (1) pour A3
B  + C

au  lieu  de  P.  Soit  θ  une  fonction  dans  C°°(R
n+ί

)  a  support  contenu  dans
{(x, t);  max  \ x

k
\  <  1  et  \ t\  <  1}  telle  que

, «)  -   9) =  1  dans  ΛΛ+ 1
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oύzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  g  =  (g
lf
  —  ,g

n
,g

n+ί
)  parcourt  Γensemble  des  points  aux  coordonnees

en tiers.  Posons

u,(x,  t)  =   u(x,  t)θ(ω{p
9
  δy>(x,  t)- g),  Y

g
  =   g/ ω(p,  δ)^

oύ  ω(p,  δ)  =   pδ
3/ 2

.  On  a  a lors

L E M M E  3.5.  II  existe  des  constantes  <?4, C 4  >  0  telles  que  Vinegalite

S δ/ 2

\ \ {A
3
B +  CK||2exp(2 lo(ΐ  -   δf)dt

0

S δ/ 2

\ \ \A
ί
Bu

ll
\ \ \

S
M^P(2ρ(t  -   δY)dt

0

est  verifiee  pour  tout  g,  pour  tout  u  dans  CΓ(]0, δ/ 2[; H°°)  et  pour  tout

p,  δ  avec  0  <  8 <  δ
4
, pδ

2
  >  C 4.

PREU VE  DU LEMME  3.5.  Posons

P
g
u  =   {A(Y

g
;  D

x
,  A) 3  +   Φ(Y

β
;  D

x
,  D

t
)}{B{x,  t;  D

x9
  D

t
)  +  ψ(Y

g
;  D

x
,  D

t
)}u

v
9
  =   B(x,  t;  D

x
,  D

t
)u

g

I(u
9
)  -   Γ / ||P Λll 2exp( 2^  -   δf)dt

Jo
oύ  φ   et  ψ  sont  definies  par  (11).  On  a  alors  du  Lemme  3.4.

Const  I{u
g
)

^  (1/ pδη  Γ | |[  A(Y
g
;  D

x
,  D

t
f{B{x,  t;  D

m9
  D

t
)

Jo

+   f  (Y
g
;  D

x
,  A) h t f  Illif  exP (2|»«  +   Wt

Puisque  ψ  est  d 'ordre  <; (N   — 1),  on  a

HIA(Y,;  D.,  D
t
ff{Y

a
;  D

x
,  AK I I I ir  ^  Const  |||t t , |||ί ._ ι

et  on  a  done

(18)  Const  J l( iO  +   (l/ /θδ2) j ^  111 u ( 11|i_i exp  (2,0(ί  -   δy)dή

\
S/
)\ \A(Y

g
;  D

x
,  D

t
fB{x,  t;  D

x
,  D

t
)uM

M

Jo
Pour  estimer  {A{Y

g
\   D

x
,  D

t
f  — A(x,  t;  D

x
,  D

t
)

2
}v

g
,  on  prepare  le  lemme

suivant.

LEMME  3.6.  Pour  deux  operateurs  Q, R  on  a

(19)  Q
2
~R

2
=  - ( Q  -   R)

2  +   2(Q  -   Λ)Q  -   [Q, Λ]  ,

(20)  Q3  -   R* =   (Q  -   i2)3  -   8(Q  -   i2)2Q  +   3(Q  -   i?)Q2

-   3[Q, Λ]Q  +   8(Q  -   R)[Q,  R]  -   [Q, [Q, Λ]]  +   [[Q, Λ], Q  -   Λ]  .
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PREUVE  DU  LEMME  3.6.  II  est  facile  de  voir  (19)  et

Q
8
  - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  R* =  Q\ Q  - R)  +   (Q

2
 -   R2)(R -   Q) +   (Q

2
 -   R2)Q .

En  utilisant  [Q\  R] =  2[Q, R]Q +  [Q, [Q, R]], on  a

QXQ - E)  =   (Q~  R)Q* -   2[Q, R]Q  -   [Q, [Q, R]) .

D'autre  part  on  obtient  grace  a  (19)

(Q
2
  -   R*)(R  - Q)  =  (Q-   Rf  -   2(Q -   R)Q(Q -   R) +  [Q, R](Q -   R)

=  (Q-   R)3 -   2(Q -   RYQ  +  3(Q -   R)[Q, R]

+   [ [Q, R],  Q- R].

(19)  et  trois  identites  ci- dessus  impliquent  (20).  c.q.f.d.

FIN  DE  LA  PREUVE  DU  LEMME  3.5.  Puisque  dans  le  support  de  «,  et

done  de  vg  =  B(x, t;  Dx,  Dt)ug

et  les  coefficients  de  A  sont  de  classe  C°°,  en  vertu  de  (19)  on  a  pour

\ a\  +  k =  M

\ \ {A{Yg; Dx, Dtγ  -   A(x,  t; Dx, D

^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Const  \ω(p,  δΓ\ \ \v
g
\ \ \ t» +   <o(P,  SΓΊ IIMΎ.\   D

x>
 AKI I I L

3 J f - l  N

+   Σ i ι ι «. ι ι ι n .
Ces  inegalites  impliquent  grace  aux  (10)  et  (18)

(21)  Const  I(ug)

^  (1/ pδη \ i/ 2\ \ \ A(x, t; Dm, DtYB(x, t;  Dm,  AKI I I l
Jo

x  exp (2p(t -   d)2)dt  .

D'autre  part  il  est  aise  de  voir  grace  a  (11)  que

Pg  =  A{x,  t;  Dx, Dt)
3B(x,  t;  Dx, Dt)  +  C(x, t;  Dx,  Dt)

+  {A(Yg;  Dx,  A)
8
  -   A(x,  t; Dx, Dtf)B{x,   t; Dm, Dt)

+   {C(Yg;D x,Dt)- C(x,t;Dx,Dt)}

+  φ(Yg; Dx,  Dt){B(x,  t; D,, Dt)  -   B(Yg;  Dx, Dt)}

+  φ(Yg; Dx, Dt)ψ(Yg;  Dx, Dt)  .

En  rappelant  que  les  coefficients  de  B  (resp. C)  sont  de  classe  C°° (resp.

lipschitziens)  et  que  φ (resp. ψ)  est  d'ordre ^  3Jlί — 1 (resp. N  — 1),   on  a

||{C( Γ
f
; Dx, A)  -   C(x, ί; Dm, Dt)\ u,\ \ *  ̂   Const ω(p, S Π II*. Ill

1
- ,   ,
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.;  D
x
 D

t
){B(Y,; D

x
, D

t
)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -   B(x, t; D

x
, A) K I I 2

<ί Const  \ω(p, «>~ι|l!«*»Illi- x +  glll«.lllj}  .

MY.;  D
x
, D

t
)f(Y

g
;  D

x
, £ > > JI 2 ^  Const |||»f  ||| f_ , .

Pour  terminer  la  preuve,  il  reste  a  estimer  le  terme  {A( Y
β
; D

x
, D

t
f —

A(x, t; D
x
, D

t
)*}v,.  En utilisant  (20), on obtient

\ \ {A(x, t; D
x
 D

t
)

3
 -   A(Y

g
; D

x
,  A) XI I 2

S  Const  \ω(p, δ)-
3
\ \ \ vM* + <*KP, S)-

2
\ \ \A(x, t; D

x
, AK I I I ^

+   ω{p, S)- \ \ \ \A{x, t; D
x
, D^VMM  + UK III!*- .)

33Γ- 2  Λ

+   \ \ \A(x, t; D
x
,  AK I I I L - x +  Σ  Ill^lll)}

et  on obtient  finalement  (17).  c.q.f.d.

F I N  DE LA  PREUVE  DE LA  PROPOSITION  3.1.  Pour  demontrer  (1), on
groupe  (17) par rapport  kg.  On a de Γinegalite  de Cauchy

2 Λ + 1 Σ   \ \ \A(x,  t; D
x
, D

t
)*B(x,  t; D

x
,   A K I I I Ϊ Γ

9

^  \ \ \A(x, t; D
x
, D

t
fB{x,  t; D

x
, A)«lllir

et  de la  formule  de  Leibniz

Pu
β
  =  Σ  WP, S)

wl%
lv\W\ω(p,  8y\x,  t)  -

oύ  P =  A(x, t; D
x
, D

t
)

a
B(x, ί; D

x
, D

t
) + C(x, t; D

x
, D

t
), Θ

M =  D\
x
,

t)
θ.  Pour

estimer  P
w
u  avec  \ v\  = 1, 2 on les ecrit  sous  les  formes  suivantes:

p
  =

  [QtAbe, t; D
Xf
 D

t
fu  +  R,u  si  |v|  =  1

U
  ~  \Q

t
A(x, t; D

x
, D

t
)u +  R

2
u  si  \ v\  = 2

oύ  Q
x
  (resp. Q

u
 R

lt
  R

2
) est un operateur  differentiel  d'ordre ^ M +  N — 1

(resp. 2Λf +  N — 2, m — 2, m — 3).  On a  alors

Const \ \ \ \A(x, t; D
x
, A^lll^ - x +  Σ  \ \ \u\d  si  |v| =  1

(  J= 0  )

^  Jconst  ί|||il(x, t; D
x
, D

t
)u\ \ \ l

M+N
-

2
 +  Σ Ί | | « I I I | }  si  |v| =  2

Const " Σ I I W I I ;  si  \ v\  ̂  3

ce  qui entrainent  Γinegalite  (1).  c.q.f.d.
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