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SUR LA GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE
DES GROUPES DE LIE DE DIMENSION INFINIE
ET SES APPLICATIONS A L'HYDRODYNAMIQUE

DES FLUIDES PARFAITS (1)

par V. ARNOLD

En l'année 1765, L. Euler [8] a publié les équations des mouvements
d'un corps rigide, qui portent son nom. Il ne semble pas inutile de marquer
le 200e anniversaire des équations d'Euler par un exposé moderne de la
question.

Les mouvements eulériens du corps rigide sont les géodésiques sur
le groupe des rotations de l'espace euclidien à trois dimensions, muni d'une
métrique invariante à gauche. La théorie d'Euler, essentiellement, n'utilise
que cette circonstance; donc les équations d'Euler sont encore valables
pour un groupe arbitraire. Pour les autres groupes on obtient les « équa-
tions d'Euler » du mouvement d'un corps rigide dans l'espace à n dimen-
sions, les équations de l'hydrodynamique des fluides parfaits, etc.

Le théorème d'Euler sur la stabilité des rotations autour du plus
grand et du plus petit axes de l'ellipsoïde d'inertie a également des analo-
gies dans le cas d'un groupe arbitraire. Dans le cas de l'hydrodynamique
cette analogie est une extension du théorème de Rayleigh sur la stabilité
des écoulements sans point d'inflexion du profil des vitesses (voir § 10).

Comme autre application de la théorie d'Euler, on démontre au § 8,
la formule explicite de la courbure riemanienne d'un groupe, muni d'une
métrique invariante à gauche. Au § 11, cette formule est utilisée pour
l'étude de la courbure du groupe des difféomorphismes, dont les géodé-
siques sont les écoulements des fluides parfaits.

Dans ce qui suit, j'ai tâché, conformément à l'appel de N. Bour-
baki [6], de substituer toujours les calculs aveugles aux idées lucides
d'Euler.

(1) La plupart des résultats ont été annoncés dans [l], [2], [3], [4].
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1. Notations modernes.

Soient G un groupe de Lie, U son algèbre de Lie. Une courbe g (t)
est une application g : B -> G. Le vecteur vitesse g == dg/dt appartient à
l'espace tangent à G au point g, nous noterons cet espace tangent TGg.
Evidement, TGe == U.

Soit g ç G. Les translations à gauche et à droite Lg et Ry sont des
applications du groupe G dans G, définies par

Lgh=gh, Rçh=hg, (A ç G). (1)

Les applications induites des espaces tangents seront notées

Lg : TG, -> TG^, R, : TG^ -> TG^. (2)

On notera Adg l'application de l'algèbre U dans elle-même

Arf,ç==R^L,Ç, (ççit). (3)

On notera exp. : U -> G l'application naturelle de l'algèbre dans le
groupe;

exp (ft) = g(f\ (t ç. R, f ç U, g ç G) (4)
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est un groupe à un paramètre à vecteur vitesse d g / d t \ ̂ o = /. On notera
pour ç ç U, Y; ç U

[Ç, ^] € 11

l'opération de commutation d'algèbre, qui est bilinéaire et définie par

exp [ç, ïj] = exp ç exp 7; exp (— Ç) exp (— Y]) + 0(ç2) + 0(rf).

Il résulte de la définition du commutateur et de (3) :

Adexp (ft) ç = ç + r [/, Ç] + 0 O2), (r-^ 0). (5)

Le commutateur est anti-symétrique et vérifie l'identité de Jacobi :

[Ç + t^ Ç] = [Ç, Ç] + r [Tj, Ç], [Ç, 7;] == —— [Tj, Ç]; (Ç, 7Î, Ç € U),

[[Ç, ïiL ç] + [Eïî, ç]» 0 + [[ç> CL îi] = 0 (6)

L'opérateur Adg est un automorphisme d'algèbre; pour g variable,
les opérateurs Adg forment une antireprésentation du groupe :

Adg [ç, Y)] = [Adg Ç, Adg T}]; Adgj, = Adn Adg. (7)

Le dual de l'espace tangent TGg sera appelé espace cotangent et noté
T*Gg. Un élément Ç ç T*G^ est une forme linéaire sur TGg, sa valeur
sur Y] ç TG^ sera notée

(Ç,r j)£l t , Ç€T*G,, 73 ç TG,. •

Les opérateurs conjugués à Lg, Rg seront notés

L*g : T*G,, -> T*G,, R% : T*G,, -̂  T^G,.

Ces opérateurs sont définis par

(L% ç, Yj) == (Ç, Lg rJ), (R% ç, 7i) = (Ç, R, îj).

Enfin l'opérateur Ad* g : U* -» U* est défini par

(Arf%ç,7j)=(Ç,A^7)). (8)

Soit -C : U -> U* un opérateur symétrique :

o?ç, y,) = o ,̂ ç). ç^eu.
Définissons l'opérateur symétrique J?^ : TGg —> T*Gg par la transla-

tion à gauche :
J?,Ç=L^L,-xÇ.
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L'opérateur £ sera supposé défini positif, c'est-à-dire que le produit
scalaire de ç, 7; ç. TGy

<^).=(A^)=(^Ç)=<ÎI,Ç), (9)

est une forme définie positive. Le produit < , )g définit sur G une métrique
riemannienne, invariante à gauche.

Le produit < , )e dans l'algèbre sera noté { , ). Introduisons l'opération

B : II X U -> U définie par

<[û, b], c) = (B(c, û), b) pour tout b ç IX. (10)

Evidemment, B(c, a) dépend de c et a bilinéairement et pour c fixé,
(B (c, û), b) est antisymétrique en a et & :

<B(c,a),&) + <B(c,&),û)=0

Ari,

(11)

U U

J?

L*.

TG,

[e-
TG,

Ad*.

Ro

R*o

U* U*

Diagramme D.

2. Notations classiques.

En mécanique du corps rigide, les objets définis ci-dessus portent
les noms suivants :

G==SO(3)
8

l'espace des configurations;
configuration du corps rigide;
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mouvement du corps rigide;8(t)

è
U=R 3

[̂wc = L^-i g ç u
œ< == R^-i ̂  = A^ (Oc
^
M=J?^
U*
Mc=L^M==J?o)o
M, = R% M = AriVi Me

vitesse de rotation;
l'espace des vecteurs-rotation;
le produit vectoriel dans B3;
vecteur-rotation par rapport au corps;
vecteur-rotation par rapport à l'espace;
l'opérateur d'inertie;
le moment cinétique;
l'espace des moments cinétiques;
le moment cinétique par rapport au corps
le moment cinétique par rapport à l'es-

pace;

T = — (g, g)g = — (o)c, (Oc) •==• — (Me, (De) = — (M, ^l'énergie cinétique.
Z Z Z JL

Le principe de la moindre action affirme que les mouvements d'un
corps rigide, fixé en un point, sont (en l'absence des forces extérieures)
les géodésiques (2) du groupe G, muni d'une métrique invariante à gau-
che (9). A chaque géodésique g(.t) correspondent 4 courbes

œc (r) € U, œ, (t) £ U. M^t) £ U*, M,(t) ç U*. (12)

3. Les Théorèmes d'Euler.

Euler a démontré pour les courbes (12) et G=SO(3), les deux
théorèmes suivants.

THÉORÈME 1. — Les courbes (12) vérifient l'équation à9 Euler

^ ^ ...
dt

— L-^O "^CJ (13)

THÉORÈME 2. — Le moment par rapport à l'espace est invariant :

dM.

dt °-
(14)

(2) Une courbe g (t) dans l'espace riemannien est une géodésique, si elle est
1 r1 /•

une extrémale dé l'intégrale — ( g , g } d t («action»).
1 J

[»).
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Avec les notations du § 1, on peut écrire la formule (13) sous la
forme

d{Ûc

dt
=B((D«, COc) (Oc = î̂ -i g. (15)

Nous démontrerons les formules (14) et (15) pour le cas général
d'un groupe de Lie arbitraire G.

FIGURE l.
Les vecteurs tangents à G sont représentés par des flèches droites; les vecteurs
cotangents, par des séries de hachures parallèles, représentant les plans de niveau

d'une 1-forme correspondante sur l'espace tangent.
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4. Démonstration du premier théorème (TEuIer.

La translatée à gauche d'une géodésique d'une métrique invariante
à gauche est encore une géodésique. Donc, la dérivée dtûc/dt dépend
seulement de o)c et pas de g :

-^FO^.
dt

Pour trouver la forme de cette fonction universelle F(o)c), il suffit
de considérer la géodésique g(t) avec g(0) == e, g(0) ==. coc.

Pour étudier cette géodésique, écrivons l'équation d'Euler-Lagrange
dans un système de coordonnées particulier au voisinage du point e ç G.
Notamment, l'application exp : U —> G nous permet de considérer le voi-
sinage de 0 dans U comme une carte du voisinage de e dans G. L'espace
tangent à U en a, THa, s'identifie naturellement avec tt.

LEMME 1. — Considérons l'opérateur Lo, induit par la translation à
gauche Lexpo '"

La : U = T Uo -> T U, == U. (16)

Pour cet opérateur

La Ç = Ç + y [a, Ç] -h 0 (a2) a [ -> 0. (17)

Démonstration du lemme 1. — On sait que tous les calculs sur les
groupes et algèbres de Lie peuvent être effectués comme sur un groupe
de matrices. Par exemple, pour tout a, b ç U

(expû)(expfc)=exp(a + b + — [a, b] + 0 (a2) + 0 (b2)} (18)

(a, b -» 0).

En posant dans (18) b = çr, t -» 0, |û| -» 0, on trouve

(expû)(expÇr)== exprû+^ç + — [ û , Ç ] + 0(a2))r+ 002)1

ce qui équivaut à (17). Le lemme 1 est démontré.
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Démonstration de la formule (15). — Soient maintenant q les coor-
données cartésiennes dans l'algèbre U, munie d'une métrique < , ). Au
voisinage de e ç, G, on peut utiliser q comme coordonnées locales. Soit
g(t) une courbe dans G. Conformément au lemme 1, les coordonnées
q ç U du vecteur vitesse g sont liées au vecteur (3) œ == L^-i g par la
formule

a>==<7—y[^] + 0(q2) \q -> 0. (19)

Par conséquent, la fonction de Lagrange L(<y, q) est donnée par la
formule

2L = <œ, œ> = {q, q) — {q, [q, q]) + 0(q2), (\q\ -> 0) (20)

En utilisant (10), (19) pour calculer les dérivées partielles de L, on
trouve les impulsions p == ôL,/Qq :

P=4—y[^]—yB(^) + W)

= œ——B(œ,^) + 0(q2). (21)
Zi

Conformément à (19), (20), (21), l'équation d'Euler-Lagrange

âL
P=

ôq

c'est-à-dire

P = y B(g, q) + 0^) = y B(œ, a)) 4- Ô(q) (22)

devient

œ——B(œ,co)=—B(œ,œ)+0(^) . (23)

Quand q = 0, (23) devient (15). Le théorème 1 est démontré.

Remarque. — II résulte aussi de (21), (22) que pour une géodésique
q(f) avec q(0) == 0, on a

q(0) = B (<7(0), g(0)) = B (œ, œ). (24)

(3) Ici et dans le calcul qui suit, l*indice c est omis pour simplifier les formules.
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5. Démonstration du second théorème d'Euler.

Le second théorème d'Euler est un cas particulier du « théorème de
Noether ». Mais pour la suite, il est utile de calculer indépendamment
dMs/dt. Ici, le vecteur Ma ç U*, conformément au § 2, est

M.(0=A^^J?œc(0.

LEMME 2. — Soient g(f) une courbe dans le groupe G, Ç un élément
de l'algèbre U. Considérons dans l'algèbre la courbe définie par

Alors

où

A(Q=A^-x^Ç (25)

-^(0=^0),^)] (26)
dt

Ç(O=L^. (27)

Démonstration du lemme 2. — Conformément à (27) on a

g(t + df) = g(f) exp (Ç(0 dt + 0(A)2).

Donc, en substituant (25) dans (3) et en négligeant 0(dt)2, on trouve

A(t + dt) = Adg-i(t-[.dt) Ç = Rexp (Çdt) Lexp (-f(M) Rflr L^-i Ç ==

= Rexp (Sdt) Lexp (~f(M) A(r) == A^exp (-fd0 A(^).

Conformément à (5), cette dernière expression est

Adexp(-f^) A(Q = A(Q + [A, ç] A + 0(A)2

ce qui démontre le lemme 2.

LEMME 3. — «Sï dans le lemme 2, ^(0 == ef\ alors

AO) = Ç + ^ [Ç, fl + -^ [[Ç, /], ̂ ] + ... (28)

Démonstration du lemme 3. — Le vecteur (27), ^(t)=f ne dépend
pas de t pour g(t) = ^/t. Donc (26) donne
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dA d2A
=[A,fï,——=[.[A,fî,n,...

dt ' "" dfi

Mais comme A(0) = ç, (28) est démontré.

Remarque. — Si A(() = A^(() Ç, alors

d
,A(f)=[Aœ, •>i(f)], (29)

dt
où

ï ) ( f )=—R^. (30)
w

Car, conformément au lemme 2 (29) est valable avec

rl(t)=idg-l(t), et dg-^t)=—^-^ds.
dt dt dt

Démonstration de la formule (14). — Par définition,

M,(t) = Ari^-i^ J? coc(r) ç U*. (31)

Considérons Ç ç U. Conformément à (8), (31), (9),

(M,, Ç) = O? œc, A^-i Ç) == (0)0, A^-i Ç).

Maintenant le théorème 1 et le lemme 2 donnent

——-89.—— = (B(c0c, o)c), A) + (<0c, [A, coc])
a^

avec A = Aûf^-i ç. Donc, par définition de l'opération B (10),

rf(M,,ç)/A=0

pour tout Ç, ce qui démontre le second théorème d'Euler.

6. Les mouvements stationnaires.

Considérons maintenant plus attentivement le système des équations
d'Euler

dco
dt

-B(œ,co)
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qui déterminent l'évolution du vecteur co dans l'algèbre U. Soit v un point
stationnaire du système (32) :

B(v,v)==0.

Alors, la géodésique g(t), issue du point e ayant comme vitesse ini-
tiale g(0) = v, est un sous-groupe : g(t) = exp vt. Car d'après (15), (33),
pour tout t :

- dg y dexp(yt)
L.g-i ———— =V= Leip (-vt) ———-.-———.

dt dt

DÉFINITION. — La géodésique g(t) s'appelle ^mouvement station-
naire », si elle est un sous-groupe à un paramètre,

Nous venons de démontrer, que les mouvements stationnaires sont
les seuls mouvements, pour lequels le « vecteur-rotation par rapport au
corps » œ == L^-i g est constant : d) = 0.

Pour le corps rigide habituel (G = SO (3)), les mouvements station-
naires sont les rotations autour du grand, du moyen et du petit axe de
« l'ellipsoïde d'inertie ». Dans le cas général, les mouvements stationnaires
jouissent d'une propriété extrémale intéressante. Pour décrire cette pro-
priété, nous commencerons par quelques remarques.

LEMME 4. — Le système (32) admet l'intégrale première d'énergie

E=y<co,œ). (34)

Démonstration. — Conformément à (32), (10)

É = <œ, (î)> = ((0, B(œ, (o)> = <[ù), co], co> = 0, C.Q.F.D.

DÉFINITION. — Sous le nom de « feuilletage », je vais comprendre
chaque décomposition en classes d'équivalence d'une relation d'équiva-
lence quelconque. Je vais dire qu'un feuilletage d'algèbre U est invariant,
si avec un point œ(0), toute la trajectoire o)(0 du système (32) appartient
à une même feuille.

Exemple. — Conformément au lemme 4, la décomposition de U en
surfaces de niveau de E est un feuilletage invariant. Les feuilles sont les
sphères <œ, œ) == 2E > 0 et le point œ = 0.

24
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Le second théorème d'Euler fournit un autre exemple de feuilletage
invariant.

DÉFINITION. — Les vecteurs œ ç II et œ' € U wnr « isotournants »,

tu /<w (x)'

s'il existe un g ç. G tel que

A.d*g£tù=£tû\ (4) (35)

LEMME 5. — La relation ^ définit un feuilletage invariant dans U.

Démonstration. — Evidemment, œ -' œ. L'équation (7) entraîne les
relations (a> ̂  o/)=> (o/ ̂  œ) et (co ̂  œ' ̂  o/O => (a) ̂  o/O. Donc
^ est une relation d'équivalence. L'invariance des feuilles résulte de (14),
(31), (35). Le lemme 5 est démontré.

Dans ce qui suit, les mots feuille, feuilletage, désignent le feuilletage
de l'algèbre U en feuilles de œ isotoumants. Evidemment, ces feuilles sont
les images linéaires d'orbites d'action adjointe Ady 0 du groupe dans
l'algèbre.

Exemples. — Pour G=SO(3) (corps rigide) les feuilles sont des
ellipsoïdes concentriques et le point

« M,(<o),M.(o)) » ==C

où « , » est le produit bi-invariant dans U*. Pour G = SO (n), les
feuilles sont les « variétés de drapeaux ». Pour le groupe des homothéties
et translations d'une droite, les feuilles sont deux demi-plans et tous les
points de la droite qui les sépare.

THÉORÈME 3. — Les points stationnaires v du système (32) sont les
points d'extremum conditionnel d'énergie E sur les feuilles cTtû isotour-
nants avec v.

Pour la démonstration du théorème 3, on utilisera quelques calculs.

(4) En dynamique des corps rigides, les œ isotoumants correspondent au même
moment cinétique. En hydrodynamique, ce sont les champs de vitesses < isorota-
tionnelles » (voir [1]).
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LEMME 6. — Soient (û ç. U, f ç. U, et

œ(0 = K-1 Ad*ef^ £ œ. (36)
Alors :

chu
——=B((O,/), (37)

dt

o)(0 =(o + ^B((O,/) + —B (B(co,/),/) + ... (38)

Démonstration. — Pour tout Ç ç U, en utilisant (36), (9), (8), (9),
on trouve :

< œ (t), ç > == <^-i Ad*^ J?œ, Ç ) = (Ad^r* ^CD, Ç) =

= 0?co, Ad er< Ç) = < o), Ad er< Ç ). (39)

Pour chaque Ç £ H, conformément à (39), (29) et (10), on a pour
t=0

d<û dA
<^p S > = ̂ -^T-) = < œ, [/,A]} = < B (co, /), Ç >, (40)

où A (^ == Adeft Ç. Comme Ç est arbitraire, la formule (40) démontre
(37) pour t = 0. La formule 36 entraîne l'identité

œ (fi + ^2, a) (0)) = o î, œ fe, <JD (0))).

Par conséquent, la formule (37) est démontrée pour tout t. D'où les
dérivées

<P (o dn ù)
-^- = B (B (a), ^), /);...; -^- = B (... (B (œ, /), .... /);...

ce qui est équivalent à (38). Le lemme 6 est démontré.

Démonstration du théorème 3. — Soit Ç un vecteur tangent à une
feuille au point v. Les feuilles étant orbites d'une action différentiable du
groupe G (voir (35)), il existe / (Ç) £ U tel que

v + ^t=<û(t) + 0(t2) r->0

où la fonction œ (t) est définie par (36) avec œ (0) = v.

D'après (37), on a

ç = B (v, /). (41)



332 V. ARNOLD

Conformément à (34), (41), (11), la différentielle totale de l'énergie
sur la feuille est

dE = <v, Ç ) = <v, B (v, f) ) = —<B (v, v), f). (42)

La formule (42) montre que dE == 0 pour tout ç si et seulement si
B (v, v) = 0. C.q.f.d., conformément à (33).

7. Stabilité des mouvements stationnaires.

Considérons un système d'équations différentielles ordinaires

x=f(x). XÇR\ (43)

DÉFINITION. — Un point XQ (f (xo) = 0) est stable si

V e > 0 , 3 S > 0 : ( | ^ ( 0 ) — ^ o [ < 6 ) ^ ( \ x ( t ) — x ^ \ < e V ^ > 0).

Supposons maintenant que dans l'espace R^, est défini un feuilletage
invariant par rapport au système (43). Le point Xo est un point régulier,
s'il existe au voisinage de Xo un système des coordonnées locales diffé-
rentiables y (y (x^) = 0) tel que les composantes connexes des inter-
sections des feuilles avec le voisinage soient des plans parallèles de
dimension fixe k pour les coordonnées y.

Soit E une intégrale première du système (43). Supposons que

1) XQ est un point d'extremum conditionnel de E sur la feuille;

2) XQ est un point régulier et que

3) la différentielle seconde de E sur la feuille en Xo est une forme quadra-
tique non dégénérée.

On démontre sans peine un lemme bien connu depuis Lagrange :

LEMME 7. — Un point Xo vérifiant les conditions 1), 2), 3) est un
point stationnaire du système (43). Si, en plus, la différentielle seconde
de E sur la feuille est une forme quadratique définie-positive ou définie-
négative, alors le point stationnaire Xo est stable.

En effet, en coordonnées y

EOO=—(E2y,y) +0(y3) où ?2 y , z ) = (y, Es z\
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É=(E2y,y) + OWy. (y^O).

Si y =7^= 0 pour y == 0, alors pour y assez petit (Es y, y) ̂  0 et E
ne sera pas une intégrale première. Donc, y = 0 et Xo est point station-
naire. L'affirmation de stabilité est évidente (Lagrange, Dirichlet, etc.).

Appliquons le lemme 7 au système (32).

Soit v un point stationnaire du système d'Euler (32). Supposons que
le point v est régulier, c'est-à-dire que v appartient à une feuille de dimen-
sion maximale. Considérons la forme quadratique

2d2E=(B(v,f),B(v,f))+ ( [f, v], B (v, f) ). (44)

THÉORÈME 4. — Si la forme quadratique (44) est définie-positive
ou définie-négative, alors le point stationnaire v est stable.

Ici la forme ^E est considérée comme forme quadratique sur l'es-
pace vectoriel tangent à la feuille

Ç=B(V, / ) , / e u .

Démonstration du théorème 4. — Conformément au lemme 7, il
suffit de démontrer que la seconde différentielle de l'énergie sur la feuille
a la forme (44). La formule (38) définit une application d'algèbre sur la
feuille, qui transforme

/ ->œ=v + Ci + Ç2 + 0(f3),

Çi=B(v,/), 2 ̂ =B(B(v, f),f).

En substituant œ en (34) et compte tenu de (42), (33), on trouve

2 d 2 E = < Ç l , Ç l ) + 2 < v , Ç 2 )

ce qui est équivalent à (44).

Il résulte de la définition de d2 E que la forme (44) dépend essen-
tiellement non pas de /, mais seulement de Ci == B (v, f). On peut, d'ail-
leurs, lé vérifier par un petit calcul :

LEMME 8. — La forme bilinéaire C (x, y) = ( [x, v], B (v, y) ) est
symétrique :

C(x,y)=C(y,x). (45)
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Démonstration. — Conformément à (11), (10), (6), (10), (33)

< [x, v], B (v, y) ) = { B (v, [v, x]), y ) == < [[v, x], y], v )

={[v,[x,yîî,v) + ([x,.[y,v]],v)=

= < B (v, v), [x, y] ) + < B (v, x), [y, v] ) ==

= < [Y, vî, B (v, x) ). C.Q.F.D.

Soit maintenant B (v, /i) = B (y, fs). Montrons que les valeurs cor-
respondantes de d2 E coïncident. Posons x = fi — fs, y == fi. Alors
B (v, x) = 0. D'après (44), (45)

2 (d2 E (/i) — <P E (/a) ) = < [;c, v], B (v, y) ) =

= < [y, v], B (v, ;c) > = 0.

Donc, la forme quadratique (44) ne dépend que de Ç == B (v, f). Mainte-
nant le théorème 4 est une conséquence immédiate du lemme 7.

Remarque. — Considérons les « équations aux variations > des équa-
tions d'Euler (32) au voisinage de v :

ç = B (y, Ç) + B (ç, v). (46)

Les feuilles et l'énergie étant invariantes, la forme (44) doit être une
intégrale première du système (46). D'ailleurs, on peut vérifier la conser-
vation du (P E par un calcul direct.

En effet, d'après (44), (45), (41)

d ^E==<ç ,ç>+<y ,v ] , ç> .
dt

En substituant Ç de (46), on obtient, en utilisant successivement (11),
(45), (41), (10), (45), (11):

-±-^E=
dt

= ( Ç, B(v, ç) ) + < ç, B(Ç, v) ) + ( [f, v], B(v,Ç) ) + < [/.v], B(Ç, v) ) =

= < Ç, B (Ç, v) ) + < [ç, v], ç ) + < [v, [/, v]], Ç > =

= ( [v, [/, v]], B (v, / ))=—<[/, v], B (v, [/, v]) ) = 0,
C.Q.F.D.
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8. La courbure riemannienne des groupes de Lie.

Comme exemple d'application des théorèmes d'Euler, je vais calcu-
ler la connexion (55) et la courbure riemannienne (53) d'un groupe de Lie,
muni d'une métrique invariante à gauche (comparer à [3]).

Soit M une variété riemannienne, x ç. M et ç ç TM.p un vecteur
tangent à M en x. On notera

y (x, ç, t) == y (Ç, t) == y (0 = y

la géodésique (5) sur M, issue de x === y (0) ayant la vitesse initiale
Ç=Y(0) .

On détermine le transport parallèle le long de y

^y(t) ; TM-y(O) -» TMy(t)

à l'aide de la construction suivante.

Soit

Py^,) Yj = -L—^- | y (X, Ç + ïjT, r) € TMy(,) . (47)
t dr T=;<>

Alors
7ly«) Yl = PW) 71 + 0 (0 (̂  -» 0).

La dérivée covariante Vf rj d'un champ de vecteurs tangents r\ selon
la direction du vecteur ç ç TM<p est, par définition, le champ de vecteurs

V,^ = -4- p^) Y! (Y (^ r)) = -^T . . Tcy^ ̂  ̂  (^ r)) 6 THD •
(48)

A |t^o " 1 * ' A l^o

Soient ç, Y] deux vecteurs unitaires orthogonaux de TM<p. On
appelle (6) courbure sectionnelle riemannienne de M selon Ç, T] le nombre
réel

Q , = < — V é V n Ç , r ) > + < V , V f Ç , T j ) — < V { ^ } Ç , T i ) , (49)

où ( , ) est le produit scalaire qui détermine la métrique et où ç, -Y] déno-

(5) C'est-à-dire l'extrémale du « principe de moindre action » S f^2 dt == 0.

(6) Voir par exemple [13].
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tent deux champs de vecteurs. Enfin, le champ des vecteurs { ç, TJ } dé-
note le crochet de Poisson des champs de vecteurs Ç, ïj.

En ce qui concerne le crochet de Poisson, on utilisera les connais-
sances suivantes. A chaque champ de vecteurs Ç sur M, correspond un
groupe à un paramètre de difféomorphismes de M

dz
exp çr : x-> z (x, t) ç. M ; z (x, 0) = x, —— = ç.

dt

Le crochet de Poisson des champs de vecteurs ç, ^ tangents à M est
défini comme le commutateur dans l'algèbre de Lie (7) : le champ { ç, TJ }
dépend bilinéairement de Ç, TJ et vérifie l'équation :

exp Çr exp rfs exp (— çr) exp (— rfs) = exp { Ç, TJ } st + 0(^2) + 0(r2).
(50)

Dans un système de coordonnées locales x sur M le crochet de
Poisson est donné par la formule :

^'=-^--^- <51'
En effet, en calculant la partie gauche de (50), on trouve

exp Çr : x-> x + ^ + 0 (f),

<5£
Gïp^exprfs:x^x + Çr + Y)J +—2-7]^ + 0 (s2) + 0 (r2),

wc

exp Çf exp 'y exp (— çr) exp (— rfs) :

x ^ x + { ^ r ï — ^ ^ s t + 0(s2) +0(r2),

ce qui démontre la formule (51).

Soient maintenant M un groupe de Lie G, U son algèbre de Lie,
ç et Y] deux champs de vecteurs invariants à droite. Alors le champ
{ Ç, T] } est aussi invariant à droite. Un champ de vecteurs invariant
à droite est défini par sa valeur en l'élément neutre, Ce ç U. Le crochet
de Poisson des champs de vecteurs invariants à droite coïncide au point e
avec le commutateur de l'algèbre de Lie :

{ Ç» ^ }e = [Ce, TQe].

(7) Et diffère par le signe de [13].
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En effet, soit exp (Çr) un groupe à un paramètre de difféomorphismes
du groupe G, correspondant au champ de vecteurs invariant à droite Ç.
Alors pour x ç G

exp (Çr) : x -> (exp Ce t) x

où exp Ce t est le sous-groupe à un paramètre du groupe G. Donc

exp (ÇQ exp (y) exp (— ̂ t) exp (— rfs) : x -» exp (^ t) exp (rje s)
ex? (—— Ce 0 eXp (—— Y]e ^) .̂

C.Q.F.D.

Soient enfin, Ç et T) deux champs de vecteurs invariants à gauche.
Le crochet de Poisson des champs invariants à gauche en e diffère en
signe du commutateur de l'algèbre de Lie :

{Ç, r ) }e==——[Çe, ï je ] . (52)

En effet, un champ de vecteurs invariant à gauche sur G est un
champ de vecteurs invariant à droite sur le groupe G' avec l'opération
g i * g2-= g2 gi- Or le commutateur de l'algèbre de Lie U du groupe G'
diffère en signe du commutateur de l'algèbre tt.

Soient maintenant, comme ci-dessus, G un groupe de Lie, muni d'une
métrique, invariante à gauche, U son algèbre de Lie, ( , ) le produit sca-
laire dans l'algèbre, qui détermine la métrique, [, ] le crochet de Lie
dans l'algèbre, et B l'opération définie au § 1.

THÉORÈME 5. — La courbure sectionnelle du groupe G au point e
pour le plan défini par les deux vecteurs orthogonaux et unitaires ç,
î] ç U, est donnée par la formule

Q, = (ô, 8) + 2 (a, P) — 3 <a, a) — 4 (Bç, B,) (53)

où

25 = B(Ç, T)) + BO), Ç), 2p = B(Ç, Y)) —B(7i, ç),

2a = [Ç, 7j], 2B, = B(Ç, Ç), 2B, = B(YJ, Y)).
(54)

Remarque. — Pour une métrique bi-invariante, on a B (Ç, Y)) ==
[Ç» ^L donc Bç ==Br, == 5 = 0, jî == 2 a. Ainsi, (53) devient la formule
connue

C^=—<[ç,ïî], [Ç,T]]).
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Pour démontrer le théorème 5, on exprimera d'abord en termes
d'opérations B la dérivée covariante.

LEMME 9. — Soient Ç, r) deux champs de vecteurs invariants à gau-
che sur le groupe G. Alors au point e le champ de vecteurs invariant à
gauche Vf TJ est donné par la formule

V^=y([Ç,îl]—B(ç,ri)-B(T,,Ç)). (55)

Démonstration du lemme 9. — On calculera d'abord le transport
parallèle (47) en coordonnées d'algèbre (§ 4). D'après (24), les géodé-
siques du groupe ont dans l'algèbre, l'expression

ï(0,Ç,0=rç+^-B(ç,ç)+0(^) r->0. (56)

n résulte de (56) que le vecteur

1 d
Py(^)îl=———| y(0,Ç + ï jT,r)çTUy=U

t aï ' T == o

a comme coordonnées

Py (f. t) r) = TJ + y (B (ç, 7i) + B (^ ç)) + 0 (t2). (57)

Par définition (48), pour un champ de vecteurs invariant à gauche -n

d
V ̂  = -r ) Py-1 (f. t) Ly (€, t) îj. (58)

ûr ' t =» o

En substituant en (58) les expressions (17) pour £y îj et (57) pour Py,
on trouve successivement

vf î! = ̂ "1 py-l(f•t) (̂  + — [^ ̂  + 0^) =ûf '^==0 \ 2 /

d t

^~dt\ » 7Î - ^y^^—S^^—B^Ç)) +0(^)
C.Q.F.D.

Remarque. — Le transport parallèle îiy sur une variété riemannienne
conserve le produit scalaire <û, &>. Or le produit invariant à gauche de
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champs invariants à gauche < a, b > est constant. Donc Vo est un opérateur
antisymétrique :

<V»a, fc) + <Vc&,a)=0. (59)

On vérifie facilement que l'expression (55) vérifie la relation d'anti-
symétrie (59).

Démonstration du théorème 5. — Soient Ç, r] deux champs de vec-
teurs invariants à gauche. Alors les champs [Ç, Tj], Vf»} et VT)£ sont
aussi invariants à gauche. Conformément à (54) et (55), leurs valeurs
au point e sont

Vfï )==a—S, V, ç = — (a + 8),
VîÇ=—2Bî, V,îj=—2B,

(60)

En substituant (60) dans (49) et en utilisant (59), on trouve

< — V î V , , ç , T f j > = < V { ï i , V , , Ç ) = = — < a — 8 , a +8), (61)

<V, V { Ç , ï j > = < — V { Ç , V,i})=—4<Bf,B,). (62)

D résulte de (55) que

— < ̂ TûÇ' ̂  = < v^] Ç, îj) =

= y <[[Ç, il], Ç], •»î> —y <B([Ç, ̂ , ç), n)

-y<B(ç,[ç,^]),^>.

(63)
Compte tenu de (10), (11), (54), on trouve

<l[Ç. r^, ç], îj) = <— B(ij, Ç), [Ç, ï,]), ->
<B([Ç,Tj],Ç).T,)=î[Ç,Tj],[Ç,^]>, l (64)

<B(Ç, [ç, Tj]), •»i> = <—B(Ç, vi) [ç, Tj]>. J

En substituant (64) dans (63), on trouve conformément à (54)

—^{S.rtfÇ'^^—^a.a) + 2<a,p) . (65)

En substituant (61), (62), (65) dans (49), on trouve enfin

Q, ,=—<a—8,a +8 )—4(B( ,B , )—2 < a , a ) + 2 < a , p ) ,

ce qui est équivalent à (53). Le théorème 5 est donc démontré.
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9. Cas d'un groupe de difféomorphismes.

Soit D un domaine borné d'un espace de Riemann. On notera
S Diff D le groupe des difféomorphismes du domaine D conservant l'élé-
ment de volume. Bien que S Diff D ne soit pas un groupe de Lie, il est
intéressant de voir, en quelles affirmations se transforment les formules
des paragraphes précédents dans ce cas. Une telle étude « euristique »
amène aux propositions qu'on peut vérifier ensuite rigoureusement (voir
[2]). Conformément au caractère euristique du présent paragraphe et des
suivants, on laisse de côté les problèmes de différentiabilité et les autres
détails similaires.

L'algèbre U qui correspond au groupe S Diff D est constituée par les
champs de vecteurs v tangents à D tels que

div v = 0, et (v, n) = 0 sur <9D. (66)

On définit le produit scalaire dans l'algèbre U par la formule

<vi, V2> == / (vrva) dx, (67)
J D

où (. ) est le produit scalaire qui détermine la métrique de D, et dx est
l'élément de volume riemannien sur D.

Afin d'écrire les formules des paragraphes précédents pour le groupe
S Diff D, on utilisera quelques notions d'analyse vectorielle. D'après (50),
le commutateur de Lie [vi, Va] de deux champs de vecteurs coïncide
avec leur crochet de Poisson { Vi, V2 }.

Soit (^ une forme différentielle de degré k sur D, ^ un ^-vecteur
Ç6 = ÇiA—AÇfc. La valeur de la forme co^ sur le polyvecteur ^ sera notée
coVi^. L'opération de convolution

Ki^CO^O)1-^

est définie par la formule

^WI^^œ^ATi^ (68)

pour tout (l—^)-vecteur rf~~16.

La structure riemannienne fait correspondre à chaque vecteur tan-
gent c une 1-forme o)c1, à savoir
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œi|Ç==^)o)î=(c,ç) (69)

pour tout vecteur tangent Ç.

THÉORÈME 6. — Soient a et c des champs de vecteurs de U. Alors
le champ de vecteur B(c, a) ç. U est donné par la formule (cf. (10)) :

O)B =i(a)dw\ + av.

où a est la fonction univalente sur D, définie par (70) et B ç IX (voir
(66)).

Démonstration du théorème 6. — D'après le théorème de décom-
position orthogonale de H. Weyl, chaque champ de vecteur Ç sur D
admet une décomposition unique en une somme de deux champs de
vecteurs orthogonaux

Ç = Ç i + Ç a où Ci çit, Ç2=grada,

a étant une fonction univalente sur M. En appliquant le théorème de
décomposition au champ de vecteurs qui correspond à la forme i(a) d^c ,
on trouve une décomposition unique en O)B et — doc,. Ainsi, la formule
(70) détermine un champ unique B ç U.

La formule (10) définit les produits scalaires (B, b) pour tout b ç. U :

(B(c,û),fc)=([fl,&],c) (10)

Donc, il ne peut pas exister plus qu'un seul vecteur B (c, à) ç. Il, vérifiant
(10). Par conséquent, il reste pour démontrer le théorème 6 à prouver
que la fonction B, déterminée par (70), vérifie l'identité (10) pour tout
b ç H.

On utilisera les formules connues (71), (76) d'analyse vectorielle

d^ A œ1) = d^ A œ1 + (— 1)^ ̂  A dw1 (71)

œ^ A œ1 == (— 1)̂  œ1 A œ^, (72)

i(a) (^ A œO = (i(d) ̂ ) A œ1 + (— 1)^ o^ A 0"(û) a)1), (73)

i(a/\b) œ == i(b)i(a) ù) pour tous vecteurs a, b (74)

Soit T l'élément de volume riemannien sur D (une /î-forme, n ==
dimD).
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Alors pour tous champs de vecteurs tangents a, b, on a

(û,&)T=o)iAO(fc)T), (75)

à (i(a A &) T) == <({û, &}) T + <(a) d W T — i(b) à i(a) T. (76)

II résulte de (67), (50) et (75) que pour tous champs de vecteurs
a, b, c

( [û, &], c) = f ({û, &}, c) T =f œ.1 A <({û, &}) T. (77)
J D »/ D

Pour deux champs û, é ç U, on trouve d'après (66)

d i(a) T = T div a = 0, d i(b) T === T div b == 0. (78)

Conformément à (78), il résulte de (76) pour a, b ç U,

d ( ( û A & ) T = K { û , f r } ) T . (79)

II résulte de (79), (71) et de la formule de Stokes que

/ (4Aî({û,é})T=/ dœiA<(ûA&)T—f (^A^A^T. (80)
»/ D »/ D J 3D

D'après (66), pour les champs a, b ç U, l'intégrale le long de 8D est
égale à 0. En effet, soit Ç71-1 = Ci A... A Ç»-i un polyvecteur tangent à
6T>. D'après (68)

^A^ûA^Tl^S^^ |Çi)(T|aAfcAÇ<' )

où

ç/ = Ci A... A ç<-i A Ç<+i A ... A Çn.

Mais T [ a A & A ̂  =0, parce que le n-vecteur a A b A Ç<' est tangent à
une variété ÔD de dimension n — 1. Donc, pour a, b ç U

/ œiA<(ûAfc )T=0. (81)
./ 3D

H résulte de (72), (74), que

^A^flA&)T=0'(ûAfc)T)A^=0•(&)î(a)T)Aûfa) lc. (82)

Remarquons que la forme (z (a) r) A ^œ^ est égale à 0 parce qu'elle
est de degré n + 1. Donc il résulte de (73) que

0- (b) i (a) T) A dtûî = (— \Y (i (a) r) A (i (b) d^ ). (83)
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La forme T A ï (b) d<ûï est aussi de degré n -T- 1 donc nulle. Par
conséquent (73) donne

(i (à) x) A 0(&) dwî) = (— l)^1 (T A^û) <(&) ̂ ) =
== (— 1)» (i (&) z (û) d^c ) T. (84)

En comparant les formules (77), (80), (81), (82), (83), (84), on
trouve

< [a, b],c ) = Ç (i (b) i (a) Ao; ) T. (85)

H résulte de (70) et (69), que

i (b) i (a) dwï = < (b) (ù)â — da) = (&, B — grad a). (86)

D'après le théorème de décomposition orthogonale, le champ b ç. U
est orthogonal à grad a. Donc il résulte de (85) et (86) :

< [a, b], c ) = f (é, B — grad a) T = < B (c, û), 6 )

C.Q.F.D.

1̂  cas tri-dimensionneL— Si n = 3, la formule (70) s'écrit sous la
forme

B (c, a) = rot c A a + grad a (87)

où A est le produit vectoriel, associé à la métrique (8) de D. La démons-
tration de la formule (87) est immédiate.

Le cas bi-dimensionnei — Soit D une variété riemannienne de di-
mension 2, éventuellement à bord <9D. Les champs de vecteurs v ç U
admettent les fonctions de courant çp. En effet, soit v ç U, I l'opérateur
de rotation d'un angle droit « à droite ». Alors pour chaque contour
homologue à 0, y == ôa,

0 z= I I div v dx = CD v dn == CL) Iv dx
JJ^ A A,

donc la 1-forme (Iv) dx est fermée.
Ainsi

v == 1 grad <p == rot <p

(8) Un changement d'orientation sur D change les signes de rot et de A en
même temps.
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où ^ est « la fonction de courant », éventuellement multivalente. Il résulte
de (71), que la jonction de courant ^fv^v^} du commutateur { Vi, v^ } de
deux champs Vu, v^ ç. U est le jacobien des fonctions de courant de ces
champs :

^1^2} = J (̂ r ^2) = v! A V2. (89)

Le théorème 6 devient l'affirmation suivante : Soient çpc» ^o les
fonctions de courant des champs c, a ç. U. Alors le champ de vecteurs
B (c, a) est donné par la formule

B = — A ^c grad ^a + grad a, (90)

où A == div grad = — rot rot.

On déduit la formule (90) de (87). Or c = rot ^c, a = rot ̂
rot c A û = rot rot ^c ' grad cpo. Dans le cas particulier de l'espace eucli-
dien x, y les formules (88), (89), (90) deviennent

^ _ ^ _ <^ ô^ ô^ ô^

"W9 vv-———————^^{v^}- ^ Qy ~ Qy ^ 9

Va,=

à2 y

^l^^-- (91)

10. Applications à l'hydrodynamique.

Soit comme au § 9, S Diff D le groupe des difféomorphismes d'un
domaine riemannien bômé D, conservant l'élément de volume.

n résulte des principes de la mécanique que les géodésiques de la
métrique invariante à droite correspondant à (67) sont les écoulements du
fluide parfait dans D.

En effet, considérons un fluide parfait (incompressible, non visqueux,
homogène), remplissant le domaine D. La transformation

g (t) : D -> D

déplaçant chaque particule du fluide de sa position au moment 0 à sa
position au moment t conserve l'élément de volume. Donc, g(t) ç S Diff D.
La courbe g(t), conformément au principe de moindre action, est une
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géodésique du groupe SDiffD, car elle extrémise l'intégrale JTA, où
T est l'énergie cinétique :

T=-1- Ç v^dx
2 JD
1 f
2,/D

où v est le champ des vecteurs vitesse (9). Or

g ( t + d t ) = ( e x p ( v d t ) ) g ( t ) .

Donc le champ des vecteurs vitesse est la translation à droite du vecteur
g dans l'algèbre IX :

v == R -̂i g.

Donc, g (t) est la géodésique d'une métrique invariante à droite,
correspondant à la forme (67).

Les formules des paragraphes précédents correspondent aux métri-
ques, invariantes à gauche. Pour obtenir les formules analogues dans le
cas invariant à droite, il suffit, d'après (52), de changer les signes devant
tous les commutateurs et opérations B; ce qui ne change pas les formes
quadratiques (44), (45), (53).

Conformément à (32) et (52), le champ des vecteurs vitesse du
fluide parfait vérifie l'équation

^v
——=—B(v,v). (92)

ôt

En comparant à (87), on trouve l'équation du mouvement « dans la
forme de Bernoulli » pour le fluide parfait dans un domaine riemannien
à 1 dimension D :

ôv
=== v A rot v + grad a, div v == 0, (v, n) == 0 sur ôD. (93)

Qt w f

Dans le cas d'un écoulement stationnaire, (93) et (76) impliquent

vAro tv==—grad a, { v , r o t v } = = 0 . (94)

Ainsi, le champ des vitesses d'écoulement stationnaire commute avec
son rotationnel. On en déduit immédiatement une classification topolo-
gique des écoulements stationnaires analytiques des fluides parfaits dans
les domaines tri-dimensionnels [4].

(9) Du point de vue du mathématicien, on peut considérer ce principe comme
définition des fluides parfaits. Voir [14], [11].

25



346 V. ARNOLD

Notamment, le domaine D se trouve divisé par un sous-espace
analytique en un nombre fini de « cellules » ouvertes, fibrées en tores ou
en cylindres engendrés par des lignes de courant (10). Les lignes de
courant sont fermées sur les cylindres, fermées ou denses sur les tores
(fig. 2, 3).

FIG. 2.

Plus précisément, le théorème suivant a lieu

THÉORÈME 7 (voir [4]). — Supposons que

1) Le domaine tri-dimensionnel D est connexe et compact,

2) Le champ de vecteurs-vitesse d'écoulement stationnaire v, le domaine
D et le bord 9D sont analytiques réels.

3) Les vecteurs-vitesse et le vecteur rotationnel ne sont pas partout
collinéaires :

v A rot v ^é 0.

Alors presque toutes les lignes de courant sont fermées ou bien par-
tout denses sur des tores analytiques plongés dans D : toutes les autres
trajectoires forment un vrai sous-ensemble analytique compact dans D.

Remarque. — La condition d'analycité n'est probablement pas très
importante. La condition de non collinéarité est probablement importante.

(10) Les trajectoires de champ de vecteur vitesse v.
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FIG. 3.

Car les écoulements avec ro tv=Xv( 1 1 ) admettent, probablement, des
lignes de courant avec une topologie aussi compliquée que celle des
orbites en mécanique céleste (voir [5], fig. 6). De même, les lignes de
courant des écoulements stationnaires des fluides visqueux peuvent avoir
une topologie compliquée.

Démonstration du théorème 7. — D'après (94), les lignes de courant,
comme les lignes de rotationnel sont orthogonales à grad a. Donc, elles
apaprtiennent aux surfaces de niveau, a == const. Etudions la topologie
de ces surfaces.

On appellera une valeur oo, valeur critique, s'il existe un point x
dans D, où grad a (x) = 0 et a (x) == ao, ou s'il existe un point x dans
<9D, où grad a (x) est orthogonal à ÔD et a (x) = ao. Il résulte de l'ana-
lycité de a et <9D qu'il n'y a qu'un nombre fini de valeurs critiques. La
fonction a n'étant pas constante (non collinéarité), les points x dont a (x)
est critique, forment un nombre fini de surfaces et courbes analytiques
dans D.

Ces surfaces divisent D u <9D en « cellules », dans chacune desquelles
grad a ̂  0 et grad a n'est pas orthogonal à <9D. On montrera que dans
chaque cellule, les lignes de courant sont fermées ou partout denses sur
des tores.

Considérons une composante connexe C d'une surface de niveau

(1!) Exemple :
D = T3, v^ == A sin z + C cos y, Vy = B sin x 4- C cos z, v^ = C sin y + B cos x.
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non-critique a (x) = ai, la valeur ai étant non-critique. Cette composante
C, ou bien

1) n'a pas d'intersection avec ÔD, alors C est une surface analytique
fermée dans D, ou bien

2) a une intersection avec ÔD, Cn ÔD = OC formée d'un nombre fini
de courbes analytiques fermées (l'intersection est transversale, parce
que grad a n'est pas orthogonal à <9D).

Si C est une surface sans bord, le groupe R2 agit sur C globalement
et sans point fixe. En effet, soient (s, t) ç R2, x ç. C. Considérons la
solution y (XQ ; s, t ; r) du système

dy
—— = s r + t v, y (XQ ; s, t ; 0) = XQ, (r = rot v).

dx

Les champs r et v commutant (94), l'application

x:C X R^C

donnée par x (xb ; s, t) == y (JCo ; s, t ; 1), définit l'action de K2 sur C.

Or ai est non-critique, donc v f\ r =7^= 0 partout sur C, par conséquent
R2 agit sans point fixe. Donc C est un tore, et la ligne de courant
x (xo ; 0, t) est une orbite d'un sous-groupe à un paramètre; ce qui démon-
tre le théorème 7 au cas où ôC = 0.

Soit maintenant <9C ̂  0. Alors ôC est formé par un nombre fini de
lignes de courant fermées sur ôD. Soit x (;Co, 0, r) une des composantes
de ôC :

x (.Xo ; 0, T + T) = x (XQ ; 0, ï) pour tout T.

Conformément à la non-collinéarité et connexité de C, chaque point
de C peut s'écrire sous la forme

Xi == x (xo ; s, 0.

La commutativité de R2 implique donc

x (x^ ; 0, T) = xi

c'est-à-dire la ligne de courant, issue du point JCi, est fermée. On voit aussi
que C a la topologie du cylindre S1 X I1. Le théorème 7 est démontré.

L'équation aux variations (46) au voisinage de l'écoulement station-
naire (94) correspond en hydrodynamique à l'équation de Rayleigh (équa-
tion pour fluide non visqueux de Orr-Sommerfeld). La forme quadratique



GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE DES GROUPES DE LIE 349

(44) est une intégrale première de cette équation linéaire. Conformément
au théorème 4, il suffit pour la stabilité de l'écoulement stationnaire que
la forme quadratique (44) soit définie (positive ou négative).

Il semble que, pour les écoulements à trois dimensions, la forme (44)
ne soit jamais définie. Seul, pour les écoulements à deux dimensions,
le théorème 4 implique des critères effectifs de stabilité.

Soit, par exemple, D un anneau plan (fig. 4).

L'écoulement stationnaire dans l'anneau D est stable, si sa fonction
de courant vérifie la condition de concavité de profil de vitesse.

V»
V A ^

>0. (95)

FIG. 4.

En effet

THÉORÈM]E 8

2

L — La forme quad

S»2 tî / / /'Sî,,\2 10 -b == I I (OV)~ T

ratique (44) est

V(p
(8r)2 dx dyr—7 * , \^' / ^"^ ^JVA^

(96)

où 6r = rot 5v.
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Remarque.—Le rapport des vecteurs V(^ et VAcp dans (95) et
(96) est un scalaire, parce que ces vecteurs sont collinéaires pour l'écou-
lement stationnaire (voir (94) et (91)).

La condition (95) implique : la forme (96) est définie positive. Donc,
conformément au théorème 4, l'écoulement stationnaire (95) est stable.
On trouvera une démonstration rigoureuse de stabilité dans [2].

Démonstration du théorème S. — D'après les formules (41), (44),
(67), la forme quadratique (44) est

282E==/J^8v2 + Sv{f,v}dxdy,où6v= B(v,f)=r M + grad a,

r=—-Acp. (97)

En intégrant par partie, on trouve d'après (76) et (71)

I j 8,, {/, v } dx dy = j j 8v rot (M v) dx dy =

'/Y0 (98)
= (6r)(f/\v)dxdy,

avec des notations évidentes.

La formule (88) implique

M v = = M I V ^ = — ( A V ç î O . (99)

D'autre part, il résulte de (97), (51) et (91), que

5r={ r ,n=—A^i—A^—A^/2—A^== -,„,
( lUU)

= — A ç p ( A , + ^ ) — A ( M i — A ^ 2 = — ( / , V A ( 1 0 .

En comparant les formules (99) et (100), on trouve

VA
Mv=——1-8r (101)

VAcp

La formule (96) résulte directement de (97), (98) et (101). Le
théorème 8 est donc démontré.

Remarque. — L'écoulement stationnaire peut être stable même si la
forme (96) n'est ni définie-positive, ni définie-négative.

En effet, l'écoulement circulaire dans un anneau circulaire

(^=^(x2 +y2))
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V(p
est stable, si ——— ne change pas de signe. Pour la démonstration,

voir [1]; on utilise le théorème 4 et l'intégrale première du moment
cinétique.

De même, l'écoulement plan-parallèle

Ç=v(y),0; Yi^y^Y^; xmodX

est stable, si Vyy =^ 0, c'est-à-dire si le profil de vitesse n'a pas de points
d'inflexion (analogie non linéaire du théorème de Rayleigh, voir [12], [9]).
En plus, l'écoulement ayant un seul point d'inflexion est stable dans le
cas de la figure 5 (v/Vyy > 0), tandis que dans le cas de la figure 6
( y / ^ y y < 0), il est stable dans une bande assez étroite. Par exemple, si

v (y) = siny, Yi + Y^ = 0, X = 2 n,

alors l'écoulement est stable pour | ¥2 — Yi | < 71 et instable pour
| ¥2—Yi [ > TC. Pour les démonstrations, voir [1] et [2] ; on utilise le
théorème 4 et l'intégrale première des quantités de mouvement.

Les méthodes de [l], [2] s'appliquent aussi aux autres mouvements
à deux dimensions. Par exemple, L. A. Dikii dans [7] a étudié les écou-
lements sphériques.

y

LJ-A
Y.

/ / / / / / / / / / / / / / /

7
-̂  x

7
Y,

/ / / / / / / / / / / / / / / / / / / / /

Pio. 5.
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/ / /
Y^

Yi

/ / / / / / / / / / / / / / / / / /

/ / / / / / / / / / / / / / .

——y———-/
———7
————————7
———————-}———————————————————————^——-y
——/

FIG. 6.

Le problème : existe-t-il un écoulement stable parmi les écoulements
stationnaires des fluides parfaits à trois dimensions ? reste ouvert.

11. La courbure riemannienne
du groupe des difféomorphismes.

L'expression (53) pour la courbure du groupe de Lie, muni d'une
métrique invariante à gauche (12), garde un sens pour le cas du groupe de
dimension infinie SDiffD, groupe des difféomorphismes d'un domaine
riemannien D. J'appelle cette même expression « courbure riemannienne »
du groupe SDiffD.

A titre d'exemple, on calculera dans ce paragraphe, la courbure du
groupe S Diff T2 des difféomorphismes d'un tore T2, muni d'une métrique
localement euclidienne. Les calculs montrent que la courbure dans les

(12) Evidemment, au cas d'une métrique invariante à droite, la courbure dans
une section correspondante est la même.
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« assez bonnes » sections est finie. On trouve beaucoup de sections, dans
lesquelles la courbure est négative (théorème 9). Mais on sait depuis
Hadamard [10], que la courbure négative provoque l'instabilité des géodé-
siques. Les géodésiques du groupe S Diff D étant des écoulements de
fluides parfaits, on démontre ainsi l'instabilité (13) de certains écoulements.

On trouve d'autre part des sections dans lesquelles la courbure est
positive. Je ne sais pas s'il existe des points conjugués sur le groupe
S Diff T2.

Démontrons d'abord quelques formules auxiliaires. Comme on a vu
au § 9, l'algèbre H du groupe S Diff T2 peut être considérée comme l'al-
gèbre des fonctions de courant cp (x, y). Nous nous bornerons maintenant
à la sous-algèbre Uo formée par les fonctions de courant univalentes (14).

Soit CUo V extension complexé de l'algèbre Uo. L'extension des
opérations [ , ] , < , ) , B ( , ) , V, R, définies dans les paragraphes précé-
dents, est immédiate; on a

[Xz, X'z'] = \V k, z'] ; < \z, Vzf ) = XX' ( z, z' ), (102)

Baz^O^À'Bte^,

Vx. X'z' = XX' V. z' ;

< R (Xz, X'z') r '̂, r'z'" ) = À ÀTT' < R (z, z') z", z'" ), (103)

pour tout z ç C Uo et tout \ ç C.

Evidemment, les opérations ainsi prolongées vérifient les identités
algébriques (6), (10), (11), (45), (53), (59). Le tenseur de Riemann, qui
apparaît dans (103) est défini pour le cas réel par

R (X, Y) Z == — V.. VyZ + Vy Va, Z + V[OM,] Z. (104)

II est lié à la courbure (49) dans la section définie par deux vecteurs
orthonormaux Ç, Y], par la formule

C^ == ( R (Ç, y}) Ç, y; ), (105)

(13) Le mot instabilité, ici, a une autre signification qu'au § 10 : il s'agit de la
proximité des courbes g ( t ) dans le groupe et pas de celle de leurs images v (t)
dans l'algèbre.

(14) Cette sous-algèbre est un idéal. Le sous-groupe invariant correspondant
(groupe des mouvements conservant le « centre de gravité ») est une sous-variété
complètement géodésique de S Diff T2, ce qui résulte de la loi de conservation de la
quantité de mouvement. Donc, les courbures des sections correspondantes dans le
groupe S Diff T2 et dans le sous-groupe sont les mêmes.
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et il vérifie les identités de symétrie et de Bianchi :

< R (X, Y) Z, W ) = — ( R (X, Y) W, Z > = ( R (Z, W) X, Y ) (106)
< R ( X , Y ) Z , W > + < R ( X , Z ) W , Y > + < R (X, W) Y, Z ) == 0. (107)

Les relations (106) et (107) restent valables dans C Uo.

Soit maintenant
^==:^^^)

une fonction univalente sur le tore T2 = R2/r, R2 = [x}, k un vecteur
du plan euclidien R2. Evidemment, les vecteurs admissibles k forment un
réseau et les fonction e^ k=^0, forment une base dans l'espace C Uo. On
calculera les opérations (102), (103) sur les vecteurs de base.

Soient S Faire du tore T2, et R^m.n = <R(^, e{) e^ en).

LEMME 10. — Les formules suivantes ont lieu :

(e^ei)=0 pour A + Î ^ O ; (e^e^^k^,

[̂ , ci] == (k A 0 e^i;

k2

(k + Q2 ;

(VAM)(M-V)
: y 2 »

B (Cfc, <?0 == b^ i ̂ + ï, b^ i == (k A 0

Ve^ Ci === di, fc+ ï €jc+1, d^ v '•

Rfc,Lw,n = (ûî,n ÛT^w —— Cll.m ûfc,n) S,

(108)

(109)

(110)

(111)

(112)

pour k + 1 + w + n = 0 on a

(« A v)2

u + v (113)

•w / : + < + w + n ^ 0 , alors :0.RJM.W,»

Démonstration du lemme 10. — La formule (108) est une consé-
quence immédiate de la définition (67), et la formule (109) est une con-
séquence des formules (51) et (52).

Ensuite, il résulte des formules (10) et (109) que

<Bfefc, ci), e^) = (l A m) (ei+^ ^). (114)
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D'après (108), la formule (114) montre que BÇeje, ffi) est orthogonal
à Cm pour k + l + m ̂ = 0. Donc, BÇe^, ei) = b^,i e^+i. On trouve l'ex-
pression (110) pour bje,i en utilisant (114) et (108) avec m =—k—l.

Il résulte de (55), d'après (109), (110), que

k2—^fi-^-n
\ (k+î)2 /

V^< ' t=—(AAO 1 (115) ^fc-H.
( k + l ) 2 /

Mais évidemment

1 /i-*'-"^
\ (k + Q2 /

(U + 0
(116)

2 \ (A: + Q2 / (À: + Q2

Les formules (115) et (116) entraînent (111).

Ensuite, en substituant (111) dans (104), on trouve d'après (103)

Vej^ Ve, Cm == rfl+^fc+l+w ^m, l+w ^fc+î+w» (117)

Vei Ve^ ^w = dfc+»»»,fc+î+w ^w,fc+m ^fc+I+w» (118)

V[ejfce;] ̂  = (A A 0 rim,fc+î+w ^Jfc+l+m. (119)

En comparant les formules (104), (117), (118), (119) et (108), on
trouve R^i,w,n = 0 pour k - i - l + m + n ^ O , et pour k + ( + m +
^ == 0, on trouve

Rfc^n == (^4-m,n ri^fc+m —— ̂ +^n ̂ ï+m + (̂  A 0 rfm,n) H2 S, (120)

(on a utilisé le fait que du,v est symétrique en u et en v, conformément à
(111).

Soit mainte

A

^w,1» —

dl+m.» ^

înant A; +

^-

^

^

n2

W A Î (l
(.1 + m)2

m^k „

(l
i v

w2

* A 0 + m)

+ m + n =

/ A (* + m)

(k + m)2 v

+ A:) A m

0.

•(k

+

k 4

n,r

(l

D'après (1

+ w, n);

m, w);

- m, w);

^).

+ w,n);

11
"̂

^

), on a

(121)
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II résulte de (121) et (120) :

S-1 R ,̂n,n = A(l/\k) (m A k) + (A—B) (l/\m) (m/\k)

+ B(*AO(/Aw), (122)
où

(k + m, w) (A + m, n)
A=——(FT^——-^ w)
_ (l + m, m) (l + m,n)
B=———(TTm)2———-(mfn)-

On utilisera maintenant l'identité

(a,b)(a,c) (aAé)(aAc) . ^
————— + ————,——— = (b, c) (124)a2 a2

où a, é, c sont trois vecteurs arbitraires du plan euclidien.

(La formule (124) est mieux connue sous la forme

cos a cos p + sin a sin p = cos (a—(i)).

D résulte de (123), (124) et de k + l + m + n == 0, que

(AA"O(;A") _ (<Am)(*An)
A- (k+my ' B= (l+my • (125)

La formule (122) équivaut à

S-1 Rt,i,m.» = A(w A k) (l A (k + m)) + V(l A m) (k A (l + m)) (126)

Compte tenu dek+l+m+n=0, (126) se réduit à

S- lR»,t^,»=A(OTA*)("AO + B(l/\m)(n/\k). (127)

En comparant (127) et (125), on trouve

c-io (k/\m)2 (l/\nyt aAwO^An)2

0 ivfc l m n =- ~~—————————————— —— ——————————————— (128)
"' (A:+m)2 (i+w)2 v /

La formule (128) est équivalente à (112), (113), car *: 4- m =
— (( + n) et l 4- m == — (k + n). Le lemme 10 est donc démontré.

THÉORÈME 9. — La courbure du groupe S Diff T2 dans chaque sec-
tion, qui contient le vecteur ç ç U, correspondant à la fonction de cou-
rant côs kx, est non-négative.
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Le théorème 9 est une conséquence immédiate de la formule (129)
ci-dessous.

LEMME 11. — Soient

2ç=^ + e^, f] === £ ̂  Ci

deux vecteurs réels dans U, c'est-à-dire x^i =: Je;. Alors, avec les nota-
tions de (113),

<R(Ç, ^)Ç, Tj) = — — — — 2 < ï ^ + ^î+2fc (129)

Notons un corollaire de la formule (129) :

COROLLAIRE. — La courbure du groupe S Diff T2 dans la section,
définie par les fonctions de courant ç == cos kx, Y] = cos Ix, est

k2 + F
Cs,n ==— ———— sin2 a sin2 |3

T\ï

(130)

où S est l'aire du tore, a l'angle entre k et J, (5 FûM^k ^n^ A- + l et k — l.

Par exemple, pour T2 == { x, y mod 2 n } la courbure dans la section
déterminée par les champs de vecteurs (sin y, 0) et (0, sin x) est

P
^Pî ——

1

8it2'
(131)

La formule (130) entraîne (131), ici k2 == l2 -==. 1, S = 4Tr2 oc =:

^
Démonstration de la formule (130). — Les vecteurs ç, T} étant ortho-

gonaux dans U
<R(Ç,î])Ç.îî}

Cî,=. (132)
<ç.çx^)

D'après (108),

(^^y^S, <iî , , , )=—PS. (133)
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En posant dans (129), Xz = x^i = —, on trouve
2

ç

<R(Ç' Tî) Ç> ^> = —^ (û î + a^-^ + ai,-, + <-^2fc). (134)

Conformément à la formule (113), aj,,-2t=<_( et ^_,_^=a^

Donc (134) devient
0

<R (Ç> îl) Ç' TÎ )=—-„- (ûl; + ai-i). (135)
0

II résulte de (113) que

< ^ + ^ ^ = ( ^ A 0 4 ^ - + ^ U + = ^ + / , A _ = ^ — ^ .

On utilisera les identités évidentes

AÏ + h2, =2(k2 + P), h+ A A- =-2(*AO. (137)

II résulte de (136) et (137) que

^<_,^A^A^^ ^

En comparant les formules (138), (135), (133), (132) et compte tenu
de

(k A O2 = k2 P sin2 a, (A+ A h.)2 = h\ h2, sin2 p,

on obtient (130). Le corollaire est donc démontré.

Démonstration du lemme 11. — Conformément à (103),

W^ ^Ç» ̂  ̂ 'T2 (^^,-2^-? ^^-2fc-î + R-fc,î,-fe,2fc-l.^2fc-î

+ R&,î,-fc,-î^^-î + R-^^.-î^.c-z). (139)

En utilisant (112), on trouve pour les coefficients de la forme qua-
dratique (139) les valeurs

Rfc,î,Â;,-2A;-ï == R-fc, l,k,-l = ——û|,îS,

Rfc. î, -k, -l == R-fc, l, -k, 2k-l == —— û2, -l S.

Donc, la forme (139) devient
0

(R^r^)^7])=——'L[a2^(x^x^k-l + XzX.i) +
4 î

+ aî^z(xiX2k-i + ̂ ^-0]. (140)
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Mais il résulte de la formule (113) que

a^^i^aii^ (141)

En utilisant (141), on démontre facilement que

2 ai -î (xi Xs^i + Xi x^i) = £ aii(xi+2k x^i 4- Xi^k ^-î-2fc).
i i

(142)
II résulte de (140), (142) et de la relation de réalité x^j = Je}, que

S _ _ _ _
<R(Ç, îj) ç, rj) == — — S ali (xi Xi+sjc + Xi Xi + Xi+2k Xi + Xi^ic ^+2fe),

4 i

ce qui équivaut à (129). Le lemme 11 est démontré.

Remarque. — I I existe aussi des sections dans lesquelles la courbure
du groupe S Diff T2 est positive. En effet, considérons une section, définie
par les deux fonctions de courant

ç = cos(3p;c—y) + cos(3p;c + 2y),

ï] = cos(px 4- y) + cos(p;c — 2y), (143)

sur le tore T2 = { x, y mod 2 71 }. Alors la courbure sectionnelle est

C,,=W|-^^__>0 pour ,^«. (144)
( ^ÇX^^ î ) 8îl

Démonstration de la formule (144). — Soient k, l, m, n des vecteurs
plans entiers, k 4- m = i + n, et

ç == Xk cos ̂  + ^w cos mx,

7j == yj COS te 4- Yn COS MX. (145)

Alors, d'après (103), (106), (107), on trouve

S
<R(Ç, ïj) Ç, T]) == — (afc,;4 ^2 + a^n4 yS + am,i^ y? +

16

+ am,n ̂  ̂  + a ̂  ̂ m Yl yn\

où, conformément à la formule (112),

<XM=——2(ûi; + <-;); afc,n==——2(^.n + ûî n); ^

a^i = — 2(aâ.i + <-i); a^n = — 2(a^n + <-n); 1- (147)

a = 4(2ûfc,m ûï,» —— Oje, -n Oi, -w —— a^ -l Ow, -n).
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Les vecteurs (143) ont la forme (145) avec Xjc = Xm = yi = yn = 1,
et

.=-3,,1; .=3,, 2, -,
f = = p , l ; n=—p,2. f

D résulte des expressions (148) que pour p-> oo, tous les produits
k A l... sont d'ordre p, avec les sommes et différences [ k ± l \..., sauf

\k + w | == \l + n| ==3.

Donc, d'après (113), tous les û^... dans (147) sont d'ordre p, sauf

a^==27p2, a^n=3p2.

Ainsi, on obtient l'expression asymptotique pour (146) :

—— . . . Sa S-81p4

<R% ̂  Ç^> - -T - ———, (p -> oo). (149)
16 2

D'après (108), <Ç, Ç> = y (*2 + m2) S; (T), ^> = — (P + n2) S.

Il résulte donc de (148) que

(^Ç)-^? 2 ^ (^^-^S (p-^oo). (150)

Les formules (149) et (150) donnent (144), compte tenu de l'aire du
tore : S == 47:2. Ce qu'il fallait démontrer.

Un calcul plus précis montre que Cç-n > 0 déjà pour p = 2, c'est-à-
dire dans la section

Ç = cos(6;c—y) + cos(6;c + 2y),

7j=cos(2;c + y) + cos(2;c—2y).
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