
SUR LA LACUNARITE DES PUISSANCES DE TJ

par JEAN-PIERRE SERRE

To Robert Rankin for his 70th birthday

Introduction. La fonction 17 de Dedekind est definie par

T,(z) = q 1 / 2 4 n (I-Qm) = qm4a-q-q2 + q5+ -..), (1)
m = l

ou q = e2mz, Im(2)>0. C'est une forme modulaire parabolique de poids 1/2. Si r est un
entier, la puissance r-ieme de 17 s'ecrit:

00

V(z) = qr/24 I P»<?n, (2)
n = 0

ou les coefficients pr(n) sone definis par l'identite

fl (l-qm)r= 1 PrMqn. (3)
m=l n=0

De nombreux auteurs se sont interesses aux pr(n), et en particulier a leur annulation
([1], [5], [6], [8], [10], [11], [13], [14], [16]). II se trouve en effet que, pour certaines
valeurs de l'exposant r, presque tous les pr(n) sont 0: l'ensemble des n tels que pr(n)^0
est de densite nulle; on dit alors que la serie 17r est lacunaire. C'est le cas pour r= 1, 3
comme le montrent les identites d'Euler et Jacobi ([4], chap. XIX):

fl (l-qm) = I(-l)V3"2+n) /2

m = l —00

fl (l-qm)3= I (-l)"(2n + l)q("2+")/2

m — 1 ti-O

7q6 + 9 q 1 0 - l l q 1 5 + 1 3 q 2 1 - . . . (5)

On ne connait pas d'autres valeurs impaires de r pour lesquelles 17r soit lacunaire au
sens ci-dessus; des calculs sur ordinateur rendent probable qu'il n'y en a pas (cf. n° 3.2
ci-apres). Lorsque r est pair, par contre, il peut se faire que T|r soit lacunaire; c'est le cas
pour r = 2,4,6,8 d'apres Ramanujan [13]; c'est aussi le cas pour r=10, 14 et 26
([5], [10], [14]). Je me propose de montrer que ces cas sont les seuls:

THEOREME 1. Supposons r pair>0. La fonction rjr est lacunaire si et settlement si r est
egal a 2,4, 6, 8, 10, 14 ou 26.

La demonstration fait l'objet du §1. Elle repose sur le th. 17 de [19], lui-meme
consequence de l'existence, prouvee par Deligne, des representations /-adiques attachees
aux formes paraboliques de poids entier.
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204 J-P. SERRE

Le §2 est consacre aux exposants exceptionnels r = 2, 4, 6,8, 10, 14 et 26: il donne
une decomposition de 17r en termes de formes de type CM, associees a des caracteres de
Hecke de Q(v —1) et Q(V—3), et precise dans quels cas on a pr(n) = 0.

Le §3 contient divers complements, notamment sur la "lacunarite mod m" des 17r.
J'ai beaucoup beneficie d'une correspondance avec Oliver Atkin, Henri Cohen et

Victor Kac sur les sujets abordes ici; je les en remercie vivement.

1. Demonstration du theoreme 1. Dans ce §, on suppose que r est pair>0 et
n'appartient pas a l'ensemble {2, 4, 6, 8,10,14, 26}. II s'agit de montrer que 17r n'est pas
lacunaire.

On pose k = r/2; c'est le poids de 17r.

1.1. Les formes fk. II est commode de changer de variable en remplacant q par q12,
de sorte que les exposants de q dans 17r = 172k deviennent entiers. Cela amene a poser (cf.
[19], n° 7.8):

-2q 7 3 -2q 9 7 -2q 1 0 9 + q1 2 1+. . . (6)

La fonction / est une forme parabolique de type (1, e) sur T0(N), ou JV= 122 = 2432,
et ou e est le caractere de (Z/NZ)* defini par

e(n) = (-l)("-1)/2 si (N,n)=l. (7)

II en resulte que la forme

fk(z) = V(12z) = qk X Pr(n)q12n, (8)
n=O

est de type (k, ek); avec les notations de [19], n°7.6, on a

fkeS(N,k,ek). (9)

Notons Scm(N, k, ek) (cf. [19], p. 181) le sous-espace de S(N, k, ek) engendre par les
formes de type CM, au sens de Ribet [15]. Si <p e S(N, k, ek), on sait ([19], th. 17) que <p est
lacunaire si et seulement si <p appartient a Scm(N, k, sk). Le th. 1 equivaut done au suivant:

THEOREME V. On a fk £ Scm(N, k, sk) si kf 1,2,3,4,5,7,13.

Le th. 1' resulte lui-meme de la comparaison des deux lemmes suivants, qui seront
demontres aux nos 1.2 et 1.3:

LEMME 1. Si <p e Scm(N, k, ek), k 3= 2, on a <p | Tp = 0 pour tout nombre premier p tel que
p = - l (modl2) .

(On note cp | Tp le transforme de <p par l'operateur de Hecke Tp, cf. [19], n° 7.1.)

LEMME 2. On a fk | T n ^ 0 si k^ 1, 2, 3,4, 5,7, 13.
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1.2. Demonstration du lemme 1. Rappelons d'abord comment on construit une base
de Scm(N, fc, ek), pour fc 3= 2, au moyen de corps quadratiques imaginaires et de caracteres
de Hecke ("Grossencharakteren"):

50 it K = Q(vd) un corps quadratique imaginaire de discriminant d; on a d < 0 ; soit
OK l'anneau des entiers de K. On note eK le caractere quadratique associe a K; le

conducteur de EK est \d\; on a eK(p) = I — I si p est premier et ne divise pas 2\d\.
\p /

Soit c un caractere de Hecke de K d'exposant k -1 et de conducteur fc, ou fc est un
ideal non nul de OK. Par definition, c est un homomorphisme

c:I(fc)->C*,

ou /(fc) designe le groupe des ideaux fractionnaires de K premiers a fc. On a de plus:

c(aOK) = ak~1 si a s K * et a = 1 modx fc. (10)

A c est attache un caractere de Dirichlet wc, defini par:

(oc(n) = c(nOK)/nk~1 pour tout raeZ premier a fc. (11)

Considerons la serie
fc(z) = I c ( a ) < i « (<! = e2™Im(z)>0), (12)

ou a parcourt les ideaux de OK premiers a fc, et N(a) designe la norme de a. On sait ([15],
p. 35-36 et [20], p. 138) que <pKc est une forme parabolique primitive ("newform", au
sens de [7]) de type (fc, eKwc) sur le groupe ro(|d| .N(fc)). De plus, des couples (K, c)
distincts donnent des formes q>Kc distinctes (ceci ne subsiste plus pour fc = 1, comme
l'avait remarque Hecke a propos de T)2, cf. [18], §7.3).

51 5 est un entier 3=1, no tons <pK,c,6 la forme definie par:

<PK,C,SU) = <PK,C(SZ) = I c(a)qsma\ (13)
a

Pour que cpK,c-S appartienne a l'espace S(N, fc, ek) qui nous interesse, il faut et il suffit
que les deux conditions suivantes soient satisfaites:

S.|d|.7V(fc) divise N; (14.1)

ek. (14.2)

(II y a un abus de notation dans (14.2): l'egalite doit avoir lieu entre les caracteres primitifs
correspondants, i.e. on doit avoir eK(p)wc(p)= e(p)k pour tout p premier j=1, 3.)

Par definition (cf. [15], loc. cit., ainsi que [19], p. 181), Scm(N, fc, ek) est le sous-espace
de S(N,k,ek) engendre par les <pK,c,8 Pour ' e s triplets (K, c,S) satisfaisant aux conditions
(14.1) et (14.2).

Or ces conditions sont tres restrictives. Tout d'abord (14.1) entraine que \d\ divise
N = 2432. Cela ne laisse que les possibilites:

d = - 3 , - 4 , - 8 , -24,
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qui correspondent aux corps Q(V=3), QCV3!), QCV^) et QCV11^). En fait:
a) Le cas d = -8 (i.e. K = Q(-J-2)) est impossible
Supposons d = - 8 . Vu (14.2), on a o)c = eK ou eK.e, suivant la parite de fc; cela

entraine que le conducteur mc de wc est egal a 8. So it d'autre part qc le generateur positif
de fc HZ. II resulte de (10) et (11) que wc(n) = 1 si n = 1 (mod qc), d'ou le fait que 8 divise
qc. Si p designe l'ideal premier V-2. OK, il en resulte que la valuation p-adique de fc est
2=5, et N(fc) est divisible par 2s, ce qui contredit (14.1) puisque N = 2432.divisible par I , ce qui

! = -24 (i.e. K = Q(V=6)b) Le cas d = -24 (i.e. K = Q(V-6)) est impossible
Le raisonnement est le meme: l'hypothese d = -24 entraine que le conducteur mc de

wc est egal a 24, et Ton en deduit comme ci-dessus que N{\c) est divisible par 25, ce qui
contredit la condition (14.1).

Les seules possibilites sont done d = —3 et d = —4, qui correspondent aux corps
Q(V-3) et Q(V-l). Mais, si p est un nombre premier tel que p = - 1 (mod 12), p est inerte
dans chacun de ces corps, et cela entraine (cf. [15], p. 35):

<PK,C.S I Tp = 0.

D'ou le lemme 1, puisque les <pK,c,s engendrent Scm{N, k, ek).

REMARQUE. Le lemme 1 admet une reciproque: si q> e S(N, k, ek) est tel que <p | Tp = 0
pour tout p = - l (mod 12), alors <p appartient a Scm (N, k, ek); en fait, il suffit meme que
Ton ait <p \ Tp = 0 pour un ensemble de p de densite >0 (cela resulte de [19], cor. 2 au th. 15).

1.3. Demonstration du lemme 2. II s'agit de montrer que fk \ T n ^ 0 si k est un
entier >0 n'appartenant pas a l'ensemble {1, 2, 3, 4, 5, 7,13}. Aux notations pres, ce fait
est demontre dans [10]. Je rappelle la demonstration:

D'apres (8), on a

fk = I pr(n)qk+12n, avecr = 2fc. (15)
n

Comme ek(ll) = (-l)k, on en deduit:

fk I TU = I pr{nWk+13n)'n + {-l)knk-1Z pr(n)q11(k+12n\ (16)
n n

ou la premiere sommation porte sur les entiers n ^ 0 tels que k + Yin soit divisible par 11,
i.e. n = -k (mod 11). Notons m le plus petit de ces entiers; on a

0=£ms£l0 et m = -k (mod 11). (17)

La formule (16) entraine:

| +12mW11 + . . . (18)

ou les termes non ecrits ont des exposants >(fc + 12m)/ll; en effet les exposants des
termes de la seconde somme sont s^llfe et Ton a I lk > (k + 12m)/ll pour k > 1, comme
on le voit facilement.
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Pour demontrer que fk | Tl t est^O, il suffit done de prouver que pr(m)^0. C'est
l'objet du lemme suivant:

LEMME 3. Si 0 «£ m =£ 10, et si k = -m (mod 11), on a

P2k(m)j=0 pour k± 2, 3,4, 5, 7,13. (19)

La methode suivie par Newman [10] pour prouver ce lemme consiste a expliciter les
onze polynomes r •-» pr(m), pour m = 0 , . . . , 10:

pr(0)=l

Pr(D = - r

pr(2) = r(r-3)/2

pr(3)=-r(r- l)(r-8)/3!

pr(4) = r(r-l)(r-3)(r-14)/4!

Pr(5) = -r(r-3)(r-6)(r2-21r + 8)/5!

pr(6) = r(r- l ) (r- 10)(r3-34r2+ 181r- 144)/6!

pr(7) = -r(r-2)(r-3)(r-8)(r3-50r2 + 529r-120)/71!

pr(8) = r(r - l)(r - 3)(r - 6)(r4 - 74r3 +157 lr2 - 9994r + 4200)/8!

pr(9) = -r(r- l )(r-3)(r-4)(r-14)(r-26)(r3-60r2 + 491r-120)/9!

pr(10) = r(r- l)(r8- 134r7 + 6496r6- 147854r5 + 1709659r4- 10035116r3

+ 28014804r2-29758896r + 6531840)/10!.

Or un calcul numerique standard montre que les facteurs:

r2-21r + 8,

r3-34r2+181r-144,

r3-50r2+529r-120,

r4-74r3+ 1571r2-9994r + 4200,

r3-60r2+491r-120,

r8-134r7 + 6496r6-.. . + 6531840,

n'ont aucune racine dans Z. D'ou le lemme 3, et du coup le th. 1.

REMARQUE. Le cas du polynome r8-134r7 + . . . , qui intervient pour m = 10,
necessite l'emploi d'une calculatrice de poche (ou d'un ordinateur), ce qui est un peu
desagreable. En fait, ce cas peut se traiter sans calcul:

Vu l'enonce du lemme 3, il suffit de prouver que pr(10)^0 lorsque r = 2k avec
k = -10(mod 11), d'ou r = 2(modll). Or le polynome ri-»pr(10) est a coefficients
11-entiers; il est done constant (mod 11) sur toute classe modulo 11, et Ton a

pr(10)«p2(10) (mod 11).

Mais il est immediat que p2(10) = 1 (cela resulte, par exemple, de la determination
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explicite de p2(n), cf. n° 2.1). On a done

pr(10) = l (mod 11),

ce qui montre bien que pr(10) est non nul pour les valeurs de r considerees.
La meme methode s'applique aux autres valeurs de m, a condition de diviser le

polynome /•>-»• pr(m) par des facteurs lineaires convenables. Je laisse au lecteur le detail
des calculs, et je me borne a enoncer les congruences obtenues pour m = 5,6,7, 8, 9:

pr(5)=l (mod 11) si r=l (mod 11)

pr(6)/(r-10)=10 (modll) si r=10(modll)

pr(7)/(r-8) = 5 (modll) si r = 8 (modll)

pr(8)/(r-6) = l (modll) si r=6 (modll)

pr(9)/(r-4)(r-26) = 9 (modll) si r=4 (modll).

2. Les fonctions r\r, pour r = 2, 4, 6, 8,10,14, 26. Pour chacune de ces valeurs de r,
on sait ([5], [14]) que -nr est lacunaire, done decomposable en combinaison lineaire de
formes de type CM, associees a des caracteres de Hecke de Q(\/-I) ou Q(v/-3), cf. n° 1.2.

Le but de ce § est d'expliciter ces decompositions, et d'en deduire dans quels cas on a
P» = 0.

Les nos 2.1, 2 .2 , . . . , 2.7 contiennent les formules relatives a 172, TJ4, . . . , 1726. Les
demonstrations ont ete concentrees au n° 2.8; comme elles ne presentent pas de
difficultes, je me suis borne a les esquisser. Les resultats obtenus ne sont d'ailleurs pas
essentiellement nouveaux:

les cas r = 2, 4, 6, 8 se trouvent deja dans Ramanujan [13] (voir aussi [8], [16]);
les cas r = 10,14,26 ont ete traites par Atkin il y a pres de vingt ans (non

publie—mais voir Dyson [3], p. 637 et p. 651);
les cas r = 6, 8,10,14 peuvent se deduire de la formule de Macdonald [9], appliquee

a une algebre de Lie semi-simple de dimension r et de rang 2, de type A^x.A^,
A2, B2, G2.

2.1. Le cas r = 2. La fonction

T)2(12z)= I P2(n)q1+12"=q-2ql3-q25 + 2q37 + q49 + 2q61 + ...

deja consideree au n° 1.1, est une forme parabolique primitive de type (1, e) sur le groupe
Fo(2

432). Elle correspond (par la correspondance etablie dans [2]) a une representation
galoisienne diedrale

Gal(E/Q) -^ GL2(C), ou £ = Q(i,vy12),

decrite dans [18], p. 242-244. Avec les notations du n° 1.2, on a

7,2(122) = <pK,c(2), (20)
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oil K = Q( /̂--T) et ou c est l'un des deux caracteres de Hecke de K, d'ordre 4, qui
correspondent a l'extension cyclique E/K (pour une description explicite de ces
caracteres, voir n° 2.5, ou ils sont notes s+ et s_). II y a d'ailleurs des expressions
analogues de TJ2(12Z) au moyen de caracteres de Q(V-3) ou de Q(V3), cf. [18], loc. cit.

De cette description de TJ2(12Z) resulte (cf. [19], p. 186):

p2(n) = 0 il existe un nombre premier p ^ 1 (mod 12)
dont Vexposant dans 1+ 12n est impair.

EXEMPLE. Les valeurs de n=s40 pour lesquelles p2(n) = 0 sont:

n

l + 12n

7

5.17

11

7.19

12

5.29

17

5.41

18

7.31

21

11.23

22

5.53

25

7.43

32

5.7.11

37

5.89

39

7.67

2.2. Le cas r = 4. II est commode de considerer, non pas TJ4(12Z) (qui est une
"oldform"), mais plutot:

T)4(6z)=

qui est une forme parabolique primitive de poids 2 sur Fo(2
232), de type CM. Avec les

notations du n° 1.2, on a
T,4(6z) = <pK,c(z), (21)

oilK = Q(\/-3) et ou c est le caractere de Hecke de K, d'exposant 1 et de conducteur
fc = 2v—3. OK, defini de la maniere suivante:

si a est un ideal de OK premier a fc, on a c(a) = a, ou a est l'unique generateur de a tel
que a = 1 (mod fc).

oo

Soit L(s)= I p4{n)(l + 6n)~s la serie de Dirichlet associee a TJ4(6Z). D'apres (21),
n—O

L(s) se decompose en produit eulerien

Lp(s),n
P#2,3

avec:

Lp(s)= 1/(1+ p'-2s) si p = - l (mod3), p^2 ,

) si P = l(mod3),

ou p et p designent les ideaux premiers de OK qui divisent p.
Si Ton pose T = p~s, les formules (23) et (24) se recrivent:

Lp(s) = l - p T 2 + p 2 T 4 - p 3 T 6 + . . .

(22)

(23)

(24)

(23')

(24')
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avec

Comme c(p)ep et c(p)^p, on a xn^p, et en particulier x ^ O pour tout n3=0. On deduit
de la que le m-ieme coefficient de L(s) est ^0 si et seulement si m est premier a 6, et si
pour tout p = - l (mod 3), I'exposant de p dans m est pair. En d'autres termes:

p4(n) = 0 <

EXEMPLE. Valeurs de

il existe un nombre premier p = - 1 (mod 3)
dont I'exposant dans l + 6n est impair.

50 pour lesquelles p4(n) = 0:

n
l + 6n

9
5.11

14
5.17

19
5.23

24
5.29

31
11.17

34
5.41

39
5.47

42
11.23

44
5.53

49
5.59

2.3. Le cas r = 6. Ce cas est analogue au cas r = 4.
La fonction

T]6(42)= £ p6(n)q1+4" = q - 6

est une forme parabolique primitive de poids 3 et de caractere e sur F0(2
4). C'est une

forme de type CM. On a:
ri6(4z) = (pK,c(z), (25)

ou K = Q(V-̂ T) et ou c est le caractere de Hecke de K, d'exposant 2 et de conducteur
fc = 2 . OK, defini de la maniere suivante:

si a est un ideal de OK premier a fc, on a c(a) = a2, ou a est l'un quelconque des deux
generateurs de a tels que a = 1 (mod fc).

On deduit de (25), par le meme argument que pour r = 4:

n (n) = 0 O '* e x i s t e un nom^re premier p = - 1 (mod 4)
dont I'exposant dans l + 4n est impair.

EXEMPLE. Valeurs de n«£40 pour lesquelles p6(n) = 0:

n
l + 4n

5
3.7

8
3.11

14
3.19

17
3.23

19
7.11

23
3.31

26
3.5.7

32
3.43

33
7.19

35
3.47

40
7.23

2.4. Le cas r = 8. Ce cas est analogue aux cas r = 4 et r = 6.
La fonction

Tl8(3z)=
n = 0

est une forme parabolique primitive de poids 4 sur ro(32), de type CM. On a

(26)
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ou K = Q(V-3) et ou c est le caractere de Hecke de K, d'exposant 3 et de conducteur
fc = V-3 . OK, defini de la maniere suivante:

si a est un ideal de OK premier a fc, on a c(a) = a3, ou a est l'un quelconque des trois
generateurs de a tels que a = 1 (mod fc).

On en deduit:

D (n) = 0 o '' existe un nombre premier p = - 1 (mod 3)
dont Vexposant dans l + 3n est impair.

EXEMPLE. Valeurs de n=£30 pour lesquelles p8(n) = 0:

n
l + 3n

3
2.5

7
2.11

11
2.17

13
23.5

15
2.23

18
5.11

19
2.29

23
2.5.7

27
2.41

28
5.17

29
23.11

2.5. Le cas r= 10. La fonction

T)10(12z)= £
n=0

2432)est une forme parabolique de poids 5 et de caractere e sur F0(2
432). Ce n'est pas une

forme primitive (elle ne commence pas par "q"), rnais c'est une combinaison lineaire de
deux formes primitives de type CM:

T,
 10(12z) = M<PK.CSZ) - cpK.c_(z)), (27)

oil K = Q(>/-1), et ou c+ et c_ sont deux caracteres de Hecke de K, d'exposant 4 et de
conducteur f = 6 .OK, qui seront explicites ci-dessous.

On a
+ . . . (28)

<PK,JZ/12) = E 4 T] 2 ±48T, 1 0 , (29)

CO

ou E4 = 1 + 240 £ a3(n)q" est la serie d'Eisenstein normalisee de poids 4 et de niveau 1.
n = l

Explicitons les caracteres c+ et c_:

Notons s±: (OK/6 . OK)* ̂  {1, i, - 1 , - i}

les homomorphismes caracterises par

'. a = (1 - i)b (mod 3 . OK), b e Z/8Z.

Pour tout ideal a de OK premier a f = 6. OK, on pose alors

c±(a) = s±(a)a4,

ou a est l'un quelconque des quatre generateurs de a.
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Si m est un entier tel que m = 5 (mod 12), le m — ieme coefficient de TJ U I ( 1 2 Z ) est egal
a celui de <pKc+, divise par 48. On en deduit, par le meme raisonnement qu'au n° 2.2:

Pio(n) = il existe un nombre premier p = — 1 (mod 4)
dont Vexposant dans 5 + 12n est impair.

EXEMPLE. Valeurs de n ^ 5 0 pour lesquelles plo(n) = 0:

n 6 13 17 27 28 34 36 39 41 48
7.11 7.23 11.19 7.47 11.31 7.59 19.23 11.43 7.71 7.83

2.6. Le cas r= 14. Ce cas est analogue au cas r= 10.
La fonction

7+12n _ 7 _r1
1 4 (12z)= 1 P l 4 (n )q

n=O

est une forme parabolique de poids 7 et de caractere e sur Fo(2432). C'est une com-
binaison lineaire de deux formes primitives de type CM:

T, 14(12z) = ((pK,c+(z) - <pK,c_(z)), (30)

ou X = Q(v—3), et ou c+ et c_ sont deux caracteres de Hecke de K, d'exposant 6 et de
conducteur f = 4V-3 . OK, qui seront explicates ci-dessous.

On a

et

<pK,c±(zll2) =

(31)

(32)

ou E6 = 1 - 504 X o"5(n)qn est la serie d'Eisenstein normalisee de poids 6 et de niveau 1.
n = l

Explicitons c+ et c :
Si a est un ideal de OK premier a f, soit a l'unique generateur de a qui s'ecrit

a = x + yV-3 , avec x, y e Z, x + y = l (mod 2) et x = 1 (mod 3); on a alors

c+(a) = (-l)(x-y-1)/2a6 et c_(a) = (-l)< x + y-1 ) / 2a6.

On en deduit, comme au n° 2.5:

il existe un nombre premier p = — 1 (mod 3)

(33)

4 dont Vexposant dans 1 + Yin est impair.

EXEMPLE. Valeurs de n=£40 pour lesquelles p14(n) = 0:

n
7 + 12n

4
5.11

9
5.23

15
11.17

19
5.47

24
5.59

26
11.29

29
5.71

32
17.23

34
5.83

37
11.41
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2.7. Le cas r = 26
La fonction

T J 2 6 ( 1 2 Z ) = £ p26(n)q13+12n = q13-26q25 + 299q37-1950q49 + . . .
n=0

est une forme parabolique de poids 13 et de caractere e sur ro(2432). C'est une
combinaison lineaire de quatre formes primitives de type CM:

T I 2 6 ( 1 2 Z ) = (cpK-c: + (pK-c.-(pKV.-^cpK-,c-), (34)
j /O l / /Zo

ou K' = Q(V-3), K"= Q(V-T), et ou c+ et cL (resp. c" et c'i) sont deux caracteres de
Hecke de K' (resp. de K"), d'exposant 12 et de conducteur f = 4V-3 . OK- (resp.
f" = 6 . OK») qui seront explicites ci-dessous.

On a

+. . . (35)

, i (36)

et

(pK.,cL(2/12) = E | T J 2 + 9398592T) 2 6 =F 1 0 2 9 6 0 N / : : 3 E 6 T )
 14 (37)

(38)

ou E 6 (resp. E8) est la serie d'Eisenstein normalisee de poids 6 (resp. de poids 8) et de
niveau 1.

Explicitons les caracteres c± et c±:
Si a est un ideal de OK' premier a f, et si a est un generateur quelconque de a, on a

c±(a) = a6c±(a), ou c± est le caractere de Hecke de K' defini au n° 2.6.
Si a est un ideal de OK» premier a f", on a c±(a) = c±(a)3, oil c± est le caractere de

Hecke de K" defini au n°2.5.

II resulte de (34) que p26(") esf egal a 0 dans chacun des deux cas suivants:

II existe un nombre premier p = — 1 (mod 4) dont Vexposant dans 13 + 12n est impair, et
il existe un nombre premier p' = —l (mod 3) dont Vexposant dans 13+ 12n est impair.

(39X)
(Noter que p' peut etre egal a p.)

En effet, dans ce cas, les coefficients de q13+12n dans les quatre series <pKc; et (pK"c'i
sont nuls.

13+12n est un cane, et tous ses facteurs premiers p sont tels que p = - l (mod 12).
(392)

En effet, dans ce cas, les coefficients de q13+12n dans les quatre series cp K c i et <pK»c»
sont egaux a (13+12n)6.
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J'ignore s'il existe d'autres cas que (39!) et (392) ou P26(n) est egal a 0; d'apres une
table que j'ai consultee, il n'y en a pas pour n =£ 1500.

EXEMPLE. Valeurs de n ^ 8 0 pour lesquelles

n
13 + 12n

9
II2

20
11.23

31
5.7.11

42
11.47

43
232

53
11.59

64
11.71

66
5.7.23

75
11.83

Noter les cas n = 9 et n = 43 qui sont du type (392).

QUESTION. Est-il possible d'obtenir la decomposition (34) de TJ26 par une variante de
la formule de Macdonald (cf. [3], [9])? On pense naturellement a F4, qui est de dimension
52 = 2x26, et possede des formes "tordues" de rang 2 (groupes de Ree).

2.8. Indications sur les demonstrations. Je me borne aux cas de r\10, TJ14 et r\26, les
autres etant bien connus, cf. [8], [13], [16], [18].

On commence par ecrire V comme combinaison lineaire de fonctions propres pour
les Tp (p premier ^ 2 , 3), suivant une methode exposee par Rankin ([14], §8):

Si k est un entier 5=1, premier a 6, notons Vk l'espace vectoriel de base les produits
EQT)2b, ou Ea est la serie d'Eisenstein normalisee de poids a et de niveau 1, et ou les
entiers a et b sont assujettis aux conditions suivantes:

'a est pair, 5=0, et different de 2,

b 3= 1,(6, 6) = 1,

Le couple a = 0, b = k donne r\2k.
L'espace Vk peut etre caracterise en termes de formes paraboliques "a multi-

plicateur" sur SL2(Z), cf. Rankin, loc. cit. Cette caracterisation montre que Vk est stable
par les Tp. On peut done exprimer r]2k comme combinaison lineaire de fonctions
propres appartenant a Vk. Cela donne:

(i) Le cas de T)10.
On a k = 5; l'espace Vk a pour base les deux formes:

= q1/12+238<i13/12+1679<j25/12+...

De ces developpements, on deduit l'action de l'operateur T5:

T5

On en conclut que les formes

sont fonctions propres des Tp (cf. [8], p. 27), et cela fournit la decomposition cherchee:

https://doi.org/10.1017/S0017089500006194 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0017089500006194


SUR LA LACUNARITE DES PUISSANCES DE T) 215

II reste a voir que h+(12z) est egale a la forme <pKiC+ du n° 2.5 (et de meme pour h_). Pour
cela, on remarque que h+(12z) est annulee par les Tp si p = - l(mod4), done est une
forme de type CM relativement au corps Q(V-I). Avec les notations du n° 1.2, cela
signifie que Ton a

h+(12z) = lA8<pK,c,s (A5eC),
s

ou c est un caractere de Hecke de K = Q(V-T), d'exposant 4 et de conducteur f tel que
4N(f) divise 144, i.e. N(f) divise 36, et ou 8 parcourt les diviseurs positifs de 36/N(f). De
plus c satisfait a la condition (14.2), qui s'ecrit ici coc = 1. II est facile de dresser la liste des
caracteres c satisfaisant a ces conditions. On trouve qu'il y en a quatre: c0, c1; c2, c3 qui
peuvent s'ecrire (avec les notations du n° 2.5):

cy(a) = s+(aya4 (/ = 0,1, 2, 3),

pour tout ideal a de OK premier a 6. OK, a designant un generateur quelconque de a.
Leurs conducteurs sont respectivement OK, 6 . OK, 3 . OK, 6 . OK. La forme
fonction propre de T5, avec pour valeur propre:

A, = c(p) + c(p), ou p =
D'ou:

i.e.
A0=-14, A! = 48, A2=14, A3=-48.

Comme h+\ Ts = 48h+ par construction, on voit que la seule possibilite pour c est
c = C\ (i.e. c = c+, avec les notations du n° 2.5). Or le conducteur de cx est 6 . OK, qui a
pour norme 36. Comme 8 divise 36/N(f), la seule valeur possible de 8 est 8 = 1, d'ou
As = 1 et h+ = <Pic.c+\ de meme, h_ est egal a ipKiC_; cela acheve la verification des formules
dun°2.5.

(ii) Le cas de TJ14.
On a k =7; l'espace Vk a pour base les deux formes TJ14 et E6r\2; l'action de T7 est

donnee par:

7

On en conclut que les formes h± = £6T)2±360V^3Tj14 sont fonctions propres des Tp,
cf. [8], p. 28. De plus, ces formes sont annulees par les Tp pour p = - 1 (mod 3). Le meme
argument que ci-dessus montre alors que les h±(12z) coincident avec les <pK,Ci du n° 2.6.

(iii) Le cas de 1726.
On a k = 13; l'espace Vk a pour base les quatre formes:

T,26, EW, E8V° et £6T,1 4 .
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Les operateurs T5 et T7 dont donnes par:

TSJ
E 8 T , 1 0 ~ EW -6910272T,26 T7.J

On deduit de la les quatre fonctions propres:

E|TJ2 + 9398592TJ2 6=F102960V: :3E6T)1 4

E 2 , T , 2 - 6 9 1 0 2 7 2 T ?
2 6 ± 2 0 5 9 2 E 8 T ?

1p t

Les deux premieres (resp. les deux dernieres) sont annulees par les Tp si p = - l (mod 3)
(resp. si p = -l (mod 4)). On en conclut qu'elles sont de type CM relativement au corps
Q(V-3) (resp. Q(V-T)). On determine les caracteres correspondants par la methode
utilisee pour TJ14 (resp. pour -n10), et Ton obtient ainsi les formules du n°2.7.

3. Complements
3.1. Evaluations asymptotiques. Soit r eZ . Si x est un entier 5=1, posons:

Mr(x) = nombre des entiers n<x tels que pr(n)i=0. (40)

Dire que V est lacunaire signifie que Mr(x) = o(x) pour x —> °°. Lorsque rest pair >0,
le th. 1 affirme que cela se produit si et seulement si r = 2,4, 6, 8,10, 14 ou 26. Ce resultat
peut etre precise de la maniere suivante:

THEOREME 2. (i) II existe une constante c2>0 telle que:

M 2 (x) ~ c2x/(log x ) 3 / 4 pour x —» oo.

(ii) Pour r=4, 6, 8,10,14, il existe une constante c r>0 telle que:

Mr(x)~crx/(logx)1/2 pour x—>™.

(iii) II existe deux constantes c'26 et c'i6, avec 0<c'26<C26, telles que:

c26x/(logx)1/2«M26(x)«c^6x/(logx)1/2 pour x2=2.

(iv) Si r est pair >0, et distinct de 2,4, 6, 8,10, 14, 26, il existe une constante cr > 0 telle
que:

Mr(x)2=CrX pour xs=l.

L'assertion (i) est demontree dans [19], n°7.8, qui donne egalement la valeur de la
constante c2:

c2 = 27/43-3/4773/2r(l/4)-1(log(2 + V3))1/4 [ I (1-P~2)1/2

P = l(modl2)

= 2,4185...
(On a c2= 12a, avec les notations de [19], loc. cit, prop. 19.)
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L'assertion (ii), pour r = 4, 6, 8, resulte de la prop. 18 de [19], n°7.5, puisque ijr est
alors (a un changement de variable pres) une forme primitive de type CM, cf. §2. Les cas
r = 10 et r = 14 se traitent de maniere analogue, mais un peu plus compliquee, en utilisant
la "methode de Landau", cf. [17]; je laisse au lecteur les details de la demonstration.

Les assertions (iii) et (iv) resultent du th. 17 de [19], combine au th. V du §2.

REMARQUES. 1) J'ignore si (ii) s'etend au cas r = 26; cela me parait probable.
2) Les constantes cr de (ii) peuvent etre calculees explicitement, tout comme c2.
3) Pour r = 4, 6, 8, 10,14, 26, la lacunarite de rjr provient du facteur l/(log x)1/2 qui

tend lentement vers 0 quand x —» oo. Cette lenteur est tres frappante quand on examine les
tables donnant pr(n). Ainsi, pour r = 26, et pour n voisin de 103, il y a encore environ
80% des valeurs de n pour lesquelles p26(n)j=0; pour que cette proportion s'abaisse a
50%, il faudrait sans doute que n soit de l'ordre de 107 ou 108, et pour qu'elle tombe
en-dessous de 1%, que n soit de l'ordre de 1O10000. II s'agit done d'une lacunarite tres peu
marquee, bien moindre que dans les cas r = 1 et r = 3, ou Mr(x) est de l'ordre de grandeur
de Vx.

3.2. Donnees numeriques. On trouve dans [11] des tables donnant pr(n) pour
I = s r ^ l 6 et n^400. Des calculs beaucoup plus etendus ont ete faits ensuite par O.
Atkin, et, plus recemment, par H. Cohen (non publies). D'apres ce qu'ils m'ont
communique, la situation est la suivante:

a) r pair >0.
Lorsque r est pair >0, et distinct de 2, 4, 6, 8,10,14, 26, on ne connait aucune valeur

de n3=0 pour laquelle pr{n) soit 0. II semble raisonnable de conjecturer qu'il n'en existe
pas. Cette conjecture (faite pour la premiere fois par Atkin, semble-t-il) generalise la
conjecture de Lehmer [6], relative au cas r = 24, suivant laquelle la fonction de Ramanu-
jan T(M) = p24(n-1) est ^0 pour n5=l (cf. n°3.3 ci-dessous).

b) r impair 3=5.
Lorsque r = 5,7,15, on connait des valeurs de n pour lesquelles pr(n) = 0:

r = 5, n = 1560,1802,1838,2318,2690,... (Atkin, Cohen);

r = 7, n = 28017 (Atkin);

r=15, n = 53 (Newman [11]).

Dans chacun de ces cas, j \ r est fonction propre des operateurs de Hecke T(p2)
([8], [10]), de sorte que toute valeur de n pour laquelle pr(n) = 0 en fournit une infinite
d'autres.

II serait interessant d'etudier ces zeros du point de vue de la theorie de Shimura [21],
completee par Waldspurger [23]. Leur nombre parait suffisamment faible pour que Ton
puisse conjecturer que V n'est pas lacunaire pour r impair 5=5, et meme que MT{x)~x
pour x —» oo.
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3.3. Le cas r=24 (conjecture de Lehmer). La conjecture en question dit que r(n) j10
pour tout ns=l. Dans [6], Lehmer demontre que c'est vrai pour n « 3 . 106. On peut
pousser sa methode un peu plus loin:

On a i-(n)^0 pour l*£n=Sl015. (41)

Ce resultat est enonce dans [19], §7.4, mais la demonstration donnee a cet endroit est
incorrecte (a cause d'une congruence mod 72, cf. (iii) ci-dessous). Je la reprends, en la
corrigeant:

Soit p le plus petit entier strictement positif s£lO15 pour lequel r(p) = 0, s'il en existe.
C'est un nombre premier ([6], th. 2). Les congruences connues sur r(p) (cf. [6], complete
par [22]) entrainent:

(i) p = -l(mod2143753691),

(ii) l ^ - 1 '
(iii) p = - l , 19ou31 (mod72), i.e. p3 = - l (mod72).

(Dans [19], loc. cit., les cas p = 19, 31 (mod 72) avaient ete oublies.)
D'apres (i), on peut ecrire p sous la forme

l, avec hs=l, (42)
ou

M = 2143753691 = 3094972416000.

Comme M = - l (mod 23), la condition (ii) se traduit par (ii') h +1 est residu quadrati-
que f̂ 0 mod 23, i.e.

fi=0, 1,2, 3,5,7,8, 11,12,15,17 (mod 23). (43)

Comme M = 17 (mod 72), la condition (iii) se traduit par

h = 0, 30,48 (mod 72). (44)

Enfin la condition p=£l0ls donne:
h<324. (45)

Les valeurs de h satisfaisant a (43), (44) et (45) sont

h = 30, 48, 49, 97, 146, 195, 196,245,293.

Pour chacune de ces valeurs, on constate que p = hM-1 n'est pas premier: il est divisible
respectivement par

13,11,1249,73, 227,29,4789,131,19.

D'ou (41).

REMARQUE. Dans une conference a Bonn (juin 1984), N. Kuznetsov a annonce un
theoreme general sur la non annulation des series de Poincare qui entrainerait la
conjecture de Lehmer, et rendrait done inutile les calculs ci-dessus.
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3.4. Lacunarite mod m des T)C. Soit m un entier 2=1. On peut s'interesser (cf. [1],
[17], par exemple) a la lacunarite de la fonction

n >-» pr(n) (mod m),
a valeurs dans Z/mZ.

Cela amene a poser:
Mr(x; m) = nombre des n=sx tels que pr(n)f^0 (mod m). (46)

Nous dirons que 17r est lacunaire (mod m) si Mr(x;m) = o(x) pour x-»oo( i.e. si
presque tous les pr(n) sont divisibles par m.

THEOR£ME 3. Si r est pair s=0, T|r est lacunaire (mod m) qud que soif m 3= 1.

Cela resulte du th. 4.7 de [17], qui est applicable du fait que 17r est une forme
modulaire de poids entier sur un grouppe de congruence. On a meme un resultat plus
precis: il existe un nombre reel a > 0 (dependant de r et de m) tel que

Mr(x;m) = O(x/(l0gx)a) pour x->oo. (47)
Le cas r impair 2=5

Je ne sais pas si le th. 3 s'etend a ce cas. On peut donner divers cas ou c'est vrai, par
exemple m = 2 a cause de la congruence

pr(n) = p2r(2n) (mod 2),

qui permet de se ramener a un poids pair. De facon analogue, la congruence

Ps(n) = Pi(«/5) (mod 5)

montre que 17 s est lacunaire (mod 5); de meme, 1715 est lacunaire (mod 5), et T|7 est
lacunaire (mod 7). Mais j'ignore, par exemple, si 175 est lacunaire (mod 3), ou si 177 est
lacunaire (mod 5); les tables existantes sont trop restreintes pour suggerer une conjecture
quelconque. Je me borne a signaler le resultat suivant, qui montre en tout cas que
"beaucoup" de pr(n) sont divisibles par m:

Pour tout r impair >0, et tout m s= 1, il existe un ensemble Prm de nombres premiers, , . „ ,
de densite >0, tel que Von ait

Tjr I T(p2) = 0(mod m) pour tout pePrm.

C'est la une propriete generale des operateurs de Hecke T(p2), agissant sur les
formes de poids demi-entier. [On prouve d'abord l'enonce analogue pour les Tp agissant
sur les formes de poids entier: on utilise pour cela les representations i-adiques de
Deligne (cf. [2], lemme 9.6, pour le cas des formes de poids 1). On ramene ensuite les
poids demi-entiers aux poids entiers par la theorie de Shimura [21].]

Le cas r < 0 (pair ou impair)
Ce cas est encore moins connu que le precedent. Autant que je sache, la lacunarite

(ou non lacunarite) de 17' (mod m) n'a ete etablie pour aucun couple (r, m) avec r < 0 et
mss2.

Le cas r = - 1 , m = 2 a ete etudie numeriquement par Parkin et Shanks [12]; il semble
que M_i(x; 2) soit voisin de x/2, ce qui entrainerait que r)~l n'est pas lacunaire (mod 2).
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Je signale egalement que, lorsque r est pair <0, on peut parfois utiliser la methode de
[17], §5, pour prouver que, si Ton impose a n certaines congruences, presque tous les
pr(n) correspondants sont 0 (mod m).

EXEMPLE. Prenons r = -48, i.e. rjr = A~2, e t m = 7a, avec a 5= 1; alors presque tous les
P-48(n), pour n =2, 3, 4, 6 (mod 7), sont divisibles par 7a: cela resulte de ce que la serie

I P-48(n)qn'2

n=2,3,4,6(mod7)

est une forme modulaire 7-adique de poids -24 sur SL2(Z) d'apres [17], th. 5.4. On
notera que cette methode no fournit aucun renseignement sur les p-48(n) pour
n = 0,1,5 (mod 7), et Ton ne peut rien en conclure sur la lacunarite (ou non lacunarite)
de TT4 8 (mod 7a).
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