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1. Introduction. Le problème de caractériser sans tautologie à l'aide des
conditions topologiques et métriques la classe des fonctions réelles d'une variable
réelle qui admettent une fonction primitive—n'est pas résolu. Dans ce travail
je considère en général les fonctions primitives continues ayant une dérivée
(finie ou infinie) en chaque point. La condition nécessaire connue qu'une
telle dérivée doit être une fonction de classe I de Baire remplissant la condition de
Darboux (/(x) prend dans chaque intervalle (a, b) toutes les valeurs inter-
médiaires entre/(a) et fib), si fia) ^fib)), n'est pas suffisante, comme cela
résulte d'un très simple exemple de Lebesgue. Je vais citer cet exemple puisque
dans la suite je donnerai des exemples pareils qui s'inspirent de celui de Le-
besgue. Posons

pour tout x 9e 0,

pour x = 0,

pour tout x 9e 0,

pour x = 0.

pour tout    x 9¿ 0,

pour x = 0.

La fonction g(x) —fix) ne remplit pas la condition de Darboux. Il en résulte
que/(x) ou g(x) n'est pas la dérivée d'une fonction continue. Il est facile de
donner l'exemple d'une seule fonction de ce type qui n'est pas une dérivée.
J'appelle fonctions de classe J les fonctions de I classe de Baire remplissant la
condition de Darboux. La classe y peut être caractérisée par les propriétés
topologiques des ensembles {/(x)>a}, {/(x)<a}. Je vais définir la suite
(finie) descendante de 8 classes des fonctions y, "Mo, 9ïfi, Jïtz, M», 5^4, "Mo, zA
mais il n'y en a que 5 différentes. Je démontrerai notamment que

y = Mo - 3tfi;   ftT6 =*A;   % D 9K** (0 ^ » g 4).

La classe zA soit celle des fonctions approximativement continues. Il est facile
de donner des exemples que même l'appartenance à la classe la plus étroite
Üíti n'est pas condition suffisante pour que la fonction soit une dérivée.
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2 Z. ZAHORSKI [July

D'autre part cette classe n'est pas assez étendue puisqu'il existe des dérivées
discontinues approximativement. L'appartenance à cette classe n'est donc
pas aussi la condition nécessaire. Cependant les fonctions de classe 2if5, qui
satisfont à la condition supplémentaire d'être bornées sont, comme on le
sait, des dérivées quoiqu'il soit aisé de donner aussi des exemples des dérivées
non bornées approximativement continues. La classe f7ii4 renferme toutes les
dérivées bornées, elle est cependant si vaste que même la condition d'être
bornée et d'appartenir à % ne suffisent pas pour que la fonction soit une
dérivée (c'était autrement avec fttf,). D'autre part il y a évidemment des
fonctions de classe Üíti (et même de Üíís) qui ne sont pas bornées. Puisque pour
les fonctions bornées l'appartenance à SWî est la condition nécessaire (mais non
suffisante) et l'appartenance à 5yf6—la condition suffisante (mais non néces-
saire) pour que la fonction soit une dérivée, on aura en désignant par "B la
classe des fonctions bornées et par 'BG la classe des dérivées bornées

Wtii DK)D <&Mt,
deux quelconques ces classes n'étant pas identiques. Je pose le problème
suivant:

I. déterminer ipareillement comme £7¡í„) la classe ^4,5 de telle façon que
<BD = <Bi7tf4,6.

Les dérivées finies sont fonctions de classe Uït3, tandis que les dérivées
infinies sont de classe ÜYC2 qui est réellement plus étroite que lMi = y. Ainsi ce
travail renforce le résultat élémentaire selon lequel les dérivées sont de classe
y (I classe de Baire avec la condition de Darboux) mais ne parvient pas à
caractériser les dérivées, même bornées.

Je fais reposer la classification des fonctions sur la classification des
ensembles des points de l'axe des x en définissant les classes des ensembles de
points Mn, 0^«^5, MnZ)Mn+i, 0^»^4. Les classes des ensembles Mn nous
servirons non seulement à la définition des classes des fonctions "Mn mais
aussi à l'étude des ensembles {/'(x)>aj, {/'(x)=a}, etc. Il est intéressant
que les propositions sur les classes de ces ensembles sont plus fortes que celles
concernant les classes des fonctions 'Mn.P.e. je ne pose pas le problème sur la
classe A/4,5, la classe Mt suffit: la condition nécessaire et suffisante pour qu'un
ensemble de points soit un ensemble {/'(x)>aj pour une fonction continue fix)
à dérivée bornée est que cet ensemble appartienne à la classe Af 4. C'est la réponse
à une question de M. G. Choquet [5, p. 22l](1). On voit en même temps que
la définition de la classe "Mi.j, dans le problème I ne peut pas être tout à fait
analogue à celle de ?rtn (c-à-d. par les ensembles {fix) >a} seuls). J'ai publié
ces résultats partiellement sans démonstration dans [34, pp. 499-500, 509-
510] et dans [36].

Désignations, (a, b)—intervalle ouvert a<x<b; je désigne aussi (a, b)

(') Nombres en parenthèses s'adressent à la bibliographie à la fin du travail.
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l'intervalle (¿>, a) si l'inégalité a<b n'est pas établie, [a, b]—intervalle fermé
a^x^b; [a]= [a, a]; { Wix)}—ensemble de tous les x remplissant la condi-
tion Wix); Ex{Wix, y)}—ensemble de tous les x remplissant la condition
Wix, y); x(ZA—x est un élément de l'ensemble A ; x^A—x n'est pas un
élément de A ; 4>iA)—image de l'ensemble A (c-à-d. l'ensemble de tous les
y = <pix) pour chaque x(ZA); AQB—A est une partie de l'ensemble B;
{xn}—une suite Xi, x2, • • • ; |.4|—la mesure de Lebesgue de l'ensemble A;
int A—l'intérieur de l'ensemble A ; A—la fermeture de l'ensemble A ; dist
(x, A)—la borne inférieure de l'ensemble des nombres \x — y\ pour tous les
yÇ=.A; dist iA, B)—la borne inférieure des nombres |x — y\ pour tous les
xÇZ-A, y£-B; inf A—la borne inférieure des nombres x(ZA; les dérivées de
Dini de la fonction </>(x) : #(x)—la dérivée supérieure, </i+(x)—dérivée de
droite, $+(x)—dérivée supérieure de droite.

2. Les conditions nécessaires. L'ensemble E du type Fr n'étant pas vide,
je dis qu'il remplit la condition Mo iqu'il appartient à la classe M0) si tout
point x£E est un point d'accumulation bilatéral de l'ensemble E; la condition
Mi si tout x££ est un point bilatéral de condensation de l'ensemble E; la condi-
tion M2 si chaque voisinage unilatéral de tout x£.E renferme une partie de
l'ensemble E de mesure positive; la condition M3 s'il existe une suite des en-
sembles fermés {Fn) et une suite de nombres {-nn}, 0 ^ Tjn < 1, tels queE = 22«°= 1 ̂ »
et que pour chaque x£F„ et tout e>0 il existe un nombre e(x, c) >0 jouissant de
la propriété suivante: pour tous les h et hi tels que hhi>0, h/hi<c, |A + Äi|
<e(x, c) on a

| £(x + h, x + h + hi) |

la condition Mi si E remplit M3 et vn>0 pour tous les n; la condition M6 si
tout point xG-E est un point de densité de l'ensemble E. En outre je dirai qu'un
ensemble vide remplit toutes ces conditions. Les conditions Af0 et M\ sont pure-
ment topologiques; il n'en est pas ainsi pour les conditions suivantes.

Il est facile de remarquer que si l'ensemble E remplit Af„+i, il remplit
M„; il existe cependant les ensembles remplissant Mn mais non Mn+\
in = 0, 1, 2, 3, 4). En particulier (contrairement à ce qui a lieu pour les classes
des fonctions Mn) Mo^Mi.

Je dis que la fonction fix) appartient à la classe "Mn si pour tout a l'ensemble
{fix) > a \ appartient à Mn, fix) appartient à la classe "Mn si —fix) appartient
à M^. Enfin je définis Jxtn = 'Mñ"Mn- Il résulte de cette définition que 5W¿+i
(ZMn, "Mn+i(Z'9rtn,Mn+i(ZMn (0^w^4). Je laisse au lecteur de trouver des
exemples faciles montrant que 5^55^5^45^%^%^%. Par contre je vais
démontrer que les classes Üííi et "Mo sont identiques ce qui nécessite quelques
lemmes.

Lemme 1. Si tous les ensembles Ek remplissent Mn,  22*°°=i-Eî: remplit Mn.
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4 Z. ZAHORSKI [July

Je laisse au lecteur la démonstration tout à fait facile.

Lemme 2. Le produit de l'ensemble ouvert et de l'ensemble E de classe Mn
est de classe Mn.

Je laisse la démonstration au lecteur en faisant dans le cas de M3 et Af4
un peu plus difficile que les autres la remarque suivante: en désignant par G
l'ensemble ouvert, par Ik les segments fermés tels que G = 22*=i ^* et Par
S(x) la distance du point x£C7 au bord de l'ensemble G, nous posons dans la
définition de la condition M3 (év. M¿) €j(x, c)=min [ô(x), e(x, c)] au lieu de
e(x, c), Fn.k = Fn-Ik, ri„k = 7]n (où E= 22"= i F») et après avoir ordonné les
suites Fnk et r]nk (évidemment de la même manière) en suites avec les indices
simples, nous obtenons, puisque EG = 22 "=i 22t°=i Fnk, la conclusion que EG
remplit M3 (event. Mi).

Les lemmes suivants concernent la décomposition d'un intervalle en deux
ensembles. La démonstration de ce que la fonction de classe 9it0 jouit de la
propriété de Darboux se fait par la réduction à l'absurde en supposant que
fix)Eífrío, fia)9^fib), p.ex. fia)<fib), pour un c(E(f(a), f(b)) que l'ensemble
(a, b){fix)=c} est vide; donc (a, b) = (a, b) {/(x)>c} +(a, è){/(x)<c}. On
peut montrer que les deux termes de la dernière somme ne sont pas vides et
sont de classe Af0. Nous avons donc obtenu une division de l'intervalle ouvert
en deux ensembles disjoints non vides de classe Mo ce qui est impossible à
cause des lemmes énoncés plus bas.

Les désignations usées dans les lemmes 3-7 sont les mêmes à cause de la
répétition des mêmes suppositions. Je désigne notamment par A et B les
ensembles non vides disjoints tels que (a, b)=A-\-B; par Ai = A— int A,
Bi = B-int B, Ç= [a]+[b]+Ai+Bi= [a, è]-(int ,4+int B). L'ensemble Q
est donc fermé.

Lemme 3. Si A+-B = (a, b), A^O, B^O, AB = 0, l'ensemble Ai+Bi n'est
pas vide.

Démonstration. Supposons au contraire que Ai+-Bi = 0. Dans ce cas
.4= int A, ¿J = int B, c'est-à-dire les ensembles A et B sont ouverts. Mais
(a, b) n'est pas la somme de deux ensembles ouverts disjoints non vides, d'où
la contradiction, c'est-à-dire que Ai+Bi^O c.q.f.d.

Lemme 4. Les suppositions étant les mêmes que dans le lemme 3, si en outre
A et B sont du type F«, il existe un tel segment fermé I(Zia, b) et un tel ensemble
C = Ai iou év. Bi) que Q int Iy^O,

QI = CI.
Démonstration. Je vais faire usage des notions: de catégorie relativisée

(par rapport à l'ensemble), de la non-densité par rapport à l'ensemble et du
segment de l'ensemble. (Je nomme segment de l'ensemble Q le produit PQ,

License or copyright restrictions may apply to redistribution; see https://www.ams.org/journal-terms-of-use



19501 SUR LA PREMIÈRE DÉRIVÉE 5

où P est l'intervalle fermé tel que Q int P^O.) Il résulte des formules
A = ia, b)—B, B = (a, b)—A que A et B sont aussi du type G¡¡, donc Ai et B%
sont en même temps F„ et G¡. D'après le lemme 3, 0¿¿Ai+-Bi(ZA+-B
= (a, b) ; il existe donc l'intervalle fermé 7' tel que 7'C(a, b), (yíi+Bi) int 7'
9^0; évidemment I'Q=iAi+Bi)I', Q int I'=iAi+Bi) int 7', donc Q int V
5^0. Si les deux ensembles Ai et Bi étaient non denses sur I'Q, l'ensemble
I'iAi-\-Bi) serait non dense sur I'Q c'est-à-dire que I'Q serait non dense sur
lui même ce qui est impossible. Il s'ensuit qu'un des ensembles Ai, Bi que je
désigne par C est dense sur un certain segment I"Q de l'ensemble I'Q
il"C.I'); étant G¡, C est de deuxième catégorie sur I"Q. Puisque AX(ZQ,
Bi<ZQ, nous avons

(1) C CÖ,       CI"Q = I"C C I"Q.
Mais l'ensemble I"C est non seulement G¡ mais aussi F„ et, étant de II
catégorie par rapport à I"Q renferme un certain segment I'"Q de l'ensemble
I"Q iI'"CI"). H s'ensuit que Q int 7"V0; en posant 7"' = 7nous avons
IQCI"C, IQ(ZI"CI=IC; mais il résulte de (1) que ICCIQ, donc IQ = IC,
c.q.f.d.

Corollaire. En désignant par D celui des ensembles Ai, Bi qui est différent
de C nous avons

IQ=IC + ID = IC,       ICID = 0,    donc
(2) ID = 0.

Pour simplifier les notations nous adopterons dans la suite que C=Ai,
D = Bi ce qui ne restreint pas la généralité puisque dans le cas contraire il
suffirait de changer les notations.

Lemme 5. En adoptant les suppositions du Lemme 4 on a

int 7int B 7^0.

Démonstration. Puisque int I(Zia, b) =A-\-B, on aura

int I = iA + B) int I = A i int I + int A ■ int I + Bx int I + int B ■ int I,

mais d'après (2) iD = Bî) on a

(3) Bi int I C BJ = 0,

si donc on avait int B-int 1 = 0, on aurait int I = Ai int 7+int A -int I
= (^4i+int A) int I = A int 7 c'est-à-dire que ^Oint 7, int ^4Dint 7 d'où
^4j = j4 — int^4C^4 —int 7, ^int 7Cint 7. (4—int 7) =0 ce qui donne, à cause
de (3), (¿4i+Bi) int I=Q int 7 = 0, ce qui est en contradiction avec le Lemme
4. Il s'ensuit que int I- int B^0, c.q.f.d.

Lemme 6. Les suppositions étant celles du lemme 4, il existe l'extrémité p de
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6 Z. ZAHORSKI [July

la composante de l'ensemble int 7 int B appartenant à A.

Démonstration. L'ensemble ouvert non vide int 7-int B (Lemme 5) est
borné. Il en résulte que les extrémités de ses composantes existent. Si ces
extrémités coïncidaient avec les extrémités du segment 7 il y aurait int 7
Ont B(ZB, donc A int 7C-4B = 0, d'où Ai int 7=0 à cause de AiQA.
Puisque (3) on aurait donc (.4i+Bi) int I=Q int 7=0 ce qui est en contra-
diction avec le Lemme 4. Il existe donc une telle extrémité p de la composante
de l'ensemble int 7 int B, que
(4) p G int 7.
Mais p(£int 7-int B, donc p(£int B. Si l'on avait p(ZB, on aurait pGBi
= B —int B. Il résulterait de là et de (4) que p(ZBi int 7 ce qui est en con-
tradiction avec (3). Il s'ensuit que pQr\B. Mais int KZia, b)=A+B. Donc
d'après (4) p£;A+B et puisque p£B, on a p(=.A, c.q.f.d.

Lemme 7(2). Aucun intervalle ouvert (a, b) n'est la somme de deux ensembles
disjoints non vides remplissant la condition M0.

Démonstration. Les ensembles pareils remplissent les conditions du
lemme 4; en les désignant respectivement par A, B et en admettant que
(a, b) =A +B, il existe en vertu du Lemme 6 un point p(EA qui est l'extrémité
du segment appartenant à B. Il s'ensuit que p n'est pas un point d'accumula-
tion bilatéral de l'ensemble A contrairement a la supposition faite que
A(Z~Mo- Il résulte de cette contradiction que (a, b)y¿A+-B, c.q.f.d.

Théorème 1. Si les ensembles {/(x)>c„|, {fix) <bn} remplissent la con-
dition Mo pour les suites {an}, {b„} dênombrables denses sur une droite
(l'axe des y), fix) £J. Si fix) G7, fix) G^i-

Démonstration. Étant donné un nombre arbitraire a il existe une suite
an¡¡>a telle que a = lim4,0O ant. Dans ce cas {/(x)>a} = 22*°= i {fix) >an¡c),
donc en vertu du Lemme 1, l'ensemble {fix) >a} pour chaque a remplit Mo-
ll en sera de même pour l'ensemble {/(x)<¿>} pour tout b, d'où fix)(EJtâo-
Supposons que/(x)GJ- Les ensembles {/(x)>a), {fix)<b} sont du type Fc
(cela résulte de la condition A70) donc /(x) est une fonction de I classe de
Baire et par conséquent, car/(x) G7> ne remplit pas la condition de Darboux.
Il existe donc un tel intervalle (a, b) que fia) 9efib), p.ex. /(a)</(ô), et un
tel nombre c,/(a) <c </(&), que fix) 9e c pour tout xG(a, b), il s'ensuit de là
que (a, b) = (a, b) {fix) >c} +(a, b) {fix) <c}, où les deux termes remplissent
Mo. (D'après le Lemme 2 et de ce que /(x)G^fo)- Us sont évidemment dis-
joints. Ils sont non vides. En effet, puisque b(Z{fix)>c\, <z G {/(x) < c}  et

(2) Le problème de la décomposition (Lemme 7) fût posé par moi à Lwow au mois de mars
1941 à la réunion des mathématiciens de Lwow. Le lendemain il fût résolu indépendamment par
S. Banach et M. Wojdyslawski. La démonstration donnée ici (Lemmes 3-7) est celle de Wojdys-
lawski reconstruite et complétée de mémoire.
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puisque les ensembles {/(x)>c} {/(x)<c} remplissent Mo, les points a, b
sont des points d'accumulation bilatéraux des ensembles {fix) <c}, {fix) > c}
respectivement. On en déduit que les points de ces deux ensembles sont
compris dans (a, b) c'est-à-dire que (a, b){fix)>c} et (a, b){fix)<c\ sont
non vides. De cette manière nous obtenons la décomposition de l'intervalle
(a, b) ce qui est en contradiction avec le lemme 7. Il s'ensuit que/(x)G5f,
c'est-à-dire que

(5) Mo c y.
D'autre part on peut voir aisément que yCMi. Remarquons avant tout que
si/(x)G7, les ensembles {/(x)>a}, {/(x)<&} sont du type F„ puisque/(x)
est de I classe de Baire. Si {/(x)>a} n'est pas vide, il existe dans les inter-
valles (x0 — S, xo), (x0, Xo + ô) pour tout x0 tel que/(x0)>a et pour chaque
S>0 un ensemble ayant la puissance du continu des nombres x tels que/(x)
>a. C'est évident si pour tout x dans un certain intervalle (x0 —«, xo) ou
(x0, Xo+e) on a/(x)>a. Si un tel nombre e>0 n'existe pas, il y a dans
chaque intervalle (x0 — e, x0) event. (x0, x0 + «) des valeurs xe telles que
fixe) ^a. Puisque la fonction/(x) jouit de la propriété de Darboux, elle prend
dans (xe, x0) un continu de valeurs intermédiaires entre/(xe) et/(x0)>a, en
particulier le continu de valeurs plus grandes que a. Il y a donc dans
(x0 —e, Xo) un ensemble de puissance du continu des valeurs de x telles que
f(x)>a, c'est-à-dire que x0 est un point de condensation bilatéral de l'en-
semble {/(x)>a}. La démonstration pour le cas {/(x)<ô} se fait d'une
manière analogue, c'est-à-dire que /(x)G^i, c.q.f.d. Nous avons donc en
tenant compte de (5) et de la définition des classes Mn:

MiC^ocycMiCcMocy,Mo = üiii = y.

Le théorème suivante a pour but la généralisation du théorème élémentaire
qui affirme que la fonction continue dont la dérivée est partout^O est non
décroissante. Je suppose que presque partout fix) =g0. On sait que sans autres
suppositions ce théorème serait faux. Cependant MM. Goldowski [9],
Tonelli [32] ont démontré que ce théorème est valable si nous supposons que
la dérivée iflnie ou infinie) existe partout. Le résultat le plus avancé dans cette
direction fût obtenu par M. Tolstoff [31] qui démontre qu'une fonction
approximativement continue ayant partout à Vexception d'un ensemble de points
au plus dénombrable une dérivée approximative (finie ou infinie) presque partout
non négative est une fonction non décroissante et continue. Dans le théorème que
je démontrerai une supposition est plus forte que dans le théorème de M.
Tolstoff et une autre supposition plus faible. Je ne suppose pas que/(x) ait la
propriété de Darboux mais je considère la dérivée ordinaire. Il est facile de
construire des exemples qui montrent que cette supposition n'entraîne pas la
validité du théorème pour la dérivée approximative. Par contre je pose le
problème
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II. si le théorème de M. Tolstoff peut être généralisé pour les suppositions
suivantes:

1. fix) est de I classe de Baire.
2. fix) a la propriété de Darboux.
3. fávix) iévent. infinie) existe à l'exception d'un ensemble au plus dênom-

brable.
4. f'apix) = 0 presque partout.

Il est facile de vérifier sur les exemples construits à l'aide de l'ensemble de
Cantor (et même quand /(x) est continue ou de classe Ci sur complémentaire
de cet ensemble) que la suppression même d'une seule de ces suppositions en-
traîne la fausseté du théorème. Je ne sais pas d'ailleurs, si l'on y peut remplacer
f'avix) Par une définition plus faible de la dérivée.

La méthode employée ici pour la démonstration du Théorème 2 peut être
appliquée aussi pour la preuve du théorème de M. Tolstoff.

Lemme 8(3). Pour une fonction arbitraire finiei?) fix) imême non mesurable
L ou dans l'autre théorie de mesure) l'ensemble {/+(x) =a} est du type P-\-K0
où Ko est une partie de l'ensemble K de tous les points de discontinuité de fix)
et P un ensemble G¡ composé uniquement des points de continuité de la fonction
fix)- _

Si l'ensemble K est au plus dênombrable et fix) remplit la condition

lim inf fix) < lim sup/(x)    ou
X—*XQ x—*xq

(6) lim inf fix) S fixo)    si   /+(x0) > — <»,    ou
x—*xo

lim sup fix) è fixa)    si   /_(x0) > — »,
x—>xo

pour tout x0 l'ensemble {fix) S;a} est G¡.
En particulier {/(x)^a} est G¡ si fix) (finie ou infinie) existe partout à

Vexception d'un ensemble au plus dênombrable (fix) pouvant être discontinue)
et fix) remplit la condition de Darboux.

Démonstration. La première partie du lemme est évidemment vraie pour
a= — oo car dans ce cas (/+(x) ¡îa} =R (ensemble de tous les nombres réels
finis) et R = C-+K où l'ensemble C de tous les points de continuité de la fonc-
tion fix) est, comme on le sait, Gg. Pour a = + °o on a

(3) J'ai démontré le théorème concernant l'ensemble des points de la non-dérivabilité d'une
fonction arbitraire en 1943; indépendamment de moi ce théorème a été démontré en 1941 (et
publié en 1943) par M. A. Brudno [4]. Les deux démonstrations sont à quelques details près
identiques, mais le travail de M. Brudno ne contenant pas la deuxième partie du théorème,
j'expose ici toute la démonstration.

(4) En définissant d'une façon pour ainsi dire "non naturelle" la dérivée de Dini pour les x
tels quef(x) = + w ou — °°, nous pouvons supprimer cette supposition comme je la fais dans
mon travail sur les ensembles des points de non-dérivabilité à publier prochainement.
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o.
{/+(x) = a) = {]+(x) = + «=}  = II {/+W = n} =UiPn + Kn)

n=l n=l

co

= II Pn + TTo = P + Tío.
n-l

La validité du lemme pour a= + oo résulte donc de sa validité pour a fini.
En considérant au lieu de/(x) la fonction /(x) —ax, je ramène la question au
cas de a = 0. D'une manière analogue on peut ramener au cas de a = 0 l'autre
partie du lemme. On peut supposer sans restreindre la généralité que la fonc-
tion est bornée. Dans le cas contraire il suffit d'envisager au lieu de/(x) la
fonction

fix)
(7) *(*) =-~t^—ri + |/0)|
pour laquelle l'ensemble de tous les points de discontinuité est le même que
pour/(x) et pour laquelle comme on le voit sans difficulté

{¿+(x) = 0} = {/+(x) = 0}.

Je suppose donc en plus que |/(x)| <1. Pour tout x nous avons

(8) f+(x) = lim   lim 0m,„(*),
n—+ »    m—» o

roï *    ,y Z(y)-/(«)(9) 4>m,nix)   =       SUp      -
y&m.n       y — x

où 7m,„= [x+<zm,„(x), x+ai,„(x)], les intervalles 7m,„ pour m—><x> forment une
suite croissante des ensembles et les intervalles (semi-ouverts) 22m=i7mn
pour n—>oo—une suite descendante (et la longueur —>0). Il suffit pour cela
que l'on ait

(10) 0 < am+i,„(x) ^ am,nix),        ai,„+i(x) ^ ú¡i,„(x),

(11) lim am,nix) = 0, lim <Zi,n(x) = 0.

Les fonctions am,„(x) ne doivent pas être nécessairement continues. Par un
choix convenable de celles-ci (savoir tel que x+am,„(x) ne prenne qu'un en-
semble dênombrable de valeurs isolées) j'obtiens la démonstration du lemme.
(En admettant que am,n(x) soit indépendante de x, j'arrive au résultat plus
faible exposé dans mon travail [34]. Le résultat exposé ici fut obtenu par moi
en 1943).

Le Lemme 8 reste évidemment vrai aussi pour /~(x) ; ainsi donc sa pre-
mière partie le sera aussi pour /(x)=max [/+(x), /~(x)] car {/(x)^a}
= {f+ix)=a}-\-{f~ix)'^.a}. Cependant, à cause de la deuxième partie du
lemme, il faut définir directement fix), comme on l'a fait dans le cas de
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f+ix). On a
(12) fix) = lim   lim i>m,nix),

n—* «s    m—* «

n« /    r ï Z(y)-/(»)(13) ^m,n(x)   = Sup -;

où /m„= [x — bi,nix),x — ¿m,n(x)] et les fonctions ô,„,„(x) remplissent les mêmes
conditions (10), (11) que am,„(x). Je pose

x + am,„(x) = 2-"*-"a-(£[2"'+''a-1x] + 2),

* - bm,nix) = 2-m-"a-(£[2m+"a-1x] - 1),

où £(£) est la partie entière du nombre £ et a est une constante positive. Les
fonctions x+am,„(x), x —èm,„(x) prennent un ensemble dênombrable de
valeurs 2~m-nk-a, k= • • • , —2, —1, 0, 1, 2, • • • . Je désigne par N=Na
l'ensemble de toutes les valeurs de toutes les fonctions x+am,„(x),x —&m,„ (x).
Il est facile de vérifier que les am,„(x) et &m,„(x) remplissent les conditions (10),
(11) ainsi que

2~m-n+1a = am,nix) =■ 2-m~na > 0,

2~m-n+ia ^ bm¡„ix) ^ 2~m-na.

Il s'ensuit que

(14) dist (x, Imn) =■ 2-«-»ff,       dist (x, /„,„ + /„,„) = 2-»-"«.

Quand x varie dans l'intervalle (2_Jf_n^a, 2~M~na- (¿ + 1)) les fonctions
^+amn(^), x — bmnix) restent constantes pour les m = M (et en particulier pour
m = \). En particulier pour ï£I»„s=(2"m""k, 2~m-nik+-l)a) les intervalles
7mn, Jmn restent constants. Cela facilite l'étude de la continuité des fonctions
<pm,nix), ism.nix). Soient x0 et Xi deux valeurs de l'intervalle Lmnk. Nous avons
pOUr 3>G7m„ OU  Imn + Jmn

f(y) - f(xi)    /(?)-/(*>) I 1 ....-S -,-¡—¡-r | fiy)ixi - xo)
y — Xi y — Xo      I       \ y — Xi\ ■ \ y — Xo\

+ yifixo) - fixi)) + Xofixi) - xifixo) |
£ 22m+2"a-2( | xi - xo | + | y | | /(*i) - /(x0) |

+ | Xo + Xi | | fixi) - fixa) |

+ | Xo/(x0) — Xi/(Xi) | )

puisque \f(y)\ <1 et \y — Xi\ =dist (xi, Imn) évent. dist (xi, 7„,B + /m„); donc
d'après (14) | y — X\\ ^2~m-"a, pareillement \y — x0\ =2~m'na. Puisque \y\,
|xo+Xi| ont une borne supérieure commune = ö-2~"!~n-2(| k\ +2m) pour
yG7m,„ + 7m,„, et [xo]+[xj.]C7„»7ut, donc pour les |xi — x0|, |/(*i) — /(*o)|.
\xifixi)—Xofixo)\ suffisamment petits nous obtenons
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1950] SUR LA PREMIÈRE DÉRIVÉE 11

fiy) - fixi)    fiy) - /(xo)
y — Xi y — xo

< e    pour tout    y G Imn + J*

En particulier il résulte de l'uniformité de cette évaluation et de (9), (13) si
xo est un point de continuité de la fonction /(x) que:

| <j>m,niXo)   —  (¡>m,nix) \   <  €,     |  ^m,n(x0)   —   «Am,n(*) |   <  Í    pour   \   X —   X0\   <  8,

c'est-à-dire que les fonctions </>mn(x), \f/mnix) sont continues aux points de
continuité de la fonction /(x) situés dans Lmnk. Les discontinuités éventuelles
ne peuvent donc paraître qu'aux points de l'ensemble K et aux points
2-n~nka, &= • • • , —2, —1, 0, 1,2, • • -, ce qui veut dire que l'ensemble de
tous les points de discontinuité des fonctions </w(x), ^m„(x) est contenu dans
K-\-N. Les fonctions amn(x), ¿w(x) étant ainsi choisies, il résulte de (10) que
les passages à la limite dans (8), (12) sont monotoniques. Il s'ensuit que

i fix) > - y} C fil  lim +_(•) > ~-j\ C ifix) = - -} .

<     lim   <j)m„ix)   >-->    =    22"|</>mn(*)   >-~f
\  m-»» k ) m=i i k )

et puisque

{fix) = o} = ñ{/+(^) > - 7} = n{/+(*) = - y} '
on aura

00 CO 00 / 1      \

{/+(x)èo| = nn 22 Um.nix)>-->.
*-l »-1     m=l     I « /

Si le point xo de l'ensemble {<pmnix) > — l/k} est un point de continuité de la
fonction 4>mnix), un certain voisinage de ce point appartient également à
cet ensemble, donc xo est un point intérieur de l'ensemble {<£mn(x)> — l/k}.
Il en résulte que l'ensemble {0™„(x)> — l/k] — int {<t>mnix)> — l/k} se
compose des points de discontinuité de la fonction <bmnix). Il se compose donc
de deux parties: Kmnk(ZK et Nmnk(ZN. En posant int {<£m„(x)> — l/k} =Gmnk
on a donc

00        00 00

(/+(X)   à0)=nn     E  iGmnk +  Kmnk +  Nmnk)
k=l n=l    m=l

OO OO

(15) =   Il II  (Gnk +  Knk +  Nnk)

= ILUGnk + Ko +■ No = P + Ko + No
k=.l n—l
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12 Z. ZAHORSKI [July

où les ensembles Gmnk, Gnk sont ouverts, K0(Z 22*°= i 22«=i 22m=i Kmnk(ZK,
AoCA, donc l'ensemble P= YLt=i II»=i Gnk est du type G¡. La formule ainsi
obtenue (15) dépend de la constante a qui détermine l'ensemble N=Na.
Considérons deux pareilles représentations de l'ensemble {/+(x)^0|; une
pour a = 1 et l'autre pour c = 21/2; pour simplifier l'écriture je désignerai dans
le second cas Na par A^¡. Je distingue les décompositions de l'ensemble
{f+(x)—0} dans les I et II cas d'après la formule (15) à l'aide des indices
additionnels. L'ensemble TVi ne renferme que les nombres rationnels et N2 ren-
ferme un seul nombre rationnel ( = 0), donc A71/V2= [0]. De (15) j'obtiens:

{fix) = 0} = Pi + Kio + Nio = 7*2 + K20 + 7YÏ0

= iPi + Kio + Ni0)iP2 + K20 + N20) + Pi + P2

= Pi + P2 + KioiKto + N20) + K20N10 + TVioiVao

= (Pi + 7>2 + ÍV10/Y20) + K.o,

où K.oCK, et NioN2o(ZNiN2= [O] est l'ensemble qui ne se compose que d'un
seul point [O] ou est vide, donc est G¡. Il s'ensuit que P. =Pi+-P2+-Ni0N2o
étant une somme de trois ensembles G{ est aussi Gj. Puisque

{fix) = 0} =  |/+(x) = 0}R = (P. + Ä-.o)(C + K)
= C7. + KP. + Ä-.0(C + Tí) = P + TTo,

où P=CP.(ZC est Gj car C qui est l'ensemble de tous les points de con-
tinuité de la fonction/(x) est comme on sait, G$. La première partie du lemme
est ainsi prouvée. D'une manière tout à fait analogue en considérant ipmnix)
au lieu de $mB(x), j'obtiens le même résultat pour {/(x) ^0j et en particulier
la formule analogue à (15), (16). Pour simplifier je garde les mêmes notations
iGnk etc.) ce qui ne prêtera à aucune confusion. Nous avons donc

00    00

(17) {fx) = 0} = Il II (Gnk + Knk + Nnk) = P + Ko,
k-l n—1

où G«* est un ensemble ouvert, Knk(ZK, Nnk(ZN, P(ZC, K0(ZK, P est du
type Gs. De là

P+ KoC Gnk + Knk + Nnk,

Gnk + Knk + Nnk = Gnk + Knk + Nnk + P + K0 pour tous les n, k,
00 00

Il II (P +   Ko)(Gnk +   Knk +   Nnk +   P +   K0)
fc=l n=l

00        co

II II (P + #0 + Gn* + TToiCfc + PNnk + M»*)
¿•=1   7| = 1

CO 00 00 OO

= TLU(P + Ko + Gn*) = Il II (P + *î» + G.»),
i_l B_l k-l n=l

7 + 7T0 =

(18)
C
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1950] SUR LA PREMIÈRE DÉRIVÉE 13

où K*t = Ko — Gnk. De (17) résulte par conséquent

(19) fix) = 0    pour tout    x G K*k,

(20) KlkGnk = 0.

D'autre part

P +   Knk + Gnk  =   P +   Tío + G„fc C   P +   7\o + G„fc +   Knk  +   Af„Jfc

= Gnk +  Td* +   A^B*,

donc il s'ensuit de (17) que
00 00 CO 00

IIII(-P+¿ + Gnk) C II II (Gnk + /Tn* + Nnh) = P+Ko.
k=l n—1 k=l B-=l

De cela et de (18) résulte

(21) {/(x) = 0} = P + TTo = E ñ (P + K*nk + G„*).
*-i B-i

Je vais démontrer que l'ensemble K%., au plus dênombrable (car K%^(ZK), est
du type G{. P étant G¿ ,il en est de même des facteurs du second membre de la
formule (21) qui se composent d'une somme de deux ensembles G¡ et d'un
ensemble ouvert, donc {/(x)^0J est G¡, c.q.f.d. Il reste à montrer que K*t
est G¡. K*k étant au plus dênombrable, il faut et il suffit de prouver, d'après
les propositions connues, que K%. ne contient pas une partie dense en soi.
Supposons que le contraire soit vrai, c'est-à-dire que K.%. renferme une partie
Z dense en soi. Dans ce cas l'ensemble parfait Z contiendrait Z et Z serait
dense sur Z (les points de l'ensemble Z sont situés à l'intérieur de chaque
segment de l'ensemble Z). D'autre part de ce que Z(ZK*k et de (20) résulte

(22) GnkZ = 0.

De (19) s'ensuit

fix) è 0    pour tout    x G Z,

on peut donc faire correspondre à chaque e un segment [a, b] arbitrairement
court renfermant x à son intérieur et tel que

(23)->  - e.
b — a

C'est évident si lim init^x-f(t) <lim sup(^x+ /(/). Dans le cas contraire,
puisque on a p.ex. f(x) ïïO, il résulte de (6)

(24) lim inf f(t) ^/(*).
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14 Z. ZAHORSKI [July

On peut faire correspondre à chaque 77>0 un nombre b>x, tel que

r, f(b) - /(x) e
(25) b - x < —, —-^— >-

2 b- x 2

D'après (24) il existe un nombre a<x, tel que

(26) x-a<j, (x-a)\f(x)-f(b)\<j(b- x)2,

fa)<f(x)+^-(b-x),
4

delà

(x - a)(f(x) - fb)) > - 4 (b - x)2 > - 4-:(i -:«)(* - x),
4 4

(b - x)(f(x) - f(a)) > - 4 (b - x)2 >  - 4 (K- a)ib - x),
4 4

afb) - xfb) - afx) + bf(x) - bfa) + xfa) > - — (b - a)(b - x),

f(b) - f(a)      f(b) - f(x) ^      _j_
b — a b — x 2

et de (25), (26) résulte (23) avecb — a<-n. Pour/~(x) =0 la démonstration est
analogue.

Je forme la suite descendante des segments de l'ensemble Z, [an, bn]Z,
où limB^oo ibn — a„) =0. D'après le théorème de Cantor le produit de ces seg-
ments est le point £GZ. Je vais choisir les intervalles [an, bn] de telle manière
qu'ils remplissent la condition (23) avec e = n~1 en évitant les points de
l'ensemble dênombrable K-+-N. En désignant par xx, x2, • • • la suite de tous
les points de l'ensemble K-\-N (renfermant en particulier tous les points de
l'ensemble ZCKttCLK), je choisis un point x(1)GZ, x^t^Xi (ce qui est
possible puisque Z renferme une infinité des points) et je forme l'intervalle
[ai, ¿1] renfermant à son intérieur X(i> ne renfermant pas Xi et tel que

fibi) - fiai) > - libi - ai),     ' bi- ai<l.

On aura donc à l'intérieur de l'intervalle [ai, ox] une infinité des points de
l'ensemble Z (puisque Z est dense en soi donc X(u est un point d'accumulation
de l'ensemble Z, Oi<X(D<èi). Je définis [ak, bk] par récurrence. Si l'on a défini
déjà les intervalles [ai, bi], • ■ ■ , [an, bn] remplissant les conditions:

1
(27) fibk) - fiak) > - — ibk- ak), k=l,2,---,n,

k
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(28) , xk G [au, bk], k = 1, 2, • • • , n,
(29) [ak+i, bk+i] C iak, bk), k = l, 2, 3, • ■ ■ , n — l,

1
(30) bk — ak < —; k = 1, 2, • • ■ , n,

k

et renfermant à l'intérieur une infinité des points de l'ensemble Z, je définis
l'intervalle [an+i, bn+i] de la manière suivante: je choisis le point X(B+i.)
GZ (aB, bn), X(B+i)5^xB+i et je forme l'intervalle [aB+i, bn+i], an+i<x(n+i)<bn+i
assez petit pour qu'il soitsituéà l'intérieur de [a„, bn], bn+i — aB+i<l/(w + l),
ne contienne pas xB+i et /(ôB+i) —/(aB+i)> — (l/(w + l))(6B+1 —aB+i). L'in-
tervalle (aB+i, £>B+i) contenant X(B+dGZ renferme une infinité des points de
l'ensemble Z (donc ces points appartient à l'intérieur de [aB+i, ¿>B+i]). La
construction de [ak, bk] est donc possible pour tout k et les conditions (27)-
(30) sont remplies pour chaque k entier, positif, en particulier tous les seg-
ments [ak, bk]Z de l'ensemble Z sont non vides. Il résulte de (28) que

lim an = £ 9^ xk    pour tout    k, £ G K + N.

De là et de (22) en tenant compte de ce que ¡;(E.Z:
00 00 co 00

£ <$ Il IlG«* + N + K D n II (GB* + Knk + tf„») = {/(x) = O},
i—1 n=l *=1 B=l

d'après la formule (17), on a donc

7«) < o.
D'autre part il résulte de (27) que

7(0 = o.
Il s'ensuit de cette contradiction que K*t ne contient pas une partie dense en
soi, c.q.f.d.

En particulier si /(x) a une dérivée sauf aux points d'un ensemble E au
plus dênombrable, /(x) ne peut être discontinue qu'aux points de non-dé-
rivabilité, ou aux points où |/'(x) | = + °°. L'ensemble des premiers points
est d'après la supposition au plus dênombrable; l'ensemble des seconds—est
au plus dênombrable d'après une proposition connue de Young sur la symé-
trie, puisqu'au point de discontinuité en lequel existe la dérivée infinie les
ensembles des limites à droite et à gauche ne peuvent pas être identiques. La
condition (6) est remplie, car si /(x) a la propriété de Darboux, alors
lim inf^- /(x) ^/(xo) ^ lim supx^-/(x), lim ini^x+fix) á/(*o) álim sup^f
fix). Il en découle d'après la II partie du lemme déjà démontré que {fix) ^0}
est du type Gs, c.q.f.d.

Corollaire. La première dérivée fix) est de I classe de Baire imême pour
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fix) discontinue). »

Si/'(x) existe partout, K est au plus dênombrable et fix) satisfait évidem-
ment la condition (6), donc {/'(x)^a| est G¡ pour tout a, pareillement
{/'(*)=&} c-à-d. { — /'(x) S: — b} pour tout b, c.q.f.d. (Ce corollaire résulte
aussi d'un travail de M. Kronrod [16].)

Pour la fonction arbitraire on peut montrer que {/(x) ^a} —P+iK — B),
où PGGj, B est au plus dênombrable et {fix) ¡ta} =Pi+iKi — Bi) où PiGGj,
Ki(ZK, Ki(Z-Fc, |A"i|=0, Bi au plus dênombrable. Si l'ensemble K est
dênombrable mais/(x) ne satisfait pas (6), {/(x)^a] n'est pas en général G¡.
Je laisse au lecteur de former des contre-exemples faciles (avec ensemble du
type de Cantor).

Lemme 9. (fThéorème de Rolle sur la valeur moyenne?) Si fia) =/(ô) et la
fonction fix) a la propriété de Darboux, il existe un point £G(a, b) tel que

7(0 = o,     /(£) ̂  o.
Démonstration. On peut exclure le cas où il existe un segment (c, d) C(a, b)

tel que /(c) =/(â") et /(x) est continue dans [c, d] car dans ce cas le lemme
résulte du théorème élémentaire de Rolle. En particulier il n'y a pas d'inter-
valle où la fonction/(x) serait constante. Si [c, d] renferme un point de dis-
continuité de/(x) par rapport a [c, d], il existe une valeur u telle que l'équa-
tion/(x) — u possède une infinité de solutions dans (c, d). En effet, en un cer-
tain point x0 il existe une valeur limite 6 de la fonction /(x) différente de
/(xo), p.ex. /(xo)>0. Il existe donc une suite de points x„G(c, d), xn—*x0 tels
que f(xn)—>6 et l'on peut de suite supposer que/(xB) <(f(xo)+0)/2 (laissant
éventuellement de côté un nombre fini des points). On peut choisir x„ d'un
côté de Xo- Supposons p.ex. que x„<xo (le second cas est analogue). Dans
chaque intervalle (x„, x0) la fonction /(x) prend la valeur intermédiaire
m = (f(xo) +0)/2 ; elle la prend donc une infinité de fois. En me basant sur cela
je vais définir une suite descendante d'intervalles fermés dont le produit sera
le point £, leurs longueurs tendront donc vers zéro. Le premier de ces inter-
valles [ai, bi] sera l'intervalle [a, b]. D'après la supposition complémentaire
[a, b] renferme un point de discontinuité de/(x) par rapport a [a, b]; il
existe donc une valeur Wi telle que l'équation/(x) =Ui possède une infinité de
solutions dans (a, b). Je choisis trois d'entre elles: %i<X2<X3. Puisque
x3 — Xi<b — a et min (x2 —Xi, x3 — x2) ^2_1(x3 — Xi), nous pouvons choisir
l'intervalle [a2, b2] = [xlt x2] ou [x2, x3] de manière que b2 — ö2<2_1(o — a). On
a donc/(^2) =/(û2) et l'intervalle [a2, £2] renferme d'après la même supposi-
tion complémentaire un point de discontinuité de/(x). Supposons que l'on
ait déjà défini l'intervalle [a„, &„]C(a„-i, ¿>»-i) tel que
(31) fbn) = fia,),        bn- an< 2—+»(è - a).

D'après la supposition complémentaire  [an, bn] renferme un point de dis-
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continuité de la fonction/(x) par rapport à [an, bn}; on peut donc comme
dans le cas de (a, b), trouver trois points x[ <x{ <x3 dans (a„, bn) tels que
f(x{)=f(xl)=f(x3); je choisis pour [a„+i, bn+i] le plus petit de deux inter-
valles [x/ , X2' ], [x2', x3 ]. Dans ce cas bn+i — an+i<2~l(b„ — an) <2~n(b — a). Les
conditions (31) sont donc remplies pour w + 1 en place de n et les nombres
a„, bn sont déterminés par induction pour chaque n. De (31) résulte

/(Ö = 0,       /(£) g 0    pour    £ = lim o»,        an < £ < b», c.q.f.d.
n—»00

Corollaire. iPropriété de Darboux de la dérivée.) Si une dérivée inter-
médiaire unilatérale f'p(x) de la fonction fix) de classe y remplit les inégalités

fpia) < c,       fPib) > c    ou   fPia) > c,   fp(b) < c,

il existe un point £(Z(a, b) tel que/(£) ^c, /(£) S:c.
iJ'appelle dérivée intermédiaire chaque fonction fpix) remplissant partout

l'inégalité f+ix) ±fj¡ix) è/+(x)).

En considérant au lieu de/(x) la fonction/(x) —ex je ramène le cas général
au cas de c = 0. La fonction/(x) —ex est aussi de classe y. En effet, elle est de
I classe de Baire comme la difference des deux fonctions de I classe, donc les
ensembles {fix)—ex>a} sont du type Fc. Mais

{fx) — ex > a} — {fix) > ex + a}

^ ( m + 1      m )
= Ey(ï) >-> — > ex + a}

m,n i n n )

^- Í              m + l)   ( m)
= £</(*) > -\\cx+a<—\.

m.n \ n     j   \ n )

Les ensembles {cx-\-a<m/n} sont ouverts et {/(x)>(m-\-l)/n} sont de
classe A7i, donc, en vertu du Lemme 1 et Lemme 2, {f(x)—cx>a} est de
classe A7i. La preuve pour {f(x)—cx<a} est analogue. Il en résulte que
/(x) — cxÇz.Jtâi = y d'après le Théorème 1, possède donc la propriété de Dar-
boux. (La propriété de Darboux, en dehors de la classe y, n'est pas conservée
en général après l'addition d'une fonction linéaire.)

Je prends en considération le premier couple d'inégalités; pour le second la
démonstration est analogue. Il résulte de celles-ci que /(x) prend dans le
voisinage à droite du point a les valeurs inférieures à f(a) et dans le voisinage
à gauche de b—les valeurs <f(b). Si/(a) =f(b) le corollaire résulte immédiate-
ment du Lemme 9. Supposons que p.ex. f(a) >f(b) (dans le cas contraire la
démonstration est pareille). Il existe dans (a, b) un point d tel que fid) </(6),
donc il y a dans (a, d) un point e en lequel/(x) prend la valeur intermédiaire
fib); on a donc (e, o)C(a, b), fie) =fb) et d'après le Lemme 9 il existe un
point £G(e, b) donc i;(Z(a, b) ayant la propriété désirée.
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Lemme 10. Si une fonction finie fix) n'est pas non décroissante dans [a, b]
et si l'on a presque partout fix) —0 dans [a, b], il existe dans [a, b] un point £
tel que /(£) = — oo.

Démonstration. Supposons que tous les quotients des différences dans
[a, b] soient bornés en bas

fixi) — /(x2)—-—-^- =-A7,        0<A7<+oo.
Xl  —   X2

La fonction/i(x) =/(x) +2 Afx est croissante dans [a, b], donc presque partout
derivable. En soustrayant de /i(x) sa fonction de discontinuités, on obtient
une fonction continue non décroissante (/>(x) telle que pour Xi <x2 on a

(32) *(*,) - <K*i) á f'xt) - fixi) + 2M(x2 - xi).

[On appelle fonction de discontinuités d'une fonction monotone Fix) la somme
22.B w„(x) où la fonction w„(x) correspond au point de discontinuité x„ de
7"(x). (La suite des x„ étant au plus dênombrable.) Si

lim   Fix) = an á 7(x„) ^ bn =    lim   7(x),

alors

0 pour tout x < x„,

co„(x) = • 7(x„) — a„ pour x = x„,

. bn — an pour tout x > x„.

La convergence uniforme de la série ¿InOJnix) et les propriétés utilisées ici
sont manifestes.]

Puisque 0(x) =ï0, on a pour une fonction continuei^(x) =0(x) —2Afx:

(33) ^(x) 3; — 2M    pour tous les x.

La dérivée de la fonction de discontinuités étant presque partout égale a 0,
on a

<t>'ix) = fix) + 217 presque partout,

fix) = <b'ix) — 2M = fix) = 0 presque partout.

Il s'ensuit à cause de Í33), que la fonction continue ^(x) est en vertu des
propositions connues non décroissante dans [a, b]. On a notamment pour
tout e>0 et\f/tix) =ipix) -\-ex: \¡/¿ (x) >0 presque partout, ^£(x)> —2Ai partout,
donc |&+(x)| <2A7 pour tout xG {&+(*¡)^0}. Il résulte (Saks [27, p.
271, Théorème (4.5)]) que |i>.({i?.+(*) ^0})| = | {&+(x) ̂ 0} | -217=0, car
| {$îix)^0} | =0. D'après Théorème (7.1) de M. A. Zygmund [27, p. 203],
ipiix) est non décroissante. Il résulte de (32) que
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/(«O - /(*i) =■ *(*«) - Hxi).
La fonction/(x) serait donc aussi non décroissante ce qui est en contradiction
avec la supposition.

Il s'ensuit que pour chaque nombre M existent dans [a, b] les points Xi, X2
tels que

/(x2) -fixi) < - M.
x2 — Xi

En bassant sur cela, je vais former une suite descendante d'intervalles [a„, b„],
bn — an—+0 dont le produit est le point cherché £. Sans restreindre la généralité
je peux supposer que la fonction/(x) soit bornée, |/(x)| <1. (Comme dans
le Lemme 8, (7).) Je choisis [ai, 61] tel que

fih) - /(ai)       _i
bi — ai

Supposons que l'on ait déjà déterminé l'intervalle [a„, 0„]C[a„_i, £>„-i] tel
que

f(bn)-f(an)
(34) ■-< — n.

bn — an

La fonction/(x) n'étant pas non décroissante dans [an, bn], il y a dans [a„, b„]
des points a„+i, bn+i tels que

fibn+i) — /(a„+i)
-< — n — 1.

bn+l  —  öra+1

De cette manière la suite d'intervalles [a„, 0„] est déterminée par induction.
Il résulte de (34) que

^ \fibn)-fian)\        2
bn — an <-< —

n n

et que

f(£) = — 00    pour    £ = lim an, c.q.f.d.
n—*oo

Théorème 2. Une fonction finie fix) ayant la propriété de Darboux ad-
mettant une dérivée finie ou infinie à l'exception des points d'un ensemble au plus
dênombrable et telle que fix) ^0 presque partout est continue non décroissante.

Remarque. Il est facile de faire voir qu'aucune de ces suppositions ne peut
être omise. De même on ne peut pas remplacer fix) par la dérivée approximative.

Démonstration. Soit </>(x) une fonction remplissant les inégalités
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/(*) =2 <b(x) = fix)

que je détermine arbitrairement (si /(x) <f(x)) en lui imposant la seule re-
striction que si fix) = — 1 2=/(x), alors </>(x)=— 1. Évidemment partout où
/'(x) existe <b(x)=f(x). Les ensembles {c/>(x)5:a}, {</>(x)^a} et par suite
aussi {<b(x)=a} sont du type Gs. En effet, nous avons

{<b(x) = a} =  {/(x) = a} - fii, {*(*) =- a} =  {/(x) = a} - fi2,

où ßi, ß2 sont des ensembles au plus dénombrables, donc du type F,. Il
résulte du Lemme 8 que {</>(x)2:a} est Gj. Prenons en considération l'en-
semble A={cß(x)<0} et supposons que A^O. Il contient les ensembles
B = {</>(x) = — 1} et C= {(j>(x) = — oc } lesquels, comme je vais le montrer, ne
sont pas vides. Les ensembles B et C sont du type G¡. Tout point x0G^4 est
un point d'accumulation des ensembles B et C. En effet, l'intervalle (x0 —e, x0)
(évent. (xo, x0+e)) renferme les points £ tels que/(£) = — =o (Lemme 10), car
dans le cas contraire/(x) serait une fonction non décroissante dans (x0 —e, Xo)
et (x0, x0+e) (ces intervalles sont les sommes d'une suite croissante d'inter-
valles fermés). Les limites \imx^x- f(x), limI_x+/(x) existeraient et puisque
/(x) a la propriété de Darboux, on aurait /(x0) =limx,l5- /(x) = limx,x+ /(x),
c'est-à-dire que/(x) serait non décroissante dans (xo —e, Xo+e) et/(xo)2:0,
0(xo)2ïO, XoG-4 contrairement à la supposition faite, e étant un nombre
positif arbitraire et </>(£) ̂—1 (d'après la définition de la fonction </>(x),
car /(£) = — oo), l'ensemble A est dense en soi et l'ensemble A est parfait.
L'ensemble {/(x) = — oo } est dense sur A ; donc il est dense aussi dans A. Or
l'ensemble {/(x) = — oo J^ étant G« (Lemme 8) et étant contenu dans l'en-
semble parfait A, et dense sur lui a la puissance du continu sur chaque seg-
ment de A. L'ensemble des points de non-dérivabilité étant tout au plus
dênombrable, l'ensemble {/'(x) = — œ } et à fortiori C= {</J(x) = — °o } G-4
sont denses dans A ; en particulier tout point i£i est un point d'accumula-
tion de l'ensemble C (et cela avec la dérivée = — oo ). La fonction/(x) est de I
classe de Baire puisqu'elle est différentiable partout à l'exception d'un en-
semble de points au plus dênombrable et comme telle possède ^^o points
de discontinuité (Lemme 8). Il s'ensuit qu'elle est de classe y. Je vais
montrer que dans chaque voisinage (x0 —e, x0+e) du point x0G^4 se trouve
un point de l'ensemble B. On sait déjà que le point de dérivabilité XiGC
appartient à ce voisinage, on a donc/'(xi) = — oo. Supposons p.ex. que Xi<x0
(si x0<xi la preuve est semblable). D'après la supposition il existe un point
X2G(^i, Xo) tel que/'(x2) ^0> — 1. Il s'ensuit, d'après le corollaire du Lemme
9, qu'il y a dans (xi, x2) un point £ tel que

_/(£) ̂ - l Ú 7(0
donc en vertu de la définition de </>(x) on a $(£) = — 1, c'est-à-dire que £
G-B[(xo-e, Xo) + (x0, x0+e)].
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Puisque B(ZA(ZA, B est pareillement dense sur A. On en déduit que B
et C qui sont des ensembles du type G¡ denses sur A possèdent les complé-
mentaires de I catégorie par rapport à A. Il existe donc un point zÇZBC, où

- » - ¿où ̂  J(z) < - i,    /(2) s-iá7(z)
ce qui est impossible. Il résulte de cette contradiction que .4=0 donc/(x) > — 1
pour tout x. De là s'ensuit en vertu du Lemme 10 que/(x) est non décrois-
sante; possédant la propriété de Darboux, elle doit être continue, c.q.f.d.

Corollaire. Les fonctions fix) singulières ic-à-d. continues de classe VB et
telles que fix) =0 presque partout) non constantes (ew particulier les fonctions
singulières élémentaires, c-à-d. celles dont l'ensemble des intervalles de constance
est dense partout et de mesure pleine) ont l'ensemble non-dênombrable (2No) des
points de non-dérivabilité (f(x) </(x)).

Pour les fonctions singulières élémentaires de Lebesgue, Cantor, Harnack
c'est connu (Ruziewicz [24]).

Théorème 3. La dérivée d'une fonction continue et partout derivable ievent.
avec la dérivée infinie) est de classe %■

Démonstration. Les ensembles {fix) >a}, {fix) <a} sont du type F, pour
chaque a. Pour \a\ = + oo est evident que {/'(x) >a} G172, {fix) <a}^M2.
Si }/'(x)>a} 9^0, \a\ < +oo, supposons que/'(x) ne remplit pas la condition
"M2, il y aurait un point x0 tel que/'(x0) >a et dans un certain voisinage uni-
latéral p.ex. (x0 — ù, Xo) on aurait presque partout /'(x) ^a. La fonction
fix)—ax serait donc (d'après le Théorème 2) non croissante dans (xo —ô, x0)
et f~ixo) =/'(x0) 5=a contrairement à la supposition que/'(xo)>a. Il s'ensuit
de cette contradiction que/'(x) GSWá et pareillement/'(x) G"5^2 c'est-à-dire
que/'(x)G2»f2 c.q.f.d.

Pour les fonctions continues dérivables partout hormis un ensemble
dênombrable de points et les dérivées intermédiaires arbitraires (c'est-à-
dire des fonctions telles que /(x) Sfp(x) ëi/(x)) on pourrait démontrer d'une
manière pareille que dans chaque voisinage de XoG}/p(x)>a} se trouve une
partie de l'ensemble {fp(x) >a} ayant la mesure extérieure positive mais comme
on le fait voir facilement par des exemples (p.ex. /(x) = | x| ) on ne peut pas
affirmer qu'il en soit de même dans tout voisinage à droite et à gauche. Pour
les fonctions discontinues dérivables partout le théorème, même ainsi affaibli,
serait faux (p.ex. pour/(x) = —x+sign x).

Théorème 4. L'ensemble {a<f(x)<b} pour une fonction continue ayant
partout la dérivée finie ou infinie remplit la condition M3 pour toutes les valeurs
a, b, — oo<ja;g&:g + oo.

Démonstration. Tous les cas, à part le cas banal a = ô. se ramènent au
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cas a = 0, 0 = 1. Si a et b sont finis il suffit de considérer la fonction
(fix) —ax)/ib — a); si a est fini et b= + oo, je considère au lieu de/(x) la fonc-
tion fix)— ax et je ramène ce cas au a = 0, £>= + oo ; si b est fini, a= — oo,
nous avons { — oo </'(x)<ô} = {0<(—/(x)+ox)'< + oo } ; enfin si a= — oo,
0=4-00 on a {-oo </'(x) < + oo } = { - co </'(*) < 1} + {0 </'(x) < + oo }
donc ce cas se ramène d'après le Lemme 1 aux cas précédents. Or le second de
deux cas qui restent en fin de compte se ramène au premier en appliquant
le Lemme 1 puisque {0</'(x)< + oo } = 22*°°=i {0</'(x)<£}.

L'ensemble A = J0</'(x) <1} est du type F, et s'il n'est pas vide il est
une somme des ensembles <f>n fermés non vides. Prenons en considération le
point XoG^n, /'(xo) =aG(0, 1). On a

fixa + h) = /(x0) + ha + hei,

fixa + h + h) - fixa) + ha + hxa + (A + hi)t2,
fixa + h + Ai) — /(Xo + A) A
-;-= oí + — («2 — «i) + «2,

Ai Ai

où t£—>0 et €2—»0 quand A et Ai—>0. Je choisis une constante arbitraire positive
c et je suppose que h/hi<c, AAi>0. Dans ce cas il existe un nombre e(x0, c)
>0 tel que pour | A+Ai| <e(x0, c) on a

«2 — «i \ c +   62   < min
(a     1 — a\

T—J'
donc

a       fjxg + A + Ai) — /(x0 + A)       a+1
2 Ai 2

pour |A+Ai| <e(x0, c), h/hi<c, AAi>0. Je vais montrer que l'ensemble A a
une mesure positive dans l'intervalle (x0+A, x0+A+Ai), c'est-à-dire que
l'on peut admettre que rjn = 0 puisque

| Aixo + A, x0+ A + Ai) |

[*i| >
De cette manière toutes les exigences de la condition M3 serons satisfaites.
Supposons au contraire que | (x0+A, x0+A+Ai).41 =0 et désignons par B', C
les ensembles de tous les points d'accumulation des ensembles

B = {fix) = l}(x0 + A, xo + A + Ai),
C = {fix) =■ 0} (xo + A, xo + A + Ai).

Prenons en considération un point arbitraire XiG<2, °ù

(36) Q = B'C'ixo + A, xo + A + Ai)
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tel que XiG(x0+A, x0+A+Ai). Je prouverai qu'il appartient avec un certain
voisinage à B ou à C. Puisque Xi n'est pas un point de l'ensemble Q, donc
d'après (36), XiG-S'C et ne peut pas être un point d'accumulation de B et de
C. Nous pouvons admettre sans restreindre la généralité que XiG-B'. Il y a
donc un nombre e>0 si petit que (xi —e, xi+e)C(^o + A, x0+A+Ai) et que
l'intervalle (xt —e, Xi+e) contient au plus 1 point de l'ensemble B (savoir
event. XiGT? puisque tout autre point peut être supprimé en diminuant e). On
a

(X! - e, Xi + e) = (xi — e, Xi + e)(x0 + A, x0 + A + Ai)

= (xi — e, Xi + e)(C + B + (x0 + A, x0 + A + hi)A),

car en chaque point soit/'(x) :S0, soit 0</'(x)<l, soit l:£/'(x); donc en
tenant compte de | (x0+A,Xo+A+Ai)^4| =0,| (xt —e,X]+e)5| = 0 on parvient à

2e = | (xi — e, Xi + e)C \,

ce qui veut dire que/'(x) 5^0 presque partout dans (xt — e, Xi+e). En vertu du
Théorème 2 on a donc partout dans (xi —e, Xi+e) /'(x)^0 et également
Xi(£B, c'est-à-dire

(37) (xi - «, xi + «) C C    (évent. C B si Xi G C').

Il s'ensuit de (37) que xiG-B + C, donc XiG-4 et de là

(38) (x» + A, xo + A + hi)A C Q-

Je prouverai que Q est dense en soi et renferme des ensembles D, E denses
aussi dans lui, où

D = {fix) = 1/2} (xo + A, x„ + A + Ai),
E = {fix) = l/3}(xo + A, xo + h + hi).

Si Qt^O, prenons un point arbitraire p(ZQ- H est un point d'accumulation des
ensembles B, C, donc dans tout voisinage de ce point se trouve le point £
tel que/'(£) = l et un point n tel que/'(i/)=0. Puisque/'(x) jouit de la
propriété de Darboux, il y a dans les mêmes voisinages des points z, r tels
que/'(z) = 2-1;/'(r) =3-1, c'est-à-dire des points des ensembles D, E. Il est
évident que 7>+£C(^o+A, x0+A+Ai)^4, donc d'après (38),

D + E C Q.
L'ensemble Q-\- [x0+A]+ [xo + A+Ai] est évidemment fermé. On peut donc
trouver un ensemble parfait (Q ou sa partie) dans lequel les ensembles D, E
du type G¡ sont denses; ils ont donc un point commun,

£ G DE,       /'(£) = 2-1,       /'(£) = 3~\

ce qui est impossible. J'ai obtenu donc une contradiction dans le cas Qy^O.
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Mais dans le cas Q = 0 j'obtiens aussi une contradiction car dans ce cas d'après
(38), (xo+A, Xo+-h+-hî)A=0 ce qui est en contradiction avec (35) puisque
d'après la proposition de Lagrange

/(xo + A + Ai) - /(x« + A)
-:-— = fiv),       v G («o + A, xo + A + Ai).

Ai

(Evidemment, d'après (35), -nÇL-A.) De cette contradiction résulte que
j (xo + A, x0+A + Ai).4| >0, c.q.f.d.

Corollaire. L'ensemble {a</'(x)<o} pour fix) continue est vide ou
\{a<fix)<b}\>0.

(C'est connu: MM. Denjoy [8], Selivanov [30], Clarkson [6].)
Il est facile de construire des exemples des fonctions continues dérivables

partout à Vexception d'un ensemble de points dênombrable, pour lesquelles l'en-
semble envisagé ne remplit pas même Mi (remplit par contre il7o pour certaines
dérivées intermédiaires—pas toutes—et pour la dérivée ordinaire—ne remplit
même pas Ifo puisque l'ensemble {0</'(*)<l} se compose d'un seul point).
Pareillement, on peut construire une fonction discontinue partout derivable
pour laquelle cet ensemble ne se compose que d'un point.

Corollaire. La dérivée partout finie appartient à la classe 2if3.

En effet, dans le cas considéré on a pour chaque x: — oo </'(x) < + oo
donc {a <fix) < + oo } = {a </'(x)} {fix) < + oo } = {a </'(x)} remplit M3;
pareillement {/'(x) <a}.

Théorème 5. L'ensemble {/'(x)>aj pour une fonction fix) interne dis-
continue) ayant partout une dérivée finie ou infinie bornée supérieurement est
de classe Mi. iC.-à-d. /'(x)Gft£¡).

Démonstration. L'ensemble {fix) >a} = {/(x) >a} est du type F, (Lemme
8, corollaire). Si a= — o° il possède la mesure pleine, remplit donc Mi et
même Mo. Il réstele cas de a fini et il est loisible d'admettre a = 0. Comme
dans le Théorème 4, (35), on a pareillement si/'(x0) =a>0

/(x0 + A + Ai) — fixa + k)        a h
(39)-> — > 0    pour   — < c,

Ai 2 Ai
AAi > 0,  | A + Ai | < e(x0, c).

Puisque pour chaque x on a fix) < M < + oo (on peut admettre que liïïl),
donc

,    . ( î(xo + A + Ai) - /(x0 + A)) sign A
(40) . . ,= M\ {/'(x) > 0}(xo+ A, xo+ A+ nul.
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De (39), (40) résulte

,    v | {fix) > 0} (x0 + A, xo + A + Ai) |        a
(41) -:-:- >  -   >   0.

| Ai | 217
Or a^M, par conséquent a/217^2-1. Puisque {/'(x)>0}= 22»"-1 {fix)
>l/n} et puisque les ensembles {/'(x)>l/ra} sont du type F„ on déduit de
(41) en y mettant {/'(x)>l/«} = 22m=i-f7m» et l/n<a à la place de a, pour
tout xÇ.Fnm que

,    s | {/'(*) > 0} (xa + A, x0 + A + Ai) | 1
(42 —-'-:-:--  >   -   >   0| Ai | 2nM

pour    | A + Ai | < e(x, c)

On peut poser nnm= l/2nMrS,2~1. En ordonnant les suites doubles Fnm et les
Vnm correspondantes en suites simples, nous obtiendrons les suites des en-
sembles Fn et des nombres rj„, 0<-nn<l, telles que la condition Af4 sera
remplie pour l'ensemble {/'(x) > 0}, c.q.f.d.

On pourrait déduire pour les fonctions dérivables partout sauf aux points
d'un ensemble dênombrable une condition plus faible où l'inégalité (42) a lieu
pour les x pour lesquels /'(x) existe. Faute de liaison avec la condition de
Darboux, ces résultats ne sont pas intéressants pour les classes des fonctions
envisagées ici. Une généralisation au cas des fonctions qui ne sont pas
dérivables partout (l'idée en revient au M. A. Zygmund) ne se montra
intéressante que dans le Théorème 2.

Corollaire. Les dérivées bornées appartiennent à la classe Jïti.

Théorème 6. Si {f(x)>an}, {/(x) <bn} pour les ensembles de valeurs
a„, bn denses sur l'axe des y remplissent Mo, la fonction /(x) est approximative-
ment continue et réciproquement: si f(x) est approximativement continue, alors
/(x) G 5^6- Les ensembles {a <f(x) < b} sont également de classe 176.

Corollaire. La somme de 2 fonctions de classe *Mo est aussi de classe 9ïto.

Ce théorème est connu (M. Maximoff [17], [18]) et facile à vérifier.
L'exemple de Lebesguecité plus haut montre que la classe 'Mo = 'Mi = y n'est
pas additive, c'est-à-dire qu'il ne résulte pas de/(x)G7, g(x)(Zy que/(x)
-\-g(x)(~y. Les propositions sur les propriétés additives des autres classes
7ïtn seront données plus loin. On peut seulement observer que la classe des
dérivées bornées (évent. inférieurement ou supérieurement), celle des dérivées
de classe 9)f¿ évent. 'SWs, et aussi celle des dérivées finies et infinies (à condition
que pour aucun x on n'obtient pas une forme indéterminée oo — co) sont addi-
tives. Au cas des formes indéterminées oo — oo quand/(x)+g(x) peut être
non-dérivable pour certains x bien que/'(x) et g'(x) existent pour tout x, se
rattachent les exemples connu? des fonctions continues dérivables partout
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qui ne sont pas absolument continues et /(x)— g (x) 9e const, quoique/'(x)
= g'(x) pour tout x, Ruziewicz [25], [26], Hahn [lO].

La condition A73 peut être énoncée plus simplement. La definition donnée
plus haut ne fut énoncée d'une manière plus compliquée que pour mettre en
évidence la liaison avec Mi. En effet; les nombres r\n dans Af3, Af4 peuvent
être remplacés par des nombres arbitraires ne dépassant pas les r¡„; en par-
ticulier on peut poser r¡n = 0 pour tout n dans 173 et ne pas introduire les
ensembles F„ (car dans ce cas chaque représentation de l'ensemble Fa comme
une somme des ensembles fermés remplit les conditions désirées). La condi-
tion M3 ainsi simplifiée est: l'ensemble E est du type F„; pour chaque xG-E et
chaque c>0il existe e(x, c) > 0 tel que pour tous les h, Ai remplissant les conditions
AAi>0, h/hi<c, ¡A+Ai| <e(x, c) on a

| E(x + A, x + A + Ai) |

I Ai[ >
(La forme équivalente M3, avec AAi^O, A/Aigc.) On voit de même que l'on
obtient la condition Af2 si l'on pose dans M{. c = 0 au lieu de c>0 (c'est-à-
dire A = 0). En effet, il y aura alors pour tout xG-E une(x)>0 tel que si | Ai|
<e(x)

| (x, x + Ai)£ |

PM      >
3. Les conditions suffisantes. Je vais maintenant caractériser les en-

sembles {f(x)>a} pour les dérivées bornées ou approximativement con-
tinues et donner les théorèmes dans un certain sens réciproques aux
Théorèmes 3-6. Je me base sur quelques lemmes donnés plus bas et sur le
théorème (*) de MM. Lusin-Menchoff (démontré dans  [18]).

(*) Pour chaque couple des ensembles, un mesurable A et un fermé B tels que
A ■ Z~)B (c'est-à-dire A Z)B et B se compose des points de densité de l'ensemble A)
existe un ensemble fermé C tel que A-Z^C- D-B.

Lemme 11. Pour chaque ensemble E de classe M¡ existe une fonction ap-
proximativement continue (et semi-continue) f(x) telle que

0 < /(x) =■ 1    pour tous les    x G E,

fix) = 0    pour tous les    x G -E.

Démonstration. Si l'ensemble E est vide, il suffit de poser /(x)=-0. Dans
le cas contraire, puisque E est du type F, on a

00

(43) £=22^n,
n=l

où Fn sont les ensembles fermés non vides. Je pose
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4>i = Fi.
E se composant de ses propres points de densité on a E- Z)<t>i', d'après le thé-
orème (*) il y a donc un ensemble fermé \j/2 tel que

£0*«0*i.
Je pose 4>2= F2-\-\[/2, dans ce cas évidemment E- D</>2- Z)$i- Je définis <pn pour
chaque n entier positif de la façon suivante: Supposons que l'on ait déjà
déterminé l'ensemble fermé <j>n remplissant les conditions

(44) ¡OfcOiw,
(45) 4>n Z) Fn.

D'après le théorème (*) il existe un ensemble fermé \pn+i tel que E-ZD^n+i
■Z)<t>n- Je pose 4>n+i=ipn+i+-Fn+i; dans ce cas évidemment E■ D<£n+i0<£n,

<t>n+iZ)Fn+i; 4>n+i est fermé; les conditions (44), (45) sont remplies pour re + 1
en place de n. De (44), (43), (45) résulte

oo

(46) E=¿2<bn.
n-l

Je vais définir les ensembles fermés4>n/2>» pour chaque n^2m (m = 0, 1, 2, • • ■ )•
Pour m = 0 ils sont déjà déterminés (=<£„) et remplissent la condition

(47) <t>n/2m  C •0(n+l)/2™.

Pour les autres m entiers positifs je les détermine par récurrence. Supposons
que pour un certain m on ait déjà déterminé les ensembles <£„/2>» pour chaque
n entier positif (« = 2"*), remplissant la condition (47). Je pose

<¡>2n/2m+1  =  <£n/2m

et je détermine </>(2n+i)/2,»+i comme l'ensemble fermé, existant d'après le
théorème (*) et tel que

(48) <t>n/2m C-0(2n+l)/2'"+1 C - <t>(n+l)/2m,

ce qui est possible à cause de la condition (47). Je détermine ensuite les en-
sembles fermés (j>\ pour chaque nombre réel X^l au moyen de la formule

<t>\ =     Il    #n/2'n
n/2'"è\

ce qui pour \ = N-2~M concorde avec la définition antérieure—d'après (48).
Les ensembles <f>\ remplissent la condition

(49) <*>x, C-K   pour   Xi < X2.

Et effet, il s'ensuit immédiatement de la définition de <j>\ que </>xiC<£x2 pour
Ai=SA2. En choisissant n et m tels que Ai<2-m«<2~"*(« + l) <X2 on a donc
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d'après (48)

donc 4>\t-D4>m-
La fonction

0X,   C 4>n/2m  C •<£(n+l)/2m C 4>X2

(50) fx)
pour tout    x G £,

inf E { x G 0x}
0 pour tout    x G £

remplit les conditions du lemme. Évidemment puisque X = l on a
inf -Ex{xG0x| ssL donc/(x) _T. La fonction est déterminée car en vertu de
(46) si xoG-E, alors x0G</>n0 (»o dépend de x0); à cause de cela l'ensemble de
toutes les valeurs de X telles que XoG<£x n'est pas vide et sa borne inférieure
inf -Ex{xoG$x} existe (etest;S«o)- Donc/(xo) ^ l/«o>0. Il reste à montrer
que/(x) est approximativement continue. Elle est continue aux points x0G-E.
En effet, en choisissant un entier positif arbitraire N on a d'après (46)

X0 G 4>!f-

4>n étant fermé, il existe un nombre ô = ô(A)>0 tel que

(51) (xo — S, x0 + ô)(bff = 0

et à cause de (49), (x0 —S, xo+-ô)<j>\ = 0 pour chaque X^A (d'après (51)).
Pour les xG(*o — ô, x0 + ô) nous avons donc xG«£x, X^A, inf .Ex{xG</>x} s^N
si xG£, c'est-à-dire que

1
fix) 5= —    pour tout    x G (#o — ô, Xo + 5)

N

(car pour xG-E on a/(x) =0) et puisque/(x0) =0, la fonction/(x) est continue
au point Xo. Nous montrons ensuite que la fonction /(x) est semi-continue
supérieurement dans chaque point: si x0G-E et fixa) = 1/1 il>l), on a en
choisissant arbitrairement e > 0, e </ — 1

Xo G <t>i-e> (xo — 5, Xo + 5)<£¡-e = 0    pour    8 = 5(e) > 0,

(xo — S, Xo + S)<b\ = 0    pour chaque    X i£ / — e

et si xG(xo —5, Xo + 5)<£x on a X>/ —e d'où inf E\{x(Z4>\} =^1 — «,

/(x) g£ (/ — e)-1    pour tout    x G (xo — S, x0 + 8)E.

Mais pour tout xG(*o — ô, x0 + ô)(i? —jE) la fonction /(x)=0, donc /(x)
;£ il — ef1 pour | x —x0| <ô, c'est-à-dire que/(x) est semi-continue supérieure-
ment. Pour /= 1 puisque sup/(x) = 1 la semi-continuité supérieure est mani-
feste.
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La fonction /(x) est en chaque point approximativement semi-continue
inférieurement. À cause de la continuité en chaque XoG-E il suffit de la
montrer pour tout XoG-E. Soit/(x0) = 1/7 Dans ce cas il s'ensuit de la défini-
tion de/(x) et de (49) que

£o G <t>i+e/2    pour tous les    e > 0.

En vertu de (49) x0 est donc un point de densité de l'ensemble </>;+<. Mais il
résulte de (50) que la fonction/(x) est^(/+e)-1 aux points x(Z<fii+t c'est-à-
dire que Xo est un point de densité de l'ensemble {/(x) = (Z+e)-1} ; donc,
d'après la définition des limites approximatives, /(x) est approximativement
semi-continue inférieurement au point Xo, c.q.f.d.

Lemme 12. Étant donnés 3 ensembles disjoints Eu E2, II tels que Ei+E2+-H
= R iensemble de tous les nombres réels finis) et Ei+-H, E2+-H sont de classe Mo
existe une fonction fix) approximativement continue telle que

fix) = 0    pour tout    x G Ei,
0 < fix) < 1    pour tout    i£fl,

fix) = l    pour tout    x G E2.

Démonstration. D'après le Lemme 11 existent 2 fonctions A(x) et g(x)
approximativement continues et telles que

gix) = 0 pour tout x G Ei,

A(x) = 0 pour tout x G E2,

0 < gix) g 1 pour tout x G E2 + H,

0 < A(x) ^ 1 pour tout x G -Ei + 77.

La fonction

I * I
<t>ix, y) = -j—j——i—r

| *| + | y\

est déterminée et continue partout sauf au point x = 0, y = 0 et 0(0, y)=0
pour tous les y9é0, <j>ix, 0) = 1 pour tous les x^0,

0 < <t>ix, y) < 1    pour tous les    x 9a 0, y 9e 0.

Il s'ensuit que

fix) = <b(g(x), h(x))

remplit toutes les conditions du lemme. Elle est déterminée puisque les en-
sembles Ei, E2 étant disjoints, on a pas en même temps g(x)=0, A(x)=0;
g(x)^0 et h(x)¿¿0 uniquement pour tous les xG77; et/(x) est évidemment
approximativement continue, c.q.f.d.
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Lemme 13. Si les fonctions /(x), g(x) remplissent les conditions: 0
ff(x), 0ág(*)ál, {fix) = + oo } . {g(x) =0} =0, lim*.« h-lj^hfit)dt=fix),
linu^o h~ljxxJthgit)dt = gix) et si fix) est approximativement continue, alors
linH_o h~1fx+hfit)git)dt=fix)gix). iEn particulier si gix) est aussi approxi-
mativement continue.)

Démonstration. Je considère d'abord le cas où/(x) a une valeur finie. Je
choisis un nombre arbitraire e>0 (on peut admettre que e<l). Il résulte de
la supposition qu'il existe un nombre ôi = 5i(e, x)>0 tel que

(52)
1      n x+h

/W--J       f(0dt<
2/(x) + 5

= r¡    pour tout     | A | < Si.

f(t) étant approximativement continue, x est un point de densité de l'ensemble
A =Et{ |/(x)— f(t)\ <r¡}. Il s'ensuit qu'il existe un nombre ô2 = ô2(e, x)>0
tel que

(53)
(x, x + h)A

~ThT > 1 pour tout     | A j < 82.

Je pose A7i=(x, x+h)A, N2=(x, x+h)—A, alors on a h~lJxx+h<j>(t)dt
= \h\-1ftfi<t>(t)dt+-\h\-1fNlçb(t)dt pour toute fonction sommable <b(t), en
particulier pour 4>(t) =f(t) et pour <p(t) =f(t)g(t). Nous avons

(/(*) - ri) Y^i =- y-y   f   f(t)dt á (f(x) + V
A \ h\ J n,

Ni

(f(x) - v) (l - --) = y-y f f(t)dt g /(x) + V
\ L /       I h \ J n1

(54) <v+—f(x)

pour tout | A | < 52,

pour tout | A | < S2,/(x) - yyy f   f(t)dt
| A| Jjv!

/(x) - 4 f "  '/(O* - /(*) + T7T f Mdt
h J x \ h\ J Ni

1     C f
= -¡—¡- I    f(t)dt < 2-Q H-/(x)       pour tout | A | < min (Si, S2),

I A| JNt 2
d'après (52), (54). De là et de O^git) gl résulte

1   r 1 1  j(55)        -¡—¡- I    fit)git)dt < 2r? + — fx) pour tout | A | < min (Si, 52).
A   JN, 2

Pareillement l'on a
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(/(*) - ») TTT  f    SiDdt = yyy   f    ft)git)dt
| A| JiV! | A| Jwj

=~ (/(*) + v) y-r f   *(0*
|  « j   J yVi

=  (/(*) + r,) - *(*)*,
A J x

max(0,/(x)   -  7,)yyy(        f «(*)*-    f     «(<)*)
I A| \| J x I     Jní /

= TTT f  /Wf(0* = (/(*) + v)—f'    git)dt,
| A | J Ni h J x

i   /1 rx+h       I     r     \(56)     max (0, /(x) - ,) —_ H J        g(/)«ft   - J    ld,j

lf 1   /• •+*
= yyy       l(t)g(t)dt = (/(x) + „) - g(t)dt,

I  » |   J N1 h J x

car g(t) 5= 1. D'après la supposition il existe un nombre 53 = ô3(e, x) >0 tel que
I |A|-1|./ï+*gW<o| ~g(x)\ =\h-1fxx+hg(t)dt-g(x)\ <v pour tout \h\ <53. Delà
et de (56), (53) résulte

/ I A21\ 1     /■
max  (0, /(X)   -  V)     g(x)   -  r,   - -~~^      ̂  yyy

\ | A| /       I A| Jat,
f(t)g(t)dt

= (/(x) + r,)(g(x) + „)

pour tout | A | < 53,

max (0, /(x) - ,) (gix) - ij - 4J ^ y^ f  /(0«(0*
\ 2/       | A| Jat,

-y  f   /(í)g(0¿í - /(*)*(*)A I Jan

pour tout | A | < min (52, S3),

3
=-v + n2 + v —fix)

pour tout | A | < min (52, S3),

car rjgix) jSrç. De là et de (55), puisque rf^v, résulte
1     px+h

~h
pour tout | A | < min (Si, 52, S3),

/x+h fit)git)dt - /(x)g(x) á4, + Infix) = —-^-— (Vi*) + 4)< «
2/(x) + 5
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c-à-d. lim».,, h-ijxx+hfit)git)dt=fix)gix), c.q.f.d.
Si/(x) = + oo, fix)gix) = + oo (car g(x)=a>0 d'après supposition faite).

Il existe un nombre ôiix, a)=ôi>0 tel que h~~lf■ g(¿)¿/=í3a/4 pour tout
¡Al <ôi. En désignant B= {git) >2_1a} je vais évaluer | (x, x + A)J3| pour
|A| <5i. On a (3/4)a|A| =" | fx+hgit)dt\ =1. | (x, x + h)B\ +2"1a-|A|,

i i       a I AI ,    i
(57) I (x, x + A)73 | :> —■—-       pour tout | A | < Si.

Je choisis un nombre arbitraire positif m. Puisque/(¿) est approximativement
continue, x est un point de densité de l'ensemble A = {/(/)> I6a~2m}, car
/(x) = + oo . Il existe donc un nombre ^(m, x) = Ô2>0 tel que

| (x, x + h)A \ a ||
-¡—¡-> 1-pour tout    A   < 52.

A 8

pour tout | A | < min (Si, S2),

/'                          a    16m   af(t)g(t)dt >—--~ = m
.v                         8     a1     L

pour tout I A I < min (Si, ô2)

où N=ix, x + h)AB, c-à-d. limA,0 h-xfx+hfit)git)dt= + *>, c.q.f.d.

Théorème 7. Pour chaque suite finie des n nombres réels  — oo ̂ ai<a2
< • • -<a„^ + oo et une suite finie des 2n—l ensembles disjoints non vides
Ni, N2, ■ ■ ■ ,Nn, Hi, 772, Ht,--, Hn~i tels que Ni + N2+ ■ ■ ■ +Nn+Hi
+H2+ ■ • • +Hn-i = R iensemble de tous les nombres réels finis) et Ni+Hi
+N2+H2+ ■ ■ ■ +Nk+Hk, Hk+Nk+i+Hk+i+ ■ ■ ■ +/Vn_i+i7„_i+A„ rem-
plissent la condition Mo pour k = l, 2, ■ - • , n — l et pour toute fonction crois-
sante finie Fiz) ïï 0 déterminée pour les z =ï 0—il existe une fonction absolument
continue fix) ayant partout la dérivée fix) approximativement continue et
integrable avec F ice qui veut dire que pour tous les a et b finis /o7(|/'(x) | )dx
< + oo ) qui satisfait aux conditions

fix) = ak        pour tout    x G Nk, k = 1, 2, • • • , n,
ak < fix) < ak+i    pour tout    x G Hk, k = l, 2, ■ • ■ , n — l.

Si ai = — oo ( alors \Ni\ = 0; si an = + <x>, alors \ Nn\ = 0.

Démonstration. Je considère d'abord le cas tous les ak finis. D'après le
Lemme 12 il existe une fonction approximativement continue/^(x) telle que

Il resuite donc de (57)

| (x, x + h)AB [        a

\h\~       ~>-8~
\      n x+h 1

- f(t)git)dt = yy
A J x A
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/*(*)= 0   pour tout    xeNi+Hi+N2+H2+ ■ ■ ■ +/V/t_i+77*_i + Aft,
0</i(x)<l    pour tout    xG7?a,

fkix) = l    pour tout    x<ENk+i+Hk+i+Nk+2+ ■ ■ ■ + N n-i+H n_i+N n.

La fonction

fix) = ai + (a2 — fli)/i(x) + (a3 — a2)f2ix) + ■ ■ ■ + ian — an_i)/n_i(x)

remplit évidemment toutes les conditions du théorème. En effet, elle est
approximativement continue et, étant bornée, est la dérivée de son intégrale
indéfinie.

Dans le cas où les valeurs ai et a„ sont infinies, c'est-à-dire \Ni\ =0 et
| Nn\ =0 je examine les 3 hypothèses possibles: (a) aucun ak n'a une valeur
finie; (b) un seul a2 est fini; (c) il y a plus qu'un nombre a* fini. Dans chacun
de ces cas j'emploie des fonctions faix), </>„(x) approximativement continues,
integrables avec la fonction F*(z) =max (| z|, 7"(2z + lf)) qui en chaque point
sont les dérivées de ses intégrales indéfinies, c'est-à-dire

J        n x+h

faix) - Um — I       *i(€)¿£,
íi->o  A J x

(58) i +hJ       p x+h

<l>n(x) = lim—- I        tf>„(£)d£,
h^O    ft   J x

0 < </>i(x) < + oo     pour tout    x G Ai,

0 < <bnix) < + oo    pour tout    x G A„,

<Êi(#) = + oo    pour tout    x G Ni,
(60)

$„(x) = + oo    pour tout    x G A„.

Ces fonctions peuvent être construites au moyen de la méthode employée dans
le Lemme 11; une difficulté additionnelle consiste dans la condition (58) qui,
pour les fonctions non bornées ne résulte pas de la seule continuité approxi-
mative, ainsi que dans la condition d'intégrabilité avec F*(z). J'ai donné la
construction dans mon travail [37, Théorème V, p. 92], résumé [35]; sans
condition d'intégrabilité avec F—dans [38].

Dans le cas (a) je choisis la constante 17 égale à 0; dans les cas (b), (c)
M =max (|a2[, |a3|, • • • , |a„_i|).

Dans le cas (a) la fonction

/'(x) = <bnix) — <biix) = faix) — faix)

remplit évidemment toutes les conditions du théorème. Elle est définie
puisque l'expression du type oo — oo est exclue par la condition NiN2 = 0. Elle
est integrable avec F(z) car
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F( | 4>2(x) - fa(x) I )dx

/► 6 y» &Fi | 02(*) | + | faix) \)dx ¿  I    7(2 max [faix), faix)])dx
a Ja

=   f  7(2^)i(x))dx+  f  F(2fa(x))dx
J Ex J E¡

/, b /» 6F(2fa(x))dx +  I    F(2fa(x))dx < + oo
a •'o

où jEi= {<^i(x) ̂ 02(x) } (a, o), E2= {^2(x) >^>i(x)} (a, 6). Dans les cas (b),
(c) je forme les fonctions gi(x) et gn(x) approximativement continues et telles
que

gi(x) = 0 pour tout x G N2 + H2 + N3 + H% + ■ ■ ■ + IIn-i + N«,

0 < gi(x) g 1 pour tout x G Ni + Hu

gnix) = 0 pour tout x G Ni + Hi + N2 + H2 + ■ ■ ■ + Nn-i,

0 < gnix) g 1 pour tout x G Í7.-1 + N„.

D'après le Lemme 11 telles fonctions existent. En vertu du Lemme 13 les
fonctions h{ (x) =$i(x)gi(x), A„' (x) =<£n(x)g„(x) approximativement continues
sont les dérivées de ses intégrales indéfinies et remplissent d'après (59), (60)
les conditions:

h{ (x) = 0 pour tout    x G N2 + H2 + ■ ■ ■ + AVi + 77„_i + 7V„,
0 < A/ (x) < + ce    pour tout    x G Hi,

h{ (x) = + oo    pour tout    x G Ni,

hñ ix) = 0 pour tout    xE Ni+ Hi+ ■ ■ ■ + N„-u
0 < A„' (x) < + oo    pour tout    x G Hn-i,

h„' ix) = + oo    pour tout    x G Nn.

Dans le cas (b) la fonction

fix) = hñ ix) — A/ (x) + a2 = A3' (x) — Ai' (x) + a2

et dans le cas (c) la fonction

fix) = An'(x) — Ai'(x) + a2+ (a3 - a2)f2(x) + • • • + (a„_i — an^2)fn-2(x)

remplit toutes les conditions du théorème. Il suffit à montrer l'intégrabilité
avec F(z); les autres propriétés résultent des propriétés des fonctions fk(x),
h„' (x), hî (x) déjà démontrées. On a
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Fi | /'(x) | ) = F( | K (x) | + | kl (x) | + max ( | a2 \,  \ a31, • • • , | an_x | ))

g 7(2 max [ | A„':(x) |, \hl(x)\] + M)
= 7(2-max [faix), faix)] + M)

(car \h{ (x)| =\fa(x)-gi(x)|, |gi(x)|gl, etc.). Puisque fa(x), 4>n(x) sont
integrables avec F*(z)^F(2z + M), il en résulte, d'une manière analogue à
(61), que

r F(\f(x)\)dx< + »,
J a

c.q.f.d. Il reste le cas où une seule des valeurs de ak est infinie. Il suffit
d'envisager le cas an= + oo ; le raisonnement pour ai= — oo est semblable (on
peut du reste l'obtenir du cas précédent en changeant le signe de la fonction
/(x), des nombres ak et de leur numérotage).

Je détermine alors la fonction /'(x) un peu différemment en posant

/'(x) = An' (x) + fli + (a2 - ai)fi(x) + • • • + (a„_i - a„-2)fn-2(x)

pour n>2, et /'(x) =An' (x)+ai = A2' (x)+ai pour n = 2. La fonction /(x)
remplit toutes les conditions du théorème. La démonstration en est semblable
à celle du cas précédent. En posant 17 = max (|ai|, |a2|, ■ • • , |a„_i|)
suffirait même de prouver l'intégrabilité avec F(z+M) qui s'ensuit évidem-
ment de l'intégrabilité avec 7(2z+lf).

Théorème 8. Pour chaque ensemble E de classe Mi existe une fonction
continue fix) ayant partout la dérivée bornée, telle que fix) =0 pour tout xG-E,
0</'(x)<l pour tout xG-E-

Pour 2 ensembles disjoints Ei, E2 de classe Mi il existe une fonction derivable
partout gix) telle que—l<g'(x)<0 pour tout xG-Ei, 0<g'(x)<l pour tout
x(Z-E2 et g'ix) =0 pour tout x$.Ei+E2.

Pour chaque couple d'ensembles disjoints Ni, N2 tels que le complémentaire
de l'ensemble Ni est de classe Mi et N2 est G¡ de mesure 0 et pour chaque fonction
finie croissante F(z)^0 déterminée pour les zSïO existe une fonction A(x)
absolument continue ayant partout la dérivée et telle que A'(x) est integrable avec
F, A'(x) =0 pour toutxÇ.Ni A'(x) = + <x> pour toutxÇZN2, 0<A'(x) < + oo pour
tout xG Ni+N2.

Démonstration. On peut admettre que pour chacun des ensembles Fn
tels que 22«°= i Fn = E qui figurent dans l'énoncé de la condition Af4 on a
e(x, 2) ^a„>0. S'il n'en était pas ainsi, nous procéderions de la façon suivante:
on a, puisque e(x, 2) >0 pour chaque xGT"«,

Fn = {tix, 2) > 0}Fn = ¿\<x, 2) ^ —}e„ =  227„m.
m-i ( m 1 m=l
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Je vais démontrer, que les ensembles Fnm sont fermés. Il suffit de montrer
que le point d'accumulation x0 des nombres £¿G7n tels que e(£¿, 2) ^ l/m a la
propriété e(x0, 2)^ l/m. Prenons dans ce but l'intervalle [x0 + A, x0+A + Ai]
(Z(xo—l/m,Xo+l/m) telqueAAi>0, h/hi<2. Posons

£.• + ha) = xo + h,       £i + Â(i) + Ai = xo + A + Ai.

Alors pour les [£,■ —Xo| = | A — A«)) suffisamment petites on a aussi A(,)/At<2,
A(¿)Ai>0, [xo+A, x0+A + Ai]C(£t — l/m, £, + l/w). D'autre part, l/»w^e(£¿, 2)
donc

| [xo + A, xo + A + Ai]£|
-n—i-^ ''»'

| Ai|
car (xo+A, Xo+A+Ai) = (£¿+A(¿), £,+A(t)+Ai). Mais dans ce cas e(x0, 2) 3ï l/m,
c.q.f.d. On peut donc adopter au lieu de la représentation primitive de
E= 22™=i Fn et des nombres r¡n la représentation E= 22™= i 22m=i Fnm et les
nombres vnm = Vn- Alors anm=l/m; en ordonnant ces trois suites doubles en
suites simples (toutes de la même manière) nous obtiendrons la décomposition
possédant la propriété voulue. Évidemment si l'on supprime les ensembles
vides (éventuellement) on peut admettre que tous les Fn sont non vides. (Si
l'ensemble E est vide, nous avons le cas banal dans lequel il suffit de prendre
/(*)-o.)

On peut admettre aussi que Fn sont bornés, car dans le cas contraire il
suffirait de poser Fnm= [ — m, m]Fn, r¡nm = r]n, a„m = an, alors 7„ = 22m=i Fnm,
E = 22«=i 22m=i Fnm et en ordonnant ces trois suites doubles en suites simples,
nous obtiendrions les ensembles 7* bornés.

Je détermine la fonction /„(x) admettant partout la dérivée bornée,
|/„'(x)| <Rn telle que

(62) /„' (x) = 1    pour tout    x G F„,

(63) /„' (x) = 0   pour tout    x G E,

(64) + oo > Rn > /„' (x) ^ 0    pour tout    x.

La fonction

(65) fx) = 22 -r—-
n=l ¿    * -"-n

remplit toutes les conditions du théorème. En effet, la série 22n=i/n (x)/2nRn
< 22"=i 2_" = 1 est uniformément convergente et puisque

22„"=,(/„(o)-/n(o))/2«i?„=o,
la serie (65) est uniformément convergente dans chaque intervalle fini. En
vertu des propositions connues

License or copyright restrictions may apply to redistribution; see https://www.ams.org/journal-terms-of-use



1950] SUR LA PREMIÈRE DÉRIVÉE 37

A fñix)(66) fix) = Z J-^
n= 1     ¿   -*vn

donc d'après (64) 0g/'(x)<l. De (63), (66) résulte que/'(x)=0 pour
chaque xG-E et de (62), (64), (66) s'ensuit que /'(x) ^ l/2ni?n>0 pour
chaque x(ZF„, donc, n étant arbitraire,/'(x) >0 pour chaque xG-E- Il ne nous
reste que de construire la fonction/„(x).

Fn n'étant pas vide, deux composantes de son complémentaire sont les
demi-droites puisque Fn est borné et les autres composantes sont les inter-
valles finis. Je choisis dans chaque composante une suite des points qui
converge vers ses extrémités (vers une extrémité dans le cas de demi-droite),
de la façon suivante: si la composante a 2 extrémités et la longueur / son
milieu soit le premier de ces points; les deux suivants soient distants de 2~2l
des extrémités, les 2 suivants-distants de 2~*l des mêmes extrémités et ainsi
de suite (2-*/). Sur les demi-droites je choisis comme premier point le point à
distance 1, les suivants à distance 2~k de l'extrémité. Je désigne par Ik les
segments fermés compris entre les points voisins. Si x est l'extrémité la plus
proche de la composante renfermant le segment Ik = [x+A, x + A+Ai] on a
évidemment

dist (x, Ik)        I A
(67) -,      ,        = J—i- = 1 < 2

| Ik | [ Ai|

et xÇ_Fn, AAi>0, donc si | A+Ai| = [ 2Ai| <an on a

\EIk\
I   -    I       >   Vn

(c'est-à-dire quand |7¡t| <a„/2). Or le nombre des segments Ik tels que
| 7*1 =2_1a„ est fini. Cela résulte de ce que les intérieurs de ces segments sont
disjoints et se trouvent tous sur un segment fini, à savoir entre le premier des
points choisis sur la gauche demi-droite et le dernier sur la droite. Ils sont
donc contenus dans un nombre fini des composantes du complémentaire de
l'ensemble Fn. En particulier, le nombre des segments Ik tels que

1-E/*|
I   -    I       á  Vn

est fini. Sur chacune des composantes de l'ensemble R — Fn (si elle est un
segment fini) je choisis parmi les Ik tels que | 727*1 /[ 7*1 Sr¡n un 7* le plus à
gauche et l'autre le plus à droite et j'y adjoins tous les Ik situés entre ceux-ci
(même si | £7*1 /\lk\ >Vn) et en plus le Ik suivant à droite (sur lequel sûre-
ment |jE7i|/|7fc| >T7„). Je désigne par 77,- les segments fermés ainsi obtenus
situés dans l'intérieur des composantes de l'ensemble R — Fn. On a donc

(68) | EH i I > 0.
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Je détermine les Hi sur les demi-droites de la façon suivante: sur la demi-
droite gauche (évent. droite) je choisis Ik tel que |E7*|/|7*| ^r;„, le plus
éloigné à droite (évent. gauche) auquil j'adjoins le suivant à droite (évent.
gauche)—donc tel que | £7*| /| Ik\ >r]n—ainsi que tous les points de la demi-
droite situés à gauche (évent. à droite) des segments ainsi choisis. S'il n'y a
pas sur la demi-droite de gauche (évent. de droite) des segments Ik tels que
] EIk\ /\ Ik\ ^Vn, Hi se compose du premier segment Ik de gauche (évent. de
droite) et de tous les points à gauche (évent. à droite) de celui-ci. (D'ailleurs
si'l n'y a pas de tels Ik sur les composantes bornées le segment 77, n'est pas
déterminé. Ainsi 77,- n'existe sûrement que sur les demi-droites et est alors
lui-même une demi-droite.)

De cette manière on a déterminé dans un nombre fini des composantes du
complémentaire de l'ensemble Fn les intervalles (évent. demi-droites) fermés
Hi (un Hi sur chacune de ces composantes). Si le nombre des composantes est
infini, une infinité d'entre elles ne contiennent pas i7¿. Puisque les Ik s'ac-
cumulent vers les extrémités des composantes, les extrémités des composantes
(même renfermant 77,) sont, comme on le déduit de la définition des Hi, des
points d'accumulation de ces segments Ik qui n'appartiennent pas aux 77.
Évidemment tous les segments Ik n'ayant pas des points à l'intérieur de 77
ont la propriété |£7*|/|7*| >r¡n.

Je range tous les Hi en une suite finie 77, H2, • ■ ■ , Hkn et je partage ceux
des Ik qui ne se trouvent pas dans 77¿ en un nombre fini de parties de la
manière suivante: si chacune des moitiés 7«, 7*2 de l'intervalle Ik a la propriété
\EIkr\/\lkr>7)n, r=l, 2, je le partage en deux segments égales, dans le cas
contraire je le laisse non partagé. Je repète ce procédé avec chacune de ces
moitiés et je continue ainsi au plus nk= l+E( — /g2| Ik\ ) fois (exactement ce
nombre de fois si c'est possible). Je désigne par L¡ les segments fermés obtenus
le partage fini. (7* est partagé en segments en général inégaux.)

La distance A d'un segment L¡ du point xG7„ n'est pas plus petite que la
distance de Ik renfermant ce Lj de l'extrémité la plus proche de la composante
de l'ensemble R — Fn ( = dist (Ik, F„)), c'est-à-dire de \lk\ comme cela
résulte de la construction des segments Ik, (67). Il s'ensuit que si Lj
= [x+A, x+A+Ai] on a AAi>0, A/Ax^ | Ik\ /\Lj\. Supposons que Lj soit un
segment résultant d'un nombre maximum des partages nk. Dans ce cas | L¡\
= 2~"*| 7*| <2~'<,!!l/*1   • | 7*| = | 7*|2. Je désigne par Lj ces segments. On a donc

dist (x, L')       [ A | A       | 7* I        | Ik I
pour   L/ C h, x G 7„,

car |Ai| =|7/[, |A| =dist (x, L¡). Supposons maintenant que Lj soit un
segment provenant d'un nombre de partages plus petit que nk. Tels segments
seront désignés Lj'. Dans ce cas d'après la définition du partage une des
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moitiés Ljr (r = l ou 2) de l'intervalle Lj' a la propriété

I LjrE I
(70) \f-± è Vn.I      ir I

Supposons que x soit un point de l'ensemble Fn et que Lj' = [x+A, x+A+Ai],
Ljr= [x+A, x+k+ki], alors AAi>0, kh>0. Supposons en plus que |A+Ai|
<e(x, c). Dans ce cas aussi |A+&i| <«(x, c), puisque |A+Ai| á|A+Ai|. De
la condition A74 résulte que si l'on avait k/ki<c on aurait, contrairement à
(70), I LjrEI /1 Ljr| >i7„. Il en résulte que

(71) k/ki ^ c.

On a soit k = h+hi/2 soit k = h et toujours Ai = 2_1Ai; donc il s'ensuit de (71)
que A/Ai^(c—1)/2. Il en résulte que

Ai 17/   | 2
(72) A      dist (x, Lj' )       c - 1

pourL/   C (x — é(x, c), x + e(x, c)), x G Fn, c > 1.

Il s'ensuit de la définition même des intervalles Lj que

I ELj |(73) y-y > t)„    pour tout   /.
I "i I

Je désigne par E0 l'ensemble qu'on obtient de £ en y supprimant tous les
extrémités des segments L¡ (donc celles des 77,, les extrémités des 77,- étant
aussi des extrémités des L¡ adjacents). Évidemment | E — Eo\ =0. Je désigne
par E° l'ensemble de tous les points de densité de l'ensemble Eo contenus
dans EB. D'après les propositions connues on a | Eo — El] =0. Je désigne enfin
par E* l'ensemble F, contenu dans Eg tel que \E°— E*\ =0. On a donc
|£o — E*\ =0, EqZ)E* et chaque point xGE" est aussi un point de densité
de l'ensemble E*, en particulier chaque point xG-E* est un point de densité
de l'ensemble £*, donc E* est de classe Mo. De la définition de £* résulte

(74) E* C Eo C E, | E - E* \ = 0
et de (68), (73) on tire

I E*L ■ I
| E*Hi | = Si> 0,       -y^-fL > Vn.

Pour deux 77¿ qui sont des demi-droites, on peut même avoir s,= + oo. Je
choisis des ensembles fermés fa, \p¡ l'un dans HiE*, et l'autre dans LjE* tels
que

(75) [fa | > n = min (2-1si, 1), \ii\> 2~l \ Lj | »jB.
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Leurs complémentaires R —fa, R—\pj étant des ensembles ouverts remplissent
évidemment Ms. Il résulte de faCE*, foCE* que R-faDR-E*, R-fa
DR-E*, c'est-à-dire (R-E*)fa = (R-E*)\[/j = 0. Puisque E* = R-(R-E*)
remplit Mo, on conclut d'après le Lemme 12 qu'il existe pour trois ensembles
disjoints fa (évent. \¡/j), iR—fa)E* (évent. iR—\¡/¡)E*), R — E*, dont la somme
= R, une fonction faix) (évent. ypjix)) ayant partout une dérivée approxi-
mativement continue et telle que

fa (x) = 1    pour tout    x G fa,
(76) $1 (x) — 1    pour tout    x G "Ay,

0 < fa' (x) < 1    pour tout    x G (R ~ fa)E*,
0 < 4>j (x) < 1    pour tout    x G iR - 4<j)E*,

(78) fa' (x) = #/ (x) = 0    pour tout    x G R - E*.

Si Hi a deux extrémités a,-, bi ou bien si a¡, b¡ désignent les extrémités de
l'intervalle Lj, il résulte de (78), (77), (76), (75) que

fa(bi) - fa(oi) ̂  1 • | fa | > fi,
ïi(bj) - i>j(aj) ä 1 • | f* | > 2-1 j Lj | vn = 2-\bj - aj)Vn.

Je détermine la fonction/„(x) pour tout xG7n (c'est-à-dire sur tous les
77,, Lj) de la manière suivante:

Si Hi a deux extrémités a¿, 6¿, je pose

bi — a,
(80) fn(x) = ai + - [fa(x) — faiai)]    pour tout    x G 77,.

fa(bî) — fa(ai)
En particulier on a donc /„(a¿) =a,-, /„(A,) = A,-. Puisque a,GEo, OtGEo donc
aiGR-E*,biGR-E* d'après (74). U s'ensuit de (78) que/+(a<) =/„"(&,) =0.

Si TZ",- a une extrémité ô, (a¿= — °°), je pose

(81) fn(x) = bi + fa(x) — fa(bi)    pour tout    x G Hit

on a donc fn(bi) =bi, fñ(bi) =0.
Si 77 a une extrémité a, (&¿= + c°)> je pose

(82) fn(x) — ai + fa(x) — fa(aî)    pour tout    x G Hi,

on a donc /„(a¿) = a¿, ft(a{) = 0.
Enfin pour chaque xG7y= [ay, ôy] je pose

(83) /„(x) = a¡ + { ~ *'"        [*,(*) - sM«i)].
^j(Oj) - ^»(«i)

donc/„(a,) =a3,/n(6J) =bj,fnia¡) =fñibj) =0 (puisque les extrémités a3-, bjàeLj
appartiennent à R — E*). Bien que la fonction /„(x) soit, définie de deux
manières aux extrémités des segments L¡ (pour deux segments voisins fermés
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ayant l'extrémité commune) les valeurs de/„(x) de ces deux définitions sont
égales, notamment/„(x) =x et en ces points existe la dérivée /„'(x) =0,
puisque fnix) =fñix) =0. L'existence de /„' (x) à l'intérieur des segments Lj,
Hi est claire et son estimation résulte de (76), (77), (78), (79), (80), (81),
(82), (83). On a notamment une des inégalités suivantes

0 £/„'(*) = fa'ix) = 1,

0 ^ /„' (x) = fa (x)

0 = /„' (x) = */ (x)

bi — ai

faibi)
bj

faiOi)
ai

< 1
bi — ai

= h,
U

< 1
bj 2

Vntiibj) - 4>i(oj) 2~\bj - aj)Vn

En désignant par Rn le nombre max (1, 2/r¡n, h, t2, ■ ■ ■ , tkn) + l < + oo on a

(84) 0 á /„' (x) < Rn    pour tout    x G 7„, (Rn > 1).

Je pose pour chaque xGE«

(85) fnix) = X

et je vais démontrer que// (x) = 1 pour chaque xGE*. Si x+A est l'extrémité
du segment 7y ou x+A G En on a/„(x+A) =x+A, donc (fnix+h)— /„(x))/A = l.
Il suffit donc de ne considérer que le cas où x+A est situé à l'intérieur de L¡.
(On peut laisser de côté le cas où x+AG77¿ car un nombre fini d'intervalles
77, est situé à l'intérieur du complémentaire de l'ensemble F„ donc dist
( ¿îli Hi, x) ̂  dist ( 22î=i H, Fn) = 5> 0, et pour [ A | < 5 on a x+A G 22í=i Hi
et l'on peut évidemment prendre les A si petits). Posons L¡= [a¡, bj], a¡<x+h
<bj. De (84) à cause de L¡(ZR — Fn résulte

fia,) g Mx+h) S/.(*,),
0   ̂  f(x +   A)   - fn(aj)   ̂  fibj)   ~ fjflt)   =   bj

0 < x + A — a, < bj — Oj.
LA,

La différence de deux nombres non-négatifs n'est pas plus grande en valeur
absolue que le plus grand d'entre eux, donc

(86)   | fix + A) - (x + A) | = | fix + h) - fniaj) - (x + h) + Oj | < bj - a,

carfniaj) =a¡. De là

(87)

fnix +   h)   — fnix)
h

-  1 fnix  +

h
fnix +  K)

-  1

x — A
h

<
bj — üj        Lj

d'après (86), (85). Nous avons \h\ =dist (x, x+A)>dist (x, Lj), puisque
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x+AGint Lj donc il s'ensuit de (87)

\fniX+   h)   -fix)
(88) A

Mais de (69), (72) résulte

- 1 \Lj\< —-    pour     x G Fn, x + h G int L¡.
dist (x, 7,-)

(89) lim- = 0    si    x + A G int 7,-, x G E«.
¡t^o dist (x, 7,-)

Il suffit de montrer (89) séparément pour l'ensemble de segments Lj et pour
l'ensemble de segments Lj' dont la somme est l'ensemble de tous les Lj. Si
x + AGint Lj et A—»0, le point x+A s'approche de l'ensemble Fn et la longueur
des segments 7* dans lesquels il se trouve, tend vers 0; (notamment | 7*| = | A
puisque x£lF„, x+h(ZIk, |x+A — x| ^dist (7„, Ik) et dist (E„, 7*) = | 7*
(67)—comme cela résulte de la définition même des 7*). Mais justement ce
segment 7* qui renferme x+A, renferme aussi Lj , donc de (69) résulte que

I 7 ' I I 7 ■' I(90) | A | >-——-, lim-——- 0.
dist (x, L¡) h->o dist (x, Lj )

Si x + AGint Lj', nous supposerons que |A| <em où m est un nombre arbi-
traire entier positif ^2 et em = 2_1i(x, m). On a donc em>0. L'intervalle 7*
renfermant x + A se trouve alors dans (x — 2em, x+2em). En effet de ce que
[a| =dist (x, x + A), xGE„, x+AG7* résulte que \h\ =dist (F„, 7*) = |7*|,
donc em> | 7*|. Mais pour chaque point y G 7* nous avons

\y— x\=\y— ix+h) + x+h— x\^\y— ix+h)\+\h\
= I h ! + ! A I < 2tm,

c'est-à-dire 7*C(^ —2em, x + 2em). L'intervalle Lj' renfermant x+A se trouve
aussi dans (x — 2em, x + 2em), de là Lj'(Zix — e(x, m), x+e(x, m)) et de la

L}'\ -dist (x, 7/')-1^2(m-l)-1 pour \h\ <em,
■dist (x, 7/')-1 = 0; de là et de (90) résulte (89).

Par suite la formule (88) donne/»'(x) = 1 pour tout xÇ.Fn.  De (84) résulte
donc

formule (72) s'ensuit que
c'est-à-dire que limA^0 | Lj'

0 Si /„' (x) < Rn    pour tout    x.

De (78), (80), (81), (82), (83), (74), et de ce que E„CE résulte/«' (x) =0 pour
tout x G (E - E) (E - Fn), mais (7? - E) (7? - Fn) D (E - E) (R-E)= R -E, c'est-
à-dire que/,,' (x) =0 pour tout xGE. La fonction /„(x) remplit donc les con-
ditions (62)-(64) et la première partie du théorème est démontrée.

La deuxième partie résulte immédiatement de ce qu'il existe 2 fonctions
/(x) et A(x) ayant partout une dérivée et telles que

0 < fix) < 1    pour tout    x G Ei,
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0 < A'(x) < 1    pour tout    x G E2,

/'(x) = 0    pour tout    x G Ei (donc pour tout x G E2),

k'ix) = 0   pour tout    x G E2 (donc pour tout x G £i).

La fonction g(x) =A(x) — /(x) remplit évidemment toutes les conditions du
théorème.

La troisième partie résulte du Théorème 7 et de la première partie. Il
existe pour l'ensemble Ai la fonction /(x) ayant partout une dérivée et telle
que/'(x) =0 pour tout xG Ai, 0</'(x) <1 pour tout xG-Ai. On peut supposer
que N29¿0 (dans le cas contraire il suffirait de poser A(x) =/(x)). Puisque N2
est Gj et | A2I =0, on a R — N2Q.M0. En vertu du Théorème 7 il existe une
fonction l(x) absolument continue et derivable partout, dont la dérivée est
approximativement continue et integrable avec F(z) et telle que l'(x) = + 00
pour tout xGA2, 0<7(x)< + oo pour tout x(ZR — N2. La fonction A'(x)
= l'(x)f(x) îS/'(x), A'(x) =0 remplit évidemment, d'après le Lemme 13, toutes
les conditions du théorème. Pareillement, si EiÇ.Mit E2G-M4, EiE2 = 0, Ai
C-Ei, N2QE2, | Ni\ =0, | A2| =0, AiGGj, N2<=GS il existe une fonction Ai(x)
absolument continue telle que A/(x) = —00 pour tout x G Ai, h{ (x) = + 00 pour
tout xGA2, — 00 <hl (x) <0 pour tout xGEi — Ni, 0<h{ (x) < + 00 pour tout
xE.E2 — N2, Ai (x)=0 pour tout xGEi+E2, /*E(| Ai (x)| )dx< + 00 pour tous
les a, b finis.

Corollaire. 7a condition Mi est nécessaire et suffisante pour l'ensemble
{fix)>a} évent. {/'(x)<a| pour les fonctions ayant partout une dérivée
bornée.

En particulier la condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble
soit un ensemble de zéros de la dérivée bornée est que sou complémentaire
soit de classe Mt. Entre autres cette condition caractérise l'ensemble de zéros
de la dérivée d'une fonction à une dérivée bornée si l'ensemble de zéros de la
dérivée ou des intervalles de constance est dense partout (exemples de MM.
Bogomolowa [l], Brodén [2], [3], Denjoy [7], Mazurkiewicz [19], [20],
[21], Kopeke [12], [13], [14], [15], Pereno [22], Pompéju [23], Schoenflies
[28], [29], Zalcwasser [39], Zahorski [33]).

4. Les propriétés additives. Le théorème sur les propriétés additives des
fonctions des classes UïCn est basé sur les propriétés des classes Mn.

Lemme 14. Si EiGM6, E2G17t alors EiE2EMi. Si EiGM&, E2EM6 alors
EiE2<EMo.

Démonstration. £1= 22m=i 4>m, £2= 22»"=i Enoù</>m, E„sont des ensembles
fermés et il existe des nombres positifs rjn, ??„<1 ayant cette propriété que
pour tout x(ZFn et c>0 il existe un tel nombre e(x, c) >0 que les inégalités
AAi>0, h/hi<c, |A+Ai| <e(x, c) entraînent

License or copyright restrictions may apply to redistribution; see https://www.ams.org/journal-terms-of-use



44 Z. ZAHORSKI [July

I (x + A, x + A + Ai)£21
(9i) J-nn-L > ih.

Nous avons EiE2 = 22m=i 22»=i En0OT. Je désigne Fn<pm=\}/nm et je pose fa«
= 2_177„. Je vais montrer que pour les i;Bm aissi choisis l'ensemble £i£2 remplit
Mi. (La suite double n'est pas essentielle ici; on peut, comme on l'a fait dans
les démonstrations des Lemmes 1, 2 et du Théorème 8, transformer en suites
simples la suite des ensembles fermés \¡/nm et la suite des nombres 7]„m qui leurs
correspondent.) Il faut prouver que pour tout xG^nm et tout c>0 il existe
€i(x, c)>0 ayant la propriété suivante: si AAi>0, h/hi<c, |A+Ai| <«i(x, c)
on a aussi

I (x + A, x + A + hi)EiE21       r¡n
(92)-¡-¡-— > — -I Ai I 2
Je choisis à cet effet le point xG\pnmGF„ et le nombre c>0. J'affirme qu'il
existe un nombre e2(x, c)>0 tel que de AAi>0, h/hi<c, |A + Ai| <e2(x, c)
s'ensuit que

| (x + A, x + h + Ai)£i | r)n
(93) -r—j-> 1 - - •

| «i I 2
(Ce qui prouve incidemment, si l'on prend xGfan au lieu de x£^„m et p.ex. 2_1
au lieu de r¡n, que MoGMi.) En effet si un tel nombre €2(x, c) n'existait pas, on
aurait dans chaque voisinage du point x des intervalles (x+A, x+A+Ai),
AAi>0 tels que h/hi<c, mais

| (x + A, x + A + Ai)£i | rin

| Ai | = 2
Il s'ensuit que la densité moyenne de l'ensemble £. sur (x —A —Ai, x + A + Ai)
satisfairait l'inégalité

| (x - A - Ai, x + A + Ai)£i |       | (x - A - Al x + A) | + | Ai | (1 - TrhQ
2 | A + Ai | 2 | A + Ai |

2A + Ai + Ai(l - 2-y)
2A+ 2Ai
Ai 1

= 1 - -TT.-TT fa < 1 ~
4(A + Ai) 4(c + 1)

T)n

et puisqu'il y aurait A et Ai arbitrairement petits, la densité inférieure de l'en-
semble £i au point xG^nmGfanGEi serait =1 — ?7„/4(e + l) ce qui serait en
contradiction avec la supposition que x est un point de densité de l'ensemble
£iGAf6. Posons €i(x, c)=min (e(x, c), e2(x, c))>0, alors de AAi>0, h/hx<c,
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|A+Ai| <ei(x, c) résulte (91) et (93) puisque |A + Ai| <t(x, c) et |A+Ai|
<e2(x, c). On a donc pour les ensembles Si= (x+A,x+A+Ai) — £i, 52= (x+A,
x + A+Ai)-£2:

\ S2\ Si "On \S\ + S2\ rjn

Il en résulte que pour l'ensemble (x + A, x+A+Ai) — iSi+S2) = (x+A,
x+A+Ai)£i£2 a lieu (92), c.q.f.d.

La deuxième partie du lemme est évidente puisque un point de densité
des ensembles £i et £2 est également un point de densité de l'ensemble EiE2.

Théorème 9. Si fix)GJrtk, g(x)GJrtm et m + n>8, alors la somme fix)
+gix)GJrti où k = min in, m). Pour tous les m, n tels que wz + w = 8 existent
les fonctions bornées semi-continues f(x)G'Mn, g(x)G^m telles que fix) + gix)
G^o- iÊvidemment on peut poser dans la première partie 'Víín, 'Jfim, '% ou "M„,
"Mm, Mk au lieu de 9fln, ÏÏtm, M¿.)

Démonstration. Puisque O^m + ra^lO l'inégalité m+n>8 ne peut avoir
lieu que pour m = n = 5 et pour m = 5, m = 4 (évent. m = 4, n = 5 et ce cas
évidemment ne diffère pas du precedent). On tire de notre supposition que
{f(x)>a} GMn, {gix)>a} GMm pour chaque a. De la formule

{/(*) + g(x) > a} = {/(x) > a - gix)}

■t-^ (                u+ l        u )
= 22</W > ->->a-gix)\

i.v   \ V V )

= 22J/W > -—I \g(x) >a-—\
u.v i V      )     i V )

et des Lemmes 14, 1 résulte immédiatement que pour chaque a ona{/(x)
+g(x)>a}GMk, c'est-à-dire quef(x) + g(x)G^i, c.q.f.d.

Dans le cas m = n = k = 5 on peut donner une démonstration différente:
la classe 5frf¿ est identique à la classe des fonctions approximativement semi-
continues inférieurement qui est additive.

Je démontrerai la deuxième partie du théorème en construisant pour
w = w = 4 et m = 5, n = 3 des contre-exemples analogues aux exemples de
Lebesgue cités dans l'introduction. Ce sont d'ailleurs tous les cas possibles
pour m + n = &. Il est superflu de considérer le cas m+n<8 car dans ce cas
à cause de l'existence de nombres entiers «3:0, v^O tels que (m+u) + (n+v)
= 8 et "Mm+uGIfi-m, Jrtn+vGJrtn, les contre-exemples pour les classes Jitm+U,
Jïtn+v, sont en même temps les contre-exemples pour les classes Jíím et Mn. Je
partage l'intervalle (0, 1) au moyen de points 2~n (n= 1, 2, • ■ • ) et je désigne
par 7i, I2, ■ • • les segments fermés compris éntreles points voisins départage
(et év. le point = 1) rangés de droite à gauche. Le segment 7* aura alors la
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longueur 2~k et dist (0, 7*) = | 7*|. Je divise le segment 7* en 2~k segments
égaux Ln de longueur 2~2k. Si 7„C7*, alors |7n] dist (0, Ln)~1S2~2k
■dist (0, Ikfl = 2k~2k = 2"k. On aura donc pour chaque segment 7 contenu
dans L„:

I 7|(94) lim-—- = 0    si dist (0, I) -► 0.
dist (0, I)

Prenons le segment [A, A+Ai] tel que A/Ai<c, A>0, Ai>0 où c est une con-
stante positive arbitrairement choisie. Il existe un nombre e(c)>0 tel que si
A+Ai<«(c), les extrémités des segments Ln se trouvent dans l'intérieur de
[A, A+Ai] et l'on a, en désignant par h le premier et par Â+Âi le dernier de ces
points (extrémités),

(95) Ai > 2rlh-

Il existe d'après (94) un nombre t(c) >0 tel que si dist (0, 7) <«(c), IGLn alors

I J| 1
dist (0, 7)       4(c + 1)

Supposons que A+Ai<e(c) et que (A, h + hî) ne contienne pas des extrémités
des segments Ln- Alors 7= [h, A + Ai]C7„etdist(0,1)=h<e(c). Il résulte donc
de (96) que A/A1=|7|-1 dist (0, 7)>4(c+l), contrairement à h/hi<c. Il
existe donc des points h, h + h~i (hi^O). Puisque les segments 7'= [A, h] et
I" = [h + h~u A + Ai] sont contenus dans les segments L„, on peut les prendre
pour 7 dans (94) et si A + Ai<e(c), alors h<e(c), h + h~i<e(c), c'est-à-dire
dist (0, 7") = Â + Ai<é(c), dist (0, 7')<e(c). Il s'ensuit de (96) que |7'|
•(A+Ai)"1^^'! dist (0, 7')-1<[4(c+l)]-1,

| 7" | 1 I /' + I" I        Ar11 V + I" I 1
<- >   -=-— <-;    Ar1 A < c,

A + Ai      4(c + 1) A + Ax hîlh +1 2(c + 1)

Ar11 V + I" I       Ar11 7' + I" I . .
<-,  ,,   ,       ' '    Ar1! I" + I'\ic +!)"!< [2(c+!)]->,

c + 1 ArxA + 1

Ar111' +1" | < 2-\ Ar11 [A, h + hi] I = | [a, a + a,] - r - I" \ Ar1 > 2-1

c'est-à-dire que Ai>2_1Ai. Je vais construire deux fonctions bornées /i(x),
/2(x) de classe lui en choisissant pour leurs représentations géométriques sur
Ln les côtés d'un triangle isoscèle de hauteur 1 dont la base est 7„ et dont le
sommet se trouve au dessus de l'axe des x. Je pose/i(x) —fix) =0 pour xS: 1
et /i(x) =/2(x) =/i( — x) =/2( —x) pour x<0. Je pose en dernier lieu /i(0) = 1,
/2(0)=0. Alors

70    pour tout    x 9e 0,
fiix) - fix) = \      *il    pour x = 0,
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f(x)— f(x)($:'Mo- H reste à montrer que/i(x) et/2(x) sont de classe f7jrT4. Les
ensembles {/i(x)>a|, {/i(x)<a| et les ensembles pareils pour f2(x) sont
ouverts, ou ouverts plus un point ( = 0). Il sont donc du type F,. En repré-
sentant l'intérieur (la partie ouverte) de l'un d'eux d'une manière quelconque
comme une somme des ensembles fermés E„, on verra facilement que l'on
obtiendra toujours des ensembles F„ remplissant les conditions énoncées dans
la définition de la classe Mi. Il reste à montrer que le point 0 peut être pris
comme un des ensembles E„, c'est-à-dire qu'il existe un nombre n>0 et un
nombre e(0, c)>0 tels que pour AAi>0, h/hi<c, | A —Ai| <e(0, c) on a

| |/i(x) >a}(h,h+h)\

À cause de la symétrie on peut se borner au cas A>0, ^i>0. On a/i(x) =fix)
sur (A, A+Ai), donc je ne considère que/i(x). Pour a S: 1 ou a^O les ensembles
considérés sont vides ou de pleine mesure, ils remplissent donc Mo et par
conséquent on peut admettre que 0<a<l. J'affirme que l'on peut prendre
pour {/i(x)>a} le nombre ij = 2_1(l— a) et rn = 2~la pour {/i(x)<a} ainsi
e(0, c)=e(c). En effet, pour A+Ai<e(c), h/hi<c on a, d'après (95), Ai>2_1Ai,
le segment [A, A + Ai] se compose des segments 7„ et sur chacun d'eux la
densité moyenne de l'ensemble {f(x)>a} est 1—a (comme on le voit
de suite en tenant compte de la similitude des triangles). Il s'ensuit
que | {/i(x)>a}(A, A + Âi) | = (1 -a)Ai>2-1(l -a)Ai, | {/i(x) >a| (A, A + Ai)|
>2_I(1—a)Ai. Pour {/i(x)<a} la démonstration est analogue. De là/i(x)
G^4,/2(x)G5W4.

Corollaire. Il existe des fonctions bornées de classe 9iti que ne sont pas des
dérivées.

Considérons maintenant sur chaque segment L„ un segment Z„ dont le
centre est au milieu de Ln (segments concentriques) et dont la longueur est
\Z„\ =2~sk si 7„C7*, c'est-à-dire \Zn\/\Ln\ =2~k. Je pose/3(x) =0 pour tous
lesxG(E— 22"=i ■£«) {x2: 0} et je suppose que sur les segments Z„ la fonction
/3(x) soit représentée par les côtés égaux du triangle isoscèle dont la base est
Z„, la hauteur =1 et dont le sommet est situé au dessus de l'axe des x, en
outre je suppose que/3( —x) =/3(x), en particulier/3(0) =0. La fonction /3(x)
est approximativement continue. En effet elle est continue pour x^O; le
point x = 0 est un point de densité de l'ensemble {/3(x)=0| puisque
| {f(x)9i0; x>0} | = 2^n=i|-Z»l et sur le segment (0, A) tel que AG7* nous
avons A-1! 22»"=i (0- h)Zn\ ^2-k-2-k+l-2k = 2~k+\ linu,0 h~l\ 22»"=i (0, h)Zn\
= 0. Je pose/4(x) =/3(x) pour tout x9¿0 et/4(x) = 1 pour x = 0. Une démonstra-
tion tout à fait pareille à celle exposée plus haut pour la fonction de classed
nous enseigne que fi(x)GJtt3- (Notamment puisque les segments Zn se
trouvent sur [h, h + h], on a | {/4(x)>a} (À, A+Ai)| >0 pour 0<a<l.) Mais
/4(x)-/3(x)=0 pour tout x^0, /4(0)-/3(0) = 1 c'est-à-dire /4(x) -/3(x)G^o-
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Puisque de/(x)G5Wn résulte que —/(x)G2*t„, le Théorème 9 est démontré.
5. Contre-exemples. On peut poser la question si les dérivées arbitraires

peuvent être présentées comme des sommes des dérivées pour lesquelles les en-
sembles {f(x)>a} ont été caractérisés, c'est-à-dire des dérivées approximative-
ment continues et bornées. La réponse est négative, les contre-examples faciles
(discontinues en 1 point) se trouvent dans la démonstration du Théorème 11.
D'autre part il est quand même facile de montrer que certaines dérivées sont

forcément approximativement continues.

Théorème 10. 7a dérivée approximativement semi-continue inférieurement
en Xo et localement bornée inférieur ement en x0 est approximativement continue
en Xo. (On peut admettre dans hypothèse et dans thèse les propriétés unilatérales.)

Démonstration. Sans restreindre la généralité, on peut supposer que
f'(0)=0 et faire la démonstration pour 1 point 0 seulement, car la substitu-
tion /i(x) =/(x+Xo) — /'(xo) -x ramène le cas général au cas précédent si
[fixa) | < + oo , d'autre part pour /'(x0) = + oo le théorème est évident.
D'après la supposition, il existe un segment ( — a, a) tel que

(97) fix) > — M   pour tout    x G (—a, a),     0 < M < + <*>.

Supposons que/'(x) ne soit pas approximativement semi-continue supérieure-
ment au point x = 0. On trouvera alors un nombre t>0 tel que 0 ne soit
pas le point de densité = 0 de l'ensemble {/'(x) >/}, donc la densité supérieure
de cet ensemble (p.ex. celle de droite) est >a>0. (Pour la densité de gauche
la preuve est analogue.) Il existe donc une telle suite A„—>0 de nombres positifs
que

Ko. >■)!/-(»>'Il > „
hn

D'autre part la densité de l'ensemble {/'(x) < — €} au point 0 est d'après la
supposition égale à 0 pour chaque e>0 (p.ex. pour e = 2~2at). Il existe donc
pour tout ?7>0 (p.ex. pour r¡ = 2~2■ M~lat) un nombre 5>0 tel que

I (0, A){/'(x) < -•} I
(99) —-— < V    pour tout    0 < A < 5 = 8(a, t, M, a).

h

(On peut admettre ô 5|a.) En particulier cette inégalité est valable avec n^N,
pour A = A„ et N=N(a, t, M, a). D'après (97) et le Lemme 10, la fonction
f(x)+Mx est non décroissante et/'(x)+717 est sommable dans ( — a, a) et
l'on a

1   rh
(100) 0 =/'(0) ^limsup—       fix)dx.

A->0+       A  J 0

En effet, en désignant par gix)+Mx l'intégrale indéfinie de Lebesgue de la
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fonction fix)+M, nous avons h-l(f(h) -f(0)+Mk)^h~l(g(h) -g(0)+Mh)
= M+h~1fof(x)dx pour tout A>0, A<a. Je vais évaleur inférieurement
hñ1Jonf(x)dx pour n&N. De (97), (98), (99) s'ensuit que

f "f(x)dx = t\ {/'(x) >t}(0,hn)\ + (-M)\ {/'(x) < - e}(0, hn) |
J 0

+ (~«)|  {-« úf(x) ^ t}(0, hn)\  > tahn - Mr,hH-fhn

at at\ at
at — M-) = hn->

4M       4/ 2

hñ1fonf(x)dx>2-1at et puisque An—>0, lim supA<0+ h-lJSf(x)dx^2~1at>0, ce
qui est en contradiction avec (100). Il en résulte que/'(x) est approximative-
ment continue, c.q.f.d.

Je laisse au lecteur la construction facile d'une fonction finie sommable
semicontinue et approximativement continue partout, qui ne soit pas une dérivée.
Cette fonction peut même être continue sauf en un seul point. 7a dérivée semi-
continue inférieurement et 5^ — oo pour tout x, est localement bornée in-
férieurement, donc d'après le Théorème 5 et Lemmes 1, 2 appartient à -5W4.
Le théorème précédent permet d'obtenir une conclusion plus forte.

Corollaire. 7a dérivée /'(x) ^ — =o pour tout x et semi-continue in-
férieurement est approximativement continue. (Localement: si /'(x) est semi-
continue en Xo, f(xo) 9e — oo, alors /'(x) est appr. continue en x0.)

Pour dérivées bornées connu, Kempisty [il].
Il est facile de prouver par des exemples, même pour la dérivée finie, que

le Théorème 10 devient faux si l'on y supprime la condition d'existence d'une
borne locale ou celle de semi-continuité approximative. Par contre si l'on sup-
prime dans la corollaire la supposition/'(x) 9¿ — oo , l'ensemble {/'(x) > — oo }
étant ouvert pour les /'(x) semi-continues inférieurement, l'ensemble
{fix) = — oo } est donc fermé, non dense et le corollaire reste en vigueur dans
son complémentaire. Il est facile d'ailleurs de construire une fonction continue
pour laquelle l'ensemble {fix) = — <x> } se compose d'un seul point 0,/'(x) existe
partout et est continue pour X9¿0 et le corollaire est faux pour x = 0. Il s'ensuit
que dans le corollaire ici énoncé la supposition /'(x) ^-» ne peut pas être
supprimée.

Corollaire. Aucune des fonctions f(x), f(x), f(x) (théorème 9) n'est une
dérivée.

En effet si l'une d'elles était une dérivée elle (étant semi-continue et
bornée) serait de classe ifrf6 et d'après le Théorème 9 on aurait /i(x) +/2(x)
GJrtiGJrto, /s(x)+/4(x)G5W6C?tfo. Pour une fonction du type/i(x) on peut
obtenir facilement même la non-dérivabilité de son intégrale indéfinie pour
x = 0 (en changeant quelques triangles en trapèzes).

=    Ân Í
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Théorème 11. Il existe une telle fonction /(x) ayant partout une dérivée
finie qu'il est impossible de trouver deux fonctions a(x) approximativement
continue et b(x) sommable satisfaisant la relation f(x) =a(x)+b(x).

Il existe une telle fonction absolument continue F(x) ayant partout une dérivée
finie qu'il est impossible de trouver 3 fonctions fix), fix), fix) ayant partout
des dérivées finies et satisfaisant aux conditions: f (x) est approximativement
continue, f2 (x) g a < + co , f (x) ^ b > — oo pour tout x et E'(x) =// (x) +f{ (x)

Toute fonction sommable <b(x) est la somme f (x)+f( (x) où fix), fix) sont
absolument continues, dêrivables partout et 0 èf{ (x) S + °° , — °° iï/2'(x) í£ 0
pour tout x.

Démonstration. Je détermine/'(x) de la manière suivante: je partage le
segment 7*= [2~k, 2~k+l] en 22k segments fermés égaux L„ et chaque Ln en
6 segments égaux; je pose sur le deuxième segment de gauche/'(x)= — 2k+i,
sur le cinquième de gauche/'(x) =2k+1, sur les extrémités et le milieu de L„,
fix) =0; sur les quatre restantes parties de 7„ la fonction/'(x) est égale aux
telles fonctions linéaires que /'(x) soit continue dans Ln. En outre je pose
fix) =0 pour xïï l,/'( — x) = —f(x),f(0) =0. Je laisse au lecteur la vérifica-
tion très facile que/'(x) est une dérivée. Supposons que/'(x) =a(x)+b(x) où
a(x) est approximativement continue. Je montrerai que b(x) n'est pas som-
mable. Il suffit de considérer lecasde +00 >a(0) ^ — co. La démonstration dans
le cas a(0) = + 00 est pareille. Je désigne par A le nombre a(0) + l pour a(0)
> — co, et 0 pour a(0) = — 00. Alors la densité de l'ensemble {a(x) >A } est 0
au point 0 et il s'ensuit que sa densité moyenne sur les segments (semi-
ouverts) 7*+7*+i+ • • • , &>&o, est <24_1 et sa mesure <2|7*| -24-1 puisque
|7* + 7*+,+ • • • | =2|7*|. De là | 7*{a(x)>.4 } | <12-1|7*|. De la définition
de la fonction/'(x) résulte que | {f(x) = 2k+l}lk\ =6"1|7*|, donc

(101)     | {/'(x) = 2«+l}lk - {a(x) > A}lk\ > | 7*| (6"1 - 12"1) pour A > A0.

Supposons que b(x) =f(x)—a(x) soit sommable. En désignant Bk
= {f(x) = 2k+1}lk-{a(x)>A}lk on a o(x)^2*+1-,4 pour tout xGBk,
JBtb(x)dx^\Bk\-(2k+1-A)>l2-1(2-A-2~k) pour A>A0 d'après (101),
puisque |7*| =2~k on aura, en posant B = Bko+i+Bko+2+ • • •

f b(x)dx > 12-^2 + 2 + 2 + • • • - A-2-k") = + 00
J B

et b(x) n'est pas sommable. Nous sommes arrivés à une contradiction de
laquelle résulte que b(x) n'est pas sommable, c.q.f.d.

Corollaire. f(x)9éa(x)+f (x)+f2 (x), au a(x) est approximativement
continue, — 00 g// (x) ^a< + 00 , — co <b^f (x) ^ + 00.
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Je détermine E'(x) d'une manière tout à fait analogue à /'(x) mais en
posant sur les segments ci-devant considérés E'(x) = — 2k et F'(x)=2k au
lieu de — 2*+l et 2*+1 respectivement. La vérification de ce que E'(x) est une
dérivée ne présente pas de difficulté, fih\ F'(x)\dxS2k-1 7*| = 2~*+1-A et à
cause de la convergence de la série 22*=i 2~*+1-A la fonction E'(x) est som-
mable et E(x) absolument continue. Supposons que F'(x)=a(x)+f{ (x)
+f(x), — oo <//(x) ga< +oo, — oo <bSfl (x) < + oo, ¡a(x)|< + oo pour
tout x, alors (a(x)+a+b) + (fi (x)—a) + (f2 (x)—b) = F'(x) et l'on peut par
conséquent supposer que a = è = 0. Alors 0 ^¡f (x) = F'(x) — a(x)—fi (x) <
+ oo, donc

» i fh
fi (x)dx = lim — I    (F'(x) - a(x) - fi (x))dx

ä->o   h J a

puisque/2(x), étant absolument continue,-est égale à c+fHfl (t)dt.
En désignant A =a(0) + l, nous avons cependant pour k>ko sur le seg-

ment 7* (comme dans le cas de (101))

\Bk\ = \{F'(x) = 2k}lk- {a(x)> A}lh\> l2-l-\lk\ pour    k > k0,

F'(x) - a(x) - fl ix) è 2k - A    if! (x) g 0) pour tout    x G Bk,

f   fi ix)dx =   f   (7'(x) - a(x) - fi ix))dx > (2k - A) ■ 12-1
J Bk J Bk

■\lk\ = l2~1(k-2-k+l - A-2-k) pour    k > h,

Jiji (x)dx^fBkfi (x)dx, car F'(x)—a(x)—fi(x)^0 pour tout x, donc,
Ifk+1fi(x)dx=fIl.fi(x)dx+fIt+1fi(x)dx+ ■ ■ ■ >12->(22»°U«-2-"+1-^-2-*+l)
pour A>Ao, 2*-1/02 (F'(*) -a(x) -fi (x))dx>l2-1(k + 2-1(k + l)+2~2(k + 2)
+ ■ • ■ — A)>l2~1(k — A) pour A>Ao, de là pour A—>co fim supA^0 h~lJl(F'(x)
— a(x)— fi (x))dx= + oo, ce qui contredit (102), car fl (0) est, d'après la
supposition, finie. On conclut qu'une telle décomposition de F'(x) en trois
fonctions est impossible, c.q.f.d.

Si fax) est sommable, les fonctions <£*(x)=max (<b(x), 0), fa(x)
= min (4>(x), 0) le sont également et <¡>(x) = <¡>*(x)+fa(x). Je pose fa(x)
= Jx4>*(t)dt, fa(x) = fxfa(t)dt, alors <£i(x)2ï0, fa(x) ^0 pour tout x, fa' (x)
= 4>*(x), fa (x) = fa (x) presque partout, c'est-à-dire pour tout xG(?> où
\Q\ =0. Je désigne par T l'ensemble du type Gs tel que TZ)Q, \T\ =0, et je
désigne par \f/(x) une telle fonction absolument continue ayant partout une
dérivée que {^'(x) = + <x>} =T, {0<\¡/'(x) < + oo } =R — T. Une telle fonction
existe d'après le Théorème 7. Les fonctions /i(x) =fa(x)+\p(x), f(x) =fa(x)
—yp(x) remplissent toutes les conditions de notre proposition; mais la somme

fi (x) +fî (x) n'est pas déterminée sur l'ensemble T.
6. Les problèmes analogues. Comme il est facile de vérifier, les condi-

(102)       fi (0) = lim A"1 f
ä->o J a
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tions M3 et M4 pour les ensembles £ du type F, peuvent être formulées
comme il suit:

M3: l'ensemble £ est vide ou pour tout xGE il résulte de I—*x, | £7| =0 que
lim |7| -dist(x, 7)-' = 0;

M4: l'ensemble £ est vide ou il existe une telle suite des ensembles fermés Fn
et des nombres r¡n>0 que £= 22™=iEn et pour tout xGFn, il résulte de 7—»x,
|7|"1-|£7| ^n que Mm \l\ -dist (x, 7)~1 = 0.

La densité inférieure de l'ensemble £ aux points xGFn est ^r]„. De là
s'ensuit que la densité supérieure (et même inférieure) de l'ensemble £ est
>0 en tout point xGE. Pour £= {f'(x)>a},f'(x) bornée, cela résulte aussi
d'un travail de Kempisty [il].

La condition (W) énoncée par moi dans [34, p. 500, 510] est équivalente
à M4.

Outre les deux problèmes posés dans le texte, nous posons les suivants.
III. Généraliser le théorème 7 au cas des suites iou ensembles) infinies des

nombres a*.
IV. Généraliser le théorème 8 pour le cas d'un nombre des ensembles Ek plus

grand que 2 icomme dans Théorème 7).
V. Existe-t-il pour chaque ensemble EGM3 une fonction fix) iêvent. absolu-

ment continue) ayant partout la dérivée finie et telle que £= {/'(x)>0|.
VI. Existe-t-il pour chaque ensemble EGM2 une fonction continue (éven-

tuellement absolument continue) /(x) ayant partout une dérivée et telle que
E={f(x)>0}.

VIL Existe-t-il pour chaque ensemble dênombrable E du type Gs une telle
fonction discontinue fix) ayant partout une dérivée que fix) = + oo pour tout
xGE, /'(x)=0 pour tout xGE-

VIII. Une dérivée fix) iêvent. finie) peut-elle être représentée comme une
somme des quatre fonctions fa(x)G^&, fa(x)G'^o, fa(x)G^i, fa(x) G-Jrti?
(En particulier de telle manière que fa(x) =fi (x) <M< + oo , faix) =/2' (x)
>—17>— oo ). Est-il possible que faix) soit une dérivée approximativement
semi-continue inférieurement, faix) une dérivée approximativement semi-continue
supérieurement.

IX. Peut-on pour Et^O, EGFq, formuler la condition Mi de la manière
suivante: pour tout xGE il existe r¡x>0 tel qu'il résulte de I—>x, 11\ ~l-1 £7|
tkVx que lim \l\ -dist (x, 7)_I = 0.

Ce serait possible s'il existait une telle suite {</>„} des ensembles Fa et des
nombres a„>0 que £= 22 "=10" et VxS^an pour tout xGfai- En prenant la
fonction de mesure </>(x) de l'ensemble £ (continue comme on le sait), on peut
déterminer r\x au moyen de passages répétés aux limites inférieures de cer-
tains quotients des différences de la fonction fax), de même que la dérivée
inférieure. Je n'ai réussi, cependant, qu'a montrer que les ensembles (ij^a)
sont du type Fc¡.
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