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SUR LA RÉGULARITÉ
DE LA SOLUTION D'INÉQUATIONS ELLIPTIQUES

HAÏM R. BREZIS
[Paris]

ET

GUIDO STAMPACCHTA
[Pisé].

On considère le problème suivant : Chercher uçK, convexe fermé,
donné dans un espace de Hilbert H vérifiant

(i) (f—Au,u—u)^o, V^eK,

où A est un opérateur coercif sur H et fç.H. L'existence et l'unicité
ont été démontrées par J.-L. LIONS et G. STAMPACCHIA [12] dans le cas
où A est linéaire.

Ce résultat a été généralisé par P. HARTMAN et G. STAMPACCHIA [6],
et indépendamment par F. BROWDER [4] à des opérateurs non linéaires
de type monotone.

H. LEWY [9], H. LEWY et G. STAMPACCHIA [10] ont étudié en détail les
propriétés de la solution de l'inéquation (i) associée au convexe K des
fonctions définies dans un domaine ^2 de R^,

K={y€^(î2); u^surE}

(E, sous-ensemble de ^ ; ^, fonction donnée).
En particulier, on obtient que,, sous certaines hypothèses, u e H2' P (Q)

lorsque A est un opérateur elliptique linéaire du deuxième ordre, E = î2,
f = o et ^ cil2'? (12) avec p > N.

Le but de ce travail est de prouver la régularité de la solution de
l'inéquation (i) pour une classe assez générale de convexes K et d'opéra-
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teurs A non nécessairement linéaires. Le principe de la démonstration est
semblable à celui utilisé par H. BREZIS [3] dans la résolution d'inéquations
d'évolution.

A l'aide des applications de dualité, on ramène le problème de la régu-
larité dans les espaces LP, pour des inéquations, au problème analogue
pour des équations. L'hypothèse qui joue un rôle essentiel est que l'on peut
construire des opérateurs non linéaires, approximant l'identité, qui
laissent le convexe K invariant.

Comme on le verra dans la suite, cette méthode donne un résultat
optimal dans les cas étudiés.

On notera que la régularité de la solution d'une inéquation est de nature
différente suivant les convexes considérés.

Au § I, on démontre un théorème abstrait de régularité pour l'iné-
quation (i).

On applique ensuite, au § II, ce théorème au cas où

K = Ki = { uçHï^î); u^ sur ^}.

On retrouve ainsi, sous des hypothèses un peu plus générales, un résultat
de H. LEWY et G. STAMPACCHIA [10].

Au § III, on étudie la régularité de la solution de l'inéquation (i)
associée au convexe

•K=='K,={uçHï(^);\gT8idu\^i sur^}

qui intervient dans le problème de la torsion élastoplastique d'une barre
(cf. ANNIN [2], H. LANCHON et C. DUVAULT [8], T. W. TING [19]).

Au § IV, on considère d'autres situations qui n'entrent pas dans le
cadre précédent.

Par exemple, le convexe

K = = K 3 = {uçH1^); u^o sur ^2}

pour lequel J.-L. LIONS [11] a obtenu un théorème de régularité.
On montre enfin que si

K == K, == {uçHl (Î2); [| v ||^(Q) ̂  i ( ,

alors la régularité de la solution de l'inéquation (i) est analogue à celle
d'une équation linéaire.

Plus généralement, on considère le convexe

K =-. K, = { yeJf;(^); II u { L.(Q) ̂  i i.

L'étude de la régularité de la solution de l'inéquation (i), associée à Kg,
se ramène à celle de la régularité de la solution de l'équation non linéaire

Au + À | u ^-2u ==/,

où À est constante ̂  o.
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§ I. Un théorème abstrait de régularité.

NOTATIONS ET HYPOTHÈSES. — Soient V un espace de Banach réflexif,
et V son dual. On désigne par (| [\r (resp. [| [|^) la norme de V (resp. V)
et par ( , ) le produit scalaire dans la dualité entre V et V.

Soit A un opérateur de V dans V, non linéaire, monotone,
hémicontinu (1).

Soit K un sous-ensemble, convexe fermé de V.
On sait (cf. F. BROWDER [4] ou P. HARTMAN et G. STAMPACCHIA [6])

que si K est borné, alors, pour tout /*€ Y', il existe ueK tel que

( I - i ) (f—Au,u—u)^o, VpeK.

On se propose de montrer que, sous certaines hypothèses, Au est aussi
« régulier » que f pour un choix convenable de cet espace.

Pour cela, on introduit un espace de Banach réflexif W de norme [| ]|̂ .
On suppose que W est inclus avec injection continue, dans V, et que

W est dense dans V.
Il en résulte qu'il existe une injection continue i de V dans W telle que

i(V) soit dense dans W et

(i (u), w)^, /^ =(v,w)r,r', V v e V, V w e W.

Dans la suite, on identifie V à un sous-espace de W, inclus avec
injection continue et dense dans W. On désigne alors, par la même
notation ( , ), le produit scalaire dans les dualités entre V, V et W, W.

Soit [| \\^, la norme duale de [| |[/^ sur W.
Soit cp une fonction numérique définie et continue sur (o, +oo( ,

strictement croissante, telle que 9 (o) = o et lim cp (r) = 4- oc.
7-->--+-ao

On suppose que W et W sont strictement convexes; ceci assure
l'existence de l'application de dualité J de W dans W associée à co
(cf. F. BROWDER [5]).

On sait que J est défini par les relations

(Jw, w) = cp (II w [|̂ ) II w [|̂ , V w € W,

[ I Jw [|^=9 ([I w ||̂ ),

J est monotone hémicontinu et bijectif de W sur W. J-1 est monotone
hémicontinu de W1 sur W et vérifie

(J-W, w') = 9-^(11 y/ [|̂ ) [| w11[^, V M/€ W,
[|J-^[|^=<p-i([[^[[^).

(1) On rappelle que A est dit monotone hémicontinu si, pour tout couple u, vç. Y,
(Au — Ay, u — y) ̂  o et si Fapplication fe[o, i] -> (A ((i — 0 u + tu), u _ y) est
continue.
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DÉFINITION. — Soit ueK; on dit que le triplet { u, K, A } est
J-compatible si, pour tout s > o, on peut trouver deux applications

B,: V->W,
Q: V-^W,

vérifiant
[I B,v ||̂  ̂  Ci, II Qy [|̂  ̂  Q, V £ > o, V v e K

(Ci, €2, constantes indépendantes de £ et u) telles que l'équation

(1.2) Ue+ £J(AÛ£ +B£U£) = U + £G£U£

admette une solution u^eK avec AugCW.
Remarquons que l'équation (1.2) a un sens dans W puisque u^,

u e V c W et J(A^ + B,u,), Cs^eW.

On a le théorème suivant :

THÉORÈME 1.1. — Soient K un convexe fermé borné de V, /*€ W, et u e K
une solution de l'inéquation (I. i). <Si Ze triplet {u, K, A } esf J-compatible,
alors A u e W.

On utilisera, dans la démonstration du théorème 1.1, le lemme suivant :

LEMME 1.2, — Soit Ui un filtre sur V tel que limu;= u dans V faible
et lim(Au;, u,—u) = o, alors limAu, == Au dans V1 faible.

Le lemme 1.2 se déduit d'un résultat de H. BREZIS ([3], proposition 6).
Pour la commodité du lecteur, nous reproduisons la démonstration.
Soient vç. V, tç. )o, i ) et w = (i — t ) u + tu.

On a (Aui—Aw, Ui—w) ̂  o, c'est-à-dire

— (Au;, Ui — u) + (A (u — tu 4- tv), Ui — u + tu — tu) ̂  t(Aui, u — u).

On obtient donc en passant à la limite :

t(A (u — tu + tu), u — u)^t lim inf(Au;, u — u).

En divisant par t et en passant à la limite quand t -> o, il vient

(Au, u — u) ̂  lim inf(Au;, u — u), V u e V

et par conséquent,
lim (Au,, z) = (Au, z), V z e V.

Démonstration du théorème 1.1. — Le triplet { u, K, A } étant J-compa-
tible, il existe Us. e K vérifiant

(1.3) u,+zJ(Au,+B^u^)=u+zC,Ue avec Au^eW.
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D'autre part, on a

(1-4) (/'—Au,, u£—u)^o

(puisque A est monotone et u.eK).

Il résulte de (1.3) et (1.4) que

(I-5) (/'—AUS, Qu£—J(Aus+B,Us))^o.

En posant ^ = Au^ + B,u,, (1.5) s'écrit

(f+B^—^ Gus—^s)^o.

Par conséquent,

?(l |Ss[|^) | |£s[ |7^—— ?(|[Ss 1 1 ^ ) 1 1 /•+BsUs[|^^Q ([I Ss |k+|| f+B^\\^\

D'où

(1-6) 9([|^[k)(i-ll-4^^
\ 1 1 ^ 1 1 ^ / \ 1 1 ^ 1 1 ^ /

On déduit de (1.6) que

^•P) ^ ^ donc Aus, demeurent dans un borné de W [puisque
lim cp(r) === + oo].

r>+°o

D'après (1.3), on a

(1-8) [|"s—"[|î^£?([|Çs[k)+£C,.

Par suite, limue= u dans Wr fort.
£-^0

Mais Us appartient à K, qui est un convexe faiblement compact de V.
Il en résulte que

(1.9) lim "s = " dans V faible
£>0

(on utilise ici le fait que V est inclus dans W avec injection continue).

Enfin, (Aue, u^—u)\^\}Au^\^[\u^—u[\^ et

(I-10) lim (Au,, u,— u) = o.
£>0

D'après le lemme 1.2, on a

(1. 11) lim Aue = Au dans V faible
£->0

et par conséquent,

lim Aue = Au dans W faible
£>0
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puisque Aile demeure dans un borné de W, espace de Banach réflexif,
et que Aile converge vers Au dans V faible. (On utilise ici l'hypothèse
que W est inclus, avec injection continue dans V.)

On a donc AuçW.
On peut remarquer que, dans la deuxième partie de la démonstration,

on a prouvé le résultat suivant qui est, en effet, un corollaire du lemme 1.2.

COROLLAIRE I.2'. — Si u^—^u dans W fort, si Us, est borné dans V
et si Auz est borné dans W, alors u e Y et Au e W.

L'hypothèse « K borné » peut être affaiblie et remplacée par une hypo-
thèse de coercivité sur l'opérateur A.

Plus précisément, on suppose qu'il existe yo€K tel que

/T \ T (^p» V———Uo)(1.12) hm v—————^- /=+oo.
iMi^>+°° Imk

•^eK

On sait (cf. F. BROWDER [4] ou P. HARTMAN et G. STAMPACCHIA [6])
que, pour tout fe V, il existe ueK solution de l'inéquation

(1.13) (f—Au,u—u)^o, V y e K .

On a alors le corollaire suivant :

COROLLAIRE 1.3. — On fait l'hypothèse (1.12); soient fç. W, et uçK une
solution de l'inéquation (I.i3).

On suppose que le triplet { u, K, A } est J-compatible. Alors Auç W.

Démonstration. — On prouve, en reportant u^ dans l'inéquation (I. i3),
que l'on obtient, comme dans la démonstration du théorème 1.1 :

[| Aus, \\^ demeure borné

lim Us, == u dans W fort

et
lim (Auz, Us. — u)= o.
£^0

On déduit alors de l'hypothèse (1.12) que Us. demeure dans un borné
de Y.

Soit enfin R = max { sup |[ ̂  [[^ [| u \\r} etsoitK^= { yeK; || v \\j^R j.
K^ est un convexe fermé borné de Y et le triplet { u, K^, A } est

J-compatible.
Le théorème 1.1 montre alors que Au e W.

REMARQUE 1.4. — On peut obtenir une estimation de |[ Au \\^ en
fonction de |[ f{\/^. Ci, Cs.
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En effet, soit a la solution de l'équation

/ . _ /, g + II/-(k + C.^-^-im^-c.
(une telle solution existe et est unique d'après les propriétés de cp).

En suivant la démonstration du théorème 1.1, il est aisé de montrer
que

[| Au (l^^max { [ | f\\ + 2 Ci, cr + Ci j.

En particulier, si Ci == Ci = o, on a o- == o et [| Au ||̂  ̂  [[ /'||^; si Ci == o
et /' = o, on a [[ Au \\^ ̂  cp-1 (€2).

REMARQUE 1.5. — Sous certaines hypothèses, il est clair que l'équa-
tion (1.3) admet une solution Ug e V avec AugêW.

Il suffit alors de montrer que cette solution Us, appartient à K pour en
déduire la J-compatibilité.

Par exemple, lorsque l'opérateur A + B,. est monotone hémicontinu
et coercif et que C^ est une application constante C^u == Ce, alors l'équa-
tion (1.3) admet une solution U s ê V avec Au^çW. En effet, l'équa-
tion (1.3) s'écrit aussi

(I. i4) Au, + B,u, + J-1 (lhz-11 —Cs) == o.

Or l'opérateur u->Au + B^v + J-' ( —^— — Ce ) est monotone hémi-

continu et coercif de V dans V. On en déduit (cf. F. BROWDER [4] ou
P. HARTMAN et G. STAMPACCHIA [6]) que l'équation (I. i4) admet une
solution Us e V, et de plus Aue + Bs,u^ e W, donc Aus, e W.

REMARQUE 1.6. — Les résultats précédents s'étendent à une situation
plus générale où l'on n'a pas nécessairement Wc V\

On suppose seulement qu'il existe un espace localement convexe
séparé D et des injections continues de W dans D et de V dans JD. Ceci
permet d'introduire les espaces W + V et Wn V; ce dernier est supposé
dense dans W et dans V\

Par dualité, on peut aussi considérer les espaces W n V et W + y.
Dans ce cadre, le théorème 1.1 et le corollaire 1.3 restent inchangés.

REMARQUE 1.7. — On obtient des résultats analogues si l'on remplace
les espaces V et V par un couple E, F d'espaces en dualité, comme dans
H. BREZIS [3].
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§ II. Application au convexe

Ki:=(P€^(^) ; c^ sur ^}.

NOTATIONS. — Soit 12 cR^ un ouvert borné de frontière ^i2 lips-
chitzienne.

On désigne par C77^) [resp. Cm{^)] l'espace des fonctions admettant
des dérivées partielles jusqu'à l'ordre m, continues dans î2 (resp. Î2).

C'^^ï) [resp. C^ (t2)] est l'espace des fonctions de €^(^2) [resp. C171 (ÏÏ)]
hôldériennes d'exposant 7 (o<À^i ) sur les compacts de Î2 (resp. î2)
ainsi que leurs dérivées jusqu'à l'ordre m.

d?(I2) [resp. (^(i^)] est l'espace des fonctions indéfiniment dérivables
à support dans î2 (resp. distributions sur ^2). 3Xi ( Î2 ) est l'espace des mesures
surÏ2[dualdeC°(i2)].

Soit i < a < +00, avec -+ - , -== i ; L0'^) est l'espace des fonctions

mesurables de puissance a10111® sommable, muni de sa norme usuelle [| [[a :

^^(^)=^e^(^);^eL^(^),|r|^m}

muni de sa norme usuelle [| [|/n,a.

H^'"^) est l'adhérence de <P(^) dans H"1^^).
Pour simplifier, on pose H'^1 (t2) = H ' 7 1 ' 2 (^) et Jîo'(^)=^/o^'2(^)•

Hy^^) est un espace de Banach réflexif dont le dual est noté H^'a' (^).

HYPOTHÈSES. — Soit i < t < + °° » avec , + 77 = i • Soient ^ e Jî1 ̂  (^2),

^^o sur à^ au sens de H111^) (cf. W. LITTMAN, G. STAMPACCHIA et
H. WEINBERGER [13]) et

K^^e^^); y^^sur i2} (2),

Ki est un convexe fermé non vide de 7f1'^) (car sup { ^, o {eKi) .

DÉFINITION. — On dit qu'un opérateur A de Jf15^) dans H - 1 ' 1 ' ^ )
est T-monotone, si, pour tout couple Ui, u^çH1^^) tel que Vi^u^
sur ^Î2 au sens de H111^), on a

(A Pi — AUî, sup { Pi — p-2, o j ) ̂  o ;

ce qui a un sens puisque sup {Vi— Uî o} appartient à H^^^î).

(2) La frontière à Sî de î2 étant régulière, il est équivalent de supposer ^^+ p. p. sur &î
ou bien t^^ au sens de Jf1^^).
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Si A est T-monotone de H 1 ' ' ^ ) dans H-1^'^), alors la restriction
de A à H1^^) est monotone au sens usuel de H^'1^) dans Ji-1'^^). En
effet, soient Ui, UîçH^1^); on a

Ui——Vî= SUp { Ui——Uî, 0 } ——SUp { U.2——Pi, 0 }.

D'où

(A pi—Ap.2, Pi—Fa)
== (A?i—Apa, sup j Pi—u.î, o } ) + (A?2—Api, sup { p.—?i, o})^o.

Par abus de notation, on écrira

(A pi — A ?2, sup { Ui — p.2, o ; ) = ^ (A pi — A p.) (Pi — Fa) dx.
^i^^]

On a alors le théorème suivant :

THÉORÈME 11.1. — Soit A un opérateur T-monotone de Jf1'^)
dans H-1'1'^).

On suppose que la restriction de A à H^1^) est hémicontinue et vérifie

/ T T \ T (^LU9 v—vo) , 4- -i- w(II. i) lim •v———,——- == + oo pour tout Po€Ki.
l l " l l i , t > + ° ° I I u\\^tp e H ^ > t ( Q )

Soient fçLP^r^H-1^'^) (3) e^ ueKi, une solution de l'inéquation

(11.2) (f—Au,u—u).=o, VpeKi .

î A ̂  € ̂ z (^) ^ sup { A ̂ , o } e L^ (1^) (4), a/ors A u e LP (Î2).

Démonstration. — On pose V = JPo ^(^2) muni de la norme |] \\r == [| ||i, i
et W =LP(fÏ) muni de la norme [] ||^== || \\p- Pour p suffisamment
grand, on a L^^ciï""1'^^), donc Wc V, et l'on est dans la situation
du § I.

Dans le cas général, on applique la remarque 1.6 avec D=CQf(^).
On considère la fonction ^>p(r) == r^~1 ; l'application de dualité J p de LP(^I)
dans L P ' ' ( ^ ) , associée à ^ p , est

JpV=\v\P-îv et ~ J p U = = = J p ' u = = v^'-'-v.

Pour simplifier les notations, on pose k = sup j A^, o j. Soit u€Ki
une solution de l'inéquation (11.2).

(3) i < p < + oo avec - -i- —, === i; p est indépendant de t. Mais si p^ ———- ?

de sorte que -Lp^c.H"1'^^), alors il suffît de supposer qu'il existe un v^çK
vérifiant (II. i).

(4) sup { A+, o } e.mCO.

BULL. SOC. MATH. — T. 96, FASC. 2. 11
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D'après le corollaire 1.3, il suffit de prouver que l'équation

(11.3) u^+ eJ^Au^== u + zjpk

admet une solution u,€Ki, avec Au^eL^^).

L'équation (11.3) admet une solution u^ç.H^1^) avec Ai^eL/^);
en effet, elle s'écrit

(11.4) A^+J^Ç^^-^—J^^o

ou encore

(11.5) A^+u)+J^(^—J,k\=o,

après avoir fait le changement d'inconnu u^—u = v^
II résulte de l'hypothèse (II. i) que l'opérateur

u-^A(u+u)+J,,^—J,k\

est monotone, hémicontinu et coercif de 7îy(^)n2>'(^) dans
J^-1^(^)+L^).

On en déduit que l'équation (11.4) admet une solution u^çH^f^),
avec AU^Ç.LP(^) et ih—ueL^(t2).

Montrons maintenant que u^^ sur ^ en utilisant la technique des
troncatures comme dans [17].

Soit£=[^U£]==(a;e^; ^(x)^u,(x)}. On a

Ue(x)^^(x)^u(x) sur E.

Or Ue—uç.LP'(f l) , et par conséquent les restrictions à E, ( ^ — U ^ ) \ E
et (^—U)\E, des fonctions -^—u^ et ^—u, appartiennent à LP(E).
La fonction z^, définie par

( ^ — U s sur E
Z£ === SU? { ^ —— Ue, 0 } = \

{ o ailleurs

vérifie z^eJf^^nL^^) et z^o sur ^.

En multipliant l'équation (11.4) par z, et en intégrant sur ^2, on
obtient

(11.6) f ( /Au,+J^("^^—J^)V(^—^^=o.
^[A^M-] \ \ £ / /^^^"el

On écrit

f ('Aus+^f" i="—^^V(Us—^)^=Xl+X2+X3+X4,
^f - ' / ^Mj \ \ " / /
'l'^^]
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avec

(11.7) Xi= f (Au,—A^).(u,—^)dx^o
^[^^l

puisque A est T-monotone et ^ ̂  u^ sur 6^2. On a

(11.8) X,= f (A^—^).(^—^)^^o
^[^•^11.]^'•p^^î

car — A ^ +A: est une mesure positive; on utilise aussi le fait que la
frontière à^î de ̂  est régulière pour approcher la fonction Zz par une suite
de fonctions z?^o sur ^ telles que lim z^ == z^ dans H^^)

»>-
et dans L^(^).

Il est clair que

(11.9) X.3=f ^-^Yj^+^-^^.^-^&^o;
^[^^^] \ \ s //

en effet À : — J p ' ( J p k + u — — ' ) ^ o p. p. sur E (ceci équivaut à

J p k ^ J p k + — — L p. p. sur £). Après addition des inégalités (11.7),

(II. 8) et (II. 9), il résulte de (II. 6) que

(ii.10) x.=r ( J ^ J ^ + U ^ \^= / \ ^ p ' \ ^ p ^
/[•^^]^\^u^\ \ £ /

—— J^(^Â:+"::z^) »("£——+)) ̂ ^0.

Mais J^/ est une application strictement monotone de LP (E) dans LP(E),
c'est-à-dire que si gi, g^çL^ (E) vérifient

f (Jp, g, — Jp, g^) {g, — g^) dx^o
Jv

alors gi == g^ p. p. sur E.

On conclut, grâce à (II. 10), que

J,k+u-^==Jpk+u^lh p .p . su rE .

Donc U£== ^ P- ?• sur ^ e^ "£^^ P- ?• s11!' ̂  Ce qui achève la démons-
tration du théorème 11.1.

REMARQUE 11.2. — En utilisant la remarque 1.4, on peut obtenir
une estimation de [ [ A u \\p,
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Plus précisément,

|]Au||^max([|f||^),

où Vp est la solution de l'équation

^-^[IsupÇA^o}^-1^"^.
^P— H J\\P

En particulier, ( [ A u i|̂  || sup { A ̂ , o } \\p lorsque f = o.

EXEMPLES.

i° Un exemple linéaire. — Soient a^çO^), b,, ceL°°(^) avec

^a^-^v Ç 2 , V:re^, V^R^ et ^ > o.2^
^/

On pose

A = - y - ^ f a ^ ) + V 6 , - ^ + c .^ ̂ / V J àXi { ^ t ()xi '
^ ^ / ^ \ , y.. à .
l^^^.)+l^^.+c•
^/

On suppose que c(x)^7., À suffisamment grand de sorte que A soit
coercif sur H^ (^2), c'est-à-dire

(A u, v) ̂  k II u [|HÎ (Q), V y e 2î; (i2), ^ > o.

COROLLAIRE 11.3. — Soient i < p < + oo, /' e Jf-1 (^2) n L^ (Î2) ^
^eJî'^nJî2 '^^); a/ors Za solution ueKi de Vinéquation

(/•—Au, y—u)^o , V y € K i

appartient à H^P^).

En particulier, si p > N, u appartient à C1'3'^) avec a = i — — .

Pour démontrer le corollaire 11.3, on applique le théorème 11.1 [il est
clair que A est T-monotone de H1^) dans JZ-1^) et vérifie (11.1)].
On en déduit que AizeL^(^). On utilise ensuite les résultats classiques
de régularité dans LP pour les équations linéaires (cf. par exemple
S. AGMON, A. DOUGLIS, L. NIRENBERG [1]).

Le corollaire 11.3 est semblable au résultat de régularité obtenu par
H. LEWY et G. STAMPACCHIA [10]. Toutefois on évite ici l'hypothèse
restrictive p > N faite dans [10]. On trouvera dans [10] diverses autres
propriétés de la solution u de l'inéquation (11.2), entre autres un contre-
exemple simple, montrant qu'en général u n'appartient pas à C2^).

2° Un exemple non linéaire. — On suppose pour simplifier que ^ est
convexe et que la frontière ^t2 de t2 est suffisamment régulière.
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Soit i < t ̂  2 ; on pose

(
<-2 \

N / N \ î \

A V à i t V àv '\ ôv \A^;—i^. ^S ̂  ,( ^
;=i \ k=ï y /

A est un opérateur T-monotone de H 1 ' 1 ^ ) dans H-1'1(^2) dont la
restriction à H^1 est hémicontinue et vérifie (11.1).

COROLLAIRE 11.4. — Soient feL^^), ̂ eC' '1 (Ï2) et izeKi, la solution
de U inéquation

(f—Au, u—u)^o, V y e K i .

A/ors on a AueL00^), et en particulier uçCl^(^) pour tout o < À <i.

Démonstration. — Le théorème 11.1 montre que AueL^(^) pour tout
i < p < +°c.

De plus la remarque 11.2 donne une estimation de [ |Au | [^ . On a
I I Au l^^max { | | f\\p, (jp\ où ^p est la solution de l'équation

O.yO-1 __ f [ A.^ \\P-1 ̂ P^ II f\\P,

p -W[[LP ^-\\f\\,

11 est clair que || f\\p et || A^ [\p sont majorés par une constante indé-
pendante de p, puisque f e L00 (^2) et A ̂  e L00 (i2). Il en est de même pour <jp
et donc pour [| A u [\p. Par suite, A u ç. L°° (i2).

On utilise ensuite un théorème de régularité pour les équations non
linéaires (par exemple, P. HARTMAN et G. STAMPACCHIA [6], théorème 14.3,
p. 809). _

On en déduit que ueC1 '^^) pour tout o < À < i . De plus, les esti-
mations dans H^P{^} pour les équations linéaires (cf. S. AGMON,
A. DOUGLIS, L. NIRENBERG [1]) et l'artifice de Korn permettent de
montrer que u e H^P (^) pour tout p < + oo.

REMARQUE 11.5. — Cette méthode s'étend à tous les opérateurs non
linéaires pour lesquels on connaît un théorème de régularité sur u, sachant
que AueL"^) (cf. par exemple 0. LADYZENSKAJA et N. URAL'CEVA [7],
C. MORREY [14]).

REMARQUE 11.6. — On obtient un résultat analogue au théorème II. 1.
Si l'on considère le convexe

où

et

K ^{uçW^fft); ̂ i^y^2 sur 0.),

^,^ç=H^t (i2), ^ ̂  ̂  sur i2

^1^0^ ^2 sur ̂  (cf. G. STAMPACCHIA [18]).



l66 H. BREZIS ET G. STAMPACCHIA.

§ III. Application au convexe

KÎ= {uçH^ (^2); gradî;!^ i p. p. sur^j.

III . 1. Cas où le domaine 2̂ est convexe.

HYPOTHÈSES. — Soit ^2 c R^, un ouvert borné, convexe, de frontière ô^î
lipschitzienne.

Soit
K a = { y € ^ ; ( ^ ) ; I g r a d ^ l ^ i p. p. sur ^2},

Ka est l'ensemble des fonctions lipschitziennes de rapport ̂  i, définies
sur Î2 et nulles sur ^12.

Soient a,(P), i ̂  i ̂  N, P = (pi, . . . , p^v) € R^, N fonctions,
a,(P)eCl(RA/).

On suppose que les fonctions di vérifient

N

(III. i) ^ (a,(P) — a,(P')) (p,—p;) ̂ o, V P, P ' eR^.
î=l

II résulte de l'hypothèse (III. i) que l'opérateur A, défini par

S
N à_( (àv^

^ • \ \ ^ .;=i

. y à ( (àv\\ ^

^-l^A^A^)) ()

applique l'espace H1 y (ft) dans J^-4'1^) C) et sa restriction à H^Ç^)
est monotone hémicontinue. On a alors le théorème suivant :

THÉORÈME III.1. — Soit i < p ^ + o o ; pour tout jte-L^), il
existe ueK^ solution de Uinéquation

(III.2) (f—Au,u—u)^o, V^eK^.

Dêp/^A^eL^^).

^^^^, ^LV
v / àx \ôx^ ' ' ' f àx^r J

(6) Hîîx(o-) [resp. ^^'^(a)] désigne l'espace des fonctions lipschitziennes sur ^
(resp. nulles sur ^fî). A^1'1 (^) est Fespace des distributions Tç.CD'{9.) qui peuvent
se mettre sous la forme

N
T~-gQ~{•'Làû où ^^Ll^'i=i l

Les espaces H Î ) ^ ( ^ ) et H-1^1 (^) sont en dualité.
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Démonstration. — L'équation (III. 2) admet au moins une solution;
en effet. Kg est un sous-ensemble convexe et faiblement compact de
H^(^) muni de la topologie cr^o00^), Jï-1'1^)). On en déduit
(cf. H. BREZIS [3], théorème 24) que, pour tout f e H-^ '1 (Î2), il existe u e Ka
vérifiant (III. 2). Pour montrer que AuçL1'^), on considère d'abord
le cas où i < p < + oo, et l'on applique la remarque 1.7 avec E = H 1 ' s o (^2)
F = H-^1 (Î2) et W = Z/^).

Il suffit donc de prouver que, pour tout u e Ka et pour tout £ > o,
l'équation

(III. 3) Ue+ £J/>AU£= u

admet une solution lïsCKa avec Aue€L^(^).
On utilisera dans la démonstration les lemmes suivants.

LEMME III. 2 (lemme de comparaison). — Soit Q(/) une fonction numé-
rique définie, continue et strictement croissante sur )—oo, + °o(.

Soient F,, F^ e L30 (^) et u,, u^ e H11°° (^) vérifiant

(III. 4). Aui:=6(Fi—^),
(III. 5) A^:=6(F2—u.O.

AZor5 on a

min ( inf(u.2— Ui), inf(F2—^i) î ̂  ̂ — "i
( àQ. Q. )

^ max ) sup (u2 — Ui), sup (F^ — Fi) j .
( àQ Q )

Démonstration du lemme III.2. — D'après (III. 4) et (III. 5), on a

/ T T T ^ v rr ^"^ /^M^(III . 6) 7, y ^ — —ai[ — ] \ -r-dxv / ^JûL \ ^ 7 V^/J^ -

= f [e (F,_ u,) — o (F,— u,)] -ndx; V ïî e H^ - (̂ ).
^Q

On pose T = max ^ sup(u9— Ui), sup(F'>— Fi) ) et l'on choisit
( àQ û )

dans (III. 6) :

ïî = max ; (u,— uQ, T}—T,

^ ( ^ — U i — T sur l'ensemble [u2—Ui—T^o],
( o ailleurs.

Il vient
,— , F yi/ /^U2\ /()uA\/àu. àuA ,
(III .7) ( >. û,^ -,— —^ —— -î-— — ) d x

^-^-T^oi^V V ^ / \àx))\àXi ôXi)

= f (6(F2—U2)—0(Fi—uO)(^—Ui—T)&.
^I Î^—MI—T^O]



l68 H. BREZIS ET G. STAMPACCHIA.

Il résulte de (III. i) que

F y/ (ôu.\ /âuA\fàu. àuA, .^^^(H^)-^^^
D'autre part, on a

Fa—F^,T^u.î—Ui p. p. sur[^—Ui—T^o]

et donc
Fs—u-i^Fi—Ui p. p. sur [Ua—Ui—T^o].

Par suite, ^

/ (6 (Fa— uQ — 0 (Fi— u)) (iz,— ̂ i— T) dx ̂  o.
^I^-t/i-T^Oj

On déduit de (III. 7) que

(6(^2—U2)—ô(-Fi—Ui))(u2—yi—T)=o p. p. sur [ua—Ui—T^o].

Comme 6 est strictement monotone, on obtient

u-2—"i—T^o dans i2.

On démontrerait de même que u^— Ui est minoré par min ( inf(u.2— Ui),
( ôQ'

in^(F,-FOj.

REMARQUE II 1.3. — La conclusion du lemme II 1.2 est encore valable
lorsque les fonctions Ui, Ua appartiennent seulement à H1 (Q) si l'on définit
de manière appropriée les expressions inf(u2—Ui) et sup(u.2—Ui),

ôQ ôQ.

éventuellement égales à ± oo (cf. W. LITTMAN, G. STAMPACCHIA,
H. WEINBERGER [13]).

LEMME III. 4. — Soit 0(0 une fonction numérique, définie, continue
et strictement croissante sur )—oo, + °o(, vérifiant 6(0) == o. Alors pour
tout FeKî, F équation

(III.8) Av=^(F—v)

admet une solution yçK^.

Démonstration du lemme III. 4. — Montrons d'abord que si l'équa-
tion (III. 8) admet une solution uçH^Ç^), alors v appartient nécessai-
rement à Ka.

En effet, soit Xoçàf^; le domaine ^ étant convexe, on peut trouver
une fonction affine TT telle que

i 7T:(Xo)=0,

/ —TT^F^TT sur ^2,
( |grad7r[==i .
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On a A7r=6(7r—T;). On déduit alors de l'équation (III. 8) et du
lemme III. 2 (on utilise la remarque III. 3) que — T r ^ y ^ T r sur ^2.
Par conséquent,

\u(xo)—u(x)\^\Xo-—x\, ^/Xoçà^ï, Vrce^.

Soient maintenant x^ x._ e^, h ==x^—x^ T/,^ le translaté ^ — h de ^
et T_ku(x)==u(x+K), T^hF(x)=F(x+h). Dans l'ouvert ^nr/,^
on a

Ay==0(F—y),
AT_/,y == 0 (r-AF — ^-hV).

Le lemme III. 2 montre que l'on a, dans ̂ nr/A

— | h \ ̂  min ( inf (T_/, v — v), inf (T_/, F — F) (
' '— ^(Qn^û) ' " Q n ^ û ' / )

-^T_/,y—y^max( sup (T_/,y—v), sup (T-AF—F))^|h|— — \à^r\W / ûn^û' / ) — ' 1

[puisque si xçà(^(^r/^), Fun des points x ou x + h appartient à à^l]
On en déduit que

| u(xi) — v(x^) \ ̂ - Xi— n'a |, V Xi, Xï e ^2.

Il reste à montrer que l'équation (III. 8) admet au moins une solution.
Pour cela, on introduit une fonction î) définie, continue, strictement

monotone et bornée sur )-— oo, + oo(, qui coïncide avec 0 sur l'intervalle
(— C, 4- C) où C > 2 diam^.

Soit A un opérateur monotone hémicontinu de H^fft) dans Jf-1^)
qui coïncide avec A sur IL (on peut construire un tel opérateur en posant

5,(P) = ̂  (| P p) di(P) + kg' (| P ̂  p,

où ^ et g sont des fonctions de classe C' sur (o, + °o( avec

^(t)=i pour o^f^2,

^(f)==o pour ^3,

^ est une fonction convexe, g (0 == o pour o ^ f ^ i et ^ est linéaire
pour t ̂  3; k est une constante suffisamment grande) (7).

Pour tout v > o, l'équation

— v ̂  + A^v =6'(F — ̂ )

admet une solution u^çH^^Ï) [car l'opérateur y ->—v Ay 4- A y — 9 (F—y)
est monotone, hémicontinu et coercif de H^ (Q) dans H~1 (i2)].

(7) Cf. Appendice.
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D'après ce qui précède, y^eKs, et en passant à la limite quand v-^o,
on obtient une solution ^eKs de l'équation

Av=^(F—v).

Il résulte enfin des hypothèses sur A et 6 que v est aussi une solution
de l'équation (III. 8).

Suite de la démonstration du théorème III. 1. — Le lemme III. 4 appliqué
avec

/ p'—ï f
6(0= - ^ et F=u

montre que l'équation
«£+ SJ^,AU£= u

admet une solution Us^Ka, avec Ai^eL/^).

Dans le cas où p = + oo, on utilise l'estimation uniforme en p,

\\Au\\^\\f\\p, V K p < + o o

(cf. Remarque 1.4). Il en découle que AuçL"^).

REMARQUE II 1.5. — Un choix convenable de la fonction 0 du
lemme III. 4 permet d'obtenir des résultats analogues au théorème III. 1
dans les espaces de Orlicz.

On suppose maintenant que la frontière à^î de i2 est suffisamment
régulière, et l'on remplace (III. i) par l'hypothèse plus restrictive

]^(P)^^m2, V^€R^ VPeR^, |P|^i,
^/'

(^ désigne une constante > o).

On a alors le corollaire suivant :

COROLLAIRE III.6. — Si N<p<+co et /'eL^(^), alors la
solution u e K.2 de l'inéquation (III. 2) appartient à H2^ (Î2). En particulier,

N
u appartient à C1 'a {(^} avec a = i — — •

Ceci est une conséquence du théorème II 1.1 et des théorèmes de régu-
larité pour la solution d'équations linéaires à coefficients discontinus
et d'équations non linéaires (cf. 0. LADYZENSKAJA et N. URAL'CEVA [7],
C. MORREY [14], et G. STAMPACCHIA [17]).

REMARQUE II 1.7. — Le résultat de régularité obtenu est le meilleur
possible.
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Considérons en effet i2=)o, i ( , A = = = — - et f == 4. Il est clair
cïiï'

que la solution de l'inéquation (III. 2) est définie par

x pour o << x <. ji

u(x)=<—2^+2^— I » }<x<^->8 4 4
3

I—.K » , <x< î ,
4

or u n'appartient pas à H ' ^ ) , ni à C2^).
Le corollaire II 1.6 nous donne, en particulier, un résultat de régularité

dans le cas où l'opérateur A est linéaire à coefficients constants.
Si l'on se restreint à des opérateurs linéaires, on peut encore obtenir

un théorème de régularité lorsque les coefficients de A sont variables
et le domaine i2 n'est pas nécessairement convexe.

II 1.2. Cas où le domaine t2 est arbitraire et l'opérateur A est
linéaire à coefficients variables.

Soit ^2 un ouvert borné de R^ dont la frontière àf^î est suffisamment
régulière.

Plus précisément, on désigne par à(x) la distance d'un point xç.^1
à la frontière à^î, et par

^r,== [xçïï; à(x)<-n} (ïî>o).

On suppose qu'il existe un nombre r > o tel que ô ç. H1 ao (à^l,). Cette
hypothèse est en particulier satisfaite si ô^l est de classe C2.

On considère l'opérateur

A V ^2 , V^ I. ^ ,A =— 7 an -.—.— + 7 , bi — + c
^ ] ex, àxj ' ̂  àxi '
^/

avec dij e C1 (H), bi, c e L°° (^2), et

S^(:r)^;^|^|2, Va;e^, V^eR^ ^>o.
;-/'

On a alors le théorème suivant :

THÉORÈME III.8. — Soit i<p<+oo; pour tout feL^(I2), i7 existe
une solution ueKs de Uinéquation

(III.9) (/'—Au, u—u)^o, \fuçK,

Déplus, uçH2'?^).
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Démonstration. — II est aisé de vérifier que l'opérateur A est pseudo-
monotone (cf. H. BREZIS [3]) de JTo00^) dans Jf-1'1^); par suite, pour
tout fçH-1^^), il existe une solution ueKa de l'inéquation (III. 9).

Pour démontrer la régularité de u, on se ramène d'abord au cas où
l'opérateur A est coercif et de la forme

A;=-2^^+28%+À

avec un choix convenable des fonctions bi e L^ (^2) et de la constante À > o,
qui sera précisé dans la suite. Cette modification est licite, car les termes

bi -r- — Ïi-^- et (c — V) u appartiennent à L°° (t2) (puisque u e Ka) et
OXi ÔXi

peuvent être regroupés avec f.
D'après la remarque 1.7, appliquée avec E == H^00 (^2), F^H-111^)

et W=.Z>(î2), il suffit de prouver que, pour tout s>o, et pour
tout ueIL, l'équation

(III. 10) Ue+ £J^AU£== u

admet une solution i^eKa avec Au£e2>(12), car, on en déduira que
AueL^(i2), et donc uçH2^^) (cf. par exemple S. AGMON, A. DOUGLIS
et L. NIRENBERG [1]). Il est clair que l'équation

(III .11) A U£+ J p ' ( ""7" " ) == o

admet une solution unique U£€JÏ;(^)nL^(i2). Il reste à montrer
que u^ e Ka ; on utilisera pour cela les lemmes suivants :

LEMME III. 9. — II existe une fonction peTï2500^) qui vérifie

( (3=ô sur ^y,,
( I ILI2) ^^ ^ o

(3 == ô sur ^r/2,

P^ô sur .̂

Démonstration du lemme III. 9. — On considère une fonction numé-
rique -^(t), définie pour o^^diam^, de classe C2, vérifiant

r
-^(t)=t pour o^t^- î

2r^ (^) == diam ^2 pour -y- ̂ t^ diam ^2,

%(0^^ pour o^f^diam^.

Il est évident qu'une telle fonction existe et que si l'on pose (3 (x) == % (^ (rr),
alors |3 appartient à H2^^) et vérifie (III. 12).
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LEMME III. 10. — Soit 0 une fonction numérique définie continue et
croissante sur ) —oo, + oo (, avec 6eL°°(—oo, + oo), ô'eL^—oo, + oo)
et 0(o)=o.

On peut choisir les fonctions bi et la constante À > o, indépendamment
de 0, de sorte que pour tout FeKs l'équation

(III. i3) Au==Q(F—u)

admette une solution i^eKa.

Démonstration du lemme III. 10. — L'opérateur vv^Av—9 (F—v)
est monotone, hémicontinu et coercif de H^ (^2) dans H-1 (i2) ; par consé-
quent, l'équation (III. i3) admet une solution uçH^Î^). Remarquons
que, d'après (III. i3), AyçL00^), donc uçH^(^) et 6(F—y)eJf^(^2)
pour tout i</<+oo. Par suite, yçip'^) pour tout i<f<+oo.

Procédons comme dans la démonstration du lemme II 1.4 et montrons
d'abord que grady ^i sur ^2.

Soit
,, ( V^ ^(3
M = max ; SUD >. ai, -,—-— -

) Q'^ )àXiàXj^J ̂  ̂  ^ ° •

\ i,/

On choisit îi(x) === M ' et À > ^—5 tel que l'opérateur
àXi r

à2 , y. - àA X^ °' , V1 t °' , ->A==-l^;^^+2^^+7
^/ •̂

soit coercif.

On a, d'après (III. 13),

A(y—P)+A(3=6(F—y).

Or

Ap=-Va,-^r .̂J l ] àXi àXjAp=—^^,^^-+Mgradp|2+^ et Ap^o sur ^.

En effet, [grade =i p. p. sur Î2, donc M I g r a d p p ^ M sur ^/ya;
ceci montre que A(3^o sur à^r/^ Sur l'ensemble t2—^,y-2, on a
^P^^^.M, ce qui assure A(3^o sur 12—^^/a.

Il vient

(III. i4) A(y—[3)—9(F—y)^o.

Le principe du maximum faible (8) (utilisant la technique des tronca-
tures) montre que, u ̂ (3 sur i2, car si l'on multiplie (III. 14) par

(8) Si la frontière àQ. de a est de classe C2, de sorte que peC2^), alors il suffît
d'appliquer le principe du maximum classique.
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max [v — (3, o}, on obtient

Ào f \v—^\îdx^Ç ^{F—v)(v—^)dx^o avec Ào>o
^[P^P! ^[c^I

puisque

et

D'où

F^^v sur [y=,j3]

6(F—y)^o sur [y^(3].

v ̂  (3 sur i^.

On démontre de même que v ̂ — (3 sur ^ et l'on en déduit que

| grady ^i sur o^2.

Pour prouver que |grady|^i sur t2, on utilise un artifice analogue
à celui employé par 0.. OLEINIK [15] en posant

y=|grad^=^
x:

y appartient à H2^^) pour tout i<t<

II vient

àv_

àxk

- 00.

à^ _ ^i à^v àv
àXi ~ ^ àXi àxk àxkî

k

à / à^ \ _ ^ àdij ô^ v àvôdij ô^v àv
^ oàxj \ l ] ôXi) ~~ ' ̂  àxj àXi ôxk àxk

k

^Vai
xi à^v àvOV , Y^

^+22J^+^ai
' J àXi ôXj ôxk àxk

à^v à^v
àXi àxk àxj àxk

D'autre part, en dérivant l'équation (III. 13) par rapport Xk, puis en

multipliant par .— i on obtient

(III.i5)
à^ v àv ôdij à2 v ôvOV __^1 OCiij

'̂ T x j ~^~-y^ijl ) ÔXi ÔXj ÔXk ÔXk ^ ÔXk ÔXi ÔXj ÔXk
i,/ i,/

0-^V OV ^ OOi OV OV, v^ y à2 v ôv , v^ obi ôv ôv
+Z^bi ÔXi ÔXk ÔXk ^ ÔXk ÔXi ÔXk

i i

+^
ÔV

ÔXk
••^^F-^^-^Y-L.

^ÔXk ÔXk} ÔXk
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En sommant les relations (III,, i5) par rapport k, on a

(IILI6) -^(a.â)+^+o-^
== 6' (F — v) (grad F grad v — \ grad v |2),

^2 u à2 v
ou

-R- 2^7 .̂r, ̂  ^rc, ôxk
^y^

-i-V ^ ̂ /' àîv _ àa^ ^ \ ^y
^ ^ ̂ y ^ ̂  ~ôXk àXi àXj ) ~àXk
i,/, k

4-V h ^v Év. J- ^i ÈR. ^v _î •Ï V ^y^2JO^^^^+^^^+A12^ àxk
i, k k

II est clair que si Ai est suffisamment grand (supérieur à une constante
dépendant uniquement des a;y et de leurs dérivées premières ainsi que
de (3 et de ses dérivées jusqu'à l'ordre 2), alors J?^ o.

On suppose donc À > Ai, et, grâce à (III. 16), on a

(IILI^ -^a^;(^â)+(7-^
^ ^(^-^(i-y).

On sait déjà que y ̂  i sur ̂ . Le principe du maximum faible appliqué
à (III. 17) montre que y ̂  i sur ^î ; et par conséquent u e Ka.

5'uife de Za démonstration du théorème III. 8. — On considère une
suite 6^(f) de fonction numériques définies, continues et croissantes
sur )—oo, +co(, telles que ô^eL^—oo, +00), O^eL^—oo, +00)

avec 6^(o)==o, qui convergent uniformément vers Q(t)= - p - sur

l'intervalle (-C, + C ) , C>2 diam^.
On choisit îi et À comme au lemme III. 10, et par suite, l'équation

AUn==Qn(ll——Un)

admet une solution i^eKs.

On passe enfin à la limite quand n —^+ oo; il est clair que Un converge
vers Us, solution de l'équation

, , , /u.—u\
Au3+J,^———J=o.

De plus, UeêKs, ce qui achève la démonstration du théorème III. 8.
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IV. Autres théorèmes de régularité.

La régularité de la solution d'une inéquation dépend de la nature du
convexe. On peut obtenir des situations différentes de celles des para-
graphes II et III.

IV.l. — Considérons d'abord le convexe

K3=Sy€JT(^) ; y^osur^ j .

On sait (cf. J.-L. LIONS [11]) que, pour tout fçL2^) (9), il existe
un ueE^n^2^) vérifiant l'inéquation

(IV.i) Ç (f+^u—u)(u—u)dx^o, VyeK3 .
JQ.

De plus, la solution de (IV. i) est caractérisée par

— Au + u = f sur ^2,
u ̂  o sur à^î,

au ^ o sur ^2,
an(IV. 2)

. désigne la dérivée normale extérieure),

auvu. -.^.
u —- = o sur ^i2.

an

L'exemple suivant, dû à E. SHAMIR, montre qu'en général u n'appartient
pas à H2^^) [ni à H^(^)] si /•€ C1 © (10).

Soit ^ = j x, y e R2 ; y > o j. On pose

u (x, y) = Ç ( z |2) Re^/2, z = x + iy,

où Ç (r) est une fonction très régulière telle que

o ̂  Ç (r) ̂  i pour r ̂  o,
Ç(r)==i pour o^r^i,
Ç(r) ===o pour r^2.

Il est aisé de vérifier que l'on a

— Au -\- u=f sur î ,

(9) Ce résultat est énoncé dans [11] lorsque {ç:H\Q), mais la même démonstration
reste valable si fGL\Q).

(10) La régularité de la solution des problèmes mêlés est étudiée en détail par
E. SHAMIR dans [16].
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où f est une fonction de classe C1 sur i2 et à support compact :

u ̂  o sur ^i2

^0 .̂  (^=|«|,,,^/,)

^u ,,̂ ,
u — = o sur <^2.

^n

D'autre part, u n'appartient pas à Jf2'4^), ni à ?(^2). _
-•»

IV. 2. — Par contre, pour certains convexes, autres que des variétés
linéaires, on peut obtenir, avec des données régulières, des solutions
aussi régulières que l'on désire.

On se bornera ici à un exemple très simple.

Soient A =— A, opérant de H\ (fÏ) dans H-1 (t2) et

K4={^^(^);M[,^i{.

Soient feH-1^), et uçK^ la solution de l'inéquation

(IV.3) (f—Au,u—u)^o, V y e K 4 .

Il résulte de l'inéquation (IV. 3) qu'il existe une constante À ^ o telle
que

(IV.4) Au+Au==f.

En effet, on a :

— ou bien | [ u [ [ - 2 < i et Au==f, donc (IV. 4) est vérifié avec À = = o ;
— ou bien | [ u [ | 2 = = i et alors

(u, u — u) ̂  o, V y € K:4,

par suite, il existe 7. ̂ o tel que l'équation (IV. 4) soit satisfaite.
Les théorèmes classiques de régularité pour les équations linéaires

s'appliquent à l'équation (IV. 4).
Signalons encore le problème analogue associé au convexe

K,== {uçH^^)', |[y[|^i} avec i<p<+oo.

Le convexe Kg est fermé dans Jïi(^). Pour tout /'eJf"1^),
il existe ueKg vérifiant l'inéquation

(IV.5) (f—Au, u—u)^o, V^eKs.

Le problème (IV. 5) s'interprète de la façon suivante. On a

— ou bien |[ u [\p< i et A u = f;
BULL. SOC. MATH. — T. 96, FASC. 2. 12
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— ou bien |[ u [\p==i et il existe une constante À^o telle que

A u + À [ u^u^f.

Il est aisé de voir que si /'eL^(^), alors u ç H 2 ' ^ ^ ) et si /'eL00^),
alors u e H 2 1 (^2) pour tout i < t < + oo; en particulier, si p > N,

NizeC1'3'^) pour a = i — — [pour tout o<a< i si /'eL30^)].

Dans le cas où p est un entier pair, il est possible de démontrer que la
solution est assez régulière si f est régulière. Dans les autres cas, la régu-
larité que l'on peut obtenir dépend de p.

Le cas limite p = + oo, c'est-à-dire

K6=={yeJ î i ( ^ ) ; \v\^i p. p. sur i 2 j

entre dans le cadre de la remarque 11.2.

Plus généralement, on pourrait considérer le convexe

\uçHl(^); [ ^ ( v ) d x ^ A
' ^0^Q

où cp est une fonction convexe.
L'équation associée est

Au+^f(u)=f,

et la régularité de u dépend de celle de cp.

APPENDICE.

Le procédé employé dans la démonstration du lemme II 1.4, pour
la construction de l'opérateur 5, peut être généralisé de la façon suivante.

Soient X un espace de Banach et a un opérateur monotone, hémi-
continu, borné de X dans X\

Soit M un opérateur monotone hémicontinu de X dans Xr tel que

Mu=o si I I u ||^i
et

(Mu—Mu, u—y)^a I I u—y ||2, a > o,

V u, v, avec 2^|[u| | , | |p]|^3.

Alors il existe un opérateur monotone hémicontinu a de X dans X'
et une constante Tc^o vérifiant

Q(u)=a(u) si |[ u l l^ i ,
Q(u)=kMu si I I u I I ̂ 3.
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Démonstration. — Soit ^ une fonction numérique ̂  o, régulière telle que

^(r)=i , si o^r^2,
^(r)=o, si r^3.

On pose
â(u) ==^(\\u\\)a(u)+kMu.

Il est clair que S est hémicontinu.

Montrons que a est monotone.
i° Si | |u| | , | |y| |^2, on a

a(ù) ==a(u) +kMu,
Q(u) =a(v) +kMu,

d'où
(S(u) — a(u), u — v) ̂  o.

2° Si | |u| | , ||y||^3, on a

o'(u) == Â-MU, a (y) = A-My,
d'où

(o[(u) — a(u), u — u) ̂  o.

3° Si 2^| |u |[ , ||y||^3, on a

(aW—ff(^,u—^=^(\\u\\)a<^)—^(\\u\\)a(u),u—u)
+ A(Mu — My, u — u)

^(\\u\\)(a(u)—a(u),u—u)
+^(\\u\\)—^(\\v\\))(a(u),u—u)
+ /ça I I 12—y |[2

^—c| |u—^; | | 2+À•a | |u--^; | | • 2 ,
où

c = = M a x ( Sup a(u), Sup ^'(r);.
(2^ | |p | |^3 2^/•^3T v / )

Donc (a'(u)—S(u), u—u)^o si k est suffisamment grand.
On achève la démonstration en considérant deux points arbitraires u, v

et en appliquant ce qui précède aux extrémités des intervalles déterminés
par les boules de rayon 2, 3 sur la droite joignant u, u.
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