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Résumé. - Le travail est résumé dans Uintroduction,

INTRODUCTION

Le but de ce travail est 1’étude de I’approximation de la soluntion de
problémes d’évolution par des méthodes de décomposition des opérateurs.

Soient H nn espace de Hilbert et A(f), £€[0, T'], une famille d’opérateurs
linéaires, non bornés dans H de domaine D(A(f)). Nous considérons ici des
problémes d’évolution du type suivant (formulations trés imprécises pour
D instant):

Pour f et u, donnés, trouver une fonction u vérifiant

(3) w(t) + Abut) = f(), tel0, T),
’%(O} = U

ou aussi
Pour f, u, et u, donnés, trouver une fonction # vérifiant

) W'ty + Aduty =), te[0, T]
u(0) = u,, w(0) =

Dans les applications, A(Y) est en général un opérateur différentiel dans
un ouvert Q de R" et son domaine D A(})) est fixé par des conditions aux
limites appropriées. Les probldmes (1) et (2) sont alors des probldmes mixtes
au sens de Hadamard.

Les méthodes d’approximation que nous étudions supposent que A(¢) admet
une décomposition «mnaturelle» de la forme

3) Ay =3 A,

=1
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les A;(f) étant également des opérateurs non bornés dans H de domaine
D(A,(t). Ces méthodes permettent alors de ramener I’approximation de (1)
(resp. (2)) & la résolution ou & I’approximation de problémes analogues avec
les Ai(t) (problémes plus simples si la décomposition (3) est bien choisie).

Différentes méthodes d’approximation de ce type (voisines les unes des
autres) ont été proposées et étudiées: ce sont les méthodes de Pas Fraction-
naires étudiées en particulier par DENIDOV, G.I. MARCHOUK, A. A. SAMARSKII
et N.N. YanNBENEKO, et les méthodes de Directions Alternées diies entre autres
a J. DoveLrag Jr., J.E Guxy, D. W. Praceman et H.H. RacHFORD.

Bien que couramment utilisées dans les applications numériques, ces
méthodes ne reposaient le plus souvent que sur des démonstrations formelles
ou assez particuliéres. Nous avonz ici résolu les problémes de la stabililé ef
de la convergence des méthodes de Pas Fractonnaires, pour des problémes
linéaires assez géneraux et pour certaines classes de problémes non linéaires.

Les problémes du premier et du deuxiéme ordre en ¢ sont étudiés par
des méthodes quelque peu différentes (bien que ces derniers se réduisent
formellement aux premiers). Dans le cas, par exemple, des équations du pre-
mier ordre, les approximations que nous étudions sont les suivantes:

10), Approximations semi-digcrétes.

L’ intervalle (0, T) est divisé en N intervalles de longueur %; % est
destiné & tendre vers O.

On définit m fonotions approchées #ix, ..., Umr: moyennant des hypothéses
convenables sur 4,%), on définit la restriction de w5z & Vintervalle (0, k) comme
«la solution» de

(4) wik(t) + Litwr) =0,  uxl0) = uo

(f = 0 pour fixer les idées).
On définit ensuite successivement les restrictions des fonetions
sk, o, U & Vintervalle (0, k) comme solutions de

5) uirlt) + Afbua(t) =0, ik (0) = g—gyx(k).

On opére ensuite de méme sur l'intervalle (k, 2k) avec u, remplacé par
ek, puis successivement sur les autres intervalles (vk, (r k), r=2,..., N—1.

20), Approximations diserétes.

Les principes sont les mémes que précédemment mais les équations aux
dérivées partielles (4)-(b) sont remplacées par des équations aux différences
finies.
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Pour cela, nous introduisons comme en [28] une famille d’espaces de
Hilbert V5 de dimension finie et dépendant d'un paraméire . destiné comme
k & tendre vers O (k est le pas en la variable de temps, 7 est le pas en les

variables d’espace). Nous remplacons 0% par un quotient différentiel et les

At par des opérateurs (de différences finies) A, nx(rk) opérant dans Vp
(t=1, .., m r=20, .., N
Les fonctions approchées u, nx sont alors définies comme snit:

(6) U, ni(rk) = u?h"( € V), pour lelrk (r 4 D
r=20, .., N—1, =1, .., m
ol
) Uy = rui, = «une approximation» de wu,,
it i

puis u%, .., un ™ étant comnus, u; " est la solution de

o

(8) p\a " —un ) + A4, wrkur, ™ = 0.

30), Autres méthodes d’approximation.

Lorsque cela nous semble présenter un intérédt pour le type d’équations
considérées, nous indiquons également d’autres procédés d’approximation avec
discrétisation en les variables d’espace et, en ce qui concerne la variable de
temps, une des situations swivanfes:

— il n’y a pas de discréfisation pour cette variable, les problémes approchés
étant alors des systémes différentiels du type suivant:

d
9 & Uy, nilt) + Ay, nelrk) < uy mi(f) = 0

— pour certains ¢ on a des équations discrétisées en ¢ telles que (8), et pour
les aunfres ¢ on a des équations non discrétisées en #, telles que (9) (approxi-
mations de type maélé).

Pour chaque type d’approximation, aprés avoir défini de maniére précise
les fonctions «approchées» u,x ou resp. #, nx, nous étudions le comportement
de ces fonctions lorsque k tend vers O (resp. lorsque & et k tendent vers 0):

Annali di Matematica 25
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a) Nous établissons par desgméthodes d’énergie des estimations a priori
indépendantes de & (resp. k et h) pour les fonctions approchées. Dans le cas
des approximations discrétes ces estimations résolvent le probléme de la
stabilité numérique.

b) Utilisant en particulier les estimations & priori précédentes, nous
passons & la limite dans les équation approchées (k — 0, ou resp. k et h— 0)
et nous démontrons la convergence des fonctions approchées vers la solution
# du probléme (1); pour chaque ¢ (=1, ..., m) U (resp. u, px) converge
vers # dans un espace convenable.

Le Chapitre I traite ainsi d’équations linéaires du premier ordre em ¢:

w(t) -+ Alult) = (),

A(t) opérateunr linéaire elliptique.
Le chapitre II est consacré i certaines équations non linéaires du premier
ordre en f:

w(t) + A(tw(t) + Blu(h = f(1),

A(¥) opérateur linéaire elliptique, B(#) opérateur non linéaire monotone.
Le chapitre IIT est consacré aux équations du deuxiéme ordre en ¢
linéaires om non linéaires:

u’(t) - At = f(#),
ou

W'ty + Abuif) + Blw't) = fib),
A(t) opérateur linéaire elliptique, B(f) opérateur non linéaire monotone.

Les principanx résultats de ce travail ont été résumés dans trois Notes
aux Comptes-Rendus [36].

Des résultats qui recoupent ceux du Chapitre I ont été6 obtenus par
SAMARSKI [30-32] utilisant 'aussi des méthodes d’énergie ef par DENIDOV,
YaneNko et TrorTER, [7] [89] [41], utilisant des méthodes différentes des
nodtres, liées en particulier & la théorie des semi-groupes. La convergence
des méthodes de directions alternées et des resultats complétant les notres
sont das & Lieuraup [12]

Les méthodes utilisées ici ont é6t6 appliquées par Liows-TeEmam [22-23]
aux inéquations variationnelles et seront appliquées ultérieurement & d’autres
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types de problémes, équations de Navier-Stokes, équations du type de Schroe-
dinger.

Je n’ai pn mener & bien ce travail que grice anx encouragements et &
V’aide constante de M. Litons. Qu’il veunille bien frouver ici I’expression de
ma trés respectueuse reconnaissance.

Je remercie M. ScHWARTZ d’avoir bien voulu accepter la présidence du
Jury, Madame LmLoNG et M. Brousse de bien vouloir y participer.

Je tiens & remercier également M. MARCHOUK dont les conférences faites
& "Université de Paris ont été le point de départ de ce travail.
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leurs conseils et lears enseignements, ont contribué 4 assurer ma formation
scientifique.

CHAPITRE I

EQUATIONS D’ EVOLUTION LINEAIRES DU ler ORDRE

Introduction.

Dans ce chapitre nous étudions 'approximation de la solution d’équations

w(t) + Af) 4+ u(t) = ()
ot A(f) est un opérateur linéaire de type elliptique,

Les n° 1 & 9 concernent les approximations semi-discrétes, el les n° 10 &
21 les approximations discrétes.

Aun n° 1 nous formulons de maniére précise le probléme exaet dont nous
cherchons & approcher la solution. Au n° 2, aprés avoir formulé des hypothéses
convenables, nous «construisons» les solutions approchées semi-discrétes.
Aux n° 4 a 7, nous établissons des estimations & priori pour les solutions
approchées et démontrons le théordme essentiel de convergence.

Des exemples sont traités aux n° 3 et 8; le n° 9 donne quelques complé-
ments sur les approximations semi-discrétes.

Au n° 10 nous formulons les hypothéses de discrétisation et celles-ci
sont explicitées ensuite sur les exemples (n° 11). Nous définissons les solutions
approchées discrétes (n° 12), nous établissons des estimations & priori sur ces
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solutions approchées (n° 13 et 14), nous donnons enfin un théordme général
de convergence faible (n° 15 & 17) et un théoréme de convergence forte (n° 18).
Ces résultats sont appliqués, au n® 19, aux exemples précédents,

Aux n° 20 et 21 nous donnons des compléments: approximation par des
systémes différentiels, remarque sur l'approximation des problémes elliptiques
linéaires.

§1. - Approximations semi-discreétes.

1. - Rappels. Le probléme exaef.

Nous rappelons tout d’abord quelques résultats de J. L. Lrons [14] [16],
sur la théorie des équations d’évolution linéaires da premier ordre.

Nous considérons deux espaces hilbertiens complexes (*) Vet H, V inclus
dans H avec une injection eontinue, V dense dans H. Nous noterons ({u, v))
et [u| (resp. (f, g) et |f]) le produit scalaire et la norme dans V (resp. H).

Nous identifions H & son anti-dual; V' désignant ’anti-dual de V, nous
avons alors les inclusions

(1-i) VeHe V.

les injections étant continues et chaque espace étant dense dans le suivant.
Soit 7 >0 fini; pour chaque &[0, T'] nous nous donnons une forme
a(t; u, v), sesquilinéaire continue sur V, et nous faisons les hypothéses suivantfes:

(1-ii) t—> a(t; u, v) est une fonction mesurable, Mu, ve V.,
Il existe une constante M telle que
(1-iii) la(t; u, v)| < Mju||v]
pour tout u, ve V et pour presque tout [0, T'].
Il existe une constante « > 0 telle que
(1-iv) Realt; u, yy=afulf
pour tout ue€ V et pour presque tout t&[0, T']

(*) Tout ce qui suit reste variable dans le cas réel, & condition de supprimer les «8e»
ot de remplacer «anti-dual» par «dual», «sesquilnéaire» par «bilindaire».
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Pour ue V et pour presque fout
vi->a(t; U, v)
est une forme anti-linéaire continue sur V, notée A(H)u:
< Albu, v > = alt; 4, v) MoveV.

<, > produit scalaire dans I’anti-dualité, entre V' et V.

Pour presque tout f, u —> 4{f) - u est une application linéaire de V dans
V’; on montre que ¢’est un isomorphisme,.

Si X est un espace de Banach, 1 <p < oo, @ et b deux nombres réels,
Ly(a,b; X)désigne ’espace des (classes de) fonctions de puissance p®™° sommable
sur [a, b] & valeurs dans X (avec la norme usuelle). Lies espaces Ly0, T; X)
intervenant souvent, nous noterons pour simplifier

L0, T; X)= LyX).

Nous rappelons [33] que si g(-) € Lyla, b; X), la dérivée ¢’ = % esf définie
dans Pespace des distributions vectorielles sur Ja, b[ & valeurs dans X.

Considérons alors le probléme suivant:

ProBriME 1.
Pour u,e H et fe L,(H) donnés, trouver une fonction w vérifiant

(L.1) ue L V)
(1.2) wt)+ Atut) =@, teld, T{
(1.3) u(0) = u,

ReMArQUE 1.1.
En raison de (1-ii) et (1-iii) I’application linéaire w(+)-—> A(-)u{+) est
continue de Ly(V) dans Ly V’). Douec, si u vérifie (1.1)-et (1.2), alors

(1.4) u e Ly V"

On démontre (cf. Lions [13]), qu’aprés modification éventuelle sur un
ensemble de mesure nulle, toute fonetion vérifiant (1.1) et (1.4) est continue
de [0, T] dans H.

Cette remarque donne en particulier un sens & (1.3).

Le théoréme suivant est classique:
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TuRoREME 1.1.

Sous les hypothéses (1-i) & (1-iv), le probléme 1 posséde une solution wu
unigne,
La fonction u est continue de [0, T)— H et vérifie, pour fout te[0, T,
Uégalité d énergie suivanie:
t
(1.5) fu() P 4 2 &efa(s; u(s), u(s)ds =

Q
i

= | u(0) '+ 2 Re f (f(8), u(s))ds.

0

Nous nous intéressons dans ce chapiire, & Uapproximation de celte fonction u.

REMARQUE 1.2.

Le théoréme 1.1 est encore valable si, au lien de (1-iv), nous avons
(1.6) Realt; w, )4 A|ul? =alul’, o> 0, rA=0.

Il est bien connu qu’en posant u(f) = exp(}f)- w(f), nons ramenons le
probléme 1 & un probléme analogue pour w, mais ave hypothése (1-iv) vérifiée.

Le théoréme 1.1 est aussi valable si, au lien de fe L, H) nous avons

f="Ff +r, fr€ Li{(H), f€ L,(V'). Nous n’envisagerons pas ce cas ici, mais il
entre dans le cadre du chapitre IL

2. - Probléme approché semi-diseret.

Nous introduisons m espaces de Hilbert V,, ..., V,, [normes |u |, produits
scalaires ((u, v)y] tels que

(2-1) Ve V,cH, t=1, .., m,

les injections étant continues et chaque espace étant dense dans le sumivant.
Puisque H est identifié & son anti-dual, nous avons

(2-ii) VeV,ecHc Vic V), i=1, .., m,

Vi désignant 1’anti-dual de V,
Nous supposons également que

(2-iii) v=nNn7V,.
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Avec (2-i) et (2-iii) nous voyons que V est un espace de Banach (*) pour les
normes

ful et Squl,

ot que la premiére norme définit une topologie plus fine que la seconde.
Nous en concluons grace au théoréme du graphe fermé, que ces deux normes
sont équivalentes.

Pour ¢ =1, ..., m, soit a,(t: u, v), 1€[0, T'], une famille de formes sesqui-
linéaires continaes sur V;, qui vérifient des propriétés analogues a (1-ii)-
(1-iv), ¢’ est~a~dire:

(2-1v) ti— afl; u, v) est mesurable, Mu, ve Vg,
2oy g Lait; u, v) < M| ul ol
Mu, ve V,, pp. tel0, T
i) Reat; u, w)=a;|ul
a-v1
MYueV, pp tel0, T} a; > 0,

et qui vérifient en outre:

a(t; u, v) :%ai(t; u, ),
(2-vii) o gt

M u veV, pp. tel0, T]

Pour ue V;, pour presque tout t€(0, T}, v — a,t; u, v) est une forme
anti-linéaire continue sur3V;, notée A tu; ui—> A (f)u est un isomorphisme

() 81 X,, ..., X, sont des espaces de Banach inclus dans un espace vecioriel topolo-

r r
gique &, avec injections continues, alors ) X; est un espace de Banach pour la norme 3 ju|ly,,
fe=1 f==3 H

r L
¥ X; est un espace de Banach pour la norme Inf Zillu,l|ly,, Uinfinimum étant pris pour
=1 i=1

,
toutes les décompositions u = I u;, u,; € X;.
qe==1
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de V; sur Vi. D’aprés (2-vii:

(2-viii) Atw=ZSAbm, MueV, pp tel0, T}

F

[ETH

Nous nous donnons enfin une décomposition arbitraire de f de la forme

(2-ix) F=3f, f.eLsH) ()

=)

Les fonctions approchées.
Soit N un entier destiné & tendre vers infini, et k= T/{(N 4 1.

En utilisant la décomposition (2-viii) de A(f) et la décomposition (2-ix)
de f (*, nous allons, pour chaque k fixé, définir m solutions «approchées»
du probléme 1.

Les fonctions wu,; sont détérmindes alternativement: nous définissons
successivemeut pour ¢=1, .., m, les valeurs de la fonction wu; sur I’ inter-
valle [0, & ~ 0], puis successivement dans le méme ordre sur chaque intervalle
rk+0, r4+ 1Dk —0], r=0, ..., N.

Pour chaque ¢ et pour chaque 7, la restriction de u;z & [k -+ 0, (r + 1)k — 0]
{restriction encore notée uy) est définie comme la solution du problédme suivant

wi € Lo(rk, (r + Dk; V)

(2.1) uin(t) + A(Dui®) = 1)),  telk, v+ DA

u(rk - 0) donné dans H.

Le probléeme (2.1) est identique au probléme 1 & condition de remplacer
Iintervalle [0, T'] par Vintervalle [rk, (r 4 1)k], V paxr V,, A(}) par A8, f
par f; et #, par ’élément donné de H. L’ existence et 'unicité d’une solution
pour (2.1) résultent donc simplement du théoréme 1.1 [compte tenu des hypo-
théses (2-iv) & 2-vi) sur les 4,4,

Il reste a préciser les conditions initiales dans (2.1). D’aprés le théoréeme
1.1, la fonction wu; vérifiant (2.1) est continne de [vk 4+ 0, r + Dk — 0} - H
(apres modification éventuelle sur un ensemble de mesure nvlle). Si u,, vérifie
(2.1}, on peut donc définir sans ambignité

w((r + 1)k —0)e H.

(?) On peut prendre simplement f,=Ff, f;,=0, i=2, .., m.
(9) C’est bien stir la décomposition de A(F) qui est essentielle.
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Les conditions initiales successives aux points 7k sont alois les suivantes:

Pour r =10 Pour r =1, .., N

#,:(0) = tix(rk 4 0) = upnlirk — 0)

a1 (0) = il — 0) Wore (7E + 0) = wyil(r + 1)k — 0)
2.2 .

Umie(0) = U s,k — 0) Uk + 0) = Upp_ay((r 4+ DVE — Q)

Notons qu’aux points vk, u vk — 0) et uxlrk - 0) sont en géunéral diffé-
rents. Les fonctions u,, ainsi définies sont seulement continues par morceaux
de [0, T] dans H, les discontinuités étant situées aux points k. Pour fixer
les idées, nous poserons

r+£:1
@.3) (k) = wi(rk + 0) (noté we )

r=20, ..., N, =1, .., m,
ce qui rend les fonctions w;; continues & droite dans H.

En résumé, nous avons démontré la

Prorosrrion 2.1.

Sous les hypothéses (1-1) & (1-iv) et (2-i) & (2-ix), pour chaque k fixé, il
existe m fonctions u définies de maniére unique par

(2.4) MikeLz(V,-), i: 1, ey m

uir(t) + A () ux(t) = (). telrk, (r4+ 1)K,
r=20, .., N, i=1, .., m

(2.5)

et les condilions initiales successives (2.2).

REMARQUE 2.1.

En raison de (2.5), nous avons

S uix € Ly(rk, (r 4~ D)k; Vi)
2.6}
Zr:O, ' i=1, ..., m.

Annali di Matematica 26
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Considérées sur [0, T}, les dérivées uj; sont des mesures & valeurs dans

Vi et nous avons
r+i—7—1 "’—'l‘i‘i

N
(2.7) uip + A =f;+ 2 (“k " — m) Birky

o=l

Bx, distribution de Dirac au point #%.

REMARQUE 2.2,
Dans des cas assez particuliers, les fonctions u, donnent une résolution
exacte anx pointes rk:

wp=ulrk), r=0, .., N+4+1

Cela sera précisé dans la seetion 9.1,

ReMARQUE 2.3,

Nous indiquerons dans la section 9.2 un procédé d’approximation voisin
qui fournit une fonction approchée continue de [0, T] dans H.

Avant d’aborder 1'étude du passage & la limite £ — 0, nous donnons des
exemples pour lesquels les hypothéses (1-i) & (1-iv) et (2-i) & (2~ix) sont
vérifides.

3. - Exemples.

3.1. - ExEMPLE 1: Probléme du second ordre em x avec conditions aux
limites de Neumann.

Soit © un ouvert borné de E* de frontidre I'. Nous ferons en temps utile
des hypothéses de régularité pour [.

Nous prenons pour H l'espace L,Q) et pour V Pespace de Sobolev d’ordre
1 [34):

HYQ)={u|ue L), Du= %eLz(Q), =1, .., n

Ces espaces sont munis des produits scalaires hilbertiens habituels:
9= [ fegeie
Q

(0, o) = (w, v) + 3 (D, Do)
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Nous prenons m =mn ef, pour ¢ =1, ..., n:
Vi=HD;; Q)= {u|ueLy(Q), Due L(Q)}.

On vérifie sans peine que V; est un espace de Hilbert pour le produit

sealaire
(w, v)); = (u, v) + (D;u, Dw)

Les hypotheéses (1-i) ef (2-1) & (2~iii) se vérifient sans ditficulté. On montre
en appendice (Théorédme 1.1.), moyenant une hypothése de régularité sur Q,
que V est dense dans V; (cette propriété n’est d’ailleurs pas indispensable).

Soient a,(x, ), cix, £), ¢=1, ..., n, c(x, f), des fonctions appartenant a
Loo(Q1), Q7= Q X 10, T, et vérifiant

Reafx, )=n >0 p.p. dans Qr
Recfx, ty=7m>0 p.p. dans @r

oe, 1) :_’24} cilz, 1)

=1

Nous posons

3.1) alt; u, v) =.2n1 fa‘(w, t)D,-u(w)D‘@dac +fc(5c, 1) u(x) v(2) dac

=1 8
3.2) aﬁmuw=fm@Jme0MEM+JEWme%@M
Q Y]

La vérification des hypothéses (1-ii) & (1-iv) et (2-iv) & (2-viii) est immé-
diate; (2-v) et (2-vi) ont lieu en particulier avec:

(83) Mi = max { { “i(w; t) ‘LOO(QT)s [G,'(CC, t) ILOO(QT) }
3.4 a; = min { ess inf Re a,(x, f), essinf Kec,(x, 1)}
Q7 er

Probléme exact.
Soit uy = u,(x) donné dans L,Q) et f=f(x, {) donné dans Ly @r) La
solution # = u(w, ¢} du problome 1 est une solution faible du probléme suivant:

(3.5) % € Loo(Lo(Q)) M Ly(HY(Q))

3.6) Wi, §) — 5 Difaiw, § D, 1)+

=1

+ oz, Hulp, =[x, §) dans Qr=Q X [0, T'[
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3.7 u(x, 0) = uylx) (condition initiale)
3.8 ou =0 sur Zp=Tx0, T
SvA(t,
ol
a "
(3.9) = X a;x, t)cos(v, x)D,.
VA =

La condition aux limites (3.8) est formelle muais avec des hypothéses de
régularité sur la fronfidére I' et sur les fonctions a,(x, ?), cette condition anx
limites peut &tre jusiifiée par les méthodes de Lions-MagrnEs [20].

Probléme approché.
Les fonctions approchées u,, = u(ic, ¢} vérifient:

(3.10) i € Loo(L(Q)), D€ LQr)

(3.11) uin(®, t) — Dia,@, D wm(x, 1)] 4 cdo, Huule, §) = fix, 1)
dans Q X Irk, (r + DK, r=20, .., N,

les conditions initiales successives (2.2) et les conditions aux limites (formelles):
(3.12) afx, t)ycos{yv, w)Duu(x, ) =0 sur Zg.

RemMArQUE 3.1.
Soient byx, ¢), i =1, ..., n, des fonctions appartenant & L (Qr). Avec les

mémes espaces que précédémment el les mémes fonctions ax, &), ¢z, t), c(x, £),
nous pouvons prendre:

alt; uw, v)= % fa,.(m, t)D,-u(m)D,-vTab_)dm +

fmml

0
+ 3 f b, HD @ ds + | o, buwo@)de
(43 Q

i=1

~

alt; u, v) = J ax, £)Du(x)D,v(w)dx +
141

+ j b, 4D a@)@)ds + f o, @,
0 [$1

Dans ce cas, il faudra que les minimums (essenfiels) de &eoclx, £) ef
Rec,(x, t) soient assez grands pour que les conditions de coercivité (1-iv) ef
(2-vi) soient réalisées. Lia remarque 1.2 est applicable & cet exemple.
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3.2. - ExeMPLE 2: Probléme d'ordre 2y en x (w=1), avec conditions aux
limites de Dirichlef.

Comme précédemment,  désigne un onvert borné de B*, ef nous prenons
H = Lg{ﬂ).

Sij=(j1, ..., ju) est un multi-entier, nons notons

D'=D..Dl; I =fit et fn-
Soit
H(Di; Q)= {u|ue L(Q), DiueLy(Q |

HQ) = {u|ue L), Diue L(Q), lFl=pl
Ce sont des espaces de Hilbert pour les produits scalaires respectifs

(w, v); = (u, v) + (Diu, Div)
(u, v)) = X (Diu, Div)
1il=p
Nous posons

V= H}(Q)= adhérence de D) dans HH); DQ)= espace

des fonctions indéfiniment différentiables & support compact dans Q.

Nous prenons m égal au nombre de multi-entiers j tels que |j]| = p.
Dans cet exemple m = n (si p = 2).

Nous remplagons l'indice 4, | <i=<m, par le multi-entier 7, [j| = p. Pour
chacun de ces multi-entiers j, soit

Vi= HyD?; Q) = adhérence de DQ) dans H(Di; Q).

Les hypothéses (I-i), (2-i) et (2-ii) sont faciles & vérifier. Pour vérifier
(2-1ii), notons que si uwe V;, alors Q étant borné, et en raison de !”inégalité
de Poincaré:

Dine LQ) pour g <j (%),
En outre, si g <j ot ¢ + ¢ <74 (°), alors:

D e HyD;; Q)

(®) Bi g et j sont des multi-entiers, ¢ <<j signifie g, <j;, ..., ¢, <j,. Si ¢ ost un multi~
entier et ¢ un entier, 1 <Si=<Smn, ¢+ i désigne le multi~entier ¢y, v, @i—y; G+ 1y Qudgy ves G-
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Dans ces conditions si we N V;, il est clair que Dyuwe NH(D:; Q) ponr
lg|<p—1. 7= i=1
Nous démontrons dans le lemme 3.1 ci-aprés que

(3.13) N HyD;; Q) = HyQ),

i=1
en sorte que Diu & Hy(Q) pour |g <p — 1; cela prouve avec [15] que u e H5(Q).
L’ hypothése (2-iii) en résulte.
Soient a,(x, §), |j| =p, m fonctions appartenant & Lo(@r) avee SReax, )=
=7 >0 p.p. dans Qr; soient c(x, t), ¢x, ), |j| = p, des fonctions de L(Qr)
aveo

ole, t) = % cilx, t); Recix, /=7 >0 p.p. dans Qr.
Jil=p.

Nous posons alors

(3.14) alt; u, v)= 2 f ajlx, £)Diulx)Divie)de
=
Q

+ f oo, bulzyx)de
Q

(8.15) | ait; u, v) = f ajx, tDiux)Div(x)de -
¢}

-+ J‘ c;lx, t)u(w);(;c;)dm.

a

Les hypothéses (1-ii) & (1-iv) et (2-iv) & (2-viii) sont vérifiées; pour (2-v) et
(2-vi) nous avons

(3.16) M; = Max {| a;(@, &) L @r)s |6 &) |Lg@m )
317 a; = Min { ess inf Re a;(x, ), essinf e cjlx, 1)}
Qr Qr

Probléme exact.
La solution # = u(wx, §) du probléme 1 vérifie:

(3.18) # € Loo( L)) N Ly(H5(K)
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(3 19) Wi, )+ 2 (— Dy, DD, b) +
+ ¢z, t)u(tv, ty == f(x, ) dans Grp
(3.20) u(e, 0) = wu(x)
(3.21) Diujge, $)=0 sur Zp, pour |ji=un—1.
(La condition aux limites (3-21) a un sens si () est assez régulier [15].

ReEMARQUE 3.2
Avec c(x, 1) =1, a,x, i) =ﬂ{; fo’ (produit de coefficients du bindme),
I’ équation (3.19) n’est autre que

(3.19) w(w, )+ (— Drdvule, §) 4 ul@, 8 =f@, 1),

Probléme approché.
Les fonctions uj; = ux(x, §) vérifient

(3.22) ik € Lool L2t Q) N Ly(HYDT; Q)

(3.23) wix(x, 1) + (— D7 Dilajx, §)Diugle, H)] +
+ cilwe, Hurla, b) = fix, 1)

dans Q X vk, (r + DK, r =0, ..., N,

(3 24) Daux, 1) cos (v, x;) = 0 sur ZXZr,

pour g et 7 vérifiant ¢ } ¢ <j, et les conditions initiales successives (2.2).

(La condition aux limites (3.24) a un sens si ) est assez régulier; cf.
Appendice, th. 2.2),
Pour terminer, démontrons (3.13):

LEeMME 3.1.
(3.18) N HyDy; 0= H{Q)
1=1
Démonstration.

w
Nous allons démontrer que M Hoy(D;; Q)< Hy(Q, I’ inclusion inverse étant
évidente. =

Pour toute fonction g définie dans Q, soit g la fonction égale &4 ¢ dans
Q et & 0 dans § Q.
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Si v e D(Q), la fonction ¢ appartient & DR") et

Lo lms; 2% = | @ lamss o

Par conséquent, I”application ¢ —>p se prolonge par continuité en une
application linéaire continue de Hy(D;; Q) — H(D;; BE*) et, si ue HyDy;; Q)

~

Iimage de u dans cette application n’est autre que u.
»” ~ m
Si maintenant w e N HyD;; Q), alors ue HiD;; B* = HYE"). La fonction

i=1 fe==1

u appartient & H*(E") et est nulle dans [Q; on sait alors [15] que la restriction
de u a O, ¢ est-a-dire u, appartient & HYQ
3.3. - ExempLE 3: Un systéme d' équations linéoires.

Soit encore £ un ouvert borné de R*. Nous considérons ici des fonetions

réelles et nous posons H = L,Q) X L,Q), V= HyQ)X Hy), ces espaces
étant munis de Jeur structure hilbertienne d’espaces produits:

00y =, grae) + ey 92)Laar, = (f1s 12 9 = (g1, )

(w, V)= (, v) + X (Dat, Dyv).
i=1
Nous posons

a(u, V) = (1, V) — (s, V) + (s, V).

Nous prenons m =n -+ 1 et, pour i =1, ..., n, Vi= H{(D;; QXH¢D;; Q)
(structure d’espace hilbertien produit), et pour i =un 4 1, V; = H; soit

—— R 1
afu, v) = (D;u, Dw)+ h————(u, ), t=1, .., n

+1
afu, v) = 1 7;—3 (#y, Vg) + (U2, ) i=n-41
t(u: /U)—‘m(’; 1 V2 2, Y1i)p — .
La vérification des hypothéses (1-i) & (1-iv) et (2-i) & (2-viii) est immé-
diate ou se fait comme dans les exemples précédents.

Probleme exact.

Soient u, et Tdonnés respectivement dans L,(Q) et Ly(@r)°. La solution o
du probléme 1, vérifie:

(3.25) we Lo(L(Q)) N LyH Y0
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a8 — Auglx, §) 4 o, 8) — ugle, 1) = fi(we, t)
{3.26) S s, 1) — Auylx, €) -+ ule, 1) 4 mlex, §) = folw, t)
Zdans @r=12 X 10, T
(3.27) wior, 0) = ()
(3.28) U, =0 sur Zp=TIX]0, T

Probléme approché.

Les fonctions approchées u; vérifient les conditions initiales successives
(2.2) et,

pour it =1, .., n,

(3.29) i € L L)), Dithir € Lo(Qr)?
g us, (e, &) — Diuy, (e, ) + n——_ii—_-—lul,zk(w, t = fidx, b

(350 iy ) — Dl e, ) 5 il 0 = o, 1)
( dans Q@

(8.31) ’?_[;k(w, Heos(v, ) =0 sar Xp;

pour i =mn -1,

(3.32) Wik € Lol Lo(2))

1
( uy, (e, 1) -+ m%,ik(w, ) — Uz ir(e, )= frx, )

(3.33) , 1
( Ui, 6)  ——— Uy e, §) + Uy irlx, ) = [y, f)

n41
dang QT-

REMARQUE 3.83.

Dans les équations (3.30), les composantes u, ix et Uz i de wie sont découplées.
Les composantes de uj; ne sont couplées que pour ¢ = n - 1, dans les équa-
tions (3.33).

Les équations (3.33) sont des équations différentielles ordinaires oir la
variable x apparait seulement comme un paramélre; U intégration explicite de
ces équations est immédiate.

Annali di Matematica 27
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4. - Estimations a priori.

Prorosirion 4.1.

Lorsque k— 0, chaque fonction ug demeure dans un ensemble borné de
LyiVy) N Lo(H) 6=1, .., m).

Démonstration.

Le probléme (2.1) étant du méme type que le probléme 1, les fonctions
uir vérifient des égalités d’énergie analogues a (1.5):

7 t

4.1 | uix(®) |* + 2 Re f ai(8; wil(s), wix(8))ds =

rk
[

42 Se f (i), winls))ds,

rk

U

pour te[rk + 0, (r + L)k — O).

Nous avons
¢ t

2 acﬁef(fa'(s), Uir(s)ds < 2]‘( fils) | | wir(s)| ds <

rk rk

{ 12 3
=< 2¢, f [7i8)] | wir(s) i ds < o f [ wix(s) [ ds -+ % f [ fis)|* ds,
rk rk rk

oll ¢, est une constante supérieure ou égale anx normes des injections de
Vi dans H (i =1, ..., m).
Cette derniére inégalité et 1’hypothése (3-iv) nous permettent d’écrire

t
42) |l ! + o4 f La's) [ ds <
rk

e
| m
|

2 2 i
+:c—’_f{f‘(s>;2ds, tefk+0, (r + 1)k —0)
rk

ce qui donne pour = (r+1) £k —0:
2 (r-+1)k
tof  lua s <

i
oot
Ur

4.3

i1 |2 2 (r-41)k

= | Up " ? + —"f if,(8) }zds.
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(4.3) pour r =0, ..., N,

Ajoutons membre &4 membre toutes les inégalités

¢ =1, ..., m; nous obfenons:
T
W
lug ™[4 2 “ifﬂ uir(s) | ds <
g
8

T
<twr+E 2 [ine)as
3

- gu=1
Puisque «; >0, nous en déduisons que les fonctions wix sont majorées

indépendamment de % dans Ly V).
Ajoutons ensuite les inégalités (4.3) pour
2 7
r 4 - <q+ ot

4.4) r=90, .., q, i=1, .., m,
I1 vient
g (r+1)k
ur ™+ Z:‘ o Jwin(s) i ds <
7y
v (r--1)k
<ol 4 342 | f4s)|* s,
rk

ol 2* désigne la sommation (4.4). Il en résulte que
; T
‘.H'-L : m (;2
Uie m} <|uof* + % —‘fifiw)l?ds,
i=1 %4
1]
et les uxy ™, ¢=0, .., N, j=1, .., m, sont donc bornés indépendamment

r

L

9+
de %k dans H. En reportant ce résultat dans (4.2) nous en concluons que les
fonctions wy sont bornéesTindépendamment de & dans Lo (H).

5. - Théoréme de convergence.

TrioriMr 5.1.
Les hypothéses sont celles des n° 1 et 2 [(1-i)~(1-iv), (2-i)-(2~ix)] et u désigne

la solution du probléme 1.
Lorsque k -0, pour ¢ = 1, ..., m,
fort et dans Lo (H)

{ Wik —>u dans LjVy)
? wir(t) —> ult) dans H fort, pour tout tel0, T].

faible °)

(5) Topologie du dual faible de L ,(H).
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Lia démonstration du théordme 5.1 est donnée dans les n® 6 ef 7.
RemMarqQur 5.1.

Avec le théoréme de Liebesgue et le théoréme 5.1 nous voyons que

wie —>u  dans  Lg(H) fort, ¥ gell, o, =1, .., m

6. - Lemmes,

Les lemmes suivants sonf énoncés sous une forme suffisamment générale
pour les chapitres ultérieurs.

Levma 6.1,
Soient X, X,, ,.., Xu, des espaces de Banach, avec

(6.1) X=NXx,

§=1

Uinjection de X dans X; élant continue.
Alors, pour tout p, 1 < p <oo,

6.2) LyX) = N LX)

i=3

Démonstration "
Nous allons montrer que M Ly(X;) < Ly(X), I’inclusion inverse éfant
évidente. =t

"
Si ve N Ly(X,), alors pour presque tout £, v(f)eX et

=1

Jodle = 2 ol

lodlk < c(p)‘glg ob) |2,

o(p) constante ne dépendant que de p.

Il suffit donc de vérifier que la fonction #i— v(f) est mesurable dans X.
D’aprés [2], nous devons montrer que pour tout ¢ > 0 il existe un ensemble
compact E<[0, T), tel que

mes ([0, ] — E) <e

et que v soit continue de Hi— X. Or, pour i=1, ..., m, il existe un ensemble
compact E;, tel que

mes ([0, T} — By < % ,
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"
v étant continne de E;—» X;; on prendra B = N Ej.

i=1

LEMME 6.2.

Soit X un espace de Banach el soit vy une suite de fonctions appartenant
a Ly X)), p > 1, telles que

(6.3) vg—>v dans Ly(X) faible, lorsque & — 0.

Soit te€[0, T] el t, une suite qui tend vers i,
Alors, lorsque k — 0

t ¢
6.4) f vr(8)ds —> f v($)ds dans X [aible.
4] o
Démonstration.
Nous devons montrer que, pour tout we X',

t, ¢
< ( vi(s)ds, w > — <fv(s)ds, w >,
H 0
Pour cela, nous écrivons
t 7
<f vils)ds, w> = f < Vil 8), P () >ds
0 0

ol dg(s) désigne la fonetion caractéristique de [0, £] (£ > O).

On vérifie aisément que ¢r, )W — (- dans Ly(X') fort, L/p+ 1/ p' =1
et le lemme en découle.

LeMME 6.3.

Soient X et Y deux espaces de Banach véflexifs, X <Y, I injection de X
dans Y étant continue. Soit o€ Y et soit p, une suite bornée dans X, telle que

(6.5} Yu—>@ dans Y faible, lorsque n —> co.

Alors e X et o —> 9 dans X faible.

Démonstration.

La suite ¢, est bornée dans X et, X étant réfexif, il existe 6 € X et une
sous-suite #' —> oo, tel que

vu—> 0 dans X faible.
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Puisque l'injection de X dans Y est continue, elle est anssi faiblement
continue (BoURBAKI [3)]. Dans ces conditions ¢, —> 8 dans Y faible et donc

=9, peX.
Nous montrerions de la méme maniére que de toute suite extraite de g,
on peut extraire une sous-suite convergeant vers ¢ dans X faible; donc néces-

sairement
¢n—> ¢ dans X faible.

7. — Démonstration de théroréme 5.1.

7.1. - Premiére partie de la démonstration.
En raison de la proposition 4.1, il existe m fonction w; et une sous-suite
k' — 0, telles que

(7.1

iy — w; dans  LyV,) faible et dans Ly (H) £faible;
i=1, .., m

Nous avons:

LeMue 7.1.

Les fonctions w; sont égales p.p. & une méme fonclions w et
(7.2 w & Log(H) N Ly(V)

Démonstration.

Pour te€[rk, (r 4+ DE[, nous avons, par intégration des égalités (2.5):

(r+1)k
wie[(r + Dk — 0] — u(f) = f [fi(s) — Ay(S)ux(s)]ds
H
i

Uar(8) — g7k + 0) = f [fa(s) — Au(S8)usn(s)|ds

rk

Ajoutons membre & membre ces égalités; puisque

uzk['r + 1k — OJ = ui(rk + 0)(:‘: u;+a) ;

nous oblenons
(r-+1)k
Uare(t) — Uarll) = f (fi(s) — Ails)u,x(s)lds -

t
t

+ [ his — Adsyuasoas

rk
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Nous prenons les normes dans V’'; avec 1'inégalité de ScEWARzZ et (2-v)
nous obtenons la majoration:

(7.3) [ arc(8) — ur(B) | <
< e { My | e |nyrry + M | thote [Lowyy + | i logany + | o |y }

olt ¢; est une constante supérieure ou égale aux normes des injections de
H, Vi, «., Vi dans V.

D’ aprés la proposition 4.1, I’ expression entre les accolades est bornée
indépendamment de % ¢t il résulte alors de (7.3) que #.— %0 dans Lo(V")
fort, lorsque k— 0. Puisque, d’aprés (7.1), sy — sapr —> 0w, — W, dans L (H)
faible, nous en concluons que w, == w;.

Nous démontrerions de maniére identique que W, = s, ..., Wy_y = Wy,.
Nous posons

Wy == s == Wy, = W

et il est alors clair que we L. (H) et, avec le lemme 6.1 que
i=1
1.2. ~ Deuxiéme partie de la démonstration: w(l) = u(t) p.p.
Par intégration des égalités (2.5), nous pouvons écrire

i (g+1)k (g+1)k
(7.4 u;‘#ﬁ e 2 + f 8)u,x(s.ds _f fi(s)ds,
gk
g=0, ..., N, j=1,
Soit te[0, T] fixé et r = E(t/k), le plus grand entier inférieur ou égal a
t/k; par intégration, (25) donne également

4 i
u(t) — ur +fAl(s)ulk(s)ds :ffl(s)ds
rk rk

Ajoutant membre & membre cette égalité et les égalités (7.4) pour ¢ =
=0, .., r—1,75=1, .., m, il vient:

t
(7.5) Uik(t) = U, + f [£1(8) — Au(s)ux(s)]ds +

vk

5 f [78) — Au(s)usn(s))ds.

¢=

0
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Nous allons passer & la limite dans cette égalité avec la suite £’ (f étant fixé).
1/ application linéaire w(.)—> Ai(+W(+) étant continue de L.(V;) dans Ly(V3),
est aussi faiblement continue et nous voyons avee (7.1) que

A A +) — A () dans Ly(V) faible.

Moyennant le lemme 6.2, nous avons alors:

t t
f[fl(s) — Ay(8)U1xA8)]ds —> f [fi(8) — Ai(s)w(s)]ds,

k! ¢
f 1Fi(5) — Aufsyuan's 1ds — f [£48) — Aismis)ds,

0

dang V' faible.
Ainsi, lorsque k'— 0, le second membre de (7.5) (et donc aussi le premier)
converge dans V' faible, vers une limite wy(f):

13

W o () = Uy 3 f{fz‘(s) — Ays)wis)ds.

i=

0

ou, avec (2-viii) et (2-ix)
t i
(7.6) W (l) = Uy 4 f fisds — fA(s)w(s}ds.

Comparons w,(f) et w(f). Nous venons d’établir que
(1.7 wixdt) —> w,(f) dans V' faible, pour tout £ei0, 7]
D’ aprés la proposition 4.1, la fonction |u;{+)|p- est (essentiellement) bornée
sur [0, 7] indépendamment de %.

Soit alors veV et g€ C ("), quelconques. D’ aprés les résultats ci-dessus,
et le théoréme de Lebesgue, nous avons

T T
f <l v > (bt — f <) v > gt
I ¢

() €=Q[0, T}, espace des fonction scalaires continues sur {0, 7].
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et comme p®ve L,(V,), nous avons d’apreés (4.1) (et w; = w):

T T
f < U, v > cp(t)dt-af < w(t, v > o(t)di.
< 0
Done

T T
f< we(l), v > ¢t)di =f < w(h, v > pidi,
0 [

MoveV, MoeC; puisque C®V est dense dans L,(V) (par exemple) nous
avons donc w, = w, ¢ est-a-dire w,(f) = w(?) p.p.

D’ aprés (7.6), la founction w, est continue de [0, T]—> V' et w,(0) = u,.
Dérivant (7.6) au sens des distributions vectorielles sur ]0, 7] & valeurs dans
V', nous obtenons

(1.8) wy(l) + Atw. () = f(B),

en sorle gue w, = 4.

Les limites étant indépendantes de la suite k' extraite de %, les conver-
gences (7.1) et (7.7) ont lien pour la suite k toute entiére.

Il ne reste plus maintenant qu’ & préciser la convergence des fonections
wuix vers u. C’est I’objet du lemme 7.2 et de la section 7.3.

LemMe 7.2
Pour tout t€[0, T}, pour i=1, ..., m,

(7.9) uir(t) —> u(t) dans H faible, lorsque k-s0.

Démonstration.
Soit £€1]0, 7] fixé. D’aprés la proposition 4.1, pour i=1, ..., m, la suite
uix{t) est bornée dans H.

D’aprés (7.7) et une remarque ci-dessus, #.x(f)~> w4 (f) = u(f) dans V' faible,
Pour i =1, (7.9) résulte alors du lemme 6.3.

Pour ¢= 2, nous remarquons que ux(t)—> u(t) dans V' faible, car u,x(f)—> u(f)
dans V' faible et que ujx(t) — v x(f)~>0 dans V' fort, j=2, ..., m (cf. démons-:
tration du lemme 7.1). Le résultat découle encore du lemme- 6.3.

7.3. - Troisiéme partie de la démonsiration: Résulials de convergence forfe.
Nous utilisons pour démontrer ces résultats de convergence forte, une
variante d’une méthode classique: pour ¢ et ¢ fixés, t€[0, T}, 1 <i < m, nous
démontrons qu’une expression X;(f) convenalle tend vers O avec k. Cette
expression X;:(f) [dont le choix est déterminé par les égalités d’émnergie véri-
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fiées par les fonctions approchées, cf. (7.13)] est la suivante:

(7.10) Xi't) = | u(l) — wil(®) |* +

tfj

+ 2 aei f a8, win(s) — u(s), uik(s)), u;x(s) — u(s))ds

o
@11 : tiy = (r + 1)k pour j <4, ti =1, tii=rk pour j>1
i r = Et/k), plus grand entier =<{/k
Nous écrivons Xx(f) sous la forme d’une somme de trois termes:
Xalt) = Xix(t) + Xi(t) + Xixlt)
avec

mw ij
Xield) = |ut) 2 + 2 Re P f ais; u(s), u(s)ds,
J=1

Xir(t) = — 2 Re (uil?), u(t)) —

—9 g]{eg‘; f [ais, u(s), ujx(s)) + a,(s, ux(s), u(s)ds,

7
0
t..

ka(t) = |uxlt)|" + 2 {Re}j f ai(8; u,x(s). u,x(8))ds.

Il est clair que ’
11

lim Xt = X' = |wt)]? + 2 ﬁefws; u(s), u(s)ds.

Pour Xi(f), nous écrivons

i T
f a;(s; w(s), upx(s))ds = j ays; q)tij(s)ms), uik(8))ds,
0 0
ot {g+) désigne la fonction caractéristique de [0, £] (£> 0). On vérifie aisément
que ¢y, - u tend vers ;- u dans L,V; fort et puisque u;x—>u dans LyV))

faible:
t..

f ay(8; u(s), uus))ds —

[
i

T
-—>Ja,~.’ s; busyuls), u(s)ds =fa,'(8; u(s), u(s))ds.

]
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Le passage & la limite pour I’intégrale

L

f ais; ux(s), u(s)ds

0

se fait de la méme maniére. D’ aprés le lemme 7.2, (ur(f), u(l))— |u(fj|* ot
ainsi:
lim X3 = X%t = — 2X4¢).
Fws0
Il reste & déterminer la limite de Xj(). Les convergences faibles (7.1)
et (7.9) ne sont pas suffisantes pour passer & la limite dans Xix(¢). Nous allons

donner une nouvelle expression de Xj(f) utilisant les égalités d’ énergie véri-
fiées par les fonections wi.

Pour ¢ €[rk. (r + L)k[, nous considérons 1’ égalité (4.1) et des égalités
analogues:

(p+1)k

g2
(7.12) lu§+m + 2 ﬁef als; wx(s), wk(s)ds =
pk
P a (p-+1)k
pH I
= tu’lc 42 Be f (f1(3), us(s))ds,
Pk

Sommons membre & membre, 1'6galité (4.1) et les égalités (7.12) pour

. j j— 1
p=0, .., Jj=1 .., m p"'l'/%@'sr'l',&”i ’
Nous obtenons exactement:
L tij
(7.13) X,':L(t) = | Uy ]2 + 2 Re 2 f (f, 8), u;x(s)ds.
=
0

Le passage & la limite pour X;.(#) n’ offre plus de difficultés; nous pou-
vons montrer [avec (2-ix)] que

k=0

t
lim X0 = X*(6) = | ue|* + 2 e f (Fis), uls)ds.
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Finalemen$

t

}Cim X)) =X =|uo|"+ 2 éRef(f(s), w(8))ds —

t

a2 Re f als; u(s), u(s)ds,

0

et cette expression X(i) est nulle d’aprés (1.5).
Puisque

0 <|ui(t) — uld) | < Xil(f) - 0,
nous en concluons que wi(f) —> u(f) dans H fort:

wir(t)—> uw(t) dans H fort pour tout ¢€[0, T'] et pour =1, .., m.

Pour terminer, considérons X,.x(T):

Xl T) = |uk ™ — w(D) [* +
L
+ 282 | ais; uir(s) — ul8), uj(s) — u(s)ds.

j==1
Avec 1’ hypothése (2-vi):
T
0<2ZX oajfﬂ uk(s) — w(s) [jds < Xur(T)— O
fe==1
0

et ainsi

ujx —>w dans Ly(V; fort.
Le théoréme 5.1 est complétement démoniré.

8. - Exemples (suite).

Appliqués aux exemples du N° 3, les résultats de convergence précédents
donnent respectivement
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Exempre 1.
Dyt —> Dy dans  Ly(Qrp) fort

uai—>u dans Lo(Ly(Q)) faible

f{%;k(a‘), 8 — ulzx, 1) [fde —0, M Ee (0, T, i=1, .., m.
&

ExEMPLE 2.
Diujx — Diu  dans L,Qr) fort

ujx —>u dans L(L,(Q)) faible

fyu,»km, bh—ulw, HPde—0, EEO, T); M| =

Q

En raison de l'inégalité de Poincaré, nous avons aussi
D — Diu  dans L,(Qr) fort, ¥q q9=]J

ExevrrE 3.
i=1, .., n+1,

( Wi —>u dans Lo(L(Q)F) faible

t fm}m, b, HfFde—0, €[, T;
0

Dot = Dy dans LA Qr)  fort.

9. - Compléments.

9.1. - Des cas de résolution exacte (*).

Nous allons montrer comment, dans des cas assez particuliers, les fonctions
ug sont exactement égales en certains points 4 la fonection w.
Nous supposons pour simplifier que les opératears A et 4; sont indépen-

(¥) D’aprds A, Samarsgr (30).
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dants de ¢,
9.1 Aty = 4, Aty = 4, i=1, .., m.
On sait [15] que — 4 (resp. — 4;) est dans ce cas générateur infinitésimal

d’un semi-groupe G{(s) [resp. (I,(s)] de confractions dans H; on sait également
que I’on peut exprimer la solution du probléme de Canchy rattaché a 'opé-
rateur A (resp. A4;) a l'aide du semi-groupe G(s) [resp. Gis)]. Par exemple,
pour le probléme 1,

i
u(t) = G(tu, + f G{s)f8)ds.

Supposons (¢’ est I’ hypothése essentielle) que les opérateurs Gys), G,(f) com-
mutent:

(9.2 Gi(s) « Gty = G4(t) - Gs), 1<i, §<m, s=0, t=0.
Il est alors facile de vérifier que
Gm(S) e G1(8), § = 0,

est un semi-groupe de contractions, dont le générateur infinitésimal n’est
autre que 4 :iglfl;; en sorte que:
(9.3) @) = Gul8) ... Gi(8), s=0.
Si, a présent,
9.4 f=f=.w=[fu=0,

nous avons

1
"
k

ur = k) - u,, ukm = Gyk)u

d’ ot
Ui = Gu(k) .. Gu(k) « uo.

Si la condition (9.2) est réalisée, nous avons avee (9.3)
ur = Gk » wo = ulk),
et de maniére identique nous montrerions que

(9.5) uy = u(rk), r=0,., N+1
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Cela prouve que la fonction u,x est exactement égale & # aux points rk,
r=0, .., N 1.

Lorsque la condition (9.2) est réalisée mais que f différe de O, la propriété
(9.5) reste vraie pour une décomposition particuliére de f.

Voici enfin, un exemple pour lequel la condition (9.2) est réalisée.

Lemur 9.1
Dans U exemple 1, si Q est un pavé

anﬂl, 91:]di, ei[,

i=1

ef si a; et c; ne dependent que de x;, alors la condition (9.2) est réalisée.
1l en est de méme dans U'exemple 2, lorsque p = 1.

Démonstration.
Soit Gi(s) € $(LyQs), L), =0, le semi-groupe engendré par Uopératenr

i = — Difaix)Di] + cilx),
ayant pour domaine [dane L,Q]:

[v]v€LyQ), Dive L(Q: et (Dw)d;) = (DwYe;) = 0 pour I’exemple 1,

v(d;) = v(e;) = 0 pour I'’exemple 21
Si v € L) est de la forme,
(9 5) V=000:0..0v,, vi € Lo(Q;),
on vérifie aisément que
Gi(sw =0, ® ... ® Vi1 ® Gi(8)V; ® Vit ® ... ® ¥y,
Il est alors clair gqune
(9.6) @i(8)G(tv = G4 Gi(s)v,

pour tout v de la forme (9.5). Pour des raisons de linéarité, il en est encore
ainsi pour fout v de la forme

20,® .. ® v, ;€ Lt Qy).

finie
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Puisque ces sommes finies sont denses dans H = L, Q), nous en déduisons
que (9.6) a lieu pour tout v€ H.

9.2. - Une aulre méthode semi-discréte.

Nous allons maintenant étudier bridvement la convergence d’ une méthode
d’ approximation voisine de celle considérée dans les numéros précédents, et
introduite par A. SaMARsKI [30] et N.N. YanENKO [41].

Soit a;; la fonction égale & m sur les intervalles

Ji = [(r+i” 1)k, (r+ 1>k

s r=20, .., N,
m 1” b > )

et & O ailleurs
11 existe une fonction v, unique, continue de [0, 7] dans H, qui vérifie

Vi = ok € Ly(V3)

9.7 vhll) + 3 Aot = (), L€, T[

f==]
’Uk(O) = U,.
En effet, par application du théoréme 1.1 on détermine successivement

lesTrestrictions de vy aux intervalles J%" (restrictions encore notées vx) comme
les solutions de

vk € L Ji"; V)
vilt) + mditwlt) = fih),  tE€JR”

i—1
m

v,{(r 4 3-;{;—1-)1»: -4 O} = ¥k (r -+ )k —_ Ol (€ H, connu).

Nous pouvons établir des estimations & priori semblables & celles de Ia
proposition 5.1; avec les mémes méthodes que pour le théoréme 5.1, nous
démontrons le

TaroriEME 9.1.
Lorsque k — 0

Vi = u  dans L V) faible, i=1, ..., m,

vk—>u dans Ly X Vi) faible.

1==1
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ReMARQUE 9.1.
Il est impossible que v tende vers u dans LV, fort, ni méme dans
L,(H) fort. En effet nous avons

2 1 = 2
(9.9) [ Ve Ly = — B | Vi |y -
M =

Si il y avait convergence de v vers u dans L, H) fort, il y aurait aussi
convergence de vx vers u dans L,(H) fort et (9.9) donnerait & la limite

1
|9 L) = v (ZocH) 5

ce qui est absurde en général.

Il n’est pas impossible par contre que vy tende vers wu dans L,(H) fort
mais ce résultat n’est pas connu.

Cette méthode d’approximation permet donc d’obtenir une fonction ap-
prochée continue de [0, T| — H mais condunit & des résultats de convergence
moins précis que précédemment; en outre cette méthode ne semble pas
applicable aux problémes non linéaires des chapitres suivants.

§ 2. - Approximations discrétes.

Nous conservons dans cette partie les hypothéses et notations des n° 1
et 2, mais les résultats qui suivent sont totalement indépendants des résultats
de la premidre partie.

10. - Hypothéses de discrésisation.

Nous introduisons, dans ce numéro, différentes notations qui correspondent
en pratique, & une discrétisation en les variables d’espace. Lie cadre «discret»
que nous définissons est analogue & celui proposé par J. CvA [6], et P.A.
RAVIART [28] pour 1'approximation classique des 6équations aux dérivées
partielles.

10.1. - Nous «agrandissons» l’espace H en introdnisant un espace de
Hilbert A dont H est un sous-espace hilbertien et dont nous mnotoms encore
(f, @ le produit scalaire (°).

Nous nous donnons, pour ¢ =1, ..., m, un espace de Hilbert ®; (produit

(®) Pour des problemes avec conditions aux limites Neumann, il faut considérer des
fonctions approchées & support un peu plus grand que 2; on prend alors H = Ly(Q),
H = Ly(R").
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scalaire [u, vle,, norme [uly); nous appelons F; I’espace hilbertien Hx @,
et m; la projection canonique de F; sur H. Nous supposons qu’il existe un
isomorphisme de V; dans F;, tel que mp; soit V' identité.

Nous notons ((u, v)r, et |u|r, le produit scalaire et la norme dans F;.

Si w € F;, nous notons aussi [u]r la norme dans ®@; de la projection de u
sur @;; [u]r, est une semi-norme sur F; et

(10-1) Vot e, = (| ma | + [l ) i

Pour i=1,...,m et pour ¢€ [0, T}, soit ayf; u, v) une forme sesquilinéaire
continue sur F; avee

ailt; ou, o) = aft; u, v
- { ,< )= ag )
u, vEV;, p.p. L€[0, T)(*),
(10~iii) {—>a,(t; u, v) est mesurable, % u, v€Fy,

| |t w, )] < Ml o] 0
(10-iv)
u, veF;, pp. t€[0, T]

(10-v) Re aid, u, w) = a;|ulp,
wek;, pp. t€[0, T}

I1 pourra étre utile parfois de préciser (10-iv) et (10-v) de la maniére
suivante

. |ailt; u, v)| < Piduls[ols, + cs] |, | 70 |
(10-iv")
u, v€F;, pp. ¢€[0, T}
Re ait; u, w) = yifulk, + co| T [?
(10-v") ~
w€Fy, pp. t€[0, T}
les ¢;, ¢; désignant diverses consfantes indépendantes de & et k.
10.2. - Soit # un ensemble de paramétres, qui sera en général
B={hik="({, ., k), O<m=<1i.

(*% Lia forme a,(f; ®,1u, ®,~'v) est définie sur ®,V,;X®,V; et a,(t; u, v) en est un
prolongement a F;>X Fy.
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Pour chaque k€ ¥}, soit
— Vp un espace veotoriel sur ¢ de dimension finie N(h); N(h) peut_tendre vers
I’ infini Jorsque % —> 0 et il en est ainsi en pratique lorsque V est de dimen-
sion infinie.
— rp une application linéaire de H dans Vy et ¢ une application linéaire

biunivoque de V; dans ﬁ avec
(10-vi) L qnrn o, f) < s

— pin, ¢ =1, ..., m, une application linéaire biunivoque de V; dans F;, avec
TiPi = Qp -

A D'aide de ces applications gn, pin, il est possible de munir V5 de dif-
férentes structures hilbertiennes:

(#n, Vrn = (@nttn, Qn¥n)
(mn, va)in == ((Pirn¥n, DirUR))F,, i=1, .., m.
Nous pouvons également définir les semi-normes:

[wrlin = [ pinttnlp, =1, ..., m.

Puisque V3 est de dimension finie, il existe une constante Sih) pouvant
tendre vers -+ oo lorsque % — 0, telle que

(10-vii) (tnlin < Sih) | un [n, N un€ V.

Avec (10-i) nous avons aussi
(10-viii) | #n i < Tih) | 4 |n, N uUn € Vi, Tih) = [1 4+ Sih)]2
(10-ix) | un jn < | onfin.

Hypothéses de Consistance.

Les hypothéses de consistance précisent le lien qui existe, lorsque k— 0,
entre certains éléments et leurs analogue discrets.

Nous faisons les hypothéses suivantes:

Il existe un sous-espace ) dense dans V, (6ventuellement V lui-
(10-x) méme), tel que, pour tout € 9, lorsque 7 —> 0

pirrayt — O dans F; fort, éi=1, ..., m.
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~

Soit #' une suite qui tend vers 0. Soit ¢ € L,(H) et ¢37, une suite
d’applications de [0, 71— Vu, telle que, lorsque k' ~> 0
(10-xi) Quow —> ¢ dans Ll(ff) faible.

Alors ¢ € Ly(H) (¢’ est-a-dire @if)€ H p.p.).

Soit &' une suite qui tend vers 0. Soient g, i=1, ..., m, des
suites d’applicatious de [0, T]~> Vi, telles que, lorsque A — 0,
pour ¢ =1, ..., m,

(10-xii) quoin —§ dans L H) faible
Pirpiy —> @ dans  Ly(Fy) faible.
Alors ¢ == myp; € Ly V) et @ty = o), p.p. t€[0, T}; i =1, ..., m.

REMArQUE 10.1.
D’aprés (10-ix), pour tout v € %), lorsque s —> 0:
Rt = T Dipta¥ —> T®% = u dans H fort.
Puisque 9 est dense dans H, nous en concluons avec (10-vi) que

(10.1y gurnt —u  dans H fort, lorsque h—> 0, Mu€H.

Il peut &tre utile parfois d’introduire avec r» un autre opérateur linéairé
en€S(H, H) tel que

| qrer o, ) < Co
(10-xiii) .
gromt—> w dans H fort, lorsque h—> 0, M u€H.

Remarque 10.2.
Notons que (10-ii) et (10-x) impliquent ceci:

(10.2) &i(t; Pint i, Pinrnv) = agt; w, v), lorsque h—0
‘ Nouw, v€S, p.p. €[0, TL

REMARQUE 10.3.
Avee (10-xi) on vérifie facilement ceci:

Soient $E€H et u € Vi, tels que gudw— ¢ dans H taible

(10.3) lorsque hl —_> O. AIOI‘S (!)EH‘
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11. - Exemples (suite).

Nous allons expliciter les espaces et opérateurs qu’il convieni d’associer
aux exemples 1, 2 et 3. Au préalable nous rappelons quelques notations de
[6] et [28], qui seront utilisées dans la suite.

11.1. - Notations.

Pour h = (hy, ..., k), B > 0, nous appelons:
— & Uensemble des points de B* de la forme (jihy, ..., juhs), ji entiers de
signe quelconque,

— ; le vecteur de R* de composantes nulles, sauf la iéme égale & h;,

ke R h;
— ouM, 0), M = (a, ..., pu), le pavé Il p, — 3 w E{’

=1

— op(M, = U ch(M +—;(j17@: “+ e —{-jﬁ;), O) , ji entiers de signe quelconque,
=y
lJ1=f]+ .+ inl

— wny la fonction caractéristique du pavé on(M, 0)

— &; Uopérateur de différences finies

i e B )

8; opére dans tout espace X de fonctions définies sur R* et & valeurs dans
un espace vectoriel. Sur un tel espace X, il est possible de définir aunssi les
produits d’opérateurs &; et ces produits sont commutatifs. Si j = (4, ..., fu),
nous écrivons

5 =8l ... 8in.
Si Q est un ensemble ouvert de R”, alors nous posons
Qr={M/MERn, onM, n N Q=7 |
Qh={M/M €Rn, onM, r)< Q)

11.2, - ExgMPLE 1 (suite).

Espaces ﬁ, o;, F;.

Nous prenons H = L (R"). Nous convenons d’identifier u€L,(Q) et la
fonction u € L(R") égale & u dans O et & 0 dans G'Q; H est alors un sous-
espace hilbertien de .
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Nous prenons @; = L,(Q), F; = L,{R") X L,(Q), i=1, ..., n. Pour u€V,,
nous définissons @y = (7,2, Diu).

Formes ayt; u, v).

Siu, v€F;, u={(u,, %), v=_{¥y, ¥;), NOUS posons

ait; u, v) = f i, ) vie)de - J dy(w, Bugwivdaedee,

0 (3

ot di(x, ) est 6gal & ci{w, f) pour x€Q et & «; pour x ¢ Q[Red,(w, t) =a; >0
p-p- dans K» X [0, Tl
Espaces Vi.

I’ espace Vi sera 1’espace des fonction étagées wup:
p p g

un(e) = X un(M wny(a), un(M)€ C.

Me )

La dimension N(h) de Vj est le nombre de M€ Qh.

Opérateur rp.

Nous supposons que () posséde la propriété de 1-prolongement [15]. Il
existe alors un opérateur linéaire & continu de L,(Q) dans L, R*) et de H(Q)
dans HYR"). Pour u€ H, nous définissons un == rpu en posant:

un(M) = (hy, .., By Su(x)dx, v MEQ),.
O’};(M,O)
Opérateurs qun, Pin.

I/ opérateur gr sera simplement 1'identité. Pour p;» nous prenons
Pintn = (8n, Sn | q)
oll g|g désigne la restriction & Q d’une fonction h définie dans E*.
Vérification des hypothéses (10-i) a (10-xii).

Pour (10-vi) et (10-x) nous renvoyons & RAVIART (28]; (10-vii) a lieu avec

(11.1) Sith) = 7
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en effet:

[wnlin = f | Biun(x) |*dae < f | Bsun() Pde <

2 (e

= %J;}uh(m) [Pde = %{uh H

2

-+ i uh(w—— T%:) f)dw =

i i
Les hypothéses (10-iv') et (10-v') sont réalisées avec

(11.2) P; = |aix, )| em; v; = ess inf Re ai(w, £).
Qr

A Vexception de (10-xi) et (10-xii), les autres hypothéses sont évidentes.

Hypothése (10-xi).

Soit ¢n = gn{x, ) une suite qui tend vers ¢ = ¢(w, ¢) dans L,(L,(B") faible
(' —> 0). Pour véritier (10-xi), nous devons montrer que ¢(x, f) est nulle p.p.
dans § Q x [0, 7).

Le support de o@n(+, f) est
U O‘k(M O)

Meqj

Pour tout compact K <(Q, il existe ho = ho{K), tel que pour W <hy(K), le
support de 9a{+, {) ne rencontre pas K.

Si ¢ = ¢(x) est une fonction continue sur R*, & support compact K <[,
ot 8i 0 = 0(f) est une fonction continue sur [0, T], alors, pour A’ assez petit

fftph (e, ¢ (hdaxd t=0,

o E#
et done & la limite,

T

f f o2, HY(x)0(t)dacdl = 0.

o kv

Cette 6galité vérifice quelles que soient les fonctions ¢ et 6, montre que
9, t) est nulle p.p. dans § Q x 10, T[.
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Hypothése (10-xii).
Supposons que, lorsque &' — 0, pour ¢==1, .., m,

{qh'%h'—anp dans Lz(ﬁ ) faible
pini — i dans  Ly(F;) faible.

Evidemment ¢ = mp; et ¢; est de la forme ¢; = (¢, ¢i), $i€Ly(Dy)= Ly(B* X
X [0, T]). Les convergences précédentes peuvent éfre interprétées ainsi

o —> ¢ dans  Ly(RB" X [0, T]) faible
Siginlo —> i dans  Ly(Qr) faible.

On vérifie facilement que 3ipin|g, — Di(d |o,) dans D(Qr), espace des dis-
tributions sur Q X [0, T[, et donc

b = Dith,, L1’0341‘@1'

Cela montre que
‘Po € Lz(QT)» Diq)o € Lz(QT);

et ainsi $,€ L(HY Q) = Ly(V).
D’aprés 1 hypothése (10-xi) déja vérifiée, ¢ est nulle p.p. dans 6o x[o, 1[;
nous avons bien
@i = (b0, Dibe) = (4, b) = @i
et (10-xii) est vérifiée.

11.3. - ExgMPLE 2.

Espaces H, ®;, F;.
Nous prenons H=H=LyQ), ®; = Ly(Q), F; = L(Q) X L(Q). Pour u€ vy,
aju = (u, Diu).

Formes ajt; u, v).
Si u, v€F;, u= (4, %), v =(Vo, v1), nOUS posons

ajt; u, v) = J[ai(w, Hun(2)vy(e) + ce, Eula)vola)]da.
Q
Espaces Vi.
Avec les notations de la section 11.1, 'espace Vj sera l’espace des fonctions
étagées uUp:

un(@) = 2, un(Mpwnu(x),  un(M)€ C.
Meql
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La dimension N(k) de V5 est le nombre de MGEE;‘?

Opérateurs rn, qr, Pin.
Si u€H, up =rpu est défini par

up(M) = (hy, .., b, f w(x)dx, MMe &ol}i.
o3,(M, 0)
Par ailleurs, gautn = #r o et pjpun = (wnla, unlg).
Vérification des hypothéses {10-i) a (10-xii).
Pour (10-vi) et (10-x) nous renvoyons & [28]; (10-iv') et (10-v') ont lieu avee

(11.3) Pi={a(x, t)|rqop; Y= essQinf Re ajx, t).
T

Pour (10-vii), nous avons

(11.4) Sy = — 2

R in !
Rl R

o{4) constante ne dépendant que de 4. En effet,
[tn)in = f | Sun(ie) |* dac;
o

dun est le produit par A7 ..h;™ d’une somme de termes de la forme
uh(w -+ —; vh), Vh = (vihy, ..., Vuhy), vi entiers de signe quelconque. Soit oj) le

nombre de valeurs possibles de v; alors:

v 12
hy uh(m -+ —;vh)

¥

dr <

[unfin < (BI ... By f

)i
< (h... hiry-2a(4) f ( p
Rn v

uh(ac -+ %vh) 2) de =

=(hi... hf{‘)—zc(j) 3 f[ un() * doe =
v Hn
= (B} .. B 26%() | un |

L’ hypothése (10-xi) est triviale ici car H = H. Excepté (10-xii), les autres
hypothéses sont immédiates.
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Hypothése (10-xii).
Supposons que, lorsque # -0, pour tout 7, |j|=p:

qrwow ~—> ¢ dans LH) faible
pih/fpihl —p ij da;ns Lg(Fl) fa;ible.

Nous avons évidemment ¢ = m,9; et ¢; est donc de la forme ¢; = (§, §;),
$; € Ly(®@;) = Ly Q7). Lies convergences précédentes se tradunisent alors ainsi

o lop—>¢ dans Ly@p) faible
Sigin g, —> ¥; dans Ly(Qr) faible.

Si g est une fonction définie dans Q, appelons comme précédemment g
la fonction égale & g dans Q et & 0 dans [ Q. Nous avons aussi

Pjm ~>{¢ dans LR X [0, T]) faible
Bipine -—><33,» dans L, (R" X {0, T} faible;
(&%p;»- a son support inclus dans Q X {0, T)).

On vérifie aisément que B¢ ~> DiY dans D(B* X |0, T]), espace des
distributions sur B X [0, T[, ot alors

§; = DiY.
Ainsi
JEL(B* X [0, T),  DIGEL(R" X [0, T, M4 ljl=m
ot cela assure que $ € L(H¥R™), [15)].

Puisque, pour presque tout ¢, Zp f)€ O+ R") et que cette fonction est
nulle hors de Q, alors [15], (-, = d(, 9 la € H5(Q); finalement

$EL(H Q) = L),
et nous avons bien
o = (¢, Dit)= (b, b)) = v,
11.4. - ExeMpPLE 3.

Espaces H, ®;, Fi. Opérateurs @;.
Nous prenons H= H=L,(Q)* et
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peur i =1, ..., n,
O = Lo(@) X Lo(Q),  Fi = L(Q)*;
si u€ Vi, ot = (@, D{@?)GFi;
pour i =n 41,
Q; = {0}, Fi=LyQ)*X|[0};
si w€V; = H, ou = (u, O)EF;.
Formes ait; u, v)

i=1, .., n

ait; u, v)= afu, v) = f (@) @) + ﬁ_—-i E(x)v?(w)) dx,
Q
Mou, v€EF;,  w= (U, w), v = (0, :);

t=mn-1,

&g(t; U, v) = c?;(u, ) = f (7—’;}_ i —‘a};(x)%:(w) — U (X)Vos{) - ugz(w)vm(m})dac,

Q

Nu, 0€F, w=(u, 0, v=(0,0), U=, t), =0, .

Espaces V.

Les notations étant celles de la section 11.1, I’espace V, est 1’espace
des fonctions étagées uy

—_— —

up(e) = E”uh(M Woru{), u_;:(M )€ R

Me Qh
Opérateurs run, ¢n, pin

Si u€H, up = ruu est défini par

—

M) = by . By | Wa)dw, N ME QL.

ah(Ms 0)

On pose aussi

Qrtn = Un|q
ef,

pour i=1, ey N, Pinthp = (uhkl’ Saun !n)

pour i=mn-+1,  putn= (Un|a, O
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Vérification des hypothéses (10-i) & (10-xii).
Pour (10-vi) et (10-x), of. [28]; (10-iv)), (10-v") et (10-vii) ont liem avec

(11.5) pi=vi=1

(11.6) Sih) = kg .

£

La vérification de (10-xii) se fait exactement comme pour 1’exemple 2:
les autres hypothdéses sont immédiates.

12. - Probléme Approché discret.

Le paramsdtre k ayant la méme signification qu'au n° 2, nous notons

i 1 (r41)k
r4-— ~
ar "(Wn, vn) = A aift; pinttn, PinVr)dt
rk
N wp, vn€Va (M)
; ) (r41)k
+_
fom=1 f raf{t)dLt.
rk

Soit 6€[0, 1] un paramétre réel fixé.

Nous allons construire par récurrence une famille d’élements de Va,
i

r4— . . .
(uh m)osrgN et nous leur associerons ensuite les fonctions « approchées ».
1<i=zm

Nous partons de

(12.3) Uh == rrit,

o m o ESE "
puis, supposant connus #rp, Uw, ..., Un € Vi, nous définissons un = comme
I’ unique solution dans Vp de

i—1

(12.4) I%(u;f"i' —up - vh)h + a’,;*“%(eu;;*% +d— e)uf“i_?l, 1,,1) =

= (f;:{—;’ ‘Uk)k,, 3 vr€Vh.

(**) Pour éviter Yaceumulation des indices, nous notons avec le seunl indice k des
expressions dépendant du paramdtre h ou de h et k.
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i
Il existe un élément u;j_;';GVh et un seul qui vérifie (12.4): la démon-
stration de ce point utilisant le lemme de Lax-Milgram, est classique.

ReMARQUE 12.1.
Nous pouvons écrire (12-4) sous la forme

1 rt Lk vt et i—1 .
(12.5) }E(u,ﬁm — u;;+ m ) + Ah'l'm . (Buh"'m + {1 — 9)u2+ m ) = fh+m
i
ol A;+’;’_€ £(Vn, Vi) est I opérateur linéaire défini par
(A;:*-;';Mn, 'Uh)h o= a;+5(uh, ?)h), V Un, ’UhE Vh .

i
Pour 6€]0, 1] la détermination de u:f;”— se raméne & 1’inversion de l'opé-

$

rateur I - kBAﬁE, et le schéma aux différences finies (12.4) est implicite.
Pour 6 =0, le schéma est explicite.

Les schémas les plus courramment ntilisés sont ceux qui correspondent
a b =—; ou 6=1. Afin que nos résultats soient complets, nous faisons une
étude systématique de tous les schémas 0€[0, 1]. I1 ressort par ailleurs de
nos résultats (of. n® 19) que P utilisation des schémas explicites 6 = 0, peu
nsuelle avec une méthode de pas fractionnaires, pourrait étre avantageuse.

REMARQUE 12.2.

Dans (12.2) et (12.3), on peut remplacer 75 par tout autre opérateur linéaire
pn vérifiant (10-xiii).

Nous posons & présent

i—1

(12.6) Wt = Q4 (1 — Oupt "

i i
. rH= el .
et nous associons & ces éléments u, ™, wy ™, les fonctions approchées un, win,
définies par

[ i

(12.7) winll) = tn' M, winlf) = wn ™ pour €[k, (r 4 DA,

r=0, .., N, i=1, .., m.

Dans la sunite, comme dauns le cas des approximations semi-discrétes, nous
nous intéressons aux problémes suivants:
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=

a). Obtention d’estimations & priori pour les fonctions approchées; cela
est identique ici au probléme de la stabilité numérique. Nous verrons que
I’ obtention d’estimations & priori n’est ‘pas automatiqune; il faudra parfois
imposer des conditions & k et A.

b). Etude de la convergence, dans un sens & préciser, de ces fonctions
vers la solution du probléme 1.

Pour résoudre ces problémes nous utiliserons simultanément les méthodes
de la ldre partie et celles de Raviarr [28].

13. - Estimations & priori.

3
Nous considérons 1'égalité (12.4) avec vy remplacé par w;Jr"'—'. Prenant la
partie réelle de cette égalité, nous obtenons

i |2 i—1

(13.1) [ un ™y — ' un' :

r -+

2 ’ i el

n (26 — 1) %;ja o

i i i i i
el gl gt rs el
+ 2k Re ar m(w;l A m) =2k e‘Re(fh LT ’”)n.

Il faut distingner deux cas selon le signe de (26 — 1).

Lismme 13.1.
Dans le cas oiv 20 — 1 =0, il existe une constante ¢, indépendante de k
el h, telle que pouwr i =1, ..., m,

i

2
| uptm

w<cl, =0, .., N

N | - 1‘ 2
( kX ” T Hm:éc{l}
\ =0
ol
T
L= Lo, foy vy Fo) = | th 12+_§J;fi<¢)|2dt.

Démonstration.
Pour (26 — 1)>==0, (18.1) donne en particulier

2 i £ i
e o o
n - 2k Reap mown ™, Wy ’")43

&

(13.2) i wy ™

2 ‘ ¢+’4_'}.
B Un ™

i i
<2k Re (fh+”', Wh+m)h—



R. TemaM: Sur la stabilité et la convergence de la méthode, etc. 239

Avec (10-v) et (12.1), nous avons

i

i
L S
‘ wp ™

é ]
(13.3) Re a;rf;;(w?m, w;fﬁ) =

iZ
[ih »

Grace a (10-ix) nous pouvons majorer le second membre de (13.2) de la
maniére suivante:

2k Re (f;+"%, W;j—%)h <2k { f;;+—”% ‘{h i w?% ‘hS

r+i f—l—i I
Sgk‘fhthwhm h<-"fh h+k0€,][%) m oy,
Dol
H——‘ I | 2| ‘ 2 |2 k ( r—]—f_ 2
(13.4) 1“'1 m!h‘{‘k“o“ wr i< un ™l - = | fn " |
i |2 i—1 |2 iz
(13.5) l%h_l—; S ! 'MH—

Ajoutons membre 4 membre, les inégalités (13.4) pour r=0, ..., N, i =
=1, ..., m. Il vient

i

m N 22
(13.6) { N+lIh+kv D ooy Wh+m in<< C(k, h)
=1 r==0
aveoe
(13.7) O(k h-——iuhih—‘i*ku ,..Af fh in.
§==1 T““O

Pour q et j fixés, O<q <N, 1<j<uin, nous ajoutons également les inégalités
(13.5) pour

(13.8) r=0,..,4¢q t=1, .., m, 4 + —=q + m’

Il en résulte

_]; 2 1 i\z
}u(ilz+m R | un h+k2* fh+’” n,

i

ou %* désigne la sommation (13.8). Cette derniére inégalité donne encore
r, i

(13.9) ‘ u%+ lh < Ck, h), g=0, .., N, j==1, .., m.
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Le lemme résulte immédiatement de (13.6) et (13.9) si ’on montre que
C(, h) admet une majoration de la forme

Ck, Wy<ciLy, fiy vy [m)-

Or, d’aprés (10-vi) et (12.3)

(13.10) [ uh e = | gurauo |’ < c5 | o |

D’aprés (10-vi) et (12-2):
()i

q;ﬂ'hJ fi(s)ds

(rk)

2 2
n —

4
e

P

(r+1)k

f fi{s)ds

rk

2

(18.11) EX

Finalement

ows m=d] lwl+E | [1roral,

=1 Y3
0

et le lemme est démontrs.

Lemme 13.2.
Dans le cas o 20 — 1 << 0, §’él existe 5 > 0 fixé lel que

2vi(1L —9) ,
13.12 BSiy < E—=9 L me
( ) (R) PHL—26) ™,

alors, pour k <k,, ky assez petit, nous avons

i |2
r— .
!uh " p < el r=20, .., N, i=1, .., m,
N T
EZ Lo ™ in < c:L, Z:l, ey W,
r=0

(**) Pour la définition de P;, yi, Sih), of. (10-iv"), (10-v') et (10-vii).
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o ¢z est une constante indépendante de k et h et oi

L= T, fis s fu) == o+ § fm

Démonsiration. i1 2

i
Le coefficient de u;ﬁ;’_‘ —uy |n, dans (13.1), est & présent négatif et
il faut majorer ce terme.
i e

Nous rvempla(;ons pour cela v, par M;TLM - MZ+W dans (12.4); cela donne:

) et et 2
(13.13) Up ™ —up ™ p=
i 4 4 i—1 i i—1
Lnniot BEEG Ee L S T+ +~ T
= — kay m(’l?)h " Up M ) -+ k(f m, u;; " Up )k-

Avee (10-iv’), (10-vii) et (12.1), nous pouvons écrire

i i i—1
r+—f 4 4 — 7+
kiah "‘(wh "™ Up ™ — Up '”)

=

i1

i ‘
UL | R et m
Wn in Un " — Up

i i i
rd-— r~— rt—
=< kPi[Wh ”"Lh [%h "y " Lh + ke, s

i—1

<kP, iSi(h)[Wz+7i‘}ih l %;Jr% —up

| i i—1
2 r

i |
4 kcs 7'l’2+;n_“ih J AL ST Jh-

Pour v >> 0 quelconque, nous avons

i i i 1\
r+— ot~  rf— r4+—=11
Qk’&h m(wn "ooun M — Uy m)fﬁ

1 ” i r+z——1 2 1 5
=7 oy "= un ™ kh + (1 -+ 20)E* PiS; (h)[wh Lh +

i B r—{—;:—;__ r+z——-} 1-}*.47] 9 2 +—’:-';
T = I

et avec (10-i):

(13.14) 2kia2+’7(w2+'7 )

) <
1 b =1 {49 et 2 ile
£ttt e
ol
2 .
(13.15) e = (14 2k*P;Sih) + 1—'{;}—2 Kes.

Annali di Matematica 3t
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Nous avons aussi

i i i—1
(13.16) 2% 1 (f,{*«?», u;”*m.-u;“"w?)h <
i "‘+;i*__ ‘-12 1-[—27) 2} o
=1+ 2 } Un { + ——Fkfn
Avec (18.14) et (13.16), (13.13) devient
[, t i1 l2 AL
(13.17) ] T up " = P[Wh.}_mLh +
142 et P 142 -l |2
+ —L;I Dhek | ™ }h + +-{;) Tgeifnm 1;:.

Par ailleurs, en raison de (10-v) et (12.1):

i

i i ’ .‘. 2
(13.18) 2k Re a£+7n'(zv;’;+%, w’,”fm) > 2ky§[¢oh+m},h 4 ke, | wn

i
m

2

ih

et

2
ih

- j— ' i (g i 2 { r i
(13.19) ok Ge (5, wy )< -f—! S TR PR
4

Avec (13.17), (13.18) et (13.19), (13.1) donne

iz 1 12
(18.20) ‘ untm | — } wn' ™ | - [2hys — (1 — 20)0] [wk mLh o+
wh+ ;

+ k{c; — % 4+ 2nd— 29)7@] h< k\ +plt2n 2”( — 26)} } frim

Cette inégalité est valable pour tout % > 0; si 1’hypothdse (13.12) est

3
vérifiée, nous prenons v = 5°

Nous avons alors

2y — (1 — 26) (1 4 HRPISHR) = 21:¥;
d’ otr

2y — (1 — 20)p = 2ky&® — 2 —— 1 + kol — 8),
et, pour k<Fk,, k, assezjpetit:

2“{«5,]5 - (1 — 26}? = k"{igz.
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Si k, est suffisamment pefit, nous avons aussi

143

— 2kei(l — 28}—— = ?
et (13.20) devient:
; L e 2
(13.21) 1 u;ﬁm n— ‘ uh 2 Jh + k"{z52[7vh Lh +
+ ol < . + 2 — 20557 Facit

L’inégalité (13.21) est tout a fait analogue & I'indgalité (13.4); pour dé-
montrer le lemme il suffit & présent de reprendre Ja démonstration du lemme
13.1 & partir de (13.4).

14. - Théorémes de stabilité.

Avec les fonections wu;n et wyn, définies par (12.7), les lemmes 13.1 et 13.2
8’ interprétent comme suit:

a) Si BGB, ll, pour i=1, ..., m

14.1) {qhum est borné dans L (H) indépendamment de k& et b

DPintin 68t borné dans LyF;) indépendamment de k et h.

b) Si eelo, 3,

il suffit que la condition (13.12) soit vérifiée pour que
(14.1) soit encore valable.

Utilisant une terminologie usuelle, nous énoncerons ces résultats sous la
forme suivante:

TeROREME 14.1.
Les hypothéses sont celles des n° 1 ef 2 (10-i) & (10-ix) (*%).

Sé Bélz, 1], pour i =1, .., m,

(14.2) {qh"m est Lo(H) stable

pinwin €8t Ly(Fy)  stable.

(!%) Lies hypothéses de consistance (10-x) & (10-xii) ne jouent aucun réle dans ce qui
précdde. Elles interviendront nniquement dans le passage & la limits.



244 R. Temam: Sur la stabilité et la convergence de la méthode, etc.

THEoOREME 14.2.
Les hypothéses sont celles du théoréme 14.1.

Si 66[0, ;1,[, (14.2) o liew si

s = 2L=9 g mes
(14.3) Pl — 20

3 >0 fixé arbitrairement pelit

et st k<ky, k, fixé assev pelit.

REMARGUE 14.1.

Les constantes y; et P; ne dépendent en pratique que des coefficients de
la partie principale de 1’opérateur A;(f). La condition de stabilité (14.3) ne
fait donc intervenir que la partie principale de A4(f).

RemMARQUE 14.2.

Les théorémes 14.1 et 14.2 redonnent, lorsque m = 1, des résultats de
Raviart [28]

15. - Théoréme de Convergence Faible ou Théoréme d’Equivalence.

Nous formulons le théoréme de convergence sous une forme analogue au
Théoréme d’Equivalence de Lax [29] (cf. aussi AuBIN [1]).

TakorfiME 15.1.
Les hypothéses sont celles des n° 1, 2 ef 10, el u désigne la solution du

probléme 1.
Les propriétés de stabilité
win est Lo(H) stable
(15.1) {qn " )

pintwin  est  Ly(F;) stable (1 <i<<m)

sont des conditions nécessaires el suffisantes pour que l'on ait, lorsque k el
h —> 0, les propriétés de convergence suivantes:

Qribin —> #  dans Lo (H) faible
(15.2), Pinwin —> u  dans  Ly(Fy)  faible
gnwin(t) — u(t) dans H faible, N ¢€[0, T] (1<i<m)

() Pour la définition de Py, vy, Sh), of. (10-1v'), (10-v') et (10-vii).
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11 est évident gque (15.2) implique (15.1). Nous démontrerons la proposition
réeiproque dans les n° 16 et 17,

Les théordmes 14.1, 14.2 et 15.1 donnent immédiatement les corollaires
snivants:

CoroLLAIRE 15.1.

Sous les hypothéses du théoréme 15.1, si GEI;, 1], les convergences (15.2) ont
lieu lorsque %k —>0 et h.

CoroLLAIRE 15.2,

Sous les hypothéses du théoréme 1D.1, si GE[O, ;l, les convergences (15.2) ont
lieu si k et h tendent vers O en vérifiant

pim =2 =0 g
(15.3) Pi(1 —26)

8> 0 fixé arbitrairement petit.

16, - Lemmes,

Nous introduisons Vopérateur de moyenne Oy qui opére dans tout espace
de fonctions sommables sur [0, 7}:

(16.1) Oncp = 9,
(r-1)k

ex(l) = % p(s)ds, pour t€{rk, (r 4 LK.
k&
LemMur 16.1,
Soit X un espace de Banach el p€[l, wof. Por tout v€LyX),

Oxg —>g dans LyX) fort, lorsque %k —0.

Démonstration.
Avec l'inégalité de Holder, on vérifie sans peine que

(16.2) | Okg [ex) <] 9 )

Il suffit alors de prouver le lemme pour des fonctions g continues de
[0, T] dans X, et cela est immédiat.

Nous posons

(16.3) aalt; u, v) = Orai(t; u, v), M u, v€ F.
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Soit Aif) [resp. /Lk(t)] I’ opérateur linéaire continu de F; dans F{ défini par

< éf,t(i)u, > = {;i(i; u, v, M u, v€F;
[resp. < Aaltu, v > = anlt; u, v), M o, ’UéFi]-
On vérifie avee (10-iii) et (10-iv) que si o(+)€ Ly(F;) alors Ay-)p(+)€ Ly(F})
[resp. Ai(+)p(+) €Ly(F})] (cf. [14]).
LeMue 16.2.
Lorsgne k —> 0, pour foute fonction o€ Ly(Fy),
App— dip dans LyF7) fort

Démonstration.
11 est équivalent d’aprés le lemme 16.1 de montrer que

(16.4) A;—kgo — O(dip) >0 dans Ly (F;) fort.
I1 résulte immédiatement de (10-iv) que

(16.5) | it lruryy = Mi| 9 Jzary

et il suffit alors de démontrer le lemme ou (16-4), pour des fonctions ¢ con-
tinues de [0, T] dans Fj.
Pour une telle fonction ¢, si t€[rk, (r 4 DE[:
{ (rt-1)k
< Aalbplt) — (Oxdigt), v > = ¢ f als; ot —9(s) vids, W vEF,

rk
| < Autyopt) — (Oxdip)t), v> | < MB)|ols, M VEF,

out 7(+) est le module de continnité de ¢.
Nous en déduisons que

| Aot — (Oxdip)(t) |oy < Min(k),  p.p. tE[O, T]
(16.6) H [Iikcp - Ok(A:Cp) ulfa(Fz") = Tl/sz(k)

et le lemme en résulte puisque v(k)— 0 avec k.

LeMME 16.3.
Soient ¢, § € Lo(Fy) ef @u, n, deux suiles de L(F;), telles que lorsque n—sc0

gu—>¢ dans Ly(F;) fort
by —> ¢ dans LfF;) faible.
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Alors, lorsque | — 0 el n—>oc0

T T
167 f Gt onll), dallydt — f Gt olt), Wbyt
T T
(16.8) f Gl Uuld), ou(®)dt > f ail; bt w(E)dt.
Démonstration.

Nous pouvons écrire

T T
f Gt ond) balt)dt = f < Aullonll), bull) > dt

T T
f Gt 90, VE)dE = f < Abalt), 4t) > dt.

Pour démontrer (16.7), il suffit de vérifier que A:kgoneA:cp dans L(F3
fort. En raison du lemme 16.2, il suffit pour cela de vérifier que

Aipon — Ao -0 dans LyF) fort,

ot ce dernier point résulte immédiatement de (16.5).
Pour établir (16.8), il suffit de reprendre les démonstrations précédentes,

en remplagant la forme a/; u, v) par la forme adjointe

ak(t. u, v)=agft; u, v).

Levue 16.4.
Si g€L,(H), 1<p=<oo, alors

(16.9) qnrrg —> g dans Lp(ﬁ ) fort, lorsque h -0,

(16.10) Orgnrng —>g dans Lp(f? ) fort, lorsque k et h — 0,
Démonstration.

En raison de (10-vi),

lqrrag®) | <cs|gt),  p.p. ¢€[0, T},

et, en raison de (10.1), gnrsag(t)— g(f) dans H fort, pour presque tout ¢; (16.9)
résulte alors du théoréme de Lebesgue.
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Pour établir (16.10), il suffit, avec le lemme 16.1, de vérifier que
Orgnrng — Oxg -0 dans Lp(f{ y fort,

et cela est une conséquence de (16.2) et (16.9).

17. - Démonstration du théoréme 15.1.
Comme nous ’avons précédemment remarqué, nous devons montrer que

(15.1) implique (15.2).

17.1. -« Premiére partie de lo démonstration.

Si la condition (15.1) est réalisée, on peut trouver des fonctions u;, w;,
et une sous-suite k', »’ — 0, telles que, pour i=1, ..., m,

e —> ¥;  dans Lo(H) faible
(17.1) {Q" g U

piniy = w;  dans  L(F;) faible.

LemMe 17.1.

(17.2) wy(f) = ... = Un(t) (= w(t)) p.p.

(17.3) W€ Lo (H) M Ly(V)

(17.4) wit) = ow(t) p.po i=1, .., m.
Démonstration.

Nous posons
(17.5) fin = Owqrrafs, =1, .., m,
¢’ est-a~dire

4

finll) = q;ﬂ‘?f’g pour {€[rk, (r + L[, r=0, .., N.

Tenant compte des notations des n°® 12 et 16, nous pouvons interpréter
(12.4) (avec i = 2) de la maniére suivante:

(qritan(t) — QuUsn(t)y quon) 4 kaan(t; Pantvan(t), Penvn) =
= K(fn(t), qnon), N €V, - t€[0, T

Soient v €9 et ¢€@, quelconque (€ = espaces des fonctions scalaires
continues sur {0, T]). Nous écrivons I’ égalité précédente avec vn = rpv, nous
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multiplions par () et intégrons de 0 & 7. Il vient:

T

f (quttanlt) — quinald), 5 Dgura0)dt +

I

T
-+ kf&m(t; DentVanl(l), P parnrnv)di =k f (Fan(t), 9(B)gnrav)di.

D’ou, avec (10-iv):

T
(17.6) l f (Qnutan(t) — qruyn(), P()gnrrv)dt t =
o<k |9 lzote) { M| pantvon {ramn | Derrnv | 4+ | fon [Laiy | grrro |}
Les différents termes entre les accolades restent bornés lorsque k et h—>0:
| P2nWsn |Lyry en raison de (15.1), | penrnv|r, en raison de (10-x),

| for |zg) = Ow@urnfs|nyfiy en raison du lemme 16.4,

|qnrrv|  en raison de (10-vi).

Alors, lorsque %4 et h~>0, le second membre de (17.6) tend vers O et
donc également le premier.

D’ aprés le lemme 16.4, ¢qutnwv = qu 7w (ov) — ov dans LH) fort et,
avec (17,1):

r T
f (Qretan(f) — qrttan(B), $()qrrav)di — {(“z(f’) — u(t), p(f)v)dt.

Done

T
A f (o) — wlt), Sllp)di = 0, VA 9€C, v

Puisque ) est dense dans H, (17.7) est encore valable par continuité,
pour tout v € H, D’aprés (10-xi), o, — u, € Ly(H), et C® H 6étant dense dans
Ly H), il en résulte que #y — u, = 0.

Nous montrerions de maniére identique que %, = s, ..., Uy = Uy, ; d’0U
(17.3). Nous posons u; = .

Annali di Matematica 32
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Avec (126 et (12.7) on a

{ win(t) = busn(t) + (1 — O)mpn(t — k)
(17.8)
Win(8) = Buan(t) + (1 — B)oi—n)n(t), i=2, .., m.

11 est alors clair que
Quwin —>w dans Ly (H) faible, i=1, ..., m.
En raison de (17.1) et de I’hypothése (10-xii):
w = mw; € Ly(V), wi(f) = em(t) p.p. i=1, ., m,

et cela termine la démonstration du lemme.

17.2. — Derniére partie de lo démonstration: w(t) = u(l) p.p.

Soit ¢ fixé, 1€ [gk, (9 + 1)k[; nous sommons les égalités (12.4) pour r =
=0, .., q ¢=1, ..., m. Nous obtenons:

m g et k3
@i~ ud, v+ kX X ah+m(w2+m, vh) =
fm=1 =0
m g | £
—k3 3 (f,fm, vh)h.
i=1 r=0
Cette égalité peut &ire interprétée ainsi:
(17.9)  (gntmnlt), qnon) = (@uratte, qnon) -+
(g+1)k (q+1)k
m m ~
+ Z (fin(s), qnon)ds — = air(8; PikWin(s), Pinvr)ds.

f==1 f=1
i)

Nous écrivons (17.9) avec vy = rpv, v€S) quelconque, et, { et v étant
fixés, nous allons passer & la limite dans cette égalité avec la suite %, A

D’ apres (10.1), guvr = qurav—> v dans H fort, et gurauw, —> u, dans H fort.
Nous pouvons éerire

(q-+1)% T

gbik(s; Dirtin(8), Pinvn)ds = f&m(s 5 PintVin(8);, Y(qr0x(S) Pintnv)ds,

4 o

$¢ désignant, pour £ > 0, la fonction caractéristique de [0, £} D'aprés (10-x),
pinrnv —> 00 dans F; fort et il est alors facile de vérifier que

bigrok Pinrnt — $dw  dans  Ly(F) fort.



R. TemaMm: Sur la stabilité et la convergence de la méthode, efc. 261

Moyennant (17.1) et le lemme 16.3, nous en déduisons que:

(g+1)k’ t
Aix A8 Pi Win/(8), Pin T v)As—> f 48 ; Wwis), ®v)ds.
o

0

D’out avec (17.5) et le lemme 17.1:

(gruk’ ¢
m -
Z @S PinWin(8), Pintnv)ds —> f a{s; w(s), vids.

0

D’aprés le lemme 16.4, fin—> fi dans Ly(H) fort, et le passage & la limite
est identique pour les intégrales

(g-+1)k
(Fin(8), qurav)ds.

Nous obtenons:

(g+1)r’ {2

t
g f (fih’(s)f qh’rh'”)ds '_>§I f(ft(s)) U)dS zf(f(s)a v)ds.

f==1 =1,/
0 o

Dans ces conditions, le second membre de (17.9), et donc aussi le premier,

tendent vers une limite g(f):
14

4
(17.10) 9(8) = (uo, v) + f (fs), v)ﬁf@(s; w(s), v)ds.

Ainsi, pour tout £€[0, T], (gn tmnll), qrrrv) tend vers g{t). D’ aprés (10-vi)
et (15.1), la fonction #i—>(gr Umn(l), quriv) est essentiellement bornée sur [0, T},
indépendamment de %" et A'. Soit alors ¢ une fonction scalaire continue sur
[0, T]; d’aprés le théoréme de Lebesgue et les résultats précédents, on a:

7
f (@, temill), QT V)pl)dt — f oyt

D’aprés le lemme 16.4, 9gurnv —> v dans Ly#) fort et, avec (17.1), nous
avons aussi
T T

j (@ tmdt), Gorv)et)dt— j wt), vyolbydt.
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Done
T

T
f (ct), oyt = f Sl g€,

ce qui implique g(#) = (w(f), v) p.p.
L’ égalité (17.10) devient & présent

{17.11) -}f §; wis), v)ds = (U, v —}—f (s), v

M €D, p.p. t€[0, T}

Puisque 9) est dense dans V, (17.11) a lieu aussi pour tout v€V et nous
en déduisons que

w(t—}-f dsz%ﬁ—ff (s)ds, p.p.

Cela signifie que la fonction w est p.p. égale & une fonction w, continue
dans V', vérifiant w,(0) = u, et

w(t) + Atiw () = £ (2).
en sorfe que W, = #.
Les limites étant indépendantes de la sous-suite ', B/, les convergences
(17.1) ont lieu pour la suite %, h, toute entiére.
I1 ne reste plus & présent qu’a démontrer le

LemuEe 17.2.
17.12 gruin(f)->ult) dans H faible, pour tout t€[0, T, i=1, .., m
)

Démonstration.
Dans ce qui précéde, nous avons monfré que

{qh’umh’(t)7 Qh'T"h"U) - (u(t); o), ' tE[O, T]i ¥ vE.

La limite étant indépendante de la sous-suite &, 4, cette convergence a lieu
pour la suite £, h, foute entiére:

(17.13) (qutbmn(l), gurav) —> (u{), v), M- E€1{0, T, M vEe).

Soit £€[0, T] £ix6; gnimn(f) est une suite bornée dans H et il existe donec



R. Temam: Sur la stabilité et la convergence de la méthode, etc. 253

©€H ot une sous-suite &”, h" — 0, tels que
Alors si v€9, avec (10.1),

(@ntmneAt), Qrorrv) — (9, ),
et par comparaison

(17.14) (u(t) — @, v) =0, M v €,

D’apreés (10.3), 9 €H; puisque u(f)j— € H et que 9 est dense dans H, (17.14)
implique que ¢ = u(f), et ¢’ est la suite gnumn(f) elle méme qui converge vers
u(t) dans H faible.

Démonstration identique pour ¢ =1, ..., m — 1.

18. = Un théoréme de convergence forte.

TeEOREME 18.1.
Les hypothéses sont celles du théoréme 15.1.

i
5 1

a) Si 96[ , alors lorsque k et h— 0,

(18.1) { gnuin(t) — u(t) dans H fort, pour fout t€[0, T

pirwin — O dans  L(Fy)  fort; i=1, ..., m.

b) Si BE[O, %{, les convergences (18.1) ont liew si k et h tendent vers O

de maniére que
(18.2) ESih)—> 0, di=1, .., m.

RemMarqQUE 18.1.

Sous les hypothéses du théoréme 18.1, les corollaires 15.1 et 15.2 sont
applicables. Outre (18.1), nous avons donc

(18.3) quuin—>u  dans Lo (H) faible.
Avec le théoréme de Lebesgue, (18.1) et (18.3), nous avons aussi
(184)  gruin—>w dans L, H) fort, €[l oo (i=1, ..., m).

REMARQUE 18.2,
Pour m =1, les résultats du n® 15 redonnent des résultats de RAVIART
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[28]; le théordme 18.1 (de convergence forte) compléte les résultats de [28] et
ce résultat a 6té trouvé indépendamment, avec une démonstration équivalente,
par LieuTavuD [12].

Démonstration du théoréme 18.1.
Soient £ et ¢ fixés, $€[0, T}, 1<<i<m. Comme au n°7 (section 7.3), nous
allons montrer qu’ une expression X;u(fj convenable tend vers 0, lorsque % et
h—> 0. Soit
2

n -

b j—1
oo

(18.5) Xinlt) = | quawsnlt) — u(t) [* + (20 — 1) = | uz
q,7
tij
+ 2 Re g f éjk{s; Pintvn(s) — ®,u(8), pnwn(s) — osm(s))ds
4=l

0

ot 2* désigne la sommation:

)
=0 ¥ =1 m + 7 <74 2
(18.6) § Q - 3 st b .7 - 3ottty 3 q wm — m 3
r plus grand entier <{/k
ef ol
(18.7) tij=(r+ 1)k pour j=<1 tij=rk pour j>i.

Nous écrivons

Xnlt) = Xinlt) + Xin(t) + Xin(t)

avec,

[
m 1.7~
Xint) = ult) ?+2Re 2 f ase(s; @u(s), ®;u(s)ds
=1

Xin(t) = — 2 Re (ult), gruanlt)) -

t{j
m ~ ~
—2e X f [@jels; pmivin(s), ®u(s)) 4+ aju(s; du(s), pinw;n(s))ds
j=1
i)
| ard =1 2
XAl = g 420 1 ultm it g
g7
m c!g
+2&8e X éi;g{s; Piniv;nlS), Dintwin(s))ds.

=1
4]
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Passons a la limite. Pour th(t), nous écrivons

T

i
f ajils; ou(s), ou(s)ds :”—f&ﬂc(s i b, (s)ojuls), esuls))ds,
Q 0

J¢(-) désignant toujours la fonction caractéristique de (0, E]; 4, (+)ou(-)—>de( o,u(-
dans Ly(F)) fort et avec le lemme 16.3 nous avons

if J
f éi,-k(s; ®;U(s), mju(s)}ds,aj&j(s; m uls), osu(s))ds.

D’ o
¢

lim Xh(t) = XYt) = | u(f) | 4- 2 &efa(s; u{s), u(s))ds.

k, hso

o

Pour Xii(f), le passage a la limite est analogue; il repose sur {15.2) et le
lemme 16.3. Nous trouvons

lim X5(¢) = — 2X(1).

k, heso

Pour passer 2 la limite dans X;3(f), nous commencons par transformer cette
expression en utilisant les égalités d’énergie pour les fonctions approchées.
D’ apres (13.1), pour ¢ =0, ..., N, j =1, ..., m,

12 =12 A -1 |2
(18.8) ! %?z_l_m !k — f ug+ m oy (20— 1) 1 ug+m — ug+ w |
i 7 i i i
carei b )l .

Effectuant la sommation (18.6) pour ces 6galités, nous obtenons:

5+ (20 — 1) 2

q’j

2

n

i j—1
9+ g+
Up ™ —up ®

(18.9) ! wp

7 i 1 i 1
+ 2k Re =F ag+m(11)2+m, m‘ffm) = 2k Re XT* (fz+"', wuz+m}h+ [ 45 |
97 47
Cette égalité (18.9) est identique &
£

(18.10) Xin(f) = | qurntto |2 + 2 Re % f (finl(s), gnivjnis))ds.
j=1
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Alors
¢

kli;n Xin(t) = Xt) = | o [ + 2 Re f (F(s) uls)ids.

Finalement
¢

Jim Xoft) = X) = o + 2 e [ i), wisnas —
¢ o

— | ult) P — 2 Re f als: uls), uis)ds,

et X(§) =0 en raison de (1.5).
11 faut & présent distinguer deux cas selon le signe de 26 — 1.

Cas o (26 — 1) =0.
Alors
{18.11) 0< 5 u(t) — @nttin(t) izg‘ X@h{ﬂ - 0,

et ainsi gntn(t) —> u(t) dans T fort.

On considére également Xpn(T); avec (10-v):
T
m
(18.12) 0=2% oc,-f\] pintin(s) — o,u(s) [F,ds < Xmn(T) — 0,
$==1
0

et (18.1) est démontré dans ce cas.

Cas o (26 — 1) <0,
Les inégalités (18.11) et (18.12}) ne sont plus valables car Xju() contient
un terme négatif:

AL
(20 — 1) 2* ufrm — Un

e

Mais, pour parvenir aux mémes conclusions, il suffirait de savoir que
ce terme tend vers 0. Pour que ce terme tende vers 0, il suffit que

jf—1 2

m N 1 =
(18.13) D> 'ui+m_ui 7 |y 0,
=1 g==0
Les inégalités (13.17) sont valables. Lorsque (18.2) est réalisée, (18.13)
découle immédiatement de (13.17). '
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Cela achéve la démonstration du théoréme 18.1.

19. - Exemples (suite).

19.1. - ExgmMPLE 1.

Problémes approchés (b + 0).

Pour r et ¢ fixés, u;ﬂf% est solution de (12.4) ou (12.5):

i 3 i—1 i i . f_—:&
(19.1) (I + k9A2+’7')uZ+"ﬁ —up P LT bl — 04y By ™

ott AxTmEYVy, Vi) est défini par

(r+1)k

,i A
(19.2) (A:['Lﬁuh, vh)h = %f fa,:(a:, HBunlx)Bonlx)dadt -
rk ¢}
{ (r+1)k
+ i fd;(m, tun(xc)op(e)dudt.
] rk R®
Posons
i
un = % Eywn;

alors (19.1) est un systéme de N(h) équations pour les N (k) inconnues £y .
I’ équation obtenue en multipliant scalairement (19.1) par wypr ne fait
intervenir que Ep, Erz; (sl Epw €Q5) ot Ep+‘;;; {si EP_[_th Q). Le systéme linéaire
(19.1) se décompose donc en plusieurs systdmes indépendants, chaque systéme
correspondant & tous les P€ ()}, et situés sur une méme paralléle & axe des a;.

Condition de stabilité
Pour les schémas explicites, 8 = 0, la condition (14.3) s’ écrit

(19.3) ;%S)ﬁﬁ(i—z—;;—a), 8 >0 fixé arbitrairement petit,

vi et P; définis par (11.2).
Nous savons [28] que pour I'approximation de cet exemple par le schéma
explicite classique a4 deux niveaux en ¢, la condition de stabilité s’ écrit

2k __vy(l-—28
e
iE} hf—' opz

y=min{y,, .., 1a}, P=max{P,, .., P,}.

Annali di Matematica . 53
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Cette condition est plus restrietive que (19.8): I'ulilisation de la méthode
des pas fractionnaires permel donc A’ améliorer la condition de stabilité des
schémas explicites.

Résultats de Convergence.

Explicitons les résultats de convergence dans le cas, par exemple, ou le
théoréme 18.1 est applicable :
Lorsque & et & —0, pour é =1, ..., m

Bitinlg, —> Diuw  dans  Ly(Qr) fort
Sum—a»;ﬁ dans L.(L(R¥) faible

( | win(, ) — ulax, t) > dac — 0, M te[0, T].
Bn

19.2. - ExsurrE 2.
Problémes approchés (8 == 0.

1
Pour r ef ¢ fixés, u;'l'ﬁ est solution de (19.1). A chaque indice ¢, | i< m,

correspond un multi-entier 4, || =p et A;+ﬁ est défini par:

i
(A;Jrﬁ un, ’Uh)h =

_(r—|—1)k
%j f{%’(x, 157 ()87 va(ae) - ¢;(ac, ©)un(o) va(y)|dedt.
rk Q

Condition de stabilité.

Pour un schéma, 6, elle &' éerit

k <21l —8)

19.4 : < T
194 w, .., B a(j)P;

’ ¥ 4, ’.ﬂzl"r

v; et P; définis par (11.3).
Cette condition est également moins restrictive que la condition de stabi-
lité du schéma explicite classique.

Résultats de Convergence.
Le théoréme 18.1, lorsqu’il est applicable, donne: Lorsque k& ef h~>0,
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pour tout j, [j|=p,

g Siuin| gp — Diu  dans L,(Qr) fort

| in| g —>u dans Lg(L(Q)) faible
f}u;h(m, t)— ulx, 1) | de — 0, M [0, T].
Q
Avec l'inégalité de Poincaré et son analogue discret (cf. Ca [6]), nous
avons aussi

8% n | g, —> D dans

L,(Qr) fort,

19.3. - ExegmpPLE 3.
Problemes approchés (9 == 0).
=1, .., n
Pour r et ¢ fixés,
»->r+_’; J— —_— 2
Un ™= % EyWnu, Em = (Eu, NM)€C
Meq)
est solufion de
(19.5) (I +k0di)u n ™ =u !

1 i §—1
LT B — A ™

h m
ot Ain€(Vy, Vi) est défini par
(Aéh—Jh) ?h)h = f[at—dh(m)a;a(w) + ’n—-—-}-—kl —ﬁh(mﬁh(m) dm.
0

Dans (19.5) les 6quations relatives & £y et & 7y sont découplées. Le systéme
relatif aux £y (resp. aux 7y) se découple en outre en systémes partiels regrou-
pant les M€ Q}, situés sur une méme paralléle & I’axe des a;.
t=mn —|- 1.

Soit

W

= Z—E;ﬂ’UhM, E;l:(EM, TIM);
Meny,
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pour chaque ME&%},, Ex et vy sont définis par les équations suivantes (de
résolution imméddiate):

(1 -+ ;@—HE«) Ew — Okny = fu {(connu)

6k
Condition de stabililé.

Pour le schéma explicite, 6 = 0, elle &’ écrit:

o

(19.6) Pt —2), di=1 .,m 5>0.

4
DO s

Résultats de convergence.

Lorsque le théoréme 18.1 est applicable, nous avons:
Lorsque % et b —> 0,

pour i=1, .., n+1,

g Uin| gp—> % dans  Lo(Ls(Q)%) faible

z f}&:k(w, f) —ulw, t) Pde—0, N LE[0, T
Q

pour i =1, ..., n,

54%,‘};[ Qr e d D,’M dans Lg( Qr)z fort.

20. - Approximation par des équations différentielles.

Les notations sont celles des numéros précédents (en particulier n° 1, 2,
10 et 12).

Nous allons indiquer une méthode de semi-discrétisation (discrétisation
en les seules variables d’espace) permettant de ramener 1'approximation du
probléme 1 & la résolution de systémes différentiels

Les fonction win (i =1, ..., m) de [0, T]—> V, sont définies comme suif:
pour chaque r et chaque 4, la restriction de wp & Uintervalle [rk, (r + 1)k
(restriction encore notée u;x) est définie comme la solution du probléme suivant
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(comparer & (2.1)):

win € Lo(rk, (r + 1)k; Vi)
(20.1) %(um(t}, Rl + @ P ult), vr) = (f W m ”Uh)h, M op€Va

win(rk -+ 0) donné dans Vj.

i

Définissant A;+’7‘€£(Vh, Vi) comme a la remarque 12.1, nous pouvons
écrire 1’ équation différentielle (20.1) sous la forme suivante

a etk i

(20.2) ]ﬂ“‘h(t)'*" An mun(t) = fr ™.

Par application du théordme 1.1 nous voyons que le probléme (20.1)
posséde une solution unique, u;» étant continue de [rk, (r 4 1)k]1— Vi.

Les conditions initiales successives aux points 7k sont prises alors comme
en (2.2):

Pour r=90 Pour r=1, ..., N

w3n(0) = Tateo = u, wanfrk + 0) = wpn(rk — 0)

#an(0) = wsnfle — 0) Uanlrk 4 0) = wusn((r + 1) — 0)
(20.3) )

Umn(0) = Uan—yyn{k — 0) | tmn(rk + 0) = tm—ani(r + 1)k — 0).

Les fonctions w,, sont continues par morceaux de [0, T] — Vx, avec des
discontinuités aux points vk, r=1, ..., N.

ProposiTion 20.1.

Sous les hypothéses des n° 1, 2 et 10, pour k et h fixés, il existe m fonctions
win, définies de maniére unique por

{20.4 uin € Lo V), i=1, .., m,

(20.5) \ winit) + A i) = £ e, v+ Ui

r=0, .., N, i=1, .., m,

et les conditions initiales successives (20.3).
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Avec les méthodes précédemment utilisées, nous pouvons montrer le

TaroriME 20.1.

Les hypothéses sont celles des n°® 1, 2 et 10, et u désigne la solution du
probléme 1.
Lorsque k et h —0, pour ¢ =1, ..., m:

C qubin—>w  dans Lo(H) faible

Pinthin > ditt dans  LF) fort
grtin(t) —> u(t) dans I fort, pour tout t€[0, T).

ReMarqur 20.1.

(20.2) est un systéme différentiel linéaire & coefficients constants.
Pour ’exemple 1 et pour Vexemple 2 si w=1, ce systéme différentiel
se décompose en systémes différentiels indépendanis. Chaque systéme partiel

correspond aux Ey(f) = (Uin(f), Wry)n, pour les M €Q} et situés sar une méme
parallele & Paxe des a; ().

(*) Signalons également ici une variante de la méthode des pas fractionnaires, proposée
par J. L. Lroxs et étudiée par J. L. Lioxs ei I’auteur.
Les notations étant inchangées (en particulier celles du n°® 12), cette méthode consiste,

4 .
4 définir comme suit une famille (u2+m+1)g§f§ﬁ+l, d’éléments de V.

On part, comme en (12.3), de u) =1ru,. Ayant détérminés les él6ments uj,, WML g

i
on définit ensuite les MZ+‘M+1, 1=Sissm+1.
pour i=1, ..., m

t
%;+ m+1 est la solution dans V, de

i—1 i i
1 Lt

i )
% (u;_{"”ﬂ:ﬁ — %Z+ “T-};)'{- AZ+ %(n;_i_a) = fl&;+m+1

pour i =m+1,

i i
@¢;+m:uz+’ = 1, ”2?’ u;+m
' M =1

Les résultats de convergence obtenus avec cette méthode sont tout 2 fait analogues
aux résultats donnés par les théorémes 15.1, 18.1 et 20.1.

On pourrait aussi envisager dans eef ordre d’idée des schémas faisant intervenir un
paramétre 8e&[1/2, 1].

17 intérst de cette méthode, dite de ealeul paralléle, est qu’elle permet le caleul simultané

i i

L el ‘ . . ) . . ) rt-
des uh+m-§-1, i=1, .., m, ¢’est-a-dire Vinversion simultande des mairices I +kd; ™.
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21. - Remarque sur les problémes elliptiques variationnels.

On suppose que aft; u, v} et f(t) (resp. ait; u, v) et fi{f)) sont indépendants
de ¢:

(21"1) OL(t, U, 'U) = CL(M, ), f(t) =T,
(21-1i) (resp. ailt; u, v) = afu, v), it =1

toutes les autres hypothéses étant inchangées,
Nous savons [14] qu’il existe # € V unique, qui vérifie

(21.1) alu, v) = 1f, v), MoeV.

Nous allons voir qu’il est possible de rattacher & ce gqui précéde 'appro-
ximation de la solution # de (21.1).

Soit ¢ un paramétre > 0. Pour ¢ fixé, nous voyons avec le théoréeme 1.1
qu’il existe une fonction w. unique qui vérifie

u.€ Ly(V) N C(H)
@1.2) cullt) + Ault) = f
ue(o) = Uo
ol u,€ H est fixé quelconque.

TurorEME 21.1.
Sous les hypothéses (1-i} a {1-iv) et (21-i}, lorsgne ¢ — 0,

21.3) u{Tl)—>u dans H fori,
u solution de (21.1).

Démonstration.
Si nous posons w,(f) = u.(f) — u, alors w, vérifie:

w, € Ly(V) N C(H), w(0) = up — u
ewi(t) + Aw,(t) = 0.

Avec (1.5) et {1-iv) nous en déduisons:
d - ,
7 | wilt) 7 + 2 Re alw.(l); wt) =0

a
7 [ W) 2+ 2o ft) P < O;
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¢s désignant la norme de 1’injection de V dans H, nous obtenons:

gm0+ T i P <0

et
@14 | 0d0) [ < | wy0) [ exp (“ %‘—)
Ce€

ce qui montre méme que u*(f)—>u dans H fort lorsque e—> 0, quel que soit £ > 0.

Pour ¢ > 0 fixé toutes les méthodes d’approximation de ce chapitre sont
applicables & (21.2). Envisageons par exemple, Papproximation discréte (12.3)-
(12.4) avec 6=1; si on considére up " (qui dépend en fait de ¢, b et k, = wint),
alors d’aprés le théoreme 18.1, quun T — u(T) dans H fort, lorsque k et k—0.
Cela nous fournit avec le théoréme 21.1, une approximation en «deux temps»
de u.

En résumé, pour approcher la solution # de (21.1) avec une erreur dans
H, inférieure a 7:

’

[T

a) on choisit ¢ assez petit pour que |u(T)— u|= 5 ; ¢ peut tre estimé
grace a (21.4).

b) e étant ainsi choisi, on construit I’approximation (12.3)-(12.4) de
{21.2); si kb et k sont assez petits, on aura

1 qhuf’*‘l —u(T)| =

o3

et alors
| — guin | <.

Nous renvoyoms & LioNs-TEMAM [22-23] pour un résultat semblable pour
les inéquations variationelles.

CHAPITRE I1

UNE OLASSE D’ EQUATIONS D’EVOLUTION NON LINEAIRES DU
PREMIER ORDRE EN 4

Introduction.

Dans ce chapitre, nous étudions Papproximation de la solution d’égquations

wi(t) + Albult) + Bllyu(t) = £(t),
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ol A(f) est un opérateur linéaire de type elliptique et olt B(f) est un opérateur
non linéaire, monotone,

Pour B{(f) = 0, nous retrouvons évidemment les équations linéaires du
chapitre I, mais il nous a paru préférable, pour la clarté de la présentation,
d’étudier séparément les problémes linéaires et non linéaires.

Les n° 1 & D concernent les approximations semi-discrétes.

Nous formulons au n° 1 le probléme exact dont nous cherchons & appro-
cher la solution. Au n° 2, aprés avoir formulé les hypothéses convenables
nous définissons les solutions approchées semi-discrdtes. Nous établissons
ensuite des estimations & priori pour les solutions approchées (n° 3) et démon-
trons un théoréme de convergence de ces solution approchées vers la solution
du probléme exact (n° 4).

Au n° 5 nous appliquons ces résultats 4 deux exemples.

Les n° 6 & 11 concernent les approximalions discrétes.

An n° 6 nous formulons les hypothéses de discrétisation. Nous définissons
ensuite les solutions approchées discrétes (n° 7), nous établissons des estimations
4 priori pour ces solutions approchées (n°® 8) et nous démontrons un théoréme
de convergence de ces solutions approchées discrétes vers la solution du
probléme exact (n° 9.

Au n° 10, nous appliquons les résultats précédents anx exemples du n° 5.

Au n° 11, nous étudions une autre méthode d’approximation discréte.

§1. - Approximations Semi-discrétes,

1. - Rappels. Le probléeme exaet.

Nous nous donnons deux espaces de Hilbert complexes V et H, et un
espace de Banach complexe réflexif W, tels que V et W soient inclus dans
11, les injections étant continues. Nous supposons également que VN W est
un espace séparable, dense dans V, dans W et dans H. Nous notons {(u, v))
et [u| (resp. {f, g) et |f]) le produit scalaire et la norme dans V (resp. H);
| #|w désigne la norme W.

Nous identifions H & son anti-dual; X' désignant Panti-dual de X, nous
avons alors les inclusions suivantes;

VAWeVeHSV (VN WY
(1-i)
VAWe WeHe W e (VN WY,

les injections éftant continues et chaque espace étant dense dans le sumivant.

Annali di Matematica 34
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Nous nous donnons nne famille de formes sesquilinéaires continues sur
V, soit a{f; u,v), €[]0, T], et nous supposons que celles-ci vérifient les condi-
tions suivantes:

{1-ii) t—oaft; w, v} est une fonction mesurable, M u, v€V

{ |alt; w, v)|< M]ul]o]
(1-iii)
Mu, vEV, p-p. t€[0, 1]

(1-iv) Realt; u, uy =0 N ucV, p.p. t€[0, T]

{ Realt; u, u)+ 2 |ul =a|uf
(1-v)
MYueV, p-p. t€[0, T]; A=0, a > 0.

Pour presque tout #, il existe un opérateur linéaire A(t} appliquant V
dans V', et défini par

< A{tiu, v> = alt; u, v), Mu, veV,

< ,> anti-dualité entre VN W et (VN W). En raison de (1-ii) et (1-iii),
P application linéaire u(s)—> A(-)u(+) est continue de L,(V) dans Ly(V’).

Nous nous donnons encore une famille d’opérateurs {(non linéaires) B(f),
t€[0, T}, qui appliquent W dans W’ et qui vérifient les propriétés suivantes:

v Pour presque tout £, B(f) est continu des sous-espaces de dimension
(1-v1) finie de W dans W’ faible.

Re < Biju — Bltpw, u —v > =0,
(1-vii)
Mu, veW, p-p- t€[0, T] (Hypothése de monotonie).

vy | B B w> bp i =slul,
~V1iil
M utc W, p.p. t€[0, T; =0, >0, 1 <p <Coo.

Si w(-)€ Ly(W), alors B(-)u(-)€ Ly(W’) (1/p+ 1/p' =1). En
outre Papplication u(-)—> B(-)u(+) transforme les ensembles bornés
de L,(W) en ensembles bornés de Ly(W') et est faiblement con-
tinue sur les droites de L,(W).

(1-ix)

Le probldme auquel nous nous intéressoms dans ce chapitre est une
généralisation du probléeme 1 du Chapitre I:
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ProBrLEME 1.
Pour w,€ H et f€ L(H)+ LyV') 4+ Ly (W'} donnés, trouver nne fonction u
vérifiont

(1.1) w€ Lol H) N Ly(V) O L(W)
(1-2) wlt) + Altpult) + Bitult) = i,  £€10, 1]
(1.3) w(0) = .

ReMArRQUE 1.1
Notons que (1.3) a un sens. En effet si u vérifie (1.1) et (1.2), alors

(1.4) w € Ly(H) + Lyo(V') + LA W),

On démontre {cf. Lions [17]), qu'apres modification éventuelle sur un ensemble
de mesure nulle, toute fonction vérifiant (1.1) et (1.4) est continue de [0, 7]
dans H.

Des problémes de ce type ont été étudiés par Visik [40], MINTY [26].
BrowbEer [B], Lrons [18], LioNs-StraUss [21]. Le résultat suivant est donné
dans [21]:

ToiorEME 1.1.

Sous les hypothéses (1-1) & (1-ix). le probléme 1 posséde une solution u
unigue.

La fonction u est continue de [0, T] dans H, el vérifie pour lout t€[0, T]
P égalité d’ énergie suivante:

i

i

i
(1.5) [ul{t) | 4 2 Re fa(s'; wu(s), u(s))ds 4 2 S{ef < Bisjufs), u(s) > ds =

o 0
t

=|u |+ 2 cfjlef < f(s), u(s) > ds.
o
RemMArRQUE 1.2
Le théoréme 1.1 reste encore valable si I’on remplace I’opérateur B(f)
par une somme finie d’opérateurs analogues & B(f), avec des espaces W dif-
férents et des nombres p différents pour chaque opérateur. Il est possible
d’étendre ce qui suit & de tels problémes.

2. - Probléme approché semi-diseret.

Nous nous donnons m espaces de Hilbert V,, ..., V,, [produits scalaires
((#, v));, normes |u|;] et m espaces de Banach réflexifs Wy, .., W, [normes
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| %|w,] tels que

(2-1) VCV:CH, WC W:CH, i=1, .., m,
m m

(2-ii) vV=0n7v%, W=nW.
(2SR =

Avec (2-i), (2-ii) et le théoréme du graphe fermé nous voyons que

m
ju| et Z]u]; sont des normes équivalentes sur V
=1

m
l#fw et Z|ulw, sont des normes équivalentes sur W.

Puisque H est identifié & son anti-dual, nous avons alors les inclusions
suivantes:

vAWeVevV,eHeVieV (VN WY
(2~iii)
VAWeWeW,ceHeW,c W < (VN WY,

les injections étant continues et chague espace étant dense dans le suivant.
Nous supposons gune, pour presque fout ¢,

m
(2-iv) alt; u, v) = Z ayft; u, v), Mu, vel,

=1
o, pour ¢ =1, ..., m, a;{f; u, v) est une forme sesquilindaire continue sur
Vi et qui vérifie des propriétés identiques & (1-ii)-(1-v), V éfant remplacé
par V;, les constantes «, A, M, par des constantes a;, A;, M;.

Pour presque tout £, nous associons & la forme ai(f; u, v) 1’ opérateur liné-

aire Ay l)€ £(V;, Vi), défini par

< Ailtm, v > = adf; u, v) Mu, veV;.

1 application u(-) —» 4i(-)u(+) est linéaire et continne de L,(V;) dans Ly(Vi).
Nous supposons également que, pour presque tout

2-v) Bltpp = % Blpy, M veW,
=1

ol les Bj(f) sont des opérateurs qui appliquent W; dans W; (p.p. t€[0, T},
i=1, .., m) et qui vérifient des propriétés identiques & (1-vi)-{1-ix), W étant
remplacé par W;, B et p par des constantes B; et p;, la constante p étant par
contre la méme.

Puisque f€L,(H) -+ LyV') 4 Lyd W'), il existe f°€ Liy(H), f*€ LV'), [*€
€ L, (W), tels que f=f°+ f*+ f°. Nous décomposons arbitrairement f° sous
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la forme f°= gfoi avec fu€Li(H). D aprés le lemme 6.1 du Chapitre I,
i=1
m

m
Ly(V) = 1Y Ly(Vy) [resp. Lp(W)= N\ Ly,(W;)], et alors, par anti-dualité, L,(V'j=
i==1 i=1

=3 Ly(Vi) [resp. Ly (W') = ng,( 7)]. 11 existe done une décomposition (non
i=1 i=1 m m

unique} de f* [resp. f*] de la forme f*= X fi;, fu€ LyVi) [resp. /= Z fy,
fzie Lpf( Wé)]. =1 1==1

Nous obtenons ainsi une décomposition (non unique) de f de la forme

(2-vi) ! =§1fi, fi = for 4 fui 4 £ € La(H) + La(V3) + LA W),

Les Fonclions Approchées.

Soit IV un entier destiné & tendre vers Uinfini et & = T/(N + 1).

Pour chaque k fixé, nous déterminons les fonctions approchéés de la
méme maniére qu'au Chapitre I: par utilisation du théoréme 1.1, pour chaque
¢ et pour chaque 7, on définit la restriction (**) de u; & 1 intervalle [rk +
40, (r + 1)k — 0] comme la solution du probléme suivant:

[ in € Log(rk. (r 4 1)k; H) N Ly(rk, (r + 1)k; Vi) N Ly(rk, (r 4+ Vk; W)
(2.1) ( wir(t) + Aibjui(t) + Biltjuarlt) = filt)
( ix(rk 4+ 0) donné dans H.

Les conditions initiales successives aux points »k sont les mémes qu’aun
chapitre I:

Pour r =0 Pour r =1, ..., N

’qu(O) = Uy ’Mlk(TlS + 0) = umk(rk — O)

Uar(0) = el — 0) Uore(rk + 0) = uyl(r + 1)k — 0)
(2.2)

Umk(0) = wm—ylk — 0) v Umi(rk + 0) = wm—sye((r + 1k — 0)

Comme au Chapitre précédent, les fonctions u; sont continues par mor-
ceaux de [0, T|i— H, avec des discontinuités aux points 7k, r=1, ..., N. Nous

(1%) Restriction encore notée ug;.
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convenons de poser

K u;k('rk) = uzk(rk + 0) (nOté %;c+%)

—

i r=0, .., N, i=1, ..., m,
ce qui rend les fonctions u;; continues & droite dans H.

Nous avons ainsi la

ProrositioN 2.1.

Sous les hypothéses (1-i} & (1-ix) et (2-1} & (2~-vi), pour k fixé, il exisle m
fonctions wux définies de maniére unique par
2.4} u,kELOO(H) M LV N Lp(Wi), =1, ..., m,
25 wir(t) + Ailfwirlt) -+ Bi(t)uadt) = filt),

tEWk, (r + LK, =90, ..., N, i=1, .., m,

et les conditions initiales successives (2.2).

REMARQUE 2.1.

Les hypothéses faites sur les opérateurs Af) et Biff), nous permettent
de choisir des opérateurs Ai(f) ou Byf) identiquement nuls, 1’espace V; ou
W; correspondant étant alors 'espace H. Cela permet beaucoup de liberté dans
le choix des décompositions de A(f) et B(t); en particulier, nous pouvons faire
en sorte qu’il w'y ait dans (2.5) qu un seul des opérateurs Ai(t) ou Bi(f) non nul.

Nous allons étudier & présent le passage & la limite k& — 0.

3. - Estimations & priori.
ProrositioNn 3.1.

Lorsque k — 0, ui, demeure dans un ensemble borné de Loo(H) N Lg(Vi) N
N Ly(Wy) (i =1, ..., m).

Démonstration.

Remarquons tout d’abord, qu’en retranchant éventuellement Bi(fj0 aux

deux membres des équations (2.5) nous pouvons foujours nous ramener au
cas ol Bi(f)0 = 0. Avec I’hypothése (1-vii} pour B}, nous voyons alors que

(3.1) Re < Bitju, u> =0, MueW;, p.p- t€[0, T}
I/ 6galité d’ énergie analogue & (1.5) permet d’écrire

82 L lwalt [+ 2 Be it wnt), wat) +
4+ 2 Re <Biltyuarlt), ni(t)> = 2 RKe <filf), ualt)>, L€ rk, {r 4 1)K,
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fi — foi -+ fii -+ f2i-

Nous majorons le second membre de (3.2) de la maniére suivante:

= 2 Re (fuilt), winll) <2 | Fol) | | starlt) | < | fosld) | (L 4 | warlt) [F)
=2 Re < fult), ualt) > =< 2| fld) [v; | wirl?) s
Z =2 Re < fult), wirlt) > < 2[fult) |w} | wirl?) [w,

Avec 1’inégalité
(@ 4+ bp2 < a'z + b2 (a, b =0),
et I’hypothése (1-v) pour a;{f; #, v), nous avons
loarlt) |3 <= 0i7 " [Re ailts wirld), wan(t)) + X | warld) ]2
Foea(®)[s = 057 (e ault; sl il + a2 Luan(f) |
—12 | 1 —1 2
oanld) s < i 2 [Re ailt; winlt), man )12 + 5% PR A Lald) 1]
Dot
V=207 fult) [y [Be it wall), wanlt)P” +
+ a0 falt) [ 11 4 L waed?) ')
Y=&e ait; wlt), winl(?) + o1 fulf) v} + o2 faalt) v} [1 4 | ward®) ),
les ¢;, cj, désignant diverses constantes indépendantes de E.
Nous ftraitons le terme Z de maniére analogue. Avee I’ inégalité (a + b)P<<
< a*? 417 (@, b =0) et I’hypothése (1-viii) pour Bi(f), nous avons
Fwa(t) [w, = 557" (Re < Bubpuar(t), warlt) > + i | uaelt) (]

| wet) [, < B [Re < Biltpuan(t), win(t)> 112 + B Ppdl? | wsnlt) |
L eairdt) [ w, < B (Re < Bilt)uaelt), wirlt) > e + ; s P T L aan(t) )

Z< 287 | Fuld) |y [Re <Biltjuaelt), wrlt) >]p +
+ B | Fald) [t 4 | wan(8) 7).

1/ inégalité de Young peut é&tre écrite sous la forme

ab<<a? -} ¢(p}b¥, a, b =0,
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ot ¢(p) ne dépend que de p. Cela nous permet d’écrire
Z < Qe < Bithuirll), uan(t)> + o3| fult) g + o2 Failt) [wi (1 4 | warl?) )

Avec ces majorations du second membre, 1’inégalité (3.2) devient

d%l wirll) I* 4+ Re ailt; ualt), wilt)) + Re < Bilt)uirlt), win(t)> <
< [ Folt) | + 02 Fustt) g + cal Fasl) i) [1 + [ easlt) [1] +
+ o | failt) [} + & | Failt) |7,
Soit
(3.3) % lwilt) | + Re ailt; wilt), wirlf)) 4+ Re <Biltjuild), uirlt)> <
< oid)[L + lwx( P],  t€lrk, (r- 1k

avec

{3~4) CPi( [ fos ] + ﬂ fu ”V; + H fzi(t) “W; + H fu'( 1 + ” le ”W

Estimations & priovi dans Le(H).

En raison de {3.1) et de I hypothése (1-iv}) pour aif; u, v), (3.3) donne en
particulier:

I ) FY= ) [+ vt )

¢

gg [1 -+ ualf) 7] lexp <—f%(s)dsﬂ } < 0.
D ou e
80) L Lot ] = [L+ (™7 ) FXP U ‘h(s}dS)L

pour t€lrk, (r -+ 1)k[, et, pour ¢t ={r + 1)k —O:
(r+1)k

eXp( [ cm(S)dS)] .

7

(3-6) [ L™ P {1 a0 )

Pour q et j donnés, nous multiplions membre & membre les inégalités
(36), pour r =0, ..., q, ¢=1, ..., m, v+ i/m=q-j/m; nous obtenons:

(g+1)k qk

L+ (™ = 1 (ol fexp (B[ st + ) i wslds

0
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T

exp [ El f cpi(s)dsﬂ .

0

(8.7 (L w7 ™ P <[+ [, )

Le second membre de (3.7) est indépendant de k. ¢ et 5. Nous en concluons
que les

i
witm, ¢=0 ..,N, j=1.,m
sont bornés indépendamment de k¥ dans H; (3.5) implique alors que les fonctions
i sont bornées indépendamment de %k dans L (H).

Estimations & priori dans LyVi) (O Ly W)).
Nous intégrons (3.3) de rk & (r 4+ 1)k; cela donne

- (r-+1)k
(3.8) u;—i—ﬁ’ + gRef lait; wi(t), win(?) + <Bilb)uirlt), warl(l)>]dt =
<|uw*tw [+ f @it [1 -+ | walt) 1.
rk

Nous ajoutons toutes les inégalités (3.8), pour r =0, ..., N, i =1, ..., m;
il vient:
T
¢ m
Jue 7 P Re D | [ault; wanld), waelt)) + <Biltjualt), wae(t)>1dt <

0
T

<|uol+2 f oull) [1 + | wat) [)dt.

0

Avec I’ hypothése (1-v) pour at; u, v) et 1’hypotheése (1-viii) pour B,
il en résulte:

:211 J{ [ | oear(®) [ + Bs lotre () e <
= uf? +§1 f[li Laarlt) 2 4 1 ) ware(t) |2 + 9ilt) (1 + | warelt) [2))d8.

Tenant compte des estimations & priori dans L. (H), nous voyons que le
second membre de cetté inégalité est majoré indépendamment de k, et les
wix sont donc bornés indépendamment de k dans L,(V;) et Ly(W;).

Annali di Matematica 35
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ReEmMARQUE 3.1:
Nous allons établir une égalité d’énergie vérifiée par les fonctions wuyy et

utile pour la suite.
Par intégration de vk & (r 4 1)k, (3.2) donne

- (r4+1)k
15“;“‘"} + 2 Re f lait; walt), wir(®) + < Bilb)uaelt), uilt)>]dt =
" (r-+-1)k

f 28 f < Fi{t), walt)> dt.

rk

§ol
L
uk m

Ajoutant membre & membre toutes ces égalités pour r=0, .., N, i=1,..., m,
nous obtenons:
T

P42 e 5 f[ai(i; wir(t), wir(f)) + < Bilfjuadl), wix(t}>1dt =

i=1
4]

39 |w™

T

= | Uy IZ + 2 éRe:%j f < filf), wa(f)>dt.

]

4, - Théoréme de convergence.

4.1. - Enoncé du théoréme.

THEOREME 4.1.

Les hypothéses sont celles des n° 1 ef 2 [(1-ij-{1-ix), (2-i)-(2-vi}] ef u
désigne la solution dw probléme 1.

Lorsque £k —0, pour i =1, ..., m

[ g —>u dans LoV fort, dans Ly(W;) [aible
1 et dans L(H) faible
wik(l) — ulf) dans H fort, pour tout ¢[00, T

La démonstration du théordéme 4.1 est donnéde dans les sections 4.2 & 4.4.

ReEMARQUE 4 1.
Avee le théoreme de Lebesgue, le théoréme 4.1 nous permet d’affirmer que

wix —> w  dans  LgH) fort, M s€[1, o<, i=1, .., m

En complément au théoréme 4.1, nous pouvons démontrer dans certains
cas, que u;; — w dans L,(W;) fort (cf. section 4.5).
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4.2. - Premiére partie de la démonstration.

En raison de la proposition 3.1, il existe des fonctions w,, .., wp, et
une gous-suite & — 0, telles que, pour ¢ =1, ..., m:

(4.1) g —>w; dans Ly(H) faible et dans L,(Vi) N Ly(W;) faible.

Puisque "application linéaire v{+)1— 4i(-|v(-) est continue de L,(V; dans
L,(Vi), elle est anssi faiblement continue et donc
(4.2) Ay —> Aw; dans  Ly(Vi faible, i=1, ..., m.

L’application o(+)i— Bi-}v(-) qui applique L,(W;) dans L,(W; n’est pas
faiblement continue et le résultat analogue & (4.2) pour les suites By est,
4 priori, faux.

Nous ne possédons actuellement que le renseignement suivant: en raison
de I"hypothése (l1-ix) pour Bi(t), la suite Bjui est bornée indépendamment de

k dans Ly{W;) et nous pouvons choisir la suite extraite ¥ de maniére que
Pon ait aussi:

4.3) Biugr — x3 dans  Ly(W;) faible, i=1, .., m.

En tenant compte de la structure particuliére du probléme, nous montre-
rons par la suite que Byw; = y;. La démonstration de ce point constitue la
différence essentielle avec le cas linéaire.

Comme au chap. I nous montrons tout d’abord le résultat suivant:

Levme 4.1,
(4.4) Wi(t) = ... = wu(t) (= w(f)) p.p.
(4.5) W € Loo(H) N Ly(H) N Ly W).

Démonsiration.

Pour montrer, par exemple, que w;(lj = w,(¢) p.p., nous procédons comme
dans le lemme 7.1 du chap. I. Pour #€[rk, (r + 1)k], par intégration des égalités
(2.5), nous obtenons I’ égalité suivante:

(r-}1)Kk
Uanlt) — wsi(t) = f [£(5) — Ax(shua(s) — Bu(shussls)]ds +

i
i

- j ' [£2(8) — Aa(s)tar(8) — Ba(s)ugrls)]ds.

rk
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D’ ou
(41 ¢
(4.6) H Ua(t) — warlt) [ wy < Glf | furls) | ds 4 ¢ fl foals) | ds 4
£ *

A e P | fro — At [Lyvyy + | fre — Aotbor | Lave) +
+ 6, kYP (| for — Bitbi “Lpn(W{) A+ | for — Battar lle,(Wg')),

la constante ¢, étant supérieure on égale aux normes des injections de IH,
Vi, Wi dans (V NWY.

Lorsque k£ —0, ¢ étant fixé, le second membre de (4.6) tend vers 0. Ainsi
wor(t) — wixlf) =0 dans (VA WY fort, pour tout $€[0, T']. La fouction | uu(f) —
— wsilt) | wy étant essentiellement bornée sur [0, T] indépendamment de k,
il en résulte avec le théoréme de Lebesgue, que #sx — i —> 0 dans Ly({(V N
N WY) (par exemple). Par comparaison avec (4.1), wi(f) = we(f) p.p.

Ayant montré (4.4), (4.5) en résulte immédiatement avec le lemme 6.1 du
chap. L.

4.3, - Deuxiéme partie de la démonstration: wif) = u{t) p.p.

Soit £€[0, T] fixé et r = E({/k), le plus grand entier inférieur ou égal &
t/k. A partir de (2.2) et (2.6) nous pouvons établir une égalité analogue a
I’ égalité (7.5) du chap I:

(4:.7) uﬂC(t} = g J' [fl(s} - A1(8}l’/1}c(8) e Bl(s}ulk(s)]ds +-
m rko
+‘§2f[f;(s) — Ail8)uir(s) — Bi(s)uix(s)]ds.

]
Avee (4.2), (4.3) et le lemme 6.2 du chap. I, nous avons:

H

f [Fs(5) — Auis)tsads) — Bufsheands)}ds —

o

—_ f [fi(s) — Au(spw(s) - xal8)lds dans (VN W) faible

rk
f [fils) — Aus)uir(s) — Bis)uir-(s)ids —

0

]
—;f{f;(s) — Agspw(s) — yis)lds dans (VN W) faible.
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Ainsi, ¢ étant fixé, lorsque % — 0, le second membre de {4.7) (et done
aussi le premier) converge dans (VM W) faible vers

¢

Wall) = 1, + :if[fi(s) — Ai(s)o(s) — xis)]ds

¢’ est-a-dire

t i t
4.8 Wy (l) = o, +ff{s)ds —-fA(s)w{s)ds—fx(s)ds
ol
(4.9) ¥ = g Wi+

freml

Nous venons de montrer que, pour tout {€[0, T, u{l}—w,(f) dans (VN WY
faible, lorsque %k —>0 et, d’aprés la proposition 3.1, les fonctions |uwdf)rnwy
sont (essentiellement) bornées sur [0, T'] indépendamment de %'

Soit alors v€VNW et o €C (fonctions scalaires continues sur [0, T]),
quelconques. Avec ce qui précéde et le théoréme de Lebesgue, on a

T

T
f <waAl), v>o(f)dE — f <wy(t), v> o(t)dt,

et puisque ¢ ®@ v € Ly(V,), on a aussi d’aprés (4.1) et (4.2):

7

T
f <use(t), v>o(t)di — f <n(t), v> (t)dt.

Par comparaison

T T

f<w*(t), o> o{l)dt = f <wlt), v> o(t)dt,

MoeVNW, ¥9e®C; COIVNW) est dense, par exemple, dans L,(V), et
done w = w, , ¢ est-a~dire, w{f) = w,({) p.p.

D’ aprés (4.8), la fonetion ¢ w,(f) est continue de [0, 7] dans (V N WY
et wy(0) = w,. Dérivant (4.8) au sens des distributions vectorielles sur 0, 77,
4 valeurs dans (VN W), nous obtenons

(4.10) W (t) + At (t) + x() = F(t).
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Pour conclure que w, = u, il nous suffit & présent de montrer que
(4.11) ¥ = Bw,.

(’est Yobjet des lemmes qui suivent

LevmMr 4.2.
La fonction w, est continue de [0, T| dans H et

T

W12 () + 28 [ (alts wale, 0a0)+ <xit, 0>t =

4
T

= | tho §2+2§{ef<f(t}, W4 (t)> d.

Démonstration.
Il résulte de (4.10) que

(4.13) Wy € Ly(H) + Lao{V) + LA W),

D aprés Lroxs [17] (cf. Remarque 1.1), tonte fonection vérifiant (4.5) et
(4.13) est p.p. é6gale & une fonction continue de {0, T]i— H; w, est donc con-

tinue de [0, T] dans H.
Pour obtenir (4.12), nous multiplions scalairement (4.10) par w,(f), nous
intégrons de O &4 T et prenons la partie réelle de 1’6galité obtenue:

Fa
Sie f [<w'y(t), wally> + alt; wa(l), walt) + <x(t), wa()>]dt =

0
T

= éRef<f(t), W (8) > dt.
0
On montre aussi en [17] que, pour toute fonetion vérifiant (4.5) et (4.13},

T
2 giej LWlt), we(H)>dt = | w (T) " — | wg(O0) ]

0

et (4.12) en résulte.

LevuE 4.8.
Lorsque k' — 0, pour i =1, .... m, pour fout €0, T]

(4.14) urr(t) = wy(t) dans H faidle,
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Démonstration.

Soit $€[0, I fixé; w.r(f) est une suite bornée dans H et, d’aprés ce qui
précéde, uy(l) —> w,(f) dans (V N WY faible. Pour 4 = 1, (4.14) résulte alors du
lemme 6.3 du Chap 1L

Pour ¢>=2, le raisonnement est le méme car, d’ aprés la démonstration
du lemme 4.1, w;x(t) — %j—)e(f) = O dans (VN W) fort, pour j =2, ..., m.

Nous démontrons & présent un résultat plus précis que (4.11):

Lemue 4.4.

¥i = Biw, i=1, .., m, (*%

Démonstration.

Nous allons adapter & notre probléme une méthode de démonstration dae
a G. MinTY {26]. La monotonie des opérateurs B,(t) (hypothése (1-vii)) joue un

role essentiel dans cette démonstration.
Etant données m fonctions ¢,, ..., 9n, vérifiant

(4.15) i €CH) N Lo|V) NEL,(Wy),  j=1, ..., m, ("),

nous considérons l’expression suivante:

T

Yo = ¢(T) — ug " |+ 2 aﬂeg f a(t; o) — uslt), @(t) — wnlt)dé +

j=t
o
7

m
+28 2 f < B,(t)p,() — Byltpegalt), witl) — wilty> d,

=

ol
i m
= — 2 o,.
Les fonctions g; étant fixées, nous voulons passer & la limite dans Yg,

avec la suite &. Nous remarquons pour cela que

Yip = Yo + Yiiy + Yo,
7

Y) = |¢lT) | + 2 Re f alt; olt), ol)dt +

0
T

r2qe Y f <Byllolt), oit)> dt,

j=t

{(*%) Ce qui signifie avee (4.8): By, — B dans LW/} faible, i==1, ..., m,
(*") @(H), espace des fonctions continues de |0, 7] dans H.
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Yie = — 2 e (9(T), uk ) —

—2 e‘Reg f [ait; ot), ult) + ait; uilt), ¢(¢))]dt —

0
T

28 % f [< Byt)o,(0), wielt)> + Bythugld), ot)>dl
1=1

r
Yo, = |uk T P 4 95}% p> f ailt; wrld), wul(t)dt +
T 0

+ 2 Re g f < Bj(tyu;x(t), ujx(t)>dt.

i=1

L’ expression Y, est indépendante de k; pour Y;fz@ le passage & la limite
se fait sans difficulté grace & (4.1), (4.3) et au lemme 4.3:

T

lim Y2, = ¥i= 2 8 6(0), 0,0 —2 8 [[ait; st eit)at ~
iy () T o

—28¢ 5 [1<uin, vi)> + <Bytet, wit>a
j=1

0

Pour Yz,, utilisant snccessivement (3.9), (4.1), puis le lemme 4.2, nous
obtenons:

T
m
Vi, =l uolf +2 Be £ f <Fill), wnelty>db
f=1
4]
T

lim Yo = Yo = |uol”+2§{ej <f(t), w(t)> dt,

k>0

o

T
Yo = D) [ + 2 Re f [ait; wit), w(h) + <), w(O)>]de.

Finalement en regroupant ces résultats:

lim Yk’(p = Y = | ¢(T) — wu(T) |* +
kw30 r

+2 &e f alt; olt) — w(t), olt) — wiB)dt +

]
T

+28:% [ t< Bt — i, it = win>1at

0
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En raison de (1-iv) et (1-vii}, I’ expression Yy, est positive ou nulle. Nous
pouvons donec affirmer & la limite, que Y, est positif ou nul, quelles que
soient les fonctions ¢; vérifiant (4.13), Pour monirer que y; = B.w, nous écrivons
I’ inégalité Y, =0, avec le choix suivant des fonctions ¢;:

{ ¢, =w, pour f==1, et
pi=w, B, E>0,  $ECEH) N Ly(V) N LI Wi,

Aprés division par &, il vient
T

2 [ ot i, e)ar+

0

JRT

i

T

+28e f <Bifl) - (wy(t) + EY) — 3slt), Vit)>dE=0.

1]

A présent faisons tendre £ vers 0. En raison de 1"hypothése (1-ix) pour
Bi(t)y
B« (w, + &) - Baw, dans Ly (Wj faible,

et nous obtenons:
T

gief < Bi(tywy(t) — xilt), d(¢)> dt = 0.

¢

Cette inégalité ne peut avoir lieu pour toutes les fonctions ¢ considérées

que si
Bﬂ’U* — Xi,
et le lemme est démontré.

Avec ce lemme nous pouvons affimer que w, = u. Puisque les limites
sont indépendantes de la sous-suite &', les convergences (4.1) et (4.14) ont
lieu pous la suite & toute entiére. Il ne reste plus alors qu’a démontrer les
résultats de convergence forte énoncés dans le théoréme 4.1.

4.4. - Troisiéme partie de la démonstration. - Résultals de convergence forte.

Pour {€[0, T] et 1 <4¢=<m, fixés, nous considérons (comparer & (7.10),
chap. I}:

+28E [ aylss ) — wine), uls) — winods +
==l

)
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7

4+ 2 Re 3 f < Bjisju(s) — By{s)ux(s), uls) — u;x(s)>ds,

j=1

ot t;; a la méme signification qu’en (7.11), chap. I

De la méme maniére qu’au chap I, nous montrons que Xy (¢ —> O lorsque
E—0 et nous en déduisons que wx({) — u(f) dans H fort.

Pour tout {€[0, T), | wir(f) — u(l)| —> 0, lorsque k-0, et, la fonction -
i—> | wir(t) — u(t)| étant essentiellement bornée sur [0, T] indépendamment de
%, alors

T
4.17) f | irl?) — u(f) P dt — 0, lorsque %k — 0.
0

D’ autre part Xmpi(T)—> 0, et done

(4.18) 0<28Re f ailt; w(t) — wild), wlt) — wie(£))dt < Xpne( T) = O.

0

Avec (4.17) et 1’ hypothése (1-v) pour a.(f, u, v):
T
0<u f waelt) — o) [Pt <
’ T
Sf[gﬁe (h’(t, ’M(t} — M,‘k(t), M(t) e u,-k(t)) -]— )\,l M(t) — uik(t) 12] dt——}O,

ce qui montre que u;x tend vers % dans L.V fort.
Cela termine la démonstration du théoréme 4.1.

4.5. - Un complément awn théoréme 4.1.

Puisque Xpe(T)—>0, nous avons également

r
419 0<?2 a‘Ref < Bi(b)u(t) — Biftywi(t), w(t) — vir(t)> At < Xpi(T) = 0.

o

Les hypothéses que nous avons faites sur Bi(f} ne nous permettent pas
de déduire de cela un résultat' nouveau. Mais, avee (4.1}, (4.3) et le lemme 4.4,
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(4.19) donne aussi

T

(4.20) Re f < Bi(t)uxl(t), wir(t)>dt —

¢
T

- Re f < Bi{tju(t), u(l)> dt.

o

Dans certains cas, il est possible de montrer avec (4.20) que #;x—>u dans
Ly(W;) fort. Voici un résultat précis dans ce sens:

THROREME 4.2.

Avec les hypothséses du théoréme 4.1, si Iespace W, est uniformément
convexe, el si U hypothése (1-viii) pour By(f) est remplacée par

(4-i) Re< Biftp, v> + wi| vl = i v, M veW;, p.p. t€[0, T]
alors
(4.21) uix —>u  dans Lp(Wy) fort.

Démonstration.
Avec (4.20) et la remarque 4.1, nous voyons que

T

J' [Re < Biltyurl(t), wir(t)y> -+ | wirlf) |7] dt —

]

R f [@e < Bitpult), ult)y> + wi| ) 2]

ef, avec I'hypothese (4-i) cela signifie que |uik |z, wy —> | % L ow,-

I’ espace W; étant uniformément convexe, L,(W;} |’ est également, et le
théoréme en résulte.

5. - Exemples.

D.1. - Exemple 1: Opérateur & partie principale linéaire.

Soit Q un ouvert borné de B* de frontidre I' et soit H = L,(Q) avec le
produit scalaire habituel,
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Nous posons
V= Hé{ﬂ} {18)! W= L2(Q) N LP(Q)’

b=l + [ 1uie) o as)”.

Nous prenons m = 41 et

pour =1, .., n,
Vi=HoDi; Q)(*%), Wi=H, Bff)=0,

ait; u, v) = fai(m, t) Diu(2c) Div(c)dee,
Q

les fonctions a;(w, f) appartenant & Lo(Qr) et vérifiant
Reafx, )y=n>0 pp dans @r (t=1, .., n).
pour i =n -+ 1,

Vi=H, Wi=W, ai(t; u, v) =0, Byt) = B;, indépendant de ¢ et défini par

(6.1) < Bju, v> = f | uiw) P2 ulxpo(w)de, N u, v € W.

La vérification des hypotheses des n° 1 et 2 se fait sans difficulté; (2-iv)
définit a(t; u, v), (2-v) définit B(= Buy.); pour vérifier (1-vii) on utilise !’iné-
galité sunivante

(5.2) Re((E|p2E—|np2n)E—1)=0, ME neC

Probléme exact.
Soient 2, = uofx) € Ly(Q) et f == flx, ) donnés. La solution 4 = u(x, ¢) du
probléme exact (probléme 1) vérifie:

(53) % € Lo Lo(€2)) N (Lol Hof€2)) O Lig( Q1)

(5.4 ww, ) — 2 Diaw, YDauw, 1] -+ | ulx, 1) 17— ulw, § =

==l

= flo, {) dans @r

(4%) Notations de I exexhple 2, chap. L
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(5.5) u(x, 0) = wu(x)
{5.6) ule, t) = 0 sur X7
(condition aux limites non formelle si ) est assez régulier [15]).

Probléme approché.
Les fonctions u,, = w{e, {) vérifient les conditions initiales successives
habituelles et

pour i =1, ..., n,
(6.7) Wik € Loo(La(€2)), Dittire € Lo Qr)
(5.8 wir(x, t) — Diadx, HDuxlx, )] = file, 1)

dans Q X Jrk, {r + 1) (r 4+ 1}, r=0, .., N
{6.9) wirle, §)cos (v, x;) = Osur Iy,
(condition aux limites non formelle si () est assez régulier; ef. App. th. 2.2).
pour ¢ =n -+ 1,
(6.10) ir € Loo( L)) M Lyp(Q7)
(6.11) (e, 1) -+ | walee, £) [P~ unl, &) = filx, )

dans Q X vk, (r ++ 1)i], r=0, .., N.

REMARQUE 5.1,

L’ égquation (D.11) est une équation différentielle en t, x apporaissant seule-
ment comme un parameéire. Si f,, = 0, cette équation s inlégre explicitement.

Résultats de convergence.

Les théorémes 4.1 et 4.2 donnent les résultats de convergence suivants:
Lorsque k£ — O,

wir = u dans  Lyo(L.(Q)) faible

| wix(e, ) — u(x, {)|?de—>0 pour tout £€[0, 7],
5
i=1, .., n-+ 1.

{ Dijuix = Diu  dans  Ly(Qr) fort, i=1, .., n

g —>u  dans  Ly(Qr) fort, f=n- 1,
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5.2, - ExeMPLE 2: Opérateur & partie principale non linéaire.

Soif encore () un ouvert borné de R" de frontidre T et H = L,(Q). Nous
posons:

V= H, alt; u, v) =0,
= {v]|ve€ LyQ), Dw& Ly, izl, vy B

[ow ;u—szw Pdw

L’ opérateur B(t) = B est indépendant de ¢ et défini par

< Bu, v> =‘Z f]D,u ) |P—2 Diu(oc) Div(xc)dec, Mou, ve W,
=1

Nous prenons m = n ef, pour é =1, ..., n,

Vi=H, ail; u, v)=0,
Wi={v]|ve€ L(Q), Dwe LyQ)},

(o= (o4 [ et "

L’ opérateur Bi(f) = B; est indépendant de ¢ et défini par

< Bju, v> = | | Diu{x) |?—2 Du(x)Dv(x)dee, Mu, ve W,

On montre dans I’appendice que W est dense dans W;. La vérification
des hypothdses (1-vij-{1-ix} (et des hypothéses analogues pour, Bif)) est classique.
Les autres hypothdses se vérifient sans difficulté.

Probléme exact.

Soient u, = ue(x) € L(Q) et f = f(x, {) donnés. La solation u = ufx, {) du
probléme 1 vérifie:

(3.12)  w€ Lo(Lo(Q), D€ Ly(Qr), i=1, .., n

(5.13) w(w, §) — = Dy Duulw, #) |P—* Dulee, #)] = flw, #) dans Qr,

§=1

la condition initiale

(5.14) ufw, 0) = uolx),
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et la condition aux limites (formelle)

(6.15) 2“[]);@&(90, {) |#=2 Daufoe, ¥) « cos (v, x;) = O sur Zr.

fz)

Probléme approché.

Les fonctions wx = ui(x, t) vérifient les conditions initiales successives
habituelles et

(5.16) Ui € Loo(La(Q)),  Diutir € Ly(Qr)

{6.17) wir(w, 1) — D] Dairloc, §) |P=2 Datrloe, )] = filz, t)
dans QX Jrk, (r + 1)k[, r=0, .., N,

et la condition aux limites formelle

(5.18) | Distirfee, ) 172 Dystirle, t) - cos (v, o) =0 sur 2.

Résuliats de convergence.

Appliqués & cet exemple, les théordmes 4.1 et 4.2 donnent les résultats
de convergepce suivanis:
Lorsque k— 0, pour ¢ =1, ..., n,

[ i ->u  dans  Le(Li{Q)) faible

Dy —> D " dans  Ly(Qr) fort

f] wirloe, 1) -~ ulx, ) ' de — 0, pour tout 1€[0, T
Q

§2. - Approximations Discreétes.

6. - Hypothéses de discrétisation.

6.1. - Nous nous donnons un espace de Hilbert H dont H est un sous-
egpace hilbertien et dont nous notons encore (f, g) le produit scalaire.
Nous nous donnons pour i=1, .., m, un espace de Hilbert ®; et un

espace de Banach réflexif W;; nous appelons F; Uespace de Hilbert H X ®;
et G; I'espace de Banach H X W;; =; désignera indifféremment la projection
canonique de F; sur H ou de G; sur H. Nous supposons qu’ il existe un iso-
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morphisme @; (resp. w;) de V; dans F; (resp. de W; dans (i) tel que m;.a;
(resp. m;«w;) soit I'identité.

Pour i =1, ..., m, soit a;(t; u, v), t€[0, T], une famille de formes sesquili-
néaires continues sur F;, vérifiant les conditions suivantes

&;{t; @ U, @) = adt; u, v)
(6-i)
N ou, v€EV;, p.p- t€[0, T

y {lMHMMMSMMMmMM
(6-ii)
Vus veFé; p-p. tG[O, T]
(6~iii) Readt; u, =0, Nu€F, pp Le[O, T]
i { Re aift; u, u)+hlw.-u|22mnullig
(6-iv)
M u€ By, p-p- t€{0, T}

Pour ¢ =1, ..., m, soit Biff), t€[0, T}, une famille @’ opérateurs qui appli-
quent G; dans Gi et qui vérifient lespropriétés suivantes:

{ < Bi) (wiu), wv> = <Bitju, v>

(6-v)
Mu, ve W,  pp. t€[0, T
(6-vi Pour presque tout ¢, fh(t) est continu des sous~-espaces de
) dimension finie de @; dans Gi faible.

{ Re <Biftyu — Bfty, u — v>=0
(6-vii)
Nou, vE Gy, p-p. t€[0, T
{ Re <Bift)u. u> 4 pi|mu |2 =8| ult,
{6-viii)
M u€ Gy, p-p. t€[0, 7]

Les hypothéses précédentes sont semblables aux hypothéses faites sur les
opérateurs Byf). Nous ferons en outre I’hypothése suivante

(6-ix) | Bityule, < Ni|uwf?, N u€6, pp. t€[0, T}

Faisant u =0 dans (6-ix), nous voyons que Bit)- 0 = 0. Faisant alors
v =0 dans (6-vii), il vient

(6-x) Re <Bitw, u>=0, NMu€G, pp. t€[0, Tl
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6.2. - Soit ¥ = (j0, 1}j* et, pour chaque kK€ ¥, soit:
— V5, un espace vectoriel sur C de dimension finie;
— rp une application linéaire de H dans Vj, et ¢u une application lindaire

biunivoque de V5 dans H avec
(6-xi) | qurn o, 7)< €.

counstante indépendante de &;

— pin une application linéaire biunivoque de Vj, dans F; telle que mpin=qa,
t==1, ..., m;

— @in une application linéaire biunivoque de V, dans G; telle que w; « gin = qp,
= 1, ey

Les applications ¢, pin, girn 6tant injectives, les produits scalaires
(Un, vn)n= (qnun, qron)

((ur, ve)in = ((Pinun, Pirva))s,, t=1, .., m,
sont des produits scalaires hilbertiens sur Vj et
lgmunls, i=1, .., m,
est une norme sur V.

Hypothéses de consistance (b —> 0).

Nous faisons les hypothéses suivantes:

Il existe un sous espace ©) dense dans VN W, tel que, pour
tout v€9, lorsque k-3 0
(6-xii) | pintnv > v dans F; fort,
| Qinrn¥ —> ;v dans G; fort, i=1, .., m.
/ Soit #' une suite qui tend vers 0. Soit ¢€ L,(H) et ¢p une
g suite d’applications de [0, T|i— Vy, telles que, lorsque A'—>0
(6-xiif) - quon—> o dans LyH) faible.

Alors € Ly(H) [¢’.a.d. ¢(f)€ H p.p.].
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Soit # une suite qui tend vers 0. Soient ¢z, =1, ..., m,
des suites d’applications de [0, T]1— Vy, telles que, lorsque &'~ 0,
pour ¢ =1, ..., m,

(6-xiv) queiw—> ¢ dans LyH) Ffaible
Dinwine —> @; Gans  L(Fy faible.
Alors ¢ = mp; € Lo(V) et ift) = aub(t), p.p. 1€[0, T}, é=1, .., m.

(6-xv) { Meéme hypothése que (6-xiv), @i, Lo(F}), LoV), étant remplacés

par w;, Ly(G), L,(W).

REMARQUE 6.1.
D’ aprés (6-xi} et (6-xii), lorsque k—0

6.1) gwrnu—>u dans H fort, MucH.
D’ aprés (6-xiii):
Si ew€Vwr et si quow->¢ dans H taible
(6.2)

lorsque h'—>0, alors ¢€H.

7. - Probléme approché discret.

7.1. - Le paramédtre k ayant toujours la méme signification, nous posons

. (r+4-1)k
a2+ﬁ(v4h, vg) =3 ilt; Pinin, Pinvr)dt
vk
(7.1) . e
b m (un, vn) = §f < Bift) - (qinun), qinvn> dt
rk

N U, V€ Vh, r=20, .., N, t=1, ..., m.

Dans le cas des approximation diserétes, nous supposons pour simplifier
que fi€ L,(H) et nous posons

(g+1)k

(72) f§+i = %}] rrfi{tidt.

qk
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Nous construisons par récurreunce, comme au chap. I, la famille d’ éléments

r+—‘—-
Uy, mE Vn.
Nous partons de

(7.3) Uh = T'Alko
i—1 i
puis, uz, ..., u‘,ﬁ??, étant déterminés, nous définissons u',:'*'ﬁ"z comme la solution
dans V; de:
1/ o4 & it +
(7.4) iy =T m v ‘]‘% u, m, vyl

+ ot (uh m, vh) (f;'f'%, vh)h, N R € V.

i
Il n’est pas évident qu’il existe un élément unique uff"w‘zé Vu qui vérifie

(7.4): nous démontrons ce point dans la suite (section 7.2). Ce résultat étant
admis pour I'instant, nous définissons les fonctions approchées u;x en posant

win(f) = ufb"'a':'i pour {€[rk, (r 4 1)k[
(7.5)

r=0, .., N, i=1, .., m.

Nous nous intéresserons anx probldémes de la stabilité de ces fonctions
approchées et de leur convergence vers la solution # du probléme 1.
ReMARrQUE 7.1.

Au lieu de (7.4) nous pourrions considérer comme au chap. I des schémas
de_la forme

i—1 i i
115( . w,tm, vh)h 4 a;ﬁ'n’z(e@g;*'ﬁ 4+ (1 — 6)u”+_"" vh) -+

+ bt m (Bu m 4 (1 — )uh'"im1 'vh) (f;""w%, ’Uh)h, Y Vr€Va,

8€[0, 1]; on retrouve (7.4) pour 6 = 1.

L’ étude qui suit s’adapte sans difficulté aux cas ou 0€[1/2, 1]. Les
schémas correspondant & 6 € [0, 1/2[ ne semblent présenter ici que peu d’intérat.

Aa n° 11 nous étudions d’autres schémas dépendant d’un paramdtre 6,
belo, 1]
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7.2. — Existence et unicité d’une solution de (7.4).

Lemme 7.1.

i1 i
Uh, -, W, m lant supposés connus, il existe un élément w, wEVy et

un seul qui vérifie (7.4).
Démonstration.
L’ équation (7.4) peut &’ écrire sous la forme

g (uf'v%, vh)h + kaﬁ”*'ri‘z{u?%, vh) + kbﬁ?in(u;“”o%, ph) =
(7.6) l = Lu(vn), N vr€Va,

Ly forme anti-linéaire sur V; (connue).

En raison de (6-iii} et (6-vii), I’ équation {7.6) ne peut posséder plus d’une

i
solution. L’jexistence d’une solution uZ"‘ﬁ résulte d’un théoréme de LERAY-
Liows [11]. En vertu de ce théoréme, V; étant de dimension finie, I’ 6quation
(7.6) posséde une solution, pourva que les deux conditions suivantes soient

réalisdes:
i i
| 10n [}, + kay T (wn, wn) 4 Kby (1w, wn)

.7 lim : = -} co.

(«.1) oy >0 | W |n +

1.8) L’application wp > (W, va)n + ka;j'?; {(tn, vn) + kb;;""ﬁ (n, vr) est
' continne pour tout va€ Va.

La condition (7.7) est une condition de coercivité et résulte immédiatement
de (6~iii) ef (6-x). I application wpi~»(wp, vh)h—{—ka:f%(wh, vn) étant linéaire
est évidemment continue. Il ne reste plus alors qu’a vérifier le

LeMuME 7.2.

Pour tout vn€Vy, pour r=0, .., N, i =1, .., m, Uapplication wn—
- b;’"r%(wh, vn) est continue.

Démonstration.

Soit wp, une suite qui tend vers wy dans Vp (pour I'’une quelconque des
normes de V5, puisque cet espace est de dimension finie). Nous devons
démonfrer ceci:

(r41)k
(7.9), f < Bi{t) « (qintonn), qinvn> dt —>
vk (r0k
- <f}4(t) o« {gin®n), Qinvn> di.
rk
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Or ¢V, étant un sous-espace de dimension finie de G;, nous avons,
d’ aprés (6-vi):

~

< Bill) - (qintnn), qinvi> — < BHl) - (qinsvn), qinvn>,

lorsque n-> co, pour presque tout ¢
Eo outre avec {6-ix),

| <-§i(t) AQirdha), QinUR> | < N | Qintons [i%/f’ | qinvn g,

leteeci demeure borné indépendamment de ¢ et », lorsque n—o0; (7.9) résulte
alors du théoréme de Lebesgue.

REMARQUE 7.2

Le théoréme de [11] que nous avons utilisé pour démontrer 1 existence
d’une solution de (7.6) est un théoréme de point fixe et ne permet pas de
construire effectivement la solution de (7.6). Des méthodes itératives permettant
de déterminer cette solution sont développées entre autres par BREZIS et
SisoNy [4].

8. - Estimations & priori. Théoréme de stabilité.

8.1. - Un lemme.

LeMue 8.1. )
3
Supposons quw une famille de nombres positifs ¢"Vm, r=0, ..., N, i =
=1, ..., m, vérifient les inégalités suivantes:

(8.1) Ve b < b kg i kg
avec c“r?:iz(), d, =0, d, =0.

1
Alors pour k< ky < g v hous avons:
1

1 N i
g Y m S exp mrdy (0 4+ 1 5 2 c”m),

—ag 970N j=L.m

{da::dz—l‘

Démonstration.
Nous pouvons écrire (8,1) sous la forme

I—dlk

E .t
1+ dik "

r-f——‘— . r-{-—tfv
P m=d T m +_°w1+d,k§
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On vérifie aisément que pour k<< k, < a
1
1 —dk
m = exp {—— kds),
et alors
i f—1 i
exp (— kda)V Tm < ¢ m k" Tm.

Aprés multiplication par exp|— kdg(mr + ¢ — 1)], nous en déduisons:

exp [— kds(mr 4 )] - qﬁ‘i <
<exp[ - kdmr + i — 1)]+ Q)H'% + ko

(8.3)

; .
r4 o <g+ L,

Pour ¢ et § donnés, nous ajoutons les inégalités (8.3) pour
ey MR -

(8'4) r=0, .., 4, ¢ =1

et nous obfenons:
exp [— kdsimgq + j)]qﬂt% <SP 4+ kT Tm,
: v i

9

™

) en résulte & fortiori.

ol Z* désigne la sommation (8.4); (8

T, 4
8.2. — Hstimations & priori.

Levve 8.2.
1l existe une constante ci indépendante de k et h, telle que, pour =1,

., N,

i
l Wyt I =L, r=20, .

(85)
(8.6) BE | wta |, <o,
N i \
87) B2 | o o, < UL + L7,
r=0

on
L= Lo, fiy oo fud =l + 2 [ 1507
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Démonstration. ;
Nous remplagons vy par u;;'hi dans {7.4) et prenons la partie réelle de
P é6galité obtenme. Il vient

2

rt

fm1 2 i1
+_

88 [uptm [ W [t

. i i i
+ 2k Re o))" (uh m, uytm ) + 2k Re b;+ﬁ<u;+ﬁ, u;’j’ﬁ) =
= 2% Re (0, ) ),.
Nous avons

2k 5{6( " u2+%)h < 2k ‘ f"*’a% s

s, =

22 k.
<okt | frtm 4 o Lt

Avec (6-iii) et (6-x), (8.8) donne alors

‘uﬁfﬁ} ‘ ’+*I < 2T "+‘%h+2T‘u“,;+m

Utilisant le lemme 8.1 avec k, = T, nous voyons que

| |2 |
(8.9) | u(}ﬁ"%]z ih < (exp m) | wh, i 4 25T T s | f”“ )

i=1 r=0

pour ¢ =0, .., N, j=1, ..., m
Nous vérifions comme dans le lemme 13.1 du Chap. 1 que

) p==

T
luhih-}-szz 2 lf mJigc§<|u0]2+2T§flf,-(t)|2dt)

ot (8.5) en résulte.
Pour établir (8.6) et (8.7), nous ajoutons membre & membre toutes les

égalités (8.8) pour r =0, ..., N, é=1, ..., m. Il vient
f1

M m—Mh+

2

nt

810) |uith4E =

Gl r==0

i £ ] i [
2

N i
—‘uh‘h+2ké}{e?§ Z(h m, uh+ )h.

i=1 r=0
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Utilisant (6~iv) et (6-viii), nous en déduisons

o |t o+ B

m N - i lp
8.11) 2kZ X ‘qihu;mv}gjs

{==1 =g

m N i ey | epdlp
<lupfi4+k3 = {; ;m}k-;-(2>\,~+1};uh+mgk+2p,.§u;+mzk}

i=1 r==0

Compte tcnu de ce 'qui précede, (8.6) et (8.7) découlent immédiamment
de (8.11}.

8.3. - Théoréme de Stabilité.
A 1V aide des fonctions #;z, nous pouvons interpréter le lemme 8.2 sous
la forme du théoréme suivant:

TaEOREME 8.1.
Sous les hypothéses des-n° 1, 2 et 6, [(1-i)~(1-ix), (2-i)-(2~vi), (6~i)—(6-xi)],
pour ¢ =1, ..., m,
griin  est Lw(ﬁ) stable
(8.11) pinttin  est  L,(Fy) stable
. ginthin  est  Ly(Gi) stable.
8.4. - Une aulre estimation & priori.
Nous aurons besoin dans la suite d’une estimation & priori supplémentaire

résultant en fait des estimations & priori précédentes.
Considérons les opérateurs Bit) qui appliquent G; dans Gj et définis par

(8.12) Buft) o u=0uBift) - ), N u€G,

soit [définition de Ox en (16.1), ch. Ij:

(r+1)k
(8.13) Birlt) - u = % B(s) - uds, pour (€ vk, (r - 1)K
rk
Nous posons
(8.14) Xinlt) = Binlt) « (unaesn(t),

et nous avons alors le

LuMuMe 8.3.

Pour i=1, ..., m, i€ Ly{Gj) et demeure dans un ensemble borné de cei
espace lorsque k et h~> 0.



R. TeMaM: Sur la stabilité et la convergence de la méthode, eic. 297

Démonsiration.
La fonction fi—> yn(f) est constante sur chaque intervalle [rk, (r 4 1)k et
il est done évident que yn € Ly{Gi).

Pour t€[rk, {r + 1)k

. (r+1)k .
Yin(t) = Birlt) + (qmu:;“m) = - f By(s) - (q,»hu’;fﬁ) ds,
ot, avec (6-ix)
< ,3 +1 Jp/p’ Blp’
Vxinll) lor, < Ni | qunw),™ m 6, = Ni| qinuanlt) s, .

Lie lemme résulte alors du théordme 8.1.

9. - Théoréme de convergence
9.1. - Enoncé du théoréme.
Nous faisons encore 1’hypothése suivante (*):
Si ¢(-)€L,Gy), alors By()¢(+)€Ly(Gi); pour chaque k fixé
(9-i) Bi(+)9(+) € LAGi) et,#lorsque k— O:
Buf-)o(-) = Bif-)p(+) dane L{Gi) fort, i=1, .., m.
Le théordme de convergence.s’énonce alors

TaRorEME 9.1.

Les hypothéses sont celles des n° 1, 2,6 et 9 [(1-i]-(1-iX), (2-i)}-(2~vi), (6-i)-
(6-xv), (9-i)]; u désigne la solulion du probléme 1.

Lorsque k et h— 0, pour i =1, ..., m,

gritin ~> ¥ dans Lw(ﬁ) faible
; Pinttin —> @i dans  Ly(F;)  fort
z qinttin — wyu dans  Ly(G) fort
guwin(t) —>ult) dans H fort, pour tout t€[0, T).

La démonstration du théoréme 9.1 est donnée dans les sections 9.2 & 9.4.
Elle présente des points communs avec les démonstrations du théoréme 4.1 de
ce chapitre et des théorémes 15.1 et 18.1 du chapitre L

(%) La propriété analogue pour les opérateurs Z{i(t) résulte des hypothdses précédentes
(cf. lemme 16.2, chap. I).
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REMARQUE 9.1.
Avec le théordme de Lebesgue, il résulte du théoréme 9.1 que

(9.1) quitin —>u dans L H) fort, M s€[1, o, i=1, .., m.

Nous indiquerons dans la section 9.5 une condition suffisante pour que
Qinttin converge vers w;u dans Ly(G;) fort.

9.2. - Premiére partie de la démonstralion.

D’ aprés le théoréme 8.1 et le lemme 8.3, il existe une sous-suite &'~>0,
B 0, telle que, pour ¢ =1, .... m:

Qn Uiy —> #;  dans LOC(ENI) faible

Pty —> i dans  L(F;) faible
9.2

Qin Uiy —> §;  dans  Ly(G;) faible

Y —> ¥ dans  Lp(Gj) faible.

NousTallons prouver le

LemMe 9.1.

(9.3) uy(t) = .. = Ul (= w(f)) p.p

9.4) W€ Loo(H) MV LV} N Ly( W)

(9.5) @ilt) = @, w(t), di(l) = w;w(f), pp., i=1. .., m.
Démonstration.

En raison de (6-iii) et (6-x), I’ égalité d’énergie (8.10) permet d’écrire

4 i1
Popom e J
U, mo— U om |, =

m N
(9.6) DY

i==2 ¢==0

i (2 | i 2
= 7 ofr
3 m}h+;uh mh)'

. m N
<|lupi4+3 X (
i=1 t==0
Avec les résultats démontrés au n° 8, nous voyons sans peine que le
second membre de (9.6) est majoré par une expression L, = Li(u,, f1, ..., [m)
indépendante de k et k. Multipliant alors (9.6) par %, nous obtenons

2
h .—<-kL1

m N i i1
EY X uﬁﬁ—u“ﬁﬂ

{==2 =0
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Cette inégalité peut étre interprétée ainsi:
T
m
z f [ quatin(t) — quitg—on(f) |* At <KL, .
i=2
¢

Cela montre que, lorsque k et # — 0,
qntn — GrUg—yn —> 0 dans  Ly(H) fort, i=2, ..., m,

et (9.3) en résulte.
Ayant montré (9.3), (9.4) et (9.) résultent immédiatement des hypothéses

(6-xiv) et (6-xv).

9.3. -~ Deuxiéme partie de la démonstration: w(t) = u(f) p.p.

Soit ¢ fixé et ¢ le plus grand entier inférieur ou égal a i/k ((€(gk, (¢ +
- 1)k[). Ajoutant membre & membre les égalités (7.4) pour r=0, ..., q, i =}1, ..., m,
nous obtenons [comparer & (17.9), ch. I}:

9.7)  (@numnlt), gnon) = (quratto, qrvn) +
w {g+1)k
—!—E1 { [1Finl8), qron) — @ux(8; Dinttinls), Pivn) — < Xunls), qinvn>)ds
0

olt fin(s) et an(s; u, v) sont définis comme au chap. I [(16.3) et (17.5)].

Nous écrivons (9.7) avee vy =1rpv, vE et, { et v étant fixés, nous passons
4 la limite avec la suite ¥, 4.

Avec le méme raisonnent qu’au chapitre I, nous voyons que

(g+1)k

> am/(s; pih,uih/(s), pmfrh'v)ds—>

i=1
o
t
- f als; wis), v)ds
0

(g+1)%
m
2 f
i=1
[

(Qurw e, qQu V) —>(Uo, V).

t
(Fon(8), qurv)ds > f (Fis), v)ds
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D’ antre part, les intégrales
{g+1k’
<yinl8), Qinrrnv>ds

0

peuvent 8fre écrites sous la forme

T

f <3(8), Yiiaruma(S)gon v v> ds,

0

$g = fonction caractéristique de [0, £] (£ > 0). Avec !’ hypothése (6-xii) nous
voyons que

t}){(q+1)k}qihrh®~—>¢gwiv dans Lp(Gi) fOI‘f»,

et, avec (9.2), nous voyons que les intégrales considérées tendent respective-
ment vers

T ¢
f<Xi(S); di(s)o;v> ds :f<xi(8), w; v> ds.
[} 0

Il en résulte que le second membre de (9.7) (et donc aussi le premier),
tend vers une limite g(?),

¢
m

t t |
9.8) glt) = (4, v} + f {fis), vids — f a(s; w(s), v)jds — Z j <yi8), wo> ds.

i=1

Ainsi pour tout {€[0, T], (gn Umn(t), qurrv) tend vers g(f) et, d’aprés (6-xi)
et le théordme 8.1, les fonctions fi—s (qp mnll), qn ra-v) sont essentiellement
‘bornées sur [0, T}, indépendamment de % et h. Dans ces conditions, soit ¢
une fonetion scalaire continue sur [0, T] (9 € C): d’aprés ce qui précéde ef le
théoréme de Lebesgue, on a

7

T
f (@ vmell), Q1 0)9(t)E —> f abeltids.

On veéritie facilement avee (6.1) que 7y v—>9v dans Ly(H) et avec {9.2)
et {9.3), on a aussi

T

r
f(gh'umh’(t), qQr i v)olt)dt — f (wlé), vjp(f)dt.
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Par comparaison

T T

f gltreltdt = f (0lt), V)elldl, N 9€C,

0 1]
et done

t
+f 8; wis ds-{-Z f<xg(s), W, v> ds =

= (tty, +f v)ds, p.p. t€[0, 7).

Cette ¢galité valable pour tout v€S) est encore valable par continuits,
pour tout v€V N W et il en résulte I’ égalité

[ t t
(9.9 w(t) 4 f A(sjw(s)ds + f x(s)ds = u, -+ f f(syds, p.p.,
0 ¢ 0
ol
m
X :,ZIXi*r X = 0f X,

o € (@, Wj), opérateur lindaire transposé de w;.

Avec (9.9), nous voyoas que w est p.p. égale 4 une fonction w, continue
de [0, T] dans (VN WY et vérifiant #,0) = u,. Par dérivation de (9. 9 nous
avons

(9:10) wWild) + Alfwf) + x(b) = f(9).
Pour conclure que w, = u, il nous suffit donc de montrer que
(9.11) ¥ = Bw,.

C’est ’objet des lemmes qui suivent.

LeMME 9.2
La fonction w, est confinue de [0, T| dans H et

(9:12) | wa(T) P 4 2%]{&&; w(t), w(t)) + <xit), wit)>dt =
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T

= ot + 2 Re f <FUt): wit)> di.
¢
Méme démonstration que pour le lemme 4.2,
LemMe 9.3.
Pour ¢ =1, ..., m, pour tout {€[0, T},
{9.13) Qn win Aty —> w,(t)  dans H faible.

Méme démonstration que pour le lemme 17.2, ch. L.
Nous allons maintenant démontrer un résultat plus préois que (9.11).

LeMmue 9.4.
¥ = Biw, =1, .., m.

Démonsiration.
Comme pour le lemme 4.4., étant données i fonctions ¢; vérifiant

9.14) 0 €QUE) N LyV) N L(W)), j=1, ..., m,

nous considérons 1’expression suivante (*°):

m N i i—1 12
th) = f :p(T) —_— ghug+1.|2 +‘2 p 1 u;;"'ﬁ P u;ﬁ”ﬁ‘ A -+
=1 r=o0 '
’ i
m
+ 2 Re X f airlt; Op(f) —papunll), Op(l) —-pmupn(t))dt +
=1
T
m - ~
+2R X f < Bjult) « (wyp,(6) — Bylf) « (gzmagnl()), (o59,{2) — (ginmjn(t))> di
=1
0
ol
1 m
= 251 P:
Nous écrivons
Yo = Yoy + Yiy -+ Yo,
T
m
Yi, = o0y +28e L [ anlts o510, Opitya +
j=1

0

(?°) Pour la définition de @ 1, v), cf. (16.3), Ch. I, pour la définition de B.(@), of. (812).
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T

428 S [ <Bull)« (wspith, (050,)> dt

j=1

Yip = — 2 Re (9(T), qrun ™) —
T
283 f (st sl pywuall) + el pytald), ogpl)dl —
1=1

T

— 2 Re 3 f[<E7k(t) <(wpi(d), ginwinlt)> + <Bjult) « (@nusnt)), oet)>]dt

=1

7 j~1 2
re = 7
U, m— Y, m §h+

m N
Yi,=|guun P+ 2 X
j=1 r==0

T

mn ~
-I- 25}{62 fa]-k(t; p,—hujh(t), pjhujh(t))dt—l-«
=1 J_
T

m .
+286 E [ < Bl i, aponnlty> .

=1

Le passage & la limite se fait sans difficulté pour Yz,, grace au lemme
16.3 du ch. I et & (9-i):

T
lim Vi, = Y2 = [47)  +2 e f alt; olt), lt)dt +
- g
+28 8 [ <D, o> a
=1

Pour Y7, on utilise le lemme 16.3 du Ch. I, (9-i), (9.2) et lo lemme 9.3
ci~dessus; alors
lim Yi, = Y, = — 2 Re (@(T), w,(T)) —

k', >0
T

— 28 f [alt; wlt), wit) + alt; wit), o(t)])dt —

0
T

—28: % [1<Bult, o> + <10, 5i0>1dt

j=1

Nous transformons Yg, & 1’aide de I’égalité d’ énergie (8.10); nous passons
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4 la limite e$, utilisant (9.12), nous obtenons
T

k,likxp Yho = Yo = | w4{T) * + 2 Q‘Refa(t; w(t), wit))dt +
T

+ 2 Re f <ylt), w(t)> dt.

]

Regroupant ces résultats, nous en concluons que

lim Yy = Y, = | ¢(T) — w,(T) [* +

k', h's0

T
+28e 2 [ <Bitott — 100, wit)— wit> at.

j=1

En raison de (6-iii) et (6-viii), I’ expression Y%, est positive oun nulle. Nous
en concluons, 3 la limite, que Y, est positif ou nunl quelles que soient les
fonetions ¢; vérifiant {9.14). La démonstration du lemme se termine alors comme
dans le lemme 4.4.

Avec ce lemme, nons pouvons affirmer que

Wy = U.

Puisque la limite est indépendante de la sous-suite ¥, &', les convergences
(9.2) et (9.13) ont lieu pour la suite &, &, elle-méme.

9.4, - Troisiéme partie de la démonsiration: Résuliats de convergence forle.

Pour ¢ et ¢ fixés, 1€[0, T], 1 < i< m, nous considérons [comparer & (18.5),
chap. I}:

2

(015)  Xult) = [ult) — quea(®)F + 2| ulm — ult e
. ih —— ghuzh()L +q’ Mh m %h m k+

42 gﬁegl f axlt; oult) — pinteinlt), ®ull) — pinwnt)dt +

+ 2 Re g f <B','k(t)-(w,<u{t)) ~E§&(t)-(gjhujk{t)), wu{l) — ginusn(t)>di

j=1
i}

ot la sommation Z* et #; ont la méme signification qu’en (18.8) et (18.7),
chap. L @7
On montre que, lorsque k& et h—0, Xu(f)—>0 ce qui implique que

grun{t) > u{f) dans H fort.
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De méme, puisque Xpu(T)->0, nous en concluons que
Pinttin —> O;u dans  LFy)  fort,
ce qui termine la démonstration du théoréme.

9.5, - Complément aw théoréme 9.1,
Puisque Xpn(T)~> 0, nous avons aussi

T

(9.16) 0=2 éReg f < Bult) - (wau(t) — Bult) - (qunauntt)), opull) — ganuanlt)> di=<

Avee (9.2) et le lemme 9.4, {9.16} donne aussi

T

©017) R f < Budt) - (quasnlt), gttty dt —

¢
T

—e&ef < Bi{tiu(t), u(t)> dt, i=1, .., m.

0

Dans certains cas, (9.17) nous permet de démontrer que
(9.18) Qnttin —> 0 dans LG, fort.

Voici un résultat précis analogue & celui du théoréme 4.2:

TaiorEME 9.2.

Sous les hypothéses du théoréme 9.1, si I espace G, est uniformément convexe
et si U hypothése (6-viii) est complétée par

(9-ii) { Re <Bit)+ v, v> 4 p molr=fif o]k,
M o€ Gy, p-p. t€[0, T]
alors
(9.18) Qinttin —> 0 dans  Ly(Gy) fort.
Démonstration.

Comme pour le théoréme 4.2, nous vérifions que
| gntin [z, 06y — | w0 o0,

et puisque gpu;n—> w;u dans Ly(G;) faible, nous obtenons (9.18).
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10. ~ Exemples.

Nous appliquons ce qui précéde aux exemples du n° 5.

10.1. - ExEMPLE 1 (suite).

Espaces H, F;, G.
Nous posons H = H = L,(Q) et

pour i =1, .., n
®i = L2(Q)1 Fi - LZ(Q) X Lz{Q);
U,={0}, Gi=LfQ) X{0};
pour i =wn -+ 1
@, =1{0}, F, =L)X (0]},
W, = L), G = LyQ) X Ly(€2).

Les espace Fyuyy, Gy, ..., G, sont identiques & H X {0} et ne jouent ancun
role: ce sont les espaces associés aux opérateurs Ay, B, ..., By, identiquement
nuls.

Opérateurs @, o
pour i=1, .., »
si w€V,, ou=(u, Du),
si ucW,=H, ou = (u,0);
pour i =n—+ 1
si w€V,=H, ou=u,0),

si ue W, o U = (U, u).

Formes (L(t; u, v)

i=1, .., n

ailt; u, v) = f a(x, f)u.{xjv(x)dx,
o

pour u, vEF;, u = (1y, ), v = (¥, V)
i=n-+4+1

aft; u, v) =0.
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Opérateurs Bi(f)

t=1, .., n

i=n-41
B(ty = B, indépendant de ¢ et défini par

<Bu, v> = f [ (o) [P=*u, ()0 () dee,
Q

pour u, v€ G, u = (uy, u,), v = (v,, vy).
Espaces V.
I’ espace Vp est 1’espace des fonctions étagées up:

unl) = Z, unM)wry(x), unM)€ C,

Mean

6}“ why, détinis an chap. I, section 11.1. .
La dimension N(h) de Vi est le nombre de M€ Q.

Opérateurs qn, rn, Pir, Qir .
Pour wcH, rau = up est défini par

Wl M) = (By, ., g~ f ul@)de, N MEQ}.
ou(M, o)
Si un€Vn, qutn = un|, et, pour
i=1, .., n
DPinthn = (Urla, 5 %nlq), qunthn = (Un o, 0)
t=n41

Patr = (Ur o, 0), qinter = (Unla, Unlg).

Vérification des hypothéses du n° 6.
Pour (6-xi) et (6-xii} nous renvoyons & Raviarr [28]; (6-xiii) est triviale
car H = H; (B-xiv) a 6t6 vérifide a 1’ occasion de I’exemple 2 du chap. 1;

(6-xv) se vérifie de manidre analogue. Les autres hypothéses se vérifient sans
difficulté.

Problémes approchés. i
Pour r et 4 fixés, il faut trouver ;' m € V; solution de (7.4).
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i=1, .., n
I’ équation (7.4) &’ écorit

i

10.1) T+ hd )t = ki
3 h i R ’

i
ott A5 €SV, Va) est défini par

(10.2) (A;+ﬁuh, vh) = a) m(un, vn), N Un, VA€ Vi
(r0)k
:éf fa,-(ac, 3, uh(m)Simdmdt.
rk o

(10.1) est un systdme d’équations linéaires (découplées comme dans le
cas de I’exemple 1 du chap. I).

i=n-+1
Décomposons uy'* sur la base naturelle de Vx, les fonctions étagées why,
M€ Qn:
r+1

(77— 20151;472)1;1&4., EM € C.
Meap

Alors, avec (7.4), nous voyons que, pour chaque M€ 6}“ Eyr est solution de

(10.3) Ear + B | Bor 27280 = g,

- .
gy 6tant connu [gM:-_ (u:;l'l?ﬁ._ - kf:;riz'z, wkm)h].

Les différentes composantes de wyt* sont done solutions d’équations algé-
briques trés simples et totalement découplées.

Les problémes approchés (10.1) et (10.3) sont beacoup plus simples que
les problémes algébriques & résoudre lorsqu’on envisage 1'approximation de
% par un schéma implicite classique & deux niveaux en {.

Résultals de convergence.
Par application des théorémes 9.1 et 9.2, nous obtenons les résultats de
convergence suivanis:

SuthQTeu dans Ly(L,()) faible

fium(m, t) —ufx, t)*dx— 0, pous tout ¢€[0, T]
£

i=1, ., n-1.
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S 8um lgp—> Dyuw dans  Ly(@r) fort, i=1, .., n
lwnlo,—>u dans Ly(Qr) fort, i=n-+ 1.
10.2. - EXEMPLE 2 (suite).

Espuces I~1, F;,, G;.
Nous posons H = Ly(R"); H = L,(Q) en est un sous espace hilbertien si
nous counvenons d’identifier u€ L,(Q) avec la fonction 'LZGLQ(R") égale & 1 dans

n et a0 dans §O.
Pour i =1, .. n,

P =1{0},  Fi= LB X {0},
W, = L,y(Q), G; = Ly(B") X Ly(Q).
Opérateurs ®;, o;.
Si u€V,=H, &u=u,0)
Si oue W, 0 = (1, D;u), i=1, .., n
Formes aj(t; u, v): identiquement nulles.

Opératenrs Bi(i).
Ils sont indépendants de ¢ et définis pour ¢ =1, ..., n, par

<Bju, v> = f | uafo) |P—2 20 ()vs () dix,
0
Mu 0€G, U= (U, u), U= (v, v}

Hspaces Vi
L’ espace Vy est I'espace des fonctions étagées un,

un(@) = X un(M)wnulx), un(M) € C.

Meoy
La dimension N(k) de V, est le nombre de M€Q5.

Opérateurs rn, qn, P, Qn-

Si O est assez régulier, il existe un opérateur linéaire § countinu de Ly(Q)
dans L (E") et de W dans {u|u € Ly(R"), Diu€ Ly(R") ). Si u€H, rou = u; est
défini par

Un(M) = (s« oer » By)— f Sulx)dw, MEQ).

Uh(M! 0)
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L’ opérateur gn est 'identité, gnun = un, et, pour ¢ =1, ..., n:
pintn = (un, 0),  Qunun = (Un, 3 unrla)

Vérification des hypothéses du N° 6.

Pour (6-xi) et (6-xii), cf. [28]; (6~xiv) est triviale puisque @, ={0}; (6-xiii)
et (6-xv) se vérifient comme dans Pexemple 1 du chap. I. Les autres hypothéses
sont immédiates.

Problémes approchés. i
Pour » et 7 fixés, il faul frouver u:fn-z solution de (7.4). I1 & agit d’un

[

systéme algébrique de N(h) équations pour les composantes Ey de uﬁf% igMz

i
:(u,’fﬁ, th)h, W ME€Qn|.

Comme dans le cas linéaire ce systéme se décompose en plusieurs systémes
indépendants, chacun de ces sysfémes correspondant a tons les I € Qn et
situés sur un méme paralltle & 1'axe des ;. Ces systémes sont beacoup plus
simples que les systémes algébriques qu’il faut résoudre avec une méthode
d’approximation implicite classique (m = 1). Leur résolution n’est toutefois
pas immédiate et nous renvoyons 4 BRrEzIS-SIBONY [4] pour la résolution
effective de ces systémes.

Résultats de convergence.
Par application des théordme 9.1 et 9.2, nous avons:
Lorsque & et h—0, pour ¢ =1, ..., n,

3 uin jgr~> Dyu  dans  Ly(@Qr) fort

wn—>u dans L (L,{(R")) faible

e, B) — wlx, B de—>0 pour tout ¢€[0, 7).

Kn

11. - Approximations de type mélé.

Nous allons indiquer maintenant une nouvelle méthode d’approximation
diserdte particulidrement adaptée 4 1’exemple 1.

Nous nous plagons dans le cadre des hypothéses du n° 6 et nous suppo-
sons que les décompositions de A(#) et Bif) sont choisies de manidre que

g aft; u, v) =0 pour ‘=m +1, .., m
(11-1) { B)=0 pour i=1, .., my,

my entier, 1= m; =m.
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11.1. - Probléme approché.

Soit § un paramétre réel fixé, 6€[0, 1]. Les fonctions approchées u;n
définies sur [0, 7] & valeurs dans V5 sont déterminées comme suit:
Nous partons de

(11.1) Un = Tpitg.

Supposant connu uy, nous allons définir les fonctions u,, sur 1 intervalle
[k, (r + 1)

Pour 1 =1, ..., m,
(11.2) upll) = W F@  pour LE[rk, (r + L)k,

les u;'*'?ri(é V5) étant définis successivement & partir de u, comme la solution de

i o 1

(1 i1 L L
\ i Tm — T, e, + @ m T m, vn) =

(11.8) Lk i
= (f;ha, vh)h, N vn€ Va
on
(11.4) W = b A (L — Ol

I’ existence et I’unicité d’une solution pour (11.3) se vérifient sans peine,

i
cette équation étant lindaire (en u’;fﬁ)

Pour i = wmy -1, ..., m.

La restriction de o, & l'intervalle [rk, (r 4 1)k[ (restriction encore notée
u;n) est définie comme la solution de

win € Loo(rk, (r 4+ 1)k; V)
da rp b o b

(1 1‘5) éz (ulh{t)? Uh)h + bk+m (“ih{t)> Wh) = (fh+m" 'Uh)h ’ Y Or €Vn
win(rk + 0} donné dans V.

L’ existence et I'unicité d’une solution pour (11.5) résultent du théordme 1.1.

m
Précisons les conditions initiales dans (11.5); u;“Ls?l ayant été déterminé
par (11.3), ces conditions initiales seront successivement:
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l e
UemAnyn(rk + 0) = u; "m

o T2
WimtnynlTE + ) = Umannllr + 1)k — 0) (noté U, m )

(11.6)

r+m—1
| Umnlrk 4 0) = wan—nnl(r + 1)k — 0) (noté uy, T)
Les fonctions #,, sont ainsi connues pour {€[rk, (r 4 1)k[. Nous posons

(11.7) wmnllr + 1)k — 0) = ui™,
et nous sommes en mesure de passer & lintervalle [(r 4 1)k, (r + 2K, uit
remplacant up .

Les fonctions u,, étant connues sur tout 'intervalle [0, T], nous définis-
sons enfin les fonctions mwy:

it = Wi pour tout €[k, (r 4 1),
(118 {4 wf) = w, m pour tou vk, (r 4+ 1} K]

r=20, ..., N, i=1, ., m

{ win(t) = w(f) pour 1€[0, T)
(11.9)

=y 41, ..., m.

RemarqQuE 11.1.

Les équations (11.3) forment un systéme algébrique d’équations linéaires
tandis que (11.5) est un systéme différentie! non linéaire (independant de i).
La résolution de (11.3) n’offrant pas de difficulté, la méthode ci-dessus est
surtout utile lorsque les équations (11.5) peuvent &tre intégrées explicitement
(cf. section 11.3).

11.2. - Enoncé des résultals de convergence.

Avec les méthodes du chap. I et de ce chapitre, nous démontrons les
résultats suivants

Tarorime 11.1.
Les hypothéses sont celles des n° 1, 2 el 6, (9-1) el (11-i); u désigne la
solution du probléme 1.
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Si 66%, 1}, lorsque k et h— 0,

grttin — ¥ dans Lw{}f) faible
(11.10) .

grup(t) —ulf) dans H fori, MEe0, T, i=1, .., m
11.11) i —> o dans LiF) fort, i=1, .., m

(11.12) Qintin —> ;1 dans  Lp(G)  faible, ==y 1, L, M.

TaEoREME 11.2,

Avec les mémes hypothéses que précédemment, 8i 0€[0, 1/2, si k el h tendent
vers 0 de maniére que

(11.13) ESiR) =0, i=1, .., my, (¥

alors les convergences (11.10)-(11-12) ont liew.

RemArQUE 11.2,

Si 6€[0, /2], comme pour le théoréme 14.2 du chapitre I, on démontre
la stabilité des fonctions approchées, moyennant une condition du type

ESi{h) < constante convenable.

En raison des termes non linéaires, la stabilité ne suffit pas ici pour
passer & la limite. La condition (11.13) apparait alors comme dans le théoréme
18.1 du chap. L

11.3. - EXEMPLE | (suite).

Yei my = mn, m = n + 1. Avec les notations de la section 10.1, nous pou-
vons écrire les équations linéaires (11.3) sous la forme

ar1a) (14 wa Rt = w4
i i i—
SRR - Bl — A Rt R, i=1, .. n.

Si nous posons Uminal(t) = I, Eu(fjwny, le systéme (11.5) se réduit alors

(#) On définit S, (k) comme an chap. I: ¢’est 1a meilloure constante telle que

Hug la =8B} wyln, VYU €V,.
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a des équations différentielles découplées,

(11.15) { En(t) + | Eult) [P~ Em(l) = (f%", wha)n (donné)
| Eulrki+ 0) donné; M€ QL.

I’ intégration de ces équations est immédiate, en particulier si les seconds
membres sont nuls, ¢’ est-a-dire si on a choisi fu4. =0, ce qui est loisible.
Envisageons alors les deux cas les plus importants, 6 =1 et 6 = 0.

Pour 8§ = 1.

Cette méthode est trés voisine de celle envisagée an n° 7, mais son intérst
réside dans unec simplification supplémentaire des problémes approchés,

Les équations (11.14) sont identiques aux équations (10.1) mais les équa-
tions algébriques (10.3) (simples mais non immédiates &4 résoudre) sont rem-
placées par les équations différentielles (11.15) que I’on sait intégrer expliei-
tement.

Les deux méthodes sont inconditionellement stables et conduisent aux
mémes résultats de convergence.

Pour 6 =0.

Les équations (11,14) sont explicites, et, les équations {11.15) 6tant intégrables
explicitement, on peut considérér le schéma comme explicile. La condition de
stabilité est la méme que dans le cas linéaire (remarque 11.2) et (11.13) assure
la convergence.

CHAPITRE III

EQUATIONS D’EVOLUTION LINEAIRES DU 2:me ORDRE EN ¢
UNE CLASSE D’EQUATIONS I’EVOLUTION NON LINEAIRES
DU 2éme ORDRE EN ¢

Introduction.
Dans ce chapitre nous étudions Papproximation de la solution d’équnations
(1) Aftyult) + w'(l) + Bw(t) = £,

ou A(f) est un opérateur linéaire de type elliptique et B(f) un opérateur linéaire
de type elliptique, on un opérateur non linéaire monotone.



R. Temam: Sur la stabilité et la convergence de la méthode, etc. 316

Lies méthodes d’approximations pour ces équations sont différentes des
méthodes relatives aux équations du ler ordre [¢’ est-A4-dire, ce ne sont pas
celles que I’obtient en posant v = #' e} en écrivant formellemt {1} comme une

équation du ler ordre pour u = (u; v); of. Remarque 2.1 ci-aprés].

Les n° 1 & b concernent les approximations semi-discrétes.

Au n° { nons formulons le probldme exact dont nous cherchons & approcher
la solution. ‘

Aun n° 2, nous formulons les hypothéses nécessaires et définissons les
solutions approchées semi-discrétes. Nous établissons des estimations & priori
pour ces solations approchées (n°® 3) et démontrons leur comvergence vers
la solution du probléme exact (n® 4).

Ces résultats sont appliqués au n° 5 a deux exemples, 'un linéaire, autre
non linéaire.

Les n® 6 & 11 concernent les approximations discréfes.

Au n° 6 nous formulons les hypothdses de discrétisation. Nous définissons
ensuite les solutions approchées discrdtes (n® 7), nous établissons des estima-
tions & priori pour ces solutions approchées (n° 8) et démontrons leur convergence
vers la solution du probléme exact (n® 9).

Au n° 10, nous appliquons les résultats précédents aux exemples du n° b,
Au n° 11 nous étudions une autre méthode d’approximation discrate.

§1. - Approximations semi-discrétes.

1. - Rappels. Le probléme exact.

Nous nous donnons deux espaces de Hilbert complexes, V et H, et un
espace de Banach complexe réflexif W, tels que V et W soient inclus dans
H, les injections étant continunes. Nous supposons également que V N W est
un espace séparable, dense dans V, dans W et dans H. Nous notons ({(u, v)),
|u] [resp. {f, g), | f]], le produit scalaire et la norme dans V [resp. H]; |u]w
désigne la norme dans W.

Nous identifions H 2 son anti-dual; X désignant toujours 'anti~dual d’un
espace de Banaeh X, nous avons alors les inclusions suivantes:

{VOWCVCHCV’C(VQW)’
(1)

VOWeWeHe W (VN W),
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les injections étant countinues et chaque espace étant dense dans le suivant.
Soit aft; u, v), £€[0, T}, une famille de formes sesquilinéaires continues
sur V, véritiant les conditions suivantes:

(1-ii) alt; u, v) = alt; v, u, M u, veV, Mt Ee[0, T
(1~iii) alt; u, u)=0, MtueV, ME<[0, T]

alt; w, w) + 2wl =alulf
1-iv
i Y u€V, €0, T]; a>0.

(1-v § Pour tout u €V, la fonction (-—a(f; u, u) est une fois conti-
) niiment différentiable.

. , d
(1-vi) alt; u, u) = = all; u, u)<0, MueV, M EE[0, T].

dat

D’ apros (L-ii) et (1-v), la fonction ¢ —>a(f; v, v) est une fois continfment
diftérentiable pour tout couple d’éléments u, v de V; il existe donc une
constante M telle que:

dovil {WW%“H+MWHMMSMMHM
-Vii
pour u, v&€V, pour ¢€{0, T}

Nous associons & la forme a(f; u, v), I’ opérateur linéaire A((), appliquant
V dans V', et défini par

< A(f)yu, v > = alt; u, v), Mu, veEV,

<, > anti-dualité entre VO W et (VN WJ. En raison, de (1-vii) I'application
linéaire u(+) —> A(-)u(-) est continue de L,(V} dans Ly(V').

Soit encore B(), ¢ € [0, T], une famille d’opérateurs (non linéaires) qui
appliquent W dans W' et qui vérifient les propriétés suivantes:

Pour presque tout ¢, B{f) est continu des sous-espaces de di-

(1-viii) mension finie de W dans W’ faible

Re < Bit)u — B(t)v, u—v> =0
{L-ix)
Mu veW, pp. tE€[0, T]

Lo {&<Bm%u>+uWWzMuw
MueW, p-p. t€[0, T}; p =0, g >0, 1<p < oo,
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Si w-)€ Ly(W), alors Bie)u(+)€ Ly(W') (1/p+1/p =1).
g L’ application w(«}— B{<}u{+} transforme les ensembles bornés
l de Ly W) en ensembles bornés de L,(W’} et est faiblement
continue sur les droites de Ly(W).

(1-xi)

Nous considérons alors le problémne suivans:

ProBLEME 1.

Etant donnés n, €V, w, €H el f€L(H)+ L AW’), trouver . ne fon tion u
vérifiant

(1.1) 1€ Ly(V)

(1.2) u € Lo(H) N Ly W)

(L.3) Altyult) + w'(0) + Bl wlo) = (), €10, T,
(1.4) w0) = uo, - ¢(0) =u,.

RuMmarQur 1.1.

D’aprés W. A Strauss [33], si une fonction « vérifie (1.1}, (1.2) et (1.8,
alors, aprés modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle,

'

w est une fonction continue de [0, 7|V,
(1-5)

~uw est une fonction continue de [0, T]— H.

Cette remarque donne en particulier un sens a (1.4).

Le résultat suivant est da a J. L. LioNs et W. A, Strauss [21], [35]:

TaforiEMe 1.1.

Sous les hypothéses (1-i) a (1-xi), le probléeme 1 posséde wume solution u
unique.

La fonction wu est continue de [0, T, dans V, sa dérivée o' est continue de
(0, T} dans H. Pour tfout ¢ €[0, T] nous avons I'égalité d’ énergie suivante:

t

(W6 [0+ alts ), o) — [ a5 wlo), s +

0

t
-+ 23Ref <Bfsjw'(s), w(s)>ds = |u, |" + a(0; uoy, 1) +

t
+ 2 Re f <f(s), v(s)> ds.
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Nous nous in'éressons dans ce chapitre, & U approximation de celte fonction u.

ReMarqQur 1.2.

Le théoréme 1.1 est encore valable si I’on remplace B(() par une somme
tinie d’ opérateurs analogues & By¢) avec des espace W différents et des nombres
p différents pour chaque opérateur. Tout ce qui suit pent se géneraliser & de
tels problémes.

REMARQUE 1.3.

Le thésrém> 1.1 reste encore orai si 'on supprime 1| hypothése (1-vi)
mais, pour simplifier, nons ne traiterons l'approximation du probléme 1 qgne
dans le cas ot I’hypothése (l-vi) et d’autres hypothéses semblables sont véri-
fides. Certaine remarjues simples (rem. 3.2, 4.1 et 9.1} indiqueront comment
les résultats s'étendent au cas ot I”hypothése (1-vi) n’est pas vérifiée, 1’ opé-
rateur B étant toutefois linéaire.

2. - Probléme approché semi-discret.

Nous nous donnons # espaces de Hilbert Vi, .., Vy [produits scalaires
(¢4, v));, normes |u];] et m espaces de Banach réflexifs W,, ..., W, [normes
[ |w,], tels que

VeV, < H, We W, <H, t=1, ..., m,
les injections étant continues, VN W étant dense dans chaque V; et dans H.
Il en résulte que les espaces V,, W;, sont séparables et denses dans H.

Puisque H est identifié & son anti-dual, nous avons alors les inclusions
suivantes :

VNWeVveV,cHSV, eV (VN WY
(2-1)
VAWeWeWecHe Wi W (VN WY,

les injections étant continues et chaque espace étant dense dans le suivant.
Nous faisons les hypothéses suivantes:

m m
(2-ii) V=0V, W=n0TwW.
=1 =1

Avec (2-i), (2-ii) et le théoréme du graphe fermé nous voyons que

m
lw|] et Z|u| sont des mormes équivalentes sur V,

=1

m
|u|w et Z|ulw, sont des normes équivalentes sur W.
==
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Par anti-dualité, (2-ii) implique aussi que

m m
(2-iii) V' = 2V, W =22 W.

=1 f==1

Nous supposons que, pour tout ¢ €{0, T,
m
(2-iv) a(t; u, v)= X all; u, v), Mau, vEV,
i=1

oy, pour 4 =1, ..., m, aff; u, v) est une forme sesquilinéaire continue sur
V. X V;, vérifiant des propriétés identiques & (1-ii)-(1-vii), V étant remplacé
par V., les constantes o, A, M, par des constantes a;, A;, M;.
Nous associons & la forme a,(; wu, v), Uopérateur linéaire AJ()€ £(V;, V),
défini par
< Afbu, v> = aft; u, v) Mu, vEV,.

L7 application u(+)—> A(-)u(+) est linéaire et continue de L,V,) dans LyV;.
Nous supposons enfin que, pour presque tout ¢ €{0, 7]:

@-v) Biw=% By, Mv€W,

==l

ol les Bjfl) sont des opérateurs qui appliquent W; dans W (p.p. 1 €0, T},
¢=1,:.,m) et qui vérifient des propriétés identiques & (1-vii)-(1-xi), W étant
remplacé par W;, 8 et o par des constantes B; et p;, la constante p étant par
contre la méme.

Puisque fE€ILy(H)- LAW’), il existe f°€L,(H) et f*€LAW"), tels que

f=7"4 7" Nous décomposons arbitrairement f° ous la forme f"::g fu avec
foi € L;(H). D’ autre part d’apreés le lemme 6.1 du Ch. 1. =t

L(W) = N L( W),

=1

et cela implique par anti-dualité que

s s !
Lpr(W Y= Z Ly (W3

fe=1

m
Il existe done une décomposition non unique de f* de la forme ft=Z%fy,

gm=1
avee fi; € Ly W;). Nous obtenuns ainsi une décomposition non unique de f de
la forme

(2-vi) F=SF,  fi=fut fu€LH) + LAW).

=1
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Les fonctions approchées.

Soit N un entier destiné a tendre vers U'infini et k& = T/(N + 1). Pour
chaque % fixé, nous définissons les fonctions approchées uax(i=1, ..., m) sélon
un procédé semblable & celui étudié pour les équations du premier ordre.

Nouns déterminons successivement la valeur des fonctions w,z, ..., e sur
Iintervalle [0, k — O], puis successivemet sur les autres intervalles [rk -0,
(r -+ 1)k — 0L

Pour chaque % et chaque r, la restriction de ux 3 1'intervalle [rk 40, (r 4+
4 1)k — 0] (restiriction encore notée wuy;), est définie comme la solution du
probléme suivant:

vix € Lok, (r 4 1)k; V)
i € Loo(rk, (r + Dk H) N Lylrk, (r + k; W)
@.1) Abyudd) + 1ill) + Bua®) = fit) pp-
urk 4+ 0) donné dans V;
\ wiglrk 4 0) donné dans H.

Ce probléme est analogue au probléme 1 et 'existence et l'unicité d’une
solution pour (2.1) résultent du théoréme 1.1 Ini-méme. Le seul point & préciser
est done le choix des conditions initiales successives dans (2.1).

D’ aprés le théoréme 1.1 si w; est solution de (2.1) alors (aprés modification
éventuelle sur un ensemble de mesure nulle), #;; est continue de [k O, (r+
4+ 1)k — 0] dans V;, ulx est continue de [vk+ 0, r + 1)k — O] dans H. On
pourra donc définir sans ambiguité

urllr + Dk —0)€V;, ulrllr + 1)k — 0) € H.

Les conditions initiales successives aux points »k sont alors les suivantes
(of. Remarque 2.1 ci-aprés):

Pour r =0,

ulk(o) = tip u;k(O) = Uy

uz(0) = ug(k — 0)

(2.2)
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Pour r =1, ..., N,

uylrke -+ 0) = wyplrk + Q) Uyr(rk 4 0) = wmr(rk — 0)
s uslrk + 0) = wqp((r + DE —0)

2.8 . )

’

Ume(rk 4 0) = Upr(rk — 0), umk(rk 4+ 0) = Uim_ni(lr + 1)k — O).

Les fonctions w.(¢) sont alors définies sur [0, 7. Il est naturel de poser

(2.4) s Uir(rk) = wi(rk = 0) (noté uy, +'_ﬁl)

r=0, .., N i=1, .., m,

ot les fonctions u, deviennent ainsi continues de [0, T]— V.

Les dérivées u;; sont seulement continues par morceaux de [0, 7] H,
des discontinuités étant possibles aux points 7k, =1, ..., N. Nous conviendrons
de poser

(2.5) i wie(k) = ux'rk + 0) (noté vy, +—-m—l)

r=20, .., N, i=1, .., m,

ce qui rend les fonctions uj, continues & droite dans H.

ProposiTiON 2.1.
Sous les hypothéses (1-i)-(1-xii), (2-i)~(2-vi), pour chagque k fixé, il existe
m foncltions w; définies de maniére unigue par

(2.6) Ui € Lg(V))

2.7 uir € Lo(H) N Ly( W)

(2.8)

{ AL yuarlt) 4 wik(t) + BAt) ult) = f{2),
tE€lrk, (r + D[, r=0, .., N,

el les conditions initiales successives (2.2) et (2.3).
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REMARQUE 2.1.

Par comparaison avec les équations du premier ordre en 7, un choix des
conditions initiales successives, plus naturel que (2.2)-(2.3), serait le suivant:

Mﬂc(o) = Uy, uik(o) = U3

{ w0k 4 0) = Uik — 0),  wilrk 4 0) = tpr(rk — 0)
r=1, .., N

{ wize(rk -+ 0) = U yi((r + Dk —0), Ur(rk + 0) = u—a((r 4 Dk —0)

i=2, ..., m, r=0, ..., N.

Dans ce cas, nous nous heurtons en particulier & la difficulté suivante:
wny(r + 1)k —0)€V,—; et ne peut donc servir de condition initiale pour ux,
sauf dans le cas peu intéressant ol tous les espaces V; sont identiques & V.
Par ailleurs, avec les conditions initiales (2.2), (2.3), nous obtenons des fonctions
ux continues dans V; ce qui ne serait pas le cas avec les conditions initiales
précédentes.

ReMARQUE 2.2

Certains opérateurs 4; ou B; peuvent étre choisis nuls, I’espace V; ou W;
correspondant étant alors H. En particulier nons pouvons faire en sorte gque
pour chaque i, un seul des opéraleurs AJ(l) et B(!) soit non nul.

Nous allons étudier maintenant, le comportement des fonctions u; lorsque
k0.

<

3. - Estimations & priori.
ProposiTiON 3.1.
Lorsque & — 0, pour i =1, ..., m,
{ ux demeure dans un ensemble borné de Lo(V)
wyx demeure dans un ensemble borné de Lo(H) M Ly W)
Démonstration.
En retranchant éventuellement B{¢)+0 aux deux membres des égalités

(2.8), il est toujours possible de se ramener au cas ol B{t)- 0=0. Avec I'yh-
pothése (1-ix) pour Bg{), nous voyons alors que

(3.1) Re < Bitw, v> =0, Moe W, pp tE€[0, T}
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Sar chaqué intervalle [vrk 40, (r + 1)k — O}, les fonctions uy véritient
des égalités d’énergie analogues & (1.6):

(3.2) [ i) P 4 ait; wnlt), wanlt)) —

i

_ f als; wnls), unls)ds + 2 Re f < Bis)uinls), wnls) > ds =
&k

rk
¢
— ’"+:}{ A vk s u(rk), ux(rk)) 4+ 2 Re f < fi{8), uir(8)> ds,
rk
pour t€[rk 40, (r 4+ 1)k — O]
D’aprés (3.2), la fonction ¢:
3.3y bin(t) = | uin(l) [ 4 alt; walt), windt)

est une fonction absolument continue. Nous dérivons alors (3.2), remplagons
fi par fo -+ fu, et, puisque ai{¢; u, u) =< 0, nous obtenons

(3.4) %q;m(t) + 2 Re < BLt)uin(t), u(t)> <
=2 8e < fulh) + full), winlt) >
Il est possible de majorer le second membre de (3.4) comme suit:
X =2 Re (folt), win(D) S 2| full)| | inlt) | < | fol) | (L 4 | ual) P
Y =28e <1ill) vialt) > = 2| fill) Jwy | () |,
Avec I'inégalité (1-x)ijpour By(f) nous pouvons éorire:
| in(e) o, =< 87 (Re < Bi(t)uinll), whe(6) > + s | ity 2o
Utilisant (3.1) et 1’inégalité (a + bjr < @¥P 4 b'P {(@, b ==0), nous obtenons

L ui®)| w, < 87 (Re < BUt) wint), ualt)> ) +

+ 8 o, 1191% @1,
d’on
Y < 287w | £ul) vy | wie(t) | +-
+ 287 ) [y (Re < BLo) uhlt), vin(t) > Yie.
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En raison de 1’inégalité de Young, nous avons

2872 | full) lwy (Re < Bt winlt), uinlt) >)e <

< Re < Bbyuialt), wialt) > + oL | fuld) [y

les ¢;, ¢; désignant comme d’habitnde des constantes indépendantes de k;
et alors:

Y=< Re < B{tyall), uinlt)> + o4 | ful) |rs +
+ &b £l) fwy (1 4 | win(®) ).

Avec ces majorations du second membre, (3.3) donne:
d , /
m‘l);k(t) 4 Re < Bityuin't), uin(t) > <

S\ fult) | + G | AWy + 6] i) [wy) +
+ (I foi(‘f) 1 + Cz H fi?) ”Wi') 1 uz'lk(é) P’

et il en résulte facilement I’ inégalité suivante

(3.5) -«d%w) + R < B)ualt), ublt)> < git) [1 + dal0)]
ol
(3.6) g48) = | folt) | 4 oL | Ful®) oy 4+ ci | il ) lw .

Estimations & priori dans LoV;) et Lo(H).
En raison de (3.1), (3.5) permet d’ écrire

@ gty < 90 [1 + 4l0)

t

% i (1 4+ dul®)] - {exP (_, f gi(s)ds)] % <o,

rk

_t
[ + a0 < (1 + btk + 0] {exp f 6(6)0s).
rk
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Nous on déduisons ceci:

3.7) U | ulall) P+ adt; uadl), ua(l) <
=< Yr[l + fv;*'%l ) + airk; ux(rk), u,vk(rk)J,

pour (€frk, (r + DX, ot

3.8 L || a4 D3 il + DB, waltr + D) <
= Yr[l + i v;_fl;Tl 2+ a’i(’rk; uik(’rk)s uék(rk})} H
oll
- (r+1)k
(3.9 Yr = eXp (§1 f g,-(s}ds) ).
rk

Considérons tout d’abord les inégalités (3.8); nous multiplions (3.8) par
(Y»y** et ajoutons membre & membre les inégalités obtenues pour i=1, ...,
(r étant fixé). Certains termes &’ 6liminent et nous obtenons:

3.10) 14| v’,;ﬂ% }2 + _§_' (Y™ afr + Lk; walr + Dk, wilr + Dl <
S 1) + 2 (ramo ark; walrh), alel).

Posons

or(rk) = 1 4+ | vk |* + g afrk; warlrk), wi(rk)).

=3

Puaisque y, =1, (3.10) permet d’écrire:

oxl{r -+ 1)k) (v onlrk),
d’otx:
ox((r 4+ 1)k) S (Y goer Y™ + 01(0)

(8.11) ox((r + k) < (Yo .. Y™ + 01(0), r=40, ..., N.

{(r+41)k
(**) On a derit: ( [ gé(s)ds) =7,
rk
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Mais, nous avons
m
ox(0)==1 + | vk |* + Z a40; uax(0), wn(0) =
=1

=1 —f—{ul }2 + @(05 Uo, Ua)

(Yo; wey YN)™ = €XP

T
mE [0+ AR, + ol o) s

2

et le second membre de (3.11) est donc fini et indépendant de k. Il résulte
alors de (3.11) que les termes

| vk |, r=0, .., N+ 1,
aik(rk; uik('ﬂc)7 uik(rk))y r= 07 ] N+ 11 = 1; ey W

sont majorés indépendamment de » et k. Portant cela dans les inégalités (3.8),
nous voyons qu’il en est de méme des termes

:
E e e
U, m

s r=0, .., N, i=1, ..., m— L

Avec (3.7), il en résulte que

(3.12) Sup | wix(l)| < ¢; =1, .., m)
telo, '}

(3.13) Sup a;(¢; wll), uall) <cs (i=1, .., m)
telo, T]

ot ¢c: est indépendant de %; (3.12) fournit déja une des estimations a priori
cherchées. Par ailleurs

¢
ui(f) = 1o -+ f win(8)ds
o
et donc

Sup | wxlt) || u | + T Sup | uilt)| = ci, i=1, .., m.
tefo, ] tefo, T}

Avec (3.13) et V’inégalité (1-iv) pour ay¢; u, v), nous obtenons

o | wanll) [ << | uiml) [P ol 5 wxlt), uall)) < oy -+ ¢s,



R. TemAM: Sur la stabilité et la convergence de.la méthode, etc. 327

d’ ol

(3.14) Sup | uxt) | < s, i=1, .., m,
tefo, 7]
¢; constante indépendante de k.
Estimations & priori dans Ly(W,).
En intégrant (3.4) de vk & (r 4+ 1)k, nous obtenons;

v;’;“;:". Iz 4 af(r - Dk; wan(r + Dk, urh(r 4+ k) 4

(r-13k

+ 8 [ <Bluso, w> ar<| o7 E [+
e {(r--13%
ik ualrk), ualh) - f g0 [ + badt) dL.
rk

Ajoutant membre & membre toutes ces inégalités pour »=0, ..., N, i =
=1, .., m, il vient:

| o+ 2 8 T D), D) +

el

T

+ E Re f < B{tyuint), ublt)> dt < | u, '+

=1
0
T

+ a0, v, w0+ £ [ g0+ 1+ bttt

==

0

Avec Vinégalité (1-x) pour Byf), nous avons:

I
(3.15) % B f DeialO) Yy 0t < | 2y P+ a0, uo, uo) +
° T

+‘,§ f (s | uia®) [P+ 9u0) [1 4+ b))t

0

En raison de (3.11) et (3.13), le second membre de (3.15) est majoré par

1+ (0 wo, we) ot TIPS ) +

T

it o+ @ E [0+ 61RO, + el A0 I at

0
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Cette expression étant indépendante de %, il en résulte que les fonctions
wji sont bornées indépendamment de %k dans L,(W).

La proposition est complétement démontrée.
REMARQUE 3.1.

Nous allons établir une égalité d’énergie qui sera utile dans la suite.

En intégrant (3.2) de rk & (r 4 1)k, nous obtenons:

(3.16)

u;*'é r + afir + Uk; ux{lr + Dk, vagllr + DE) —
(r-1)k (r4-1}k

— ays; ux(s), ui(9)ds -+ 2 Re < Bis)uix(s), ui(s) >ds =
rk rk (1)K

< f4s), ulx(s) > dL.

i—1 |2
1:;’*"7‘ 4 ark; wrrk), ualrk)) 42 Re
rk

Ajoutant membre & membre toutes ces égalités pour r =20, .., N, ¢
1, ..., m, nous obtenons:

(317 ol P 4 ;T ) —
T T
-3 f ailt; walt), vaD)dl + 2 Ke T f < B{tyuwix(t), uin(f)> dt =

0

T

= |u |+ a@; uo, uo) + 2 e‘Reg f< fit), wix(t)>dt.

tm=l

REMARQUE 3.2.

I’ hypothése (1-vi) a été utilisée dans la démonstration de la proposition

3.1 pour établir (3.4). Toutefois la proposition reste valable sans cette hypo:
these pourvu que (1-iv) ait lieu avec 2, = 0. En effet, si A; =0, nous avons

| ailt; u, u){SM,-l[uﬂfs%a;(t; u, u), Mut€V,.
Au liea de (3.4) nous pourrions écrire
gz il 2Re < B,-(t)u,fk(t), uin(t) > =

<2 Re < folt) + frll), uin(t)> + e

&;

at; unx(t)y valt),
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ot a partir de 13, la démonstration de la proposition demeurerait valable,
sans changement.

4. - Théoréme de Convergence.

4.1. ~ Enoncé du théoréme.

TaHROREME 4.1.

Les hypothéses son' (1-i)-(1-xi), (2-1)=(2-vi) e/ u désigne la solulion du
probléme 1.

Lorsque k— 0, pour i =1, ..., m,

Ui —>u  dans Lx(V;) faible
uix —> 1 dans Le(H) faible et dans Ly(W)) faible;

ux(t)—>u(t) dans V; faible pour tout t€[0, T|
wir(t) —> u'(t) dans H faible pour tout ¢€[0, Tl

" La démonstration du théoréme 4.1 est donnée dans les sections 4.2, 4.3
ot 4.4. Dans la section 4.5 nous indiquons, sans démonstration, quelques ré-
sultats de convergence forte.

ReMarQUE 4.1.

Si Vopérateur Bj#) est linéaire et si (1-iv) a lien aveec A, =0, tous les
résultats de cette partie demeurent valables méme si 1’hypothése (1-vi) n’est
pas vérifiée.

En effet le théoréme 1.1 et la proposition 3.1 sont valables dans ce cas
(cf. remarques 1.1 et 3.2). D’autre part nous verrons que !’hypothése (1-vi)
n’intervient dans la démonstration du théoréme 4.1 que pour le lemme 4.4
et ce lemme est trivial si I’opérateur B,f) est linéaire.

4.2. -~ Premiére partie de lo démonsiration.

En raison de la proposition 3.1 et de la propriété (1-xi) pour By¢), la
suite B est bornée indépendamment de k dans L(W) G=1, .., m). 1l
exigte donc une sons-suite k' — 0, telle que, pour i=1, ..., m

Up—>w; dans L.V, faible
4.1)
Uiw —>w; dans Le(H) faible et dans L (W, faible

4.2) Biujp-—y; dans LW faible.
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Levue 4.1,
Les fonclions w; sont p.p. égales & une méme fonction w et

{ w € De(V)
(4.3)

W € Loo(H) N Lp(W).

Démonstration.
Soit ¢ fixé, ¢ € [rk, (r -+ 1)k[; par intégration des égalités (2.8), nous avons

(r4-1)k
uir((r + 1)k — 0) — uix(t) = f [f1(8) — Aa(8)urr(8) — Bu(8)urx(s)lds
H
t
uan(t) — wusrk + 0) = f [fa(8) — Ax8)thar(8) — Ba(8)usar(8)1ds.

rk

D’ apros (2.2) et (2.3),
arl(r 4+ 1) — 0) = urk + 0)(= o).
Ajoutant membre & membre les 6galités précédentes, il reste alors

(r-¢-1)k
2ot} — tarl(t) = f [fou(8) 4 fra(8) — Ai'S)uan(s) — B1(3)@5;k(3}]d3 -+

t
11

+ f [FodlS) -+ Fosls) — Ads)reae(s) — Buls)ien(s)] ds.

rk
Avec 'inégalité de Holder, nous en déduisons

1)k t
(4.4) | var(l) — war() lrawy < 01( f | fol8)] ds + f‘ fox(8) | ds) +
2 7,

%
+ OB M, | vk oy + Ma| thare [rary) +
+ ek P( | f1n — Byuix “Lp% wy) | frz — Batax HLP'( Wi

la constante ¢, étant supérieure ou égale anx normes des injections de H,
Vi, W! dans (VN W).



R. TemaMm: Sur la stabilité et la convergence de lu méthode, etc. 331

Grace aux estimations & priori de la proposition 3.1, il est clair que, ¢
étant fixé, le second membre de (4.4) tend vers O avec k.

Ainsi wug(f) — uig(t)—0 dans (VN W) fort, pour tout £€[0, 7). La fonction
t 1> | tan(t)— i(6) v o wy 6tant en outre essentiellement bornée sur [0, T} indé-
pendamment de %, nous en dédunisons avec le théoréme de Lebesgue que

o — ik ->0 dans L,(V N WY).
Par comparaison avec (4.1}, cela implique
(4.5) wit) = wi(t) p.p.,

et w, — w, est une fonction constante p-p-

Puisque w; € L/(V;) et w; € Lo(H), les fonctions w; sont p.p. égales & des
fonctions w,; continues de [0, '] dans H (au moins) et, d’aprés (4.1), ux(l) —>
—> W4 (t) dans H faible, pour tout ¢ €[0, T]. En particulier

Wef{0) = lim (dans H faible) u;(0) = u,.
k’—0
Donc w,,(0) =w,.0) et, avec (4.5), w,.(l) = w,,(t) M (€0, T]; w,(f) = ws(f) p.p.
Nous démontrerions de maniére identique que w, = ws, .., Wy_y = Wi .

Ce point étant établi, (4.3) est alors une conséquence immédiate du lemme
6.1 du chap. I

4.3. - Deuxiéme partie de la démonstration: w(t) = u(t) p.p.
Par intégration des égalités (2.8), nous pouvons écrire

(q-+1)k

(4.6) v,‘i“*”;ﬁ + f [A.(s)uix(s) + Bis)uin(s))ds =
gk
. (g+1)k
=it -{—f f{(s)ds, ¢g=20, .., N, i=1, .., m.
gk

Pour ¢ fixé, r désignant le plus grand entier inférieur ou égal a ¢/k (done
€[rk, (r + 1)K[), nous avons aussi

0] +f 8)e1k(8) -+ Bi(s)uix(s)]ds = vy + ff, (s)ds.

Nous ajoutons membre & membre cette 6galité et toutes les égalités (4.6)
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pour g =1, .., r— 1, d=1, ..., m. Il vient

i
(4.7 wall) = 1 + f [£48) — As()manls) — Buls)rcia(s)ds -+
m rk ’
+2 [ 10— dtsyats) — Blsyitonas.

]

Nous étudions la limite, pour & — 0, du second membre de (4.7) (¢ étant
tixé). D’ aprés (4.1), 4.2) et le lemme 6.2 du chapitre I:

|12 t
f [for(8) — Au(8)usns)]ds — f [fou(s) — Ai(s)w(s)lds dans V; faible,
rk’ t
f [foi(8) — A{8YuirA(8)]ds — f (foils) — Adsyw(s)]ds dans V; faible,
t t
f [fu(s) — Bys)uix{s)lds — f [fuls) — x4s)]ds dans Wi faible,
7% t
J [f(8) — Bis)uirA8s)|ds — f [fi(8) — %:(8)]ds dans W; faible.

0

Cela nous montre que, lorsque k'—0, le second membre de (4.7), et done
aussi le premier, converge dans (V N W) faible, vers

t

g(t) = m + g f [fo8) 4 F1(s) — ALs)w(s) — xs)lds,

o

80if

t
4.8 o) = us + f [(5) — A(s)o(s) — x(8)}ds,
“9) 16 = £ yt0)

Ainsi, pour tout ¢ €[0, T], wix(l)—> g(t) dans (V N W) faible, lorsque k¥'—0
et, d’aprés la proposition 3.1, les fonctions ¢ — | uir(f) (wawy sont essentielle-
ment bornées sur [0, T} indépendamment de k.
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Soit alors vEVNW et ¢ €& (fonctions scalaires continues sur [0, T)),
quelconques. D’aprds les résultats précédents et le théordme de Lebesgue,
nous avons

T 7

f < ugx(t), v > @(f)dt — f < glt), v> )dt

]

ot puisque ¢ ® v € Ly(H), d’aprés (4.1) et (4.3), nous avons
T T
f < Wypt), v > cp(t)dt—>f < w'(t), v> pd)dt.
o ¢
Par comparaison,
T T
f<g(t), v> o()dt =f < W), v> l)dt,
B o

MoeEVNW, Vg€, comme CR®V N W) est dense dans L(H) (par exemple),
on a g=1w'; g{t) = w() p.p-
Dans ces conditions, (4.8) donne 1’ égalité suivante

t 14 £
411 w4 f A(syw(s)ds + f ¥(8)ds = uy 4 f fis)ds, p.p. (€[00, T

Avec (4.11) et une remarque faite dans la démonstration dujlemme 4.1,
nous voyouns que w est p.p. égale & une fonction w, confinue de [0, T]— H,
de dérivée w', continue de [0, T]— (VN WY, avec w4(0) = u,, w5(0) = u,.

Par dérivation de (4.11), nous obtenons

4.12) W (l) + Al () + 1) = @)
Pour conclure que w, = w, il nous suffit & présent de montrer.
(4.13) ¥ = Bw) .

(C’ est 1’ objet des lemmes qui suivent.

LeMuvEe 4.2.

La fonction w, est continue de [0, T)— V, wj est continue de [0, T} —> H
et, pour tout t €[0, T):
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@14) WO + all; i), wal) = | [+ al0; o, o)+
t

-{—f (8; w(s), w(s)ds - 2 S{ef < f(s) — x(s), w'(s)> ds.

0

Compte tenu de ce qui précéde, ce lemme est une conséquence directe
des théordmes 4.1 et 4.2 de W. A. StraUss [3b].

LemMmr 4.3.
Pour tout ¢ €[0, T, pour i =1, ..., m,

ul)>wy(t) dans V, faible
(4.10)

ux{l) —> W {t) dans H [faible.

Démonstration.
Soient ¢ et ¢ fixés, ¢ €10, 7], 1 =i m.
D’aprés la proposition 3.1, u,x(f) est une suite bornée dans V;, et nous

avons va dans la démonstration du lemme 4.1 que up{l)— w.(¢) dans H faible.
En raison du lemme 6.3 du chapitre I, ceite convergence a lieu dans V; faible.

D’ aprés la proposition 3.1, ui(f) est une suaite bornée dans H. Dans ce
qui précéde {cf. (4.7)-(4.11)] nous avons va que u{t)— wi(f) dans (VWY
faible. Dans la démonstration du lemme 4.1, nous avons vu que ujx(f) —
— wj—i(t)—>0 dans (WN W) fort, 1 =2, .., m. Donc ujx{f)—>wy() dans
(VN WY faible et, d’aprés le lemme 5.3 du chap. I, cette convergence a lieu
dans H faible.

Nous allons montrer 4 presént un résultat plus précis qiie (4.13):

Levyve 4.4.

¥i = Bty , i=1, .., m, (*%.

Démonstration.

Le principe de cette démonstration est le méme que pour les équations
du ler ordre, et repose sur la monotonie des opérateurs By(¢) [hypothése (1-ix)].

Etant données m fonctions ¢, .., ¢n, vérifiant

(4.16) p; € C(V), 9 € C(H) N Ly( W), i=1, .., m,

(*®*) C est-a-dire que Ba'y— B’ dans Ly (W) faible (cf. (4.2))
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nous considérons 1’ expression suivante:

Yig = | o — ¢(0)F + 2 al'; ual) — o{T), va(D) — o(T)) —

T

~£ f alts vall) — olt), walt) — o(E)dl +

+28eE [ < B0 — BOwo, v — diy> a,

ol

Nous écrivons
chcp - Y; -+ Ykzq; + Yl:q;
ol
Yo =1|¢'(D) [ + a(T; o(T), o(T) —

T

— f 90, e(D)dl + 2 Re X f < Bi)git), @it)> dt,

Vi = — 28 0, 1) — 2 e B alT; o(T), uall) +
T

+280 2 f A5 9l0), wat)dt —

D]

T
—28e E [[<Bjuitn, 10> + < Bwit) vty > at

Vi = ol B ol wall), ua(T) —
gzl

T

—‘g ait; ua(l), valt)dl + 2 Re 2 f < B{tui(t), uin(t)> dt.

el f==1

Les fonctions ¢; étant fixées, nous passons 4 la limite avec la suite k;
Y; est indépendant de k. Pour Y;";q,, grace & (4.1), (4.2) et au lemme 4.3 nous
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avons:

lim Yi, = Yo = — 2&e (D), ¢'(I)) —

kw50
T

—2Re a(T; ¢T), w4(I)) + 25Ref0b'(t; ®(4), w(t)dt —

o
T

—2Qe -'f f [< %t 9ll)> 4 < Bywit), w(t)>]dL.

Utilisant successivement (8.17), (4.1) puis (4.14), nous avons:

8

Yip = | [* 4 a(0; u, uoH—g f <f{s), uir(s)> ds,

0

T
lim Ylac'cp = Y; = |uy |* 4+ a(0; wo, wo) +f < f(8), w'(s)> ds,
k'eo

Yo =|wi(D) [+ a(T; wi(T), wi(T)—

T T
—-fa’(t; w(t), w()dt -+ 25Ref < x(t), w'(¢) > dt.

Regroupant ces résultats de convergence, nous obtenons:

lim Y, = Y, = | wi(T) — ¢(T) P+ a(T; 0 (T)— ¢(T), wy(T) — ¢(T)) —

k/—0

— f a'(t; w(t) — o(t), w(t) — e(@)dt +
¢ r

+2aed [ <Bowo - 20, s0—wo>a

I’ expression Yg, est non négative en raison des hypothéses (1-iii), (1-vi)
et (1-ix). A la limjte il en est donc de méme de Y,. Pour montrer que y; =
=B, nous écrivons I'inégalité ¥,=0, avec le choix suivant des fonctions ¢;:

{ ;= W, pour ji et
pi=mwy + &, E>0, VECW), Y ECH) N Ly(W).
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Aprés division par £ nous obtenons:

1

| | +tofr o o) — f Wfs; o 406) 52 400)ds +

T

+2Re f < Byt) - y(t) 4 V() — xt), V(> dt = 0.

o

m wm

Faisons tendre £ vers 0. Nous voyons avec (1-xi) que Biw'y 4 E)— B, w0/
dans L,{W;) faible, et il vient

T

Re f < Bitwlalt) — y0), ¥(t)> dt =0.

0
Cette inégalité ne peut éire vérifiée pour toutes les fonctions ¢ considérées,
que si
Ki= By,

et le lemme en résulte.
Nous pouvons affirmer avec ce lemme que

Wy = U.

Puisque les limites sont indépendantes de la sous-suite %/, les convergences
(4.1), (4.2) (4.15) ont lieu pour la suite & toute entidre.
Cela termine la démonstration du théordme 4.1,

4.4, - Complément au théoréme 4.1: Résulials de convergence forte.

Nous pouvons compléter le théoréme 4.1 par différents résultats de conver-
gence forte. Nous nous contentons d’énoncer ces résultats, leur démonstration
étant trés technique.

TrarorEME 4.2
Avec les hypothéses du théoréme 5.1, lorsque k-0, pour i=1, ..., m

wik(t)~>u(t) dans V; fort, pour tout ¢€[0, T)
wi(t) = 'ty dans H fort, pour tout tE€[0, TJ.

Selon la méthode utilisée dans la section 7.3 du chapitre I, on montre
qu’une expression X;(f) convenable tend vers 0 avec k (f et ¢ &tant fixés).
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Cefte expression est ici:
X)) = | win(t) — w/(D) ¥

m
+i§1aj(ti§§ wg(ts) — wll), um(ts) — wlt)) +
i

+i:‘§=1f a(8; uk(8) — w(s), ur(s) — u(s)ds 4

0

=1

tij
m
-+ 2 éReZ J. < Bj(S)M;'k(S) — Bj(s)u’(s), u;k(S) — u’(s) > ds,
0

ol ¢; a la méme signification qu’au chapitre I-(7.11).

Avec des hypothéses supplémentaires sur les opérateurs B(/) nous pouvons
obtenir des résultats de convergence forte dans L,(W,). Voici un résultat
analogue & celui du théoréme 4.2. Chapitre II (et se démontrant de la méme
manidre):

TatoriMe 4.3.

Avec les hypothéses du théoréme 4.1, si Uespace W; est uniformément con-
vexe el si U hypothése (1-x) pour B{t) est remplacée par

@l Re < Bitw, v> + w v =ivlk,
Yo€W, pp. €0, T)
alors, lorsque k>0,
wy—> 1y  dans L,/ W) fort.
5. - Exemples.

5.1. - ExeMPLE 1: Probléme linéaire.

Soit Q un ouvert borné de RE*, de frontiére I Nous posons H = L),
V = HYQ) (*)y W= H. Nous prenons m = n et, pour i =1, .., n,

V= HdD;; @) (*; W, = H.
Formes a(t; u, v), aft; v, v).

Pour i =1, ..., n, soient afx, ¢) et c(x, ) des fonctions appartenant &

(*%) Notations de 1'exemple 2, chapitre L
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Ly(Q7) et telles que

allw, 1) = %ai(w, ) € Loo(Qr)

RKeax, )y=%n>0 p.p. dans @r
Recfx, 1Y=vn>0 o.p. dans @r.
Nous posons

(5.1) alt; u, v) = f ae, ¢)Du(a)Da(a)de + f cioe, tyulac)o(w) dec,
0

G

F 2

(56.2) alt; u, v) :_% f adx, t)Daux)Dae)de + f elee, t)uloe)vx)de,
Q

ol

o, ) :_?J c{x, 1)

pr=1

Opérateurs B(t), B{t): identiquement nuls.

Les hypothéses relatives aux opérateurs B(f), Bjf), sont triviales. Les
autres hypothéses se vérifient comme dans 1’exemple 2 du chapitre I.

Probléme exact.

Soient 1, = uy(x) € HY(QY), u, = u,(i) € L(Q), [ = [(e, 1) € L(L:(Q)) donnés.
Lia solution u = u(w, ¢) du probléme 1 vérifie:

(6.3) u, v, Du€QH)=CUO, T; L(Q), i=1, ., n

(64)  w'x, §) —  Diafw, D, 0] + o, Lulw, [ =@, §) dans Qq

6.5) u(e, 0) = u(x), (@, 0) = w(x) dans Q,
(5.6) u(e, )y =0 sur Zp,

Probléme approché.

Les fonctions w;; = uxlx, ) véritient les conditions initiales successives
(2.2), (2.3) et, pour i =1, .., n

{ Wik, Diuir € QO, T; L))
(6.7)
i € Lo Lo(R))
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(5.8) uir(ee, t) — Diaie, {)Diuile, 1)) + cfx, Duale, t) =
= ffe, t) dans Q)X Wk, (r}4+ DA, r=90, .., N

(5.9) cos (v, &)unxle, £y =0 sur Zj.

Résultats de convergence.

Lorsque %k — 0, pour ¢ =1, .., », nous avons en particulier (cf. remarque
4.1):

wix—>u dans Ly(Ly(Q) faible
Dy ~> Daw dans  L(L,(Q)) faible
uxk—> ' dans L (L Q) faible

5.2, -~ ExeMrLE 2: Probléme non lindwire.

Soit @ un ouvert borné de E* de frontiére I' et soit H == L,Q) avec le
produit scalaire habifuel. Nous posons

V=HYQ), W=L(R) N LyQ,
P

(@0, ) = (w, v) + £ (D, D),

I v lw ( ‘P+f }de

Nous prenons m =n -1 ef,
pour i =1, .., n,
H(D;; Q) = {u|u€ L), D € LyQ) },
aft; u, v) = au, v) = f a (o) D;u(e)Dy(x)dx,
&
ott a,(x), ..., an{x) sont des fonctions dans L (8) avec

Reafey=n>0 p.p. dans &;
pour i =n 41,

V,=H, af{t; u, v) =0,

W, =W, B; = B défini par
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<Bu, v> = f\ wla) [p—* wlzeyv(a)d, Mu veEW.
Q

La vérification des hypothéses (1-i)-(1-xi), (2-i)-{2-vi) se fait sans difficulté
[(2-iv) définit a(f; u, v)]
Probléme exact.

Soient u, = ue(@) € HY(Q), s = uy() € Ln(Q), f = (0, ) € Li(La(R)) + Lyp(Qr)
donnés. La solution v = u(x, {) du probldme 1 vérifie:

{ u, D € Q0, T; L)) =1, .., n
(5.10)
u € C0, T; LyR) N Ly(Qr)
(6.11) W', ) — 2 Diofw)Daa, 0] +
+ | u'lx, )P Wi, t)=f(w, ¢) dans @r
(5.12) u(, 0) = wuo(ax), w'(®, 0)=u,(w) dans Q.
du
(5.18) =0 sur I

Probléme approché.

Les fonctions w; = ux(e, ¢) vérifient les conditions initiales successives
(2.2), (2.3) et

pour i =1, ..., n.
(514) Uik D;M,'k € (‘3(0, T; Lz(g)}, %Ek € LQQ(L2<9))
(5.16) uik(%, t) — Do) Diualee, 1)) = flx, 1)
dans Q X [k, (r 4+ 1), r=20, .., N,
(5.16) cos (v, )Duxle, 1)=0 sur Z;
(condition aux limites formelle)
pour i =n 1,
(6.17) we € 0, T; Ly(Q)), i € Loo( L (2)) M Lyp(@r),

(56.18) w2, )+ | urlx, )P win(e, t) = flx, t) dans Q.
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REMARQUE 5.1,

L’ éguation (5.18) est une équation différentielle en I, x élant seulement un
paramétre.

Résultats de convergence.
Lorsque k-0, d’aprés les théorémes 4.1, 4.2 et 4.3. nous avons

ug—> 1 dans Lo(L(Q) faible,
uix —> 1 dans  Lo(L{Q)) faible,

f | walee, ¢) — ulwe, t)° de—0 M tE[0, T
@

[0, 0= i@, pan>0 e, m
2
i=1, .., n4 1.

Diusx —> D dans Lo (L,(Q)) faible,

f{D;u;k(w, t) — Dl t) | die — 0, N EE[O, T); i=1, .., n
Q

Ungk —> ¥ dans  Ly(Qr) fort.

5.3. - Aulres exemples.

Les résultats de ce chapitre sont encore applicables 4 des problémes trés
diffsrents des exemples précédents. Voici un exemple que nous n’explicite-
rons pas, mais dont I’approximation entre dans le cadre de ce chapitre:

-

uw €O, T; HXQ)

w € L0, T; HyQ) N RO, T; L(Q))

2 ww, t) — Aw(x, ) 4 Au(we, ) = f(x, {) dans @r
w(@, 0) = uy(a) (donné dans H Q)

w'(x, 0) = u,(x) (donné dans L, (Q)).
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§ 2. - Approximations discrétes.

6. - Hypothéses de diserétisation.

6.1. - Nous nous donnons un espace de Hilbert # dont H est un sous-
espace hilbertien et dont nous notons encore (f, g) le produit scalaire.
Nous considérons pour ¢=1, ..., m, un espace de Hilbert ®; et un espace

de Banach reflexif W;; nous posons F.-H X®;, G = b4 X W; et nous appelons
(abusivement) =; la projection canonique de F, sur H ou de G; sur H. Nous
supposons qu’il existe un isomorphisme ®; (resp. w;) de V, dans F; (resp. de
W, dans @), tel que ;. ®; (resp. ©; ;) soit I’identité.

Pour i =1, ..., m, soit a{t; u, v), t€[0, T}, une famille de formes sesqui-
linéaires continues sur F, vérifiant les conditions suivantes:

afl; o, o) = afl; u, v)
(6-i)
Mu, vEV;,  MEE[, T)
(6~ii) aft, u, v)=afl; v, v, Mu, vEF, M LE[0, T)
(6-iii) ait; u, y=0, Mu€F, MtEe[0, T)
(6-iv) afl; w, w)+ N mu = uly,  NMu€F, M€, T).
(6-v) Pour tout u € F;, la fonction tec;,-(é; u, u) est une fois con-
tintment différentiable.
(6-vi) aft; u, u) = (%&,-(t; u, 1) =0, Mu€l;, N ¢ €0, T).

D’ aprés (6-ii) et (6-v), la fonetion {—>aft; u, v) est continGment différen-
tiable pour tout couple d’éléments u, v de F;; il existe donc une constante
M; telle que

6ovi { Gt w, )]+ @kl w0 < M uln] vln
Mu, v€EF, M€, T).

Nous nous donnons également, pour =1, .., m, et pour presque tout
¢t €[0, T) un opérateur B(f) qui applique G; dans G;, et nous faisons les hype-
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théses suivantes:

< ﬁ;(t)(w;w), wt > = < Bftyu, v>
(6-viii)
Mou, v€W;,  pp. t€[0, T)

(6-ix) Pour presque fout 7, Byty est continu des sous-espaces de
dimension finie de @; dans @G faible.
{Re<B z¢——]§.-(t)v, u—v>=0

(6-x)
M w, v € Gy, p.p. t€[0, TL

. Re < Biltw, u> + w| mu p = B ulf,

(6-xi)
M u € Gy, p-p. t€[0, T}

(6-xii) | Bloule, < M| W[E?, Mu€G, pp. (€0, T)

Faisant # = 0 dans (6-xii), nous voyons que Byf).0 = 0. Faisant alors
v =10 dans (6-x), il vient

(6-xiii) Re < By, u>=0, Mu€G, pp (€[0, T)

6.2. - Soit ¥ ={(]0, 1]; et pour chaque k€ ¥, soit:
— Vi uun espace vectoriel sur C de dimension finie;

— 7y une application linéaire de H et dans V, gn une application linéaire
biunivoque de Vj dans H, avec

(6-xiv) | gnrn lom, By < 62,

(constante indépendante de h).

— pin, i =1, .., m, une application linéaire biunivoque de V5 dans Fj, telle
que T;« P = gn et que

(6-xv) | pintn o, 7y = Cs;
— @i, i =1, ..., m, une application linéaire biunivoque de V» dans Gi, avec
i+ Qin = gn.

Les applications ¢, pin, qin 6tant injectives, il est clair que les produits
sealaires

(¢h; Vr)n == (qn¥n; Qntin)

((r, va)lin = (Pixtn, PinVR)F,, i=1, .., m,
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sont des produits scalaires hilbertiens sur Vi, et que

1 qinvinle, i=1, ,.., m

est une norme sur V.

Hypothéses de consistance (h—0).

Nous faisons les hypothéses suivantes:

Il existe une sous-espace ©) dense dans V N W, tel que, pour
tout v €9), lorsque £ —0,

(6-xvi) Parrv >0 dans F; fort
Qintrv — 0w dans G; fort, i=1, ..., m.
Soit A une suite qui tend vers 0. Soit ¢ € L,(H) et @» une
suite d’applications de [0, T]— V., telles que, lorsque &' — 0,
(6-xvii)

qwow—>@ dans LH) faible.
Alors ¢ € L(H) (¢’ est-a~dire (f) € I p.p.)

Soit #' une suite qui tend vers 0. Soient ¢, i=1, ..., m,
des sunites d’applications de [0, T]— V., telles que, lorsque
W—0, pour i=1, .., m,

(6-xviii) quoiw—> Y dans Ly H) faible

Pinepin—> ;. dans  Ly(F;) faible

Alors & = mp; € Ly(V) et @i{t) = @ 4(¢), p.p- t€[0, T}, i=1, ..., m.

Méme hypothése que (6-xiv), i, L(I%), Ly(V), étant remplacés

(6-xix) par i, Ly(G), Ly(W).

ReMARQUE 6.1,
D’aprés (6-xiv) et (6-xvi), lorsque % >0,

6.1) grrau—>u  dans o fort, \ w€H.
D’ aprés (6~-xv) et (6-xvi), lorsque k-0,

(6,2) pinrnu — oy dans F; fort, M u€V;, it=1, .., m.
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Avec (6~-xvii), on vérifie facilement ceci:

Si o &Vnp ot si quwen~>¢@ dans H faible, lorsque A —0,
(6.3)
alors @€ H.

De méme, avec (6-xviii), on a:

Soient ¢in-, ¢ =1, ..., m des suites de Vj, telles que

Qr Qi -> ¢  dans H faible, pin in-—> @3 dans F; faible,
6.4 {
62 ( lorsque A —0, =1, .., m)

Alorss d=mop€V et =i, i =1, ..., m.

7. - Probléme approché discref.

Le paramétre k ayant la signification habituelle, nous posons

‘_ (r1)ke
aytm(un, vn) = 7 ai(t; pintin, Pinvun)dt,
s
(7.1) ; L ik
by m (un, va) = % f < By{t) « (qunur), qinvr> dt,
rk

M oup, ’UhEV};, ’»‘”:0, ey N, t = 1, ey HEL

Nous supposons pour simplifier que f; € L(H) et nous posons

(g41)k

(72) g_'_ = ]%f Vhfi(é)d(f, q= O, sens JN, = 1, cery L.

qk

Si=

i i
Nous allons définir deux familles d’éléments de Vi, o T, v;““a, Nous
partons de

i
(7.3) u,f‘j[a% = T'nlto, =i m; Vh = Thly .

i1 i—1
Ensuite, wi™, ..., uj " m, vi™, .., v, =, étant supposés déterminés, nous

i i
définissons uﬁfﬁ et vﬁ'ﬁ de la manidre snivante:
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i i i
74 O Tm= ;b(ug"'éi — 24;—1+ﬁ)

i i

i i—1 [
(7.5) ;ﬁ(@;‘fa — o wh)k + a;m(u;;m, wh) +
i 4 [
-+ b;"'ﬁ(v;;h'ﬁ, 7‘Uh> = (f;;-*_ﬁ, wh)h, N wr € Vi, (59,

r=0, .., N, =1, .., m.

LeMmE 7.1,

(7.4) et (1.5) definissent u;+n—z el fv’,f’??a de maniére unigque.
Démonstratlion.

[}
En effet, v;"'m"zé Vi est solution de 1'équation suivante:

i i ‘ i
(7.6) (v;"“ﬁ, wh)k + kzaﬁﬁ(v;“%, wh) - kb;‘l+ﬁ(02+%, wh) =
—1

i i i i
= (kf;“*ﬁ + T n’h)h — kaff’%(u;"wﬁ, wh), N wn € V.

On démontre de la méme maniére qu’au lemme 7.1 du Chap. I, que (7.6)

i i
définit ;" m de maniére unigque. On détermine ensuite uZ’U’i 3 Paide de (7.4).
i i )
A ces éléments u;*'%, v;"'ﬁ, nous associons les fonctions approchées

Uin, Vin:

i

i
i, vin(t) = v;j‘ﬁ, pour ¢€[rk, (r 4 K[,

win(f) = u;

(7.7
r=0, ..., N, i=1, .., m.
La fonction v, représente une dérivée discréte de wyp.
Nous nous intéressons maintenant aux problémes de la stabitité des fone-
tions approchées et de leur convergence vers la solution du probléme 1.

{**) Ce schéma nous semble &tre la version discréte naturelle de la méthode d’approxi-
mation envisagée dans la premidre partie. Le méme schéma, avec m =2, est proposé par
YaneNkoO [41] pour Papproximation de I’équation des ondes. Un schéma analogue est étudié
par SaMagskix [30] pour ’approximation &’ équations hyperboligues.
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8. - Estimations & priori. Théoréme stabilité.

8.1. -~ Deux lemmes.

Nous convenons de poser
—1+i ifm .
8.1) a, "m(un, vr) = an (Un, n), un, vn€Vp, =1, ..., m.
LemMe 8.1
i i i i i i
8.2  2kRe a;m(u,;m, v’;j'a) = a;m(u;m, u;;m) —
i ‘ i i i i
__.a;;—l-{-ﬁ(,u,;wl-}-ﬁ, M;_1+77‘) +k2a2+7%(’0;’+ﬁ, vz+ﬁ) _
i i i
— Icc;+ﬁ(z¢;"1+ﬁ , uZ“H‘ﬁ) ,
ot

k2 1 4 —ir i
¢ m(un, vn) = ﬁ{a?m(uh, o) — ay T (u, uh)},

r=0, .., N, i=1, .., m.
Vérification immédiate

LeMME 8.2.

i
Les formes c;f?h(nh, vn) élant définies comme au lemme 81 on a

(8.3) oyt mun, un) <0, Vur€Vn, r=0,..,N i=1, ., m

Démonstration.
C est évident pour r = 0; pour r =1, d’aprés (7.1) et (8.2):

. (r+1)k rk
i - ~
}Bzc;'i‘ﬁ(’bm, ?/éh)z-f ai{t; pinttn, Pinun)dt —-—f ai(t; Pinthn, PinUn)dt,
rk (r—1}k
i (r4-1)k
k202+—’;‘(uh: Un) = [O;i(t; Pintn, Pinltn) — &5(!5 — kK Pinttn, Pinttn)|dt.

rk
En raison de (6-vi):
ait; w, u) —alt —k; u, <0, Mu€F;,

et (8.3) en résulte,
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8.2. - Estimations & priori.

LeMme 8.3.
11 existe une constante ¢; indépendante de k et h, telle que, pour r =0, ..., N,

=1, ..., m:

(8.4) ”2+;‘. =< oiL(uo, U1, f1, -y fm)
§ [l2
(8.5) H u;;_i—;"_ “ihi;ci['(uo; Usy [y vy [m)
ot
T
Bty 1, fur s F)= |+ Dol o+ £ [ 1100
Démonsiration.

Nous remplacons dans (7.5) wy, par v2+7'r‘» et nous prenons la partie réelle
de 1 égalité obtenue. Avec le lemme 8.1, il vient:

a1

i 2 2 i—1 |2
(8.6) vt !h — 1 oyt m !k -+ @}'f’n’z — vt 'k +

+ a,;'{"?:;(u;*'v%, @‘2+%) — a;“l“}'?;z(u;“‘"‘?iz, uZ"‘"’%) +

+ ka}, m('vh’*" é , v;’*"'r%) — kc"‘*’r‘z(u;_””wi», u;“’+ﬁi) +

4+ 2k Re byt (eﬁm ot )_2k§}ie (fh ., v,f.)h.
Nous majorons le second membre de (8.6) par

i |2
7o —
Y ™ ns

o f;jn% fh [ v;ﬂ%[ 2le f’+“ ’

k
ntoop

ot, avec le lemme 8.2, nous pouvons écrire:

END oy 2l

i i ;
» a;+e}'»(u;+c‘ri, u’,;ﬂ?z) <

|2 i
;+m ,h—}-a’—u“ ( wy T, )+2kT}f
Nous posons

i i iz i [1 [ ‘
T — r+— { tf—  rt— ri— 7=
‘;’hm—}”h lps Pp ™=y m(uh ™y Up M,
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et puisqne (1 — é%) = exp (— 25,-) (car £ <T), nous avons:

By op b . - r—1 v —
8.7 exp(._f) h+m+@h+mg¢h+m + ¢} +m+2kT f+ }

Nous multiplions les deux membres de I’égalité (8.7) par exp (—@%i)

et nous ajoutons, pour ¢ =1, ..., m, les égalités ainsi obtenues. 11 vient

exp (—- #) it +E16Xp ( A ; E) @;4‘% =
. (_ k(i - 1))} [@;_w% £ ok ] b M ;

=#+f ||

I

{%Jrch” o }+2k1’2

e

i |2
[ e
hmt

Nous multiplions les deux membres de (8.8) par exp (.,.. ﬁz;—k) et ajoutons

pour r =0, ..., g, les égalités ainsi obtenues. Il en résulte

., B i wm 13k e B _yal
v Bt enp (ML ED gi 4 B o 4

mrk pt L2
—[—2161’2 S‘exp(—-—f—) h"*"mh,
r=0 =1
d’on
i [t ]
8.9  Et 4+ 5 (pq+m< (exp m) [a})h + z: cp_H.m + 2kT > T |
i=1 {==1 r==0
En raison de (7.3), (6-xiv) et (6~xv):
(8.10) Pr=|vnlh = |7rafp = | @uraw P <63 w |
(8.11) oy Tm == a,m (rnite, Tawe) < M| parnise i, < M 63 | o |-

Avec la méme démonstrations qu’au chap. I, lemme 13.1, nous vérifions que

m N
(8.12) UTE 3

{=1 r=0

i 2 m !
fitm }hszciTz f}fi(t) 2 dt.
IES
0
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Le second membre de (8.8) est dons majoré par c,L(w,, U, fi, ., fm), O1
¢, est une constante convenable indépendante de k et h. Ainsi:

.15 z'@??qz+1 1§£—<~ C;L, a}H“ (uq+ q'l' )< el

L=L<zt0, 7,(1, fl, ey fm); q--:O, ey .N, i: 1, ey m.

Portant cela dans (8.7), nous obtenons

i 2
(8.14) ‘@Zfﬁ w=0sL, qg=0, .., N, t=1, .., m,

et (8.4) est ainsi démontré.
Par ailleurs, il résulte de (7.3) et (7.4) que

(8.15) qu'm = ruity + E 1)

=0

Alord, avec (8.14) et (8.11)
t u%’ﬁé (h = | o | 4 T(eaLp?
(8.16) } u?f‘éi f:lSc;L, g=0, .., N, i=1, .., m.
Avec (6-iv) et les majorations (8.13) et (8.16), nous avons

i pe :
ociH u’;fﬁ Hik <N [u;[" I +af (u,f", w;’fﬁ)

2

i
mll,<eL —r=0 .,N i=1,.,m

OLL- n

f utt

Cela prouve (8.5) et termine le démonstration du lemme.

Levuze 84
1] existe une constante c; indépendante de k et h telle que, pour ¢ =1, ..., m,

(8.17) k 2 H Ginviy m H =os(L 4 LPP),

ott L = L(g, Us, [1; vy [m)

Démonstration.
Ajoutant membre &4 membre toute les égalités (8.6, pour r =0, ..., N,
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i =1, ..., m, nous obtenons:

m i i i
8.18)  joR TR+ 2 ag'hz(u;fm, u;’;’m) +
i==1
m N i i1 i
+i§1 r§0 [ m - vh+ + kg ’r+ (/vh-*-m Ivh+ ) -

— kcy+iﬁ(u2—1+;ﬁ, uy e ) + 2k Re by m ( 2‘”}%, ’v;"‘”a';?)} =
2 Z w»}—i r+7_n£
= |vnla + Z ahm (Frtto, Tnito) - 2k Re 5 Z‘ m, vh "]

i=1 ¥=0
Nous en déduisons avec (6-x):
m N
2% X gihru;j"" HG <<
=1 r==0 Z
N i i i i
<% 3|g bZ+’7‘(”2+'55 : m) + | v m ﬂ <
faml ¥==0
<|vh|n+ Ewh (rnito, rhuo)+k2 Z ”‘m‘ 4+
i==1 r==¢
m
+EE Z { St h—}—?pi o h}
iz=1 y==0

Le lemme résulte alors des majorations (8.10) & (8.12) et :8.14).

8.3. - Théoréme de stabilité.
Nous pouvons interpréter les lemme 8.3 et 8.4 de la maniére suivante:

THEOREME 8.1,
Sous les hypothéses (1-1)~(1-xi), (2-i)-(2-vi} et (6-i)-(6-xV), pour i=1, ..., m

pinsn  est  L(Fy) stable
qnvin  est Ly (H) stable
gnvin €8st Ly(Gy) stable.

8.4. - Nous introduisons, comme au chapitre I, les opérateurs Bu(!) qui
appliquent G, dans G; et qui sont définis par

(r41)k
@19  Bultwu = B(syuds, M u€@G,  tE[rk, (r-+ DKL

rk
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Nous posons

(8.20) xin(®) = Budt) - (@won() pp-
Nous avons alors le

Lemue 8.5.

Pour i=1, ..., m, Y€ Ly(G,) et demeure dans un ensemble borné de cel
espace, lorsque k et h—> Q.

Démonstration.

La fonetion {— yu(f) est constante sur chaque intervalle {rk, (r 4+ 1)k[, et
il est done évident que ¥ € Ly(Gi).

Pour ¢t €rk, (r + 1E[:

. (r+1)k .

Xin(¢) = Binlé) » (qmv;““m) =z f Bys) (gihv;ﬁﬁ) ds,

ef, en raison de (6-xii)

o LRl ,
qihvh+m ["G = Ni u qih'vih(t) “%/f .

i3

lxnl®)]er, < Ny

Le lemme résulte alors du théordme 8.1.

9. — Théoréme de Convergence,

9.1. - Enoncé du théoréme de convergence.
Nous faisons I’ hypothése supplémentaire suivante:

g Si ¢(-)€LyGy), alors B:(-)@(-)EL},/(GQ} et, pour chaque k fixé,

(9-i) Bu(+)o(+) € Lp(G). En ontre, lorsque k> 0,

-~

w()JP(1) > By(+)p(+) dans  Ly(Gy) fort, =1, ..

wel]

\ , M.

TaforimMe 9.1.
Les hypothises sont celles des n® 1, 2, 6 et 9 [(1-D-(1-xi), (2-i)=(2~vi),
(6-1)-(6-xix), (9-1)]; u désigne la solution du probléme 1.
Lorsque k et h—0, pour i =1, .., m,
(P —> ot dans Lo () faible,
é quon—> 1 dans Lo(H) faible,

Qintin > il dans  Lg(G;) faible,
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Dinunll) —> ®a0t) dans F; faible, pour tout ¢€[0, T|,
Qo) = 1/t dans H faible, pour tout t€[0, T).
La démonstration de ce théoréme est donnée dans les sections 9.2 & 9.4.

Dans la section 9.5 nous indiquons, sans démonsfration, des résultats de
convergence forte.

REMARQUE 9.1 (En liaison avec la remarque 4.1).
I’ hypothése (6-vi) n’est pas indispensable dans toute cette partie, si les

opérateurs Ei(l) sont linéaires et si (6-iv) a lieu avec X, = 0: le théordme 8.1
demeure valable avec une légére modification de la démonstration et le théo-
réme 9.1 subsiste également (dans la démonstration du théoréme 9.1, nous
verrons que (6-vi) n’intervient que pour le lemme 9.6 et ce lemme est évident

si les opérateurs Byt) sont linéaires).

9.2, ~ Premiére partie de la démonstration.
En raison du théoréme 8.1 et du lemme 85, nous pouvens affirmer qu’il
existe un sous-suite £’ —0, »'— 0, telle que, pour ¢ =1, ..., m:
Qn Ui —> Y dans L,ofé} faible
P Uiy —> ¢ dans L (F;) faible
9.1 Qv —>v; dans  Lo(H) faible
g v —$; dans  Ly(G) faible
v —> Y dans  Lp(G) faible.
Les lemmes qui suivent précisent les liens qui existent entre les différentes
fonctions limites.

LemMe 9.1.
t
9.2 u(f) = v + f'vi(s)ds, pp. (€[0, T i=1, .., m.
0

Démonstration.
Nous avons vu [cf. (8.15)] que

i r {
Wt =rauy + kS oltm,
g=0
pour r =0, ..., N, é=1, ..., m. Ceci permet d’écrire
{r-+1)k
un(t) = rutdy +f vin(s)ds pour tE€([rk, (r- LK.

]
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D’aprés (6.1), gnraug—> 1, dans H fort (h—0).
Avec (9.1) et le lemme 6.2 du chap. I, nous voyons que, pour tout ¢ €[0, T

t
qn Uinlt) —> Uy -+ f v(s)ds dans H faible.

La fonction (i—|gnr upn{l)| étant essentiellement bornée sur [0, T] indé-
pendamment de % et A, nous en déduisons facilement avec le théoréme de
Lebesgue que

t
e Uin ) — uy -+ f v(8)ds,
0

dans Pespace des distributions vectorielles sur |0, T{ & valeurs dans H. D’aprés
9.1), qin u;n—> u; dans le méme espace, et par comparaison nous avons (9.2).

LeMve 9.2,
(9.3) Ua(l) = () = oo = um(t) (= w(t)) p-p.
{(9.4) W € Lo(V), W' € Lo (H) N Lp(W),
9.5) oy =on(f), ) = ww'(t) p.p.

Démonstration.
17 égalité d’ épergie (8.18) nous permet d’ écrire 1'inégalité suivante

m N i fo 1
T X v2+a?i~—vz+7[

=2 r==0

2 m i
A= Vhh A+ Z a,m (e, Tatte +
=3

LR (f;;+ri:, q;“,;+$,)h.

j==1 =0
Avec les résultats établis au n° 8 [(8.10)-(8.14)] nous voyons que le second
membre de cette inégalité est majoréd par une expression L, = Ly(ug, U, [1, v=es [m)
indépendante de k et h:

m N | i i—1 2
I3 te—et e <L

Aprés multiplication par k, cette inégalité est équivalente & la suivante:

T
m

Z f | grvat) — Qrog—anlt) [P At < kL.
=2
1]
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Il en résulte évidemment que, pour ¢ =2, ..., m,
quvin — quvi—uyn—> 0  dans L,{fl) fort,

ce qui montre que les fonctions vy, ..., v, sont égales. D’ aprés (9.2), les fonctions
Uy, -0, Um, SONt aussi égales.

Ayant montré (9.3), on voit que (9.4) et (9.5) résulient immédiatement des
hypothéses (6-xviii) et (6-xix).

Nous récrivons & présent (9.1):

P gy —> O dans Lo (Fy) faible

quwvg —w dans L.(H) faible

(9.6)
Qi vy = 0w’ dans L,/ G [faible
Y —> ¥ dans  Ly{(Gi) faible.
9.8. - Deuxiéme partie de la démonstration: w.{) = u(f) p.p.
Soit ¢ fixé et q = E(¢{/k) le plus grand entier inférieur ou égal & ¢/k.
Nous ajoutons les égalités (7.5) pour r =0, ..., q, ¢ =1, ..., m. Nous obtenons
m g i i if o 1
WEYS wr +EE 2 {a;“'“}?z(u;*'?xi, wh) - b;+§z<v;+5 , wh)l =
i=1 r==0
0 o 4 r—i—i
peoend (’Uh, wh)h + k.E b (fh m, wh)h .
fe=1 Fm=(
Cette égalité peut étre interprétée ainsi:
(g-+1)k
(9.7) (@nmnlt), quivn) = — X J. ain(S; Pinttin(S), Pimivn)ds +
=1
1]
m (g+1)k
+ X [—<xan(s, qintwn> -+ (fin(s), quivn)lds + (qurntes, gnion),

i=1
0

ol c;,-k(s; u, v) est défini comme au chap. I-(16.3), et oit

i

fils) = qnfym pour s€[rk, (r -+ DA

Nous écrivons (9.7) avec wy==ryv, v€S) et, { et v étant fixés, nous passons
% la limite avec la suite &', #'. Grace aux hypotheéses du n° 6 ef aux vésultats
de convergence (9.6), nous montrons, exactement comme aux chapitres précé-
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dents, les convergences suivantes:

(g+0k’ i
m ~
)y j QigAS; Pin Win(S), Pin TreV)AS ~> f als; w(s), vids
4]

i=1
0

(g+1)k’ t
pX f < Yind8), Qinrr v > ds —> X f < Yi(s), w;v> ds
fam] §=1
0
(q—{-l)k/ H
% f (fin(s), Qn e V)dS —> f (f(s), vids

[ES)
0

(Qu T tty, Qu ¥ t)—> (U, V).

Il en résulte que le premier et le second membre de (9.7) tendent vers
une limite g(¢),

t t
9.8) gty = (us, 0) + f (f(s), v)ds — f a(s; w(s), vids —
t

— g f<x;-(8), w;v> ds.

f==3
0
Nous avons ainsi montré que, pour tout ¢ €[0, T), (gn mrl(t), Gurrv) tend
vers g((). D’aprés (6-xiv) et le théoreme 8.1, les fonctions (- (qrVnn(t), qrra-v)
sont essentiellement bornées sur [0, 7] indépendamment de % et h.
Soit alors ¢ une fonction scalaire continue sur [0, 7] (9€Q). D’aprés ce
qui précéde et le théoréme de Lebesgue on a

T T

f (@n VmrAl): gqutn v)9(l)dl %fg(lf)@(l)di-

o

On vérifie avec (6.1) que ogurnv—> v dans L(H) fort; avec (9.6), on a
donc aussi

T T
f @ v 13y G V)R —> f Wi, v,
Q o]

Done
T

T
f @), vye(Hdt = f 9(Oyp(¢,de, Y e €C,
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et nécessairement
git) = '), v) p.p.
Avee Y expression (9.8) de g(¢), nous pouvons écrire:

i t
W), v)+ f als; nis), v)ds + = f <yils), wp> ds =

4
= (s, ¥) + f (fs) v)ds, pp. LE[0, T, £ veE.

Par continuité, 'égalité précédente est encore valable pour tout vEVNW
et il en résulte alors que

¢ ¢ ¢
(9.9) w'(f) f A(syw's)ds - f x(s)ds = u, - f f(s)ds, p.p.
ou 0

x=ZZx" =0l

im=l

o’ € LG, W), opérateur linbaire transposé de w;.

En raison de (9.9) et du lemme 9.1, la fonction s est p.p. égale & une
fonction w, continne de [0, T] dans H, de dérivée ', continue de [0, T} dans
(VNWY, avec w4(0) = 1y, ws(0) = u,.

Dérivant (9.9 au sens des distributions vectorielles sur 0, T[ & valeurs
dans (VN W), nous obtenons

(9.10) wi(t) + AWw,(t) + X&) = &) p.p.
Pour conclure que w, = u, il nous suffit donc de montrer que
9.11) : ¥ = Bw'.

C’est ce que nous faisons dans les lemmes qui suivent.

LemuME 9.3.
La fonction w, est continue de [0, T) dans V, wy est continue de [0, T]
dans H ef, pour tout ¢t €[0, T}:

9.12) [ W@ 4 alt; wal6), i) = | [' + a0, %o, o) +
t

t
-+ f a'(s; w(s), w(s)ds + 2 Re f <f(8) — x(s), W(s)> ds.
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Comme le lemme 4.2, ce lemme résulte de [3D].

Leymue 9.4.
Pour tout t€[0, T|, pour i =1, ..., m,

9.18 Pin Uan(l) = 0,90, (8 dans F; faible
(9.14) qu vty — Wy (t) dans H faible.

Démonstration.

Soit ¢ €[0, T, fixé. D’aprés le lemme 8.3, la suite puwuan(l) est bornée
dans Fi(i =1, ..., m), et il existe donc une sous-suite E’, »”— 0, telle que
(9.15) Din UipAl) ~>0; dans F, faible, i=1, .., m.

Il résulte de la démonstration du lemme 9.1 que
t
G WinAL) —> Uy - f v(8)ds = w, (), dans H faible.
1

Avec (9.15) et (6.4) nous en concluons que w,({)€V, ce qui est deja connu,
et que

0 = @it (1), i=1, .., m.

Puisque la limite est indépendante de la sous-suite k", k", extraite de
kK, W, 9.15) a lieu pour la suite ¥, &', elle-méme et (9.13) en résulte.

Montrons 3 présent (9.14). D’aprés le lemme 8.3, la sunite gp vin{f) est
bornée dans H i =1, ..., m), et il existe done une sous-suite %, h;—>0, telle
que

(9.16) @ivm(t)—>f; dans H faible;

d'aprés (6.3), p; € H.
Pour tout v €9, d’aprés (6.1), gnrrv—> v dans H fort, et done

(@nVin(0), qurm®)—>(ps; ).
Nous avons vu précédemment que
(Qr Vmn (), Qrerre ) = (W (E), W),
Nous montrerions de maniére identique que

(Qrevjn(t)y, Qrrav)— (0 (D), ), j=1, ., m—1.
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Nous avons alors, par comparaison
sty —ei, 1) =0, o€

Puisque w,(l)— ¢: € H et que ) est dense dans H, nous en concluons que
pi == Wi (l).

Puisque la limite est indépendante de la sunite ki, h, extraite de &, ¥/,
(9.16) a lien pour la suite &/, &' elle~-méme et le lemme est démontré.

Introduisons & présent les formes di/f; u, v) sesquilinéaires continues
sur F; et définies par:

dic{l; u, v) =0 pour (€0, &

(r-+-1)k

(9.17) dull; u, v) =+ afs; o, v) — afs — k; u, v)|ds,

< k
o
pour ¢ €[rk, (r -4 1|, r=1, .., N.

Nous avons alors le

LemMEe 9.5.

Soient ¢ et $E€LUF), el 9n, ., deux suiles de L,F;) lelles gue, pour
" —> oo,

On—>¢ dons LJfF;) fort
Uy —> O dans LJ(F) faible.

Alors, lorsque kE— 0 el 1 — o0

T

T
(9.18) f darlt ;" oull), byt dt —> f alt; o), E)dt.

Ce lemme, assez voisin du lemme 16.3 du chap. 1, se démontre par les
mémes méthodes.
Nous sommes en mesure de démontrer (9.11) et méme un résultat plus

préeis:
Lemme 9.6.

*F = Bua/, i=1, ..., m.
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Démonstration.
Etant données m fonctions ¢,, ..., @,, vérifiant

(9.19) ¢ € C(V), ¢ € CHY N Ly(W3), i=1, .., m
nous considérons I’ expression suivante:

i

Yo = | quoh ™ — ¢() * + 3 &ik(T — kb pany T — op(T), pinuy T — CnﬂP(T)) +
=]
§ g [i r—%——i—‘ 'r+i.——1 i %2 "+—i{ "’+i *"-f-—i}
+i=1r___0 l’vh m - U, m!h+ ah rn’t)h m,’Uh mij| ——

T
m

_3 I alt; pin t) — G:v(l), Pantianll) — wro(d))dt +-

i=1

0 T

1285 f < Balt) « (o)) — Bult) - (0:942), qonvanlt) — oi(t) > dt

[E201
0

ot

Nous écrivons
1 2 3
th; = tho -+ thp + thp;

Yhe = | (1) =+ 2 aunll — k; 05(T), op(T)) —
P
T

_3 f dult; @e(t), apt)dt +

fa=l

0

T
+ 2 Re % f <—§ik(t) - (wpdt), wipil)> dt,

Yy = — 2 Re (grh ', ¢(T) —
— 2Re & an(T —k; pihuf"ri, ap(T)) +
=1
T
4 2 516; Z f&;k(t; pmuih(t), inp(t))dt ——
=1 J
T
—2ge ¥ f [<Balt) - (gmvalt), o:it)> +
==]

0

+ <Bult) « (0:i(0)), genvin(t)>1dt,

Annali di Matematica 46
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Yf{@ — {qu;‘Y’Ll 2 -{—‘2 éik(T —k; pmuf';'%, pmuf'i" E) -4
i=1

m N i i—1 |2 i i i
+ = 3 [ o m — T L kza;"'ﬁ(vﬁ'%, v;"';)] —

i=1 r=0

T

m ~
—Z f di(l; pinvn't), panuan(t)dt +

=1

o
T

+oge f < Ball) - (quoal®), (quvan(0)> dL.

l]

Les fonctions ¢, étant fixées, nous passons & la limite avec la suite &, &'
Moyennant les hypothéses (6-v) et (9-i) et le lemme 9.5, nous voyons que

lim Y, = Yy = | (1) [ 4 a(T; o(T), o(T)) —

k h—)O

— f U 9ll), Gl)dL + 2 Re 3 j <BUXgdt)), 90> dt.

Pour passer & la limife dans Yﬁq,, il faut utiliser 8.20) ot (9.6), les lemmes
9.4 et 9.5, les hypothéses (6-v) et (9-i). Nous obtenons:
lim Yao=Yi=—2&ewi(T), ¢(I) —

k’, /=0
T

— 2 Feall; wi(T), W)+ 2 Re f a(t; nlt), o(0)dl +
T ]
+ 2 5{% f [<xX*(), 9ht) >+ < B{pi(t), w'(£)>]d¢

0

Pour Yp, nous utilisons I’égalité d’énergie (8.18); on vérifie sans peine
que Yp , est identique an premier membre de cette égalité.

Yr, = | on |5 + > @™ (ruit, Trite) +
i=1
m N i i
+oe s 2 (1w, o),

i=1 r==0

k
m 1 ~
Yre = | quratey [P + 2 2 f a{8; Pintrite, Pintrho)ds +

i=1
0

T
+2 8 [ (ult), gattna
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En raison du lemme 16.4 dujchap. 1, fir— f; dans L(H) fort. Utilisant
(9.6), (6.1), (6.2) et 1’ hypothése (6-v), nous obtenons

lim Yp, = Y; = u |* - a; o, uo) +
k', Weso
T

42 % j (F), w(eat.

0

Nous avons aussi, d’aprés (9.12) (ot { = T):

Yo = | WD) |* + a(T; w(T), (D) —
T

T
——J a'(s; w(s), wis)ds -+ 2 él{ef < x(s), w(s)>ds.

Finalement, en regroupant ces résultats:
lim Yy = Y, = | w4(T) — (D) |* +
k', R0

+T; wy(T) — ¢(T), wa(T) — 9(T)) —

T
- f a'(t; wit) — (), w(t) — o()dt +
¢ T

+ 2 Re g f < B{L)gi(t) — (@), eity— w' t)>dl.

=1
0
Il résulte des hypothéses (6-iii), (6-vi) et (6-x) que Yy, est non négatif,
et done, & la limite, Y, est non négatif quelles que soient les fonctions ¢;
vérifiant (9.19). La démonstration se termine alors comme dans le lemme 4.4,
Ce lemme nous permet enfin d’affirmer que

U= W, .

Puisque les limites sont indépendantes de la sous-suite %', &, les conver-
gences (9.6), (9.13) et (9.14) ont lieu pour la suite k, h, elle~-méme,.
Cela achéve la démonstration do théoréme 9.1

9.4. - Compléments au théoréme 9.1: Résullats de convergence forte.

Le théordme 9.1 peut étre complété par différents résultats de convergence
forte que nous énongons sans démonstration,
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THROREME 9.2,
Sous les hypothéses du théoréme 9.1, lorsque k et h—0, pour i =1, ..., m

Pinin(t) = ®(¢) dans F: fort, pour tout (€[0, T]
qrvinlt) = w'(¢) dans i fort, pour tout ¢€[0, T

Terorime 9.3.

Sous les hypothéses du théoréme 9.1, si Uespace G est uniformément convexe
et st (6-xi) est remplacé par

mv [P = B[ v[§

c‘R@ <I§’,—(t}’v, v> + i
v€G:, pp t€[0, 7T
alors nous avons
¢intin —> w2’ dans  Ly(G) fort.
10. - Exemples.

10.1. - ExeMpLE 1 (suite).
Espaces H, F;, G
H=H= L,(S), ©; = Ly(), W; = {0 }r
Fi=L@Q)X L), G=L®)X{0}, i=1 .., m
Opérateurs o:, ©;
Si uwevV,, ®u = (1, D)
Si weW;=H, wte = (u, 0).
Formes a{t; u, v)

Pour u, vEF;, © == (Uy, ), V= (U, V)

ailt; u, v) = f [ade, tus(a)v(e) 4 e, {)uow)vo(e)]d.
«

Opérateurs B{t): identiquement nuls.

Espaces Vi
V5 est 1’espace des fonctions étagées un:

un(w) = 2, un(M) - wru(@), unM)€C,
Menk
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S‘éﬁ, wny, définis an chap. I, section 11.1.
La dimension N(h) de Vj est le nombre de Megs.

Opératewrs vn, gn, Pin, Gin.
Si « € H, nous définissons v, =7y, u € V), de la maniére suivante:

UA(M) = (hy, oo, b | w@)dewe, N MEQ.

o,(M, 0)
Nous posons encore
Qnltp == Up ﬁ Q
H
pinttn = (Un|a, ditnla);  Qasn = (urla, O)

Vérification des hypothéses du n° 6.

Pour (6-xiv), (6-xv) et (6-xvi), noas renvoyons & Ravriarr [28]; (6-xviii)
a 6t6 vérifiée & I occasion de exemple 2 Ch. I; (6-xvii) est ftriviale car
H = H, (6-xix) est triviale car W;={0]. Les autres hypothéses se vérifient
facilement.

Problémes approchés.

Pour déterminer u) ' m (ou UZ"'WL) il faut résoudre un systéme_linéaire

(10.1) (I + k?A’;ﬁn) . u;+% =g, " (connu, €Vp),

ol A;”I”F%ES(V;,, V1) est défini par

(10.2 <A;+ﬁ Uh, ’Uh)h == afﬁ(nh, ¥n), N un, o€ Vi,
{ (r4-1)k
= f f {aie, ©)3; un(oc)3; va(m) - oz, un(x)vn(a)]drdd.
rk Q
Posons u;'i'?ﬁ = I, Emwny; alors (10.1) est un systéme d’équations liné-

Men
P
aires pour les £y. Comme pour d’autres exemples nous vérifions que le systéme

(10.1) est découplé en systémes partiels correspondant aux points M de o
situés sur une méme paralléle 3 "axe des a;.

Bésultals de convergence.
Le théoréme 9.1 (cf. remarque 9.1) donne en particulier ceci:
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Lorsque k et h =0, pour é=1, ..., m (m =n)

;uih]QT—e u dans L.(L,(Q)) faible

Siwin|gr = Diu dans L (L,(Q)) faible

L Vinl g > dans L.(I,(Q)) faible.

10.2. - EXEMPLE 2 (suite).

Espaces H, F., G.

H = Ly(R,); H = L,(Q) peut étre identifié & un sous-espace hilbertien de
H,si on convient d’identifier u€ L(Q) avec %€ Ly(R"), ufac) = ulac) pour x€Q,
w(x) = 0 pour ¢ Q.

i=1, ..., n

@, = L,(Q), Fi= L(R") X Ly{(Q),

W, ={0}, Gi=L(R) X {0}
i=n-1

i=1{0}, F, = Ly(R*) X {0},

W, = Ly(Q),  Gi= Ly(B") X Ly(Q).

Opérateurs o, w;.

i=1, .., n

Si w€V,, ;U = (?7&, D; u),

Si u€W,=H,  wwu=w, O)
i=n4+1

Si w€vVi=H, &u=u,0),

Si weW, w = (1, u),

Formes ait; u, v).

Pour 4, v € Fi, u == (1o, %), v = Vo, W),

&i(t; u, V)= ci,-(u, V) ==

et

ﬁmwmm%
Q

an+1(£; 'Mz, ’U} = O¢

i=1, ..
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Opérateurs B{f).
B;=0 pour i =1, ..., n, et By .(f) = B,,, défini par
<f3n+1u, V> = J | wi(oe) P2 2y )0, () de,
Q
M ou, V€ Gy, u == (U, Ui), v = (¥, V1h
Espaces Vp,.

Vi est P espace des fonctions étagées wup:

un(@) = Z un(Mwny(x), un(M) € C,
MeQy,

Qh, way définis au chap. 1 (section 11.1).

Opéraleurs ry.

Supposant I’ouvert Q assez régulier, il existe [15] un opérateur de pro-
longement &, continu respectivement de L,(Q), Ly(Q), H(Q) dans L,E*), Ly(R"),
HYR". Pour u € H nous définissons alors wp = rpu:

un(M) = (hy, «oy hy)™* Su(x)dx, Nt ME Q.

53,(M, 0)
Opérateurs qn, pn, Gin.
gr est 1identité, grup = un, et:
=1, .., n
Pinttn = (Un, 8 un|q), Qinttn == (4, 0)
i=n1
Pintth == (un, 0), Qin¥hn = (Un, Unla)

Vérification des hypothéses du n° 6.

Pour (6-xiv), (6-xv) et (6-xvi) nous renvoyons & Raviarr [28]; (6-xvii) et
(6-xviii) ont 6t6 vérifiées & 1’occasion de I’exemple 1 du Chap I; (6-xix) se
vérifie comme (6-xviii). Les autres hypothéses n’offrent pas de difficulté.

Problémes approchés.

i=1, .., n

u;+'v7z (ou ’U;+7'1i) est solution d’un systéme linéaire:

(10.3) (I+ kEATV:T) Wy = g;'*'n:z (connu, € Vp).
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i
On a AT = 4u,

(Antin, var = f o) u p(x)8vr{ee)di, M up, vRE€Vy.

o

Le systéme d’équations (10.3) est en fait découplé.

i=mn-4 1
Posons

i
’U;L—JF% = X 1§Mth-

enj,

Les équations (7.5) eorrespondantes sont totalement découplées, chaque
Ey 6tant solution d’une équation algébrique simple

(10.4) E+ k| En P Eu= gu (gu € C, connu).

Dans cet exemple encore, les problémes approchés (10.3) et (10.4) sont
relativement simples et ils sont beaucoup plus simples que les problémes
algébriques & résoudre lorsqu’on envisage I'approximation du probléme (5.10)-
(5.13) par le schéma implicite classique & trois niveaux (cf. Raviamr [28)).

Résultats de convergence.

Les théorémes 9.1, 9.2 et 9.3 donnent ceci:
Lorsque k£ et B >0

win—> 1t dans Le(L(R") faible

{ vp—>u dans Le(L{R") faible

f'uih(wy t)_{;(w: t) '2 d — 0 VtE[O, T]

Rn

jivm(m, ) — W, ) fde—>0 NEEQ, T); i=1, ., n4 1.
RVL

it lgpi—> Div  dans L. (I,(Q)) faible

fi Bam(e, t) — D, )P de—0 M LE[0, T]; t=1, ..., %
0

Unton| @ —> v dans  Ly(Qr) fort.
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11, - Une approximation de type mélé.

Nous donnons une autre méthode d’approximation discréte, particuliére-
ment adaptée a 1’exemple 2.

Lies hypothéses sont celles des n°® 1, 2 et 6, et nous supposons en outre
que les décompositions de A(f) et B(/) sont choisies de maniére que

afl; u, v)=0 pour i=m+1, .., m
Biy=0 pour ¢=1, ..., m,,
m, entier, 1=<m,<m

11.1. - Probléme approché.

Nous posons pour commencer

(11.1) W E =, (L4 <<om); Vh = Thity -

Supposant connus ujf”"ﬁ, i=1, ..., m, et vy, nous allons définir les

fonctions uy et vy sur Vintervalle [rk, (r 4 D

Pour i=1, ..., m.

& M,h(t) = u;+’;, 'vxfh(t} = ’U;-!-ﬁ

( pour {€[rk, (r 4 DK,

les n;"“ﬁ, @;’L"ﬁ étant définis successivement comme suit:

i1 i e
(11.8) vy tm = ;;(“Z+m — Uy, 1+”")
1 r,{_,}_ y_!_':.:_i r4 ,,-_I__l,
fgﬁhm‘“@zz m oy Wal, 0y \Uy, ®, W) =

(11.4) u
- (f;‘lh%, w,,)h, 00 € V.

i

L’ équation (11.4) est une éguation linéaire pour u; = (ou 4);'}'51).
Pour ¢ = m, 4 1, ..., m.

Pour ¢ €{rk, (r 4 1)K[, les fonctions wu;,, vy sont solutions de

Annali di Matematica 4



370 R. TemaMm: Sur la stabilité et la convergence de la méthode, efc.

{ win € Lok, (r ++ Dk V3)

S vin = tin € Dnclrke, (r + ks V)

(11.5) < : i
( (M:;,(Z)} wh)h + b;'*_a(u;h(t)y wh) - (f;_l_ﬁ s wh)}, 3 AVL Wy € Vh

unrk 4+ 0), et vauirk + 0) = uip(rk -4 0), donnés dans V.

L’existence et 'unicité d’une solution pour (11.5) résultent du théoréme 1.1.
Précisons les conditions initiales dans (11.5); les. z¢;+%, i=1, .., My,

my
sont supposés connus, ef v;“LW est déterminé par (11.3)-(11.4). Alors, dans
(11.5) nous prenons succesivement

(11.6) un(rk 4+ 0) = u;""l'%, =y -1, ..., m

1

b
(k4 0) = o T
v(m;-{-z)h('rk -+ O) = U(ml-}—l)h((r + l)k - 0) (nOté ’U:ﬁ_ m )

(1L.7) )

vmle + 0 = v+ Dk —0) (note o] =)

Les fonections s, vg sont alors connues sur Vintervalle [rk, (r 4 DAL
Nous posons

(11.8) val(r + Dk — 0) = o T3

(11.9) Wl 4 D) — 0) = o}

el nous sommes en mesure de recommencer le processus dans 1’intervalle

[t -+ Ok, (r + .

Les fonctions wuy, va sont définies finalement sur [0, T].

11.2. - Enoncé des résullats de convergence.

Avee des démonstrations entidrement analogues aux précédentes, nous
montrons ceci:

TrioriME 11.1.

Les hypothéses son! celles des n° 1, 2 et 6, (9-i) ef (11-i); u désigne la
solution du probléme 1.
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Lorsque k et b —0,
Pinttin —> O dans L (Fy) faible, t=1, ., Wy,
Quom —> 1 dans Lo(H) faible, =1, ..., m,

Qintin —> wite - dans  Ly(Gy)  faible, i=my + 1, .., m.

Sp;hu,-h(t) ~> ®;u(l) dans F; fort, t€ [O, T}, =1, ..., my,

eqhvih(é)-au’(zf) dans H fort, N (€[0, T), i=1, .., m.

11.3. - Exemple.

ExemMpLe 2 (suite).

La différence essentielle avec 1’approximation discréte du n°
en une simplification supplémentaire des problémes approchés.

-

7, consiste

Ici my, = n et, pour ¢ =1, ..., n, les problémes approchés (11.4) sont les
mémes que (10.3).
Poue ¢ = n - 1, nous écrivons:

£

(11.10) win(l) = un + f vin(8)ds (u, connu)
rk
(11.11) valt) = EwlOwnar
Meal,

%5&{(5) A | En(8) P2 Ena(?) = (fint), wra)n (fomet. donnée)
Em(rk - 0) donné.

(11.12)

Choissant f,4, =0, I’équation différentielle (11.12) s’intégre explicitement
et nous avons ainsi 6vité la résolution des dqualions algébrigues (10.4). Les
résultats de convergence sont les mémes que pour U approximation discréte.
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APPENDICE

ESPACES H(D;; Q) ().

Soit © un ouvert de RE* Nous avons défini au chapitre I, 1 espace
H(D;; ):

HD;; Q)= j u | u€ Ly (), Diu = ggé Ly(Q) ;.

(’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

{(u, V)= f [Dgu(a) » Dy vix) + ulx) - v(z)] dec.
Q

On appelle D(Q) [resp. D(Q)] Uespace des fonctions indéfiniment diffé-

rentiables & supoort compact dans () [resp. Q}, et on pose

HyD;; Q) = adhérence de 9(Q) dans H(Di; Q).

1, = Un théoréeme de densité.

Nous faisons 1’ hypothése suivante:

La frontiére T de Q est une variété contintment différentiable

i
(=D de dimension n—1, et Q est situé localementd’ un seul coté de I.

Nous avons alors le

TaRoREME 1.1. 7
Sous U hypothése (1-i), D) est dense dans H(D;; Q), i =1. ... n.

Démonstration.
Soit u € H(D;; Q), quelconque. Nous devons montrer que u est limite
dans H(D;; Q) de fonctions appartenant & ().

(%) Lies résultats donnés dans cet Appendice ne sont pas nouveaux; le théoréme 1.1
est un cas particulier d'un résultat de L. HorMANDER [10] et la démonstration est la méme
gwen [10]; le théordme 2.1 est div & J. L., LioxNs et B. MaGENES (non publié).



R. Temam: Sur la stabilité et la convergence de la méthode, etc. 373

19 - Considérons tout d’abord, le cas ol v est & support compact K, K
assez petit pour que la condition suivante soit réalisée:

Il existe un ensemble convexe ouvert &, 0€Q@, et pour tout

1.1 -
) c€KNT, z+Ccla
Soit alors u la fonetion égale & u dans () et & O dans 0q; ona
(1.2) Dyt = D;u + p

ot p est une distribution & support contenu dans KN T.

Soit p €D(R"), & support inclus dans C, p =0, fp(w)dm: 1. Pour €0, 1],
soit p. la fonction a~sp.(2)= %p(w), p. a son supézgrt inclus dans C, puisque
@ est convexe. e

La fonction g, x % appartient & D(R") et sa restriction a Q, soit w., appar-
tient & D(Q). Nous allons montrer que 1, — % dans H(D;; Q), lorsque ¢ -0,

Lorsque ¢ — 0, o, converge dans 9'(R*) vers & (distribution de Dirac en
0), et on vérifie de maniére classique que

(1.3) pe*v—>v dans L(E»), M v € LR

Ainsi p, x 1 —> 1z dans L,R%) ef, sur Q, u,—> u dans L,(Q).
D’ apros (1.2),

pE*Didzpe*D‘u-{-pé*p..

En raison de (L.1), puisque p. a son support inclus dans @, p,xp a son support
inclus dans § Q; alors

e

Dgllzez(pe*D;ZLMQ == (‘DE*DI’M)[Q

Avec cette égalité et (1.3), on en conclut que D;u.—> Diu dans L(Q), ce
qui démontre le théoréme, dans ce cas.
2° - Cas général.
a). On se raméne tout d’abord au cas olt « est & support compact Q.
Soit 9 €EDQ(B"), 0=¢=<1, p=1 pour |#|<1, ¢ =0 pour {2 |=2. Pour
a >0 soit ¢, la restriction & Q de la fonction x ~» cp(i—i). On vérifie que @ u €

€HD;; Q) et que p,u tend vers u dans cet espace, lorsque o — co. Les
fonctions & support compact forment donec un sous-espace dense de HWDyi; Q)
et on peut supposer que « est & support compact.
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b). On vérifie facilement, avec 1’hypothése (1-i) que, pour tout x, €T,
il existe une boule B, de centre a,, de rayon suffisament petit, et un ensemble
convexe ouvert ©,, 0€Cy , tel que

pour tout 2€B, NI, w4+ Coclo

Les boules B,, forment un recouvrement ouvert de I' dont on peut extraire
un recouvremment localement fini, (8;)es.

Les ouverts Q, (8,);es, forment en recouvrement ouvert de Q. Considérons
une partition de 1’unité subordonnée & ce recouvrement:

l=9+Zq;, ¢ €D0)
jed
On peut éerire
u=9u + Z Py Uy
7
la somme I étant finie en réalité, puisque le support de u est compact. Pour

i
chaque fonction ¢;u non nulle, on est dans les conditions du 1°); ¢u étant &

support compact dans (), on vérifie par régularisation que gu est limite, dans
H(D;; Q), de fonctions appartenant & D(Q) (pu € Hf(Di; Q).

Le théordme en résulte.

ReEMARQUE 1.1.
On démontrerait de maniére identique que D(Q) est dense dans

We oDy Q) ={w|u€Ly(Q), Dyu € LiQ)}, p,g=1,
cet espace é6tant de Banach pour la norme
%]z + 1D vz, -
2. - Un théoréme de trace.
Pour u € D(Q), on définit I’ opérateur de trace
Yit = cos (v, x)ulr,

v désignant la normale extérieure & I. L’application y; envoie D(Q) dans
@(I'), espace des applications continues sur I.

TakorEME 2.1
Sous ! hypothése (1-i), U application u—> yiu de Q) — ) se prolonge
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par continuité en une application linéaire continue de H(D;; Q) dans H—VYT) ("),
(i=1, .., n).

Démonstration.
Soit ¢ € H'/%I); on sait [15] qu’il existe w = w(p) € H'(Q) tel que
(2.1) YW =g, yw = trace de w sur [,

(2.2) L’ application ¢ '— w(p) est continue de HYVII) — H'(Q).

Pour » fixé dans H(D;; Q), nous posons

Xulo) = j [D; e, 20(2) + 26()D; wia)jda

a
= (Dju, w)+ (u, Diw).
LevMe 2.1,

Xu'9) ne dépend pas du choix de w(y), pourvu que w appartienne ¢ HY(Q)
et vérifie (2.1).

Démonstration.
Soient w, et w, appartenant & H'(Q), avec

T = @, YW, = 9,
et soit w = w; — w,.

I1 faut montrer que
(Diu, W)+ (0, Diwy) = (Diu, w,) + (u, D;w,),
autrement dif que

(2.3) (D;u, w)-+ (u, Diw)=0.

Mais w€H'(Q) et v w=0; done w € H(Q) et il existe [15] une suite de
fonctions w, € D(Q), qui convergent vers w dans Hy(Q). Il est évident que

(D;u, w) 4 (m, D:w) =0, pour w,€D(Q),

et (2.3) en résulte 4 la limite.

(*") H-1/2(I') est I'anti-dual de H/2(I'). Pour la définition de ces espaces cf. [15).
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1l est clair avec (2.2), que
(2.4) | Xul®) | < ulaw;o | wlme < clulaw,; ol elamm.

I’ application ¢ 1—"X,(p) est donc anti-linéaire continue sur H'AT) et il existe
g = g(u) € H2(), tel que

Xulp) = <g, 9>.
D’ aprés (2.4),
1gla—rm < clulam,;a),

ce qui montre que V' application u — g(u) est continue de H(D;; Q) dans H—/2(I).
Vérifions pour terminer, que cette application prolonge y;.

LeMME 2.2,
Si u € D(Q), alors
(2.5) g = yi 1.

Démonstration.
Hin effet, on a alors

Xu(o) = f Dim(cyw(oe))da = f u(ae)p(x) cos (v, x)do.
o] T

Cela termine la démonsiration du théoréme 2.1.

TaroriMmre 2.2,
HQ{D;‘,; ﬂ} = {%j U € H(Di, ﬂ), Yiu prverd 0 }.

Démonstration.

Si u€H(D;; Q) par définition de Ho(D;; ), il existe une snite de fonctions
u. € D(Q), convergeant vers u dans H(D;; Q); on a y.u, =0 et done, & la
limite y;u = 0.

Réciproquement, si » € H(D;; Q) et y;u = 0, nous allons montrer que u
est limite de fonctions de D(Q).

Soit ® €D(R") quelconque, et v la restriction de ® a Q. Puisque y.u =0,
on a <v:4, yo> = 0, ce qui ¢ écrit

f[“(w) + Di () -+ Ds u(w) - p(a)}da=0.

Q
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Done
f [w()D, D) + D ulw)@@)dee = 0, © € D(RY),
Rn

et donce

(2.6) D;u = D u.

Comme dans le cas du théoréme 1.1, on se raméne au cas d’une fonction
# & support K assez petit pour que la condition suivante soit réalisée:

Il existe un ensemble convexe ouvert @, 0€C et tel que

@7 E—CQcCaQ.

Soit ¢ et p, comme dans le théoréme 1.1 et soit ;s(w)z p(— )= sép(— Z—D)

On vérifie alors, avec (2.5) et (2.7) que la restriction & Q de gg*u est dans
D(Q) et converve vers u dans H(D;; Q).

REMARQUE 2.1. - Application aux problémes approchés semi-discrels.
Le théoréme 2.2 permet de donner un sens & certaines conditions aux

limites (du type de Dirichlet), vérifiées par les fonctions approchées semi-
discrétes: Ch I, ex. 2, (3.24), Ch II. ex. 1, (5.9), Ch III, ex. 1, (5.9).

Pour les autres exemples (Ch I, ex. 1, etc...) il serait possible en utilisant
les résultats précédents et les méthodes de L1oNs-MAGENES [19-20] de donner
un sens aux conditions anx limites (du type de Neumann) vérifiées par les
fonctions approchées semi-discrétes (Ch I, (3.11), ete...).
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