
Sur  la s tabi l i t6  et  la, couvergence  de la m~thode  
des pas f rac t ionnai res .  

~:~OGER TEMAM 

l l ~ s u m $ .  - Le travai l  est rdsumd dans l ' introduction.  

I N [ P R O D U C T I O N  

Le but de ce travail est l '~tude de  l ' approximat ion de la solution de 

probl~mes d '6volut ion par des m~thodes de d~composition des op6ratenrs. 

Soient H u n  espace de Hilbert  et A(t), t el0, T], une famille d 'op6rateurs 

lindaires, non born6s dans H de domaine D(A(t)). Nous consid~rons ici des 

probl~mes d '6volut ion du type suivant (formulations tr~s impr~cises pour 

1' instant) : 

(3) 

Pour  f et uo donuts ,  trouver une fonction u v~rifiant 

u'(t) + A(t)u(t)  - -  f(t) ,  t s [0, T], 

u(O) = Uo 

ou aussi 

(2) 

Pour  f, Uo et ul dorm,s, trouver une fonction u v6rifiant 

u"(t) ÷ A(t)u(t)-- f(t), re[0, T] 

u(O) = Uo, u'(O) = u~ 

Dans les applications; A(t) est en g6n6ral un op6rateur diff6rentiel dans 

un ouvert ~ de R ~ et son domaine D,A(I)) est fix~ par des conditions aux 

limites appropri~es. Les probl~mes (1) et I2) sont alors des probl~mes mixtes 

an sens de t t adamard .  

Les m~thodes d 'approximation que nous 6tudions supposent que A(t) admet 

une d~composition << naturel le  >) de la forme 

Ygt 

(3) A(t) = E A,(t), 
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les A~(t) 6taut 6galement des op6rateurs non born6s dans H de domaine 

D(A~(I)). Ces m6thodes permettent  alors de ramener  l ' approximat ion  de (1) 

(resp. (2)) i~ la r6solution ou ~ l ' approximat ion  de problbmes analogues avec 

les Ai(t) (probldmes p lus  simples si la ddcomposilion (3) est bien choisie). 

Diff6rentes m6thodes d 'approximat ion  de ce type (voisines les unes des 

autres) ont 6t6 propos6es et 6tudi6es: ce sent les m6thodes de Pas Fraction- 

naires 6tudi6es en part iculier  par DE~IDOV, G. I. MARCItOUK, A.A. SAM:ARSKII 
et N.N. YANENKO, et les m6thodes de Directions Altern6es dries entre autres 

/~ J. DOU(~LAS Jr., J .E .  GUNN, D. W: I:)EAC~EMAN et H. It. RACH:FORD. 

Bien que courammcnt  utilisdes duns les applications num6riques, ces 

m6thodes ne reposaient le plus souvent que sur des d(imonstrations formelles 

ou assez particulibres. Nous avonz ici r6solu les problbmes de la slabilitd et 

de la convergence des mdthodes de Pus  Fractonnaires,  pour des problbmes 

lin6aires assez g6neraux et pour certaines classes de problbmes non lin6aires. 

Les problbmes du premier et du deuxi~me ordre en t sont 6tudi6s pa r 

des m6thodes quelque peu diff6rentes (bien que ces derniers se r6duisent 

formellement aux premiers). Dans ]e cas, par exemple, des 6quations du pre- 

mier ordre, les approximations que nous 6tudions sont les suivantes:  

1% Approximat ions  semi-discri~tes. 

L ' in te rva l le  (0, T) est divis~ en 21 intervalles de iongueur k; k est 

destin6 ~L tendre vers 0. 

On ddfinit m fonctions approch6es u~k . . . . .  u,~k: moyennant  des hypothbses 

convenables sur A~(t), on d6finit la restriction de u ~  h F intervalle (0, k) comme 

(~ la solution >) de 

(4) u[k(t) + Al(t)u~k(t) "-- O, u~k(O) = Uo 

(f--0 pour f ixer les id6es). 

On d6finit ensuite successivement les restrictions des fonctions 

u~  . . . .  , u,,k h. l ' in terval le  (0, k) comme solutions de 

(5) u~k(t) + Ailt)u~k(t) "-- O, uik(O) - -  u,_l)k(k). 

On op~re ensuite de m~me sur l ' in terval le  (k, 2k) avec uo remplac6 par 

u,,~Ik), puis successivement sur les autres intervalles (rk, (r-{- 1)k), r - - 2 ,  ..., N - - I .  

2% Approximat ions  discrbtes. 

Les principes sont les m~mes que pr6c~demment mais les ~quations aux 

ddriv(ies partielles (4)-(5) sont remplac6es par des dquations anx diff6rences 

finies. 
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Pour  cela, nous introduisons eomme en [28] une famille d 'espaees de 

Hilbert  Vh de dimension finie et d~pendant d 'un param~tre h destin~ comme 

k h tendre vers 0 (k est le pas en la variable de temps, h est le pas en les 

d 
variables d'espace). ~Nous remplagons ~ par uu quotient  diff6rentiel  et les 

As(t) par des opdrateurs (de diff6rences finies) Ai, hk(rk) op6rant dans Vh 

( i - - 1 ,  ..., m, r - - 0 ,  ..., N). 

Les fonctions approeh~es U~,h~ sont alors d(ffinies comme suit:  

(6) 

i 

m( 
Ui, hk(rk) = uh ~ Vh), pour t e [rk, (r + 1)k[ 

r ~ - O ,  ..., N - - - l ,  i - -  1, ..., m 

off 

(7) 

0 
puis uh, ..., uh 

U°h --- rhuo --- (< u n e  approximation>) de u0, 

~-~ ,,+ ,_" 

"'~ ~tant connus, Uh "~ est la solution de 

(8) - + = o .  

3°). Autres mdthodes d ' approx imat ion .  

Lorsque cela nous semble pr6senter un int~rSt pour le type d '6quat ions  

consid6r6es, nous indiquons ¢gnlement d 'autres proc6d~s d'appi~oximation avec 

diser6tisation en les variables d 'espace et, en ce qui concerne la variable de 

temps, une des si tuations suivantes:  

i! n ' y  a pas de diser~tisation pour cette variable, les probl~mes approeh6s 

6tant alors des syst~mes diff6rentiels du type suivant:  

d 
(9) d--t us, hk(t) + As, hk(rk) " Us, hk(t) "-- 0 

- -  pour  certains i on a des 6quations discr4tis4es en t telles que (8), et pour 

les autres i on a des 6quations non discr6tis6es en t, telles que (9) (approxi- 

mations de type m~14). 

Pour  ehaque type d 'approximation,  a prbs avoir d~fini de manibre precise 

les fonetions <~ approeh6es>~ usk ou resp. U~,hk, nous 4tudions te comportement 

de ees fonctions lorsque k tend vers 0 (resp. lorsque k et h tendent vers 0): 

Annali di Matematica 25 
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a) Nous ~tablissons par des~mdthodes d'dnergie des est imations a priori 

ind~pendantes de k (resp. k et h) pour les fonctions approch~es. Dans le eas 

des approximat ions  discr~tes ces estimations r~solvent le probl~me de la 

stabilit~ num~rique. 

b) Uti l isant  en part iculier  les est imations /~ priori pr~c6dentes, nous 

passons /~ la limite dans les ~quntion approch~es (k--> 0, ou resp. k et h---> 0) 

et nous d~montrons la convergence des fonctions approehdes vers la solution 

u du probl~me (1); pour ehaque i ( i - - 1 ,  ..., m) u ~  (resp. u;,n~) converge 

vers u dans un espace convenable.  

Le Chapitre I traite ainsi d '6quat ions  lindaires du premier  ordre en t: 

u'(t) + A(t)u(t) = f(t),, 

A(t) op6rateur  lin~aire elliptique. 

Le chapitre I I  est consacr~ h certaines ~quations non lin~iaires du premier  

ordre en t: 

u'(t) + A(t)u(t) + B(t)u(tt -= f(t), 

A(t) op~rateur lin~aire elliptique, B(t) op~rateur non lindaire monotone. ,  

Le chapitre I I I  est consacr6 aux ~quations du deuxi~me ordre en t 

lin~aires ou non lin~aires: 

u"(t) + A(t)u(t) = f(t), 

OU 

u"(t) + A(t)u(t) Jr- B(t)u'~t) -- f~t), 

A(t) op~rateur lin~aire elliptique, B(t) op~rateur non lin~aire monotone. 

Les pr inc ipaux r~sultats de ce travail  ont 6t6 r6sum6s dans trois ]gores 

aux Comptes -Rendus  [36]. 

Des r6sultats qui recoupent  ceux du Chapitre I ont 6t~ obtenus par  

SA~ARSKI [30-32] uti l isant laussi des m6thodes d '6nergie  et par  DENIDOV, 

YA~ENKO et TROT~En, [7] [39] [41], ut i l isant  des m~thodes diff6rentes des 

nOtres, li6es en par t icul ier  i~ la th6orie des semi-groupes.  La convergence 

des m6thodes de directions altern6es et des resultats  compl6tant les n6tres 

sont dfis ~t LIEU~AUD [12]. 

Les m~thodes utilis~es ici ont ~t~ appliqu~es par L I o ~ s - T E ~ . ~  [22-23] 

aux in~quations variat ionnelles  et seront appliqudes ul t~rieurement/~ d 'autres  
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types de probl~mes, ~quations de Navier-Stokes,  ~quations du type de Schroe- 

dinger. 

Je n ' a i  pu mener ~t bien ce travail  que grhce aux encouragements  et ~t 

Faide eons~ante de )I. Lions.  Qu' i l  veuille bien trouver ici l ' express ion de 

ma tr~s respectueuse reconnaissance. 

Je remercie H. SchWARtz d ' avo i r  bien voulu accepter ta pr~sidence du 

Jury,  ~[adame LELONO et M. BROUSSE de bien vouloir y participer. 

Je tiens h remercier  4galement M. MAn CEOUK dont les conferences faites 

i~ l 'Universi t6 de Paris  ont ~t4 le point de d6part de ce travail. 

Ma reconnaissance va enfin ~ M. CABANNES et M. GEP,MAIN qui, par 

leurs coaseils et leurs enseignements,  ont contribu~ h assurer  ma formation 

scientifique. 

C H A P I T R E  I 

EQUATIONS D 'EVOLUTION LINEAIRES DU ler  ORDRE 

Introduction. 

Dans ce chapitre nous 6tudions l 'approximation de la solution d'~quations 

u'(t) -[- A(t) + u(t) = f(t) 

off A(t) est un op6rateur lin~aire de type etliptique, 

Les n ° 1 ~ 9 concernent les a,pproximations semi-discr~tes, el les n ° 10 d~ 

21 les appro~cimations discr~les. 

Au n ° 1 nous formulons de mani~re precise le probl~me exact dont nous 

eherchons h approcher la solution. Au n ° 2, aprbs avoir formul~ des hypotheses 

convenables, nous << eonstruisons >) les solutions approch~es semi-discr~tes. 

Aux n ° 4 h 7, nous 4tablissons des estimations ~ priori pour les solutions 

approchdes et d~montrons le th~or/~me essentiel de couvergence. 

Des exemples sour trait~s aux n o 3 et 8; t e n  ° 9 donne quelques compl6- 

ments sur les approximations semi-discr/~tes. 

Au n ° 10 nous formulons les hypothbses de discr~tisation et celles-ci 

sont explicit~es ensuite sur les exemples (n ° 11). Nous d4finissons les solutions 

approch~es discr~tes (n° 12), nous (ftablissons des estimations h priori sur ces 
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solut ions  approeh6es  (n ° 13 e t  14), nous  donnons  enf in  un  th6orbme g6n6ral  

de convergence  faible (n ° 15/~ 17) et un  th6orbme de convergence  forte  (n ° 18). 

Ces r6sut ta ts  sent  appl iqu6s,  au  n ° 19, aux  exemples  pr6c6dents .  

Aux  n ° 20 et 21 neus  donnons  des compl~ments :  approx ima t ion  par  des 

systbmes diff6rent ie ls ,  r e m a r q u e  sur  l ' approx ima t ion  des problbmes e l l ip t iques  

l in6aires.  

§ 1. - A p p r o x i m a t i o n s  s e m i - d l s c r ~ t e s .  

1. - Rappels.  Lo probl~me exact .  

Nous rappolons  tout  d ' a b o r d  que lques  r6sul ta ts  de J. L. LIoNs [14] [16], 

s a t  la th6orie des 6ctu~tions d '6vo lu t iou  l in~aires  du p remie r  ordre.  

l~ous consid~rons deux  espaces h i lber t iens  complexes  (~) V e t  H, V inc lus  

duns H avec une  in jec t ion  cont inue ,  V dense dans  H. Nous noterons  ((u, v)) 

et  [lull (resp. (f, g) et I f  i) le p rodui t  scalai re  et la aor tae  duns V (resp. H). 

Nous ident i f ions  H h son a n t i - d u a l ;  V' d4s ignant  l ' a n t i - d u a l  de V, n o u s  

avons  alors los inc lus ions  

( l - i )  V ~  H c  V'.  

tes in jec t ions  6taut  continue~ et ohaque  espace 6tant  dense duns le suivant .  

Soit  T >  0 f in i ;  pour  chaque  t e l 0 ,  T] nous  nous donnons  une forme 

a(t; u, v), sesqui t in6ai re  con t inue  sur  V, et nous raisons los hypotheses  su ivan tes :  

(1-ii) t.-->a(t; u, v) est une fonct ion mesurable ,  ~ u, v e  V. 

(I- i l l )  

I[ exis te  une  cons tan te  M telle que 

In(t; u, v)l llvll 

pour  tout  u, v ~  V et pour  presque  tout t~[0 ,  T]. 

(1-iv) 

I1 existe  une  cons tan te  ~ > 0 telle que 

 ea(t; u, u)> llult 

pour  tout  u e  l] et pour  presque  tout  t e l 0 ,  T]. 

(i) Tout ce qui suit reste variable duns le cas rdel, h condition de supprimer los ,~l~e~ 
et de romplaeer ~ anti-dual, par • dual ,, ~ sesquiln~iaire ~ par ,~ bilin~taire~, 
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Pour  u e  V et pour  presque tout t~ 

v i--> a(t ; u, v) 

est une forme anti- l in~aire continue sur IT, not6e All)u: 

< A(t)u, v > -~ a(t; u, v) ~ v e  V. 

: ~ produit  scalaire duns l 'ant i -dual i t~,  entre V' et V. 

Pour  presque tout l, u--> ACt). u est une application lin~aire de V duns 

V'; on montre que c 'es t  uu isomorphisme. 

Si X est un espace de B~nach, 1 _~p <~cc, a et b deux nombres r6els, 

Lp(ct, b; X )d~s igne  Fespace des (classes de)fonet ions  de puissance p~O sommabte 

sur in, b] ~ valears  duns X (avec la norme usueiie). Les espaces Lp(O, T; X )  
intervenant  souvent, nous noterons pour simplifier  

Lp(O, T; X ) - -  Lp(X).  

Nous rappelons [3~] que si g(.) e Lp(a, b; X),  la dOriv~e g' dg • --  -~  est d~finie 

dans l 'espaee des distr ibutions vectorielles sur ]a, b [ h  valeurs dans X. 

Consid~rons alors le probl~me suivant :  

PROBL]~I~E 1. 

Pour uo e H el f e  L~(H) donnds, trouver une fonction u vdrifiant 

(1.1) u ~ L.~(V) 

(1.2) u'(t) + A(t)u(t) -- f(t), re]O, T[ 

(1.3) u(0) --  u0 

REMA.RQUE 1.1. 

En raison de (1-ii) et (1-iii) l ' appl ica t ion lin~aire u(. ) --> A(. ) u(. ) 

continue de L2(V) duns L2(V'). Done, si u v4rifie (1 .1)et  (1.2), alors 
est  

(1.4) u' ~ L2( V') 

On d~fmontre (of. LIeges [13]), qu 'apr~s  modification ~ventuelle sur  un 

ensemble de mesure  nulle, route fonction v~rifiant (1.1) et (1.4) est continue 

de [0, T] dans H. 

Cette remarque  donne en part icul ier  un sens h (1.3). 

Le th~or~me suivant  est c iass ique:  
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TH]~OR~ME 1.1. 

SOUS les hypotheses (l-i)  & (1-iv), le probl~me 1 poss~de une solution u 

uniqne, 
L a  fonetion u est continue de [0, T] ~--> H e t  vdrifie, pour  tout t ~ [0, T], 

l' dgalitd d' dnergie suivanle : 

t 

(1.5) ]u(t) 1 + z ae f <s; u(s), u(s))ds = 
g 

t 

= [u(0)t~+ 2 ~e  f (f~s), u(s))ds. 

o 

Nous nous intdressons dans ce chapitre, i~ l 'approximation de cette fonclion u. 

REMA~QU]~ 1.2. 

Le th6or~rne 1.1 est encore valable si, au lieu de (1-iv), nous avons 

(1.6) & a(t; u, u) + ~ [ u I ~ >_ ~ 11 u [5 ~ > o, ~ _> 0. 

I1 est bien connu qu ' en  posant u ( t ) - - e x p ( ~ t ) . w ( t ) ,  nous ramenons le 

probIbme 1 ~ u n  probl/~me analogue pour w, mais ave l 'hypoth~se (1-iv) v6rifi6e. 

Le th6or~me 1.1 est aussi valable si, au lieu de f e L 2 ( H )  nous avons 

f =  I"1 + f2, f i e  L~(H), f2e L~(V'). Nous n 'envisagerons  pas ee cas iei, mais il 

entre dans le cadre du chapitre II. 

2. - Probl~me approehd semi-discret.  

Nous introduisons m espaces de Hilber~ V1,... ,  V,u [normes ll u I1,, produits  

sealaires ((u, v)~] tels que 

(2-i) V =  V i c  H, i =  1, ..., m, 

les injections ~tant continues et chaque espace ~tant dense dans le suivant.  

Pu isque  H est identifi6 h sou ant i-dual ,  nous avons 

(2-ii) V ¢  V i c  H ¢  V~c V', i =  1, ..., m, 

V~ ddsignant l'anti-dual de Vi 

Nous supposons 4galement que 

(g-iii) V ---~ ~'1 Vi. 
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Avee (2-i) et (2-iii) nous voyons que V est un espace de ]3anach (2) pour  les 

normes 

11 u tl et tl'* Ill, 
i ~ : t  

et que la premibre norme d6finit 'une topologie plus fine que la seconde. 

Nous en concluons g r ice  au th~orbme du graphe fermi ,  que ces deux normes 

sent ~quivalentes. 

Pour  i = t, ..., m, soit af t :  u, v), t e l 0 ,  T], une famille de formes sesqui- 

lin~aires continues sur  V~, qui v~rifient des propri~t~s analogues ~ (1-i i)-  

(1-iv), e' e s t -h -d i re :  

(2-iv) t ~---> a~(t; u, v) est mesurable,  

I Ta, t; u, ll' ti, llvll  
(2-v) 

~Iu, ve  Vi, p.p. tel0, T], 

(2-vi) t ~ea,(t;  u, u ) ~ , l [ u I l ~  
( u e V ~ ,  p.p. t e l 0 ,  T], 

et qui v~rifient en outre:  

a(t; u, v)-= E a~(t; u, v), 
(2-vii) i=~ 

u, v e V ,  p.p. t e [0 ,  T]. 

~i > 0, 

~V L U~ V ~  V i ,  

Pour  u e V ~ ,  pour presqne tout t~I0 ,  T], v~-->adt; u, v) est une forme 

ant i- l in~aire  continue sur~V~, not6e A~(t.u; ut--> Af l )u  est tm isomorphisme 

(z) Si X i ,  ..., Xr sont des espaccs de Banach  inclus dams un  espaee veetoriel topolo- 
r 

gique ~, avec in jec t ions  continues,  alors ~ Xi est un  espace do Banach  pour  la norme E fin ]Txi~ 
i=l i=l 

r 

Z E i e s t  un  espace de Banaeh  pour  la norme I n f  •tl} u~.ll)&, l ' i n f i n i m u m  ~tant pris  pour  

routes les d6compositions u~--  Y. u i ,  u i e  X i. 
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de V~ sur V~. D'apr~s (2-vii,:  

m 

(2-viii) A t)u - -  ~ A~(t)u, ~ u e V, p.p. t e [0, T]. 

Nous nous donnons enfin une d4composition arbi traire  de f de la forme 

(2-ix) f z E f~, f~eL~(H)  (~). 

Les fonctions a~prochdes. 

Soit N u n  entier destin~ /~ tendre vers l ' inf ini ,  et k - -  T / ( N ~  1). 

En uti l isant  la d~composition (2-viii) de A(t) et la d~composition (2-ix) 

de f (4), nous allons, pour  chaque k fix~, d4finir m solutions <,approch~es~ 

du probl~me 1. 

Les fonctions u~k sent d~tSrrain~es a l te rna t ivement :  nous d~finissons 

suceess ivemeut  pour i - -  1, ..., m, les valeurs  de la fonction u ~  sur l ' inter-  

valle [0, k - 0], puis successivemcnt  dans le m~me ordre sur  chaque intervalle 

[rk + 0, (r -{- 1)k - -  0], r : 0, .... _iV. 

Pour  ehaque i et pour  ehaque r, l~ restr ict ion de u ~  h Irk ~ O, (r + 1)k -- 0] 

(restriction encore notre  u~) est d~finie eomme la solution du probl/~me suivant 

(2.1) 

u~k ~ L2(rk, (r + 1)k; V~) 

u~(t) -]- A,(t)u,k(t) = f (t), 

ulk(rk-]- O) donn~ dans 

t ~ ]rk, (r ~ 1)k[ 

H. 

Le probl~me (2.1) est identique ~u probl~me 1 h. condition de remplacer  

l ' in terval le  [0, T] par  l ' in terval le  Irk, ( r ~  1)k], V put  V~, ,4(t) par AJt), f 

p~r f~ et Uo par l'~l~ment donn~ de H. L'ex i s t ence  et l 'unicit~ d~une solution 

pour  (2.t) r~sultent donc simplement du th~or~me 1.1 [cempte tenu des hypo- 

theses ~2-iv) ~ 2-vi) sur  les Ai(t~]. 

I1 reste h pr~ciser les conditions initiales dans (2.1). D'apr~s le th~or~me 

1.l, ta fol~ction u~k vdrifiant (2.1) est continue de Irk -]- 0, (r + 1 ) k - -  0] ---> H 

(apr~s modification ~ventuelle sur un ensemble de mesure  nvlle). Si u~k v~rlfie 

(2.1), on peut  donc d~finir sans ambiguit~ 

u~k((r + 1) k - -  0) e H. 

(~) On peut prendre simplement fi ~ f, f¢ ~-O~ i-----2, .., m. 
(4) C'est bien stir la d6compositlon de A(t) qai est essentielle 
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Les  condi t ions  in i t ia les  successives aux  points  rk sont a lo ls  les su ivan tes :  

(2.2) 

Pour  r --  0 

u~KO) - -  uo 

u~k(O) = u~.~(k - -  O) 

umKO) "- u(~_,k(k  - -  O) 

Pour  r - ~  1, . . ,  N 

u~k(rk + O) = u,,k(rk - -  O) 

u2k(rk + O) = u~k((r + 1)k ..... O) 

u,.k(rk + O) ~- u,~_x,K(r + 1)k - -  O) 

Notons q u ' a u x  points  rk, u , K r k - - 0 )  et u~Krk + 0) sont en g~n~ral diff6- 

rents .  Les  fonct ions  u,k ainsi  d&in ies  sont s eu lemen t  con t inues  par  m o r c e a u x  

de [0, T] dans  H, ]es d i scont inu i t6s  ~tant  situ~es aux  looints rk. P o u r  f ixer  

les id6cs, nous poserons 

(2.3) 

l i--1 ( uMrk)  = uiKrk + O) not~i u 

r - - O ,  ..., N, i =  1, ..., m, 

ce qui  rend  les fonct ions  ulk con t inues  h droi te  dans  H. 

En  r(tsum~, nous  avons d~montr6 la 

PI~O~,OSlTIO~ 2.1. 

Sous les hypotheses ( l - i )  ~t ( t - iv)  et (2-i) (~ (2-ix), pour  chaque k fixd, il  

existe m fonctious u,k ddfinies de mani~re unique p a r  

(2.4) ui~eL2(V~), i -" 1, ..., m 

(2.5) 
t u}Kt) + A,(t) u,Kt) --  f,(t), t e ]rk, (r + 1) k[, 

r----O, ..., N, i = 1 ,  ..., m 

et les conditions ini t iales  suceessives (2.2). 

REMARQUE 2.1. 

En ra ison  de (2.5), nous avons 

(2.6) 
I u~  ~ L2(rk, (r -+- 1)k; V~) 

I r - - O ,  ..., N, i - - 1 ,  ..., m. 
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Considdrdes sur  [0, T], les d~rivdes u~k sent des mesures  i~ valeurs dans 

V~ et nous avons 

(2.7) 
( ~-~ ~'-i+~-t 

8(~k, distr ibution de Dirac au point rk.  

RE~ARQUE 2.2. 

Dans des cas assez particuliers,  les fonctions u,k donnent  une rfisolution 

exaete aux pointes r k :  

U ¢" . . .  k - -  u(rk),  r - -  O, , 1V + 1 

Cela sera prdcis~ dans la section 9.1. 

REMARQUE 2.3. 

NOUS indiquerons dans la section 9.2 un proedd~ d 'approximat ion  voisin 

qui fournit  une fonction approch~e continue de [0, T] dans H. 

Avant d ' abo rde r  l '~tude du passage h la limite k--->0, nous donnons des 

exemples  pour lesquels  les hypothi~ses (l- i)  tt (1-iv) et (2-i) t~ (2-ix) sont 

v~rifi~es. 

3. - Exemples.  

3.1. - EXEMPLE I :  Probl~me du  second ordre en ~c avec cond i t i ons  a u x  

l imi tes  de N e u m a n n .  

Soit ~2 un ouvert  born~ de R" de fronti~re r.  Nous ferons en temps utile 
des hypotheses  de r~gularit~ pour I ~. 

~ous  prenons pour  H l 'espace L2(~2) et pour V l 'espace de Sobolev d'ordre 

l [34]: 

H i ( a ) =  u ] u e L 2 ( a ) ,  D , u - - ~ - x ~ e L 2 ( g ) ,  i =  1, . . . ,  n . 

Ces espaces sont munis des produits  scalaires hilbert iens habi tuels :  

(f, g) = f 
~2 

((u, V)) - -  (u, v) + ~ (D,u, D~v). 



R. TEMAM: Sur la stabilitd et la convergence de la mdthode, etc. 203 

Nous prenons m - - n  et~ pour i - - 1 ,  ..., n :  

l?, ---- H(D,; t 2 ) -  { u[ u~L2(12), D,uEL2(Yt) }. 

On v~irifie sans peine que V~ est un esp~ce de Hilbert  pour le produi t  

scalaire 

((u, v))i --~ (u, v) -~- (D,u, I),v) 

Les hypothbses (l-i)  et (2-i) ~ (2-iii) se v6rifient sans difficult& On montre  

en appendice (Th6or/)me 1.1.), moyenant  une hypothSse de r~gularitt~ sur t2, 

que V e s t  dense duns V~ (cette propri6td n ' es t  d 'a i l leurs  pus indispensable). 

Soient a,(x, t), cdx, t), i--- l, ..., n, c(x, t), des fonetions appurtenant  h 

L~(Qr), Q z ' -  ~2 X ]0, T[, et v~rifiant 

g~e adx, t) ~ ~ > 0 p.p. dans QT 

~eo~(x, t ) > ~ > O  p.p. dans Qr 

c(x, t) = ~ c,(~, t). 

Nous posons 

(3.1) a(t; u, f t)D,u(x)D,v(x)dx -t- f c(x, t)u(x)v(x)dx 

(3.2) adt; u, v ) - -  a,(x, t)Diu(~c)D~v(x)dx + cdx, t)u(x)v(x)dx 

La v~rification des hypotheses (1-ii) ~ (1-iv) et (2-iv)~ (2-vii i)est  imme- 

diate;  (2-v) et (2-vi) ont lieu en part ieul ier  avec: 

(3.3) M~ ---- max l a,(x, t) ]z,~(Qr), [ e~(x, t) IL~(Qr ) } 

(3.4) ~ - -  min { ess inf ~e  a~(x, t), ess inf ~e  cdx, t) } 
QT Or 

Probldme exact. 

Soit uo = Uo(X) donnO duns L~(gt) et f =  f (x ,  t) donnO duns Lz(QT). La 
solution u - - u ( x ,  t) du problbme i e s t  une solution faible du problOme suivant :  

(3.5) u ~ Lo:(L2(FL)) A L~(HI(t2)) 

(3.6) u'(x, t ) -  E D~[adx, t)D~u(x, t)]-[- 

-t- c4x, t) u(x, t) = f (x ,  t) clans Qr = ~ × ]0, T[ 
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i3.7) u(x, 0) = Uo(~) (condition initiale) 

~U 
(3.8) --  0 sur E T =  l~xJ0, T[ 

3 VA(t) 

Off 

(3.9) -- E adX, t) COS (V, x3D~. 
3 YA(t) i= l  

La condition aux limites (3.8) est formelle rams avec des hypoth6ses de 

r6gularit6 sur la frontibre ]2 et sur les fonctions adx, t)~ cette condition anx 

limites pout ~trs jast if i6e par les m6thodes de LIOSIS-~GESTES [20]. 

Probldme approch~. 

Les fonct ions  approeh6es u~- -u~k(~ ,  t) v6rifient:  

(3.10) u~k e Lc~(Ldf~)), D~ui~ ~ L2( QT ) 

(3.11) u~u(x, t ) -  Di[ai(x, t)D~uik(~c, /)] + vi(x, t)u~k(~¢, l)-- f~(x,  t) 

dans FZ X ]rk, (r q-1) k[, r - - O ,  ..., N, 

les conditions iuitiales suocessives (2.2) et los conditions aux limites (formelles): 

(3.12) agx, t) cos(v, 'x~)D~u~k(x, t) -- 0 sur ST. 

REMARQUE 3.1. 

Soient bi(x., t), i - - 1 ,  ..., n, des fonctions appartenant  i~ L~(QT). Avec les 

m~mes espaces que pr6o6d~mraent el les m~mes fonctions a~(x, t), cdx, t), c(x, t), 
nous pouvons p rendre :  

a(t; u, v)=,=1 ~ . / a d x '  t)n~u(x)Div'~.)dx T 

÷i~l/b,(x, t)D,u(x)v(x)dx,+ f c(x, t)u(x)v(x)dx 
t2 

a,(t; u, v) --- f a,(x, t)D,u(x,)D,v(x-)dx -[- 
rt 

q-/"  b,(~c, t)Dtu(x)v(x)dx~ + f v(x, t)u(x)v(x)dx. 
gt ~ 

Duns ce cas, il faudra  que tes minimums (essentiels) de ~ec(~c, t) st 
~ec,(x,  t) soient assez grands pour que tes couditions de coercivit6 (1-iv) st  

(2-vi) soient r6alis6es. La remarque  1.2 est applicable /~ cet exemple.  
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3.2. - EX:~Pr~E 2: Probld~ne d'ordre 2~t en ~c (~ t>  1), avec conditions a u x  

l imites de Dirichlet. 

Comme pr6e6demment ,  ~ d6signe un  o u v e r t  born6  de R ~, et nous p r e n o n s  

H = L~F~ ). 

Si j = ( j ~ ,  ..., j~) est ua  mu l t i - e n t i e r ,  nous  r iotous 

Soi t  

D i --= D~' ... Di~; l i t  = J ,  -4- ... + i~ .  

H(D~; F~)=  { u l u e L 2 ( F ~ ) ,  D i u ~ L ~ ( ~ ) }  

H~in)  = { u I u ~ L~(~), Diu e L~in), ]Jt --< ~ }- 

Ce sont  des espaoes  do H i l b e r t  pour  les p rodui t s  sca la i res  r espec t i f s  

((u, V))j - -  (u, v) + (Diu, Div) 

Nous  posons  

((u, v ) ) =  ~ (Din, DJv) 
Ii1--<~ 

V =  [t~0~(~2) = adh6rence  de ~(~2) duns HI*(,2); ~ ( ~ )  = espace  

des  foae t ious  incl6f iniment  d i f f~ren t i ab les  h suppor t  compac t  duns ~2. 

Nous  p renons  m ~gal au  hombre  de m u l t i - e n t i e r s  j tels q~le l j l  = t ~. 

Dans  cet  e x e m p l e  m ~ n (si ~ ~ 2). 

Nous  r empla~ons  l ' i nd i ce  i, I <_i_< m, pa r  le m u l t i - e n t i e r  j ,  IJl = t ~. P o u r  

c h a c u n  de ces m u l t i - e n t i e r s  j ,  soit  

V i = Ho(DI; ~ ) =  a d h e r e n c e  de ~(F~) duns  H(Di; 12). 

Les hypo the se s  (i- i) ,  (2-i) et (2-ii) sont  fac i les  /~ v(~rifier. P o u r  v~r i f ie r  

(2-iii), notons  que  si u e  V], alors  ~2 dtaut  born6,  et en ra i son  de l ' in~gal i t~  

de Po inca r6  : 

Dqu ~ L2(D=) p o u r  q _< j ¢). 

En out re ,  si q<_j  ot q + i < j  (~), a l o r s :  

D~u e Ho(D~ ; ~ ). 

(~) Si q ot j sont dos multi-ontiers, q ~ j  signifie qi ~ J t ,  ..., q,,~Jn. Si q ost un multi- 
entier et i un entior, 1 ~ i ~ n, q + i d6signe le rnulti-ontier qt, ..., qi-i,  qi+ 1, q~'+i, ..., q+~. 
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Dans ces conditions si u e  A V], il est clair que Dqu~ ~Ho(D~; t2) pont  

I q l - -  ~t - -  1 .  IJl=~ ~=~ 

Nous d~imontrons dans le lemme 3.1 c i -aprbs  que 

(3.13) (~ HdD,;  gt)--- H~(t2), 

en sorte que DqueH~o(t2) pour  Iq --< F -- 1; cela prouve avec [15] q u e u e  H~(~2). 

L 'hypo thbse  ~2-iii) en r~sulte. 

Soicnt aj(x, t), Ij] : t ~, m fonctions appurtenant  h L~(QT) avec ~ea l Ix  , t ) ' 2  
~ > 0  p.p. dans QT; soient c(x,l), c~(x, t), IJt ~ F, des fonctions de L~(Qr)  
a v e o  

c(x, t ) - -  E ci(x , t); ~e  ci(x, t) :> ~ > 0 p.p. duns QT. 
Jjl=~ 

(3.14) 

~[ous posons alors 

a(t; u, v ) " -  ~ (a j (x ,  t)Diu(x~)DJv(~)dx, 
tf=F J 

Q 

÷ f c(x 
t2 

( 3 . 1 5 )  afl;:u, v) = f ai(x, t)Diu(x)Dtv(~c)dx -~- 

f ci(x , t)u(x)v(x)dx. 
gl 

Les hypotheses (1-ii) h, ( l - iv)  et (2-iv) h (2-viii) sont v~rifi(~es; pour (2-v) et 

(2-vi) nous avons 

(3.16) M~ = ~Iax (I aj(x, t; l~(Qr),  ] c~(x, t)[L~(Qr)}, 

(3 17) ~j -- ~[in { ess inf ~e aj(x, t), ess inf ~e  cj(x, t) }. 
Qr Qr 

Probl~me exact. 

La solution u - ~  u(~, t) du probl~me 1 v(~rifie: 

(3.i8) u e L~(L2(~)) N L~(H~o(~2)) 
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(3 19) u'(x, l ) +  v~ ( _  l)IilDi[aj(x, t)Diu(x, t)] + 
Ii1=~ 

-+- e(~, t)u(x, t) : f (w, t) dans QT 

(3.20) u(x, O) - -  Uo(X) 

(3.21) DJu(w, t ) - - O  sur  ET, pour l J t ~ - - l .  

tLa condition ~ux limites (3-21) a un sons si ~2 est assez rOgulier [15]). 

RE~ARQUE 3.2. 

Avec c(x, t ) - - 1 ,  ai(x , t ) - - ~ '  ...C~ ~ (produit de coefficients du binSme), 

l '~quat ion (3 .19)n 'es t  autre  que 

(3.19') u'(x, t) ÷ (--  1)~5~u(x, t) + u(~, t) "- f (x ,  t). 

Probl~me approchd. 

Les fonctions uik .~. ujk(~c, t) v~rifient 

C3.22) 

(3.~3) 

uik ~ L~(L.,~2)) C) L~(Ho(Di; ~2)) 

u'jk(x, t) + (--  1)tJlDi[ai(x , t)Diujk(x, /)] + 

+ cj(x, t)ulk(x , t ) =  f~(x, t) 

dans 12 X ]rk, ( r -  I- 1)k[, r . -~0,  ..., N, 

(3 24) Dqu(x, t) cos(v, xi)-= 0 sur ET, 

pour q et i v6rifiant 

(La condition aux limites ~3.24) a un 

Append.ice, th. 2.2). 
Pour  terminer,  d6montrons (3.13): 

LEMME 3.1. 

q - ~  i<~j,  et les conditions initiales successives (2.2). 

scns si ~2 est assez rdgulier;  cf. 

Ddmonstration.  

~'ous a]lons d~montrer  que (~ Ho(D~; ~)cH~(~2' ,  I' inclusion inverse (itant 
dvidente. ~=1 

Pour  route fonction g ddfinie dans ~2, soit g la fonetion ~gale h g dans 

~2 et ~ 0 dans ~ 12. 

(3.13) ~ Ho(D~; ~2~ --  H~(~) 
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Si ~ ~)(~), la fonction ~ appar t ient  ~ ~)(R '~) et 

II ~ II-(-,; ~") = II r tl,,0<~.;.) 

Par  cons6quent, l ' appl ica t ion q~--->~ se prolonge par  continuit~ en une 

application lin6aire continue de /:10(D~; £2)'--->H(Di; /~") et~ si U~HoCDi; ~) 

F image de u dans cette application n 'es t  autre  quc u. 
m 

Si rnaintenant u ~ ~ Ho(D~; ~), alors u e ~  HIDe; R'~) "- H~(R~). La fonction 

appar t ient  h H~(R '~) et est nulle dans ~ ;  on salt ~lors [15] que 1~ restrict ion 

de u /~ ~ ,  c ~ est-~t-dire u, appart ient  /~ H~o(~2}. 

3.3. - EXEMPLE 3: Un sysl~me d'dquations liudaires. 

Soit encore ~ un ouvert  bornd de /~ .  Nous consid(frons ici des fonctions 

r~elles et nous posons H ' -  Ldg2) X Ldf~), V ~ H~o(~) X H~(~), ces espaces 

6taut taunts de leur s t ructure  hi lbert ienne d 'espaces  produHs: 

(f, g) = ([~, g~)L~(m q- (f~, g~)L~(~), f = If~, /~, g - -  (g~, g2) 

Nous posons 

a(u, v ) =  ((u, v ) ) -  (u:, v~) + (u~, vx). 

Nous prenons m = n - ~  1 et, pour i =  1, ..., n, V~---Ho(D~; ~)XHdDi ;  ~) 

(s tructure d ' e space  hilbert ien produit), et pour  i - :  n + 1, V~----H; soit 

as(u, v ) -  (D~u, D ~ v ) + ~ - ~  (u, v), i - ~  1, ..., n 

~ 1 (u-, v'-~ - -  ( U , ,  v2) "~" (us ,  vx), i - -  n -~- 1. as(u, v) - -  n ~t. i 

La v4rification des hypotheses  (l-i) i~ (1-iv) et (2-i) h (2-viii) est imme- 

diate ou se fait comme dans les exemptes pr(ic(idents. 

Probl~me exact. 

Soient u'~ et - fdonn~s  respect ivement  dans L~(~) 2 et L~(QT)L La solut ion-u 

du probl~me 1, v~rifie: 

(3.25) u'-~e L~(L~(~2 ) ~) 0 L2(H~(12) ~) 
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(3.26) 

(3.27) 

i u'~(x, t ) -  5u~(x, t) -}- u~(x, l) - -  u~(x, l) -= L(x,  t) 

u~(x, t) - AU~(X, t) + u~(~c, l) + u~(x, t) - -  f~lx, t) 

I darts QT= ~2 ~]0,  T[ 

uix,  O) = Uo(X) 

(3.28) u'~(x, t) =- 0 sur ET = 1 ~ X ]0, T[. 

Probl~me approchd. 

Les fonctions approch4es u~ v6rifient les conditions initiales successives 
(2.2) el, 

pour  i - -  1, ..., n, 

(3.29t u~k e L~(L2(Ft)?, Diu~k ~ L~( QT) ~ 

(3.30) 

I 1 
u~, ~k(x~, t) -- D~u~, ~k(~c, t) + ~ u~,~(x, t) -" f~,i(x, t) 

I ' x 1 u~,i~( , t ) - -  D~u~,~k(x, t ) +  ~ - z ~ i  u~,~l~(x, l ) =  f~,dx, t) 

dans QT 

(3.31) ink(x, t) cos(v, x~)--0 sur ET; 

pour i - -  n + l,  

(3.32) u~k e L~(L~(~)~! 

(3.33) 

t I u'~,~k(x, t) z r ~ u~,~k(w, t) ~ u~,~k(x, t) = f~,dx, t) 

1 
l u'~,~k(x, t) + n - ~ - i  u~,~k(x, t) + u~,~k(~, t) = f,,~(x, t) 

d a n s  QT. 

RE3~ARQUE 3.3. 

Dams les dquations (3.30), les con;posanles u l ,~  et u2,~g de u~t~ sont ddcouypldes. 
Les composantes de uik ne sont coupl~es que pour i - - n - } - 1 ,  dans les ~qua- 
lions I3.33). 

Les dqualions (3.33) sont des dquations diffdrentielles ordinaires oil la 
variable x apparai t  seulement co,nine un  paran~tre  ; l'int6gration explicite de 
ces ~quations est imm6diate. 
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4. - E~ t ima l ions  a p r io r i .  

PROt'OSITION 4.1. 

Lorsque k.-> O, chaque fonction uik demeure duns un  ensemble bornd de 
L~(V~) ¢3 Loo(tt) (i = 1, . . ,  m). 

Ddmonstration. 

L e  probl~me t2.1) Otant du mOme type  que  le p rob lbme 1, les fonct ions  

u~k v~rif ient  des  6gali t6s d~6nergie ana logues  ~t (1.5): 

t 

(4.1) I u~ktt) 1 ~ + 2 ~e I ads; u~(s), ui~(s))ds 
. 1  

rk 

I i--i 2 f t  r + - ~ -  

= u~ + 2 ~ e  (f~(s), uik(s))ds, 

¢*k 

pour  t ~ [rk + O, (r + 1 ) k - -  0}. 

:Nous avons  
t 

rk rk 
t t t 

<- olf lr,',,i, ii,.,.<.,)il, a,<-=if 
rk rtC rk 

ofl cl est  une  cons tan te  supdr i eu re  ou 6gate anx  he rmes  des in jec t ions  de 

V~ dans  H (i = 1, ..., m). 

Cette de rn ibre  in6gali t6 et l ' hypo th~se  (3-iv) nous  p e r m e t t e n t  d ' 6c r i r e  

(4.2) 

l 

t uik(t) ] s -b a ' f I l  uik(sl t1~ ds <__ 
rk 

lue "* + IL(s) i2ds, t ~ [ r k + O ,  ( r +  1 ) k - - 0 J ,  

ce qui  donne  pou r  t "- (r + 1) k - -  0:  

(4.3) u~ + ~, I1 uik(s) II~ ds <_ 
rk 

~+%- c~ ¢ I fi(s) t 2 ds. <_ uk + -  
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Ajougons m e m b r e  h m e m b r e  toutes  les in6gali t~s (4.3) pour  r - - 0 ,  ..., N, 

i - - 1 ,  ..., m;  nous  ob tenons :  
T 

o 
T 

-<)Uoi'+ ~ cj (If,(s)l'ds. 
o 

P u i s q u e  ~ > 0, nous  ell d6duisons  que  les fonc t ions  uik song major6es  

i n d 6 p e n d a m m e n t  de k dans  L~(Vi). 

Ajoutons  ensu i t e  les in6gali t~s (4.3) p o u r  

i j 
(4.4) r - -  O, ..., q, i - -  1, . . . .  , m, r + m ~ q + m" 

I1 v ien t  

u~ + ~'* ~ I1 ,~(s)Ilk ds <_ 
rk  

<-- ) uo 12 4- E* c_~ ¢~+')~! f,(s)12 ds, 
- - r )  t O~iJ 

r k  

o/1 Z* d~signe la sommagion (4.4). I1 en r~sul te  que  
r )  i 

~ t  .2 

+i  ~ I~+ ~ ~ ~.if~(s)l~ds ' 
o 

q+~ 
ot les u~ ) q = 0, ..., 2/, j - - I ,  ..., m, song donc  b o m b s  i n d ~ p e n d a m m e n t  

de k dans  H. En r e p o r t a n t  ce  r6sulta~ dans  (4.2) nous  en  conc lnons  que  les 

fonc t ions  u,~ song b o r n 6 e s ~ i n d 8 p e n d a m m e n t  de k dans  L ~ ( H ) .  

5. - Thdor~me  de convergence .  

TH~OR~ME 5.1. 

Les  hypotheses song celles des n ° 1 et 2 [(1-i)-(1-iv),  (2-i)-{2-ix)] et u ddsigne 
la solut ion du  probl~me 1. 

Lo~sque k --> O, 19our i - -  1 . . . .  , m, 

i ui~--->u d a n s  L2(Vd for t  et darts L ~ ( H )  fa ib leQ)  

I uik(t)--> u(t) dans  H fort,  pour  tout re[o ,  T]. 

(~) Topologie du dual faible de Li(H). 
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L a  d4mous t r a t i on  du  th6or~me 5.1 est donn~e  dens  les n ° 6 et 7. 

REi~ARQUE 5.1. 

Avec le th~orbme de L e b e s g u e  et le th4orbme 5.1 nous  voyons  que  

u~-->u dans  Lq(H) fort ,  ~ q e [ 1 ,  c~[, i = 1, ..., m 

6 . -  Lemmes .  

L e s  l emmes  su ivan ts  sen t  6none6s sous une  fo rme  s u f f i s a m m e n t  g6n6ra le  

p o u r  les ehap i t r e s  u l t6 r ieurs .  

LEMMA 6.1. 

Soient X,  X~, ,.., X,~, des espaces de Banach, avec 

(6.1) X - -  (3 X~, 
i~1 

l 'injection de X dens X~ dlant continue. 

Alors, pour lout p, 1 <_. p <__ c~, 

(6.2) Lp(X)-~  ~ Lp(Xd 

Ddmonstration 

Nous  al lons m o n t r e r  que  N Lp(X~)~ L~(X), l ' i n e l u s i o n  inve r se  (~tant 

6vidente .  ~=1 

Si v ~  N Lp(X~), alors  pou r  p r e s q u e  tout  t, v ( t ) e X  el 

i = 1  

It v(t)lt~ <_ c(p) ~ It v(t) }i~ 

c(p) cons tan te  ne d6pendan t  que  de p.  

II sa f f i t  done  de v6r i f i e r  que  lu fone t ion  t,-->v(t) est  m e s u r a b l e  dens  X. 

D ' a p r ~ s  [2], nous  devons  m o n t r e r  que  p o u r  tou t  e > 0 it ex i s te  un  e n se mb l e  

compac t  E ~ [ 0 ,  T], tel  que  

rues ([0, T] - -  E)  < 

et  que  v soil  c o n t i n u e  de E~--->X. Or, p o u r  i ' - l ,  ..., m, il ex is te  u n  ensemble  

eompae t  E~, tel  quo 

mes ([0, T] - -  E~) <: ~ ,  
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v 6rant continue de Ei--->Xi; on prendra E - -  ~ Ei. 

LEM~tE 6.2. 

Soit X un espace de Bco~ach et soil vk une suite de fondions appurtenant 

Lp(X ~, p ~ 1, telles que 

(6.3) vk ---> v duns Lp(X ) faible, lorsque k ----> O. 

Soil t~[O, T] et tk une suite qui tend vers t. 

Alors, lorsque k .-> 0 

t~ t 

(6.4) f vk(S)ds--> f v(s)ds dans X faible. 
o o 

Ddmonslration. 

Nous devons montrer  quo, pour tout w e  X' ,  

t k t 

< .( v (s)ds, > < f v(s)ds, > 

o o 

Pour  cola, uous ~crivons 

t~ T 

~ f vk(s)ds, w. '>--  f ~ vk(s), ~bt~(s)w > d s  

o o 

off ~(s)  d~signe la fonction caract4rist iquo de [0, ~] (~ ~ 0). 

On v~rifie ais~ment que ~t~.)w-->'~t(.)w duns Lp,(X') [ort, l i p  ~ - I / i f =  1 

et le ]emme en d~coute. 

LEM~E 6.3. 

Soient X el Y deux espae,es de Banach rdflex, ifs, X ~ ¥, 1 ~ injection de X 

dans Y grant continue. Soil ¢p e Y e t  soit "~, une suite bornde dans X,  telle que 

(6.5) ~ ---> ~ duns Y faible, lorsque n --> c,,z. 

Alors ~ E X et %, .---> ¢~ dans X faible. 

Ddmonstration. 

La suite ~, est borneo d~ns X el, X ~tant r4floxif, il existe 0 e X  et une 
sous-sui te  n' ..-->c~, tel que 

%,, ---> 0 dans X faible. 
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P u i s q u e  l ' i n j ec t i on  de X duns Y est cont inue,  elle est aussi  f a ib lemen t  

con t inue  (BOURBi~I [3]). Duns ees condi t ions  %,--> 0 darts Y faible  et done 

0 - - 9 ,  ¢~EX. 
Nous mont re r ions  de la m~me mani~re que de route sui te  ex t ra i te  de ~ , ,  

on pout  ex t ra i re  une sous-su i te  convergeant  vers ~ duns X fa ib le ;  done n~ces- 

s a i r emen t  

%,-->~ duns X faible.  

7. - Ddmons t r a t i on  de thd ro r~me  5.1. 

7.1. - Premiere partie de ta ddmonstration. 

En ra ison  de la proposi t ion 4.1, il exis te  m fonet ion  ~v, et une sous-su i te  

k' --> 0, tel lea que 

(7.1) ~u~k,--+~v~ dans  L~(Vd faible et duns Loa(H) fa ib le ;  

[ i - -  1, ..., m. 

~ o u s  avons : 

LEI~IME 7.1. 

Les fonctions wi soul dgales p.p. (~ une m~me fonctions w et 

(7.2) w E Loo(H) (~ L2(V) 

Ddmonstration. 

P o u r  t 6 [rk, (r-+. 1)k[, nous avoas,  par  int( igrat ion des 6galit~s (2.5): 

(r+~)k 
/ .  

mk[(r + 1 ) k  - O] - m~(t) = [ f ~ ( s )  A~(s)u~k(s)]ds 
a l  

t 

t 
11 

u2~(t) - -  u,~(rk q-- 0) --  / [/2(s) -- A~(s)u2k(s)]ds 
a l  

r k  

Ajoutons  membre  h membre  ces ~galit6s; pu isque  

u~k[,r + 1 ,k  - -  O] = u,k(rk + O) = u~ +~ , 

nous obtenons  
(r+i)~ 

u2~(t) - -  u~(t) = f [f~(s) -- A~(s)u~k(s)]ds + 
t 

t 

Jr- f [f2(s' - -  A,(s)u2~(s)]ds. 

r k  
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5Tous p renons  les  no rmes  darts V ;  avec  l ' i n6ga l i t6  de ScI-IWAnZ et (2-v) 

nous  ob tenons  la m a j o r a t i o n :  

(7.3) tl u~k(t) - -  u~k(t) fly' < 

<__ c:k,l~ 1 ~1 I] u:,~ I1~:(~,~) + ~ :  I1 u~,, I!~<v:) ÷ I f, IL,<-) + I f~ IL:<-) } 

off c2 est une  cons tan te  sup6r i eu re  ou ~gale aux  normes  des in jec t ions  de 

H, V'~, ..., V;~ clans V'. 

D ' a p r ~ s  la p ropos i t ion  4.1, l ' e x p r e s s i o n  en t re  les acco lades  est  born6e  

i n d 6 p e n d a m m e n t  do k ~t il r6su l te  a lors  de (7.3) que  u .~--  u~k-->0 dans  L~IV)  

fort, l o r sque  k--> 0. P u i s q u e ,  d' apr/~s t7.1), u~k, - -  u~k,---> w~ - -  w~ dans  Lo:(H) 

faible,  nous  en conc luons  que  w2 = w~. 

l'qous d~mont re r ions  de manibre  iden t ique  que  w~ = wB, ..., w,,_~ "- w, . .  

Nous  posons  

et il est  a lors  c la i r  que  w e L ~ ( H )  et, avec  le ]emme 6.1 que  

w e ~ L2(V~) ~- L:(V). 
i = l  

7.2. - Deuxi~me partie de la dd~lwnstration: w( l ) - -u ( t )  p.p. 

P a r  in tegra t ion  des ¢galii6s (2.5), nous  pouvons  ~crire 

(7.4) u +~ q - -  uk + A@)ujk(s)ds = fj(s)ds, 

qk  qk  

q - - O ,  ..., N , j = I ,  ..., m. 

Soit  t ~[0, T] fix6 et r = E(t/k~, le p lus  grand ent ie r  in f~r ieur  ou 6gal 

t / k ;  par  in t*grat ion,  (2 5) donne  6ga lement  

t 

ulk(t)--  u1~ + A~(s)u~k(s)ds 

r k  

t 

-~ f f~(s)ds. 
r k  

Ajou tan t  m e m b r e  h m e m b r e  cet te  6galit~ e~ les 

~ 0 ,  ..., r - -  1, j =  1, ..., m, il v ien t :  

(7.5) 

6galit~s (7.4) pou r  q - -  

t 

ulk(t) = Uo + f[f~(s) - -  Al(s)ulk(s)]ds + 

o 

v k  

-f 
o 
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Nous allons passer ii la limite dans cette 6galit6 avee la suite k' (t 6tant fix6). 

L' application lin6aire v(.)---> Ai(.)v(.) 6taut continue de L~(-Vi) dans L2(V~), 

est aussi faibleraent continue et nous voyons avec (7.1) que 

Ai(,)uik,(-)--> 3i(.)w(.) dans L2(17~) faiblo. 

Moyennant le lemme 6.2, nous avons a lors: 

t 

0 0 

rk '  t 

o 0 

dans V' faible. 

Ainsi, lorsque k'-.->O, le second membre de (7.5) (et donc aussi le premier) 
converge dans V' faible, vers une limite w.(/):  

t 

" fir,( w ,(t) --  uo ~ ~ s ) -  Ai(s)w(s)]ds. 
i-.~I 

0 

ou, avec (2-viii) et (2-ix) 

~ t 

(7.6) lv,(t) = Uo + f f(s)ds-- f A(s) v(s)ds. 
o 0 

Comparons w.(t)  et w(t). Nous venous d '6tabl ir  que 

(7.7) ulk,(t)--->w,(t) dans V' faible, pour tout te[O, T]. 

D'apr~s la proposition 4.1, la fonction H uik,(.)Ilv, est (essentiellement) born6e 
sur [0, T] ind6pendamment  de k. 

Soit alors v~  17 et ~ C  iT), qnelconques. D'apr~s  les r~sultats ci-dessus, 

et le th6ori~me de Lebesgue, nous avons 

T T 

f ~ Ull~,(t)> "V ~ e~(t)dt .-->; .~.'w.(t), v ~ ¢~(t)dt, 
0 0 

(7) ~ ~_. ~[0,  T] ,  e s p aco  d e s  f o n c t i o n  s c a t a i r e s  c o n t i n u e s  s u r  [0, T] .  
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et eomme ¢~® v ~L~(V~), nous avons d 'apr~s (4.1) (et w~ -- w): 

Done 

T T 

o o 

T T 

0 0 

v ~ V ,  ~ ~ E C ;  puisque C ® V  est dense duns LI(V)  (par exempte) nous 

avons done w .  - - w ,  c 'es t -h -d i re  w . ( l ) ~  w(t) p.p. 

D ~ apr~s (7.6), ta fonction w .  est continue de [0, T] -->'V' et w,(0) -- uo. 

D4rivant (7.6) au sens des distr ibutions vectorielles sur ]0, T[ i~ valeurs duns 

V', nous obtenons 

(7.8) w'.(t) + A( t )w,( t )  - -  f(t), 

en sorte que w ,  "--u. 

Les limites ~thnt ind~pendantes de l~ suite k' extraite de k, les conver- 

gences (7.1) et ~7.7) ont lieu pour la suite k toute enti~re. 

I1 ne reste plus main tenant  qu 'h  pr6ciser ]a convergence des fonctions 

u~k vers u. C'est  l 'objet  du lemme 7.2 et de la section 7.3. 

LEMME 7.2 

Pour  tout t E [0, T], pour  i - - 1 ,  ..., m, 

(7.9) u~k(t) --> u(t) dans  H faible, lbrsque k---> O. 

Ddmonstration. 

Soit t E[0, T] fix~. D'apr~s la proposition 4.1, pour i - - 1 ,  ..., m, la suite 

u~k(t) est born~e duns H. 

D' upr~s (7.7) et une remarque ci-dessus, u~(t)-->w.(t)  --- u(t) duns V' faible. 

Pour i - - 1 ,  (7.9) rdsulte alors du lemme 6.3. 

Pour  i ~  2, nous remarquons que u~k(t)-->u(t) dans V' faible, car ulk(t)-.->u(t) 

duns V' faible et que uik(t)--u(i_a)kIt)-->O duns V' fort, j - - 2 ,  ..., m (el. d4mons- 

tration du lemme 7.1). Le r6sultat ddcoule encore du lemme.6.3. 

7.3. - Troisi~n~e parl ie  de la ddmo~strolion: Rdsul tats  de convergence forte. 

Nous utilisons pour d6montrer ces r~sultats de convergence forte, une 

variante d 'une m~thode c]~ssique: Four t et i fix4s, t E [0, T], 1 < i _ <  m, nous 

d6montrons q u ' u n e  expression Xik(t) convenal le  tend vers 0 avee k. Cette 

expression X~k(t) [dour le choix est d~termind par les ~galit~s d '~nergie v~ri- 
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(7.~0) 

fi6es par les fonctions approchdes, cf. (7.13)] est la suivante: 

X~k~t) = ! u(t) - -  u~k(t) I ~ + 

m f - t iJ  

+ 2 ~ej'2|_~_ ai(s; uj~(s)--u(s),  u~k(s)), u j k ( s ) -  u(s))ds 

0 

off 

I t~j----(r+ 1)k pour j < i ,  f~-- t ,  t~ i - r k  pour j > i  
(7.11) ( r - -  E~t/k), plus grand entier <_ t /k 

Nous ~crivons X~k(t) sous la forme d 'une  somme de trois termes: 

-" 2 t  ~ t  X~k(t) X:k(t) + X~k( ) + X~( ) 

avec 
t~ 

1 t = i ~ ~ f aj(8; u(8), u(s))d8, 
0 

2 
t " - -  X~k( ) - -  2 Ne (u~(t), u(t)) 

- - 2  Ne Z [ai(s , u(s), uik(s)) 3-a~(s, uik(s), u(s)lds, 
j = l  ,~ 

0 

m -tij 
t 2 ~ e i l f  X~k( ) = [ uidt)[-" + 2 v a~(s ; ufk(s), ujk(s))ds. 

0 

I1 est clair que 

1 t = f lim X~k( ; = XI(I) t u(t) [2 + 2 Ne a s ;  u(s), u(s))ds. 

0 

Pour X~k(t), nous ~crivons 

T 

ftiJa/8; U ( 8 ) ,  U]k(8))d8= J'a,(8; * t i j ( 8 ) U ( 8 ) ,  uik(8))d8, 
0 0 

off ~ ( - )  d6signe la fonction caract(fristique de [0, ~] ({ )0) .  On v6rifie ais6ment 

que ~tij. u tend vers ~t" u dans L2(Vi) fort et puisque uik-->u darts L2(Vi) 

faible : 
tij 

f aj(s; u(s), uik(s))d8--~ 
o 

T t 

-->fa/s; +,(s)u(s), u(s,)ds=fai(s; u(s), u(s))es. 
o o 
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Lo passage i~ la l imite pour l ' int~grale 

t i j  

f a/s; ujk(s), u(s))ds 
o 

se fair de la m~me mani~re. D'apr~s le lemme 7.2, (uik(t), u(l))--->lu(t  ) [ a et 

ainsi : 

lim X~k( ) X2(t)  - -  2X*lt) .  
k.->o 

II reste i~ d~terminer  la limite de X~k(t). Les eonvergences faibles (7.1) 

et (7.9) ne sont pus suffisantes pour passer ~ la limite dans X~( t ) .  Nous allons 

donner  une nouvelle expression de X ~ ( t )  util isant les ~galit~s d 'Snergie v6ri. 

fi~es par les fonetions uik. 

Pour  t E Irk, ( r +  1)k[, nous consid~rons l '~galit6 (4.1) et des ~galitds 
analogues : 

jp+~)k 

I ) (7.12) uk i ~ + 2 Ne  al(s;  u~k(s), utk(s))ds = 

p k  

i--~ -(P+~)~ 
---- l ukP+-~- "+ 2 ~e f (f~(s), ulk(s))ds, 

d 
p k  

p = O ,  ..., N ,  j = l ,  ..., m. 

Sommons membre ~ membre, l '~galit~ (4.1) et les ~galit6s (7.12) pour 

i - - 1  J < r + - - ,  p = O, ..., r, j = l ,  ..., m,  P + m - m 

Nous obtenons exae temen t :  

m f ti~ 
(7.1a) x~ ( t )  = tuol  2 + 2 ~ei~ J (fi s), ui~(s))ds. 

o 

Le passage h la limite pour Xi~(t) n 'of f re  plus de diffieult•s; nous pou- 
vons montrer  [avec (2-ix)] que 

t 

limk_~o X~( t )  - -  XS(t)  _~ l Uo [2 _{_ 2 f u(s))as.  

o 
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Fina lement  

t 

lira X~(I)  - -  X( t )  - -  l uo [~ + 2 g~e f If(s), u(s))ds - -  
k--->o 

o 

t 

- -  l u(t) l - -  2 f a(8 ; u(8), u(s))ds, 

0 

et eette expression X(t) est hullo d'apr~)s (1.5). 

Puisque 

0 <_lu~(t) - -  u(t)12 <_ X~(t) ----) O, 

nous en eoncluons que uik(t)-->u(t) dans H fort :  

u~(t)-->u(t) d~ns H fort pour tout tE[0, T] et pour i - - l ,  ..., m. 

Pour  terminer,  eonsid(irons Xm~(T): 

X,.k(T) = I ~ + 1  _ u(T) I ~ + 

T 

+ 2 ~e ~ (ai(s; ui~(s) - u(s), ui~,(s) - u(s))ds. 
i = I  J 

0 

Avee 1' hypoth~se (2-vi): 

T 

o < 2 j [ f f ,  tl ui~(s) - u(s)liras _< x,~(~) 

0 

et ainsi  

uik--->u duns L~(Vi) fort. 

4 0  

Le th6orbme 5.1 est eomplbtement d6montr6, 

8. - E x e m p l e s  ( su i te ) .  

&ppliqu~s ~ux exemples du N ° 3, los r~sultats do convergence precedents 

donnent  respeet ivement  
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EXE~I PLE 1. 

D~u,k --> Diu dans L2( QT) fort 

u~k[-->u dans L~(L2(t2)) faible 

f u~(x, t) - -  u(x, t) i~dx ---> O, ~4 t E [0, r], 
f t  

EXEMPLE 2. 

Diui~ --> Diu darts L~( QT) fort 

ui~ .-> u dans L'~(L~(~2)) faible 

f ]uik(~, t ) - - u ( x ,  [~ --> ~ T]; t) dx O, t E [o, 

En raison de l'in~fgalit(~ de Poincar~, nous avons aussi 

Dquyk ..-> Dqu dans L2(QT) fort, 

EXEMPL~ 3. 

i--" l, ..., n + l, 

I' ~t/~--->~ dans L~(L2(D) 2) faible 

) ._. 
lute(x,  t ) - - u ( x ,  t) l~dx--~O, ~¢tE[O, T]; 

g~ 

i - "  1, ..., n, 

i - - 1 ,  ..., m. 

~ q ,  q < - L  

D~u~---> D#t dans L2(QT) 2 fort. 

9. - Compldments.  

9.1. - Des cas de rdsolution exacle (s). 

Nous allons montrer  comment, dans des cas assez part ieuliers,  les fonctions 

u~k sont exaetement  ~gales en eertains points ~ ta fonction u. 

Nous supposons pour  simplif ier  que les opdrateurs  A et A~ sont inddpen- 

(s) D'aprbs A. SAMA~SK~ (30). 
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dants de t, 

(9.1) A( t )  = A ,  A~(t) - -  A~, i - -  1, . . . ,  m .  

On suit [15] que - A  (resp. --Ad es~ duns ce eas g~n~rateur infinit6simal 

d ' un  semi-groupe  G(st [resp. G~(s)] de contract ions duns H;  on suit 6galement 

qae  l' on peat  expr imer  la solution du probl~me de Cauchy rattach~ i~ l'op~- 

ra teur  A (resp. Ai) ~ l ' a ide  du semi-groape  G(s) [resp. G~(s)]. Par  exemple, 

pour  le probli~me 1, 

u(t)  = G(t)uo + ! G(s)f~s)ds.  
a t  

0 

Sapposons  (c ' e s t  l ' h y p o t h ~ s e  e s sen t i e l l e )  q u e  les op4rateurs G~(s), Gj(t) com- 

mutent  : 

(9.2) Gi(s) • Gj(t) - -  G~(t) • G~(s), 1 <~ i, j < m,  s ~ O, t ~ O. 

I1 est alors facile de v~rifier que 

G~(S) ... Gl(s), s ~ O, 

est 

autre  que A = :~ Ai; en sorte que :  

(9.3) 

un semi-groupe  de contractions,  dour le g6n6rateur infinit6simal n ' e s t  

G(s) = G,~(s) ... G,(s), s ~ O. 

Si, h pr6sent, 

(9.4) f --  f~ -- --  f,~ = 0, 

n o a s  a v o n s  

u k  = G~(k).  Uo, u e  = G~(k)uk , . . . ,  uk  = u~ = G , , ( k ) u ~ "  , 

d'ofi  
1 

uk --  G,~(k)... G~(k) • Uo. 

Si la condition (9.2) est r6alis4e, nous avons avec (9.3) 

1 
u k  - -  G(k) . uo - -  u (k) ,  

et de mani~re ident ique nous montrerions que 

(9.5) u~ - -  u(rk) ,  r - -  O, . . . ,  iV + 1. 
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Cela prouve que la i~onction ulk est exactement  ~gale h u aux points rk, 

r - - O ,  ..., N + I .  

Lorsque la condition (9.2) est r~alis~e mais que f diff/~re de O, ta propri~t~ 

(9.5) reste vraie pour une d6composition part iculigre de f. 

Voici enfin, un exemple pour ]equel la condition (9.2) est r6alis6e. 

LE~?~t]~ 9.1. 

Dans  l' exemple 1, si ~t est u n  pavd  

et si a~ et c~ ne dependent  que de oei, alors la condi t ion  (9.2) est rdalisde. 

1l en est de m~me dans  l ' exemple  2, lorsque ~ - - 1 .  

Ddmonslrat ion.  

Soit ~(s)E £(L2(gt~), L2/t2~)), s ~  O, le semi-groupe engendr~ par  l 'op~rateur 

ayant  pour domaine [dans L2(Ft~)]: 

I v i v E L 2 ~ ) ,  D'~v E L2(F~i) et (D,v)(di) - -  (D~v)(e~) : 0 

v(d~) ---- v(e~) =-0  pour 1' exemple 2 }. 

Si v E L~(Ft) est de la forme, 

(9 5) v - -  v l Q v 2 ® . . . ® v ~ ,  v~EL~(~) ,  

on vdrifie ais~ment que 

pour l ' exemple  1, 

Gi(s)v - -  vl ® ... ® v¢-i @ ~(s)vi ® v~+~ ® ... ® v , .  

I1 est alors clair que 

(9.6) G~(s)Gi(t)v - -  Gt( t ) G~(s)v, 

pour tout v de ta forme (9.5). Pour  des raisons de lin~arit~, il en est encore 
ainsi pour tout v de la forme 

E vl ® ... ® v, ,  v~ E L~ct2~). 
J'inie 
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Puisque ces sommes finies sont denses dans H--L~(gt) ,  nous en d6duisons 

que (9.6) a lieu pour tout v fi H. 

9.2. - Une autre mdthode semi-discrdte. 

Nous allons main tenant  6tudier bribvement la convergence d' une m6thode 

d 'approximat ion  voisine de celle consid6r6e dans les num6ros pr6c~dents, et 

introduite  par A. SA~IARSKI [30] et N.N.  YA~ENKO [41]. 

Soit aik la fonetion 6gale /~ m sur les intervalles 

g ~ r :  r + ~ ] ,  r4:- k ,  r = O ,  N, 

et h 0 ail leurs 

II existe une fonction vk unique, continue de [0, T] dans H, qui v(~rifie 

(9.7) 

v~k = a~vk E L~(V~) 

m 

v'~(t) + E ~k(t)A~(t)vk(t) = f(t), t E ]0, T[ 

vk(0) = Uo. 

En effet, par application du th6orbme 1.1 on d6termine suecessivement 

les~restrictions de v~ aux intervalles J ~  (restrictions encore not6es vk) comme 

les solutions de 

vkE L2(J~ , V~) 

v~(t) 4- mA~(t)vk(t) -- f~(t), t E J ~  

( E H, connu). 

Nous pouvons ~tablir des estimalions h priori semblables /~ celles de la 

proposition 5.1; avec les m~mes m6thodes que pour le th~or~me 5.1, nous 

d6montrons le 

THI~OR~)~:E 9.1. 

Lorsque k --> 0 

v~k ---> u dans L2(Vd faible, i - - 1 ,  ..., m, 

vk--> u dans L2( ~ V~) faible. 
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REMAnQCE 9.1. 

I1 est  imposs ib le  que  v~k t ende  vers  u dans  L~(V~) fort ,  ni m~me duns  

L~(H) fort .  En  e f fe t  nous  avons  

1 
(9.9) I v~ IL~(H) Vik 

Si il y ava i t  c o n v e r g e n c e  de v~k vers  u dans  L c H )  fort ,  il y a u r a i t  aussi  

c o n v e r g e n c e  de v~: vers  u duns  L~(H) for t  et (9.9) d o n n e r a i t  ~. la l imi te  

i u  ~ 1 ~ 

ce qui  est  a b s u r d e  en g(~nOral. 

I1 n ' e s t  pas  imposs ib le  pa r  con t re  que  Vk t ende  vers  u darts L2(H) for t  

mais  ce r(~sultat n ' e s t  pas  connu .  

Gette  m~thode  d ' a p p r o x i m a t i o n  p e r m e t  done d ' o b t e n i r  u n e  [onc t ion  ap- 

p rochde  c o n t i n u e  de [0, TJ--->H mais  condu i t  h des  rdsu l ta t s  de c o n v e r g e n c e  

moins  p rec i s  que  p r~cOdemment ;  en ou t re  ce t te  m~thode  ne semble  pas  

app l i cab l e  aux  p rob l~mes  non  l in~aires  des  c h a p i t r e s  su ivants .  

§ 2. - A p p r o x i m a t i o n s  d i s e r / ~ t e s .  

~ o u s  conse rvons  dans  ce t te  pa r t i e  les hypo these s  et no ta t ions  des n ° 1 

et 2, mais  les r~sul ta ts  qui  su iven t  sont  t o t a l emen t  indOpendants  des  r~sul ta ts  

de la p r e m i b r e  pa t t i e .  

10. - H y p o t h e s e s  de d i sc rd t i sa t ion .  

Nous  in t rodu i sons ,  dans  ce num~ro,  d i f fd ren te s  no ta t ions  qui  c o r r e s p o n d e n t  

en p ra t ique ,  ~ une  discrei t isat ion en les va r i ab le s  d 'espace .  Le  cadre  ~ d i sc re t  ~> 

que  nous  d~f inissons  est ana logue  h cclui  propos~ p a r  J. CEA [6], et P . A .  

R A V I A ~  [28] pou r  l ' a p p r o x i m a t i o n  c l a s s ique  des ~qua t ions  a u x  d6riv~es 

par t ie l les .  

10.1. - Nous  << ag rand i s sons  )) l ' e s p a c e  H en  i n t r o d u i s a n t  un  espace  de 

H i lbe r t  / t  dont  H est un  s o u s - e s p a c e  h i l b e r t i e n  et dont  nous no tons  enco re  

(f, g) le p r o d u i t  sca la i re  (9). 

5Tous nous  donnons ,  pou r  i - - 1 ,  ..., m, un  espace  de t t i l b e r t  qbi (produi t  

(9) Pour des problbmes avec conditions aux limites :Neumann, il faut consid6rer des 
fonetions approchdos i~ support un peu plus grand quo ~2; on prend alors H-----L2(~), 

= ~,(R~) 
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scalaire [u, v]%, norme [u]%); nous appelons F~ l ' e space  hi lber t ien  _~ X (I)~, 

et 7:t la project ion canonique  de Ft sur /I. Nous supposons qu ' i l  existe un  
i somorphisme de V~ clans F~, tel que ud)~ soit 1' identitY. 

Nous notons ((u, v))F~ et H u]IF~ le produi t  sealaire et la norme dans F t .  

Si u E F t ,  nous herons aussi  [u]F~ la norme clans (I)~ de la project ion de u 
sur  (I)~; [u]F~ est une  s emi -no rme  sur  F~ et 

do- i )  II u II~, = ( I ~,u I + [u]~),~. 

P o u r  i = 1, ..., m e t  pour  t E [0, T], soit a~(t; u, v) une forme sesquil in~aire 

cont inue  sur  Fi avec 

f at(t; 6)iu, (otv) - -  at(t; u, v) 
(lO-ii) 

u, vEV~, p.p. rE[O, T](~°), 

(lO-iii) t - - > a f t ;  u, v) est mesurable,  ~ u, v E F i ,  

I at(t; u, v) l _< M, [I u II~,II v II~, 
(lO-iv) [ u, vEF~,  p.p. t e l 0 ,  T], 

(lO-v) [ u E E t ,  p.p. rE[0, T], 

I1 pour ra  6tre ut i le  parfois  de pr~ciser (10-iv) et (10-v) de la manii~re 

suivante 

J" Idt(t; u, v)l<_Pt[u],.,[v]F, + c~llull~,,/l=,vl 
(10-iv') 

u, v E F t ,  p.p. tE[O, T]. 

~e a# ;  u, u) ~ ~[u]~ + o, I ~ u  I ~ 
(lO-v') [ u E F ~ ,  p.p. rE[0, T], 

les vt, c; d~signant diverses constantes  ind~pendantes  de k et h. 

10.2. - Soit ~ un ensemble  de param~tres,  qui sera en g~n~ral 

= { h l h - - ( h ~  , .., h,), O < h ~ _ < l } .  

(ia) L a  fo rme  a,.(t; 5)i--iu , 6)i--~v) est  ddf inio  su r  ( o i V i X S ) i V  t et  a i ( t ;  u, v) on est  u n  

p r o l o n g e m e n t  h /~. X F t .  
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Pour  chaque hE ~, soit 

- -  Vh un  espaee vectoriel s u r c  de dimension t ime N(h); N ( h )  peut~tendre vers 

1' infini lorsque h--> 0 et il e n e s t  ainsi en prat ique lorsque V e s t  de dimen- 

sion infinie. 

- -  rh une application lin~aire de H dans Vh et qh une application lin6aire 

biunivoque de Vh duns / )  avec 

(10-vi) I qhra ]£(~, Er) <_ c~ 

- -  P~h, i - -  1, ..., m ,  une application lin6aire biunivoque de Vh dans /~'i, avec 
rqp~t~ - -  qa. 

A Faide de ees applications qh, p ih ,  il est possible de muni r  Vh de dif. 

fdrentes s t ructures  hi lbert iennes:  

(uh, Vh)h = (qhuh, qhvh) 

((uh, va~hh ----- ((p~auh, pihVh))~,  i - -  1, .. . ,  m.  

Nous pouvons (tgalement d~finir les semi-normes:  

[Uh]*h - -  [pihUh]F,, i - -  1, . . . ,  m .  

Puisque  Vh est de dimension finie, il existe une constante S,(h) pouvant 

tendre  vers -~-c~ lorsque h--> O, telle que 

(10-vii) [u~]ih _<_ &Ih) I uh th, ~ uh E Vh. 

hvec  (lO-i) nous avons aussi 

(10-viii) I] Uh ll'h < T,~h) I Uh Ih, ~ Uh E Vh ,  T~(h) - -  [1 -{- S~th)]'/2 

(lO-ix) I uh lh ~ l] Uh limb" 

H y p o t h e s e s  de Cons i s tance .  

Les hypotheses de consistance pr6cisent le lien qui existe, lorsque h---->O, 

ent re  ter ra ins  616ments et leurs analogue diserets. 

Nous raisons les hypotheses suivantes:  

(lO-x) 

I1 existe un sous-espace ~/) dense dans V, (dventuellement V lu i -  

m~me), tel que, pour tout u E ~2), lorsque h--> 0 

p~hrhU ---> 6ha dans F~ fort, / --~ 1, ..., m. 
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(10-xi) 

(10-xii) 

Soi t h' une suite qui tend vers 0. Soit  q~ E L~(/t) et q~,  une suite 

d ' appl ieaf ions  de [0, T] ~ V~,, telle que, lorsque h'--> 0 

qa, q~,-->q~ dans L~(/~) faible. 

Alors ~ E L~(H) (e' e s t -h -d i re  q~t) E H p.p.). 

Soit h' une suite qui  tend vers 0. Soient  q~a,, i =  1, ..., m, des 
suites d ' app l iea t iohs  de [0, T]--> Va,, telles que, lorsque h'--->0, 

pour  i = 1, ..., m, 

qh,~h'-->~ dans L~(/I) faible 

p~k,~h'---> ~ dans Lz(F~) faible. 

h lo r s  ~ ~ r ~ E  L2(V) et ~(t) --  ~,~(t), p.p. t E [0, T]; i ~ 1, ..., m. 

REMARQUE 10.1. 

D 'apr~s  (10-ix), pour  tout v E 6"9, lorsque h --> O: 

q h r h U  - -  ~ p ~ h r h U  - - ~  ~ U  --" U darts H fort. 

Pu i sque  6)) est dense dans H, nous en eoncluons  ~vee (10-vi) que 

(10.1) qarau --> u dans H fort, lorsque h ---> 0, ~ u E H. 

I1 peu t  ~tre uti le parfois  d ' i n t rodu i re  a,vec rh un  autre  op6rateur  lin6air~ 

phE£(H, H)  tel que 

( 10-xiii) \ qh~hU-->U dans /4 fort, lorsque h-->O, ~ u E H .  

RE~I.A_RQUE 10.2. 

Notons quo (10-ii) et (10-x) impl iquen t  eeci:  

f a~(t; p~hrhU, p,hrhV) --> a,(t; u, v), lorsque h --> 0 
(10.2) 

~ u ,  v E ~ ,  p.p. rE[0, T]. 

REMA~Q[rE 10.3. 

Avee (10-xi) on v6rifie faei lement  eeei:  

i Soient ~E/~ r et ~h, EVh., tels que qh'~h'--->~ dans H faible 
(10.3) 

lorsque h'----> 0. Alors ~ E H. 
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11. - Exemples (suite). 

Nous allons explici ter  les espaces et op6rateurs qu ' i l  convient d 'assoeier 

aux exemples 1, 2 et 3. Au pr4alable nous rappelons quelques notations de 

[6] et [28], qui seront utilis6es darts la suite. 

11.1. - Notat ions.  

Pour  h -" (hl,  ..., h,,), hi > 0, nous appelons:  

- -  ~h  1' ensemble des points de R '~ de la forme ( j lh l ,  ..., i,h~), j~ entiers de 

signe quelconque,  

- -  h-~. le veeteur  de R" de eomposantes nulles, saul  la i~me 6gale ~t hi ,  

- -  ah(M, 0), M- - ( I~a ,  ..., ~,), le pay6 H ~ , - - ~ - ,  ~ti-t- , 
i :t 

( 1 o) - -  ~h(M, r) -~ U ah, M ~-~(j1-~I -~ ... -{- j ,h ,) ,  , f i  entiers de signe quelconque, 

]yi = l/,} + . . .  + Ii,,I, 
- -  Whr~ la fonction caraet~rist ique du pav~ ~h(M, O) 

-- 8i l ' op~ra teur  de differences finies 

1 

8t opbre dans tout espaee X de fonetions d~finies sur /i~ ~ et i~ valeurs dans 

un espaee veetoriel. Sur  .un tel espaee X, il est possible de d~finir aussi les 

produits d 'op~rateurs  ~i et ces produits sent commutatifs .  Si / - -  (il,  ..., ],,), 
nous ~crivons 

* * "  n • 

Si f~ est un ensemble ouvert  de R n, alors nous posons 

1 2 ~ - - ( M / M E ~ h ,  oh(M, r) N ~2:4= 0 } 

0 r 

12h -- { M / M  E~h,, vh(M, r) = a }  

11 .2 . -  EXEMPLE t (suite). 

Espaces  /t, Oi, Ft .  

51ous prenons I t : L 2 ( R * * ) .  ~Nous convenons d ' ident i f ier  uEL2(f~) et la 

fonetion u EL2(R') dgale i~ u darts f~ et h 0 dans 0f2; H est alors un sous-  

espaee hi lbert ien de ~r 
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Nous prenons cI)~ = L~(D.), F~ = L~(R") X L~(g2), i = 1, ..., n. Pour  u E V , ,  

nous dt~finissons co~U--(u, Diu). 

Formes  ai(t; u, v). 

Si u, v E F , ,  u - -  (Uo, u~), v = (vo, %), nous posons 

5,( t ; u, v) = f t)u~(xO vi(x)dx~ + ~"  d,(x, t)Uo(X)vo(x)dx, 

oit di(x, t) est 6gal h ci('x, t) pour x E~) et h a~ pour a ~ 2 [ ~ e d , ( x ,  t ) ~ a i > O  
p.p. dans R'~ X [0, T]I. 

Espaces VI,. 

L'espace  Vh sera l 'espace des fonction 6tag6es uh: 

tth(X) "-- ~ Uh(M)WhM(X),  Uh(M)  E C.  
Me ~2~ 

La dimension N(h) de Vh est le nombre de ME ~2~. 

Opdrateur rh.  

Nous supposons que ~2 poss~de la propri~t~ de 1-prolongement  [15 I. II 

existe alors un op~rateur lindaire ~ continu de L~(g2) dans L 2 ( R " ) e t  de HI(~) 

dans H~(R'*). Pour  uE H, nous d6finissons Uh-~ rhu en posant:  

( 
M 

1 

, . . . ,  J 
uh(M ) = (hi h,,) -1 ~u(x)dx, ~ E ~2 h. 

,d 
c~l~( My O) 

Opdrateurs qh, p~a. 

L'op~ra teur  qh sera s implement  l ' identit~. Pour  Pih nous prenons 

p~huh = (Uh, ~#thl a) 

otk g tn d6signe la restr ict ion h ~t d ' une  fonction h d6finie dans R". 

Ydrif ication des hypotheses (10-i) h (10-xii). 

Pour  (10-vi) et (10-x) nous renvoyons h RAVIAR~ [28]; (10-vii)a lieu avec 

2 
(11.1) S,(h) - -  --  ; 

hi 
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en effe t  : 

I-gn 

< l uh(x) I~dx = l uh II. 

Les  hypothSses  (lO-iv') et (lO-v') sont  r~alis~es avec 

(11.2) P* - -  I a~(w, t) IL~(eT) ; Yi - -  ess inf ~ e  a~(x, t). 
QT 

~_ l ' e x c e p t i o n  de (10-xi) et (10-xii), les au t r e s  hypo thbses  sont  4videntes .  

Hypolh~se (10-xi). 

Soi t  ~h,--~ ~h,(X, t) une  sui te  qui  tend vers  ¢ ~ -  ~(m, t) dans  LI(L2(B.n)) fa ib le  

(h'--> 0). P o u r  v~rif ier  (10-xi), nous  devons  mon t r e r  que  ~(x, t) est  nul le  p.p. 

dans  ~ ~ X [0, T]. 

Le  suppor t  de ~h,(', t) est 

U ok(M, 0). 
M ~  

P o u r  tout  compac t  K c ~ ,  il ex is te  ho=ho(K), tel que  pour  h'<~ho(K), le 

suppor t  de Th,(', t) ne r encon t r e  pas  K. 

Si ~ -  ~(x) est  une  fonct ion  con t inue  sur  R '~, h suppor t  compac t  K c ~ ,  

et si 0 - - 0 ( t )  est  une  fonct ion  con t inue  sur  [0, T], alors,  pou r  h' assez pet i t  

et done i~ la l imite,  

f f ~h,(X, t)~(x)O(t)dxd t-- O, 
o R n 

T 

o f R f  n ¢~(~, t)+(m)O(~)dxdt-" O. 

Cette  (igalit~i v(fri~i(~e que l les  que  soient  les fone t ions  ~ et 0, mon t r e  que  

~(x, t) est nul lo  p.p. dans  ~-~  X ]0, T[. 
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HypothOse (lO-xii). 

Supposons que, lorsque h'-->O, pour i ' -  1, ..., m, 

{ q~,?~a,-->+ dans L~(/I) faible 

Pih'?~n'--->?~ dans L~(~i) faible. 

Evidemment  ~-----r:V?~ et ~ est de la ~orme ~ - - ( ~ ,  ~), ~EL~((P~)=L~(R'~X 
X [0, T]). Les convergences pr~cddentes peuvent ~tre interpr~t~es ainsi 

{ ¢?~h'--> ~ darts L~(R" X [0, T]) faible 

~V?ih'lQ-->~ dans L~(QT) faible. 

On v4rifie facilement que ~V?ih'lQr--'> D~(~ IQr) dans ~'(QT), espace des dis. 

tributions sur 12 X ]0, T[, et done 

Cela montre que 

~0 E L2(Qr), D~o E L2(QT), 

et ainsi ~oEL~(H~(~))----L2(V). 
D' apr~s l' hypoth~se (10-xi) d~jh v~rifi~e, ~ est nulle p.p. dans ~ X[0, T[; 

nous avons bien 

= D, o) = = 

et (iO-xii) est v~rifi~e. 

11.3. - ExEMPLE 2. 

Espaces TI, 0 i ,  1~. 

Nous prenons H - -  H-~ L2(~), (I)~ -~ L~(I2), F i -  L~(t2) X Lz(t~). Pour  uE Vi, 

~ju = (u, Diu). 

Formes aj(t; u, v). 

Si u, v E F  i, u - ' ( u o ,  ul), v :=(vo, vt), nous posons 

£ 
aj(t; u, v) "- ~ [ai(x., t)ul(x)vl(x) + ej(x, t)uo( x)vo( x) ]d~c. 

tl 

Espaces Vh. 
Avee les notations de la section 11.1, l 'espaee Vh sera l 'espace des fonctions 

~itag(ies Uh : 
Uh(X) = Y'° uh(M)w~(~e), uh(M) E C. 

Me tl~ 
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L a  d imens ion  N(h)  de  Vh est  le h o m b r e  de ME~2~ 

Opdra teurs  rh ,  qa, Pia.  

Si u E H, u k - - r h U  est d~ifini par  

£ 
uh(M ) - -  (h~ . . . .  , hn) -~ u(x)dx,~ 

, I  

o 

~ / M ~ .  

P a r  a i l leurs ,  qhuh - -  Uh a et p ihuh-- -  (Uhta , ~]Uhia). 

Vdri f icat ion des  hypo theses  (lO-i) ~ (lO-xii). 

P o u r  (lO-vi) et ( lO-x) nous  r envoyons  ~ [28]; (lO-iv') et (lO-v') ont  l ieu avee  

(11.3) Pi  -'- t aj(x,  t)IL~(Qz); 

P o u r  (lO-vii), nous  avons  

(11.4) Sj(h) = 

7i --" ess inf  6P~e ai(~c , t). 
Or 

~(j) 

h~' ... h~"'  

~(]) eons tan te  ne d~pendan t  que  de i. E n  effet ,  

[~h]Jh = i~JUh(~) dx; 
a 

~Uh est le p rodui t  par  h'; - i l . . , h~  i~ d ' u n e  somme de t e rmes  de la fo rme  

uh ~e-I-~ vh , vh = (vlhl, ..., v.h,),  vi en t ie r s  de signe que leonque .  Soit  z(j)  le 

h o m b r e  de va l eu r s  poss ib les  de v; a lors :  

[uh]ja _< (hl 1 ... h,~ ) ,, uh x W ~ vh dx  <._ 
y 

R n 

R n 

= (h~'... J"-~ • f i s h ,  ) c~(j) v~ I Uh(X) d~  = 
v 

!~n  

(h~l ... Jn_2a.~ = hn ) ( i)]  Uh [~" 

L ' h y p o t h b s e  (lO-xi) est  t r iv ia le  ici car  H - - / t .  Exeept(f  (lO-xii), les au t r e s  
hypo thbses  sont  imm~diates .  
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Hypoth~se (10-xii). 

Supposons que, lorsque h'-->0, pour tout ~, IJt = ~: 

{ qn,~n,--->~ dans L~(/t) faible 

Pin'~in'--> ~I dans L,(Fi) faible. 

Nous avons ~videmment ~ ~ rqq~j eL q~i est done de la forme q~i ~ i~, ~i), 
~iEL~(~P i) --L2(Qr). Les convergenees pr~e~dentes se t raduisent  alors ainsi 

{ ~jh, lQr--->~ duns L2(QT) faible 

~]~]h, lQ2.-.~t~] dans L~(Qr) faible. 

Si g est une fonefion d~finie dans ~1, appelons eomme prdc~demment 

la fonction ~gale h g clans £t eL ~ 0 dans ~t2. Nous avons aussi 

{ q~jh,--->~ dans L~(R'~X[0, T]) faible 

8iq~ih,-->~i dans L2(R '~ X[0,  T]) faible;  

(SJcpjh, a son support inelus dans ~2 X [0, T]). 

On v6rifie ais~ment que 8i~ih, -.~ Di~ dans 

distributions sur R " X  ]0, T[, ot alors 

Ainsi 

~j --- Df'~. 

d~EL~(R ~ X [0, T ] ) ,  D~EL~(R  ~ X [0, T]), 

~ '(R" X ]0, T[), espace des 

et eela assure que ~L2(He(R")),  [15]. 

Puisque,  pour presque tout t, ~(., t)E H~(R") eL que eette fonetion est 

nul le  hors de Ft, alors [15], ~(., t ) :  ~( . ,  t)I~ ~ Ho~(~); f ina lement  

et nous avons bien 

EL2(H~o(~)) - -  L2(V), 

= (4 ,  DJ+)  = (4 ,  = 

11.4. - EXEMPLE 3. 

Espaces 1~, (D~, F~. Opdrateurs 6~. 

Nous prenons i~ = H----L~(~) 2 et 
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pcur i - -  1, ..., n, 

q~ - -  L~(O.) × L~(~) ,  

si uEV~, @u = (u, D~u)EF~; 

pour i - - n + 1 ,  

• , = t o } ,  

si uEV~ = H, (oiu = (u, O)EF~. 

Formes c~(t; u, v) 

i - - 1 ,  ..., n, 

Fi = L~(t~)~; 

f (  - , ) 
g,(t; u, v) = h,(u, v) = ~(~) . v~(~) + ~4--~ V.(x~(~) dx, 

u,  v E F~ ,  u = (u0,  u~), v = (v0, v~); 

i - - n - - } -  1, 

g~(t; u, v ) -  at(u, v)-~ n ~ - ~  ~ ( x ) v o ( x ) -  uo~(z)vo2(x) + uo2(X)Vo~(X) dx, 

u, v E F~, u = (Uo, % v = (Vo, 01, Uo = (uo~, Uo~), Vo = (Vow, Vo~). 

Espaces Vh. 

Les notations ~tant celles de la 

des fonctions ~tag~es uh 

uh(x) --- 

section l l .1,  l 'espace Vh est l ' espace  

uh(M) E R "~. 

et, 

. u d M ) w h M ( x ) ,  
MeS~ 

Opdrateurs rh, qh, pih 

Si uEH, uh-"  rnu est d~fini par 

f u h ( M  ) = (hi ... h , )  - 1  

ah(M , O) 

On pose aussi 

qhuh  = uh In 

pour 

o 1 

u(x)dx, ~ M E ~2h. 

i --  1, ..., n, p~huh --- (Uh I~, ~Uh la ) 

pour i --  n -4- 1, p~hUh --- (Uh la, 0). 
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Vdrification des hypothOses (lO-i) ~ (lO-xii). 

Pour  (lO-vi) et (lO-x), cf. [28]; (lO-iv'), (lO-v') et (lO-vii) ont lieu avec 

(11.5) Pi = y~ ---- 1 

2 
(11.6) S~(h) - -  ~ .  

La v~rification de (10-xii) se fair exactement  comme pour l ' excmple  2: 

les autres  hypothi~ses sent imm~diates. 

12. - Probli~me Approchg discret .  

Le param~tre k ayant  la m~me signification q u ' a u  n ° 2, nous notons 

r+~ I f  ai(t; pihUh, pihVa)dt ah (uh, vh) = 

~ Uh, VhE gh (~) 
(r+~)k 

"+: 
fh = rhf~(tldt. 

rk 

Soit 0E[0, 1] un param/~tre rdel fix~. 

~Nous allons construire  par  r(~eurrence une famille d '~lements  de 

Uh '/o~,~N et n0us leur associerons ensuite les fonetions << approch~es >>. 

~ o u s  partons de 

Vh, 

o i (12.3) un -- rnUo 

r+~--_i ~+! 
o m m 

puis, supposant  connus Uh, U,~, ..., Uh E Vh, nous d~finissons uh '~'comme 

1' unique solution dans Vh de 

(1~> k ~  ~ -  ~;÷~, ~)~ + ~ ~o~ + (~ -0)~; ÷~ ,  o~) 

( i t )  :Pour 6v i t e r  l ' a c e u m u l a t i o n  des  indices ,  nous  no tons  avec  le seu l  ind ice  h des  

exp r e s s i ons  d d p e n d a n t  du  p a r a m ~ t r e  h ou de h e t  k. 



R. TEMAM: Sur ta stabilitd et Ia convergence de la mdthode, etc. 237 

I1 existe un ~l~ment u~+~6Vn et un seul qui v~rifie (12.4): la d~mon. 

stration de ce point  ut i l isant  le lemme de Lax-3~ilgram, est classique. 

REMAtlQUiE 12.1. 

~Nous pouvons (ferire (12-4) sous la forme 

1 [ ~+-~ ~+~-'~ ~ ~ ~+i-~ 

off A h + ~ £ ( V ~ ,  Vh) est [ 'op6ra teur  lin~aire d~fini par 

= f~+~ 

uh, vh E Vh. 

Pour  0E]0, 1] la d6termination de Uh +~ Se ram~ne h l ' invers ion  de l'op(~- 

ra teur  I- t-kOA~ +~, et le seh4ma aux differences finies (12.4) est implicite. 

Pou r  0 - - 0 ,  le schema est explieite.  

Les  schemas les plus courramment  ntilis~is sent ceux  qui correspondent  

1 
0 : ~  ou 0 - - 1 .  Afin que nos r~isultats soient eomplets, nous raisons une 

(~tude syst~matique de tons les schemas 0E[0, 1]. I1 ressort  par  ail leurs de 

nos r~sultats (of. n ° 19) qua l 'u t i l i sa t ion des schemas explieites 0 : 0, pen 

usuel le  avec une m~thode de pas fractionnaires,  pourrai t  6tre avantageuse.  

REMARQUE 12.2. 

Darts (12.2) et (12.3), on peut  remplacer  rh par tout autre op~rateur lin~aire 

Ph v(irifiant (10-xiii). 

Nous posons ~ pr(~sent 

02.6) rA +~ = 0,~ +~ + (1 - o),~ + ~ -  

et nous associons/~ ces ~l~ments uh ''~, Wh , les fonctions approeh~es U~n, Wih, 
d~finies par  

(1.2.7) u~(O = u~ + ' ,  w,h(t) = ~vh 

r - ' O ,  ..., N, i :  1, ..., m. 

pour  tE[rk, (r-+. 1)k[, 

Dans la suite, comme dans le cas des approximat ions  semi-diser~tes,  nous 

nous int6ressons aux probli~mes suivants:  
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a). Obtent ion d 'es t imat ions ~ priori  pour  les fonctions approch(~es; cela 

est ident ique ici au probl~me de la stabilit~ num~rique.  Nous verrons  que 
l 'ob ten t ion  d 'es t imat ions  ~ priori  n ' e s t  'pas au tomat ique ;  il faudra  parfois  

imposer  des condit ions i~ k et h. 

b). Etude  de la convergence,  dans un  sens ~t pr~ciser, de ees fonct ions 

vers la solut ion du probl~me 1. 

Pour  r~soudre ces problbmes nous ut i l iserons s imul tan~ment  les m~thodes 

de la l~re part ie  et celles de R A V l A ~  [28]. 

13. - Es t ima t ions  '~ pr ior i .  

Nous consid6rons i '~galit~ (12.4) avec Vh remplac~ par  w;  +V~. P renant  la 

part ie  r~elle de cette ~galit~, nous obtenons 

i 2 r + i - - ~  i 

(13.1) u~ ~-~ ! a -  luh ~ t: + (2(}-  1) u: +~ - -  u: +~ 'h + 

,1 ( , ,) + 2k a~ ~ ~ , ,vl +~ = 2k a~ rl +~, ,,i+~ ~. 

II faut d is t inguer  deux cas selon le signe de (2(}--1). 

L]~MM]~ 13.1. 

Darts le cas oit 2 ( } -  1 ~ O, il  ewiste une  constante c'~ inddpendante  de k 

el h, telle que p o u r  i - -  1, ..., m, 

I ~ , 
u <_c~L, r = O ,  ..., N 

k ~ w -~ i~ <-c'~L 

oie 

T 

L - -  L(uo,  5 ,  ..., f,~) = I Uo [~ + ZI= 3 [ t ~t)[2 dt. 

o 

Ddmonstrat ion.  

Pour  (2 (}-  1 ) ~ 0 ,  (13.1) donne en par t icul ier  

(13.2) 
~+~( ~+-- I~;÷~ :_  u:,+~ " : + ~ ~, o~ ~,~ % ~ j,~_ 

<_ 2k ~e  w ~ h. 
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Avec (lO-v) et (12.1), nous avons 

(13.3) ~eah+-~(w;  +~, W~+~)~*¢, wh 

Grace h (lO-ix) nous pouvons majorer  le second membre  de (13.2) de la 

mani6re suivante : 

~ -~ ~+~ h- -  

D' off 

(13.4) ~;+~ i ~ + k=, ~;÷~ !,~ < u~ ÷~- ~ r; +~ 
~ C4i  

: :+ : .3.5) ~;÷-~ _< ~ ; ÷ ~  ....... k r;÷~ 

Ajoutons membre ~ membre,  les in4galit4s (13.4) pour r = 0, ..., N, i -  

- - 1 ,  ..., m. Il vient 

" i h  

m N r + ~  2 

(13.6) u~ +~ + k Z 2 3~ wa ~_ C(k, h) 

a V O C  

o kfi~ (13.7) C(k, h) - -  1 uh ]~ + Z fh " ,,,. 
= r = o  ~ i  

Pour  q et ] fix*s, O_<q<N, l<j_<m, nous ajoutons ~galement les in~galit~s 
(13.5) pour 

i i 
r = O ,  ..., q, i = l ,  ..., m, r + ~ < _ q + - - . m  (13.8) 

I1 en r~sulte 

I~i!i+k~*L r; +£~ 

off E* d6signe la sommation (13.8). Cette derni6re in6Ralit6 donne encore 

(13.9) .?~-t' [a < C(k, h), q = O, ..., N, i : 1, ..., m. 
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Le lemme r6sulte imm6diatement  de (13.6) et (13.9) si l ' on  montre que 
C(k,  h) admet une majorat ion de la forme 

O(k, h) < ciL(uo,  f~ . . . .  , f , ,).  

Or, d 'apr~s (lO-vi) et (12.3) 

(13.10) ° t ~ . 1 s. I u~ I~ = I qarauo _< co l u o  

D'aprbs (10-vi) et (12-2): 

0"+*1~ 

If; +- :--,Iqhrhj" f,(s)ds 
(rk) 

c~ I fr+l)e 
<-- ~ o f~(s)ds 

rt~ 

<_ -k  15(s) I: ds 
rk 

T 

" S:<:f i 
(13.11) k ~ "+ ~ _ c I f i ( s )  ds. 

o 

Finalement  
T 

{ - i f  ~ t u o l  2 I= C(k; h)<_c5 + ~, If,it) d t  , 

O 

et 10 lemme est d6montr6. 

LEMME 13.2. 

Darts  le cas  o~h 20 - -  1 < O, s' i l  ex i s te  ~ > 0 f ixd tel que  

27i(1 - -  ~) 
(13.12) kS~(h) ~ P~(1 - -  20)' i z 1, ..., m (*~), 

alors ,  p o u r  k <_ k0, ko assez  pet i t ,  n o u s  a v o n s  

u -~ <c2  , r z O ,  ... ,  N ,  i - - l ,  , m,  

• ih <-- 
N ~+A 2 

k Y~ wh  c'~L, i - -  t ,  . . . ,  m ,  
~ 0  

(ie) :Pour la ddfinition de Pi ,  yi, Si(h), ef. (iO-iv% (lO-v') et (tO-vii). 
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oi~ c'~ est une  constante  i nddpendan te  de k et h et o¢~ 

T 

0 
Ddmonstrat ion.  

Le coefficient de tUb +~ U'h + ~ -  I~ Ih, dans (13.1), est /~ pl"6sent n6gatif et 
il rant majorer  ce terme. 

NOUS remplagons pour cela Vh par Uh + ~ -  Uh + ~  darts (12.4); cela donne: 

(13.13) 
h.~_i I"-~ i--1 12 

U m _ _ ~ h  m h "-- 

Avec (10-iv'), (t0-vii) et (12.l), nous pouvons 6erire 

.h ~,v,~ , - F  ~ - . ~  '- J l -  

<__kP~ w 7, ia u~ +~ - uh "~ j~ + kc3 ~v ~ u ~--  u~ m < 

- -  i h  U h  - -  i h  , • 

Pour  ~ ~ 0 quelconque, nous avons 

I i i i--1) 

] [ ] 
< 1 -[- 2 - - ~  

,,;+~ - u; + ~  1~ + k~o: ,v. I/,~, + t +---~ 

ct avec (10-i): 

(13.14) 

off. 

ah kwh , uh - - u h  ~ ] t < - -  

: J + 

(13.15) '2 2 2 e --  (1 --k 2~)k P~S~(h) -b - - -  - 
1 -+- 2~ ko .~ 

~C8 • 

Annali di Matematica 31 
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~ O l l S  a~TOIlS a u s s i  

" i--1 

(13.16) 2k f~+~, u~ - -  uh /h <-- 

I ~ i--i '2 

< ~ . 2  ~ -  . i  + ~ -  i~ + - -  

Avee (13.14) et (i3.16), (13.13) devient 

(13.17) ]u~ +; '  - -  u ;  +-;"- p w;  +~  ,~ --I- 

Par  ailleurs, en raison de (10-v') et (12.1): 

(13.18) 

et 

l +2~k~If~+~, , :. 

si l 'hypoth6se (13.12) est 

2,(~ - -  (I -- 20) (1 -t- ~)kP~S~(h) ~ 2"F~ ; 

1 -{- ~ k~c~(1 _ O), 2y~k - -  (1 - -  20)~ ~ 2kl,~82 - -  2 T 

et, pour k~-- ko, ko assez~petit: 

2y~k -- (1 - -  20)p ~ ky~ 2. 

d' off 

Cette in~galit~ est valable pour tout ~ ~ 0; 

v~rifi~e, nous prenons ~ - - ~ .  

]~ous avons alors 

(13.19) 2k ~e +~, w~ +T" h--~ f~+;~ -]- kc4 tw~ +~ , h .  
G4 

Avee (13.17), (13.18) et (13.19), (13.1) donne 

(1~o) ].~+" i : - I .~  + '~:  + ~k~.,_ (1_ ~0~ [,v:.',J,: + 

"Jr" klc,--vll ( 1 + 2 ~ ) ( 1 -  2O)kc:] lw~ +~" '~-- k l l  -]-k I +~] 2 ~ ( 1 -  20)] fh + ~  :" 
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Si ko est suf f i samment  petit ,  nous avons aussi  

G~ e~ -- 2kc~(1 -- 2 0 ) 5 _ ~  
2 o 

et (13.20) devient :  

(13.21) - + + 

.~..~_kc4 w:+~ :<:k[l__ ~ - 2 k 0 ( 1 - - 2 0 ) ~ 1 ~ ]  f h + ~ :  

L ' in6gal i t6  (13.21) est tout h fair analogue h l ' in6gali t6 (13.4); pour  d(i- 
mont re r  le l emme il suffit  h pr6sent  de reprendre  ]a d6monst ra t ion  du lemme 

13.1 ~ par t i r  de (13.4). 

14. - Thdor~mes de stabil i td.  

Avec les fonet ions u~h et W~h, d6finies par  (12.7), les lemmes 13.1 et 13.2 
s ~interprbtent  comme sui t :  

] 
a) Si 0E[~, 1], p o u r / - -  1, ..., m 

qhuth est born~ dans  L~(I-I) i n d @ e n d a m m e n t  de k et h 
(14.i) [ pihw~h est born~ dans L~(Fd ind~pendamment  de k e t  h. 

4 1 [  
b) Si 0El0, ~/, il suffit  que la cond i t i on (13 .12 ) so i t  v6rifi~e pour  que 

(14.l) soit encore valable. 

Ut i l i sant  une terminologie  usuelle,  nous 6noncerons ces r6sultats  sous la 
forme suivante :  

(14.2) 

TltEOR~ME 14.1. 

Les hypotheses sont cetles des n ° 1 et 2 (~0-i) ~t (10-ix)(18). 

Si OE[~, 1], pour i =  l, ..., m, 

{ q~Uih est L~(It) stable 

pihW~h est L~(F~) stable. 

(ia) Los hypothi~ses de consistanee (10-x) ~ (10-xii) ne jouent  aucun r61e dans ce qui 
pr6c6de. Elles interviendront  nniquement duns le passage ~ la limite. 
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TH~,OR~ME 14.2. 

Les hypotheses sont celles du thdor~me t4.1. 

Si 06 0, ~ ,  (14.2) a lieu si 

(14.3) 

kS~(h) "< 2,(~(1 - -  ~) 
• '~(1 - -  20) '  

i --  1, ..., m (14) 

;> 0 fixd arbitrairement petit 

et si k <--'ko, ko fixd assez petit. 

RE~AnQVE 14.1. 

Les cons~antes ~,~ et P~ ne d6pendent en prat ique que des coefficients de 

la pat t ie  principale d e  l 'op6rateur  A~(t). La condition de stabilit6 (14.3) no 

fair donc intervenir  que la partie principale de A~(t). 

RE~ARQUE 14.2. 

Les th6orbmes 14.1 et 14.2 redonnent,  lorsque m-- -1 ,  des rdsultats de 

RAVIART [28]. 

15. - Thgorbme de Convergence Faible ou Thdorbme d'Equivalenee.  

~ous  formulons le th6or~me de convergence sous une forme analogue au 

Th6orbme d 'Equiva lence  de Lax [29] (el. aussi AVBI~ [1]). 

T ~ o n ~ M E  15.1. 

Les hypotheses sent celles des n ° 1, 2 e t 10, et u ddsigne la solution du 

probldme 1. 
Les propridtds de stabilitd 

J qhUih est L~(II) stable 
(15.1) [ p~hw~h est L~(F~) stable ( l ~ - - i ~ m )  

sent des conditions ndeessaires et su]Tisantes pour que l'on air, lorsque k et 
h--> O, les propridtds de convergence suivanles : 

(15.2).  

( qhu*h'-'> U dans L~(H) faible 

pthW,h ---> Co~U dans L2(F~) faible 

qhU~h(t) ----> U(t) dans H faible, ~ re[0, T] (1 <__i <__ m). 

(t~) Pour la dgfinition de Pc, "(i, Si(h), cf. (10-iv'), (10-v') at (10-vii). 
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I1 est 6vident que (15.2) implique (15.1). Nous d6montrerons la proposit ion 

r6eiproque dans les n ° 16 et 17. 

Les th6orgmes 14.1, 14.2 et 15.1 donnent imm6diatement  les corollaires 

suivants  : 

COItOLL/II1E 15.1. 

Sous les hypotheses du thdor~me 15.1, si OE to, 11 

lieu lorsque k--> 0 el h. 

, les convergences (15.2) ont 

COIIOLLAIRE 15.2. 

Sous les hypotheses du thdor~me 15.1, si O EIO, ~ 1~ " 
lieu si k et h tendent vers 0 en vdrifiant t 2'l 

les convergences (15.2) ont 

(15.3) {kS~(h) 
~ - 27~(1 ~_~) , i ' -  1, .. m 

P~(1 - -  20) " 

~ 0 fixd arbitrairement petit. 

16. - Lemmes. 

Nous iniroduisons l 'opeirateur de moyenne Ok qui op~re dans tout espace 

de fonciions sommables sur [0, T]: 

(16.1) Oh~ -" ~k, 

1 (;+a)k 
¢pk(t) "- ]~ ¢~(s)ds, pour t E Irk, (r + 1)k[. 

LEMME 16.1. 

Soit X un espave de Banaeh et pE[1, ¢~[. Per tout yELp(X), 

Okg ~ g dans Lp(X ) fort, lorsque k--> O. 

Ddmonstration. 

Avec l'in(~galit6 de HSlder, on v6rifie sans peine que 

(16.2) II Okg ) -< H g ilLp(x ).  

I1 suffit  alors de prouver  le lemme pour  des fonctions g continues de 

[0, T] dans X, et cela est imm6diat. 

Nous posons 

(16.3) a~k(t; u, v)----O~ai(t; u, v), ~ u, vE F~. 
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Soit ~4i(t) [resp. A~k(t)] l 'op~ra teur  l in6aire cont inu de F,  dans FI  d6fini par  

< X~(t)u, v > = 5~(t; u, % ~ u, v e/P~ 

[resp. < =71~k(t)u, v > - -  a~k(t; u, v), V- u, v E F~]. 

On v~rifie avee (10-iii) et (10-iv) quo si ~(.)EL2(F~) alors A~.(.)~(o)EL~(F~) 

[resp. -4~k(')T(')EL2(F~)]' (cf. [14]). 

LEMME 16.2. 

Lorsqne k ---> O, pour toute fonction ~ E L2(F~), 

.4i~¢~----> .4~¢~ dans LJF~) fort 

Dgmonstration. 

I1 est 6quivalent  d 'apr~s  le lemme 16.1 de montrer  que 

(16.4) . 4 ~ - - 0 k ( A ~ ) - - - > 0  dans L2(F~) fort. 

I1 r~sulte imm~dia tement  de (10-iv) que 

(16.5) Jl A~k¢~ I!L~(~') ~-- M,  II ~ ]tL~(F~) 

et il suffit  alors de d~montrer  le lemme ou (16-4), pour  des fonetions ¢~ con- 

t inues  de [0, T] dans F~. 
Pour  une telle fonct ion % si t.E[rk, (r-{-1)k[: 

(+'+i)k 

< Ai1,(t)~(t) - -  (OSl~)(t),  v > = ]¢ at(s; ~(t) - -  ~(s), v)ds, ~ vEF~ 

r k  

off ~(.) est le module  de eont inui t6  de ~. 

Nous en d6duisons que 

l].~,~(t)?(t)--(O~A~?)(t)l]~/<_M~}(k), p.p. rE[0, T] 

(16.6) [I - ~  - -  O~(A-,~o)[[z,~(~'> <-- T~I"3/I,~(k) 

et le lemme on r~sulte puisque  ~q(k)---->0 avee k, 

LEMME 16.3. 

Soient ~, ~ E L~(Fd et ~ , ,  ~ , ,  deuw suites de L~(F~), telles que lorsque n--)c~ 

¢~, ---> ¢~ dans L~( F~) fort 

,~,--->~ dans L2(F~) faible. 
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Alors, lorsque k--> 0 el n .---> cx~ 

(16.7) 

(16.8) 

T 

f s~(t 
o 

T 

; ~(t), q~,~(t))dt--->f a~(t; ~(t), ~(t))dt 
o 

T 

o 

T 

~(t)) dt -~ f/~,(t; q~(t), ~(t))dt. 
o 

Ddmonstration. 

~ous  pouvons ~crire 

T T 

o o 

T T 

f a~(t; c~(t), ~(t))dt -- f < ~dt)~(t), ~(t) :> dt. 
o o 

Pour  d~montrer  (16.7), il suffit de v4rifier que A~-k~,~--> A~.~ dans L2(F'i) 
fort. Eu raison du lemme "u 1~.,,, il suffit pour cela de v~rifier que 

A~,~---~ik¢~-->0 dans L2(Fi') fort, 

ot co dernier  point r(fsulte imm~diatement de (16.5). 
Pour  ~tablir (16.8), il suffit de reprendre  les d~monstrations pr~c~dentes, 

en remplagant  la forme a~(t; u, v) par la forme adjointo 

a*(t. u, v)----5~(t; u, v). 
LEMME 16.4. 

Si gELp(H), 1 ~ 'p  ~ c~, alors 

(16.9) 

(16.10) 

qar~g --> g dans Lp(fl) fort, lorsque h --> 0, 

Okffhrag-->g dans L~(/t) fort, lorsque k et h-->O. 

Ddmonstration. 

En raison de (10-vi), 

I qhrag(t) t ~ c5 ]g(t) I, p.p. tE [0, T], 

et, on raison de (10.1), qhrhg(t)--> g(t) dans ~r fort, pour presque tout t; (16.9) 
r~sulte alors du th~orbme de Lebesgue. 
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Pour  ~tablir  (16.10), il suffit ,  avee le lemme 16.1, de v~rif ier  que 

Okqhrhg--Okg--->O dans  Lv(H ) fort ,  

et eela est une  cons6quence  de (16.2) et (16.9). 

17. - l ) dmons t r a t i on  du thdor~me 15.1. 

Comme nous l ' avons  pr6c(fdemment remarqufi ,  nous  devons mon t r e r  que 

(15.1) impl ique  (15.2). 

17.1. - Premidre part ie  de la ddmonstration. 

Si la condi t ion  (15.1) est rdalis6e, on peut  t rouver  des fonct ions  u~, w~, 

et une  sous-su i tc  k', h'..-->O, tel les que, pour  i = 1, ..., m, 

f qh'Uth" --'> US darts L~(/~) faible 
(17.1) 

L p~h.W~h,---> W~ darts L~(Fi) faible. 

LEMME 17.1. 

(17.2) ul(t) - -  ... - -  U,~(t)('-- W(t)) p.p. 

(17.3) wELo~(H) N L2(V) 

(17.4) w~(t) - -  ~w(t)  p.p., i "- 1, ..., m. 

Ddmonstralion. 

Nous posons 

(17.5) f~h - -  Okqhrhf~, i "-- 1, ..., m, 

e' e s t -h -d i r e  

5a(t) = qhf'~ + ~  pour  tE[rk, (r -}- 1)k[, r - -  0, ..., N. 

T e n a n t  compte  des nota t ions  des n ° 12 et 16, nous  pouvons in te rp re te r  

(12.4) (avec i - - 2 )  de la mani/~re su ivan te :  

(qhu~h(t~- qhu~h(t), qhvh) + ka~h(t; p~hW~h(t), p~hvh)= 

= k(f~h(t), qhvh), ~/ Vh E Vh, ~4 t E [0, T]. 

Soient  v Ea2) et ~ E ~ ,  que leonque  (C = espaees des fonet ions  scala i res  

con t inues  sur  [0, T]). Nous  6crivons t '~gal i t~ pr~c~dente avec vn = rhv, nous 
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mult ipl ions par  ~(t) et int6grons de 0 i~ T. I1 vient:  

T 

f (!lhU2h(t) - -  q~ulh(t), ~(t)qhrhv)dt + 
0 

0 o 

D'off, avee (10-iv): 

(17.6) 

T 

I f (qhU2h(t) -- qhUlh(t), ~(t)9[hrhV)dt ~ 
0 

<__. k i ~ IL~(C) I M~ ]p~hw2h tlL~(F~) llp2hrhV li + t f2h IL~(P~) t qhrhv I }. 

Les diff6rents termes entre les accolades restent  born~s lorsque k et h-->0: 

[IP~nW~hlILm) en raison de (15.1), tlp~hrhvL1F ~ en raison de (10-x), 

] f2~ IL~(Er) --" Okqhrhf2 Ii~(~) en raison du lemme 16.4, 

]qhrhV t en raison de (10-vi). 

A|ors, lorsque k et h-->0,  le second membre de (17.6) tend vers 0 et 

donc 6galement le premier.  

D 'apr~s  le lemme 16.4, ~,qh, rh, v---qh, rh,(~V)--> TV darts L~(/t) fort et, 
avee (17,1): 

Done 

T T 

f (qh, U2h,(t) - -  qh, Ulh,(t), ~(t)qh, rh, v)dt ---> .((u2(t) -- ux(t), 

0 0 

T 

(17.7) f (u2(t) - -  ul(t), ~(t)v)dt = O, ~ ~ E ~, ~ v ~ G)). 
o 

T(t)v)dt. 

Puisque  ~) )es t  dense dans H, (17.7) est encore valable par  continuitY, 

pour  tout vEH,  D'apr~s  (10-xi), u2--ulEL2(H),  et ~ ® H  ~tant dense dans 
L2(H), il en r~sulto que u 2 -  ul = 0. 

Nous montrer ions de mani~re identique que u ~ - - u a ,  ..., um_~--u, , , ;  &off 

(17.3). Nous posons u ~ -  w. 

Annali di Matematica 32 
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Avec (12 6) et (12.7) on a 

(17.8) 
( Wih(t) = Ou~(t) -{- (1 - -  O)u,~(t -- k) 

w~a(t) = Ouch(t) Jr" ( 1 -  O)u(~--~)h(t), i = 2, ..., m. 

I1 est alors  c lair  que  

qh,W~a, ---> W darts L~(H)  faible,  i = 1, ..., m. 

En  ra i son  de (17.1) et de l ' hypo th~se  ( t0-xi i ) :  

w - -  u~w~ L~(V), w~(t) - -  @w(t) p.p., i - - l ,  ..., m, 

et ce la  t e rmine  la  dSmons t ra t ion  du  Iemme.  

17.2. - Derni~re par t ie  de la ddmonstration: w ( t ) -  u(t) p.p.  

Soit  t fix(i, t E [qk, (q ~ 1)k[; nous  sommons  les ~galit~s (12.4) p o u r  r - -  

- -0~ ...~ q, i----1, ..., m. Nous  ob tenons :  

o Vh)h-4-k~  v (~  i Uh~ -- ~ a W Vh - -  

= k E  ~ vhh .  

Cette  (igalit~ peu t  ~tre interpr(it(ie a ins i :  

(17.9) (qau~h(t), qhvh) - -  (qhrt~uo, qavh) d- 

~- ~ (fib(8), qhVh)d8- nile(8; pikWih(8), pihVh)d8. 
~I .) i I 

0 0 

Nous  (icrivons (17.9) avec v h = r h V ,  VE~')) que lconque ,  et, t et v 6rant 

fix(is, nous  a l lons  passe r  h la l imite  dans  cet te  (igalit6 a v e c l a  sui te  k', h'. 

D ' a p r ~ s  (10.1), qhVh---qhrhv-->V dana /~ fort, et qarhUo--->Uo darts H fort.  

Nous  p o u v o n s  (ierire 

(qd-~)~ T 

. J  * 2  

o o 

~ d6signant ,  pou r  ~ > 0, la  fonct ion  earaet ( i r i s t ique  de [0, ~]. D ' a p r ~ s  (10-x), 

pi~rhV--> 6)~V darts Fi  for t  et il est  a lors  faci le  de v(irifier que  

~(q+~kp~hrhv--> ~6)~V darts L2(F~) fort.  
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~ o y e n n a n t  (17.1) et le lemme 16.3, nous en d6duisons que: 

(qA-~)k" t 

f S,/~,(8; pih '~Vih ' (8) ,  p l h ,  rh,V)dS'---~ f a i ( 8 ;  ~vi(8), 6 ) i v ) d s .  

o o 

D'ofi avec (17.5) et le lemme 17.1: 

Cq-~i)k" t 

~ f ;ik,(S; pih, Wih,(S), pih, rh, v)ds---> f a(s; W(S), V)d8. 
o o 

D'aprbs  le lemme 16.4, f~h--> f~ dans Lz(H) fort, et le passage ~ la l imite 
est identique pour les int6grales 

; qA-~)k 

(f~h(s), qhrhv)ds. 
o 

Nous obtenons : 

(q-{-~)k" t t 

f f (fih'(8), qh, rh, V)d8 "--->, 1 (f,(s), v)ds = (f(s), v)ds. 
o o o 

Duns ces conditions, le second membre de (17.97, et donc aussi le premier,  
tendent  vers une limite g(t): 

t t 

(17.10) g(t)--'(Uo, v) + f (f(8), v)d8. 
o 

Ainsi, pour tout rE[0, T], (qh, um~,(t), qh, rh, v) tend vers g(t). D'apr~s (10-vi) 

e~ (15.1), la fonction t I.-->(qh, Umh,(t), qh, rh, v) est essentiel lement born~e sur [0, T], 

ind~pendamment  de k' et h'. Soit alors ~ une fonction scalaire continue sur 

[0, T]; d 'apr~s le th6or~me de Lebesgue et les r4sultats precedents,  on a: 

T T 

f qh, f 
o o 

D'apr~s le lemme 16.4, c?qh, rh, V----> ~V duns L~(2~/) fort et, avec (17.1)~ nous 
a¥ons  auss i  

T T 

j (qh, Umh,(t), qh, rh, v)cp(t)dt.--> f (w(t), v)~(t)dt. 
o o 
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Done 

T T 

o o 

ce qui implique g(t).~ (w(t), v) p.p. 

L'~gulit~ (17.10) devient h prdsent 

(17.11) (~vtt), v) 

t 

f a(s; w(s}, v)ds 
o 

t 

- (no, v) + f(f(s),  )ds. 
o 

-~ vEe)), p.p. tE[O, T]. 

Puisque ~)) est dense dans V, (17.11) a lieu aussi pour tout vEV et nous 

en d6duisons que 
t t 

+v(t, + f A(s)rv(s)ds = uo + f f(s)ds, p.p. 
o o 

Cela signifie que la fonction w est p.p. ~gale ~ une fonction w ,  continue 

duns V', v~rifiant w,(O)--Uo et 

~v.(O + A(tt~v,(O = f(O. 

en sorte que w ,  ~-u .  
Les ]imites ~tant ind~pendantes de la sons-sui te  k', h', les convergences 

(17.1) ont lieu pour la suite k, h, toute enti~re. 

I1 ne reste plus i~ prbsent qu"~ d~montrer  le 

LE~ME 17.2. 

(17.12} qhu~h(t)--->u(t) duns H faible, pour tout rE[0, T], i - - 1 ,  ..., m. 

Dgmonstration. 

Dans ce qui pr6c~de, nous avons montr~ que 

(qh, uma,(t), qh, rh, v) --> (u(t), V), ~ tE [0, T]~ ~4 vE~.  

La limi~e ~mnt ind~pendante de ta sons-sui te  k', h', cette convergence a lieu 

pour la suite k, h, toute enti~.re: 

(17.13) (q~u~h(t), qhrhv) ---> (u(t), v), ~ t E [0, T], ~ v E 6)). 

Soit rE[0, T] fix(~; qhu~nh(t) est une suite born~e duns / I e t  il existe done 
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~ E / t  et une  sous-sui te  k", h"--> 0, tels que 

qh,,U~h,,(t) ---> ~ dans /:/ faible. 

Alors si vE~'~), avec (10.1}, 

(qh,,Umh,,(t), qh-rh,,v) ---> (% v), 

et par eomparaison 

(17.14) (u(t) - -  % v) = O, ~ v c @ .  

D'aprbs  (10.3), ~ 6 H ;  puisque u ( t ) - - c ~ H  et que 0) est dense dans tI, (17.14) 

implique que ~ - - u ( t ) ,  et c ' es t  la suite qhumh(t) elle m~me q u i  converge vers 

u(t) darts /J faible. 

D6monstrat ion ident ique pour i --  1, ..., m -- 1. 

18. - Un thdorOne de convergence forte .  

T~[]~om~E 18.1. 

Les hypotheses sont celles du thdorOme 15.1. 

o o. 

qhu~h(t) ---> u(tl 
(18.1) 

L pih~Vih ---) {70iU 

de mani~re que 

(18.2) 

dans [-1 fort, pour tout tE[O, T] 

clans L2(Fi) fort; i :  1, ..., m. 

les convergences (18.1) ont lieu si k et h tendent vers 0 

kS~(h)--> O, i --  1, ..., m. 

Avee le thdor~me de Lebesgue, (18.1} et (18.3), nous avons aussi 

(18.4) qhu~h-->U dans Lq(tl)  fort, ~ q E [ 1 ,  c~[ ( i - ' 1 ,  . . . ,m) .  

REMARQUE 18.2. 

Pour  m --  1, les r~sultats d u n  ° 15 redonnent  des r~sultats de RAVIART 

et 15.2 sont 

REMARQUE 18.1. 

Sous les hypotheses du th6or(~me 18.1, les corollaires 15.1 
applicables. Outre (18.1), nous avons done 

(18.3) qhU~h--->U dans L~I/ i)  faible. 
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[28]; le th~or~me 18.1 (de convergence forte) complete les r~suttats de [28] et 

ce r~sultat a ~t4 trouv~ ind6pendamment ,  avec une d6monstration 6quivalente, 

par LIEUTAUD [12]. 

Ddmonstration du thdor~me 18.1. 

Soient t et i fix(is, tel0, T], l ~ _ i ~ m .  Comme au n ° 7 {section 7.3), hens 

allons montrer  q u ' u n e  expression X~h(t) convenable tend vers 0, lorsque k et 

h ---> 0. Soit 

q+%- : -4- (18.5) X~h(l) - -  l qhUih(t) - -  u( t )r  + (20 - -  1) 2" U~ - -  Ua 
q, ] 

t~j 
f .  

+ 2 ~e  | 5jk(s ; piawih(s } - -  6)ju(s), PihWih(S ) - -  @u(s))ds 
J 
o 

off ~* d~signe la sommation:  
q, 

(18.6) 
q = O  . . . .  , r, j = l ,  ..., m, 

r plus grand entier  ~_ t /k  

et off 

j i 
q +  m - ~ - r +  m , 

(18.7) t~ i -" (r + i)k pour j ~ , i  t# - -  rk  pour  j > i .  

Nous 6crivons 

a v e c ,  

t • m (i) 
X~h(tt = l uttl 1 ~ + 2 Ne 2 ajk(s; 6)in(s), coju(s))ds 

i = l J  
o 

x ~ ( t )  = - 2 ~ e  (u( t ) ,  qhU,h(t)) - -  

t~ 

- -  2 ~e  3 f [(~i~(s; pjhWia(S ), 6)jU(S)) -~ a~(s;  CoiU(S), piawjn(S))]ds 

0 

a q + - - ~  q+,~ i--1 i' 
Xih(t) = Iqhu~h(t)12 -{- (20 11 2" Uh - -  Uh ~ Ih + 

q, J 
tij 

-~- 2 ~ei~1 aie{s; p~hwih(S), pihWih(s))ds. 

0 
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Passons /~ la limite. Pour X~n(t), nous 4orivons 

/ ~Sas~(s = r 

;  su(s}.  s.(s)}ds o,.(s))ds, 
0 0 

~ ( . )  dgsignant toujours ]a fonetion caraet~rist ique de [0, ~]; ~(-)6)ju(.)-->~t {' l~u( .  

dans L2(Fi) fort et avee le lemme 16.3 nous avons 

D ~ o~t 

t i )  t 

0 0 

t 

lira X~(I) = X~(l) : ] u(t) ] 2 "4- 2 f a(s ; u(s), u(s))ds. 
k~ h--~O 

0 

2 t Pour  Xih( }, le passage ~ la timite est analogue;  il repose sur 115.2i et le 

lemme 16.3. Nous trouvons 

2 t lim Xih( I - -  - -  2X ~(t) .  
k~ h--ao 

Pour  passer h la l imite dans Xih(t),s nous commen?ons par t ransformer  cette 

expression en uti l isant  les ~galit6s d '~nergie  pour les fonctions approch~es. 
D' aprbs (13.1), pour q - - 0 ,  .... N, ] ' ~  1, ..., m, 

(18.8) 
i - - 1  ' 2  ' - -  

uh - -  Ih + (20 - -  1 ) u h  

i ] " 
+ 2k ~ e  ah tlVh , Wh ] : :  2k ~+- 

Effee tuant  la sommatiou (18.6) pour ces ~galit~s, nous obtenons: 

(18.9) u l  +~  : -{- (20 - - 1 )  E* uh - -Uh  
q, i 

+ 2k a~ z~ ~+U ~+= ~+.~ +'~, ~ ~ +  I-~ J~. 
(~h "klVh "°, ~Vh ] " -  2k  ~ e  Z *  

q, i q, j 

(18.10) 

Cette ~galit(~ (18.9) est identique /~ 

x:~(O -- I q~r~.o 1 ~ + 2 a~ y=~j (D~(~I, q~vj~(~)ja~. 
0 
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Alors 

F ina lement  

t 

lim X}h(t} - -  X S ( t ) - -  l uo t 2 -}- 2 f (f(s), u(s))d~ 
lc, h--)O 

0 

t 

lim X~h(t) -= X ( t )  = i uo t 2 4-. 2 f (f(,), ,,(s))ds - 
h, h.-->o 

o 
t 

- -  l uttt t ~ - -  2 ~ e  f a(s: u(s), u(s))ds, 
o 

et X ( t ) - - 0  on raison de (1.5). 
I1 faut h, pr6sent dis t inguer  deux cas selon le signe de 2 0 - - 1 .  

Oas oix (20 ~ 1) ~ 0 .  

Alors 

(18.11) 0 ~_ ! u(t) - -  qhu~h{t) I ~  ' X~h(t) --> O, 

et ainsi qhu~h(t)-+u(t)  dans /7/ fort. 

On considi~re 6galemont XmhlT}; avec (10-v): 

T 

f - -  IIFfls < X ~ h ( T )  --> O, (18.12) 0~_ 2 Z ~j IlP ihWih(S ) C01U(S) ~ 
o 

et (18.1) est d6montr6 dans ce cas. 

Cas ok  (20- -1)  < 0. 

Les in~gatit~s (18.tl) et (t8.12} ne sont plus valables car  Xih(t) contient 

un terme n~igatif: 

 2o- 
q, i 

Mais, pour parvenir  aux m~mes conclusions, il suffirait  de savoir que 

ce terme tend vers O. Pour  que ce terme tende vers 0, il suffit  quc 

ra N q + i  q+]_? ~....) 
118.13) Z E Uh m - -  Uh O. 

I ~ 1  q ~ o  

Les in~galit~s (13.17} sont valablcs. Lorsque (18.2) est r~alis~e, (18.13) 

d~coule imm~diatement  de (13.t7). 
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Cola ach6ve la d6monst ra t ion  du th~or~me 18.1. 

19. - Exemples  (suite}. 

19.1. - EXEMPLE 1. 

Probl~mes approchds (0 :# 0). 
i 

r ÷ - -  
Pour  r et i fix6s, Uh ~ est solut ion de (12.4) ou (12.5): 

(19.1) 
r q  i - -1  i i i - - I  

f~ " + -  ,-q -- Uh m + k +~ - -  k(1 - -  O)Ah mUh -~ , 

off Ah+~E£(Vn, Va) est d(~fini par  

(19.2) (A~+~ua, vn)n 

Posons 

( r + l ) k  

err k fai(X,t,~iUh(X)~iVh(X}dxdt-~- 

( r ÷ l ) k  

1 + f f d,(x, t)u (xiv (x)dxdt. 
r k  R n 

i 

Z 

alors (19.1) est un syst~mc de N(h) ~quations pour  les Eth) inconnues  ~M. 

L '~qua t ion  obtenne en mul t ip l i an t  sca la i rement  {19.1) par  Whp ne fair 

in terveni r  que ~p, ~p_~ {si ~x,_~ E~2~) et ~p+~ (si ~p+h~E ~2~ht. Le systi~me lin~aire 

(19.1} se d~compose done en p lus ieurs  syst~mes ind~pcndants ,  chaque  syst~me 

cor respondant  ~ t o u s l e s  P E  ~2~z et situ~s sur une  m~me parall~le ~ l 'axe des x~ 

Condition de stabilitd 

Pour  los soh6mas explicites,  0 ~ O, la condit ion (14.3} s '6cr i t  

(19.3} _k < .  7dl - -  8) ~ > 0 fix6 a rb i t ra i rement  petit,  

7~ et Pi d6finis par  (11.2}. 

Nous savons [28] que pour  l ' approximat ion  de cot exemple  par  le sch6ma 
explici te  classique i~ deux n iveaux  en t, la condit ion de stabilit~ s '4cr i t  

. k z ( i  - -  
E - - <  

i=l h~-- 2PZ ' 

T = min{~'~, ..., y,},  P - - - m a x { P ~ ,  ..., Pn}. 

AnnaU di Matematica.  35 
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Cette condition est plus restrictive que (19.3): l 'utilisation de la mdthode 
des pas fractionnaires permet donc d'amdliorer la condition de stabilitd des 
schdmas explicites. 

Rdsultats de Convergence. 

Explicitons les r~sultats de convergence dans le cas, par exemple, off le 
th~or~me 18.1 est applicable : 

Lorsque k et h - + 0 ,  pour i = 1, ...~ m 

i 8iUi~/Iqr-->Diu dans L2(Qr) fort 

uih-->u dans L,o(La(R~)) faible 

([ ~,~(~, ~)-  ,~(~, t ) i  ~ d .  - ,  O, 
R~ 

¥ tc[o, T]. 

19.2. - EXEI~IPLE 2. 

Probl~mes approehds (0 q=: 0;. 

Pour  r et i fixes, u~+-~ est solution de (19.1). A chaque indice i, 1 <:i<~ m, 

correspond un mul t i -ent ie r  ], l i[  " - ~  et A~+~ est d~fini par:  

(r+x)k 

1 j" . f  [0~,(X, t)~iUh(Og)~'Vh(a~) + Ci(g¢ , t)Uh(O~)vh(y)]dxdt. 

rk  ~ 

Condition de stabilitd. 

Pour  un seh6ma, 0, elle s '~crit  

k 2y~(1 --  ~) 
(19.47 h jl, ..., h~ ~ <--' ~(J)Pi ' ~ J' [ J ] =  bt' 

~,~ et Pt d~finis par (11.3). 
Cette condition est ~galement moins restrictive que la condition de stabi- 

lit~ du schema explicite classique. 

Rdsultats de Convergence. 

Le th~or/~me 18.1, lorsqu ' i l  est applicable, donne:  Lorsque k et h-->O, 



R. TEMAM: Sur la stabilitd et la convergence de Ia mdthode, etc. 259 

pour tout j, IJl = ~, 

l ~iUiht Qr -'~ Diu dans L~(Q~) 

u ~ l  Qr --> u dans L~(L~(~)) 

I f 0- t)t o, 

fort 

faible 

re[o,  T]. 

Avee l'in(~galitd de Poincar6 et son analogue discret  (cf. CAn [6]}, nous 

avens aussi 

~quia I Qr --> Dqu daas L~(Qr) fort, ~ q, q ~ j .  

19.3. - EXE~cIPLE 3. 

Probl~mes approchds (0 ~: 0). 

i - - 1 ,  ...~ n. 

Pour  r et i fixes, 

"~+~= ~ ~%~M, 
O1 

fM - -  (~M, ~ ) E  C ~ 

est solution de 

i 4 ~ 1  i i - - x  

(19.5) (I + kOA,h)-~ +~ - - ' ~  ~+ -- u n m + kfh m _ k(l _ O)A~hu ~ m 

off A~hE£(Vh, Vh) est d6fini par  

- -  1 u ~ ( . V ~ ( . ) l a . "  
(A,~u~, ~)~= f [~,-~(~)~,V~(x) + ~--+--1 

Dans (19.5) les 6quations relat ives i~ ~M et h ~M sont d~coupl~es. Le  systbme 

relatif  aux ~M (resp. aux ~M} se d6couple en outre en syst~mes partiels regrou- 

pant  les 2¢IE~2~ situe~s sur  une m~me parall~le h l ' axe  des x~. 

i - - n - ~ l .  

Soit 

u ~+1 = Z ~ w h ~ ,  ~M = ( ~ . ,  ~M); 
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pour chaque M E ~ ,  ~M et ~M sont ddfinis par  les dquations suivuntes (de 

rdsolution immddiate) : 

[ Ok \ 
~1 "b n - ~  i-){M--Ok~M -- fM (connu) 

/ Ok \ 
(1 3 r ~ - - 1 ) ~  Jr Ok~M -- gM (connu). 

Condition de stabilitd. 

Pour  le schdma explieite, 0 - - 0 ,  elle s 'dcr i t :  

(196) --k<_~(1 - ~ ) ,  i - - l ,  ... m, ~ >  0. 
h~ 

Rdsultats de convergence. 

Lorsque le thdorbme 18.1 est applicable, nous avons: 

Lorsque k et h--> 0, 

pour i -- 1, ..., n -b 1, 

I Zt'-~h[ QT "-'>"U duns L~(L~(~) 2) faible 

I ftU-~h(W, t)--U'-*(X, t) 12dx--->O, %t tE[O, T]. 

pour i --- 1, ..., n, 

~iUih[QT-->D~u duns L,(Qr) "° fort. 

20. - Approximat ion  par des dquations diffdrentielles. 

Les notations sont celles des numdros prdcddents (en part icul ier  n ° 1, 2, 

i0 et 12). 

Nous allons indiquer  une mdthode de semi-diserdtisat ion (discrdtisution 

en les seules variables d 'espace) permet tant  de r amener  l ' approximat ion  du 

problbme i ~ la rdsolution de syst~mes diffdrentiels 

Les ' fone t ion  Uih (i'-- 1, ..., m) de [0, T] t--> Vh sont ddfinies comme suit:  
pour ehaque r et chaque i, la restr ict ion de U~h h l ' in terval le  [rk, (r-~-1)k[ 
(restriction encore notde u~h) est ddfinie comme la solution du probt~me suivant 
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(comparer k (2.1)): 

(20.1) 

uiaEL, (rk ,  (r + 1)k; Vh) 

U~h(rk -[- 0) donn~ darts Vh. 

vh E Vh 

i 

D6finissant A~+~E£(Vh, Vh) eomme ~ la remarque  12.1, nous pouvons 

6crire l '6quafion diff~rentielle (20.1) sous la forme suivante 

f . (2o2) ~-t u,~(t) + A~+~'u,~(O = ~+~ 

Par  application du th6orbme 1.1 nous voyons que le problbme (20.1) 

possi~de une solution unique, u~h 6rant continue de [rk, (r ~ 1)k]~--> Vh. 

Les conditions initiales successives aux points rk  sont prises alors comme 

on (2.2): 

(20.3) 

P o u r  r - -  0 

u~h(O) -~ rhUo U o 
- -  h 

u~h(O) = u ~ h ( k -  O) 

u,~h(O} = u(,~_,)h(k--O) 

P o u r  r - -  1, ..., t31 

ulh(rk + O) - -  u,~h(rk - -  O) 

u~h~rk + 0) = u,h((r + 1)k -- 0) 

u,,,h(rk + Ot = u(,~_l~h((r + 1)k - -  0). 

Les fonctions U~h sont continues par morceaux de [0, T]--> Vh, avee des 
diseontinuit~is aux points rk, r - -  1, ..., N.  

PRoPom~io~ 20.1. 

Sous  les hypotheses des n o 1, 2 el 10, pour  k et h fixds, il existe m fonct ions  

U,h ddfinies de mani~re  un ique  p a r  

(20.4) UihEL2(Vh), i --- 1, ..., m, 

(2o.5} 
i i 

I u~(t) + A~+~u,~(t) = f;+~, te]~k, (r + 1)k[ 

I r = O ,  .. . ,  37, i =  1, ..., m, 

et les condi t ions  ini t ia les  successives (20.3). 
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A v e c  l e s  m 6 t h o d e s  p r 6 c ~ d e m m e n t  u t i l i s 6 e s ,  n o u s  p o u v o n s  m o n t r e r  le  

T ~ E O R ~ E  20.1.  

Les hypotheses sont ceUes des n ° 1, 2 et 10, et u ddsigne la solution du 

probl~me 1. 

Lorsque k et h --> O, pour  i = i,  ..., m : 

{ q~u~a--> u dans L M H  ) faible 

p~aU~h--> 6)iU darts LdFi)  fort 

qhUih(t) ---> U(t) dans  I t  fort, pour  tout t ~ [0, T]. 

REMARQUE 20.1.  

(20.2) es t  u n  s y s t 6 m e  d i f f 6 r e n t i e l  l i n 6 a i r e  ~t c o e f f i c i e n t s  c o n s t a n t s .  

P o u r  l ' e x e m p l e  1 e t  p o u r  l ' e x e m p t e  2 s i  ~ - - 1 ,  ce  s y s t ~ m e  d i f f 4 r e n t i e l  

se  d 6 c o m p o s e  e n  s y s t 6 m e s  d i [ f 4 r e n t i e l s  i n d 6 p e n d a n t s .  C h a q u e  s y s t 6 m e  p a r t i e l  

c o r r e s p o n d  a u x  ~M(t)'-'{U~h(t), Who)h, p o u r  l e s  M ~ 2 ~  e t  s i t u 6 s  s u r  u n e  m ~ m e  

p a r a l l 6 1 e  i~ l '  a x e  d e s  x~ (*). 

(*) Signalons dgalement ici une var iante  de la m6thode des pas fractionnaires,  proposge 

par J . L .  LIONS et 6tudide par  J. L. L ions  et l 'auteuv. 
Les  notations 6rant inchangdes (en part icul ier  celles du n ° 12), cette mdthode consist% 

4 

k d6finir comme suit une famille ~u h ~-~]l~i~_m-t-l~ glgments 
0 ~ o __ Ayan t  d4t~rminds les dldments uh, Ulh/m+l~ ~ u h On part, eomme en (12.3), de uh--rhu o . . . .  

i 

on d4finit ensuite les Uh ~" ~m+l, 1 ~ i ~:: m + 1. 

pour i ~ l ,  ..., m 

u~hq-m+~ est la solution darts V h de 

• i - - 1  i i i 

f~,~+ ~ - ~  

pour i --~ m + 1, 

~+ ~+1 u~+,__ i ~ ~+~-+~ 
*th ~ h - -  ~ i = l  U 

Les rgsultats de convergence obtenns avec cette mgthode sont tout i~ fair analogues 

aux rdsultats donnds par  les thdor6mes 15.1, 18.1 et 20.1. 
On pourrai t  aassi  envisager  dans cet ordre d~id6e des sch6mas faisant in tervenir  un 

param6tre 0 E [1/2, 1]. 
L ' int~rSt  de eette mdthode, dire de ealcul parall6Ie, ost qa 'e t le  permet  le caleul simultan6 

des u h ~a-i-~, i ~---1, ..., m, c ' e s t - a -d i r e  l'inversion simultande des matrices I + kA • 



R. TEMAM: Sur la stabilit~ et la convergence de Ia mdthode, etc. 263 

21. - Remarque  sur  les probl/~mes el l ipt iques variat ionneis.  

On suppose que a(t; u, v) et f(t) (resp. a~(t; u, v ) e t  f~(t)) sont ind~pendants 

de t: 

(21-i) c~(t; u, v ) =  a(u, v), f ( t ) - - - f ,  

[21-ii) (resp. a~(t; u, v) - -  ai(u, v), f~(t) - -  fi}) 

routes les autres hypotheses ~tant inchang~es. 

5Tons savons [14] qu ' i l  existe u E V unique, qui v~rifie 

(21.1) a(u, v) = (f, v), ~ v E v .  

5Tons allons voir qu ' i l  est possible de ~'attaeher h ce qui precede l'appro- 

ximation de la solution u de (21.1). 

Soit ~ un param~tre ~ 0. Pour  e ~ix~, nous voyons avec te th~or~me 1.1 

qu ~il exists une fonction u~ unique qui vdrifie 

{ u~E L~(V} N C(H) 

(21.2) zu'~(t) -F" Au~(t) = f 

u~(O) = Uo 

off uoE H est fixd quelconque.  

T~On~ME 21.1. 

Sons  les hypotheses (1-i) ~ t l- iv) et (21-i), lorsqne ~--->0, 

(21.3) u~(T) --> u d a n s  H fort, 

u so lu t ion  de (21.1). 

Ddmonstrat ion .  

Si nous posons w ~ ( t } - - u ~ ( t ) -  u, alors w~ v~rifie: 

{ w~ E L~(V) C~ VC(H), w~(O) = uo -- u 

w~(t~ + Awe(t) = O. 

Avee (1.5) et (1-iv} nous en d~iduisons: 

d i~ ~ l w~(t) --}- 2 ~e  a[w~(t)~ w~(t)) - -  0 

d 
h-t i ~v0(t) t ~ + 2~ II ~ ( t t  tt ~ <_ o; 
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c6 d~isignant la norme de l ' in jec t ion de V dans H, nous obtenons:  

~6 

et 

(21.4) ( I ~v~(t)1 ~_<I , ~ ( o ) ?  exp - ~ 

ee qui montre  m~me que u~t)- .~u dans H fort lorsque s---> 0, quet que soit l >  0. 

Pour  ~ > 0 fix~ routes les m4thodes d 'approximafion de ce chapi tre  sont 

appl icabtes  h [21.2). Envisageons par  exemple,  l ' approximat ion discrete (12.3)- 
N+z, 

~+~ (qui d4pend en fair de ~, h e t  k~ --  U~h~ ], (12.4) avec 0 - - I ;  si on consid~re Uh 
NT1 alors d'apr~s le th~orbme 18.1, qhuh ---> u~(T) duns H fort, lorsque k et h-->0. 

Cela nous fournit  avec le th4or~me 21.1, une approximation en <(deux temps)> 

de u. 
En r~sum~, pour approcher  la solution u de (21.1) avee une er reur  dans 

/~ inf4rieure h ~: 

a) on choisit s assez petit  pour que [ u s ( T ) - - u [ ~ - ~ ;  ~ peut  ~tre estim6 

grace h (2i.4). 

b) s 4tant ainsi choisi, on eonstruit  l ' approximat ion  (12.3)-(12.4) de 

{21.2); si h et k sont assez petits, on aura  

et alors 

l Uh'~h - -  uE(T) I <- 2 

Nous renvoyons h LIO~S-TEMAM [22-23] pour un r4sultat semblable pour 

les in(iquations variationelles.  

C t I A P I ~ R E  I I  

UNE CLASSE D']~QUATIONS D'~VOLUTIOIN NON L I N E A I R E S  DU 

PREMIER ORDRE EN t. 

Introduction. 

Dans ee chapitre, nous 4tudions l 'approximat ion de la solution d '4quations 

u'(t) + A(t}u(t) + B(t)u(t) - -  f(tl, 
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off A(t) est un op6rateur lin6aire de type elliptique et off B(t) est un op~ratenr 

non lin~aire, monotone. 

Pour  B( t )~  O, nous retrouvons ~videmment les (iqnations lin~aires du 

chapitre I, mais il nous a paru pr6f6rable, pour la clart~ de la presentation, 

d 'g tudier  s6par~ment les probl~mes lin6aires et non lin~aires. 

Les n ° 1 & 5 concernent les approximations semi-discr~tes. 

Nous formulons au n ° 1 le probl+me exact dont nous cherehons i~ appro- 

cher la solution. Au n ° 2, apr~s avoir formuld les hypotheses convenables 

nous d~finissons les solutions approch6es semi-discr~tes. ~ous  ~tablissons 

ensuite des estimations h priori pour les solutions approch6es (n ° 3} et d4mon- 

trons un th~or~me de convergence de ces solution approch6es vers la solution 

du probl~me exact (n ° 4}. 

Au n ° 5 nous appliquons ces r6sultats h deux exemples. 

Les n ° 6 ~ 11 concernent les approximations discr~tes. 

Au n ° 6 nous formulons les hypotheses de discr6tisation. ~ous  d6finissons 

ensuite les solutions approch~es diser~tes In ° 71, nous 6tablissons des estimations 

priori pour ces solutions approch6es (n ° 8) et nous d~montrons un th6or~me 

de convergence de ces solutions approch~es discr~tes vers la solution du 

probli~me exact (n ° 9t. 

Au n ° 10, nous appliquons les r6sultats prefc~dents aux exemples du n ° 5. 

Au n ° 11, nous 6tudions une autre m~thode &approximat ion  discrete. 

§ 1. - A p p r o x i m a t i o n s  S e m l - d i s c r ~ t e s .  

1 .  - Rappels. Le probl~me exact. 

~ous  nous donnons deux espaces de Hilbert  complexes V et H, et un 

espace de Banach complexe r6flexif ~ ,  tels que V e t  W soient inclus dans 

1t, les injections ~tant continues. Nous supposons 6galement que V n W e s t  

un espaee s~parable, dense clans V, duns W e t  dans H. Nous notons ((u, v)) 

et tlult (resp. ~f~ g) et Ill} to produit  scalaire et la norme dans V (resp. H); 
i[u IIw d~signe la norme W. 

:Nous identifions H i~ son an t i -dua l ;  X '  d~signant Fant i -dual  de X, nous 

avons alors les inclusions suivantes;  

f V N  W : V = H = V ' c ( V N  W)' 

V N W W c  H c  W' =(V  N W)', 

les injections 6rant continues et chaque espace ~tant dense duns le suivant. 

Annali di Matematica 34 
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Nous nous donnons une famil le  de formes sesquil in~aires cont inues  sur  

V, soit air; u, v), tEl0, T], et nous supposons que celles-ci  vdrif ient  les condi- 
t ions suivantes  : 

{1-ii) t--->a(t; u, v) est une  fonction mesurabte ,  ~v~u, v E V  

(l-ill) 
{ I-(t;., v)l <-  illutlIivll 

u, v E V ,  p.p. tE[O, T] 

(1-iv) ~ea(t;  u, u ) ~ O  ~ u E V ,  p.p. t e l0 ,  T] 

(l-v) 
{ u, u)+ iuI   llu[t 

~ u E V ,  p.p. tE[O, T]; ) ~ 0 ,  ~ > 0 .  

Pour  presque tout t, il exis te  un  op~rateur  lin~aire A(t) appl iquan t  V 

dana V', et d&ini  par  

< Aft)u, v > --  aft; u, v), ~ u, v E V, 

, > ant i -dual i t~  entre  V N  W et (V ('1 W)'. En raison de (1-ii) et (l-ill), 

l ' app l ica t ion  lin~aire u(.)l--> A(.)u(.) est cont inue  de L2(V) dana L~(V'). 
Nous nous donnons  encore une  famille d 'op(irateurs  (non lin~faires) B(t), 

tE [0, T], qui appl iquent  W dana W' et qui v~rifient lea propri~t~s suivantes:  

(1-vi) 
t Pour  presque tout t, B(t) est cont inu des soua-espacea de d imens ion  

finie de W duns W' faible. 

(1-vii) 
{ ~e < B(t)u -- B(ttv, u - -  v > ~ O, 

u, v E W, p.p. t E [0, T] (Hypoth~se de monotonic). 

(1-viii) 
~ u E W ,  p.p. tel0, T]; ~ 0 ,  ~ 0 ,  1 ~ p  < : ~ .  

(1-ix) 

Si u(.)ELp(W),  alors B(. )u( . )EL#(W')  (1/p -[- 1/p'  -- 1). En 
outre  l 'appl icat ion u(.)l--> B(-)u(-) t ransforme les ensembles  born~s 
de Lp(W) en ensembles  born~s de Lv(W') et est fa ib lement  con- 

t inue sur  les droites de L~(l~;). 

Le probli~me auquel  nous  nous  int~ressons dans ce chapi t re  est une  

g(~n~ralisation du probl~me 1 du Chapitre I :  
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P ROBI~]~ME 1. 

Pour  uo E H e t  fE L~(H) -b L2(V) -b Lp,(W') donnds, trouver nne fonetion u 

vdrifiant 

(1"2) 

(1.3) 

uEL~(H)  N L~iV) N Lp(W) 

u'(t) -~ A(t)u(t) ~- B(t)u(t) ~- fit), 

u(O) = Uo. 

te]0, T[ 

REMARQUE 1.l. 

Notons que (1.3) a un sens. En effet si u v(~rifie (i.1) et (1.2), alors 

(1.4) u' 6 LI(H) + L J V )  + Lp,( W'). 

On d~montre (cf. L ions  [i7]). qu'apr~s modification ~ventuelle sur un ensemble 

de mesure  nulle, toute fonction v~rifiant (1.i) et (1.4) est continue de [0, T] 

dans H. 

Des problbmes de ce type out ~t~ ~tudi~s par VISIK [40], MISTY [26]. 

BROWDER [5], LIONS [18], LIOlqS-STRAUSS [21]. Le r~sultat suivant est donn6 

dans [21] : 

Tm~OR]~ME 1.1. 

SOUS les hypotheses (l-i)  & (1-ix}. le probl~me 1 poss~de une solution u 
unique.  

L a  fonction u est continue de [0, T] dans H, et vdrifie pour tout t E [0, T], 
1 ~ dgalitd d' dnergie suivante : 

t t 
f ,  

+ 2 a~ ] ~(s, ~(s), ut~))ds + 2 a ~ ]  < B(s)u(s), u(8) > ~s = (1.5) i~(t) 
¢ . ¢  

0 0 

t 

= l uo (~ + 2 ~ ] < f(s), u(s) > ds 
* . 2  

o 

REI~ARQUE 1.2. 

Le th~ori~me 1.1 reste encore valable si l ' on  remplace F op~rateur B(t) 
par  une somme finie d~op4rateurs analogues /~ B(t), avee des espaces W clif- 

f , r en t s  et des hombres p cliff,rents pour chaque op~rateur. I1 est possible 

d'(ftendre ce qui suit /~ de tels probl~mes. 

2. - P r o b i b m e  a p p r o c h 6  s e m i - d i s c r e t .  

l~ous nous donnons m espaces de Hilbert  V1, ..., V~ [produits scalaires 
t(u, v)},, normes llull,] et m espaces de Banach r~flexifs W1, ..., ~ [hermes 
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II u I[~,] tols que 

(2-i) V C V~ C H, W C W~ C H, i--~ l, ..., m, 

i v e c  (2-i), (2-ii) et le th6or~me du graphc ferm6 nous voyons que 

m 

[lull et Y'l/u/], sont des normes Oquivalentes sur V 
i ~ -  

tl u I1w et Z t] u Ilw~ sont des normes 6quivalentes  sur  W. 

Pu i sque  H est identifi~ i~ son ant i -dual ,  nous avons alors les inclus ions  

suivantes :  

S V A W ~ V c V ~ c H ~ V ~ V ' ~ ( V f 3 W ) '  
(2-iii) 

V ~ W ~  W ~  W ~  H c  W ~  W ' ~  (V (q W)', 

les inject ions 4rant cont inues  et chaque espace ~tant dense duns le suivant.  

Nous supposons  que, pour  presque tout t, 

(2-iv) a(t; u, v ) =  Z a~(t; u, v), ~ u, v E V, 

off, pour  i -- 1, ..., m, a~(t; u, v) est une  forme sesquil in~aire cont inue  sur  

V~ et qui v~rifie des propri~t~s ident iques  ~t ~ l - i i ) - ( l -v ) ,  V 6tant remplac~ 

par  V~, les constantes  a, ),, M, par  des constantes  at, ).i, M~. 
P o u r  presque  tout t, nous associons ~t la forme a,(t; u, v) l 'op~irateur lin6- 

aire A~(tlE £(Vi, V~), d~fini par  

< Ai(t)u, v > : a~(t; u, v) ~ u, v E V~. 

L' appl icat ion u(.),-> A~(.)u(.) est l in6aire et cont inue  de L~(V~t dans L~(V~). 

Nous supposons  6galement  que, pour  presque tout  t 

(2-v) B(t)v = r~ B~(t)v, V v E W; 

off les Bi(t~ sont des op(irateurs qui appl iquent  W~ dans W~ (p.p. rE[O, T], 
i - - 1 ,  ..., m) et qui v~irifient des propri6t6s ident iques/~ (1-vi)-(1-ix), W ~tunt 

remplac~ par  VI~, ~ et ~ par  des constantes  ~ et 1~, la constante  p ~tant par  

contre la m~me. 
Pu i sque  fE Lt(H) -q- L~(£') q- Lp,(W'), il existe fo E LI(H ), [~ E L2(V'), f~ E 

E Lp,(W'I, tels que f - - fo_{_ f l q_  fL Nous d6eomposons a rb i t ra i rement  fo sous 
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Iq$ 

la forme f o :  E re* avee fo~L~(H). D'apr~s le lemme 6.1 du Chapitre I, 

L~(V)-- 0 L,(Vi) [resp. L p ( W ) ~  N L~(Wi)], et alors, par anti-dualitY, L2(V ' ) -  

- - Z  L2(V~)[resp. L~,(W')-"  E L~o,(W~)]. I1 existe donc une d~composition (non 

unique) de f '  [resp. f~] de la forme f ~ =  Z f~, f~i~L2(V~)[resp, f ~ - - Y , f ~ ,  

Nous obtenons ainsi une d4composition (non unique) de f de la forme 

(2-vi) f = Z 5 ,  f, ---- fo, + f~ -{- f**E L~(tI) -]- L2(V~) -}- Lp,(W~). 

Les Fonotions Approchdes. 

Soit N u n  ent ier  destin~ h, tendre vers l ' inf in i  et k -- T / (N  + I}. 

Pour  chaque k fix6, nous ddterminons les fonctions a p p r o c h ~ s  de la 

mSme mani~re qu 'au Chapitre I :  par utilisation du th6or6me 1.1, pour chaque 

i et pour ehaque r, on d~finit lu restr ict ion (~} de ua: h l ' in terval le  [rk-~- 
0, ( r -~  1)k - 0 ]  comme la solution du problbme suivant :  

(2.1) 

i u~kCL~{rk. (r -{- 1)k; H) A L2(rk, (r + 1}k; V,) (5 Lp(rk, ( r +  1}k; ~ )  

u~k(t~ + A~(t)u~k(t) + B~(t)u~k(t) = 5(t) 

u~k(rk -}- 0) donn(i duns H. 

Los conditions initiales successives aux points rk sent les m~mes qu ' au  

chapi t re  I : 

(2 .2)  

Pour r -- 0 

ul~(0) = Uo 

u2~(O) - -  u ~ ( k  - -  O) 

u ~ ( O )  - -  ui , , , -~)~(k - -  O~ 

Pour r -- 1~ ..., .N 

ulk(rk .-]- O) ~ umk(rk - -  O) 

u2~(rk + O) -- ul~((r -{- 1)k - -  0) 

umk{rk -}- O) = u(m-1)~((r + 1)k - -  0~ 

Comme au Chapitre precedent,  les fonctions u~k sent continues par mor -~ 
ceaux de [0, T]~--->H, avee des discontinuit~s aux points rk, r - - 1 ,  ..., N. ~ous  

(i~) Restriction encore horde uik. 
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convenons de poser 

r - -0 ,  ..., 2V, i = 1, ..., m, 

ce qui rend les fone~ions u~: continues i~ droite duns H. 

Nous avons ainsi la 

PROPOSITION 2.1. 

Sous les hypotheses (l-i) & (1-ix) et (2-i) ~ (2-vi), pour k fixd, il  existe m 

fonolions uik ddfinies de mani~re unique par  

~2.4} u~  E L~(H) (1 L~(Vd (1 Lp(VVd, i "- 1, ..., m, 

; u~(t} q- A~(t)u~k(t) q- B~(t)uMt} = f~(O, 
 2.5) 

t ~ ]rk, (r ~- 1)k[, r = 0, ..., N, i = t, ..., m, 

et les conditions initiales successives (2.2). 

RE~IARQUE 2.1. 

Les hypothbses faites sur les op6rateurs A~(t) et B~(t), nous permet tent  

de choisir des op6rateurs A~(t} ou Bdt) ident iquement  nuls, l 'espace V~ ou 

W~ eorrespondant  ~tant ators l 'espace H. Cela permet beaueoup de libert6 dans 

le ehoix des d~eompositions de A(t) et B(t}; en particulier, nous pouvons faire 

en sorte qu' il n' y ait dans (2.5} qu' un  seul des opdrateurs Adt} ou B~(t) non nul. 

Nous allons ~tudier ~ pr6sent le passage /~ la limite k---> 0. 

3. - Estimations ~ priori. 

PROPOSITION 3.1. 

Lorsque k--> O, u~  demeure duns un  ensemble bornd de L~(H) ('1 L2(V~) N 

n Lp(Wd (i = t,  . . . ,  m). 

Ddmonstration. 

Remarquons tout d 'abord,  q u ' e n  re t ranchant  ~ventuel lement Bdt)O aux 

deux membres  des 6quations (2.5) nous pouvons toujours nous ramener  ~u 
e~s o~t B~(tt0--0. £vec  l 'hypoth~se (t-vii) pour B~(t), nous voyons alors qae 

(3.1) ~te < Bdt)u, u > ~ O, ~ u E W~, p.p. t E [0, T]. 

L'~galit~ d'(~nergie analogue h (1.5) permet d '6cr i re  

d [u~t:(t)12 (3.2) d-t q-- 2 ~tle a~(t; u~(t), u~k(t)) q- 

q- 2 ~e < B~(l)u~k(t), u~k(t)> = 2 ~e <f~(t), uMt)> , t E irk, (r q- 1)k[, 
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f~ = fo~ + L~ + f~. 
Nous majorons le second membre de (3.2) de la mani~re suivante:  

X = 2 ~e  (fo,tt), u,~(t))<2 l fo,(t) I lu,~(t) l<_lfo,(t)l(1 + l u,~(tt I ~) 

Y --  2 g~e < f,,(t), u,k(t) > ~ ,  2 II fdt)I~v~ ll u,k(t)[I, 

Z = 2 ~e < f~,(t), u,~(t) > _<_ 2 lif~,(t)!}w~ 1[ u,~t)t]w,. 

Avee 1' in(igalitO 

(a + bp/~ <_ a~/~ + b~/~ ta, b ~ 0}, 

et l 'hypoth~se (l-v) pour adt; u, v), nous avons 

[] u~(t) []~ ~ aV ~/2 [~e a~(t ; u~(t}, u~(l)) + ),~ [ u~k(t) i~]~l ~ 

[I u,~(t)[1, <- ~7'/~ [~e a~(t; u,~(t), u~(t)~]~/~ --}- ~V~z+'/~lu,~(tl I 

1 _~1~ ~/~ 
II u,k(t)[1, % ~;-~/~ [~e a,(t; u~(t), u~(t))]m + 2 ~, ,,~ [~ + I u,~(t)I ~] 

D'ofi 

Y <- ~e  a~( t ; u~k( t), u~k( t) ) + e'~ II f ~,( t) tl]~; + ei [] L,(t)l]v~ [1 + I u~k(t)I~], 

les ci, ci, d~signant diverses constantes ind~pendantes de k. 
Nous traitons le terme Z de manibre ana, logue, Avee 1' in6galit6 (a-+-b)l/p~ 

a 1/p + b 1/p (a, b ~ 0 )  et l 'hypothbse (1-viii) pour B~(t), nous avons 

[l u,~(t) Iiw, ~ ~7 vp [~e < B,(t)u,k(t), u~k(t)> + p~[ u,k(t) [P]~/P 

[I uik(t) [tw~ ~ ~-7 ~/p [~e < B~(t)u~k(O, uiT~(t)> ]lip + ~I~-~/Pp~ Ip [ uik(t) I 

1 i _ l / p .  1~Or ~ l] u,k(t)liw, <- ~T '/p [~e < Bi(t)u~k(t), uik(t) > ]'/P + 2 ~ l~ t" + l u~(t) I "~] 

Z<.  2~T ~/~ II L,(t)~w'~ [~e <B,(t)u~(t), u~(t) > ]~/~ + 

+ ~7~/~1~/*' [1 f~,(t)IIw~[1 + I u,~(t)I~]. 

L'in~galit(i de Young peut ~tre ~cri~e sous la forme 

ab ~ ap + c(p)bp', a, b ~ O, 
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off e(p) ne d(tpend que de p. Cela nous pe rmet  d '~cr i re  

Z ~ ~e < B,(t)u,~(t), u~(t)> d- c~ II f~,(t)II~ d- c'~ tl f2dt)llw~ [1 -{- I u~a(t) l~]. 

Avec ces msjora t ions  du second membre,  l ' in~gali t~ (3.2) devient  

Soit 

(3.3) 

avee 

d i~ ~ l  u,k(t} + ~e a,(t; u,.k(t), u,k(t)) + ~e <Bdt)u~,(t ), u,~(t}> _< 

[l fo,(t) I + e~ [I L,(t)llv~ + e, II f~,( ) []w~] [1 -{- [ u,~(t) I ~] -~ 

d 
dt [ u~k(t) ] + ~e adt; u~k(/), u,k(t)) + ~e <B,(t)u,k(t), u~k(t)> <_ 

~_ ?,(t)[I + I u,k(ti [~], t E]rk, (r + 1)k[ 

(3.4) ~,(t) = c,[t fo~(t) I + D f,,(t)Ilv~ + !1 f2,(t)tlw; + I)f,(O 11~.~ + I] f,,(t)ll~;]. 

Estimations ~ priori dans L~(H). 

En raison de ~3.1) et de l ' hypothbse  (1-iv) pour  ai(t; u, v), (3.3) donne  en 
par t i eu l ie r :  

d 
~ [l -4- 1 u~k(l) [~] "< q~dt) [1 + ] u~k(t) 1~], 

t 

dt 1 [1 -5 l ui~(t)12] 
rk 

D '  ot ' l  

(3.5) 
t 

[ (f )] [1 + tu,~(t)i 2] <_ [1 + (..k t 2] ~xp ~,(s)ds , 
r k  

pour  tE]rk, ( r +  ilk[, et, pour  t = ( r - 4 - i l k - - 0 :  
(~+1)k 

(3.61 [1 + I ~  ~ [ 1  + l  l 2] exp ~dslds . 
rk  

Pour  q et j donn4s, nous mul t ip l ions  membre  ~t membre  les in4galit~s 
(3.6}, pour  r - - 0 ,  ..., q, i - - 1 ,  ..., m, r + i /m  ~ q  + j / m ;  nous obtenons :  

~q-}-1)k qk 

[I -~-[ U q+i'/m 12] ~<f [i "3C, $/o '~] [exp (~=if ¢~i(8)d8 -36-i_~+ I f ~i(8)d8)I 
o o 
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(3.7~ 

T 

o 

Le second membre  de (3.7) est ind~pendant de k. q e t j .  Nous en concluons 

que les 

u~ ~ ,  q - - 0 ,  ..., N, j = l ,  ..., m 

sont borneis ind~pendamment  de k dans H; (3.5} implique alors que les fonctions 

u~  sont born~es ind~fpendamment de k dans L~(H}. 

Estimations ~ priori da~s L~(V~) 0 L~( W~). 

~Nous int~grons (3.3) de rk i~ (r ~ 1)k; cela donne 

]u;+a 
(r+l)k 

+ N e f  [ailt; u~k(t), u~k(t t1 + <B~(t)u~k(t), u~k(t)>]dt <_ 
r k  

i--I 2 /r+l)k 

u~,+~ - -{- J ¢p,(t) [1 -{-- lu~e(t)I~]dt. 
r k  

Nous ajoutons routes les in~galit~s (3.8), pour r --  0, ..., 57, i --  I, ..., m; 
il vient : 

T 

k N+~t, ,~ f - • -k + g e l ,  [a~(t; u,k(t), u~tt))+ </~,(t)mk(t), u~(t )>]at<,  
o 

T 

~.1~o I ~ + ~  f ~,(t) I1 + I u,~Itl I~ldt. 
o 

Avec l 'hypoth~se (l-v) pour as(t; u, v) et l 'hypoth~se (1-viii) pour B~(t), 
il en r~sulte: 

T 

o 
T 

<-tUo 15 +,~1 f [)'~ I u,k(tt I ~ + ~, I u,k(t)Ip + ~,(t)(1 + I u,~(t)I~l~t. 
o 

Tenant  compte des estimations ~ priori darts L~(H), nous voyons que le 

second membre de cett~ indgalit~ es t  major~i inddpendamment  de k, et les 

u~k sont donc born6s ind~pendamment  de k dans L2(V~) et Lp(W~). 

Annali di Matematica 55 
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REMARQUE 3.1, 

~Nous allons ~tablir une ~galit~ d'4nergie v~rifi4e par les fonctions u~k et 

utile pour  la suite. 

Pa r  int6gration de rk ~t (r-}- l)k, (3.2) donne 

(r+l)k 

!u ;+~  ~ +  2 ~ f [a,(t; u,~(t), u,~(t)t + <~,(t)u,~(t),  u~( t )> ]d t  = 

rk 
(r+l)k 

- tu:+:: f - -  + 2 Ne <f~(t), u~(t)>dt.  

rk 

h jou tan t  membre ~ membre  toutes ces 6galit6s pour  r--O, ..., ~ i - - l ,  ..., m, 

nous obtenons:  
T 

(3o) l 12 m ( .~,~ + 2 Ne Z [ai(t; u~k(t), u~k(t~) + < Bi(t)ui~{t), uik(t)>]dt = 
/ = 1  ,¢ 

0 

T °( = l uo I ~ + s ge z < f,(t), u~(t)> dr. 
i = l  ~) 

0 

4. - Th(iorbme de convergence. 

4.1. - Enoncd du thdordme. 

TH]~OR~M]~ 4.1. 

Les hypothdses sont celles des n ° 1 et 2 [{i-i}-(1-ix), {2-i)-(2-vi)] el u 
ddsigne la solution du probldme 1. 

Lorsque k---> O, pour i ~ 1, .... m 

{ ~k-->u dans L~(V~) fort, da~s Lv(W~ ) faible 

et dans L~(H} faible 

u~k(t)--> u(t) clans H fort, pour tout t E [0, T]. 

La d(imonstration du th4or~me 4.1 est donn4e dans les sections 4.2 h 4.4. 

REMARQUE 4 1.  

Avec le th~oreme de Lebesgue,  le th4or~me 4.1 nous permet  d~affirmer que 

uik--> u dans Ls(H} fort, ~ s6[1, ~,c[, i - -  1, ..., m. 

En compl4ment au th~or~me 4.1, nous ponvons d4montrer  darts certains 

cas, que u~k--> u dans Lp(W~) fort (cf. section 4.5). 



R. TEMAM: Sur la stabilitd et Ia convergence de ta mOthode, etc. 275 

4.2. - Premiere parlie de la ddmonstration. 

En raison de la proposition 3.1, il existe des 

une sous-sui te  k'-->O, telles que, pour i =  1, ..., m:  

fonctions w~, ..., win, et 

(4.1) u~,-->w~ duns L~(H) faible et duns L2(V~)~L~(W~) faible. 

Puisque  l 'appl icat ion lin6aire v(.)~--> Ai(.)v(.) est continue de L2(V~) dans 

L~(V~), elle est aussi faiblement continue et done 

L t ~ . o , ,  (4.2) Aiu~. --> A#v~ duns .~(V~t fnible, i 1, m. 

L 'nppl ica t ion v(.)~--> B,(.)v(.) qui applique Lp(W~) dans Lp.(W~) n 'es t  pas 

faibiement continue et le r~sultat analogue h (4.2) pour les suites Biuik, est, 

priori, faux. 

Nous ne poss~clons nctuel lement  que le renseignement  suivant :  en raison 

de l 'hypoth~se (i-ix) pour B~(t), la suite B~ui~ est born6e ind~pendamment  de 

k duns Lp,(Wi) et nous pouvons choisir la suite extrai te k' de mani~re que 
l 'on  nit nussi : 

(4.3) B#ttk,-->X, duns Lp.(W~) faible, i = l ,  . . . , m .  

Eu tenant  compte de la s t ructure  partieuli~re du probl~me, nous montre- 

rons par  la suite que B~w~--X~. La ddmonstrat ion de ce point consti tue la 
diff(irenee essentielle avec le cas lindaire. 

Comme au chap. I nous montrons tout d 'abord  le r~sultut suivnnt :  

LE~:~B 4.1. 

(4.4) wl(t) = ... - -  win(l)(-- w(t)) p.p. 

(4.5) w E L~(H) N L~(H) A L p ( W ) .  

Ddmonstration. 

Pour  montrer ,  par exemple, que w~(t)--w~(t) p.p., nous proe~dons comme 

duns le lemme 7.1 du chap. I. Pour  tE Irk, ( r +  1)k[, par int(~gratiou des ~galit~s 
(2.5), nous obtenons F ~galit~ suivante:  

(~-t-1)k 

u,k(t) - -  ulk(t) : f [f~(s) - -  A~(s)u~k(s) - -  B~(s)u~(s)]ds + 
t 

t 

-t- f [f~s) - -  A=(s)u~k(s) - -  B2(s)u2k(s)]ds. 
r k  



276 R. TEMAM: Sur Ia stabilitO et la convergence de ta mdthode, etc. 

(4.6) 

D' off 
(r-}-l )~ t 

II u~k(t) - -  u,z(t)[l<vn w>, < el I fo~(S) I ds + <. 
t rio 

d- Ct kl/2 Ill fn  - -  Aiulk i]LdVV) d- [I f12 - -  A2u2~ liz~(V~')) + 

+ c,k ~/p t[1 f~ - -  B~u~z~ {t%,<w,') + [!.f= - -  B~u~/l%,(w,')), 

la constante el 6taut sup6rieure ou 6gale aux normes des ir~jeetions de H, 
V~, W~ dans (V N W)'. 

Lorsque k-->O, t 6rant fix6, le second membre de (4.6) tend vers 0. Ainsi 
u 2 k ( t ) -  u~z(t)--> 0 duns (V N W)' fort, pour toat t E [0, T 1, La fonction [I u2k( l ) -  
--ulz(t)t i(~.aw/ 6rant essentiet lement born6e sur [0, T] ind6pendamment  de k, 
il en r6sulte avec le th6orbme de Lebcsgue, que u .~k-  u~z--> 0 dans L~((V N 

N W)') (par exemple). Par  comparaison avec (4.t!, w~(t} - -  w~.(tt p.p. 
Ayant montr6 (4.4), (4.5 7 en r6sulte imm6diatement avec le lemme 6.1 du 

chap. I. 

4.3. - Deu,xidme pat t ie  de la ddmonstration: ~v(t) = u(ti p.p. 

Soit rE[0, T] fix6 et r - - E ( t / k ) ,  le plus grand entier  inf6rieur ou 6gal 
t~ k. A partir  de (2.2) et (2.5) nous pouvons 6~a, blir une 6galit6 analogue 

l '6galit6 (7.5 7 du chap I :  
t 

f [A(s) A~(s)<~(s) (4.7) u~(t) "- Uo d -  - -  - -  B ~ ( s ) u l k ( s ) ] d s  d- 
o 

,~2-- .,i [ f , (8)-  A~(8)Uik(8)- Bi(8)uik(8)]ds. d- 
o 

Avec (4.2 b (4.3) et le lemme 6.2 du chap. I, nous avons: 

t 

f [fl(s) - -  A,(s)u,~,(s) - -  Bl(s)ulk,(s)]ds --> 

o 
t 

-+ f [f~(s) - -  Ads)w(s) - x,ls)]ds dans 

o 

f [f~(s) - -  A,(s)uik,(s) - -  B~(s)ui~,(s)]ds ---> 

o 
t 

-+ f [5(s) - -  A~(s)w(s} - -  ×~(s)]ds clans 
o 

(V A W)' faible 

(VA W (  faible. 



R. TEMAM: Sur la stabiIit~ et la convergence de ta m~thode, etc. 277 

Ainsi, t ~tant fix6, lorsque k'--->0, ]e second membre  de (4.7) (et done 

aussi le premier) converge clans (V O W(  faible vers 

c' est-i~-dire 

(4.8~ 

off 

(4.9) 

~v,(t) = Uo + ~=~'~ f [f,(s~ - A,(s)~v(s) - ×~(s)]ds 
o 

t t t 

w,(t) -- Uo + f f(.s)Cts -- f A(s)w(s)ds-- f x(s)ds 
o o o 

~rn, 

X =  ZXi.  

~Nous venons de montrer  que, pour tout rE[O, T], u~k,(tJ--->rv,(tj dans (V(3 W)' 

faible, lorsque k'-->0 et, d 'aprbs  la proposition 3.1, les fonctions Ilu~k,(t}ll(vnw), 
sont (essentiellement) born~es sur [0, T] indOpendamment de k '. 

Soit alors v E V O W  et ? E C (fouctions scalaires continues sur [0, T]}, 
quelconques.  Avec ce qui pr6cbde et le th~orbme de Lebesgue, on a 

T T 

f <u,~,(t), ,,> ~(t)dt--)f <,~,(t), ,,> ~(t)~t, 
o o 

et puisque ¢~ ® v E L2(VI), on a aussi d' apr~s (4.1) et (4.2): 

T T 

o o 

Par  comparaison 

T T 

f <~,(t), v> ~(t)dt = f <~(0, v> ~(ttdt, 
o o 

v E V  ('1 W, ~ ~ ® ~ ;  ~ ® ( V  0 W) est dense, par  exemple, dans LI(V), et 

done w = w , ,  c 'est-~t-dire, w(t) - -  w,(t) p.p. 
D' apr~s (4.8}, la fonetion t:--~w,(t) est continue de [0, T] dans (V A W}' 

et w , ( 0 ) - - u o .  D6rivant (4.8) au sens des distributions vectorielies sur j0, T[, 

h valeurs clans (V N W}', nous obtenons 

(4.1o) ~v', (0 + A(t)w,(tl + X(t) = f(O. 
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Pour  eonelure  que w ,  - - u ,  il nous suffit h pr6sent de mont re r  que 

(4.11) X --- B~v, . 

C'est  l 'obje~ des lemmes  qui suivent  

LEMME 4.2. 

L a  fonct ion w ,  est cont inue de [0, T] dctns H et 

(4.t2~ 
T 

I ~,(T} I e -i- 2 & f i n ( t ;  w,(t~, *,,(0) + <×(0, ~v,(t~>]at - 
o 

T 

= lUol ~ + z a ~ f  <f(t), w,(t)>dt. 
o 

Ddmonstrat ion.  

I1 r6sulte de (4.10) que 

(4.13) w ,  E LI(H) + L d V )  + Lp,(W') .  

D'apri)s LmNs [t7] (eft Rem~rque 1.i), route fonetion v~rifiant (4.5) et 
(4.t3) est p.p. (~gale g une fonet ion cont inue  de [0, T]t--> H; w ,  est donc con- 

t inue de [0, T] dans H. 
Pour  ob~enir (4.t2), nous rault ipl ions scala i rement  (4.10) par w , ( t ) ,  nous 

int4grons de 0 h T et prenons  la purtie r~elle de t '~galit~ ob tenue :  

T 

~ f [<~v.(t), w.(t)> + a(t; w.(tl, ~v.(O + <×(t), 
o 

T 

= g e  f <f(t) ,  w , ( t ) > d t .  

o 

w , ( t ) >  ]dt - -  

On mont re  aussi en [17] que, pour  route fonetion v~rifiant (4.5) et (4.13}, 

T 

2 N e f  < w , (  O, w , ( t ) > d t  = I w , ( T ) t  2 - - I w * 1 0  }t 2 

o 

et (4.12) en r~sulte. 

LE~M]~ 4.3. 

Lorsque  k'---> O, p o u r  i = 1, .... m, pour  tout t E [0, T] 

(4.14) ulk,(t) --> ro,(t) dans  H faible, 
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Ddmonstration. 

Soit  tE [0, T] f ix~; u~k,(t) est une  sui te  born6e  dans  H e t ,  d ' apr~s  ce qui  

precede ,  u~k,(t) ----> w,(t) dans  (V (3 W)'  faible.  P o u r  i = 1, (4.14) r6sul te  a lors  du 

l emme  6.3 du  Chap I. 

P o u r  i ~ 2 ,  le i a i s o n n e m e n t  est  le m~me ear, d ' ap r~s  la d~monst ra f ion  

du  l emme 4.1, ujk(l) - -  U(i_~)k(t ) ---> 0 dans  (V A W)'  fort, pour  j --- 2, ..., m. 

Nous  d~mont rons  ~ pr6sent  un  r6su l ta t  p lus  prec is  que  (4.11): 

LEMME 4.4. 

)~ = B~w, i = 1, ..., m, (~) 

Ddmonstration. 

Nous  a l lons  adap te r  i~ not re  p rob l~me une  m~thode de d~imonstration dfie 

G. M I ~ ¥  [26]. L a  monoton ie  des op~ra teurs  B,(t) (hypoth~se (1-vii)) j o u e  un  

r61e essen t ie l  dans  cet te  d6mons t ra t ion .  

E tan t  donndes  m fonet ions  % . . . .  , ~m, v~rif iant  

(4,15)  jee( ) n L=(v) nILp(W~), j = 1, ..., m, (~'), 

nous  cons id6rons  l ' e x p r e s s i o n  su ivan te :  

off 

T 

°f Yk~ - -  [ ¢~(T) -- u N÷* 1~ + 2 ~ e j 5  * a,(t;  T(t) - -  Ujk(t), ~(t) --- uik(ll)dt + 

0 
g 

°f + 2 Nei  ' < B, it)%(tt --  B#) gk(tt, - -  u M O >  

0 

m 1=1 

L e s  fonc t i ons  ~j ~tant  f ix6es,  nous  voulons  passe r  i~ la t imite  dans  Yk 9 

avec la sui te  k'. Nous  r e m a r q u o n s  pour  ee la  que  

T 

Y; = l ¢~iT) 1 s + 2 ~e  f a(t ; ~(t), ¢~(tj)dt + 

0 
T 

-f + 2 Ne E <Bfl)c~i(t), ~j(t)> dt, 
] = 1  

o 

(t6) Ce qu i  s i g n i f i e  a v e e  (4.3): Bdf, i~ ,, ~ B i w  darts L / ( I 4 ~ / )  fa ib le ,  i = l  . . . .  , m. 

(i7) ~(H), espaee  des  fonc t ions  c o n t i n u e s  de  [0~ T]  dans  H. 
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T 

- ~  ~s=~ ~ f [a~(t; ~(t), uj~(t))+ ajlt; uj~(t), ~(t))]dt- 
o 

T 

-f - 2 ~ i z  [<B~(t)~(0, uik(~)> + Bi(t)u~(O, %(0>dJt, 
0 

T 

~+ --  i ".k + 2 ai(t;, ul~(t), u~(t))dt + 
1 

T 0 

°f + 2 ~ z ,  < B~(0ui~(tt, u~(~t> a~. 

o 

L'express ion  Y$ est ind6pendante  de k; pour Y2,~ le passage ~ la l imite 

se fair sans dif f icult6  grace ~ (4.1), (4.3) et au lemme 4.3: 

T 

l im Y2,¢ - -  Y~ - -  - -  2 ~ e  (~(T), w,(T}) - -  2 ~e  f a(t; ¢¢(t), ¢¢(t))dt --  
kr.->O 

T 0 °; -- 2 , ~ z  [<×~(tI, ~ttt> + <Bj(0~;(0, ~(t)>]dt. 
0 

P o u r  

obtenons : 

Y2,, ut i l isant  sueeess ivement  {3.9), {4.1), puis le l emme 4.2, nous  

T 

YL I ~ a ~  f = 1Uo + 2 <f~(0, u,k(0>dt, 
0 

T 

limk,._,o I7~,, - -  y~. = I.o I" + 2 Nej) <f( t ) ,  w( / )>  dr, 

o 
T 

0 

Fina lement  en regroupant ces r6sultats:  

lira Yk', - -  Y~ --  I ~{T) - -  w,{T)12 -]- 
k' .~O 

Y 

+ 2 ~{e f a(t; ~¢(t) - -  w(t), ~(t) - -  w(t))dt + 

0 
T 

-f + 2 2{eZ [<B~(tj~j(t) - -  Xi(O, ~(t) - -  w(l)>]dt .  

0 
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En raison de (1-iv) et (1-vii), l ' express ion Yk 9 est positive ou nulle. Nous 

pouvons donc aff irmer h la limite, que Yv est positif ou nul, quelles que 

soient les fonctions ~.j v6rifiant (4.13). Pour  mon | re r  que Xi-- B,w, nous 6crivons 

l ' in~gali t6 Y, ~ 0 ,  avec le choix suivant des foncti[ons q~j: 

{ ¢Pi=w.  pour  j ~ i ,  et 

~, = w, + ~+, ~ > o, + ~ ~(/J) n L~(V) n Lpt W,). 

Aprbs division par ~, il vient 

T 

0 

T 

+ 2 N e f  <B,(t) • (w,(t) + ~,(t)) -- Xdt), +l/I> dt ~ O. 
0 

A pr(fsent faisons tendre ~ vers 0. En raison de l 'hypoth~se (1-ix) pour 

B,(t), 

B~* (w, + ~ )  ---> B~w, dans Lp,(Wi) faible, 

e$ nous obtenons:  
T 

t a  

I <B~(t)w,(t) -- wit), ~(/)> dt ~e O. 
a /  

0 

Gette in~gatitd ne peut  avoir lieu pour  toutes les fonctions + consid~r(tes 
que si 

B~w, = Xi, 

et le lemme est d6montr~. 

Avec ce lemme nous pouvons aff imer que w , - - u .  Pu i sque  les limites 

sont inddpendantes  de la sous-sui te  k', ]es eonvergences (4.1) et (4.14) out 

lieu pous la suite k toute enti~re. 11 ne reste plus alors qu'i~ d6montrer  les 

r6sultats de convergence forte 6noncds daus le th~orbme 4.1. 

4.4. - TroisiSme porlie de la ddmonstration. - Rdsullats de convergence forte. 

Pour  rE[0, T] et 1 <_i'<~n, fixes, nous considdx'ons (compa~er /~ (7.10j, 
chap. I): 

(~.16) X ~ ( O  = l u(t)  - ink( t ) I  s + 

m f tiJ 
+ 2 ~ei~=l aj(s; u(s) -- Uik(s), u(s) --  uie(s))ds .-[- 

0 
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m t~j 

÷ 2 f - B j ( s ) u i k ( s ) ,  u ( s )  - -  uik(s)> as, 
o 

off hi a la m~me signification qu ' en  (7.11), chap. I. 

De la m6me mani~re q u ' a u  chap I, nous montrons que XMt)-.-> 0 lorsque 

k---> 0 et nous en d6duisons que uMt  )-.> u(t) dans H fort. 

Pour  tout tel0, T], ] Uik(t) - -  ~t(t) I.--> O, lorsque k----> 0, et, la fonetion t ~--> 

F--->[U~k(t)- u(t) l ~tant essentiel lement born6e sur  [0, T] ind6pendamment  de 

k, alors 

T 

I [ uik(t) -- u(t) t sdt  --> O, lorsque k ---> 0. (4.17) 
o 

D'au t r e  part  Xmk(T)--> O, et donc 

(4.18) 

T 

0 <_ 2 g~e f a~(t 
o 

; u(t) - -  u,~(t),  u( t )  - u ~ ( t ) ) d t  <_ X , . ~ ( T )  --~ O. 

Avec {4.17) et l 'hypothbse  (l-v) pour  a,(t, u, v): 

T 

0 ~_ a, f II u~k{t) - u(t)I]~ dt < 
o 

T 

f [Ne ai(t, u(t) - -  u~k(t), u(t) -- u~k(O) --}- )~i] u(t) --  u~k(t) I s] dt --> O, 

o 

ce qui montre que u~k tend vers u dans L~W~) fort. 

Cela termine la d~monstration du th~or~me 4.1. 

4.5. - Un compldment au  thdor~me 4.1. 

Pu i sque  Xmk(T)--->O, nous avons ~galement 

(4.19~ 

T 

o f < B,(Ou(t) - B~(t)uik(t), u(t) - -  uik(t)> dt <-- Xm~(T) --> O. 

o 

Les  hypotheses  que nous avons faites sur  Bi(t} ne nous permet tent  pas 

de d~duire de cela un r6sn t ta t  nouveau. Mais, as, ec (4.i), {4.3) et le lemme 4.4, 
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(4.19) donne aussi 

(420) 
T 

~e f <B~(t)u~k(t}, Uik(t)> dt --> 
o 

T 

--> Ne f < B~(t)u(t), u(l)> dr. 
o 

Dans eertains cas, il est possible de montrer  avee (4.20) que ulk-->u dans 

Lp(W~) fort. Voici un r~sultat precis dans ee sens:  

TI~EO]~ME 4.2. 

Avev les hypotheses du thdor~me 4.1, si l'espave W~ est uniformdment 
convexe, et si l'hypoth~se (1 -v i i i )pour  B~(t) est remplacde par 

(4-i) Ne < B~(t)v, v > + ~q I v I p = ~ lI v ll~, ~ v E W~, p.p. t E [0, T] 

alors 

(4.21) u~--->u dans Lp(W~) fort. 

Ddmonstration. 

Avee (4.20) et la remarque  4.1, nous voyons que 

T 

f [~e < Bi(t)u~k(t). u~k(t~> + btl [ u~k(t) I p] dt .-> 
o 

T 

--> f [~J~e < Bt(t)u(t}, u(t)> -{- ~, In(t)IP] dt, 
o 

et, avec 1' hypoth~se (4-i) cela signifie que [I ui~ t]Lp(w~)--> II u l]igw~). 

L 'e spaee  Wi ~tant uniform~ment convexe, Lp(Wi) l ' es t  ~galement, et le 
th4orbme en r~sulte. 

5.  - E x e m p l e s .  

5.1. - Exemple i :  Opdrateur ~ partie principale lindaire. 

Soit ~ un ouvert  born~ de R '~ de fronti~re r et soit H - - L ~ ( ~ )  avee le 
produit  scalaire habituel.  
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Nous posons 

Nous prenons  m - - : n  -}- 1 et 

pour  i ~ 1, ..., n, 

V, = He(D,; t2) (~s), W~ - -  H, B~(t) ~- O, 

f 
U, v ) - - I  a~(x, t)D~u(x)D~v(x)dx, 

. J  

les fonctions a~(x, t) appar tenan t  h L~(Qr) et v~rifiant 

~ea i (x ,  t ) ~ > O  p.p. dans Qr ( i - 1 ,  ..., n). 

p o u r  i = n - ~  l ,  

V ~ - - H ,  W ~ - - W ,  a~(t; u, v )~-O,  B i ( t ) - - B ~ .  ind~pendant  de t et d~fini par  

< B , u ,  v >  --~lu(x)t~-2u(x)v(x)d~, ~ u, v ~ W. (5.1) 
. I  

~2 

La vdrif ieat ion des hypothi~ses des n ° 1 et 2 se fait sans diff icult6;  (2-iv) 
d(~finit a(t; u, v), (2-v) d6finit  B ( ~  B,~+~); pour  v~rifier (1-vii) on util ise l'in(~- 

galit~ suivante  

(5.2) ~e  (1 ~ i p-~ ~ - -  I ~ ~-2 ~)(~ - -  ~) -> 0, ~ ~, ~ E C. 

Probl~me exact. 

Soient  Uo -- uo(x) E L~(gt) et f --  f(~, t) donn4s. La  solut ion u -" u(~, t) du 

probl~me exact  (probl~me 1) v~irifie: 

(5.3) u E LML~(~2)) (-1 (L~(//~(gt)) (5 Lp( Qr) 

} l  

(5.4) u'(x, t) - -  ~. D~[a~(x, t)D~u(x, tl] + I u(x, t) tp -~ u(~, t) = 

"- f (x ,  t) dans Qr 

(Is) Notations de l 'exemple 2, chap. I. 
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(5.5) u(x, 0} = Uo(X) 

t5.6) u(x, t) = 0 sur Zr 

(condition aux limites non formelle si ~ est assez r~gulier [15]). 

Probl~me approchd. 

Les fonctions u,k--u~k(~¢, 0 v~rifient les conditions init iales successives 

habituelles et 

pour i --  1, ..., n, 

t5.7t u~ E L~(L~(~D), Diu~k E L~(Qr) 

f5.S} u~(x, t ) -  D~[a~(~c, tiD~u~(x, t)] = f~Ix, t) 

dans ~2 X]rk ,  (r + l) (r -+- l)k[, r - - 0 ,  ..., N 

15.9) u~k(x, t} cos (v, x d = 0 sur Zr, 

(condition aux iimites non formelle si ~ est assez r~gulier;  of. App. th. 2.2). 

pour i -- n + l, 

(5.10) u,~ ~ L~(L~(m) n Lp(Q~) 

(5.11) u~k(x, t) + I uMx,  t)I p - ~  u~k(x, t) = f,(~, t} 

dans 12X]rk ,  ( r + l ) k [ ,  r----0, ..., N. 

REMARQUE 5.1. 

L'dquation (5.11) est une dquation diffdrentielle en t, x apparaissant seule. 
ment comme un  param~lre. Si f,~+~ = O, cette dquation s' inl~gre explicilement. 

Rdsultats de convergence. 

Les th~or~mes 4A et 4.2 donnent  les r(fsultats de convergence suivants:  
Lorsque k --> O, 

[ u , i - - ) u  dans L=(L2(~) ) fa ib le  

] u~(~, t) - -  u(~c, t) 1 ~ d~c --> 0 pour tout t E [0, T], 
gt 

i - - l ,  ..., n 4 - 1 .  

{ ~u~k...->Diu dans L~(Qr) fort, i - -  1, ..., n 

u ~ - - > u  dans Lp(Qr) fort, i ' - n  =]- [ .  
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5.2. - EXEI~IPLE 2: Opdrateur ~ part ie  pr incipale  non lindaire. 

Soit  encore  E~ un  ouver t  born(~ de R n de f ront i~re  ]: et H--L2(~2) .  Nous  

posons  : 

V - -  H, a(t; u, v) - -  0, 

W - ' { v l v E L ~ ( ~ 2 ) ,  DivELp(~2), i :  l, ..., n} ,  

( f ;" tl v tlw = Iv t ~ + ~ t D,v(x) t~ d~ 
t~ 

L ' o p ~ r a t e u r  B ( t ) =  B est ind(~pendant de t et d6fini  par  

< Bu, v >  -" i=~ ~' f I D~u(x~) IP -2 Diu(x)Div(x)dx, u, v E W, 

Nous  p renons  m = n et, pour  i = 1, ..., n, 

V~ = H, as(t; u, v) = O, 

W~ = { v I v E L2(~2), D~v E Lp(~2) }, 

( S ;" II v I]w i - -  t v t p -{- t D'vlw) I p d~ 

L ' o p ~ r a t e u r  B~(t)= Bi est  i nd6peudan t  de t et d6fini  pa r  

<B, . ,  v> -- f [ D,u(x) 1 -2 D~u(x)D~v(~c)dx, ~v~U, vE W~. 

On mont re  dans  l ' a p p e n d i c e  que  W e s t  dense  dans  Wt. La  v6r i f ica t ion  

des  hypo thbses  ([-viI-{1-ix} (et des hypo theses  ana logues  pour,Bi{t)) est  c lass ique.  

Les  au t r e s  hypoth6ses  so v~ri f ient  sans diff icult6.  

Probl~me exact. 

Soient  u o -  uo(x)EL2{~2) et f =  f (x,  t} donn6s.  L a  solu t ion  u = u{x, l) du 

p rob l6me 1 v~rif ie :  

(5.12) u E L~(L~(~2)), D~u E Lp(Qr), i - -  1, ..., n 

(5.13) u'(x, t} -- Z n~[( D~u(x, tl ]p-2 D~u(x, tj] -"  f(x, t) 

la condi t ion  ini t ia le  

d a n B  ~T, 

(5.t4) u(x, 0t = u0(x), 
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et la cond i t ion  aux  l imites  (formelle) 

(5.15) Z f D,u(x, t) IP -~ D~u(x, t ) .  cos (v, x~) = 0 sur  ZT. 

ProblOme approchd. 

Les  fonct ions  ui~--u~k(x,  t) v~rif ient  les condi t ions  

hab i tue l l e s  et 

(5.16) 

(5.t7) 

ini t ia les  successives 

uie E Lc~(Ld~)), Dtu~  E Lp(QT) 

UM , t) - -  D~[[ D#tik(~c, t)tP -2 Diu~k(x, t)] - -  fi(x, t) 

dans  ~'t X Irk, (r "t- 1)k[, r = 0, ..., N, 

et la condi.tion aux  l imi tes  formel le  

(5.18) 1D~u~k(x~ t)IP -~ D~uik(x, t) .  cos (v, x~) = 0 

Rdsul ta ts  de convergence. 

Appl iqu6s  h cet exemple ,  les th6or~mes 4.1 

de convergence  su ivan t s :  

Lorsque  k---> 0, p o u r  i = 1, ..., n, 

u~k-->u dans  L~(L2(Ft)) faible  

D~uik --> D~u ~ dans  Lv(Q~ ) fort  

f l u~k(z, t ) -  u(z, t) l -~ 
~t 

sur  Er .  

et 4.7 donnen t  les r~sul ta ts  

dx-->O, pour  tout  rE[0, T]. 

§ 2. - A p p r o x i m a t i o n s  D i s c r ~ t e s .  

6. - Hypo theses  de d i sc rOisa t ion .  

6.1. - Nous nous  donnons  un espace de t I i lbe r t  /1 dont  H est un  sous-  

espaee  h i lber t i en  et dont  nous  notons  encore  (f, g) le produi t  scalaire.  

Nous nous  donnons  pour  i =  1, ._, m, un espace de H i lbe r t  (1)~ et un  

espace de Banach  r~f lexif  Wi; nous  appelons  Ft  l ' e space  de t t i l be r t  I / X  ¢P~ 

et G~ l ' e space  de Banach  H X /Fi; r:~ d6s ignera  ind i f f~ remment  la projec t ion  

canonique  de Fi  sur  H ou de G~ sur  /t .  Nous  supposons q u ' i l  exis te  un  iso- 
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morphisme a)~ {resp. to~) de Vi d~ns /~ (resp. de W~ dans G~) tel que zr~. t~i 
(resp. rq. to~) soit l'identit(~. 

Pour  i - -  l, ..., m, soit a~(t; u, v), tE[0, T], une famille de formes sesquili. 
n~aires continues sur F~, v6rifiant los conditions suivantes 

a~(t; co, u, cmv)--as(t; u, v) 
(6-i) [ V-u, vEV~, p.p. rE[0, T]. 

(6-ii) 
l ~ u ,  vEF~, p.p. rE[0, T]. 

(6-iii) ~eadt; u, u)~_O, ~ u e F ~ ,  p.p. tE[0, T]. 

(6-iv~ 
t ~ u E F ~ ,  p.p. tE[0, T]. 

Pour  i-----I, ..., m, soit B~(t~, tE[0, T], une famitle d 'op~rateurs  qni appli- 
quent Gi dans G~ et qui v6rifient les~propridt~s suivantes: 

</~(t) (~o~u), ~o~v> = <B~tt~u, v >  
(6-v) 

l ~ u ,  vE W~, p.p. tE[0, T]. 

f Pour  presque tout t, B~(t) est continu des sous-espaces de 
(6-vi) 

l dimension finie de G~ dans G~ faible. 

f ~ </~(t)u - -  ~(t)v ,  u - -  v >  ~ 0 
(6-vii) 

u, vEGa,  p.p. t~[0,  T] 

(6-viii) 
uEG~, p.p. rE[0, 7]. 

Les hypotheses pr4c~dentes sont semblablcs aux hypotheses faites sur les 
op~rateurs Bi(t). Nous ferons on outre 1' hypothbse suivante 

(6-ix) [i Bi(t)u [l~'~ <- N, l] ultimO', ~ u E Gi, p.p. tE [0, T]. 

Faisant  u = 0 darts (6-ix), nous voyons que B,(t). 0 - - 0 .  Faisant  alors 
v = 0 clans (6-vii), il vient 

{6-x) ~e<[~,( t~u,  u > ~ 0 ,  ~ u E O , ,  p.p. tO[0, T]. 
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6.2. - Soit  2£ = (]0, 1]t'* et, pour  chaque h~2~, soit:  

- -  Vh un espace vectoriel sur  C de d imens ion  f inie;  

rh une appl icat ion l indaire de / /  dans Vh et qh une appl icat ion lin6aire 

b iun ivoque  de Vh dans H avee 

(6-xi) I qhrh I£(H, i~) ~g c2 

constante  ind6pendante  de h;  

- -  p~h une  appl icat ion l in6aire b iunivoque de Vh dans F, telle que ~, .P,hmqn,  

i ~  l, ..., m ;  

q~h nne appl ica t ion  lin~aire b iunivoque  de Vh dans G~ telle que ~ .  q~h~qh,  
i - - - l ,  ..., m. 

Les appl icat ions  qh, pih, qih 6rant injectives,  les produi ts  scaiaires 

(uh, Vh)h = (qhuh, qhvh} 

((Uh, Vh))~h : ((p~hUh, p~hVh))~i, i --- 1, ..., m, 

sont des produi t s  scalaires hi lber t iens  sur  Vh et 

liq~hut~ ll~i,  i = 1 ,  ..., m, 

est une norme sur  Vh. 

Hypotheses de consistance (h--> 0). 

Nous faisons les hypotheses  suivantes :  

(6-xii) 

t II existe un sous espace e2) dense dans V (5 W, tel que, pour  
tout vE¢2), lorsque h- ->0  

i PihrhV--> 6)iV darts F, fort, 

qihrhV-->a~iV dans G, fort, i - - 1 ,  ..., m. 

(6-xiii) 

Soit h' une suite qui tend vers 0. Soit ¢~EL~(/1) et q~h" une 
suite d ' app l i ea t ions  de [0, Tj~--->Vh,, telles que, lorsque h'--->0 

qh'c~h'--->¢~ darts LIIH) faible. 

Alors ~ELI(H) [c'.h.d. q~It)E H p.p.]. 
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(6-xiv) 

(6-xv) { 

REMARQUE 6.1. 

D' apr/~s (6-xi) et (6-xii), lorsque h-->0 

6.1) qhrhu-->u dans / t  fort, 

D' apr~s {6-xiii): 

f Si ¢~h'6Vh' et si qh'~h'--->~0 
(62) 

lorsque h'-->0, alors ¢~6H. 

Soit h' une suite qui tend vers 0. Soient  ~oih,, i - "  1, ..., m, 
des suites d ' app l ica t ions  de [0, T] ~----> Vw, telles que, lorsque h'-->0, 

pour  i = 1, ..., ra, 

qh'~ih'"->~b dans L~([-I) faible 

~ih'~ih'---> ~i darts L2{Fd faible. 

Alors ~b : zq~eL2(V) et ~¢t) : (~i+(t), p.p. t610, T], i : 1, . . ,  m. 

M0me hypoth~se que (6-xiv), cos, L2(F~), L d V  ), ~tant remplac~s 

pa r  toi, Lp(G~), Lp{W). 

uEH. 

clans / t  faible 

7. - Probl~me approch4 discret .  

7.1. - Le param/~tre k ayant  toujours  la m~me signification, nous posons 

(7.1) 

(r+1)k 

ah+~,(Uh, Vh} --- g~It; pihUh, pihvh)dt 
rk 

(~'+l)k 

vht = 
ek 

</~dt) .  (g~huh), gihVh> dt 

~t Uh, VhE gh, r = O, ..., IV, i - - l ,  ..., m. 

Dans le cas des approximat ion  discr/~tes, nous supposons  pour  s implif ier  

que fiEL2(H) et nous posons 

(q+~)k 

qk 
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Nous construisons par r~eurrence, comme au chap. I, la famille d' ~l(~ments 

Nous par tons  de 

(7.3) u~ --  rhuo 

/ - - 1  

puis, u~, ..., Uh+-~ - ,  ~tant d~termin~s, nous d~finissons u~+~ comme la solution 

dens Vh de : 

(7.4) 
1 . ! i - - 1  t i 

- -  a h m[uh ,- ,  q- 

b~ +~ u~ +~, ~ ~ Vh)h, ~¢ V~ 

I1 n' est pas ~ivident qa ' i l  existe un ~fl~ment unique Uh+~ E Vh qui v6rifio 

(7.4): nous d6montrons ce point dans la suite (section 7.2}. Ce r~sultat ~tant 

admis pour l ' instant ,  nous d6[inissons les fonctions approeh~es U~h en posant  

(7.5) 
f u~h(O = uk+~, pour t ~ Irk, (r + 1)k[ 

v - ' O ,  ..., N, i - - 1 ,  .... m. 

Nous nous iat6resserons aux problbmes de la stabilit6 de ces fonctions 

approch6es et de lear  convergence vers la solution u du problbme 1. 

RE~ARQUE 7.1. 

Au lieu de (7.4) nous pourrions consid~rer comme au chap. I des schemas 
d e l l a  forme 

[uh '~ - u~ +~-, Vh)h + , + 

Ou~+~ -{- vh = , ~ v~E Vh, 

O E[O, 1]; on retrouve (7.4) pour 0 : 1. 

L '~ tude  qui suit s ' adap te  sans difficult6 aux eas off 0E[1/2, 1]. Les  

schemas correspondent  ~ 0 E [0, 1/2[ ne semblent  prt~senter ici que peu d'int~fr6t. 

Au n ° 11 nous 6tudions d ' au t res  seh6mas d(ipendant d~un param~tre 0, 
0~[0, 1]. 
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7.2. - E~cislence et unicitd d'une solution de (7.4). 

LEM~n 7.t. 

Uh+'-~ grant supposds co~nus, il existe un dl&nent U h + ~  Vh et 0 

U h  , . . , ,  

un seul qui vdrifie (7.4). 

Ddmonstra lion. 

L'~quat ion (7.4) pent s ~@rire sous la forme 

(7.6) 

k~;+~ ~+~,,  

= Lh(vh), ~ v~ ~ V~, 

I Lh forme anti- l in6aire sur 

<+:(.;<, 

v,~ (oonnu~). 

En raison de (6-i i i )et  (6-vii), l '6quat ion (7.6) ne peut poss6der plus d' une 

solution. L'iexistence d' une solution Uh+~ r~isulte d' un th~or~me de LERAY- 

LIons  [11]. En ver tu  de ce th6or~me, Vh ~tant de dimension finie, l '6quat ion 

(7.6) poss~de une solution, pourvu que les deux conditions suivantes soient 

r(!alis(ies : 

I ~ II + k~; +~' 0v~, w~) + kb~+~ (~ ,  ro~) 
(7.7) l im -- -{- ec. 

f L'  application wa ,--> (w~, Vh)h -b kah +~ OVa, Vh) ~r- kbh+fi Ova, Vh) est 
(7.8) 

cont inue pour tout vaEVh. 

La condition (7.7) est une condition de coercivit~i et r~sulte imm6diatement  

de (6-iii) et (6-x). L 'appl icat ion Wh I--->(Wh, Vh)h "4-kah+~(Wh, Vh) ~tant lin~aire 
est 6videmment continue. I1 ne reste plus alors qu 'h  v~rifier le 

LEMME 7.2. 

Pour tout vhEVh, pour r - -O ,  ..., N, i =  t, ..., m, t'application wh~--> 
i 

I---> bh+~(Wh, Va) est continue. 

Ddmonstration. 

Soil wh, urge suite qui tend vers Wh dans Vh (pour l' une quelconque des 

n o r m e s  de Vh, puisque eel espace est de dimension finie). Nous devons 

d6montrer  eeci: 

(7.9) 
r + l ) k  

r k  

< [~(t). (q~awa,), q~hVh> dt --> 

(r"'~l)~ 

f --> <B~(t) - (q~wh), qihvh> tit. 
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Or q~aVn 6ta,nt un sous-espace  de dimension finie de G,, nous avons, 

d' aprbs (6-vi): 

< ~,(t). (q~hwh,,~, q~hvh> ---> < / ~ ' ( t )  • (q~hWh), q~v~>, 

lorsque n--> cx~, pour presque  tout t. 

En outre avee (6-ix), 

t < B'(g)* (q'h~l'h~) ' q~hVh> ] ~ '~ i~q ,h 'Vhr~  ti~J~ i " iI q'hVht]~i' 

leteoei demeure born~ ind6pendammeut  de t et n, lorsque n-->c,z; (7.9} r~sulte 

alors du th~orbme de Lebesgue.  

REZ~ARQUE 7.2. 

Le th~orbme de [11] que nous avous utilis6 pour d6montrer  l ' ex i s tence  

d 'nne  solution de (7.6J est un th6or6me de point fixe et ne permet  pus de 

construire  effeet ivement  la solution de (7.6). Des m~thodes it~ratives permettant  

de d6terminer cette solution sont d6velopp6es entre autres par  BREZIS et 

SIBo~r [4]. 

8. - E s t i m a t i o n s  h pr ior i .  Th(for~me de stabi l i t ( ! .  

8.1. - Un lemme. 

LEMME 8.1. 
i 

Supposons qu 'une  famil le  de hombres posit i fs  ~b~+~, 

--  1, ..., m, vdrifieat los indgalitds suivantes:  

r - - 0 ,  ..., N, i - -  

(s .1)  

i ,  

avec ~ + ~ ~ 0, d~ ~ O, d2 ~ O. 

1 
AIors pour  k ~  ko < d-l' nous avons : 

¢ + ~  <_ exp (mTd~) 4 o + k ~ ~ , 
(8 .2)  • i=~ 

I d a  = d~ + d~ 
1 - ~ , k i '  q = o,  . . . .  N ,  

~ r + i  i--i i i i--1 
_ q I + - ~ - ~  kz~+~, + kd~q~+& + kd:q~ ~+ 

] = i ~  ..., m .  

DdmonstraHon. 

Nous pouvons @rire (8.1) sons Ia forme 

i + d~k 
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1 
On v~rifie ais~ment quo pour  k_<. ko < d-~' 

et alors 

1 - -  d l k  

1 + d~k 
~ exp (--  kda), 

i 

~p (-kd~),~'+~ <_ ¢ + ~  + k~'+~. 

Apr~s mul t ip l ica t ion  par  e x p [ - - k d s ( m r  + i -  1)], nous  en d6duisons:  

(8.3) 
i 

exp [ --  kay(mr + it]. ~+~, <- 

<-- exp [ -  kd3(mr + i - -  1)]. ~ + ~  + k ~ + ~ .  

Pour  q et j dorm,s ,  nous a joutons  les in6galit(~s (8.3) pour  

(8.4) r --  O, ..., q, i : 1 . . . .  , m, 
i j 

r - { - m ~ q  + - -  t n  

et nous obtenons:  

off Z* d(~signe la sommat ion  (8.4); (8.2) en rdsulte i~ fortiori. 

8.2. - E s t i m a t i o n s  & priori .  

LEMME 8.2. 

II  exisle une  constanle oi inddpendante  de k el h, telle que, pour  i - -  1, ..., m, 

(8.5) u~ +~  !h <'d~L, r - ~ O ,  ..., N,  

(8.6) 

(8.7) 

o~ 

N 

k Z  q~hu ~+~ o~ ~-- c~(L -[- LP/~), 

T 

L -= L(uo, f l ,  ..., fro) : ] uo 12 -~ ~.=~ f l f ~ ( t ) r  ~ 
Q 

dr. 
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D d m o n s t r a t i o n .  

Nous  r emptagons  Vh par  Uh+~ dans  17.4} 

l '4ga l i t4  obtenue .  I1 v ient  

et p r enons  la par t i e  r4el le  de 

(8.8) 
,~ , - 1 2 [  , ,_1~ 

, , b~+~(u~+~,  

-"  2k  ~ e  +7~ , u + ~. 

5;ous avons  

( '  ')  ' h i h 

,) 
U~+~ --- 

Avec  (6-iii) et (6-x), {8.8) donne  alors  

i 12 i--1 

u~+~ ! h -  ~+~ h <-2kT /h+Si h-~- ~ 

Uti l i san t  le l emme  8.1 avec ko-"  T, nous  voyons  que  

i ~ l  r ~ 0  

pour  q - - O ,  ..., lV, j - -  1, ..., m.  

Nous  veirifions comme  dans  le l emme  13.1 du  Chap. I que  

T 

-- r=o \ t = 1  J 
o 

et (8.5) en r6sulte .  

P o u r  6 tab l i r  (8.6) et (8.7}, nous  a jou tons  m e m b r e  /~ m e m b r e  routes  les 

~gali t4s (8.8) pou r  r ----- 0, ..., N, i - -  1, ..., m. I1 v ien t  

[8.10) 
I ~  N--}- i m N i i - -1  

~h I ~ + x  ~ u ~ + ~ - u ~ + ~  + 
~ I  ~'=0 

m 'N i t t ~ r +  r + - -  

= I u~ J~ + 2k ae ,~  ~, f~+~, ~,~ ,,,j~. 
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Util isant  (6-iv) et (6-viii b nous en d~duisons 

(8.11) 2k r~ ~ ,4+~  If, h + ~, q , ~ u l  + ~  ' o ,  - 

t: ' o i,] 

Compte t (nu  de ee .qui pr6e~de, i8.6) et (8.7) d~eeulent imm4diamment  

de (8.11). 

8.3. - Thdor~me de Stabilild. 

A 1' aide des fonetions ~,h, nous pouvons in terprOer  le lemme 8.2 sous 

la forme du th~or6me suivant:  

T I ~ I ~ O n ~  8.1. 

Sous les hypotheses des ~ n ° 1, 2 et 6, [(1-i)-(1-ix), (2-i)-(2-vi), (6-i)-(6-xi)], 

pour i = 1, ..., m, 

qhu,h est L~(It) stable 

18.11) pihuia est LdF~ ) stable 

qthU~h est L:o(G~) stable. 

8.4. - Une autre estimation & priori. 

~ous  aurons besoin dans la suite d ' une  estimation h priori suppl6mentaire 

r6sultant en fair des estimations h priori pr4c~dentes. 

Consid~rons les op6rateurs B~k(t) qui appliquent G, dans G~ et d6finis par  

18.1~) ~ k ( t )  • u = 0k(~( t )  • u), ~ u ~  O~, 

soit [d6finition de 0z en (16.1t, eh. I]: 

(r+~)k 

1 f B (s) • uds, pour t~ Irk, (r + 1)k[. (8.13) B~(t) .  u = 

ck 

Nous posons 

(8.14) X,a(t) =/~,~(t)-  (q, au~,(t)), 

et nous avons alors le 

LEMME 8.3. 

Pour i - -  1, ..., m, X~ ~ L~.(G~) et demeure dans un ensemble bornd de eel 

espaee torsque k et h--> O. 
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Ddmonstration. 

La  fonct ion t t--> X~h(t) est cons tan te  sur  c h a q u e  in te rva l le  Irk, (r + 1)k[ et 

il est  done 6vident  que  X,a6L~,(G~}. 

P o u r  t E [rk, (r + 1)k[ 

et, avee  i6-ix) 

I iolp' 

(r-l-1)k ( ' )  = [~(s). q~hu~+~ ds, 

rk 

= ~ ,  II q,,~u,,~(t)I1~, ~' . 

L e  l emme  r~isulte a lors  du  th6or~me 8.1. 

9. - Th6or~me de convergence  

9.1. - Enoncd du thdordme. 

Nous  ra isons  encore  l ' hypo th~se  su ivan te  (~9): 

(9-i) 

Si ~{.)ELptG~), a lors  B~(.)~(.)EL~,(G~); pour  c b a q u e  k fix~ 

B~k(. )~(') E L~,(G~) e t / : l o r sque  k --> 0: 

B,~(.)¢~(. ) .-> 13~1.)¢~(.) darts Lp,(G~) fort ,  i = 1, ..., m. 

Le  th~or~me de c o n v e r g e n c e  s '~nonce  alors  

T~IV, O a ~ t n  9.1. 

Les hypolhOses sont eelles des n ° 1, 2, 6 et 9 [{1-i l- l l- ix),  (2-i)-{2-vi), (6-i)-  

(6-xv), {9-i)]; u ddsigne la solution du probl~me 1. 
Lorsque k et h----> O, pour i = 1, ..., m, 

l qhuih--->U darts L~([t) faible 

p~nu~h-~ 6)~u dans L2(Fi) fort 

l q~hu~h--->tO~U darts Lp(G~) fort 

qau~h(t) --> uit) dans [t fort, pour tout t e [ o ,  r] .  

L a  d6mons t ra t ion  du  thgorbme 9.1 est  donn6e  dans  les sec t ions  9.2 h 9.4. 

El le  p r6sen te  des points  c o m m u n s  avec  les d6mons t ra t ions  du  th6or6me 4.1 de 

ce chap i t r e  et des th6or6mes  15.1 et 18.1 du chap i t re  I. 

(i9) La propri~t6 analogue pour tes opdrateurs Ai(t) rdsulte des hypotheses prdeadontos 
(el. lemme 16.2, chap. 1). 

AnnaIi di Matematica 38 
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R E M A R Q U E  9 .1 .  

Avee le th6or6me de Lebesgue,  il r6sulte du th6or6me 9.1 que 

(9.1) qauih-->u dans L~(H) fort, ~ s E [ 1 ,  c~[, i - - l ,  ..., m, 

51ous indiquerons duns ]a section 9.5 une condition suffisante pour  que 

q, hU~h converge vers to~u dans Lp(Gi) fort. 

9.2. - Premiere  par t i e  de la ddmonstral ion.  

D'apr~s le th~or6me 8.1 et le Jerome 8.3, il existe une sous-sui te  k'-->0, 

h'----> 0, telle que, pour  i----- 1, .... m:  

(9.2) 

0.a) 

(9.4) 

(9.5) 

qh'Uih" ""-> ~,fi 

Pih, U~h, ---> ~i 

X~n' --> X~ duns 

:Nous~allons prouver  le 

L ~ t ] ~  9.1. 

u d t )  - -  - u , . ( t )  

dans L~(/1) faible 

duns L2(F,) faible 

darts Lp(G~) faible 

LF(G~ } faible. 

( =  w(t)) p.p. 

V w C L~{It)  A oLd ) A L d W )  

~,(t) = (o~w(t), qA(t) = o~,w(t), p.p., i -~ 1 . . . .  , m. 

Dgmonstral ion .  

En raison de (6-iii) et (6-x), l '6galit~ d '4nergie  t8.10) permet  d '6crire  

N t i--x '~ 
(9.6) ~ Z u ~ + ~ -  u~+% - 

i~2 ¢~0 

-<tu~°i~+z z f;.+~h+ u~ +a 
i= I  r=0  

Avec les r6sultats d~montr6s au n ° 8, nous voyons sans Feine que le 

second membre  de (9.6} est major6 par  une expression L1 "- L,(uo, f l , . . . ,  f,a) 
ind6pendante de k et h. Multipliant alors (9.6) par k, nous obtenons 

k Z x u~+~ - -  u ~ + ~  <__ k L 1 .  
I~2 r~O 
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Cette in(igalit~ peut ~tre interpr~t~e ainsi :  

T 

0 

- -  qhu(~--~)h(t) I ~ dt  ~__ kL~.  

Cela montre que, lorsque k et h-->0, 

qhU~a - -  qhu(~--~)h--->O dans L2(H) fort, i - -  2, ..., m, 

et (9.3) en r6sulte. 
Ayant montr6 (9.3), (9.4) et (9.5) r6sultent imm6diatement  des hypothbses 

(6-xiv) et (6-xv). 

9.3. - Deuxi~me par t ie  de la ddmons tra t ion:  w ( t ) - - u ( t )  p.p. 

Soit t fix~ et q le plus grand entier inf~rieur ou dgal ~t t / k  (tE[qk, (q-~- 

1)k[}. Ajoutunt membre h membre les ~galit4s (7.4) pour r ~ O ,  ..., q, i .~]1, ..., m, 
nous obtenons [comparer h (17.9), ch. I]: 

(9.7) (qhu~h(t), qaV~) ~- (qarhuo~, qhVh) + 

(q+~)k 

+~=~ f [tf~h(s), qhva)--8~k(s;  p~au~a(s), p~ava)--< X~h(s), q~avh>]ds 

0 

off fth(s) et ~aih(S; U, V) sont d~finis comme au chap. I [(16.3) et (17.5)]. 

Nous ~crivons (9.7) avec vh- - rhV ,  VE~/) et, t et v ~tant fix~is, nous passons 
la l imite avec la suite k', h'. 

Avec le m~me raisonuent  qu ' au  chapitre I, nous voyons que 

(q+l)k, 
Z a~,(s; p~h, u~,(s), p~h, rh, v)ds --> 

i = l  

0 t 
--> f a(s ; w(s), v)ds 

0 

~1 f (f~h(8), qh,~'h,V)ds--~ f (f(s), v)ds 
O 0 

(qa" r~. uo, qh" rh, V) --> (Uo, V). 
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D'aa~re part, les int~grales 

(q+~)k" 

f < Xih(8),  qihrhV>d8 
o 

peuvent ~[re ~crites sous la forme 

T 

f < x,h,is), +t(q+,k,j(S)q,h. 
o 

r h ,  V ~  ds, 

+ ~ -  fonctiou caract~rist ique de [0, ~] (~ > 0). h_vec l 'hypoth6se 

voyons que 

'}[(q+~)~lqihrhV ---> ~t~O~ V duns Lp( G~) fort, 

(6-xii) n O U S  

et, avec (9.2 b nous voyons que les int(igra|es consid6reies tendent  

ment  vers 
r t 

f <)c,(s), +t(s)+,v> ds = f <X~(s), +,v> ds. 
o o 

respective- 

I1 en r4suite que le second membre  de (9.7) (et done aussi le premier), 

tend vers une limite g(t), 

t t t 

f f J 0.S} g ( t ) -  (uo, v)"F (f(s), v ) d s -  a(s; w(s), v ) d s -  ~ <X,(s), ~ t v >  ds. 

o o o 

Ainsi pour tout t~[0, Tj, (qh, umh,(tb qh, rh, V) tend vers g(t) et, d'apr/~s (6-xi) 

e$ le th~or~me 8.1, les fonctions t~---->(qh, Umh,(t), qh, rh, V) sent essentiel lement 

born~es  sar  [0, T], ind6pendamment  de k et h. Duns ces conditions, soit 

une  fonction scalaire continue sur  [0, TJ (~ E @): d' apr~s ce qui precede et le 

th~or/~me de Lebesgue, on a 

I' T 

o 0 

On v~rifie faci lement  avec (6.1) que ~qh, rh, v-->~V dans LI(H} et avec (9.2) 

et (9.3), on a aussi 

T T 

2 0 
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Par  comparaison 

:F 

f g(tl'~(t)dt 
o 

et donc 

T 

--  f (w(t), v)~(l)dt, 
o 

g(t) = (~v(t), v) p.p. 

~E~,  

L'6gali t6 (9.8) devient  alors 

t t 

(~(t), v) + f a(s; w(s), v)ds + fi=~f <×,(s), 
o o 

t 

= (Uo, v) A- f (f(s), v)ds, p.p. 

o 

¢oi v > ds -- 

t~[o, T]. 

Cette 6galit6 valable pour tout v~Z)) est encore valable par continuit6, 
pour tout v E V C I W  et il en r6suite l '6galit6 

t t t 

(9.9) ~v(O + f A(s),,(s)ds + f x(s)eS = Uo + f f(s)ds, 
o o o 

off 

p.p., 

X = Z X~ +, X* = ~o? X~, 

(o* E £(O~, W'~), op6rateur lin6aire transpos~ de m~ 

Avee (9.9), nous voyons que w e s t  p.p. 6gale /~ une fonction w, continue 

de [0, T] dans IV'A W)' et v~rifiant wd0 ) = u, .  Pa r  d6rivation de (9.9) nous 
a v o n s  

(9.10) w,(t) + A(t)w.(t) + x(t)--  f(t). 

Pour  coaelure  que w , -  u, il nous su[fit done de montrer  que 

(9.11) X -- Bw, .  

C'est  l 'objet  des lemmes qui suivent. 

LEM~IE 9.2. 

La  fonction w ,  est conlinue de [0, T] dans H el 

T 

(9:12) I w,(T) 1 s + 2 g~e f [a(t; w(t), w(t)) + <x(t), wIt)>]dt "- 

0 
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T 

= l Uo I ~ + 2 ~ e f  <f(t),~2v(t)> dr. 
0 

)/[Sme d~mons t ra t ion  que pour  le l e m m e  4.2. 

LEMME 9.3. 

P o u r  i ~- 1, . , . ,  m,  p o u r  tout  t E [0, T], 

(9.13) qh, u,n,(t) --> w,( t )  d a n s  1=t faible.  

M~me d6mons t ra t ion  que pour  le l e m m e  17.2, ch. I. 
Nous al lons ma in t enan t  d( imontrer  un r~sul ta t  plus precis  que  (9.11). 

LEM~E 9.4. 

X~* - -  B~ w,  i "" 1, ..., m. 

Ddmons t ra  l ion.  

Comme pour  le l e m m e  4.4., ~tant donn6es m fonct ions  ¢?~ v~rif iant  

(9.14) ~je ~(H) n L~(V} (~ Lp(Wj), j = 1, ..., m, 

nous consid~rons l ' exp re s s ion  su ivante  (2o): 

off 

Yh, = i ~(T) - -  qhU~ +~ ~ + 2 2 U~ ~ - -  U~ + 

°f 
-~ 2 Ne Z ~ie(t; 6)j~(t) - -  pihUih(t), 6~j?(t) ---pihUih(t})dt + 

i=~ J 
0 

T 

-{- 2 ~"tz i < J~/e(t) • (~ojp;{t)j -- /~je(t)  • (qihn)h([l), {O)j?i(t)) - -  (qihUih(t)) > d t  

0 

? - - - -  Z % .  
~n i=1 

Nous 4crivous 

T 

°f 
0 

; '~)L~tt), co;?(t)tdt + 

(s0) P o u r  la ddfini t ion de a~.~(tl; u, v), of. (16.3), Ch. I ,  pour  la d~fini t ion de Bik(t), of. (8 12). 
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T °f 
o 

< Bi~(t). (%~¢fl)), (eoic~i(t))> dt 

. - -  ~ ~ N + I ~  
Y?~ -- 2 Ne (~(T), uh h i -  

T 

- -  2 ,~.e~.= f [aik(t; c~j~(t), pihuih(t)) + a~(t; p~up~lt), co~(t))]dt - -  

o 

1" 

- 2 ~,~1= f [<~j~(t). (~oj~i(t)), qi~ujh( t )>  + <~i~(t) 
o 

r = O  

T 

o 

T 

+ 2 N e ~  (</~ik(/)  • (qihU, h{t)), q,,,Uth(t)> dr. 
1=1 J 

0 

. (qjhu~h(t)), ¢o~¢¢~(t)>]dt 

Le passage ~ la limite se fait sans difficult6 pour Y~,, grhee au lemme 
16,3 du eh. I et h (9-i): 

T 

lim Y* - -  ~ [2 f k,h-~o h~ Y~=t~clT)  + 2 N e  a(t; ~(t), ~ ( l ) )d t+  

o 

T °( 
+ 2 ge  Z < Bi(t)c?j(tt , ¢?j(t)> dr. 

] = 1 . 1  
o 

Pour y2 h'¢, on utilise le lemme 16.3 du Ch. I, (9-i), (9.2) et le lemme 9.3 
ei-dessus ; alors 

lira Y L ,  = ~:: = - -  2 a e  (~(T), ~v,(T)) - 
k'~ hf---> 0 

T 

-2 ef[a(t; ,v.), 
o 

T °; 
- -  2 g~ejE=, [<Biltl?i(t), w(/)> + <xT(t), :?/ t)>]dt .  

o 

N'ous transformons y3 1' h, ~ aide de l'6galit6 d'6nergie (8.10); nous passons 
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/~ la l imite et, u t i l i sant  (9.12), nous obtenons 

T 

l im y8 ~ = f ,.o = Y~ t ~v,(T) I ~ + 2 ~ a(t; ~v(t), ~v(t))at + 

0 

T 

+ 2 g~ef < x(t), w(t)> dt. 
0 

Regroupant  ces r6sultats,  nous en concluons que 

lira Yh,, -- ~9 --  ! ~(T) - -  w,(T)12 ~- 
k'~ h'-oO 

T 

°f + 2 a~=~= <B~(t)~it)  - -  ×7(t), ~i(t)-- w(t)> 
0 

dt. 

En raison de (6-iii) et (6-viii), l ' express ion  Yh, est positive ou nulle.  Nous 
en concluons,  it la limite, que :Y9 est positif ou nul quelles que soient les 

fonctions ~1 v6rif iant  (9.14). La  d6monstraf ion du lemme se termine alors comme 

dans le lemme 4.4. 
Avec ee lemme, nons pouvons aff i rmer  que 

T0$ - - -  U .  

Pui sque  la l imite  est ind6pendante  d e  la sous-sui te  k', h', les convergences  

(9.2) et (9.13) ont l ieu pour  la suite k, h, e l le-m~me. 

(9.~5) 

9 . 4 . -  Troisi~me pattie de la ddmonstration : Rdsultats de convergence forte. 

Pour  t et i fix6s, t E [0, T], 1 __< i <-- m, nous consid6rons [comioarer it (18.5), 

chap. 1] : 

x~h(0 = t~(t)-  qh~h(t)1 ~ + ~* u~+~ - u F ~  : + 
q, ] 

t~j 

+ 2 Ne Z ( aik(t ; ~iu(t) --PihUih(t), 631U(t ) --pihUjh(t))dt + 
t = 1 J  

0 

-t- 2 NesZ ~ f </?i~:(t).(%u(t)) Bie{t)'(q~nuinlt)), to~u(t)- qihu~h{t)> dt 
0 

off la sommat ion  Z* et hi ont la m~me signif icat ion q u ' e n  {18.6) et {18.7 b 
chap. I. q, i 

On mont re  que, lorsque k et h---->0, X~h(t)-->0 ce qui impl ique  que 

qhUih(t)--> u(t) dans / t  fort. 
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p ~ u ~  --> (~ u dans LdF~) 

ce qui termine la d6monstration du th~or~me. 

9.5. - Compldment au thdor~me 9.1. 

Pu isque  Xmh(T} ---> O, nous avons aussi 

(9.16) 

(9.17) 

De m~me, puisque Xm~(T) --> O, nous en concluons que 

fort, 

T °f 
0 _< 2 ~e  Z </~k(t) • (o)~u(tl) - -  t3~k(t).(q~hU~h(t~t, o)~u(t~- q~hu,h(t)> dr<__ 

~ i  ,.~ 
0 

~ X,,,h(T) --> O. 

Avec (9.2) et le lemme 9.4, (9.16) donne aussi 

T 

~e f < [~k(t) . (q~hu~h(t)), q,hu~h(t)> 
0 

T 

,-, Ne f <B~(t)u{t), u(t)> dt, 

0 

dr--> 

i = 1 ,  ...~ m. 

Dans certains cas, (9.17) nous permet  de d6montrer  que 

(9.18) q~hu~h-->to~U darts Lp(G~) fort. 

Voici un r6sultat  precis analogue ~ celui du thdor~me 4.2: 

T~EOREM~ 9.2. 

Sous les hypotheses du thdor~me 9.1, si l' esl~ace G~ est uni formdment convexe 
el si l'hypolh~se {6-viii) est eompldtde par  

(9-i0 [ vEGa, p.p. tE[0, T] 

alors 

(9.18) q~huih --> tO~U dans Lp(G~) fort. 

Ddmonstration. 

Comme pour  le th6or~me 4.2, nous v6rifions que 

et puisque qmU~h--> tO~U dans Lp(Gi) faible, nous obtenons (9.18). 
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10. - E x e m p l e s .  

Nous  a p p l i q u o n s  ce qui  p recede  aux  exemple s  du  n ° 5. 

10.1. - EXEMPLE 1 (suite). 

Espaces H, F~, Gi. 

Nous  posons  H = H - -  L~(~2) et 

pour  i --  1, ..., n 

(I)t--- L~(12), £~ - -  Lz(tl) X L=(~2), 

W~ = { 0 }, G~ "-- L2(~2) X { 0 }; 

pour i "- n + 1 

+ ~ = { o } ,  F, = L2(a) × / o } ,  

w~ = 5p(a), Gl = L2(a) × Lp(a). 

Les  espace  F~+I, G~, ..., G, sont iden t iques  h H X {0} et n e j o u e n t  a u c u n  

r01e: ce sont  les e spaces  assoei~s au:~ op~ra teurs  A,~+~, B~, ..., B,~, i d e n t i q u e m e n t  

nuls.  

Opdrateurs co~ , ~o~ 

pour  i - -  1, ..., n 

si 

si 

pour i - - n - ~  i 

si 

si 

Formes a f t ;  u, v) 

i - - 1 ,  ..., n 

u E V~, ~ u  = (u, D~u), 

u~  W~ = H, ~ u  = (u,[O); 

u E lzi ---- H, @u = (u, 0), 

u ~ ~ ,  to~ u = (u, u). 

adt ; u, v) = f at(x, Ou~(x)v~(xidx, 
~2 

pour u, v ~ F i ,  u = (~ro, ud, v -  (Vo, vl). 

i ~ n + l  

a~(t; u, v ) =  0. 
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Opdrateurs l~(t) 

i - - l ,  ..., n 

i - - n + l  

/~(t) = 0 ,  

ind6pendant  de t et ddfini par 

< [~,u, v >  = f u,(x) lp-~u,(x,)v,(x)dx, 
f l  

pour u, vE G~, u - -  (uo, u,), v - -  (Vo, v~). 

Espaces Vh. 

L'espace, Vh est l ' espace des fonctions 6tag~es Uh: 

uh(x) = ~'o~ Uh(M)wh~(x), uh(M) ~ C, 
M G ~ 2  h 

o 1 

~2h, mh~z, d6fiuis au chap. I, section 11.1. 
o 1 

La dimension N!h) de Vh est le uombre de ME f~h. 

Opdrateurs qh, rh, Pih, q~h • 

Pour  u E H ,  r h U - -  Uh est d(~fini par 

[ .  
uh(M) - -  (h~, ..., h,)-~ J u(x)dx,  

i i  
(~h(M~ O) 

Si u h E V h ,  qhUh--Uhl:~ et, pour 

i - - l ,  ..., n 

i = n + l  

o 1 
M E l2h . 

pihUh --  tU~ J~, 0), q~huh = (Uh In, Uh i~)" 

Vdrifivation des hypoth@es d u n  ° 6. 

Pour  (6-xi) et (6-xii) nous renvoyons h RAVIAR~ [28]; (6-xiii) est tr iviale 

car H - - - H ;  (6-xiv} a 6t(i v~irifi~e h l 'occasion de l ' exemple  2 du chap. 1; 
(6-xv) se v6rifie de mani~re analogue. Les autres  hypotheses se velrifient sans 
difficult6. 

Probl~mes approchds. 
r+ ~_ Pour  r et i fixes, il faut t rouver u h mE Ira solution de (7.4). 
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i - - t ,  ...~ n 
L' (fquation (7.4) s '~cri t  

i )  i i i l  i 
(10.1) I + kA~+~ u~+~ -- u~ + ~ + kf~+~, 

off Ah+~E£(Vh, Vh) est d~fini par 

(10.2) (A~+~ua, vh)= a~+~(uh, vh), ~ ua, vhE lzh 

(r~-l)k 

" - i f  f Ct~(x, t,~ ~th(X)~ Vh(X)dxdt. 
r k  II 

(10.1) est un  systbme d '~quat ions lin~aires (d4eoupl(fes comme dans le 

eas de l ' exemple  1 du chap. I). 

i - - n + l  
~JF1 

D~eomposons ~h 
o 1 

-/I/Ella: 

sur la bass naturel le  de Vh, les fonetions ~tag(ies WhM, 

r + l  
. = Y o~MW.M, ~MEC. 

M E 9 ,  h 

o 1 
Alors, avec (7.4), nous voyons que, pour chaque ME g~h, ~M est solution de 

(10.3) ~ + k l ~ L P - ~  = g - ,  

gM 6rant eonnu gM = U~+-~-- + kf~ +~, WhM h" 
Les diff6rentes composantes de ~a sont donc solutions d'6quations alg6- 

briques tr•s simples et totalement d6coupl~es. 

Les  probl~mes approch6s ([0.1) st (10.3} sont beaeoup plus simples que 

les probl6mes alg6briques ~ r6soudre lorsqu 'on envisage l ' approximat ion  de 

u par  un seh6ma implicite classique k deux niveaux en t. 

Rdsultats de convergence. 
Par  application des th6orbmes 9.1 et 9.2, nous obtenons les r6sultats de 

convergence suivants : 

l 
ush IQr - > u  dans L~(L~(t2)) 

f l uM z, -- u(~, t) t" dx -~ O, t) 

t ° i = 1 ,  ..., n - t -  1. 

faible 

pous tout rE[O, T] 
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l~u~hiQr-->D~u dans  L~(QT) fort, i - - l ,  ..., n 

I u~h ]qr-'-> u dans  Lp(Qr) fort,  i --  n + t. 

10.2. - EXEM]?LE 2 (suite). 

Espaces [t, F~, Gi. 

Nous posons / t - - L 2 ( R ' ) ;  H = Lz(gt) e n e s t  un  sous espace h i lber t ien  si 

nous  convenons  & i d e n t i f i e r  uEL2(~t) avee la fonct ion  uEL2(R ~) 6gale ~t u dans  

~2 et it 0 dans  ~ .  

Pour  i - -  1, ... ,')~, 

• ~ = l o }, F~ = L~(R.)  × { o  }, 

W~-- Lp(gt), G~ -= L~(R'*) X Lp(n). 

Opdraleurs (o~ , (~ . 

S i  u E V~ - -  H ,  co~ u - -  (u, O) 

S i  u E Wi ,  ~o~ u --- (u, D~ u), i~--- 1, ..,~ n .  

Formes a~(t; u, v): i den t i q u e me n t  nulles.  

Opdrateurs [3~(t). 

I ls  sont  ind6pendan t s  de t et d(~finis pour  i - - 1 ,  ..., n, par  

< ~ u ,  v> = (lu~(~) 
. 2  

~4 u, v E G~, u = (uo, u 3, v = (Vo, v~). 

Espaces Vh. 

L ' e s p a c e  Vh est l ' e space  des fonct ions  (itag~es Uh, 

uh(x) = Y, luh(Ml~vh~(x), u~(~1) ~ C. 
M{~12 h 

La  d imens ion  N(h) de Vh est le nombre  de MEgt~ .  

Opdrateurs rh, qh, P~h, q~h. 

Si Ft est assez r~gulier ,  il  existe un  op~ra teur  l in~aire  $ coa t inu  de L2(~) 

dans  L2(R *~) et de W dans  { u l u  E L2(R~), D~uELp{R ~) }. Si uEH,  r h U - - U h  est 
d~fini  pa r  

uh(-~l) = (h, . . . . .  h")-I  t"  ~u(x)d~, ~4 M E ~ .  
. 1  

%(M, o) 
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L'op6ra teur  qh est l'identit~i, qhUh---Uh, et~ pour i . ~  i, ..., n :  

p~u~  = (u~, 0), q~u~ = (u~, ~ u~ I~). 

Fdrifi~ation des hypotheses du N ° 6. 

Pour  (6-xi) et (6-xii), of. [2S]; (6-xiv) est triviale puisque cp~-  {0 }; (6-xiii) 

et (6-xv) se v6rifient eomme clans l 'exemple 1 du chap. I. Les autres hypothbses 

sont imm6diates.  

Probldntes approchds. 
t 

Pour  r et i fix6s, il faut t rouver u~+m solution de (7.4). I1 s 'agi t  d ' u n  

syst~)me alggbrique de N(h) 6q.uations pour les composantes ~ de u h ~ ~M = 

Comme duns le cas liu~aire ee syst~me se dScompose en plusieurs syst~mes 

ind6pendants, chacun de ces syst~mes correspoadant  h t o u s l e s  23IC ~2~ et 

situ6s sur un m~me parall~ie /~ l ' axe  des ~c~. Ces syst~mes sont beacoup plus 

simples que les sys~mes  alg6briques qu ' i l  faut r~soudre avee une m(~thode 

d 'approximat ion  implicite ciassique (m ~ 1). Leur  r~solution n 'es t  toutefois 

pus immediate  et nous reavoyons ~ BREZIS-SIBONY [4] pour la r6solution 

effective de ces systbmes. 

Rdsultats de convergence. 

Par  application des th6orbme 9.1 et 9.2, nous avons:  

Lorsque k et h-->0, pour i - - 1 ,  ..., n, 

~U~h]QT--->D~u dans Lp(Qr) fort 

u ~ - - > u  duns Lz~(L2(R~)) faible 

f l u~(x, t )--u(x, ,  t) l-' dx-->O tout t~[O, T]. pour 

ltn 

11. - Approximat ions  de type mfihl. 

Nous allons indiquer  maintenant  une nouvellc m6thode d 'approximat ion  

discrete par t icul i~rement  adapt6e ~ l ' exemple  1. 
h'ous nous pla~ous dans le cadre des hypoth6ses du n ° 6 et nous suppo- 

sons que les d6compositions de A(t} et B(t} sont choisies de manibre que 

I a~(t; u, v ) = 0  pour i = m l - P 1 ,  ..., m 

( l l - i )  /3~(t) : 0 pour i - -  1, ..., m~, 

ml entier, 1 <: m, ~ m .  
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11.1. - Probl~me approchd. 

Soit 0 un  param~tre  r~el fix~, O E[O, 1]. Les fonctions approchdes  ut~ 

d4finies sur  [0, T] h valeurs dans Vh sent d~termin~es comme suit :  
Nous par tons  de 

(1t.1) u~ - -  rhuo. 

Supposan t  connu  Uh, nous allons d6finir  les fonctions U~h sur l ' in te rva l le  

Irk, (r --~ 1)k[. 

P o u r  i =  | ~ ..., ml  

(tl .2) u~(t) : u~+~ pour  tE[rk, (r + 1)k[, 

les u~+~n(E Vh) dtant dOfinis success ivement  a par t i r  de u~ comme la solut ion de 

(I 1.3) 

off 

(1 1.4~ ~ + ~  -- OUh+~ -+-It --  O)Uh + ~ .  

L ' ex i s t ence  et l 'un ic i t~  d ' u n e  solut ion pour  (11.3)se v~rifient sans peine, 

cette ~quation ¢~tant lin~aire (en Uh+~n). 

P o u r  i - -  m~ ~ t, ..., m. 

La restr ic t ion de ~t~h h. l ' in te rva l le  [rk, I r -~  l!k[ (restriction encore notre  
U~h) est d~finie comme la solution de 

01.5) 

U~h E L~(rk, (r q- 1)k ; Vh) 

d 
d-t (u h(O, v )h + = 

U~h(rk + O} donn~ dans Vh. 

L ' ex i s t ence  et Funicit~ d 'une solution pour  (11.5) r~sultent  du thdor~me 1.1. 

Pr~cisons les condit ions ini t iales  dans (11.5); Uh+~  ayant  ~t~ d~termin~ 

par  (11.3), ces condit ions init iales seront  success ivement :  
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(11.6} 

~ + ~  
u(m,+~)h(rk -~- O) "-- u h 

u(,~,+~)h(rk + O) = v(,~+~)h((r + 1) k - -  O) 

u,.h(rk + 01 = u~,._~)h((r -k 1)k - -  0) (not~ 

(not~ q_,n~+~ 

Les  fonc t ions  u~h sont  ainsi  eonnnes  pour  tE[rk, ( rq-1)k[ .  Nous posons 

(tl .7) u,~h((r + 1)/~ 0) u "+~ 

et nous  sommes en mesu re  de passer  i~ l ' i n t e r v a l l e  [(rq-1)k..  (rq-2)k[,uh'~+' 
r 

r emplagan t  uh .  

Les  fonct ions  ueh 6rant connues  sur  tout  l ' i n t e rva ] l e  [0, T], nous d6finis- 

sons enf in  les fonct ions  n,,h: 

( t l .8j  
,v,~(tl = ~vi: +,k 

r = O, ..., IV, 

pour  tout  t E [rk, (r q- t) k[, 

i - -  1, ..., nh 

(11.9~ { w~h(t) = u,h(t) pour  t e l 0 ,  T] 

i - -  m~ -a t- 1, ..., m. 

REMAI:CQUE 11.1. 

Les  dquat ions  (11.3) fo rmen t  un syst~mo alg~brique d ' dqua t i ons  l in~aires  

tandis  que (11.5) est un  syst~me diffdrentie]  non l in~aire  ( independant  de t). 

L a  r~solut ion de 111.3) n ' o f f r a n t  pas de difficultY, la m(~thode c i -dessus  est 

su r tou t  ut i le  torsque les ~quat ions  (11.5) peuvent  8tre int~gr~es exp l i c i t ement  

(cf. sect ion 11.3}. 

11.2. - Enoncd des rdsultats de convergence. 

Avec les mdthodes  du chap. I e t  de ce chapi t re ,  nous  ddmont rons  les 

r~sul ta ts  su ivants  

TIt:EOt~ME 11.1. 

Les hypotheses so~t celles des n ° 1, 2 et 6, (9-i) et 111-0; u ddsigne la 

solution du probl~me 1. 
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111 

(11.10) 

11.11) 

, lorsque k et h---> O, 

{ qhU~h--->U darts L~oII[) faible 

qhU~h(t) --> U(t) darts H fort, 

Pih~Vih --'-> 6)~ U darts LJF~) fort, 

~zlE[0 ,  T], i =  1, ..., m. 

i = 1 ,  . . . ,  m~ 

(11.t2) q,hw,h--atO, U dans  Lp(G~) faible, i = m ,  q -1 ,  ..., m. 

TH]~OR2ME 11.2. 

Avec les m~mes hypotheses que prdcddemment, si 0~[0, 1/2[, si k et h tendent 

vers 0 de m a n i & e  que 

(11.13} kS~(h) --+ O, i - -  1, ..., m,  , (2,) 

alors les convergences (11.10)-(11-12) out lieu. 

I~EMARQUE 11.2. 

Si 0El0, I/2[, cornme pour  le th~or~me 14.2 du chapi t re  I, on d~montre  

la stabil i t~ des fonct ions  approch~es,  m o y e n n a n t  une  condi t ion du type 

kS~Ih )~  eons tan te  convenable .  

Eu raison des termes  non l in~aires,  la stabil i t~ ne suff i t  pas ici pour  

passer  ~t la ]imite. L a  condi t ion  (11,13) appara i t  alors comme dans  te th~for~me 

18.1 du  chap.  I. 

1 1 . 3 . -  EXEMPLE I (suite). 

Ici  ml----n,  m- - - -n - [ -1 .  Avec les nota t ions  de la sect ion 10.1, nous  

vons ~crire les 6quat ions  l in6aires  (11.3) sous la forme 

pou- 

(11.14) 
( ') , + k0A;+  ui+  = ui+  + 

i l i--1 

q- k f~+~ - k(1 - -  O)A~+~u~ + ~- ,  i = l ,  .... n. 

Si nous  posons u(,,+~)n(t)= ~o,~M(t)WhM, le systbme (11.5) se r~iduit a lors  
M e f l  h 

(21) On d~finit S,(h ) eomme au chap. I:  e'est la meilteure eonstante telle que 

It un H~h ~ Si(h) l u~, lh, Y uh e Vh. 
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des ~quations diff~rentielles d~icoupl~es, 

f + l = ,V M)h (donn ) 
(11.15) [ ~M(rk~+O) donn6; MEl2h.  

L' int6grat ion de ces 6quations est imm6diate, en part icul ier  si les seconds 

membres sont nuls, c 'est-~t-dire si on a choisi f ,+l  " -0 ,  ce qui est loisible. 

Envisageons alors les deux cas les plus importants,  ~ - - 1  et 0 -  0. 

Pour 0 --  1. 

Cette m6thode est tr~s voisine de celle envisagfie au n ° 7, mais son intfr~t  

r6side dans une simplification suppl(imentaire des problbmes approch~s. 

Les 6quations (11.14) sont identiqucs aux 6quations (10.1) mais les 6qua- 

tions alg6briques (10.3) (simples mais non immfdia tes  /~ r6soudre) sont rem- 

plac6es par les 6quations diff6rentielles (11.15) que l 'on sait int6grer explici- 

tement. 
Les deux m6thodes sont incondit i0nel tcment  stables et conduisent  aux 

mSmes r6sultats de convergence.  

Pour O -- O. 

Les 6quations (11.14) sont explicites, et, les 6quations (11.t5) ~tant int6gr~ables 

explicitement,  on peut  considdrdr le schdma comme explicile. La  condition de 

stabilitd est la m~me que darts l e c a s  lingaire {remarque 11.2) et (11.13) assure 

la converge~ice. 

C H A P I T R E  I I I  

]~QUATIONS D'I~VOLUTION LIN]~A]RES DU 2~me ORDRE EN t 

UNE CLASSE D']~QUATIONS D't~VOLUTION NON LIN]~AIRES 

DU 2~me ORDRE EN t 

Introduction. 

Dans ce chapitre nous 6tudions i'a pproximation de la solution d '6quations 

(1) A(t)u(t) -4- u"(t) -4- B(t)u'(t) - -  f(t), 

ot~ A(t) est un op6rateur lin6aire de type elliptique et B(t) un op6rateur lin~aire 

de type elliptique, ou un op6rateur non lin6aire monotone. 
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Los m6thodes & a p p r o x i m a t i o n s  pour  ces ~quat ions  sent  d i f f~rentes  des 

mgthodes  relat ives  aux  6quat ions  du le t  ordre  [c 'est-~t-dire,  ce ne sent  pus 

celles que l ' o b t i e a t  en posant  v - - u '  et en 6cr ivant  fo rmel lemt  ( t ) c o m m e  une  

~iquation du ler ordre pour  u = (u; v); cf. I{emarque 2.1 el-apt#s] .  

Les n ° t ~ 5 oonGerner~t les approximations semi-discr~tes. 

&u n ° t nous [ormulons  le probl#me exact  den t  nous  cherchons  it approcher  

la solut ion.  

Au n ° 2, nous  fo rmulons  les hypotheses  n~eessaires  et d6finissons les 

solut ions  approch6es  semi-discrbtes .  Nous 6 tabl i ssons  des es t imat ions  it pr ior i  

pour  ces solut ions  approch6es  (n ° 3} et d~montrons  leur  convergence  vers  

la so lu t ion  du probl~me exac t  (n ° 4). 

Ces r6sul ta ts  sent  appliqu(is au  a ° 5 it deux  exemples ,  Fun  l in6aire,  l ' a u t r e  

non lin~taire. 

Les n a 6 4 11 concernent les approximations discr~tes. 

Au n ° 6 nous  fo rmulons  los hypoth#ses  de discr6t isat ion.  Nous  d6f inissons  

ensu i te  les solut ions  approch6es  discr#tes  (n ° 7), nous 6tablissons des es t ima.  

t ions ~ pr ior i  pour  ces solut ions  approeh6es  (n ° 8) et d~montrons  leur  convergence  

vers la so lu t ion  dR probl#me exac t  (n ° 9). 

iku n ° t0, nous  app l iquons  les r6sut ta ts  pr~c6dents  aux  exemples  d u n  ° 5, 

Au n ° 11 nous #tudions  .une au t re  m~thode & a p p r o x i m a t i o n  discrete .  

§ 1. - A p p r o x i m a t i o n s  s e m l - d l s c r ~ t e s .  

1. - l t a p p e l s .  Le probl~me exact .  

5Tous nou~ donnons  deux  espaces  de Hi lber t  complexes,  V et H, et un  

espace de Banach  complexe  r~f lexif  W, tels que V e t  W soient  inelus  dans  

H, les in jec t ions  6tant  cont inues ,  bi'ous, supposons  6ga lement  que V ('1 W e s t  

an  espace  s6parable,  dense duns V, duns W e t  duns H. Nous herons t(u, v)), 

[]uit [resp. (f, g), i f  i], le p rodui t  scalai re  et la norme dans  V [resp. / / ] ;  []Uflw 
d~signe la norme  dans  W. 

Nous ident i f ions  H h son a n t i - d u a l ;  X d~s ignant  toujours  l ' a n t i - d u a l  d ' un  

espace de B a n a c h  X, nous avons alors les inc lus ions  su ivan tes :  

V O  W c V c H ~ V ' c ( V A  W)' 

V Cq W = W c H =  W ' c ( V A  W)', 
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les injections ~tant continues et chaque espace ~itant dense duns le suivant.  

Soit a(l; u, v), tE[0, T], une famille de formes sesquilineiaires cont inues 

sur V, vdrifiant les conditions suivantes:  

(l-ii) a(t; u, v ) = a ( t ;  v, u), ~ u ,  vEV, ~ / £[0, T]. 

(1-iii) a{t; u, u ) ~ O ,  ~ u E V ,  ~ t~ .[O,  T]. 

a(t: u, u)+Xlul2_> llull 
(l-iv) 

uEV, ~ t6[0, T]; o: > 0. 

Pour  tout uEV,  la fonction t-->a(t; u, u) est une lois conti- 

nfiment diff(irentiable. 

d 
(1-vi) a'(t ; u, u) - -  d-~ a(t ; u, u) <-- O, ~ u E V, ~ t E [0, T]. 

D'aprbs (i-ii) et (i-v), la react ion t-->a(t; u, v) est une lois eontinfiment 

diff~rentiable pour tout couple d'414ments ~t, v de V; il existe done une 

constante M relic que :  

In(t; 4, u) t+ ia ' ( t ;  v)i<-MLlut] Llvlt 
(I-vii) 

l pour u, vEV,  pour tE l0 ,  T]. 

Nous associons h la forme a(t; 4, v), l 'opdrateur  lin~aire A(t), appl iquant  

V dans V, et d~ifini par 

< A(t)u, v > -- a(t; 4, v), ~ u, v E V, 

< , > ant i -duai i t6  entre VN W e t  (V(~ W}'. En raison de (1-vii) l 'application 

lin~aire ~(.)-->A(.ju(.} est continue de L~(VJ duns L2(V'). 
Soit encore B(t}, /E [0, T], une famille d 'op~rateurs  (non lin6aires) qui 

appiiquent  W dans W' et qui v(irifient les propridt~s suivantes :  

t Pour  presque tout t, B(t) est continu des sous-espaees de di- 
(i-viii) 

mension finie de W duns W' faible 

f ~e < B ( t ) u - -  B(t)v, u - - v  > ~ 0  
(1-ix) [ ~-u,  y E W ,  p.p. tE[O, T] 

~e<: B(t)u, u >  - [ - ~ t u l p ~ t t u L l ~ v  
(i-x~ 

l ~ u E W ,  p.p. tEE0 , T]; ~ : > 0 ,  ~ > 0 ,  l < : p  < c ~ .  
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(1-xi) 
t Si u( . )ELp(W} ,  alors B I . ) u ( . ) E L # ( W ' )  ~ln/sPeri+ ( 1 / p ' =  1 I. 

L'appl ica t ion  **(.)---> B(.}**(.} trausforme les bles born(is 
I de L~(WI en ensembles bornds de Lp,IW') e t e s t  faiblement 

continue sur les droites de Lp(W). 

Nous consid~rons alors le probl~me suivant:  

PROBL]~ME 1. 

Etant donnds no E V, ~, E H et f E L~(HI + Lp,( W'), trouver , ~e fon tion u 
vdri fia n t 

(1.t) 

(k2) 

(13) 

(1.4) 

. E L~(V) 

u' E L~(~) n Lp( W } 

A(Ou(t ) + u'(t) + B(I)u'(t} = f(I), 

~(0} = Uo, u'(0) = u~. 

E ]o, T[, 

R EMARQUE 1 . l .  

D'apr~s W . A  STRAUSS [35], si une [onctioa ~ v6rifie (1.l), (1.2} et (1.3t, 
aloes, aprbs modification dventuelle sur un ensemble de mesure nulle, 

(1-5) 
I u est une fonc~ion continue de [0, TJ.-> V, 

• d est une fonetion continue de [0, T]-->H. 

Cette remarque  donne en part ieul ier  un sens ~ (1.4). 

Le r~sultat suivant est dft i~ 3. L. LIoNs et W.A.  S~RAUSS [21], [35j: 

TEIt~OR~ME 1.1. 

So~*s les hypotheses (l-i) h II-xi), le probl~me 1 poss~de une solution u 
unique. 

La fonction u e s t  continue de [0, Tj dans V, sa ddriv~e ~( est continue de 
[0, T] dans H. Pour tout t E[O, T] nous avons I' dgalitd d' dnergie suivante : 

(1.6) 
t 

l u'(0 t s + a(t', u(t), u(O) - f  a'(s; u(s), u(s))as + 
0 

t 

+ 2 ~ e ~  <B(s)u'ls), u'(s)> ds = [ul t: + at0; Uo, Uo) + 
0 

t 

+ 2 Ne f < f (s), d(s) > ds. 
0 
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Nous nous intdressons duns ce chapitre, ~ l' approximation de eette fonclion u. 

RE~ARQUE 1.2. 

Le th6orbme 1.1 est encore valable si l 'ou  remplace B{I) par une somme 

finie d' op~ratears analogues it B~t) avec des espace Wdif f~ren ts  et des nombres 

p diffOrents pour  chaque op~rateur. Tout ce qui suit pent se g~neraliser ~ de 

tels problbmes. 

RE~ARQUE 1.3. 

Le th~)r~m~ 1.t res~e encore oral si l 'on  suppr ime l 'hypoth~se (1-vi) 

reals, pour simplifier, hens ne trai terons l 'approximat ion du probl~me 1 que 

dans le eas o/~ F hypothbse (i-vi) et d ' an t res  hypotheses  semblables sent v~ri- 

fi~es. Cer~aine r e m a r t u e s  simples (rein. 3.2, 4.i et 9.t[ indiqueront  comment  

les r~isultats s '~ teudent  au cas off l 'hypothbse (1-vi) n ' e s t  pas v~rifi6e~ l 'op~. 

ra teur  B dtant toutefois lin(~aire. 

2. - Problbme approchd semi-diseret. 

Nous nous donnons m espaces de Hi lber t  V~, ..., Vm [produits scalaires 

((t+, v))~, normes [I uI]~] et m espaces de Banaeh r~flexifs W1, ..., Wra [normes 

II u te l s  que  

V ~ V~ ~ tt, W ~  Wi ~ H, i --  1, ..., m, 

les injections ~tant ,continues, V N W 6taut dense dans chaque V¢et  duns H. 

I1 en r6sulte que les espaces V~, W~, sent s~iparables et denses dans H. 

Pu isque  H est identifi~ it son anti-dual ,  nous avons alors les inclusions 

suivantes  : 

(2-i) { V N  W c V c V ~ c H ~ V ' ~ V ' ~ I V N  WI' 

V n W =  W c  W ~ t t =  W~ ~ W ' c ( V  n W / ,  

les injections 6taut continues et chaque espac'e 6tant dense dans le suivant. 

Nous faisons les hypothbses suivantes :  

(2-ii) V = n v~, W = N W~. 
i = l  i = l  

Avee (2-i), (2-ii) et le thdor6me du graphe ferm~ nous voyons que 

II IIw +t II u []w, 

seat  des hermes ~iquivaientes sur V, 

sent des normes ~quivalentes sur W. 
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Par  anti-duali t4,  ~2-ii) implique aussi que 

(2-iii) 
m 

V'----- Z V~, W ' = Z W ~ .  
i ~ l  i ~ 1  

5Tous supposons que, pour tout t E [0, T], 

(2-iv) a(t ; u, v) -- Z a~(t ; u, v), ~ u, v E V, 

off, pour i .... 1, ..., m, ai(t; u, v) est une forme sesquilin~aire continue sur 

17~ X V~, v(trifiant des propri~t(~s identiques h (1-iil-(1-vii), V ~tant remplac~ 

par V~, les constantes a, )., _M, par des constantes ai, ki, Mi. 
Nous associons h la forme ~(l ;  ~, v), Fop~rateur  lin~aire Ai(/)E,~(Vi, V~), 

d~fini par 

< A~(t)u, v > -~ a~(t ; 'u, v) ~ u, v E V~. 

L'appl ica t ion  u(.) --> Ai(.)~(.) est lin6aire et continue de L~(V~) dans L~(V~'. 

Nous supposons enfin que, pour presque tout I E[0, T]: 

(2-v) B(t)v = Z B~(l)v, ~ v E W, 

oh les Bi(l) sont des op~rateurs qui appliquent W~ darts W} (p.p. t El0, T], 
i --- 1, :.., m) et qui v6rifient des propri~t~s identiques ~t (1-vii)-(1-xi), W ~tant 

remplac6 par W~, ~ et l~ par des constantes ~i et ~ti, la constante p ~tant par 
contre la m~me. 

Puisque fEL~(H)-- I -L~,(W') ,  il existe [°EL~(H) et f~ELp , (W' ) ,  tels que 
T/t 

f_~ fo._[_ [L Nous d~eomposons arbi t ra i rement  [o ous la forme /o == E fol avee 

fo~EL~(H). D'au t re  part  d 'apr~s le lemme 6.1 du Ch. I. i=~ 

m 

Lp( W )  - -  N Lv( Wi), 

et eela implique par anti-duali t6 que 

L ' L~;,(W') = 2 p,(W~). 
i = 1  

II existe done une d6eomposition non unique de f l  de la forme f l__  E fli, 

avec fl~ E Lp,(W}). Nous obtenuns ainsi une d~eomposition non unique de f de 
la forme 

m 

(2-vi) f =  Z fi, f~ = fo~ + L~ E Ldtt) + Lp,( W~). 
i = l  



320 R. TEMAM: Sur la stabilitd et Ia convergence de la mdthode, etc. 

Les fonctions approchdes. 

Soit N u n  entier  destin4 h tendre vers l ' inf ini  et k =  T / ( N +  1). Pour  

chaque k fix~, nous d~finissons les fonctions approch~es uik(i----l, ..., m) selon 

un proc~d6 semblable  ~t celui OtudiO pour les Oquations du premier ordre. 

Nous d~terminons successivement  ]a valeur  des fonctions u ~ ,  ..., vra~ sur 

l ' in terval le  [0, k - - 0 ] ,  puis suecess ivemet  sur les autres  intervalles [ r k +  O, 
(r + l ) k  - -  0]. 

Pour  ehaque i e t  chaque r, la restr ict ion de u;~ i~ 1' intervalle [rk-}-0, (r-}- 

+ 1 ) k - - 0 ]  (restiriction encore notre  ui~), est d~finie comme ]a solution du 

probl~me suivant :  

(2.1) 

v~k E Lm(rk, (r +'  1) k; Vi) 

u'~k E L~(rk, (r + I) k; H) 0 Lp(rk, (r + 1) k; ~ )  

A~(t)u~k(t) + u'/k(t) + B,{t)u~k(t) = f~(t) p.p. 

u~k(rk + 0) donn~ dans V~ 

u~k(rk+ 0) donn6 duns H. 

Ce probl6me est analogue au probl6me 1 et l 'existence et l 'unicit~ d 'une 

solution pour  (2.1) r~sialtent du th4or~me 1.1 tui-m~me. Le seul point  ~t pr~ciser 

est donc le choix des conditions initiales successives duns (2.1). 

D' apr6s le th6or~me t .I  si u~k est solution de (2.1) alors (apr~s modification 

4ventuelle sur un ensemble de mesure  nulle), ulk est continue de I rk+O,  ( r +  
+ 1 ) k - - 0 ]  duns V~, u;k est continue de I r k + O ,  ( r +  1 ) k - - 0 ]  duns H. On 

pourra donc d~finir sans ambiguit~ 

u~k((r + l)k -- 0) E V~, u'k((r + 1)k - -  0) E H. 

Les conditions initiales successives aux points rk sont alors les suivantes 

(el. Remarque  2.1 ei-apr~s): 

P o u r  r - -  O~ 

~2.2) 

ul~(O) = uo u;~(O) = ul 

u'~k(O) = u'~(k - -  O) 

' 0 ' 
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Pour  r --  1, ..., N, 

b q k ( r k  -Jr O) - '-  ulk(rk -~ O) , u'~k(rk d- O) --  u~k(rk - -  O) 

, u'~k(rk + O) - -  u~k((r + 1)k - -  0) 

(2.3) 

umk(rk -k- O) "- Umk(rk - -  0), ~t~k(rk + O) -- u~ra-1)k((r ~- 1) k - -  0). 

Les  fonct ions  u~k(t) sont  a lors  d~finies  sur  [0, T]. I1 est na tu re l  de pose r  

( i--l) 
ult~(rk) = u~k(rk + 0) not~ u ~ + ~  - 

(2.4) 

r---- 0, ..., N, i - -  t ,  ..., m, 

et  les fonc t ions  u,k dev iennen t  ainsi  con t inues  de [0, T]--> V~. 

Les  d~riv6es u' ,k sont  s e u l e m e n t  con t inues  par  m o r e e a u x  de [0, T]- ->H,  

des  d i scon t inu i t~s  ~tant poss ib les  aux  points  rk, r - - l ,  ..., IV. Nons  conv iendrons  

de  poser  

l ( i--1) 
(2.5) u~k(rk) --  u~k:rk d- 0) not~i v ~ + ~  - 

r = O, ..., N, i - - l ,  ..., m, 

ee qui  rend  les fonct ions  u' ;~ con t inues  h droi te  dans  H. 

PROPOSITION 2.1. 

Sous les hypotheses (1-i)-(1-xii) ,  (2-i)-(2-vi),  pour  chaque k fix4, il e~ciste 

m fonclions u;k ddfinies de mani~re unique  par  

(2.6) uik ~ L~(VI) 

(2.7) u~k E LL(H) N Lp(W~) 

A;(t)uMt) -{- u~'k(t) + B,it)u~k(t) = f~(t), 
(2.8) 

t E ]rk, (r + 1)k[, r ---- 0, ..., N, 

el les conditions ini t iales  successives (2.2) et (2.3). 

AnnaIi di Matematica 41 
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REMARQUE 2.1. 

Pa r  comparaison avec les 6quations du premier  ordre en t, un choix des 

condit ions initiales suecessives,  plus naturel  que (2.2)-(2.3), serait  le suivant :  

u,~(O) = Uo, u'~(O) = u ,  

f u~k(rk + O) = umk(rk ~ 0), 

r - - l ,  ...~ N 

' ' k u~k(rk -{- O) -- um~(r - -  O) 

( u~k(rk + O) --  u(i_~)k((r + 1)k - -  0), 

i - - 2 ,  ..., m, r - - O ,  ..., N. 

u~k(rk + O) -- uli_~)k((r + 1)k--0) 

Dans ce cas, nous nous hear tens  en part icul ier  h la difficult6 suivante:  

u(i_~)~((r + 1)k--0)EV,_~ et ne peut  doric servir  de condition initiale pour  ulk, 

saul  dans le cas peu int6ressant off tous les espaces V~ sont identiques ~ V. 

Par  ailleurs, avec les conditions initiales (2.2), (2.3), nous obtenons des fonctions 

u~u continues duns V~ ce qui ne serait  pas le cas avec les conditions initiales 

pr4c6dentes. 

RESIARQUE 2.2. 

Certains op4rateurs  Ai ou B~ peuvent  ~tre ehoisis nuls, l ' espace  V~ ou W~ 

correspondant  ~tant alors H. En particulier no~s pouvons faire en sorte que 
pour chaque i, un seul des opdrateurs A~(l) et Bdl) soit non nul. 

Nous allons 6tudier maintenant,  le comportement  des fonctions u;~ lorsque 

k--> 0. 

3. - E s t i m a t i o n s  k p r i o r i .  

PRoPosITIo~ 3.1. 

Lorsque k-.-> 0, pour i = 1, ..., m, 

f u~ demeure darts un ensemble bornd de L~(V3 

u~k demeure dans un ensemble bornd de L~(It) (3 Lp(Wi). 

Ddmonstration. 

En retranchant  6ventuel lement  Bdt).O aux deux membres  des dgalit6s 

(2.8), il est toujours  possible de se ramener  au cas off B~(t). 0 - - 0 .  Avee Fyh- 

poth6se (1-ix) pour Bi(t), nous voyons alors que 

(3.1) ~e <B~(t)v, v >  ~ 0 ,  ~ v E  W;, p.p. t e l 0 ,  T]. 
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S a t  chaqu~ 0intervalle [rk-{-O, ( r +  1 ) k - - 0 j ,  tes fonctions u~ v~rifient 

des ~galit~s d '~nergie  analogues ~ (1.6): 

(3.2) ! u;x(t) !~ + a~(t ; ui~(t), . ~ , ( t ) ) -  

t t 

- -  a~(s; ui~(s), u ~ ( s ) ) d s  -t- 2 o~e < B~(s) ~(s), u~(s )  > cls 
rt¢ r ~  

t 
• i--1 12 ( 

- -  v; +%- ! -k" ai(rk ; u~(rk), ui~(rk)) -{- 2 Ne < f~(s), u;~(.s) > ds, 
J 

r k  

pour  t ~ [rk -[- O, (r + 1)k - -  0]. 

D 'aprgs  (3.2), la fonct ion ~ie: 

(3.3) +;~(t) = t ui~(t)I ~ + a.(t;  u;~(t), u~(t)) 

est une fonction absolument  continue.  Nous d~rivons alors (3.2), rempla¢ons 
" t f~ par  fo~ + f~, et, puisque  a~(t; u, u) <: 0, hens  obtenons 

(3.4) 
d 
~dt ¢i~(t) q- 2 ge  < Bi(t) u:k(t), u~k(t) > ~-- 

<_. 2 ge  < fob(t) + f,,(t), u;~(t) >. 

It est possible de majorer  le second membre  de (3.4) comme sui t :  

x = 2 g~e (fob(t), u~k(t)) <_ 2 i fob(t)] I u~k(t) l <_ I fob(t) l (t + [ u:~(t)i ~) 

:[ = 2 ~ < f~(t), u:~(t) > <_, 2 II f,~(t)IJw,, tt u'~(t)tlw,. 

Avec l'in~igalit~ (1-x)~pour Bi(t) nous pouvons Oerire: 

l] u~,(t)Iwi<_ ~7 -~/~' (g~e < B~(t)u;k(t), u'k(t)) > + ~ ] u'k(t) ?)~/P. 

Uti l isant  (3.1) ot 1' in~fgalitO (a -{- b)~/~ ~ a~/p + b~/p [(a, b ~ 0), nous obtenons 

d ~ off 

' t ' "ll uik(t)TI w, -~ ~7 ~/p (g~e < Bi( ) uik(t), u;~(t) > )~/p + 

q- ~u'lP,~i" l u~k(t) f , 

Y ~ 2~71/P~ ~p tl f,/t)t]w,, t u~(t) t + 

+ 2~711p l] fli(t)l]wi, (~e < B~(t) u;k(t), u:k(t) >)l/p. 
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En raison do l 'in~galit~ de Young, nous aeons 

2D~-,/p IIf,#) llw,, (~e < B,( ) ug t ) ,  u~(t) > 

lea ct, c~ d~sigaant comme &habi tude des constantes ind~fpendantes 
et alors : 

Y ~ e  < Bi(t)u~k(t), u;~(t) > + o~. t] fi~(t){]~,, + 

Cr t 
2 II f~(t)[lw,' (1 -f- I u;k(t)I"). 

Avee ees majorafions du second membre, (3.3) donne:  

d tpMt ) -{- < B~(t)u~gt), ~t[k(t) > ~ '  ~e 

----< (t fo,(t) } + ol. I f,i(t) llg,, + o'2tl f,~(t)[iw;) + 

+ ({ fob(t) I -k- d= [1 fi~(t)1t.~') I u£(t) ]=, 

et il en r6sulte faeilement l ' in4gali% suivante 

d +ik(t) 4- ~e < B~(t)u;gt), u;gt) > ~ gi(t) [1 -~- ~gt)], 
dt 

(3.5) 

off 

(3.6) gi(t) ------ [ fo,(/) I -b e: II flu(t)t]~" + c'2 II fu(t)llw,'. 

Estimations ~ priori dans L~(V~) et L~(H). 

En raison de (3.1), (3.5) permet d '~crire 

d ~,(t) ~_ g~(t) . [1 -b q);k(t)], 

t 

d~ l [1 + +;~(t)]. 
r k  

t 

Y 1 [t + ~p~,(t)] <_ [1 + ~,(rk + 0)] [exp g;(s)ds . 

r k  

de k; 
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Nous on d~duisons ceci: 

(3.7) 1 + tu;k(t)i ~ + a~(t; uik(t), uik(t)) ~-- 

<_ + , + ai(rk; ulk(rk), uik(rk)], 

pour t E [rk, (r -}- 1)k[, et 

(3.8) 

off 

1 + v~+~ 2 + a~((r + 1)k; uik((r + 1)k), u~((r + 1)k)) _~. 

--~ ~',[1 + v;+~-~ 2+ ai(rk; u~(rk), ui,(rk))], 

( r + l ) k  

r k  

Consid~rons tout d 'abord los inOgalit~s (3.8); nous multiplions (3.8) par 
(y~)m-i et ajoutons membre ~t mombre los in~galitOs obtenues pour i - "  1, ..., m 
(r ~tant fix~). Certains termes s'Oliminent et nous obtenons: 

(3.10) 1 + i v~+~ + E (y~)'n-ia;((r + 1)k; u~(r + 1)k, u~k(r + 1)k) ~_ 

Posons 

9 ~  

-z (~?)m (1 + I v[, I -~) + Z (~,)m+l-~ a~(rk; uik(rk), u~k(rk)). 

I,t*$ 

ok(rk) -- 1 + i v~ I ~ + Z a~(rk; uik(rk), uik(rk)). 

Puisque ?~ ~ 1, (3.10) permet d' ~crire : 

ok((r + 1)k)_~,(?~)~ ok(rk), 

d ~ o1~ : 

ok((r + 1)k) ~ (? o... Y~)m" ok(O) 

(3.11) o~((r-{- 1)k) ~--(Yo... 7N) m. ak(O), r - - O ,  ..., N. 

(r+i)~ 

,rk 



326 R. TEMAM: Stir la stabilit~ et la convergence de la mdthode, etc. 

~V[8,is, 110118 fl, v o n s  

~ ( 0 ) , - -  1 + I v~ t ~ + Z a~(O; uik(O), uih(O)) - -  

= 1 + t u~ I ~ + a(0; Uo, Uo), 

T 

1 (Vo, ..., 'oN)" = e x p  m , (t fo,(S) l + ci II f~(s)t]$," + c'~ 11 f~,(s) IIw/)ds 
0 

et le second membre de (3.11) est done fini et ind6pendant de k. I1 r6sulte 

alors de (3.11) que les termes 

( Iv~], r = O ,  ..., ~ + 1 ,  

aik(rk; u~k(rk), uik(rk)), r - - O ,  ..., N +  1, i - -  1, ..., m 

sont major,is ind~pendamment  de r et k. Por tant  cela dans les in~galit~s (3.8), 

nous voyons qu ~il e n e s t  de m~me des termes 

i 
v~:+~ , r = 0, . . . ,  N,  i - ' i ,  ..., m - - t .  

Avee (3.7), il en r6sutte que 

(3.12) S u p  ] u~k(/) ] - -  c'8 (i = 1, ..., m) 
t~[o, ~] 

(3.13) Sup a;(t ; uik(t), uik(t)) <-- c'8 (i = 1, ..., m) 
t~[o, T] 

off c~ est ind~pendant de k; (3.12) [ournit d~jh une des estimations h priori 

chereh6es. Par  ail leurs 

t 

f 
uik( t )  = Uo "-1- ulh(s)  

0 

et done 

Sup 1 u~k(t) I<:'t uo i -F T Sup t u;~(t) t <- c'4, 
t~[o,v] re[o, T] 

i - -  1, ..., m. 

Avee (3.13) et Fin(fgalitd (1-iv) pour ai(t; u, v), nous obtenons 
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d ~ off 

(3.14) S u p  It u~(t)1t, - < c'o, i = 1, ..., , , ,  
t~[o, T] 

6' 5 eonstante ind6pendante de k. 

Estimations ~ priori dans Lp( Wi). 
En int6grant (3.4) de rk ~ (r + 1)k, nous obtenons; 

v;+~ ~ + a~((r + 1)k; u~h(r + 1)k, u~kh(r + 1)k) + 
(*'+i)k 

f i-~ ~+  
' t + Ne < B/t)u'k(l), u~k( ) > dr<_ v~ +-~ 

r k  
(r+1)k 

+ a (rk; uik(rk), uik(rk)) + f g/t) [1 + +idt)] dr. 
r k  

Ajoutant membre ~t membre routes ces in6galit~s pour r - - O ,  ..., 17, i =  
- -1 ,  ..., m, il vient:  

I v f  +~ [2 + E ai(T; uik(T), uik(T)) + 
i ~ 1  

T 

+ Z ~e <B~(l)u~k(l), u,'.~(/)> d t <  [ u~ I~-k - 

o 
T 

+ a(O, Uo, ~o) +i=, ~ fgi( l) .  II + @k(l)]dt. 
o 

Avec l ' in6galit6 ( l-x)  pour B~(I), nous avons: 

(3.15) 

T 

i=x~ d 
o 

T 

+'Y~ (ix,. / u~k(t)I~ + g,(t)[1. + q~(t)]ldt. 
t = l  

0 

En raison de (3.11) et (3.13), le second membre de (3.15) est major6 par 

! ul t 2 + a(0; Uo, Uo),+ T(c;)p( :C l~) + 

T 

+ [1 + c; + (c;12] E= (I fo//) [ + cl [l g~(t)[1~:,, + c; [[ f~/t)][w,,) dr. 
o 
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Cette express ion ~tant ind~lpendante de k, il en r4sulte que les fonctions 

~ sent borndes i nddpendammen t  de k dans Lv(W;). 
La preposi t ion  est compl~tement  d~montr~e. 

RE~IA~QVE 3.1. 

Nous allons ~itablir une ¢galit~ d 'dnerg ie  qui sera ut i le  dans la suite. 

En int~grant  (3.2) de rk h ( r -b  1)k, nous obtenons:  

(3. t 6) v~+~ * -{- a~((r -[- l)k; u~k((r -b 1)k, uil,((r + 1)k)) - -  

~rq-1)k (~q-1)k 

a}(s ; u~(s), u~(s)) ds -[- 2 Ne < B~(s) i~(s), u~e(s) > ds --  

rk rk 
i--1 |~ j[r-~-l)k 

--  v~ + ~ [ -[- a~(rk; ui~(rk), u~(rk)) -[- 2 Ne < f~(s), u2e(s) > dr. 
rk 

Ajoutant  membre  ~ membre  routes ces ~galit~s pour  r - - 0 ,  . . ,  2q, i 

- - 1 ,  ..., m, nous obtenons:  

(3.17) I v~ +~ 12 -{- Z a~(T; uik(T), ~ i k (T ) ) -  

T T 

°f f - -  Z a~(t ; u~k(t), u~k(l))dt -t- 2 Ne ~ < B~(t)u~e(t), u~k(t)> d t =  
i = l  i = l  

0 0 

T 

, ~ f  ' t = I ul I ~ -k a(0; Uo Uo) -[- 2 N e E  < fi(t), u~k(t) > d . 
o 

REMAnQUE 3.2. 

L'hypothi~se (1-vi) a 6t~ utilis6e darts la d6monstra t ion de la proposi t ion 

3.1 pour  ~tablir (3.4). Toutefois  la proposi t ion reste valable sans cette hypo, 

th~se pourvu  que (1-iv) air l ieu avec ~ -  0. En effet, si  ).~---0, nous avons 

t a:(t; u, u) l <- II u -< a,(t; u, u), uEV~.  

Au l ieu do (3.4) nous pourr ions  ~erire 

d 
d--tt ~k(t) -[- 2 ~e  ,(B~(t)u~k(t), u~k(t) > 

~-- 2 gie < fob(t) + f~i(t), u'~(t) > + Mi a~(t ; u;~(t)~ uik(t)), 
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e t a  part ir  de l~t, la d6monstrat ion de la proposit ion demeurerai t  valable, 

sans ehangement.  

4. - Th~for~me de Convergence. 

4.1. - Enoncd du thdor~me. 

Ttt~]OR~IE 4.1. 

Les hypotheses son ~ (1-i)-(1-xi), (2-i)-(2-vi) e~ u ddsigne 
probl~me 1. 

Lorsque k--> O, pour i = 1, ..., m, 

la solulion du 

( ui~--> u dans L~(VI) faibte 

U ~ U p ik--> dans L~(H) fa ib lee t  dams Lp(Wi) faible; 

f u~(t)-->u(t) duns V~ faible pour tout t ~ [0, T] 

u~k(t) --> u'(t) daus H faible pour tout t E [0, T]. 

L a  d~monstration du th~ori~me 4.1 est donn~e dans les sections 4.2, 4.3 

e t  4.4. Darts la section 4.5 nous indiquons, sans ddmonstration, quelques r~- 

sultats  de convergence forte. 

RE~r~rtQUE 4.1. 

Si 1 ~op~ratenr B~(t) est lin~aire et si (1-iv) a lieu avee ~ - - 0 ,  tous les 

r~sultats de cette partie demeurent  valables rn~me si l 'hypoth~se (1-vi) n ' e s t  
pas v~rifi~e. 

En effet le th~or~me 1.1 et la proposition 3.1 sont valables dans ce cas 

(cf. remarques  1.t et 3.2). D ' au t r e  par t  nous verrons que t 'hypothi~se ( l-vi)  

n ' intervien~ duns la d~monstration du th~or~me 4.1 que pour  le lemme 4.4 

et ce lemme est trivial si F opdrateur  Bi(t) est lin4aire. 

4.2. - Premiere partie de la ddmonstration. 

En raison de la proposit ion 3.1 et de la propri(it~ (1-xi) pour  B~(t), la 

suite Biu~k est born~e ind~pendamment  de k darts Lp,(W;) ( i - - - i ,  ..., m). II 

existe donc une sons-sui te  k'-->0, telle que, pour i - - 1 ,  ..., m 

ulk,.---> rol dans L~(Vi) faible 

(4.i) ' w: 
u~k,---> , dans Lc~(H) faible et dans 

(4.2) Bi~k,---->Xi duns Lv,(W'i) faible. 

I~v( Wi ) faible 

AnnaIi di Matematica 42 
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LEMME 4. I. 

Les fonct ions w; sont p .p .  dgales ~ une  m~me fonct ion iv et 

(4.3) 
w E L~(V) 

w' (L~(H) n 5p(W). 

Ddmonstrat ion.  

Soit  t fix6, t E [rk, (r + 1)k[; pa r  in t6gra t ion  des ~gatit~s t2,8), nous  avons  

O'+l)k 

ui~((r + 1)k - -  0) -- ulk(t) = f [f~(s) - -  A~(s)u~k(s) - -  B~(s)ui~(s)]ds 
t 

t 

u~k(t) u'2(rk + 0) [h(s) - -  A~(s)u~(s) - -  B~(s)u~k(s)]d • 
J 

rk  

D ' a p r ~ s  (22) et (2.3), 

Ajou tan t  m e m b r e  tt m e m b r e  les (~galit~s pr6cOdentes,  il res te  a lors  

(r-l-1)~ 

' i f - - '  f u~(  ) u~k(t) - -  [fo,(S) + f~(s) - -  A~'s)u~(s) - -  B~(s)u'~(s)]ds -}- 

t 

t 

+ f [fo2(8) + 5,(8) - A,(s)u~k(8) - -  B,(s)u'~k(8)] d8.  

r k  

Avee l 'inOgalit(i de HSlder ,  nous  en d6du i sons  

(4.4) 

(r-t-1)k t 

11~2~() ~,~()llcvnw),-<~, Ifol(S)l d s +  I fo~(s)las + 
t r k  

+ ~,k'i"(m ll ~<,,~ II~<,',) + ~ :  II ~,:,~ I1~:(,',)) + 

+ ~.k';~( tl f , ,  - B~u;~ 1f~,(~,'> + 11 A, - B.u;~ l/Lp,<w~.>), 

la eons t an t e  cl 6rant sup4r i eu re  ou 6gale aux  normes  des in jec t ions  de H, 

V' W'  dans  (17 N W)'. 



R. TEMAM: StAr la stabiIitd et Ia convergence de Ia mdthode, etc. 331 

Grace aux  es t imat ions  ~ priori  de la proposi t ion  3.1, il est c la i r  que, t 

6taut  fix6, le second membre  de (4.4) tend vers  0 avec k. 

Ainsi  u'~(t) ' r --~1~t)--~0 darts ( V O W ) '  fort, pour  tout  t~[0 ,  T]. L a  fonct ion  

t~-->l[u'~(t)--u'ie(t)l](vaw / 6tant  en out re  essen t i e l l ement  born6e sur  [0, T] ind~- 

p e n d a m m e n t  de k, nous en d6duisons avec le th~or~me de Lobesgue  que 

! r 
u ~  - -  uzk --> 0 dans  Lt((V 0 W)'). 

P a r  compara i son  avec (4.1), eela impl ique  

(4.5) w~(t) - -  w~(t) p.p., 

et w : - - w ~  est une  fonct ion cons tan te  p.p. 

Pu i sque  w~6 L~(V~) et w: 6 L~(H), les fonct ions  w; sent  p.p. 6gales /~ des  

fonct ions  w , ;  con t inues  de [0, T] darts H (au moins) et, d ' ap r~s  (4.l), ulk.(t)--> 

--->w.i(t) clans H faible,  pour  tout  t E [0, T]. En pa r t i cu l i e r  

w,~(O) = lira (dans H faible) ui~,(0) ~- u , .  
k t...¢.0 

Done w ,  ~(0) = w .  ~(0) et, avee (4.5), w.~(t) = w.~(t) ~ l E [0, T]; w~(t) = w~(t) p.p. 

Nous d6mont re r ions  de manibre  ident ique  que wz --  ws, ..., wra-~ - -  wm. 

Ce point  6taut  6tabli, (4.3) est alors une cons6quence  imm6dia te  du lemme 

6.1 du  chap.  I. 

4.3. - Deuxi~me par t i e  de la ddmortstration: w ( t ) -  u(t) p.p. 

P a r  in tegra t ion  des dgalit~s (2.8), nous  pouvons  6crire 

(4.6) + [Ai(s)ulk(s) + Bi(s)u}k(s)]ds - -  

qk 

(q--~x)k 

_ vi+  f --  + f~(s)ds, q - -  O, ..., N, 

qlv 

i = l ,  ..., m. 

Pour  t fix~, r d~s ignant  le plus grand  ent ie r  inf~r ieur  ou ~gal ~ t / k  (done 

t E Irk, (r -b 1)kD, nous avons aussi  

t t 

rk  rk 

•ous a jou tons  membre  h membre  cette ~galit~ et routes les ~galit~s (4.6) 
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pour q = l  . . . .  , r - - l ,  i - - l ,  ..., m. I1 vient 

(4.7) 

t 

ui (t) = u= ÷ f - - B ~ ( s ) z ~ I k ( s ) ] d s  -{- 
o 

r k  

"t-i=2 ~ f [ / i ( s ) -  Ai(s)~k(S)- Bi(s)u~k(s)]ds, 
o 

•ous ~tudions la l/mite, pour k'-->0, du second membre de (4.7) (t 6rant 
fix~i). D'apr~s (4.1), (4.2) et le lemme 6.2 du chapitre I :  

$ t 

o o 

r k "  t 

f [foi(s)- Ai(s)ulk,(s)]ds--> f [foi(S) -- Ai(s)w(s)]ds 
o o 

t t 

f[fll(s)--Bl(s)u'~k,(s)]ds--->f[fl~(s)-- 
o o 

×~(s)]ds 

r k "  t 

o o 

duns V'~ faible, 

dans V~ faible, 

dans I,V; faible, 

dans W; faible. 

Cela nous montre que, lorsque k'--.->O, le second membre de (4.7), et donc 
aussi le premier, converge dans (V N W)' faible, vers 

soit 

(4 .8 )  

(4.9) 

t 

o 

t 

g(t) = ul + f I f ( s )  - -  A(s)w(s) -- X(s)]ds, 
o 

m, 

X(S) = Z X/(S), 
i = 1  

Ainsi, pour tout t E [0, T], ' t ulk,(t)-->g( ) duns (V C~ W)' faible, lorsque k'....>O 
et, d 'apr~s la proposition 3.1, les fonctions t~-->ll u'~k,(t)[i(vnw ), sont essentielle- 
ment born~ies sur [0, T] ind6pendumment de k. 
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Soit  a lors  v E V A I ¥  et ~ E C (fonet ions sca la i res  cont inues  sur  [0, T]), 

que lconques .  D ' ap r~s  les r6sul ta ts  pr6c6dents  et le th~or~me de Lebesgue ,  

nous  avons 

T I 

o o 

et pu isque  ~o ® v E LI(H), d ' ap r~s  (4.1) et (4.3), nous  avons 

T T 

f < u;k,(~), ~, > ~(t)dt .--, f < ,v'(t), ~, > ~(t)at. 
o o 

P a r  compara ison ,  

T T 

f < g(t), ~ > ~(t)at = f < <t ) ,  v > ~(t)at, 
o o 

vE V n W, ~ ~:E~;  comme C ® ( V  N W) est dense  dans  L,(H) (par exemple) ,  

on a g --  w'; g(t) - -  w'(t) p.p. 

Dans  ces condit ions,  (4.8) donne l '~gal i t~ su ivan te  

t t t 

o 9 o 

£vec  (4.11) et une r e m a r q u e  fai te  dans  la d6mons t ra t ion  d u ] l e m m e  4.1, 

nous  voyons que w est p.p. 6gale ~ une  fonct ion  w .  cont inue  de [0, T]-->H, 

de d(friv~e w ,  con t inue  de [0, T]-->(V N W)', avec w.(0) - -  uo, w'.(0) --  u l .  

P a r  d6r ivat ion de (4.11), nous  obtenons 

(4.i2) w;(t)  + A(t)w,(g) q- K(/) -"  f(t). 

P o u r  conolure  que w ,  - - u .  il nous  suff i t  ~ p resen t  de mon t re r  

(4.13) X = B w , .  

C' est l ' ob j e t  des l emmes  qui  suivent .  

LEM~rE 4.2. 

La  fonction w ,  est continue de [0, TJ ~-+ V, w', est continue de [0, T] ~--> H 
et, pour tout t E [0, T] : 
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(4. ! 4) ! ~v'.(~)l -~ + a(~; ~s.(~), w.(~)) = I  ~ [ '~ + a(0;  .o ,  ~o) -i- 

t t 

-}- J't~'(8 ; ~V(8), 9qJ(8))d8 + ~ ~J{e f ~ f ( 8 ) -  X(8), 9v'(8) 
o 0 

:> d8. 

Compte tenu de ce qui precede, ce lemme est une 

des th~or~mes 4.1 et 4.2 de W.A.  S~aAVSS [35] 

LEMME 4.3. 

Pour  tout l E[0, T], pour i - -  1, ..., m, 

consequence directe 

(4.15) 
I uik,(t)-->w.(t) duns  Vi faible 

u~k.(t) --> w, ( t )  dans  H faible. 

Ddmonstration. 

Soient t et i fixes, t E[0, T], i % i ~  m. 

D 'aprbs  la proposition 3.1, tqk(t) est une suite born~e dans Vi, et nous 

avons vu dans la d~monstration du lemrae 4.I que ui~.(t)-->w,(t) duns H faible. 

En raison du lemme 6.3 du chapitre I, cette convergence a lieu dans Vi faible. 

D 'apr~s  la proposit ion 3.1, u'~k(t) est une suite bora~e dans H. Duns ee 

qui prOcbde [cf. (4.7)-(4.11)] nous avons Vu que ~k,(t)-->w,(t)  duns (V ('1W)' 

faible. Dans la d~monstration du lemme 4.1, nous avons vu que u ~ ( t ) - -  
u~_~)k( )-->0 duns (V ('1 W)' fort, j - -  2, ... m. Done u~,(t)-->w,(l)  dans 

(V ('1 W)' faible et, d 'apr~s le lemme 5.3 du chap. I, cette convergence a lieu 

duns H faible. 

Nous allons montrer  h presOnt un r(isultat plus precis qhe (4.13): 

LEMME 4.4 .  
! 

X~ -" B~w , , i - -  1, ..., m, (~). 

Ddmonstration. 

Le principe de cette d~monstration est le m~me que pour les ~quations 

du ler ordre, et repose sur la monotonie des op4rateurs Bi(t) [hypoth~se (1-ix)]. 

Etant donn~es m fonctions %, ..., ?~ ,  v~rifiant 

(4.16) ~ E ~(V), ~ E C(H) A Lp( Wi), i . -  1, ..., m, 

(e~) O ' e s t -~ -d i r e  que Biu '~Biw'  dans Lp,(Wi') faible (of. (4.2)) 
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nous  cons id6rons  1' expres s ion  su ivante :  

off 

off 

Yk 9 --- IV[  +~ - -  ~'(T)1 ~ + E a;(T; u~(T) - -  T(T), ~z¢~(T) - -  ¢~(T))- 

T °( 
- -  a,(t , u~(~) - -  ~(t), ~ ( t )  - ~(t))dt + 

i = l  
0 

T 

m f  -- ' t - -  + 2 ~e  Z < B/t)u~(l)  B~(l)~(t), u~( ) ~;'tt) > dr, 

o 

N o u s  ~er ivons  

1 9n 

t y~ y~ 

Y~ - -  I ~'(T)I ~ + a(T; ~(T), qo(T))- 

T T 

f - -  a'(l ; ~(t), ¢~(O)dl + 2 < B~(~)~(t), ~(t)  > dr, 

o o 

](~k~ --  -- 2 ~e  (v N+l, ¢p'(T)) - -  2 ~e ~ ai(T; ~(T), uik(T)) + 
i ~ l  

T 

°f -{-2 N e E  t= a}(l; ¢p(t), u i k ( t ) ) d t -  

o 

T 

-f - -  2 Ne Z [< Bi(t)u~k(t), ~(t) > + < B~(t)~(t), u~k(t) > ]dt, 

o 

y2~. = i v~+l ]2 + E ai(T; uik(T), U~k(T)) - -  

T T 

f ' - - ~  a~(t ; uck(t), ~,~k(t))dl + < B~ft)u;k(t), u~k(t) 

o o 

> dr. 

Les f onc t ions  % 6tant f ix~es,  nous  passons  h la l imite  avec la sui te  k; 

Y~ est ind~ipendant de k. Pou r  y2 k~, greece i~, (4.1), (4.2) et au l emme 4.3 nous  
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~ ¥ o n s :  

2 lim Y~.v - -  Y v  --- - -  2 ~ e  (w'. (T), ~'(T)) - -  
kt,-> 0 

:r 

- -  2 ~ e  a ( T ;  ~?(Y), w.(T)) + 2 ~e  f a'(t; ~(~), rv(t))dt  - -  

o 

T 

-f - -  2 Ne 2 [<  X~(t), ~:(z) > + < B~(t)~(Z), w'(t) > ]  dr. 
i = 1  

0 

Util isant success ivement  (3.17), (4.l) puis (4.14), nous avons: 

2' 

Y ~  12 < f,(s), u~(s) > ds ,  = / u ,  + a ( O ;  Uo, U o ) +  

o 

T 

~= I ~ f lira :Y~,, - -  Yv ] u~ + a(0 ; Uo, Uo) + < f(s), w'(s) > ds, 
7¢~ ,e-.0 

O 

Y~ --  I w . ( T ) [  ~ --[- a(T; w . (T) ,  w . (T) )  - -  

T T 

- f ~ ' ( t ;  ~(t), ~v(tl)at + 2 ~ f  < x(l), ~'(t) > at. 
o o 

Regroupant ces r~sultats de convergence, nous obtenons: 

l im Yk, 9 - -  Y~ --- [ w . ( T ) -  ¢~'(T)[2 + a(T; w . ( T ) -  ¢~(T), w . ( T ) -  ¢~(T))- 
k'.--)0 

T 

_ f a'(,; w( , ) -  w( , ) -  + 
o 

T °( 
+ 2 Ne Z < B~(t)~(t) - -  Xdt), ~(t) - -  w'(t) > dr .  

i.~-1 J 
0 

L'expression :~v est non n~gative en raison des hypotheses (1-i i i) ,(t-vi)  
et (1-ix). A la limite il en est done de m~me de Yr. Pour montrer que Xi~- 
- - -Biw' ,  nous 6crivons F in(~galit~ Y g ~ 0 ,  avee le choix suivant des fonctions ¢pi: 

{ ¢~ i ' -w* pour i ~ i  et 

~ = w ,  + ~¢, ~ > O, ¢ ~ ~(v) ,  ¢' e ~(H) n Lp(W~). 
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hpr~s  division par  ~ nous obtenons:  

m ~(T), - -  ~(s), ds d- 

o 
T 

+ 2 g g e f  < B~(t). (w',(t) -t- ~'(t))  - -  x~(t), ~b'(t)> dt ~ O. 

o 

Faisons tendre ~ vers 0. 3Nous voyons avec (1-xi) que B~,,w, d- ~b') . .~B~.w, 

dans Lp,(W~) faible, et il vient 

T 

~ e  f < B,{t)w,(t) - -  x~(t), +'(t) > dt  ~ O. 

O 

Cette in~galit~ ne peut  ~tre v6rifi~e pour  routes les fonctions ~ consid6r6es, 

que si 

X~ = B i w ,  , 

et le lemme en r~sulte. 

Nous pouvons aff irmer avec ce lemme que 

~ V ,  - - -  ~g. 

Puisque  les limites sont ind6pendantes de la sous-su i te  k', les convergences 

(4.1), (4.2) (4.15) ont lieu pour  la -su i te  k route enti~re. 

Cela termine la d6monstration du th6or~me 4.1. 

4.4. - Compldment au thdor~me 4.1: Rdsultats  de convergence forte. 

Nous pouvons compl6ter le th~orbme 4.1 par  cliff,rents r6sultats de conver- 

gence forte. Nous nous contentons d ~ ~noncer ces r6sultats, leur  d~monstration 

(~tant tr~s technique.  

Tn~OR~ME 4.2. 

Avec les hypotheses du  thdor~me 5.1, lorsque k .--> O, pour  i - -  1, ..., m 

ulk(t) ---> u(t) dans  Vi fort, pour  tout t G [0, T] 

o °t 
uie( ) .---> u'(t) dans  H fort, pour  tout t E [0, T]. 

Selon la m~thode utilis6e dans la section 7.3 du chapi tre  I, on montre  

q u ' u n e  express ion Xik(t) convenable tend vers 0 avee k (t et i ~tant fixes). 
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Gette expression est iei: 

= I - -  u'(t)I 

q--.Z ai(t~i; uj~(t~j) - -  u(t), u jk ( t i i ) -  u(t)) -{- 

ft~ 
q- ~ J a~(s; uy~(s) - -  u(s), ui~(s) - -  u(s))ds q- 

0 

0 

oh t~ 1 a la m~me signification q u ' a u  chapitre I-(7.11). 

Avec des hypothbses suppldmentaires  sur  les opdrateurs B~(t) nous pouvons 

obtenir  des rdsultats de convergence forte dans Lp(W~). Voici un rdsultat  

analogue h celui du thdor~me 4.2. Chapitre I I  (et se ddmontrant  de la m~me 

manii~re): 

T r ~ O R ~ E  4.3. 

Avec les hypothdses du thdor~me 4.1, si r espace VV~ est uni formdment  con. 

vexe et si l' hypothOse (l-x) pour B~(t) est remplacde par  

(4.1) [ ~ v E W ~ ,  p.p. rE[0, T], 

alors, lorsque k --> 0, 

~ '  a~ r claus Lp(W ) for}. 

5.  - E x e m p l e s .  

5.1. - EXEMPLE 1: Probl~me lindaire. 

Soit ~2 un ouvert  born~ de R '~, de fronti~re P. Nous posons H = L2(~2), 

V--H~(~2)(~4), W = H .  Nous prenons m = n  et, pour  i = l ,  ..., n, 

V~ --  Ho(D~ ; n) (~4); W~ --  H. 

Formes a(t; u, v), a~(t; u, v). 

Pour  i - - 1 ,  ..., n, soient ai(x, t) et c~(x, t) des fonetions appar tenant  

(e4) :Notations do l 'exemple 2, chapitre I. 
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Loo(Qr) et telles que 

!~OUS pOSOnS 

(5.1) 

(5.2) 

off 

a:(x, t) = ~ a / x ,  t) 6 L~(QT) 

~eai(x, t ) ~ w > O  p.p. dans 

~eei(x, t ) ~ > O  p.p. dans  

QT 

QT. 

a~(t; u, v)= f a~(x, t)D¢u(x)D,v(x)dx + f ci(x, t)u(oo)v(x)dx, 

a(t; u, v) --i=~ ~ f ai(x, t)Diu(x)Div(x)dx q- f c(x, t)u(x)v(x)dx, 

c(x, t) - -  Z c~(x, t). 

Opdrateurs B(t), B~(t): iden t iquement  nuls.  

Les hypotheses  relat ives aux op~rateurs  B(t), B~t), sont triviales. Les 
autres  hypothi~ses se v~rifient comme dans F exemple  2 du chapi t re  I. 

Probl~me exact. 

Soient  Uo -- uo(x) 6 H1(~2), ul "- u~(x) 6 L2(~), f = f (x ,  t) 6 LI(L2(12)) donn~s. 
La  solut ion u -  u(x, t) du probl/~me 1 v4rifie:  

(5.3) u, u', Diu 6 ~(Lr) = ~(0, T; L2(n)), i - -  1, . . ,  n 

(5.4) u"(x, t ) -  Z D~[ai(x, t)Diu(x, t)]-{-e(x, t)u(x, l ) - - f ( x ,  t) dans Qr 

(5.5) u(x, 0) - Uo(X), u'(x, O) - ul(x) dans i2, 

(5.6) u(x, t)--O sur  Yr.  

Probt~me approchd. 

Les fonet ions u~--uik(x ,  t) v4rifient tes condit ions ini t iales 
(2.2), (2.3) et, pour  i ~ 1, ..., n 

ui~, Diui~ 6 C(0, T; L2(~)) 
(5.7) [ u;~, 6 Loo(L:(Q)) 

successives 
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(5.8) u~'~(~c, t ) -  Di[a~(x, t)D~u~(x, t)] + c~('x, t)u~(x, t ) =  

- -  f~(x, t) dans  ~2~}( ]rk, (r~+ i)k[, r - -  0, ..., N 

(5.9) cos  (v, x~)ulk(x, t) - -  0 

Rdsultats de convergence. 

sur  Zr .  

L o r s q u e  k ---> 0, pou r  i - -  1, ..., n, nous  avons  en p a r t i c u l i e r  (cf. r e m a r q u e  

4.1): 

{ uik-.~u dans  L~(L2(Q)) fa ib le  

Diu~: .-~ Diu dans  L~(L~(~)) fa ib le  

u~- - ->d  dans  Lo~(L2(~)) fa ib le  

5.2. - EX~MPr.E 2: Probl~me non lindaire ~. 

Soit  ~ un  ouver t  born6  de R '~ de f ron t i~re  r et soit  H--L~(g~) avec  le 

p rodu i t  sca la i re  hab i tue l .  ~ o u s  posons  

V --" H~(~), W - -  L2(i~) N Lp(12), 

((u, v)) --  (u, v) ~ Z (Diu, Div), 

t2 

Nous  p r e n o n s  m - -  n ~ 1 et, 

pour i - -  1, ..., n, 

Vi = / / ( D i ;  ~) = { u J u E L4~), D,u ~ L~(~) }, 

a~(l; u, v) "-- a~(u, v) = ~ ai(~)Diu(x)D~v(~c)dx, 

off al(x), ..., an(x) sont  des  fonc t ions  dans  L~(~) avec  

R e a ~ ( x ) ~ : >  0 p.p. dans  ~ ;  

pour i = n + l,  

V~ = H, ai(t; u, v) = O, 

TA5 - -  IV, Bi = B d6fini p a r  
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< Bu, v > = f ] ~(x) l, -~ u ( x ) v ~ a x ,  ~ u ,  vE W. 

La v~rifieation des hypotheses  (1-i)-(1-xi), (2-i)-(2-vi) se fair sans difficult~ 

[(2-iv) d(ifinit a(t; u, v)]. 

Probl~me exact. 

Soient  uo - -  uo(o¢) E H~(fl), u~ - -  u~(~) E L2(Q), 

donn~s. La  solution u -  u(x, t) du problbme 1 

( 1o) ( 

(5.11) 

(5.12) 

(5.13) 

Probl~me approchd. 

u, D~u e ~(0, T; [~(~)) 

u'E ~(0, T; L~(~)) n Lp(Qr) 

u"(x, t) - -  Z D;[a~(x)niu(x, t)] + 

+ t u'(x, t)tv -~ u'(x, t) = f (x ,  t) 

u(x, O) = Uo(X), u'Cx, O) = u~(x) 

~u 
- - 0  sur  Zr .  ~v 

f = f(x ,  t) E/~,(/~(~2)) + Lv,(Qr ) 
v(~rifie : 

( i = l ,  . . ,  n) 

darts QT 

dans ~2. 

Les fonct ions um ~ u~k(x, t) v(irifient les condi t ions  ini t iales  successives 

(2.2), (2.3) et 

pour  i - - 1 ,  ..., n. 

(5.14) 

(5.15) 

(5.16) 

(condition aux l imites formelle) 

pour  i - - n  + l, 

(5.17) u~ ~. ~(0, T; L2(•)), 

(5.1s) 

u~k, Diui~ E C(O, T; L2(~)), u~t: E L~(L2(~Q)) 

u~'~(x, t ) -  D~[ai(x~)Diuik(oc, t ) ] - - f i (x ,  t) 

dans ~ X ] r k ,  ( r + l ) k [ ,  r : 0 ,  . . . ,  N, 

cos (v, ~)Diui~(x, t) = 0 sur  ZT 

u;~ E L~(L (~)) n Lp( Qi), 

u~'k(x, t) + [ u,k(x, t)Iv -2 u~k(x, t) - -  fi(x, t) dans QT. 
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RE~AI~QUE 5.1. 

L'gqualion (5.18) est une dquation dif[drentielle en t, ~ grant seulement un 
paramOlre. 

Rdsultats de convergence. 

Lorsque k-->O, d 'aprbs  les th4or~mes 4.1, 4.2 et 4.3. nous avons 

Uik--->U dans Loo(L~(Q)) faible, 

bt' U' i~'--~ dans Lzo(L2(~)) faible, 

f I ui~(x, t) - -  u(x, t)I s dx --> 0 ~ t 6 [0, T], 

n 

i =  l, ..., n + l .  

{ Di/ik.->Diu dans L~(L2(Q)) faible, 

I Diui~(oc, t) -- Diu(oe, t) 12 dx --> O, 
~t 

~t6[o, T]; i = 1 ,  ..., n 

ui,,+~)k-->u" dans  Lp(QT) fort. 

5.3. - Autres exemples. 

Les rdsul tats  de ce chapi t re  sont encore applicables a des probl~mes tr~s 

diff'6rents des exelnples pr4c4dents.  Voici un exemple  que nous n 'expl ic i te-  
tons  pas, mais  dont  l ' app rox ima t ion  entre  dans le cadre de ee chapi t re :  

u 6 C(0, 2 ; U ~(e)) 

u ' 6  L~(0, T; Hot(Q))N ~(0, T; L2(Q)) 

u"(~, t) -- ~u'(x, t) + A~u(~, t) = f(x, t) 

u(~, O) -- uo(x) (donn4 dans H~(Q)) 

U'(w, 0) - -  ul(x) (donn4 dans  L~(~)). 

darts QT 
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§ 2 .  - A p p r o x i m a t i o n s  d i s c r ~ t e s .  

6. - Hypotheses de diserdtisation. 

6.1. - hTous nous donnons un espace de t t i lber t  /~ dont H eat un sous- 

espaee hi lbert ien et dont nous notons encore (f, g) le produit  scalaire. 
:Nous eonsid~rons pour i - - 1 ,  ..., m, un espaee de Hilbert  (1)~ et un espace 

de Banach ref lexif  W/; nous posons F~=:/t X (I)~, G ~--/t X ~ i  et noun appelons 

(abusivement) ~:i la projection canonique de Fi snr H ou de Gi sur /~. 5Tous 

supposons qu ' i l  existe un isomorphisme 6); (resp. tol) de V~ dans Fi (resp. de 

W/ duns Gi), tel que ~r~. 6)i (resp. ~ toi) soit l ' identit~. 

Pour  i -  1, ..., m, soit ai(t; u, v), tE[0, T], une famille de formes sesqui- 

l in6aires continues sur  F¢ v~rifiant les conditions suivantes:  

(6-i) 
( a~(t; ~)~u, e0~v)= a~(t; u, v) 

~ u ,  vEV~, ~ rE[0, T] 

(6-ii) 5~(t, u, v) = ~(~ ; v, u), ~ u, v E F~, ~ t ~ [0, T]. 

(6-iii) 5;(t; u, u) ~ 0, ~ u E F;,  ~ t E [0, T]. 

(6-iv) ~(t ;  u, u) + z~ ! ~,~ I ~ ~ ~, [] u [t~,, ~¢ ~ E F, ,  ~ t ~ [0, T]. 

Pour  tout u E F i ,  la fonction t.->a~(l; u, u) est une fois con- 
(6-v) tinfiment diff6rentiable. 

da i ( t ;  u, u ) < 0 ,  ~ u E F i ,  ~ t E [ 0 ,  T]. (6-vi) a;(t; u, u) = ~ _ 

D' apr~s (6-ii) et (6-v), la fonction l--> a~(/; ~, v) est continQment diff~fren- 

tiablo pour tout couple d'61~ments u, v de /c~; il existe done une eonstante 
Mi tolle que 

(6-vii) 

Nous nous donnons ~galement, pour i----1, ..., m, et pour presque tout 

t E [0, T] un op4rateur /~/(t) qui applique G~ dans G~, e t  nous raisons les hype- 
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theses snivantes : 

< B~(t)(o)~u), o~# > = < B~(t)u, v > 
(6-viii) 

~ u ,  vEVV~, p.p. rE[0, T]. 

f Pour  presque tout t, /~(i) est confinu des sous-espaces de 
(6-ix) 

l dimension finie de G~ dans G~ faible. 

age < [ ~ ( t ) .  - -  ~ ( t ) v ,  u - -  v > ~ 0 
(6-x) 

u, vEG, ,  p.p. rE[0, T]. 

f age < ~(t)u,  u > + ~I  ~ u  I p ~ ~ U ~ [/~ 
(6-xi) 

u E G¢, p.p. t E [0, T]. 

(6-xii) [] Bdt)~ JIG/--< 2~ II ult~' ,  ~t u E G~, p.p. t E [0, T]. 

Faisant  u = 0 dans (6-xii), nous voyons que Bi(t) .  0 = 0. Faisant  alors 

v = 0 duns (6-x), il vient 

(6-xiii) age </~,(t)u, u > ~_ O, ~ u E G,, p.p. t E [0, T]. 

6.2. - Soit Jf = (]0, 1])~i et pour chaqne h E Jr, soit: 

- -  Vh UU espace vectoriel sur C de dimension f inie;  

- -  rh une application lin6aire de H et dans Vh qh nne application lin~aire 

biunivoque de Vh dans /t, avee 

(6-xiv) I qhrh l£(n, ~) --< e2, 

(constante ind~pendanto de h). 

- -  P~h, i - - 1 ,  ..., m, une application lin~aire biunivoque de Vh duns F~, telle 

que ~:~ .p~a = qh et que 

(6-XV) I pihrh t~(Vi, Fi) ~ C3 ; 

- -  q~a, i - - 1 ,  ..., m, une application lin~aire biunivoque de Vh dans G~, avec 

7:, • q~h = qh. 

Les applications qh, p~h, q~h (itant injectives, il est clair que los produits 

scalaires 

(u~, v~)~ = (q~v~, q~u~) 

((u~, vh))~ = ( (p~u~,  p~v~))~,  i = 1, ..., m, 



R. TEMAM: Sur la stabilitd et la convergence de ta mdthode, etc. 345 

sent des produits sc~laires hilbert iens sur Vh, et que 

II q~hU~ ll~,, i = 1, ,.., m 

est une norme sur Vh. 

(6-xvi) 

(6-xvii) 

(6-xviii) 

Hypotheses de consistance (h---> 0). 

Nous raisons les hypotheses suivantes:  

I1 existe une sous-espace 6"2) dense dans V (1 W, tel que, pour 

tout v E e)), lorsque h ---> 0, 

p~hrhv---> Co~V darts F~ fort 

q~hrhV .---> o)iV dans G~ fort, i - -  1, ..., m. 

Soit h' une suite qui tend vers 0. Soit q~ E L~(/-/) et q~h" une 

suite d 'appl ieat ions  de [0, T]--> Vh,, telles que, lorsque h'-->0, 

qh.~h,--->~0 darts L~(/1) faible. 

Alors q~ E Lx(H) (e' es t -h-d i re  ¢~(t) E H p.p.). 

Soit h' une suite qui tend vers 0. Soient tp~h,, i ~  1, ..., m, 

des suites d 'appl icat ions de [0, T ] ~  Vh,, telles que, lorsque 
h'-->0, pour i - - l ,  ..., m, 

qn'C~h'---> ~ darts L~(H) faible 

Plh'~i~''-->~ dans L~(F~) faible 

Alors ~ = u, qoi E L2(V) et qo,(t) -- 6~(t) ,  p.p. t E [0, T], i = 1, ..., m. 

(6-xix) 1 

RE:~IAI~QUE 6.1. 

D'aprbs (6-xiv) et (6-xvi), lorsque h--> 0, 

(6.1) qhrhU--->U dans /1 fort, ~ u E H .  

D' apr~s (6-xv) et (6-xvi), lorsque h--> 0, 

(6.2) p~hrhU--->~ dans F~ fort, ~ uE V~, 

M~me hypothi~se que (6-xiv), ~ ,  L2(F~), L2(V), ~tant remplae~s 

par tot, Lp(G~), Lp(W). 

i ' -  1, ..., m. 
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Avec (6-xvii), on v~rifie facilement ceci: 

(6.3) I Si 9h'~ Yh, et si qh'~a'--->¢? dans H faible, lorsque h ' -o0,  
alors ~ ~ H. 

(6.4) 

De m~me, avec (6-xviii), on a: 

i Soient ~jh,, i ~- t ,  ..., m des suites de Vh,, teiles que 

qh.C?~h.-->~b clans / t  faible, pih.~ih,---)¢~i dans F~ faible, 

I lorsque h'-->0, (i -- 1, ..., m). 

hlors ~p--- ~ / 9 ~ V  et ¢?~---- 6 ~ ,  i - - 1 ,  ..., m. 

7. - P r o b l ~ m e  approchd discret .  

Le param6tre k ayant la signification hsbbituelle, nous posons 

(7.1) 

(r+l)k 

a~+~(uh, vh) = ~ a~(t; p~hUh, p~h~h)dt, 

r k  

bh+i 1 fr+,)~ (Uh, Vh) = ~ < B~(t). (q~hUh), q~t~Vh > dr, 

r k  

~ZUh, V h E V h ,  r ' - -O ,  . . ,  N,  i - - l ,  ..., m. 

5Yous supposons pour simplifier que f~ E L~(H) et nous posons 

(q+i)lc 

=}f . . . . . .  , . ,  , = , ,  , , . .  
q~ 

5To~s allons d~finir deux families d'~l~ments de gh, u~+~, v~ +~.  Nous 
partons de 

+ o (7.3) u ~  -~ ~ - -  rhUo, 1 "< i ~ m ;  vh - -  r h u , .  

~--I i--i 

Ensuite, ~h" lira, ..., Uh+ ~ -, Vh" I/m, ..., Vh+--~ -, ~tant supposes d6termin6s, nous 

d~finissons Uh+~ et Vh+~ de la maniSre suivante: 
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(7.4) 

(7.5) 

v~+~ - -  _ u h ! m 

( ) , , ) 1 ~ ~-~ r + - [  ~ + -  

r - - O ,  ...~ 2~, i - - 1 ,  .... m. 

LEMME 7.1. 

(7.4) et (7.5) definissent u~+~ et v~+~ de mani~re unique. 
2 

Ddmonstration. 

En effet, Vh+~ E Vh est solution de l '~quat ion suivante :  

(7.6) 

__ i i - 1  ~+-~ ~ - 1 + ±  
wa E Vh. 

On d6montre de la m~me mani~re q u ' a u  lemme 7.1 du Chap. II, que (7.6) 

d4finit Vh+~ de mani~re unique.  On d~termine ensuite Uh+~ i~ l 'aide de (7.4). 

A c e s  ~l~ments u~+~,  Vh+~n, n0us ass0cions les [onctions approch~es 

~bQh ~ Vth  : 

(7.7) 
U~h(t) = U~+~, 

r - - O ,  .. . ,  N, 

V~h(t) = V~+~, 

i - ~  l ,  . . . ,  m.  

pour  tE[rk ,  ( r ~ l ) k [ ,  

La fonctioa V~h repr~sente une d~riv~e discrete de U~h. 
NOUS nous intSressons maia tenant  aux probl~mes de la stabitit(f des fone- 

tions approchdes et de leur convergence vers la solution du probl~me 1. 

(~5) Ce schdma nous semble @ire la version discrete naturelle de la re@rhode cl'approxi- 
mation envisagge duns la premiere partie. Le m~me sch@ma, avec m ~2 ,  est propos@ par 
YANENKO [41] pour l'approximation de ]'@quation des ondes. Un sch@ma analogue est @tudi@ 
par SA~fARSKII [30] pour l'approximation d' @quations hyperboliqnes. 
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8.  - Es t ima t ions  ~ pr ior i .  Thdori~me stabil i td.  

8.1. - Deum lemmes. 

Nous convenons de poser  

~/m 
(8.1) ahl+m(Uh, Vh) = ah (~h, Vh), ~th, Vh ~ Vh,  i - -  1, ..., m. 

LEM~IE 8.1. 

i ( i i a ~'q--i r+ - - i  
r--~+~n "Y--~q-~ ?~;--~+m) + k ~ h ra(V h ra 

a h ~ t4h 

- -  ~C h m \ ~  h m~ ~t h ] ,  

(8.2) 

o/~ 

1 [  ~ ~ ] + ~  (z~h, ~+r~(u~,  v~) = ~ ~ ~,0 - a ~ - ~ + ~ ( ~  u~) , 

r = O ,  ..., N,  i - - 1 ,  ..., m. 

V6rifieat ion imm6diate  

(8.3) 

LE~E 8.2 .  
i 

Les formes  c~+~(uh,  vh) dtant ddfinies comme a u  lemme 8 1 on a 

i 

~ + ~  (Uh, Uh) ~--' O, ~ Uh E Vh, r = O, ..., N~ i - -  1, ..., m. 

Ddmonstrat ion.  

C'est  6vident  pour  r - - 0 ;  pour  r ~  1, d ' ap rbs  (7.1) et (8.2): 

(r-~l)~c rk 

' f f k'ch+m(Uh, Uh) - -  ai(t; p~nUh, p~hUt~)dt-  ;~(t; pihUh, p~hUh)dt, 

rk (r--1)k 

(r+1)~: 

f k~Vh+~(~h, Uh) = [a~(t', p~hUh, P~h~h) - -  a~(t - -  k; pihUh, p~hUh)ldt. 

En raison de (6-vi): 

ad t ;  u, u ) - - a ~ ( t - - k ;  u, u ) ~ O ,  ~ u ~ F ~ ,  

e~ (8.3) en r~sulte. 
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8.2. - Est imat ions  & priori.  

LEM::M:E 8.3. 

I1 eociste une constante C', inddpendante de k el h, telle que, pour  r = O, ..., N, 

(8.4) 

(8.5) 

off 

! i 2 

v'~+~, <_ c;L(uo, ~ ,  f~, ..., f,~) 

T 

0 

Ddmonstration. 

Nous rempla¢ons  darts (7.5) w~ par  v~+~ et nous prenons  la part ie  r6elle 

de l '6gal i t6 obtenue.  Avee le l emme 8.1, il v ient :  

(8.6) 
i 2 i ~ 1  2 i i - -J  12 

i i i )  ' " ~+-1 ~+- ~+~  -~-~+~,(-~-~+-' 

~ ~ ~+~ ,~_~+~ 

i i i 

~-1+~)  
U h -]-  

~ - 1 + ~  
uh j + 

--  2k ~e  v +~Ih" 

Nous majorons  le second membre  de (8.6) par  

, , , k v i+£ 

et, avee le l emme 8.2, nous pouvons ~crire:  

Ih ~ 

( ) t: ' ' 
~+-t ~+- ~ + ~  < 1 -  ~ v~+~ + a~ ~ - ,  

~-~+d ~ - ~ + -  ~-~+~ 
<- v~+'~ -~ ,!,~ + ~,~ ~,~ ~ ,  ~,~ j + ~k~ f~+~ . 

1Nous posons 

r ' ' ) +~+~ = v~ +~ I~, ~ + ~  = ~ ' ~  '~, ~ + ~  , 
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et puisque ( 1 - - 2 ~ ) ~ e x p ( - - k  ) (car k<~T), nous avons:  

r-~+i (8.7) ~xp __~-~,,,~+,~+~;+~+;:+'72 -+~ ~ + ~  ~+~, 
TJ *~ 

Nous multiplions les deux membres  de l '6galit6 (8.7) par exp T 

et nous ajoutons, pour i -  1, ..., m, les ~galitds ainsi obtenues. I1 vient 

d' o1'1 

(8.8) 

- l ~  + ~ r;, +~  :] i--~ T 

pour r----0, ..., q, les (igalit~s ainsi obtenues. I1 en r~sulte 

et ajoutons 

d' off_ 

(8.9) 

i = *  T = 

- k 2 k T Z  E e x p  - - - -  . 
r ~ 0  i ~ -  

~+~<_ (~xp ~) ,~ + ~ ~ 1+~ + .gkr ~ Z r;+:- :1 
En raison de (7.3), (6-xiv) et (6-xv): 

(8.10) 

(8.11) 
- -  i /, 2 

Avec la m~me d~imonstrations qu 'au chap. I, temme 13.1, nous v~rifions que 

(8.12) 

T 

2 k r ~  ~ r~ ~j~ '~ f J L ~ z +~ h<2c~T Z k(t) 
0 

dr. 
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L e  second  m e m b r e  de (8.8) est  dons  major6  par  c'~L(uo, u~, f~, ..., fro), off 
C' 2 est  une  cons tan te  convenab le  ind4pendan te  de k et h. Ainsi :  

, q+-- q+-- 
I vq+~ t 2h < c~.n~ a h m ~t h m ~  

(8.13) 

L----L(uo,  u , ,  f l ,  ..., f,~); q - - 0 ,  ..., N, 

P o r t a n t  ee la  darts (8.7), nous  ob tenons  

et (8.4) est a insi  d4montr4.  

P a r  a i l leurs ,  il r4sul te  de (7.3) et (7.4) que  

m 
(8.15) u~+~ ---- rhUo + E v~+&. 

Alori ,  avec  (8.t4) et (8. t i )  

(8.t6) 

i - -  1, ..., m. 

i =  1, ..., m, 

u~ +~ h ~ l rh~'o lh -[- T(c;L) ~/2 

uqh+~ <_ c~L, q = O, ..., N, i = 1, ..., m. 

Avee (6-iv) et les ma,jorat ions (8.13) et (8.16), nous  avons  

g i  i 2 u~ +~ ]~n -~ e~L, r - -  O, . . . ,  N ,  i -~- 1, . . . ,  m.  

Cela p rouve  [8.5) et t e rmine  le d4mons t ra t ion  du lemme.  

LEM~IE 8.4 

II existe une  conslanle  e~ inddpendan le  de k et h telle que, p o u r  i --~ 1, ..., m, 

N q,~i p 

Qi <- c~(L (8.17) k Z q~hu~hh ~ - F  Lpl~), 

oi~ L - -  L(uo, u , ,  L ,  ..., f,~). 

Ddmonstrat ion .  

Ajou tan t  m e m b r e  ~ m e m b r e  route les 4gali t4s (8.6, pou r  r - - 0 ,  ...~ N, 
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i -  1, ..., m, nous obtenons:  

(8.18) N + -  + -  
t~'Z +~ i~ + ~ a,~ ,. ~h " ,  ~+ '~  + 

+~ ~o [ ~;+~ - . ; + ~  {: + ~o:++;+~, ~;+~)- 
_ ~o~ ~+-'~ ~ - ~ + - : ~  , ~-~+-~o) + ~ + ~ ( v ~ + ~ ,  ~:+~)] : 

~ ~v ( ~ ~ + ~  
= ~ , r~+,;, vh "°]h I v~ !h + ~ ah~ (rhUo rh~,o) + ~k ~ f ~  fo  

Nous en d~fduisons avec (6-x): 

2k Z E q~hV~+~ <. 

<__2kZ Z Neo h ~ v  h m, v~ +~t~ 
~ I  ¢'~0 

m ~ m N i 2 

~{V°hli-k Zah~(rhUo, rhuo)+ k E  E f~+~-a + 
~I ~1 r~O 

+ k = ~=oY~ ~+~  + 2~ ~+~  . 

Le lemme r6sulte alors des majora t ions  (8A0) i~ (8.12) et L8.14). 

8.3. - ThdorOme de stabilitd. 

5Tous pouvons in te rpre te r  les lemme 8.3 et 8.4 de la maniOre su ivante :  

T~]~OR:~lVIE 8.1. 

Sous les hypotheses (1-i)-(1-xi), (2-i)-(2-vi)et  (6-i)-(6-xv), pour i-~ 1, ..., m, 

p~hU~h est L~(F~) stable 

qhv~h est Lo.(H) stable 

q~hv~a est Lp(G~) stable. 

8.4. - I~ous introduisons,  comme au ohapi tre  II, les op~rateurs  B~(t) qui 

appl iquent  G, dans G', et qui sont d~finis par  

(r-l-~.)k 

(8.19) B~k(t)u -- ~ f B~(s)uds, ~ u e G,, t e [rk, (r + 1)k[. 
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Nous posons 

(8.20) 

Nous avons alors le 

LEM~IE 8.5. 

Pour i ~- 1, ..., m, X~h ~ L~,(GD 
espace, lorsque k et h---> O. 

D~monstra lion. 

et demeure darts un  ensemble bornd de eel 

Lu fonotion t--> X~n(t) est constante sur chaque intervalle Irk, (rq-1)k[, e t  
il est done 6vident que X~h E Lp,(G~). 

Pour t E [rk, (r ~- 1)k[: 

~+~ 

et, en raison de (6-xii) 

(rWl)tc 

llxih(t)l[~, i < N,  q~hv~+,~ ! G,< ~ N, U q~hv,~,(t)11~7 ~' 

Le lemme r6sulte alors du th4or~me 8.1. 

9. - Thdorbme de Convergence. 

(9-i) 

9.1. - Enoncd du thdor~me de convergence. 

]~ous faisons l 'hypoth~se suppl~mentaire suivante: 

Si ~(.)ELp(G~), alors B~(.)~(.) ELp,(G~) el, pour chaque k fix~, 

I ~/~(.)~?(.)E Lp,(G~. En outre, lorsque k--->0, 

! B~k(.)~(.)-->B~(-)~(.) dans Lp,(G'i) fort, i - - l ,  ..., m. 

T a ~ o R ~  9.1. 

Les hypotheses sont celles des n ° 1, 2, 6 et 9 [(1-i:-(1-xi)~ (2-i)-(2-vi), 
(6-i)-(6-xix), (9-i)]; u ddsigne la solution du probl~me 1. 

Lorsque k el h---> O, pour  i z 1, ..., m, 

i p~hu~h--->Co~U darts L~(F~) faible, 

t qhvh-->U' darts L~(ft) faible, 

q~hV~h--->O)J darts Lp(G~) faible, 
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l p~hU~h(t) -~ C~u(t) dans F~ faible, pour tout t E [0, T], 

q~hv~h(t) --> u'(t; dans I~ faible, pour tout t E [0, T]. 

L a  d4mons t ra t ion  de ce th~or~me est donn~e dans  les sect ions 9.2 ~ 9.4. 

Dans  la sect ion 9.5 nous  indiquons ,  sans d~monst ra t ion ,  des rdsul ta ts  de 

convergence  forte.  

RElgARQUE 9.1 (En l ia ison avee la r emarque  4.1). 

L ' h y p o t h ~ s e  (6-vi) n ' e s t  pas ind ispensab le  dans  route cette part ie ,  si les 

op~ra teurs  /~(t) sont l in~aires  et si (6-iv) a l ieu avee ) ~ - - 0 :  le th~orbme 8.1 

de meure  r a t ab l e  avec une  lSg~re modi f i ca t ion  de la d~mons t ra t ion  et le th~o- 

r~me 9.1 subsiste ~galement  (dans la d(~monstration du th~or~me 9.1, nons 

ver rons  que  (6-vi) n ' i n t e r v i e n t  que pour  le l emme 9.6 et ce l emme est 4vident  

si les op~ra teurs  /~(t) sont lin~aires). 

9.2. - Premiere partie de la ddmonstration. 

En ra ison  du thdor~me 8.1 et du  l emme 8.5, nous  pouvons  a f f i rmer  q u ' i l  

exis te  un  sous - su i t e  k'--> O, h'--> O, telle que,  pour  i ~ 1, ..., m :  

(9.~) 

qh'U~h'--'>Ut dans  L~// t )  fa ible  

p~h, U~h,---> ~l darts L~(F~) faible  

qh'V~h''--> V~ dans  L~(H) faible 

q~h, Vih'--'> ~ dans  Lp(G~) faible 

Xih' -'-> X~ dans  Lp,(GI) faible.  

Les  l emmes  qui su ivent  pr(~cisent les l iens qui  ex is ten t  ent re  les d i f f~rentes  

fonct ions  l imites.  

LElvIME 9.1. 
$ 

(9.2) u~(t) --  uo ~ f v&)ds, p.p. 

o 

Ddmonstration. 

Nous avons vu [el. (8.15)] que 

c/~0 

pour  r = O, .,., N, i - -  1, ..., m. Ceei permet  d' 6erire 

(~,+1)k 

u~h(t) = rhUo -t" f v~h(s)ds 
o 

t E [0, T], i - -  1, ..., m. 

pour  t E [rk, (r + l)k[. 



P~. TEMAM: Sur la stabilit~ et la convergence de la mdthode, etc. 355 

D' apr~s (6.l), qar~u~ --> Uo dans /4 fort (h -> 0). 
Avec (9.1) et le lemme 6.2 du chap. I, nous voyons que, pour tout t 6 [0, T] 

t 

q~, u~,(t) ~ uo + f v~(s)ds 

o 

duns / t  faible. 

La fonction l ~---> t qa, u~h,(t) I 6taut essentiel lement born6e sur [0, T] ind4- 

pendamment  de k et h, nous en d6duisons faci lement  avec le th4or~me de 

Lebesgue que 
t 

q~, u~,(t) --> uo + t v~(8)  d 8 ~  

o 

dans l 'espace des distributions vectorielles sur ]0, T[ ~ valeurs dans H. D'apr~s 

(9.1), q~h, Uih,-->U~ darts le m~me espace, et par eomparaison nous avons (9.2). 

LEMM]~ 9.2. 

(9.3) u~(t) --  u2(t) -- --  u~( t ) (= w(t)) p.p. 

(9.4) w 6 L~c(V), w' 6 L~(H) C~ Lp(W), 

(9.5) ~(t) = G)~ w(t), ~(t) = ¢% w'(t) p.p. 

Ddmonstration. 

L'6gali t6 d '6nergie  (S.18) nous permet  d'6(.rire l ' in~galit4 suivante 

m N i ~--1 2 m i 
o ~ 

~ v~+~ - -  v~+~ - ~ <<_] v~ 1~ + ~.,(r~Uo, ~huo + 
~ 2  r ~ O  I==1 

+ 2 k ~ e Z  Z v + ~ h .  

h_vec les r6sultats 4tablis au n ° 8 [(8.10)-(8.14)] nous voyons que le second 

membre  de cette in~galit4 est major6 par une expression LI ---- Ll(uo, ul, fl, ..., f,,,) 

ind4pendante de k et h:  

~ ~ v ~ + ~ - v  - ~  
i ~ 2  ~ 0  

Apr~s mult ipl ication par k, cette in6galit4 est 4quivalente ~ la suivante:  

T 

t <_ 
0 
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I I e n  r4sul te  6v idemment  que,  pour  i ~ 2, ..., m, 

qhV~h -- qnv(~--~)h --> 0 darts L~(/t) fort, 

ce qui  mont re  que  les fonct ions  v~, ..., v,~ sont  6gales.  D' aprbs  (9.2)~ les fonct ions  

u , ,  ..., urn, sont  auss i  6gales.  
Ayan t  montr6  (9.3), on volt  que  (9.4) et (9.5) r4sul ten t  imm6dia t emen t  des  

h y p o t h e s e s  (6-xviii)  et  (6-xix).  

Nous  r4cr ivons  h prdsen~ (9.1): 

(9.6) 

p~h" U~rt.--) a)~W clans L~(F~) fa ib le  

qh, V~h,'-a W' da.ns L~(H) faibIe 

qih'V~h'--> o)~W' darts L /  G~) fa ib le  

X~h"-->X~ darts Lp.(G'~) faible.  

9.3. - De~txi~me par t ie  de la ddmonstrat ion:  w , t ) - - ~ ( t )  p.p. 

Soi t  t f ix4 et q - - E ( t / k )  le p lus  grand  ent ie r  inf6r icur  ou 6gal /~ t /k .  

Nous  a jou tons  les  ~galit6s (7.5) pour  r = 0, ..., q, i - -  1, ..., m. Nous  ob tenons  

(v~+L ~vh)h+k .=  ~=oZ a + ~, + , wh + b + V ~  v + ~ ,  wh = 

Cette ~galit6 peu t  ~tre in te rpr6 t6e  a insi :  

(9.7) f ai~(s; p~h~t~h(S), p~hwt~)ds + (qhvmh(t), qawt~) = -- =~ 

o 
m /qq-1)k 

o 

off c~(s ;  u, v) est  d6[ini  comme  au  chap.  I-(16.3), et off 

flh(s) - -  qhf~ + 7~ pour  s 6 [rk, (r -{- 1)k[. 

Nous  6er ivons  (9.7) avee  Wh = rhV, V E ~..) et, t et v ~taut  fix(~s, nous  passons  

"~ la l imite  avec  la sui te  k', h'. Grace  aux  hypo thbses  du  n ° 6 et aux  r6su l ta t s  

de conve rgence  (9.6), nous  montrons ,  exac t emen t  comme  aux  chap i t res  pr6c6- 
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dents, les convergences su ivantes :  

(q+~)k" t 

~ j aik'(8; ~)ih'ttih'(8), l)ih'rh'V)d8"--> f a(8; ~V(8), v)d8 
o o 

(q+l)k" t 

; ~Xih'(8), q~h, ru, v>ds-->E f <x,(s), wiv> ds 

o o 

m (q-[-~)k," t 

~=~ f (f~'h,(8), qh, rh, V)d8---> f (f(8), v)ds 
o o 

(qh, rh, ~ ,  q~, rh, v) --> ( ~ ,  v). 

I1 en r(tsulte que le premier et le second membre de 

une limite g(t), 

t t 

o o 

t 

- ~=~ f < X:~(s), ~o~v > ds. 

o 

(9.7) t e n d e n t  v e r s  

Nous avons a.insi montr6 que, pour tout t E [0, T], (qh, V~h,(t)~ qh, rh, v) tend 

vers g([). D'apr~s (6-xiv) et le th4or~me 8.1, les fonetions l ~--~(qh, V~h,(t), qh, rh,V) 
sont essentiel lement  born~es sur [0, T] ind6pend&mment de k et h. 

Soit alors q~ une fonction sealaire continue sur  [0, T] (q~EC). D 'apr~s  ce 

qui prdc~de et le th~orbme de Lebesgue  on a 

T T 

o o 

O n  ~',~rifie a,vee (6.1) q u e  ~qh, rn, v-->~V darts L~(H) for t ;  a, vee  (9.6), o n  a 

done aussi 
T T 

o o 

D o n c  

T T 

0 0 
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et n6eesst~irement 

g(t) = (,d(l), v) p.p. 

(9.9) 

off 

Avec  i ' e x p r e s s i o n  (9.8) de g(t), nous  pouvons  ~crire:  

t t 

Off(t), v ) +  f a(s;w(s), v)as +i=1 ~ f < xi(s), o),v> ds - 
o o 

t 

= (u,, v) + f (f(s), v)ds, p.p. t E [0, T], ~ v E e)). 

o 

P a r  cont inui t6 ,  l '~galit6 pr~c~dente  est  encore  va lab le  p o u r  tout  v EVN W 
et il en r~sul te  alors  que  

t t t 

o o o 

x = x * ,  z t  = ×,, 

~o7 E £(Gi, W~), op~ra teur  l in~aire t ranspos~ de ¢oi. 

En  ra i son  de (9.9) et du l emme  9.1, la fonct ion  w e s t  p.p. ~gale h une  

fonc t ion  w.  con t inue  de [0, T] dans  H, de d(irJv~e w'. con t inue  de [0, T] dans  

(V n W)', avee  w,(0)  --- u0, w'.(0) - -  u l .  
D~r ivant  (9.9 au  sens des  d i s t r ibu t ions  vec tor ie l l es  sur  ]0, T[ i~ va l eu r s  

dans  (V n W)', nous  ob tenons  

(9.10) w'~(t) + A(t)w,(t) + x(t) - -  f(t) p.p. 

P o u r  conc lu re  que  w .  --~ u, il nous  suff i t  done de m o n t r e r  que  

(9.11) X -" Bw'. 

C'es t  ce que  nous  ra isons  dans  les l emmes  qui  suivent .  

LEMME 9.3. 

La fonction w ,  est continue de [0, T] dans V, w', est continue de [0, T] 

darts He t ,  pour tout t E [0, T]: 

(9.12) t w,(t) I ~ + a(t; w,(t) ,  w,(t)) = i u: 12 + a(O, Uo, Uo) + 
t t 

-]- f at(s; w(s), w(s))ds-}- 2~e  f < [ ( s ) -  X(s), w'(s)> ds. 
o o 
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Comme le lemme 4.2, ce lemme r~sulte de [35]. 

LEI~I~E 9.4. 

.Four tout t E [0, T], pour i - "  1, ..., m, 

(9.13) plh, U~h,(t)---> 6)~W,(t) darts F~ faible 

(9.14) qh, vm,(t)--> w,(t)  dans H faible. 

Ddmonstration. 

Soit tE[0,  T], fix~. D'apr~s le lemme 8.3, la suite pm, um,(t) est bornde 

dans F i ( i - - l ,  ..., m), et il existe done une sous-suite  k", h"-->0, telle que 

(9.15) p~h,,U~h,,(t)--->~ dans F~ faible, i - : l ,  ..., m. 

II r~sulte de la d~monstration du lemme 9.1 que 

t 
f *  

qh,,Ulh,~t)--> uo A- t v~(s)ds - -  w~(t), darts faible. 

o 

Avee (9.15) e~ (6.4) nous en eoneluons que w,( t )E V, ee qui est deji~ connu, 

et que 

zl = 6)/w. (t), i = 1, ..., m. 

Puisque  la limite est ind6pendante de la sous-suite k", h", extrai te  de 

k', h', (9.15) a lieu pour la suite k', h', el le-m~me et {9.13) en r6sulte. 

) Iontrons /~ pr(isent (9.14). D'aprbs  le lemme 8.3, la suite qh, vm,(t) est 

born~e dans [I ~ i -  1, ..., m), et il existe done une sous-suite  k~, h~-->0, telle 

que 

(9.16) qh]v~h,(t)-->fz clans H faible; 

d' apr6s (6.3), ~ E H. 

Pour  tout vE6)), d 'aprbs  (6.1), qa~rh~v-->v dans H fort, et done 

(qa~vih~(t), qh,rh,v) ---> (e~, V). 

:Nous avons vu pr6c6demment  que 

(qa, v,~a,(t), qa.rh, v) ---> (w,(t), v). 

Nous montrer ions de manibre identique que 

(qa, via,(t), qa.ra, v)-->(w,(t), v), j =  1, ..., m - - 1 .  
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Nous avons alors, par comparaison 

(w'.(l)---~,, v) = 0 ,  ~4 r E @ .  

Puisque w ' , ( / ) - - ~ E  H et que el) est dense duns H, nous en coneluons que 

Puisque la limite est ind6pendante de la suite k~, h~ extrai te de k', h', 

(9.16) a lieu pour la suite k', h' el le-m~me et le lemme est ddmontr~. 

Introduisons h pr6sent les formes ~k(l; u, v) sesquilin~aires continues 

sur F~ et d6finies par:  

I //~k(/; u, v)==0 pour IE[0, k[ 

( r + 1 ) k  

( o 
pour tE[rk,  ( r+ l ) k [ ,  r = l ,  ..., hr. 

(9.17) 

Nous avons alors le 

LEMME 9.5. 

Soient ~ et ~ E L2(F~), el 

Alors, lorsque k--> 0 el n--> cx~ 

deu~ suites de L~(Fd lelles que, po~r 

Ce lemme, essez voisin du Iemme 16.3 du chap. 1, se d6montre par les 

m~mes m6thodes. 
Nous sommes en mesure de d~montrer  (9.11) et m~me un r~sultat plus 

pr6eis : 

L]~lu]~ 9.6. 

Z* = B Y ,  i = 1, ..., m. 

T T 

f (9.18) dMl;~%(t), ~.,,(t;:dl--> at(l, ~(t), ~(t))dt. 

o o 

dans L~(FI) fort 

duns L2(FI) faible. 
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Ddmonstration. 

Etant donn6es m fonctions %, ..., ~,~, v6rifiant 

(9.19) ~6  ~(V), ~ 6 ~ H ) f ~ L v ( W ~ ) ,  i =  1, . . . ,  m,  

nous consid4rons l 'express ion suivante:  

oi~ 

i=l 

r+- r + -  +-~ 
V h m i 

i = i  f ~ o  

T 

-,=,~, f 8,~(t; 
0 T 

÷ 2 a e ~ f  i = 1  
0 

< [3~k(t). (q~hv~h(l)) - -  B~k( t ) .  (tooTh(t)), q~hv~(t) - -  o~T'~(t) > d t  

~ o u s  6crivons 

1 :~r, 

Y~9 -- IT'(T) 12 + ~ a~k(T - -  k; 6~,~(T), 63@(T))- 

T 

--~=:E f ~/,k(t; 6)~T(t), (o~¢Zt))dt + 
0 

T 

+ 2 ~ } ,  f <~,~(t). (o,,~:(~)), ~o,T;(t) > at, 
0 

Y ~  - -  2 ~ e  ~th h , T'(T)) - -  

u N+ 
- -  2 N e  Z a ,k(T - -  k ;  P,n h , co,T(T)) + 

T 

O 
T 

- -  2 g~e i=l ~ f [ <Bik(t) " (q~av,h(t)), (oiT~(t) > -~ 
0 

+<~,kCt) ~o ' • ( i ~ i ( t ) ) ,  q ~ h V l h ( t ) ~ >  ]dt, 
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y ~  ~ ~vA-~ , ~ a~k(T k N+L N ~) 

:÷ c-:)l- 
T 

--zZ_m_lf d,k(l; ~ , h ~ b ~ , h ( t ) ,  p,h'~,h(t))dt + 
o 

T 

o 

Les fonctions ~ 6rant fix6es, nous passons ~ la limite avec la suite k', h'. 
Movennant les hypothbses (6-v) et (9-i) et le lemme 9.5, nous voyons que 

lim Y~,~ = Y~ ---- 1 ~'(T)t ~ + a(T; ¢~(T), ~(T)) - -  

k'~ h'--~o 
T T 

0 o 

~( / )>  dr. 

Pour passer h la limite dans Y~,, il faut utiliser 8.20)et (9.6), les lemmes 

9.4 et 9.5, les hypotheses (6-v) et (9-i). Nous obtenons: 

lim Y~'9 --- Y~ --  - -  2~e(w',(T), T'(T)) - -  
k', h'-~O 

T 

--  2 g~e a(T; w,(T), ~(T)) -f- 2Ne f a(t, ,o(~), ~(t))dt + 
T o 

f ~,, j + < B d  )~,(t), w'it)>]dt. + 2 ~  [<x/*Ct), "~'> ~" 

0 

Pour Yn% nous utilisons l'~galit6 d'~nergie (8.18); on v6rifie sans peine 

que :Y~,~ est identique au premier membre de cette 6galit6. 

k 

0 
T 

+ [ 2  N e E  (f~(t), qhv~k(t))dt. 
".-~-1 J 

0 
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En raison du lemme 16.4 du~chap.  1, f~h-+f, dans L=(H) fort. Util isant 
(9.6), (6.1), (6.2) et l 'hypoth~se (6-v), nous obtenons 

lim Y~,~ --  Y~ - - / u ,  I = + a(0; no, no) q- 
k'~ h'-+o 

T 

+ 2 g e f  (f(t), w'(t))dt. 
o 

Nous avons aussi, d 'apr~s  (9.t2) (off t -  T): 

Y: = Iw.(T)i ~ + a(T; w.(T), ~v,(T)) - -  

T T 

- - f  a'(s; w(s), w(s))ds n u 2 ~ e f  <X(S), w'(s)>ds. 
o o 

Finalement ,  en regroupant  ces r~sultats: 

lim Yh'~ --" Y~ -- t w,(T) - -  ~'(T)12 -{- 
k'~ h',,+ 0 

q-~a(T; w . (T ) - -T (T)  , w , ( T ) -  T (T ) ) -  
T 

- -  f a'(t; w(t) - -  ~(t), w([) - -  ~(t))dt + 

o 
T 

N e i ~  = ' ' t + 2 <Bi(t)~(t) --  xt(t), ~( ) - -  w't )>dt .  
1 
o 

I1 r~sulte des hypotheses (6-iii), (6-vi) et (6-x) que Yh~ est non n~gatif, 

et donc, h la limite, Y~ est non n~gatif que]les que soient les fonctions ¢P1 

v~rifiant (9.19). La d~monstration se termine alors comme dans le lemme 4.4. 

Ce lemme nous permet  enfin d ' a f f i rmer  que 

$~ - - -  ~ V ,  . 

Puisque les limites sont ind4pendantes de la sous-suite  k', h', les conver- 

genees (9.6), (9.13) et (9.14) oat lieu pour la suite k, h~ elle-m~me. 

Cela ach~ve la d6monstrat ion du ttl4or~me 9.1. 

9.4. - Compldments au thdor~me 9.t :  Rdsultats de convergence forte. 

Le th~orbme 9.1 peut 8tre compl~t4 par  diff~rents r~saltats de convergence 

forte que nous 4nongons sans d4monstration. 
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T]~]~OR~E 9.2. 

Sous les hypotheses du thdor~me 9.], lorsque k et h---->O, pour i :  1, ..., m 

{ pmTz~gt) ----> 6)~t(t) darts F~ fort, pour tout t E [0, T] 

qhv~h(t) ---> U'(t) dans I7! fort, pour tout t E [0, T]. 

TE]~OR]~E 9.3. 

Sous les hypotheses du thdor~me 9.1, si l'espace G~ est uniformdment convexe 

et si (6-xi) est remptacd par  

v~G~, p.p. t~[0 ,  T], 

alor8 nous avons 

q~hvm --> ~o~u' dans Lp( G~) fort. 

10. - E x e m p l e s .  

10.1. - EXEI~IPLE 1 (suite). 

Espaoes [t, F~, G~ 

i t  = ~ = L.~(~), 

Opdrateurs co~, ~ 

Si u E V~, 

Si 

Formes ~i(t; U, V) 

G, = L~(~) × {0 }, i = ~, . . ,  m. 

(olu -- (~ Diu) 

u ~W~ "- H, (~#~ --  (u, 0). 

P o u r  u,  v e F~, u - -  (uo,  ul) ,  v - (Vo, v , ) :  

a~(t; u, v ) ~  ( [a,(x, t ugx~)v~(x) ~ c~(x, t)uo(W)Vo(X)]dx. 

Opdrateurs B~(t): ident iquement  nuls. 

Espaces Vh 
Vh est l 'espaco des fonetions ~tag@s Uh: 

udx) -" ~o u g M ) .  wh~(x), ~h(M) E C, 
MG~h 
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o 1 
~ ,  Wh~, d~finis au chap. I, section 11.1. 

La dimension N(h) de ga est le nombre de M ~  ~ .  

Opdrateurs rn, qa, p,n, q~,. 

Si u ~ H, nous d~[inissons U h -  rh ~ ~ Vh de la mani~re su ivaute :  

/ .  
u~(M) = (h,, ..., h~ ) -~ l  u(x,)dx, 

. i  
¢;h(M, O) 

N0US posons encore 

o 1 

~h' t th --- ?~ih t ft 

p , h u h  = (Uh l a ,  8,'~h [ a) ; q , h ~  = (U~ I a ,  0). 

Vdrificalion des hypotheses du n ° 6. 

Pour  (6-xiv), (6-xv) et (6-xvi), noas renvoyons ~ RAVIAR~P [28]; (6-xviii) 

a 4t~ v6rifi~e ~ Foccas ion  de F exemple 2 Oh. I ;  (6-xvii) est triviale car 

- - H ,  (6-xix) est triviale car W~--{0  }. Les autres hypotheses se v~rifient 

facilement.  

ProbWmes approchds. 

Pour  d6terminer  u~+~ ou v~+~ il rant r6soudre un syst~me lin6aire 

(lO.1) x + k"A~+~ . u~+~ = g~ ,~ 

i 

off A~+~ E£(Va, Vh) est d~fini par  

(connu, E Vh), 

(10.2) ~t t~th~ VhE Vh, 

(~-yi)k 

=;f f 
r k  9. 

[ai(;)~, t)~i  ~th(~)~i  Vh(O~) + ~i(X, t)uh(X)Vh(X))]dxdt. 

i 

P o s o n s  ~/~h -}-~ = ~ol~M~VhM'y al0rs (10.1) est un syst~me d '6quat ions  lin~- 
MEl t  h "~ 

aires pour  les ~M. Comme pour d~autres exemples nous v~rifions que te syst~me 
o 1 

(10.1) est d~coupl~i en syst~mes partiels correspondant  aux points M de ~Qh 

situ~s sur une m~me parall~le b l ' axe  des x~. 

Rdsultats  de convergence. 

Le th~or~me 9.1 (cf. remarque  9.1) donne en par~iculier ceci:  



366 R. TEMAM: SuF la stabititd et Ia convergence de ta mOthode, etc. 

L o r s q u e  k et h-->O, p o u r  i - - 1 ,  ..., m ( m - - n )  

I m]Qr--> u dans  L~(L2(~)) fa ib le  

~ u~a i Qr --> D~ u dans  L~(Z2(~)) fa ib le  

~ V,htQr--->u' dans  L,~(L~(~)) faible .  

10.2. - EXEMPLE 2 (suite). 

Espaces [t, F~, G~. 

[ 1 -  L~(R,~); H - - L 2 ( ~ )  pen t  ~tre ident i f i~  ~ un  s o u s - e s p a c e  h i l be r t i en  de 

/ t ,  si l 'on  eonv i en t  d' i den t i f i e r  u E L~(~) avee  u E L2(R% u(x) - -  u(x) pour  x E gt, 

u(x) - -  0 p o u r  x ~ ~2. 

i - - l ,  ..., n 

i ~ - - n - k - 1  

Opdrateurs 6)~ , to~. 

i - -  1, ..., n 

i = n - + - i  

• ~ = L~(~), F~ -~- L2(R '~) X L~(~), 

G~ --  L2(R'9 X {0 }. 

¢ , = ( o } ,  F, = l ob  

W, -~ Lp(~),  G , - -  L~(R') X Lp(~). 

Si u E Vi,  (or u : ('~, Di u), 

Si u E ~¥i - -  H, to~u -" (~, 0). 

et 

Si u E V I = H ,  O i u - - ( ~ t ,  0), 

Si u EWe, coxu = (u, u), 

Formes  a~(t; u, v). 

P o u r  u, v E F i ,  u - -  (no, ul), v = (vo, %), 

£t 

a , + l ( t ;  u, v) ~- O. 
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Opdrateurs B~(t). 

B ~ - - 0  pour i - - 1 ,  .... n, et B,+~(t)~--B,~+~ d6fini par 

~ J  

~, v ~ G~+~, u = (Uo, u~), 

Espaces V~. 

Va est l ' espace  des fonctions 6~ag6es Uh: 

v --  (Vo, v,). 

i - - n - 4 -  I 

~"~lh, W h M  d6finis au chap. I (section 11.1). 

Opdrateurs rh. 

Supposant Fouver t  ~2 assez r4gulier, il existe [15] un op6rateur de pro- 

longement ~, continu respect ivement  de L~(f2), L~(f~), H~(~) dans L~,(R"), Lp(R"), 

H~(R'). Pour  u E H nous d6finissons alors ~h ~- rhU: 

i ~  1, . . . ,  n 

l"  
u~z(M ) = (hi, ..., hn) -~ ~ ~u(x)dx,  

. /  
ah(M,o) 

Opdrateurs qh , P~h , q~h . 

qh est l ' identit6,  qh~h : ~ h  , et : 

p i h u h  = (Uh , Uh l 

p,h~th = (Uh, 0), q,~un = (~h, Uh ]a). 

Vdrification des hypothdses du n ° 6. 

Pour  (6-xiv), (6-xv) et (6-xvi) nous renvoyons ~ RAVIAI~r [28]; (6-xvii) et 

"(6-xviii) ont 6t6 v6rifi6es h l 'occasion de l ' exemple  1 du Chap I;  (6-xix) se 

v6rifie comme (6-xviii). Les autres hypothbses n 'of f ren t  pas de difficult6. 

Probl~mes approchds. 

i ~ - - l ,  ..., n. 

i 

(10.3) 

syst6me lin6aire : 

( ~1 ~ ~+± [ +  k2A~ +~ Uh + ~ -'- gh m (eonnu, E Vh). 

qihuh --- (~h, 0) 

~ h(x) = Y~ lUh(M )WhM(X), uh(M) ~ C, 
M~i f l  h 
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i 

On a A~+~ -~ A~a, 

uh, Vh E Vh. 

Le syst6me d'dquations (I0.3) est en fair d6coupl6. 

i = n + l .  

Posons 

i 

V h + ~  ---  Y' I ~M~VhM" 
M ~  h 

Les 6quations (7.5) correspondantes sont totalement d6coupl6es, chaque 

~ 6tant solution d}une 6qnation alg6brique simple 

(10.4) ~ +:k t ~M I p-~ ~--" gM (gM E C, connn). 

Dans cet exemple encore, les probl6mes approch6s (10.3) et (10.4) sont 
re]ativement simples et ils sont beaucoup plus simples que les probl6mes 
alg6briques ~ r6soudre lorsqu'on envisage l 'approximation du probl6me (5.10)- 

(5.13) par le sch6ma implicite elassique h trois niveaux (el. ICAVlAI~ [28]). 

Rdsultats de convergence. 

Les th6orbmes 9.1, 9.2 et 9.3 donnent ceci: 

Lorsque k et h .---> 0 

! Uih---> U darts L~(LdR")) faible 

vm ----> u' dans L~(L~(R")) faiblo 

f [ u,~(~c, t) - 5 ( x ,  t) I ~ d x  ---> 0 

R n 

f ] v~h(x, ~) - ~'(x, t) I ~ dx  .---> 0 
R n 

~ tE[O, T] 

V t~[o, T]; i = l ,  ..., n + l .  

I ~iihlQrl-->D,~ darts L~(Ld~2)) 

I ~u~h(x, t) -- Diu(x, t) i 2 dx --> 0 

faible 

~z t E [0, T]; i - - l ,  ..., n. 

u(,+l)hlQ-->U' dans Lp(Q~) fort. 
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11. - Une a p p r o x i m a t i o n  de type  m~ld. 

Nous donnons  une  au t re  m~thode d ' a p p r o x i m a | i o n  discr~le~ par t icul i~re-  

ment  adapt~e ~ l ' e x e m p l e  2. 

Les  hypotheses  sont  celles des n ° 1, 2 et 6. et nous  supposons  en outre  

que les d~composi t ions  de A(t) et B(l) sont  choisies de manibre  que 

c~(~; u, v ) = 0  pour  i = m l - ~ l ,  ..., m 

B ~ ( t ) = 0  pour  i = l ,  ..., m~, 

ma entier ,  1 ~.m~<_m 

11.1. - Probl~me approchd. 

Nous posons pour  c o m m e n c e r  

i 
0 

(11.1) u-~ ~+~ - -  rhUo, (1 -< i  _<, m); vh - -  rhux. 

_ ~ - x +  L 
Supposan t  connus  ,a n ~ ,  i - - 1 ,  ..., m, et vh~, nous al lons d4f ini r  les 

fonct ions  u~h et v~h sur  l ' i n t e r v a l l e  [rk, (r q-1)k[. 

Pour  i - ~  1, ..., m. 

I pour  l E [rk, (r-~- 1)k[, 

i i 

les Uh+~ , V~+~ ~tant  d6finis  success ivement  comme sui t :  

(11.3) vh+"4 - -  l ( u : + ;  - u;  -~+~)  k x  n 

i i - - 1  i 

(11.4) k ' ' 

,( ,) 
L ' ~ q u a t i o n  (11.4) eat une  6quat ion l in6aire  pour  u~+~ ou v~+~ . 

Pour i = m~ -1- 1, ..., m. 

P o u r  t E [rk, (r q-1)k[, les fonct ions  u~h, v~h sont solut ions  de 

Annati  di Matematica 47 
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(115) 

/ ulh E L~(rk, (r ÷ 1)k; V~) 
( 

I v~h = u'~h E L~(rk, (r ÷ 1)k; Vh) 

) (u~'h(l), wh)l, + b"+7~(u~Kt), wh) --  [~+~ wh h, ~ wh E Vh h 

u~h(rk --]- 0), et v~h(rk ÷ O) = ~h(rk ÷ 0), do rm,s  dans  Vh. 

L ' e x i s t e n c e  et l'unicite5 d 'une  so lu t ion  pour  (11.5) rdsul tent  du thesor~me 1.1. 

P r~c i sons  les condi t ions  in i t ia les  dans  (11.5); l e s  u~+~,  i - - 1 ,  ..., m~, 

v~+~ -~ est  ddtermine5 pa r  (11.3)-(11.4). Alors, duns  sont  supposess connus ,  et h 

(11.5) nous  p renons  succes ivemcn t  

i 

(11.6) uMrk ÷ O) ~ ~-~+- i : n h ÷ l ,  ..., m 

(11.7) 

m l  

vc~+,)Krk ÷ O) "- v~ +~- 

vl~,+2)h(rk -i- O) = v(~+~)~((r + l)k - -  O) (note5 

v~h(rk ÷ 0) : v(.,_,)h((r ÷ 1)k - -  0) (notd 

+ ~+-~ 
Vh m ] 

Les  fonc t ions  u~h~ v~h sont  alors  connues  sllr l ' i n t e rva l l e  [rk, ( r +  1)k[. 

Nous  posons  

i 

(11.8) u,K(r + 1)k - -  O) - -  u~ + ~  

(11.9) ' r . r - t - 1  

et nous  sommes  en mesure  de r e c o m m e n c e r  le p rocessus  duns l ' i n t e rva l l e  

[(r + 1)k, (r ÷ 2)k[. 
Les  fonct ions  uih, vih sont  d6finies  f ina lement  sur  [0, T]. 

11.2. - Enoncd des rdsultats de convergence. 

Avec des  desmonstrat ions en t i b r emen t  ana logues  aux  prescesdentes, nous  

mont rons  ceci :  

Tnl~OR~ME 11.t. 

Les hypotheses soul celles des n ° 1, 2 et 6, (9-i) et (11-i); 

solution du prvbl~me 1. 

u ddsigne la 
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Lorsque k et h--> O, 

p~h~h ---~ 6)~ ~ duns  L,c(Fi) faible, i - - l ,  ..., m~ , 

qhv~h ---> U' duns  L~(H) [aible, i - -  1, ..., m, 

q~hv~ --> o)~ dans L~(G~) faible, i : m~ + 1, ..., m. 

l p~hu~h(t)-->COiu(t) duns F~ fort, ~ t E[O, T], i ~- 1, ..., ml,  

f qhVih(t) --> U'(t) duns  I i  fort, ~ ~ E [0, T], i = 1, ...~ m. 

1 1 . 3 . -  Exemple.  

EXEYIPLE 2 (suite). 

L~ d i f f6rence  essent ie l le  avee l ' a p p r o x i m a t i o n  d isc re te  d u n  ° 7, cons is te  

en une  s impl i f i ca t ion  suppl~imentaire  des p rob l~mes  approch~s .  

Ici  m~ --  n e t ,  pou r  i ~ 1, . . . ,  n, les probl~mes  approch(fs  (11.4) sont  les 

m6mes  que  (t0.3). 

Pone  i --  n ~ 1, nous ~cr ivons : 

(11.10) u~h(t) - -  u~ + f v~h(s)ds (u~ connu)  

r k  

(11.11) v~h(t)-- Z ~M(I)WhM 
Me~lh 

(11.12) d-t {M(t) + I {M(t) IP -~ ~M(t) - -  (f~h(t), WaM)h 

~M(rk -~- 0) donn~. 

(fonct. donn6e) 

Choissant  f ,+ l  -" O, 1' 4qua t ion  d i f f~rent ie l le  (11.12) s ' i u t~gre  exp l i c i t emen t  

et  nous avons ains i  dvitd la r6solution des dquations algdbriques (10.4). Les 

rgsultats de convergence sont les m~mes que pour  l ' approx imat ion  discrete. 
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A P I P E I ~  D I C E 

ESPACES H(D~ ; [2) (~8). 

Soit 12 un ouvert  de R". Nous avons d6fini au chapitre I, l ' espace 

It(D~; ~):  

tt(D~; a )  = u[uEL2(a), D~u = ~ .~EL~(a)  . 

C'est  un espaee de t t i lber t  pour le produit  sealaire 

((u, v))~ = ~" [D#4x) • n~ v(x) + u(a~) • v(x)] d~. 
, d  

On appelle ~( f~) [ resp .  ~(~)]  l 'espaee des fonetions ind6finiment diff6- 

rentiables ~, supoort compact dans f~ [resp. ~], et on pose 

Ho(D~ ; f~) ----- adh6renee de ~(f~) dans H(D~; ft). 

1. - U n  t h g o r ~ m e  de  dens i tY.  

Nous faisons l 'hypothgse suivante:  

t La fronti6re ]? de 12 est une vari6t~ eontinflment diff4rentiable 
(l-i) de dimension n - - l ,  et F~ est situ~ loca lementd 'un  seul c6t~ de l?. 

Nous avons alors le 

T ~ o R ~ E  1.1. 

Sous l'hypoth~se (l-i), ~(~) est dense dans H(D~; t2), i - - 1  . . . . .  n. 

Ddmonstration. 

Soit u ~  H(D~; 12), queleonque. Nous devons montrer  que u est limite 

dans H(D~; 12) de fonctions appar tenant  h ~)(~). 

(e~) L es  r~sul ta t s  donnEis dans  cet A p p e n d i c e  ne  sont  pas  n o u v e a u x ;  le th6or~me 1.i  

es t  u n  cas  p a r t i c u l i e r  d ' u n  rdsu l t a t  de L. H~RMA.NDER [10] et  la  d ~ m o n s t r a t i o n  est  ]a m0me 

q u ' e n  [ I0] ;  le thEiorbme 2.1 est  dfi i~ J-. L.  LIoNs et E. ~AGENES (non publiC). 



R. TEMAM: Sur la stabilitd et la convergence de ta mdthode, etc. 373 

1 o - Consid4rons  tout  d ' abo rd ,  le cas off ~ est  ~ suppor t  compac t  K, K 

assez pet i t  pour  que  la condi t ion  su ivan te  soit  r~alis~e: 

1.1) t ~cEK~]?,II ex is te  Unx_[.~c~ensemble convexe  ouver t  ~ ,  0 E ~ ,  et pour  tout  

Soi t  a lors  u la fonct ion  ~gale h u dans  ~2 et ~t 0 dans  ~ g~; on a 

(1.2) D~ ~ = D~ u + I~ 

off ~ est  une  d i s t r ibu t ion  h~ suppor t  con tenu  duns K ( ~  ]:. 

Soit  ~E~(R") , /~  suppor t  inc lus  dans  C, ~ 0 ,  / ~ ( x ) d x :  1. P o u r  eE]0, 1], 

so it p~ la fonc t ion  x - - > ~ g x ) :  1 (x) R~ e ~  ~ ; 9~ a son suppor t  inc lus  darts ~,  p u i s q u e  
est  convexe .  

L a  fonct ion  p~. u appa r t i en t  ~ ~)(R ~) et sa res t r i c t ion  h g/, soit  u~, appar-  

t ient  ~ ~ ( ~ ) .  Nous  a l iens  mon t r e r  que  ~t~--> u dans  H(D~; ~2), lo r sque  e - + 0 .  

L o r s q u e  e-->0,  ~ converge  duns  ~ ' ( R  '*) vers  ~ (d is t r ibut ion de Dirac  en 
0), et on v~rifie de mani~,re e l a s s ique  que  

(1.3) ~ • v -+  v duns  L~(Ii"), ~ v E LgR~). 

Ainsi  p~. u--> t~ dans  Lz(R ~) et, sur  E~, ~t~---> u duns  L2(~). 

D' aprbs  (1.2), 

~ ,  D~ u - -  ~ ,  D, u + ~ * ~. 

E a  ra i son  de (1.1), pu i sque  o~ a son suppor t  inc lus  duns  ~ ,  p~,~ a son suppo r t  
inc lus  darts ~ 2 ;  a lors  

D~ u,~ -" (?~ * Di ~)la -- (P~ * D~ u)I~" 

Avec  ce t te  6galit6 et (1.3), on en conc lu t  que  D~u~-->D~u duns  L~(~2), ce 
qui  d6mont re  le th6orbme, dans  ce cas. 

2 ° - Cas gdndral. 

a). On se r ambne  tout  d ' a b o r d  au cas off u est  ~ suppor t  compac t  ~ .  

Soit  ~E~(R~) ,  0 ~ m ~  1, ~--- 1 pour  i ~i  ~ 1 ,  ~ 0  pour  i x l ~ 2 .  P o u r  

a > 0  soit  ~ la res t r i c t ion  ~t ~2 de la fonct ion  x~-->¢~ ~ . On v6rif ie  que  %uE 

EH(Di;  fl) et que  % u  tend vers  u darts cet  espace ,  lo r sque  a - - > ~ .  Les  

fone t ions  ~ suppor t  compac t  f e rmen t  done un s o u s - e s p a c e  dense  de H(Di; f~) 
et on peu t  suppose r  que  g est  h suppo r t  compact .  
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b). On v6rifie facilement,  avec l 'hypothbse  (i-i) que, pour tout xoEr ,  

il existe une boule B~o de centre ~o, de rayon suff isament  petit, et un ensemble 

convexe ouvert  ~x°, 0 E ~o0, tel que 

pour  tout w E B:0 (3 ~, a~ --}= ~ 0  C 0 

Les  boules B~o forment un recouvrement  ouvert  de ]? dont on peut  extraire 

un reeouvremmeut  localement fini, (O¢)iej. 

Les ouverts ~2, (O])¢¢j, forment en recouvrement  ouvert  de ~. Consid~irons 

une parti t ion de l 'uni t6  subordonn6e /~ ce reeouvrement :  

On peut  6crire 

1 ---- ~ "-}=j~ffi, q~i E ~)(0j). 

u - -  ¢+u q- E ~o I u, 
i 

la somme E 6tant finie en r6alit(~, puisque le support  de u est compact. Pour  
i 

chaque fonction ~iu non nulle, on est dans les conditions du 1°); VU ~tant /~ 

support  compact dans ~ ,  on v6rifie par r6gularisation que ~u est limite, dans 

H(D~; ~2), de fonctions appurtenant  i~ ~(£~) (~u E Ho(Di; ~)). 

Le th6or~me en r~sulte. 

REgARQUE 1.1. 

On d6montrerai t  de mani~re identique que ~ ( ~ )  est dense dans 

Wp, q(D~; ~ ) = { u f u E L p ( a ) ,  D~uELq(.Q)}, p, q ~ l ,  

cet espace ~tant de Banach pour la norme 

t] u [ILp(n) "-~ I] Di u 1lLq(a) • 

2. - U n  t h d o r ~ m e  de  t r a c e .  

Pour  u E @(~), on d(ffinit F op6rateur de trace 

y,  u = c o s  (v, xi)  Is,  

v d6signant la normale ext6rieure /~ 1?. L~application Ti envoie ~ ( ~ )  dans 

~(P), espace des applicat ions continues sur l ~. 

T~:On~)~E 2.1 

Sous l 'hypoth@e (l-i), l 'application u ~--> T~ ~ de ~(~)~--> ~(r) se prolonge 
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par eontinuitd en une application lindaire continue de H(Di ; t2) dans H-a/2(F) (~7), 
(i = 1, ..., n). 

Ddmonslra lion. 

Soit ~ E H'/2(I~); on salt  [15] q u ' i l  exis te  w-=  w@)E H~(f2) tel que 

(2.l) Tw ~ % Tw =-= t race de w sur  r ,  

(2.2) L' appl ica t ion  ¢~--> w(~) est con t inue  de H~/2([)-> H~(~). 

P o u r  u fix6 dans  H(D~; gt), nous posons 

Xu@) "- f [Di u(x:w(xO q- u(x)Di w(x~)]dx 
m ]  

gt 

= (D~ u, w) + (u, D~ w). 

LE~ME 2.1. 

X J ~ )  ne ddpend pas  du choix de w(¢~), pourvu qa'e w appartienne it H~(~) 
et vdrifie (2.1). 

Ddmonslration. 

Soient  w~ et w~ a p p a r t e n a n t  ~ H~(~), avec 

y~Vl  - -  % yrV2 - -  % 

et soit w - -  w , - -  w2. 

I1 faut  mon t re r  que 

(Di u, wl) + (u, D~ wl) = (D~ u, w~) + (u, D~ w~), 

a u t r e m e n t  dit  que 

(2.3) (Di u, w) + (u, D~ w) : 0. 

Mais wEHI(i2) et "( w : 0 ;  done wEH~o(~) et il exis te  [15] une  sui te  de 

fonct ions  w~ E ~)(~), qui convergent  vers w dans  H~o(~). I1 est 6vident  que 

(D~ u, w~) + (u, D, w~) --- 0, pour  w~ E @(g2), 

et (2.3) en r6sul te  ~t la l imite.  

(~) H-J/2(I') ost l ' a n t i - d u a l  de H1/2(f). Pou r  la ddfini t ion de ces espaces ef. [15]. 
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:[1 est clair avec (2.2), que 

(2.4) 

L 'appt ica t ion  ~ r-->'X~@) est doric anti- l in6aire continue sur H~/?(g) et il existe 

g - -  g(u) E H-~/~(P), tel que 

D' apr~s (2.4), 

x~ (~ )  = < g, ~ > .  

It g ~.-'/~(~) <- c II u ttrz(.~; ~) , 

ce qui montre que t' application u ~-+g(u) est continue de//(D~; D.) darts H-~/2(I~). 

V6rifions pour terminer, que cette application prolonge ~,~. 

LEM~E 2.2. 

Si  u E ~)(~),  alors 

(2.5) g(u) - -  y, u. 

Ddmonstral ion.  

En effet~ on a alors 

x,(~) = f D,(~(~)~(~))a~ = f u(~)~(~) cos  (~, ~,)a~. 
n F 

Cola termine la d4monstration du th6or6mo 2.1. 

TI~]~OREME 2.2. 

Ho(D, ; a )  = {u I u E ~ ( D , ,  n), ~'~ u = 0 }. 

Ddmonslrat ion.  

Si uEHo(Di;  ~2), par d6finition de Ho(Di; ~2), il existe une suite de fonetions 

u~E~)(~2), convergeant vers u dans H(D~; ~);  on a ~ ' iu~--0 et done, ~ la 

limite T~u ---- 0. 

R6ciproquement, si u E H(D~; ~2) et ~,~u--0, nous allons montrer  que u 

est limite de fonctions de ~(~).  

Soit 4)E~(R ") quelconque, et ~ la restriction de (I) h ~ .  Puisque T i u - - 0 ,  

on a <~'~u, T~> --" 0, ee qui s '6erit  

f [u(x) • D, ~(~) ÷ D, u(x) .  ¢;(.~)]dx-- 0. 
12 
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Donc 

et donc 

f [u(x)D~ ¢p(zc) + D~'-~u(x)dP(x)]dx "- O, 
R n 

+ E ~(R"), 

(2.6) Ds u = Ds u. 

Comme dans  le cas du th6or~me 1.1, on se rambne  au  cas d ' une  fonc t ion  

u h suppor t  K assez pet i t  pour  que la condi t ion  su ivante  soit r6alis6e: 

l I l  exis te  un  ensemble  convexe ouver t  C, 0E ~ et tel que 
(2.7) /~ - -  ~ C f~. 

Soit  ~ et ~ eomme dans  le th6or~me 1.1 et soit ~ g x ) - - ~ ( - - ~ ) =  e" ~ - -  . 
v 

On v~rifie alors, avee (2.5) et (2.7) que la res t r ic t ion  ~ ~ de p~, u est dans  

~)(g2) et converge  vers  u dans  H(D~; ~2). 

I~EMARQUE 2.1. - Application aux probldmes approchds semi-discrets. 

Le th~or4me 2.2 permet  de donner  un  sens i~ cer ta ines  condi t ions  aux  

l imi tes  (du type  de Dirichlet),  v6rifides 

d iserbtes :  Ch I, ex. 2, (3.24), Ch II .  ex. 

P o u r  les au t res  exemples  (Ch I, ex. 

les rdsn l ta t s  prdc~denls  et les m~thodes  

un sens a u x  condi t ions  aux  l imi tes  (du 

fonct ions approch~es semi-d isc r~ tes  (Ch 

par  les fonci ions  approch~es s emi -  

1, (5.9), Ch HI ,  ex. 1, (5.9). 

1, etc...) il sera i t  possible  en u t i l i san t  

de L I o ~ S - M A G E ~ S  [19-20] de donner  

type de Neumann)  v6rifi~es pa r  les 

I, (3.11), etc...). 
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