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SUR  LA  STRUCTURE  DES  EQUATIONS  DE  LIE:

III.  LA  COHOMOLOGIE  DE  SPENCER

H U BERT  G OLD SCH MID T

Les  transformations  infinitesimales  d'un  pseudogroupe  de  Lie transitif  sur
une varietezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X  sont les  solutions  d'une  equation  difϊerentielle  lineaire  Rk,  qui
est  en  fait  une  equation  de  Lie  dans  le  fibre  tangent  Γ  d e l ;  Γespace  des
solutions  formelles  i? , ^  en un point  x e X  de  cette  equation  est  une  algebre
de Lie topologique, et en fait une algebre de Lie transitive au sens de Guillemin-
Sternberg  [7].

Nous nous proposons de poursuivre notre etude de la relation entre equations
de  Lie  et  algebres  de  Lie  transitives  a partir des methodes developpees  dans
les  parties  precedentes de cet article  (Sj^^i  structure des equations de Lie:  I .
Le  troisieme thέoreme iondamentaU^^^f&tτtnύdλ  Geometry 6  (1972)  357-
373  I I . Equations jormellement tran^mesf^.  Differential  Geometry 7 (1972)
67- 85)  et dans [20]. Certains resultats αeίέet article ont ete annonces dans [19].

Notre  but  principal  est  de montrer dans quelle  mesure certaines  proprietes
d'une equation de Lie  analytique Rk  formellement  transitive  et  formellement
integrable  ne  dependent  que  de  Γ algebre  de Lie  transitive R^  ̂ des  solutions
formelles  de Rk  en x e X,  et de voir  dans quelle mesure les  resultats  classiques
de la  theorie des groupes  et  algebres  de  Lie  (de  dimension  ίinie)  peuvent  se
generaliser  aux  equations  de  Lie  et  aux  algebres  de  Lie transitives.  En par-
ticulier,  nous essayons  de voir  comment  les  proprietes  d'objets  geometriques
associes  k Rk  peuvent  se  traduire  en  termes algebriques,  nous donnant ainsi
des objets  algebriques  associes  a  R^^.

Nous etudions tout particulierement la cohomologie de Spencer d'une equa-
tion de Lie. Nous montrons que Γalgebre de Lie graduee H*(Rk)x  =   0  W{Rk)x

de cohomologie de Spencer en x de Γequation de Lie analytique Rk  ne depend,
a isomorphisme  pres,  que de Γalgebre  de Lie  topologique R^  ̂ en particulier
Γalgebre  de  Lie  H°(Rk)x  des germes  de champs de vecteurs  en x  solutions de
Rk  ne depend que de ^oo,^.  En identifiant  deux  algebres  de  Lie  graduees  de
cohomologie  de  Spencer  isomorphes,  nous  associons  a  toute  algebre  de Lie
transitive  L  une  algebre  de  Lie  graduee  # *(L) =   0  Hj(L),  dont  H\L)  est

Γalgebre  de Lie des  "solutions"  de L,  de telle maniere que:
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( i )  Γalgebre de Lie gradueezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA H*(L)  ne depende que de la classe d'isomor-
phisme de L en tant qu'algebre  de Lie topologique

(ii)  on puisse  definir  Γalgebre  de Lie graduee H*(L,  I) =   0  Hj(L,  I) de

cohomologie de Spencer d'un ideal ferme /  C L qui ne depend que de la classe
d'isomorphisme de (L, / ) en tant que couple d'algebres de Lie topologiques

(iii)  a toute suite exacte

0  > I   > L  - ^U  L"  > 0 ,

oύ  /   est  un  ideal  ferme  de  L  et  φ: L - * L"  est un homomorphisme continu
d'algebres de Lie transitives,  il corresponde un homomorphisme d'algebres de
Lie graduees

H*(φ):  H*(L)  - >  fl*(L")

et une suite exacte de groupes  de cohomologie

> H'(L91)  —U  W{L)  ^  W(L")  - ?- > H'+\L,  I)  •

Des  proprietes  fonctorielles  supplementaires  de  ces  algebres  de cohomologie
de Spencer sont donnees au § 13.

Nous  commenς ons, au  § 10,  par  etudier  la  relation  entre  Γensemble  des
ideaux fermes  de Γalgebre  de  Lie  transitive  R^  ̂ des  solutions  formelles  en
x ς . X  d'une  equation  de  Lie  Rk  formellement  transitive  et formellement in-
tegrable sur X  et une classe J^(Rk) d'equations de Lie formellement  integrables
associees  a ^ ,  qui correspondent aux  sous- pseudogroupes  de  Lie  normaux
d'un pseudogroupe de Lie solution d'une forme finie de Rk.  L'espace des solu-
tions  formelles  en  x  d'une  equation de Lie appartenant a <f(Rk)  est un ideal
ferme  de  R^,x\   inversement,  si  X  est  simplement  connexe,  une  variante
(theoreme 10.1  et corollaire  10.1)  de la version relative du troisieme theoreme
fundamental  (corollaire 6.2) nous dit que tout ideal ferme /  de R^  ̂ est  l'espace
des  solutions formelles  en x  d'une equation de Lie appartenant a <f(Rk). Nous
montrons (proposition 10.3) que tout sous- fibre  integrable  V de T invariant par
Rk  nous  donne une  equation  de  Lie appartenant a ^(Rk)  dont Γideal  ferme
de R^  ̂ correspondant est R^  ̂ Π  JJY)X.  Nous caracterisons  algebriquement
la classe des ideaux  fermes  de R^  ̂ qui s'obtiennent ainsi  elle ne depend que
de la sous- algebre Ri  ̂ de R^  ̂ des  solutions formelles  de Rk  qui s'annulent en
x  et est formee des ideaux definis  par un feuilletage  dans  (R^^^Rt^)-

Au  § 11, nous introduisons la notion d'equation de Lie projetable selon [20]
et montrons comment le theoreme de Kuranishi- Rodrigues donne des  exemples
de ces equations (theoreme 11.1).  Si Rk  est une equation de Lie formellement
integrable  sur X  qui  laisse  invariant  une fibration p:  X  —> Y,  nous donnons
des conditions sous lesquelles  elle determine une equation de Lie Rkl  formelle-
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ment  integrable  surzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Y  qui  correspond  au  "pseudogroupe  quotient"  d'un
pseudogroupe  de Lie  solution d'une forme  finie  de Rk  par  la fibration p  nous
dirons  alors  que Rk  est ^o- projetable.  Les  resultats  de  [20]  s'appliquent  alors
et  nous  donnent  une  suite  exacte  de  groupes  de  cohomologie  de  Spencer
qui  relie  les  groupes  de  cohomologie  des  equations  de  Lie  Rk,Rkl  et  de
Γequation  de  Lie  Rko  appartenant  a  J>(Rk)  determinee  par  le  fibre  V  des
vecteurs  tangents  aux fibres  de p  (theoreme 11.2).  En particulier,  si le  groupe
de cohomologie de Spencer H\Rk)x  en  x e X  de  Γequation  Rk  est  mil,  tout
germe  de  champ  de  vecteurs  en  p(x)  solution  de  Rkl  est Γimage  par p d'un
germe  en  x  d'un  champ  de  vecteurs  ^- projetable  solution  de  Rk.  Lorsque
R  ̂ Π  JSV)  =   {0},  alors  R^  ̂ est  isomorphe  a  Γalgebre  de  Lie  RZ,P(X)  des
solutions formelles  de Rkl  en p(x), et nous dirons que Rk  est un prolongement
de  Rkl  dans  ce  cas  les  algebres de Lie graduees  de cohomologie de Spencer
H*(Rk)x  et H*(R'Q  sont  isomorphes.

Si Rk  est une equation de Lie analytique formellement transitive et formelle-
ment integrable,  au § 12  nous  considerons  la  relation  entre  les  sous- algebres
ouvertes de Rt  ̂ et les  prolongements de Rk  (corollaire  12.1)  et la description
geometrique d'epimorphismes d'algebres de Lie transitives  a Γaide  d'equations
de  Lie  projetables  (theoreme  12.3  (i)). Nous disons,  selon Cartan, que deux
equations  de  Lie  formellement  integrables  (sur  des  varietes  differentes)  sont
equivalentes  ou isomorphes  si elles  ont  un  prolongement  commun.  Nous de-
montrons un resultat  de Kuranishi [22]: la notion d'equivalence  locale d'equa-
tions  de  Lie  analytiques  formellement  transitives  et formellement  integrables
est une relation d'equivalence.  En fait,  deux  telles  equations  sont  localement
isomorphes  si et seulement  si leurs  algebres de Lie  transitives  sont isomorphes
en  tant qu'algebres  de Lie topologiques  (corollaire  12.2). Nos demonstrations
reposent  sur  la version  relative  du troisieme theoreme  fondamental  (corollaire
6.2).  Des  resultats  analogues  sur  la  correspondance  entre  algebres  de  Lie
transitives  et  pseudogroupes  infinitesimaux  transitifs  et  analytiques  ont  ete
obtenus par Petitjean  et Rodrigues  [24]. Le  theoreme 12.3 nous donne les re-
sultats  sur la  cohomologie de Spencer des equations de Lie dont on aura besoin
au § 13 pour definir  et etudier la  cohomologie de Spencer des  algebres  de  Lie
transitives.

Nous  avertissons  le  lecteur  que  nous utilisons  constamment les  resultats  et
les  methodes des deux premieres parties  de cet article  et  de  [20],  et  nous  lui
recommandons  fortement  de  se  rapporter  a  ces  articles  ainsi  qu'a  [19], qui
peut etre considere comme une introduction au present  article.

Je  tiens  a  remercier  D . C.  Spencer  pour  Γaide qu'il  m'a  apportee tout au
long de la  redaction de cet article.

9.  Preliminaires

Nous utilisons  les  notations et la  terminologie  des parties precedentes de cet
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article.  Pour ce qui concerne les rappels necessaires de la theorie formelle des
equations  difϊerentielles  lineaires  et leur  cohomologie de Spencer,  nous  ren-
voyons le lecteur au § 1 de [20]. Nous supposerons toujours que les fibres d'un
fibre vectoriel  sont  de raeme dimension. SizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Rk c  Jk(E)  est une equation dif-
ferentielle  d'ordre k dans un fibre vectoriel E, nous noterons (Rk)+ι  (et parfois
Rk  + ι) le  / - ieme  prolongement de Rk.  Si  (Rk) + ι  est un fibre vectoriel  et si
πk+t:  (Rk)+a+ί)   —> (Rk)+ι   est de rang  constant  pour  tout  /  > 0,  alors  nous
noterons Hj(Rk)  le / - ieme groupe de cohomologie de Spencer de Rk  rappelons
que  H°(Rk)  est le faisceau  de germes  de solutions  de Rk.  Nous  identifierons
deux groupes de cohomologie s'ils  sont isomorphes.

Si T est le fibre tangent de X,  nous avons les crochets

X x h(D  - > h(jn  ,  h(f) X

Si ξ, η e Jk+1(^)  et I =  v~ιξ, η = v- % alors

(9.1)  £?(l)πkV=[ξ,η]   +  ξπDv,

(9.2)  J ^ ( l) ^ ^ -   ΛπJ,  πkτj] +  f) A Dξ .

Rappelons que nous avons les crochets

(9.3)  [

(9.4)  [Λ  Λ

(9.5)  [ Λ p / 0 ( ^ ) *® Λ( ^ ) ,  ΛQ Λ( ^ ) *® Λ( ^ ) ]  c

donnes par les formules

(9.6)  [α <8> £,

α Λi8(8)[ |, 7]  +  a A

(9.7)  +  ( -  l)*dα Λ /(|)/3 ® 9 -   ( -  l)Mj8 Λ

[ α ® I , iδ(8)7]

si ^ Λ P ^ i 3 e  Λ α ^ * ?  f e ΛC^)>  7̂ e Λ( ^ )  et I =  p- 1?, ^ -   î - 1^ et α
i;*- 1^, /3 =  v*- !/ 3. Alors si u € /\pf*   <g) Jk(&*),  v e /\qf*   ®Jk(F),  on a

(9.9)
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D'apres  le corollaire  3.12 de [10], on a

(9.10)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  D[Q,V]  = [Dΰ^π^v]  + (- iy[Kk_fi,  Dv]

pour  tous  ΰ e / \PJO(^)*  ® h(&Ί , v <=   / \qJ0(F)*   ® hiF).  Si ύ e / \p Γ* (x)
Λ(Γ),  vε  / \<iT*(g)  Jk(T),  on definit fi A £ € Λ^ "" 1 ̂ * ® / *(Γ) par

u7\V  = aΛ  ί(ξ)β (x) 57  ,

si  u = a® ξ, v = β(g)ή.  Posons  D' =   (id(x) v"1) D  (id(x) y).  La  relation
entre les crochets  (9.3),  (9.4)  et (9.5)  est donnee par les  formules

π.^Άv]  =  (id®^- 1)^,^] +  u 7\D'v +  (-

-   (- l)pqv  A D'ύ -   (—\y*+*D'(v  A u) ,

(9.12)  (p* (x) id)[w, v] = [u,v] -   ( - I ) T O A  V + {- !)**+*D'v  A w

pour  tous  u z ΛP ^~* ® Λ( ^ ) ,  ^ Λ ^ * ®  Λ( ^ ) ,  oύ fi =  (id (x) v~ι)u,
v  =  (id (x) v"1)^ et w =   (z^*"1 (8) id) ύ,v~  (v*~ ι ® id) z>. En  ecrivant

on  obtient  ainsi le crochet sur / \  ̂ ~* (x) Jk(^)  introduit dans  [10],  [15] et [18]
par  "transport" a partir du crochet  (9.5). Ce nouveau  crochet ne coincide pas
avec le crochet  (9.4)  et la formule  (9.12)  montre  precisement  comment  il en
differe.

Soit Rk C Jk(T) une equation de Lie. Si Rk+ι  — (Rk)+ι  est un fibre vectoriel
et πk + t:  Rk + ι+ι  —> Rk+ι  est de rang  constant pour  tout /  > 0, alors  il existe un
entier mQ>  k tel que la cohomologie  Hj(Rk)m  de Γun des complexes

en  / \  ̂  ̂ * (g) ̂ T O , ΛJ ^ * ® ^ i»e t / \ J '  / 0(^")* ® ̂ m  respectivement  s'identifie
a  Hj(Rk)  pour  tout m > m0.  D 'apres  (9.10),  le crochet  (9.5) determine une
structure  d'algebre  de  Lie  graduee  sur  H*(Rk)m  =   0  W(Rk)m.  Si

w 6 Λp Λ)(^O* ® ̂ m, v € f\qJl^Y  ® @m verifient i)w =  0 et Dv =  0, alors
on  a d'apres  (9.12)

[fi, v] =  (y* (x) id) [«, ϊ;] ,

oύ w =   (v* (x) id) i/, v =  (y* (x) id) ϊ;, et D^w, ι;] =  0 d'apres  (9.10). Le crochet
(9.4) determine done la meme structure d'algebre de Lie graduee que le crochet
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(9.5). D 'autre part, d'apres  (9.9)  si  la  classe  de  cohomologie  dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  [u, v]  dans
Hp+q(Rk)m_ι  est  egale  a  celle  de  πm_λ[ύ,  v],  d'apres  (9.11). Done le crochet
(9.3)  determine la  meme  structure  d'algebre  de  Lie  graduee  sur  H*(Rk)  =
0  Hj(Rk).  Dans  la  suite, nous nous servirons  essentiellement que du crochet
j> 0

(9.5)  on aurait pu aussi  bien  se  servir  du crochet (9.3) ou de (9.4).

10.  Ideaux  d'algebres  de  Lie  transitives  et  equations  de  Lie

Une  algebre  de  Lie  transitive  L  est  une  algebre  de Lie topologique reelle
dont  Γespace  vectoriel  topologique  sous- jacent  est  le  dual  topologique  d'un
espace vectoriel  reel muni de la  topologie discrete,  et qui possede un voisinage
de 0 qui ne contient aucun ideal autre que  {0}.

Une telle algebre  de Lie L possede une sous- algebre  ouverte L° ne contenant
aucun ideal de L  autre que {0},  qu'on  appellera  fondamentale.  Rappelons  le
resultat  de  Guillemin  [21]:  toute  suite  decroissante  d'ideaux  fermes  d'une
algebre  de Lie  transitive  est  stationnaire.  Rappelons  aussi  que  / ^(Γ)^,  pour
x € X,  est une  algebre  de Lie  transitive  dont  un  systeme fondamental  de voisi-
nages de 0 est forme des noyaux  Jί(T)x  des  projections  πk:  JST)X  —>  Jk(T)x,
qui  sont  des  sous- algebres  fondamentales.  Toute  sous- algebre  fermee  L  de
Joo{T)x telle  que  πQ(L) =  JO(T)X  est  dite  transitive,  et  munie de  la  topologie
induite par Joo(T)x est une algebre  de Lie transitive dont Lk  =  L  Π  Jt(T)x  est
une sous- algebre  fondamentale. Nous dirons que deux  sous- algebres  transitives
L, V  de  JooiT)  ̂sont  isomorphes  s'il  existe  φ e Q^ix, x)  tel  que  φ(L) =   U.
D'apres le theoreme III de Guillemin- Sternberg [7], les isomorphismes ψ : L —>
V  d'algebres  de Lie tels  que ψ(L  Π  PJX)^)  =  V  Π  PJX)X  sont  precisement
ceux qui sont induits par des elements de Q°°(*>  χ)

Si  L  est  une algebre  de Lie transitive  et L° une sous- algebre  fondamentale,
on definit  des  sous- algebres  Dk

LL° de L° par recurrence sur k par:

D°LL°  =  L°  ,  D\U  =   {ξ 6 Dt'U  I [L, ξ ] C Dl^L0}  pour k >  1

on obtient ainsi des sous- algebres  fondamentales de L telles  que  Π  Ό \Ώ =   {0}
k =  0

(cf.  Guillemin [21]).  Posons Lk  = D\L\  L1  = L  et  gτk L =  Lk~ιIL k,  pour
k >  0,  de sorte que {L k}k>_1  est une filtration de L  telle  que  [L\  L j]  c  L ί+J\
pour  i >  0,  /  >  — 1 et

gr L  =   0  grfc L

est une algebre de Lie graduee. Soit /  un ideal ferme de L  posons P  = I   Π  Lk,
pour  k >  —1, de  sorte  que  gτk  I  — p~ιjp  s'identifie  a  un  sous- espace  de
gr* L et
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gr /  =   φ   gr
t
 /

k> 0

a un ideal de gr L. L'inclusionzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  [gτ_1  L, grk+1 / ] c  grfc /  nous donne une inclusion

δ:gr
k+ ι

I- + W*(g)gr
k
I  ,

oύ  Γon ecrit W =   gr_x L,  d'oύ une application

δ:  AjW*®gτk+1I- >  / \J+1W*®grkI

en  posant

pour  tous  ω e  / ^  JF, w e grfc+ 1/ .  Si  SJF  est  Γ algebre  symetrique  de  W  et
(gr/ )*  =   ©  (grfc  / )*,  d'apres  Guillemin [21, § 3]

S*:  W<g>(gr/ )*- >(gr/ )*

induit sur  (gr/ )* la  structure d'un SPF- module gradue;  d'apres  la proposition
3.2  de  [21],  (gr L)* est un 5W- module  de type fini et,  comme le SJF- module
gradue  (gr/ )*  est  un  quotient  de (grL)*,  il est  aussi  de type fini.  D'apres  le
lemme  1 de  [6, I ], on obtient un complexe

0
  > g

r
k
I^Uw*® gτ

k
_

1
I -̂ >   / \ 2 ^ * ( x ) g r

f c
_

2
/ ^ U  . . .

> AnW*®grk_nI   >0,

oύ  π est  la  dimension  de  JF et  grm  /  =   0 pour m  <  0  de plus le groupe de
cohomologie Hk~jJ  (gr / ) de ce complexe en  f\ j  W* (x) grfc_^ /   est  le  dual  de
la  composante  de  degre  k — j  du  SJF- module gradue Tor?^ ((gr / )*,/ ?),  qui
est en fait  un espace vectoriel  de dimension ίinie, puisque  (gr/ )*  est  un SW-
module de type fini. On a done:

Lemme 10.1.  5/  /  est  un ideal ferme d'une  algebre de Lie  transitive L  et
L°  est  une sous- algebre fondamentale de L, alors il exίste un entier k0  tel que
Hkj  (gr/ )  =   0, pour tous k >  k0,  j >  0.

Si  L  est  une  sous- algebre  transitive  de  JST)X  et  L°  =   L  Π / ^(Γ)^,  alors
Dk

LD  =   L  Π /* (Γ)α;  et grfc /  s'identifie  a un sous- espace  de (5fc/ 0(Γ)* ®  JO(T))X

ctWk  JO(T)X.  De plus,  (gτk I)  + ι  =  gτk + ι I  pour tout  I  >  0  si  et  seulement  si
# * + M  ( g r  / )  =   o pour tout Z >  0.

Soient  L  une  algebre  de Lie transitive et L° une sous- algebre  fondamentale
de L  on note πQ:  L —> L/ L°  la projection canonique.

Definition.  Un ideal ferme  /  c  L est defini  par un feuilletage  dans (L, L°)
si le  seul  ideal / ' de L verifiant  /  c  / ' C /  +  L° est /  lui- meme. On dira  alors
que /  est Γideal  defini  par le feuilletage  πo(I)  dans  (L, L°).
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Si 7, /* sont des  ideaux  fermes  de L  definis  par  des  feuilletages  dans  (L, L°)
tels quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  πo(I)   =   τro(7*), alors  /   =   /*, de  sorte  qu 'un  ideal  ferme  de L defini par
un  feuilletage  dans  (L, L°)  est  determine  par  son  image  dans  L/ D.  En  effet,
on  a  alors

7* C  /   +   L°  ,  7 C  7 +   7* C  7 +   L°

puisque  7 est  defini  par  un  feuilletage,  on obtient

7  =   7  +   7#  et  7* c  7  .

D e  meme /  C  /* et  on  a  done Γegalite  I   =  P.
Lemme  10.2.  Soit  I   un  ideal  ferme  de  L  defini  par  un  feuilletage  dans

(L, L°).  5/  φ est  un  automorphisme  de  L  tel  que  0(7)  C  7 +   L°, alors φ(I) C  7.
Demonstration.  Si  0(7)  c  7  +   L°,  alors  7'  =   7  +   0(7)  est  un  ideal  de  L

tel  que 7 c  7'  c  7 +   L°,  de  sorte  que Γ  =  I   et  0(7)  c  7.
Si  L / o  est  une  sous- algebre  ouverte  de  L  contenue  dans  L°,  alors  si  7 est

defini  par  un feuilletage  dans  (L, L°),  il  Test  aussi  dans  (L, Z/ °).
Posons  Lfc  =   D |L°.
Proposition  10.1.  Soit  I   d  L  un  ideal  ferme.  II  existe  un  entier  m>0  tel

que  I soit  defini  par  un  feuilletage  dans  (L, L m ) . Si Hko+l)1  (gr 7)  =   0 pour  tout
I  >  0,  alors  I   est  defini  par  un  feuilletage  dans  (L,  Lko).

Demonstration.  Pour  k >  0,  soit  Γk  la  reunion  de  tous  les  ideaux  de  L
contenus  dans  I   +  Lk.  II  est  clair  que  Γk  est  un  ideal  ferme  contenant 7  et
defini  par  un  feuilletage  dans  (L,Lk).  D 'autre  part,  la  suite  decroissante
d'ideaux  fermes

/ ί  => / ί  => /J = > . . . = >  Γk  3  Γk+1  ID  . . .

est  stationnaire  il  existe  done un  entier m  >  0  tel  que Γm  = Γm+ι pour  /  >  0.
Puisque 7 et Γm  sont  fermes

7 = n α +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Lη  =  n (/; +  m =  n σ; +  *- *) = 4 .
Λ ^O  fc^O  fc^O

D one  7  est  defini  par  un  feuilletage  dans  (L,Lm).  Si  V  est  un  ideal  de  L
verifiant

7 C  / '  C  7  +   Lk°  ,

alors  r  c  I   +  Γko.  D one  7/ 7fco  est  isomorphe  a Γ/ Γkoet  gr*07  =   ffkoΓ.  On
peut supposer  sans perte de generalite que L  est une  sous- algebre  de Lie  transi-
tive  de  JJX)X  telle  que  L°  =   L  Π ^ ( T ) ^ ,  de  sorte  que  grko+ιl  et  gr f c o + i r
s'identifient  a des  sous- espaces  de  (Sko+ιJo(T)*  (8) / 0(T))^.  On  a

gr fc o + i7  =   (gr*07)+ j
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d'apres  notre hypothese,  et

gr f c o + ί 7 'C  (grΛo/ 0  +  ι  ,

d 'oύ  Γon  deduit

grfco+ , /   czyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  grkQ+ι  Γ  c  (grfco  Γ)  + ι  =   (grΛo  I)  + ι  ,

et  par  suite

On  verifie  aisement,  par  recurrence  sur  /  >  0  que  I/ I ko+ι  est  isomorphe  a
I'H'ko+ι  ou Γ  a  I   +  Lko+ι  pour  tout  /  >  0.  Puisque  /   est  ferme,  on  a  done

II  resulte  du  lemme  10.2  et  de  la  proposition  10.1  que,  si  /  est un ideal
ferme  d'une  sous- algebre  transitive  L de J^iT)  ̂ il existe un entier  k  tel  que,
quelque  soit  φ e QΛx,  x)  verifiant  φ(L) =   L  et  πk+1φ(πkl)   =  πkl,   Γon  ait
0(7)  — I.  En eίϊet,  il suffit  de prendre un entier  k  tel que I   soit  defini  par  un
feuilletage  dans  (L,Lk),  oύ Lk  =  L  Π / *( !% .

Soient  /   un  ideal  ferme  de  L  et  L°  une  sous- algebre  fondamentale  de L.
Notons 0:  L —> L/7  la projection  naturelle.  Soit  L/ o  une  sous- algebre  de  L/7
telle  que φ{V)  c  L/ o.  Si L/ o  ne contient aucun ideal de L/7 autre que {0},  alors
7  est  defini  par un feuilletage  dans  (L, L°).  En effet,  si 7r est un ideal  verifiant
7 c  Γ  C 7 +   L°,  alors  Γideal  ^(/ 0  de L/7  est  contenu dans L/ o.  On en  deduit
que  φ(Γ) =   {0}  et  Γ  =  I.  Inversement,  si  de  plus  on a L/ o  =   φ(L°) et Γ  est
un  ideal  de L/7  contenu dans L/ o,  alors  Γideal  V  =   φ~ι(I")   de  L  verifie  7  c
7' c  7 +   L°.  Done 7  est  defini  par un feuilletage  dans  (L, L°)  si et  seulement
si φ(L°) ne contient aucun ideal  de L/7  autre que {0}.  D 'autre part,  d'apres  le
corollaire  1 de  [21], Γalgebre  de Lie  L/7  munie  de  la  topologie  quotient  est
le  dual topologique d'un espace vectoriel muni de la topologie discrete. Comme
la  proposition  10.1  nous  donne  Γexistence  d'une  sous- algebre  fondamentale
L° de L  telle que 7 soit  defini  par  un  feuilletage  dans  (L,L°),  Γimage  de  L°
dans L/7  est  ouverte  et ne contient aucun ideal autre que {0}.  Nous avons done
demontre la

Proposition 10.2.  Si I  est  un ideal ferme d'une algebre de Lie transitive L,
alors Γalgebre de Lie L/ I   munie  de  la topologie quotient est  transitive. Si  L°
est  une  sous- algebre  fondamentale de  L,  alors I   est defini par un feuilletage
dans  (L, L°)  si  et  seulement si  Vimage de  L°  dans  L/ I   est  une  sous- algebre
fondamentale de  L/ I.

Dans  la  suite  de  ce  paragraphe,  on  note  Rk  + i  le  Z- ieme prolongement  de
Γequation  de Lie Rk  C  Jk(T).

Lemme 10.3.  Supposons que X  soit connexe. Soient Rk+1  une equation de
Lie formellement transitive dans Jk+ι(T)  et Rk  une equation differentielle  dans
Jk(T)  telles que
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(lo.i)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Wk+1,<%'k](z@'k.

( i )  Si  Rk  est  une  autre  aquation  differentielle  dans  Jk(T)  telle  que
Wk+1,  &' k']   C  St'ζ,  et  sΊ l  existe  xεX  telle  que  R'kx  =   Rk\ x,  alors R'k  =   R'k'.

( ii)  Uimage  de  R'k  dans  Jt(T)  est  un  fibre  vectoriel  pour  0  <  /  <  k.  Si
R'k+ι  est  le l- ieme prolongement  de Rk,  le noyau  g'k+ι  =  (g'k) + ι de πk  + ι_λ:  Rk+ι  —>
Jjc+ι- i(T) est  un  fibre  vectoriel  pour  tout  I  >  0.  Si Rk+1  est  un  fibre  vectoriel,
on  a

(10.2)  [Rk+1,R>k+1]aR'k

si  πk:  Rk+1  —> Rk  est surjectif, alors (10.2) est equivalent  a (10.1). Si πk  : Rk+1  - *
R'k  est  surjectif  et Rk+ι  C  Rk+1,  alors Rk  est  une equation  de  Lie.  Si  πk:  Rk+1  —>
Rk  est  surjectif  et  V  dέsigne  le  sous- fibre  de  T  image  de  Rk  dans  T,  alors

(iii)  Si  Rk+1  est  formellement  integrable,  alors  Rk+ι  estmun  fibre  vectoriel,
les  applications  πk+t:  Rk+ι+m  —•  Rk+t  sont  de  rang constant  et

\ ύί>   ύi> fzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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  ,

pour  tous  / , m  >  0.  Si  de  plus  Rk+1  C  Rk+l9  alors Rk+ι  C  Rk+ι  pour  tout  I  >  1

et  R  ̂ x  =   UmRk+ι  x  est  un  ideal  ferme  de  Γalgebre  de  Lie  transitive  R  ̂ x  =

lim Rk  + ι>x,  pour  tout  x  e  X.

Demonstration,  (i)  Les  sous- fibres  Rk,Rk  de  / ^(Γ)  sont  stables  par  la
derivee  covariante  induite  par  une i^^ - con n exion  sans  courbure  dans  Jk(T).
D 'apres  la  proposition  3.2,  Γensemble  des  points  a e X,  tels  que  leurs  fibres
en  a  soient  egales,  est  a  la  fois  ouvert  et  ferme.  Puisqu'il  est  non- vide  par
hypothese  et X  est  connexe,  nous  avons  Γegalite  Rk  =  Rk.

( ii)  Comme πt:  Rk  —> Jt(T),  pour  0  <  I  <  k,  est  compatible  aux  derivees
covariantes  induites  par  une 7?fc+ 1 - connexion  ω sans  courbure  dans Rk  et  Jt(T),
d'apres  la  proposition  3.2,  gk  et  Γimage  R[  de  Rk  par  πL  sont  des  fibres
vectoriels.  Maintenant verifions  que gk+ι  =  (gk)  + ι  est  un  fibre  vectoriel  pour
I  >  1.  L'application  naturelle

Δlik  : S«+ιJ0(T)*  (x) UT)  -   SιJQ(Tr  ® S*/ 0(Γ)*  ®  UΌ

commute  aux  derivees  covariantes  induites  par  ω dans  les  fibres  Sk+ιJQ(T)*  0
UT)  et  SιJQ(Tr  ® ^ fc/ 0(Γ)*  (x) / 0(Γ) .  Puisque  ( ^ )  +  ι  =   Δτχ{SιJJίT)*  ®  ^ )  et
^^  est  stable  par  la  derivee  covariante  induite  par  ω  dans  SkJ0(T)*  (x) / 0(T)>
d'apres  la  proposition  3.2,  (gk)  + ι  est  un  fibre  vectoriel  (cf.  proposition  5.3).
Si  TΓfc: Rk+1  —> i?i  est  surjectif,  puisque  le  noyau  de  cette  application  est  un
fibre  vectoriel,  Rk+1  Test  aussi.  Si  ξ  € ^ + i ,  57 e ^ + i  et  |  =  v~ιξ,  Γidentite
(9.1)  nous  donne

K, 5?] =  - S (̂D?r*9 -   I  A  Dη e ® f

k
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et  (10.2)  sizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA R'k+1 est un fibre  vectoriel,  et, lorsque  πk : R'k+1 —> R'k est surjectif,
Γ equivalence  de (10.1)  et de  (10.2).  Si Rk+ι  c  Rk+ί,  d'apres  la  proposition
4.4 de [10], la surjectivite  de πk : Rk+1—>  Rk  implique  que Rk  est une equation
de Lie.  D e la surjectivite  de πt:  R'ι+1  —» # $, pour 0 <  /  <  k, on deduit que si
u β ̂ ' i + 1 ,  alors Dw e ̂ *  (g) ^ ί  et R[+1  c  (Λ{)+ 1  pour 0 <  /  <  & — 1.  Comme

(iii)  Comme Jt(Jk(T))  est un fibre  vectoriel  associe  a Jk + ί+λ{T)  a Γaide du
crochet

et de Γinjection  ^  : Jk+ι+ι (T)  —> Ja>k+l)(T)  (cf. § 8), une i^+ ^ - con n exion  sans
courbure  induit une derivee  covariante  dans  Jι(Jk(T))  les  sous- fibres  Jk + ι(T)
et  Jt(Rk)  de Jι(Jk(T))  sont  stables  par cette derivee  covariante,  puisque

oύ  Jι(Rk+1)  est le sous- fibre  v'λJι(Rk+1)  de J(ltk+1)(T)  (cf. § 8). D e la  proposi-
tion  3.2,  il  resulte  que Rk+ι  =   Jt(Rk)  Π  Jk+ι(T)  est un  fibre  vectoriel,  et de
cette  derniere  inclusion que

D 'apres  (ii), les applications ^ Λ + ι : Λi+ i+ T O  —> Λi + ί  sont de rang  constant  pour
tous  /, m >  0, et on a Γinclusion

pour  tout  /  >  0.  Si Rk+ι  C Λfc+ 1,  cette  derniere  inclusion  implique  que R  ̂ x

est un ideal  ferme  de R^  ̂ pour  tout x e X.
Lemme  10.4.  Soient  Rk+1  une  aquation  de  Lie  formellement  transitive

dans  Jk+ι(T)  et E un sous- espace de Jk(T)x,  oύ x € X,  tels que [R°k+hx, E] C E
alors  il  existe  une aquation  differentielle  Rk  C Jk(T)  sur un  voisinage  U de  x
telle  que R'kfX  =  E et Wk+19 &' k]  C 3Pk.

Demonstration.  Soit  ω une i^ fc+ 1 - connexion  sans  courbure sur un voisinage
simplement  connexe  U  de x.  Soit  Rk  le  sous- fibre  de  Jk(T)[XJ  stable  par la
derivee  covariante  dans  Jk(T){ϋ  induite par ω dont la  fibre en x est egale  a E.
Montrons  que sur U Γon a

(10.3)  [*i + 1 , *yc*i .

Si  I € Γ(U, R°k+1)  et  27 β / "(C/ , Rk)  sont  des  sections  horizontales par rapport
aux  derivees  covariantes  induites par ω dans R°k+1 et Rk,  on a

[ω(ζ), [f, ηϊ\ =   [[ω(O, l l , 9] +   [I , [ω(O, 7]] =  0
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pour  tout ζ € / 0(^)ιz7  done [f,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA rj\   est une section horizontale de Jk(T).  D 'autre
part,  par hypothese

L'inclusion  (10.3) decoule maintenant  du fait  que Jk(T)  soit associe a  Jk+1(T),
notamment  de la relation  (iv) de la definition donnee  au § 3.  D e  (10.3) et  de
la  construction  de Rk, il resulte que Γon a (10.1).

Lemme  10.5.  Soient  V un sous- fibre  vectoriel  de T et Rk une aquation de
Lie  formellement  transitive et formellement  intέgrable  dans Jk(T).  Si Rλ =   πλRk,
supposons que  [^i, / 00O] C 700O  On a

(10.4)  [^*+ ι+i,/ *

et

(10.5)  Wfc + l+ i, / *+

ce  qui  implique  R^  ̂Π  JJY)X  =  Ym\Rk+l>x  Π  Jk+ι(V)x  est un ideal  ferme de

Γalgebre de Lie  transitive  R^  ̂pour  tout x € X.

Demonstration.  En considerant le crochet

on  voit  que

puisque  e'est  vrai pour m = 0. Comme  Rk+ι+ι   C / Λ + ι ( ^ 1 ) ,  on obtient  (10.4).
La  formule (9.1) nous  permet  d'en deduire (10.5): si ξ e έ%k+ι+1, η e / fc+ i+ iOO
et I =  i^"1?, alors

[£, 37] =  JS?(D**9 -   I A D ^ β / t + ι ( τ O

Theoreme  10.1.  Supposons  X simplement  connexe.  Soit Rk  une  equation
de  Lie formellement  transitive  et formellement  intέgrable  dans  Jk(T).  Soient
x e X et I  un ideal  ferme  de Γalgebre de Lie  transitive R^^.

( i )  //  existe  une  equation  de Lie Rf

k C Rk et une  seule  telle  que

αo.6)  [0 t + ι , iT jc# ; .

(ii)  5/  Rk+t  C  Rk+ι  est Vequation  de Lie dans  Jk+ι(T)  qui correspond  a
πk+ιl  d'apres  (i), on a pour  I  > 1

(10.7)  lR*+ι,R'u+ιl^R'* +ι- i.
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(iii)  77zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA existe  un  entίer  kQ>  k  tel  que  HmΛ  (gr / )  ==  0 pour  tout  m>  k0.  Si
k0  est  un  entier  ayant  cette  propriete,  alors Rko  est  jormellement  intέgrable  et
Rko+ι  est  le  l- ieme  prolongement  de  RkQ.  De  plus,  πm(R'k)  =  R'm,  pour
k  <  m  <  k0,  et

(iv)  Uίmage  de  Rk  dans  T  est  un  sous- fibre  vectoriel  V  intέgrable  de  T
tel  que  πo(I)   =   JQ(V)X,  [819  / 0(τT)] C / 0(τT) et  R'k+ι  C Jk  + ι(V),  pour  I  >  0.  De
plus,  R^x  Π  Joo(V)x  est  un  ideal  ferme  de  R^  ̂ et  Γidέal  I   de  R^x  est  dέfini
par  un  feuilletage  dans  (R^^^Rt^)  si  et  seulement  si

RL,X  =  R x̂  Π  JSV)X  .

Demonstration.  Comme /   est  un  ideal  de R^^,  on  a

[Ro

k+1,x,  πkl]   C  πkl  .

D one  d'apres  le  lemme  10.4,  il  existe  une  equation  difϊerentielle  Rk  C  Rk  sur
un  voisinage  U  de  x  telle  que  R'ktX  =  πkl  et  telle  que Γon  ait  (10.6)  sur  U.
Puisque X  est  simplement connexe et possede un  recouvrement  par  des  ouverts
sur  lesquels  il  existe  des  i?A:+ 1 - connexions  sans  courbure,  Γouvert  connexe
maximal  contenant  U  et  sur  lequel  Γon  ait  une equation  ayant  ces  proprietes
est egal  a X  tout entier, en vertu  du lemme 10.3  (i) et du lemme  10.4.  Verifions
que Rk  est  une equation  de Lie.  On  definit  Rk+1  C  Rk+ι  de  la  meme  maniere
que  JR^  a partir  de πk+1l  et Rk+1.  Montrons que

(10.8)  πtR'k+1  =  K  ,

(10.9)  Λί + 1  C

et  que  (10.7)  est  vrai  pour  /  =   1.  Ces  trois  assertions  ensemble  entrainent,
d'apres  le  lemme  10.3  (ii),  que Rk  est  une equation  de Lie.  D 'apres  le  lemme
10.3  (ii),  Γimage  de  Rk+1  dans  Jk(T)  est  un  fibre  vectoriel  πkRk  tel  que
Wk+19  πk& k]  C  πk0ίk.  Comme πk(Rk+ltX)  =  RkιX9  d'apres  le  lemme  10.3  (i)  et
(10.6),  on  a  Γegalite  (10.8).  L'ensemble  A  des  points  aeX  tels  que
[Rk+i,a, R'k+i,a\  t^R'jca  contίent  x,  puisque  /   est  un  ideal  de  R^^.  Soient  ω
une 7?fc+ 2 - connexion  sans courbure sur un voisinage  simplement connexe B  d 'un
point  a e A  et ωf  =  πk+1ω.  Si  ξ,  η  sont  des  sections  horizon tals  de Rk+1  et  de
Rk+1  respectivement  par  rapport  a  la  derivee  covariante  induite  par  ω dans
Jk+ι(T)9  alors

W(O,  [£, η]]   =   [[ω(ζ), ξ], η]  +  [ξ,   [ω(ζ), , ]]  =   0

pour  tout  ζ € / 0 ( J ) 1 B ,  et  [ f ^ K f l ) ^ ^ .  Done  d'apres  (10.6),  [ξ,ή\   est  une
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section horizontale dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Rk  sur B par rapport  a la derivee  covariante  induite par
ω'  dans  Jk(T).  On a done  (10.7)  pour  /  =   1 sur B,  ce qui montre  que A  est
a  la  fois  ouvert  et ferme.  Puisque X  est connexe,  on a A  = X  et (10.7)  pour
i  =   1. Si £ € @k+1, η € 0Pk+1, on ecrit  f  =  v~ιξ et l'identite  (9.1) nous  donne

(10.10)  I A Dη =   [f, πkη\ -   [ξ,  η] € &k

d'apres  (10.6)  et  (10.7).  Comme  Rk+1  est une equation  formellement  transi-
tive,  Γon deduit de (10.8)  et de (10.10)  Γinclusion  (10.9).  N ous  avons  done
demontre  (i) et  (ii). Le  lemme  10.1 nous  donne  Γexistence  de Γentier  k0 de
(iii).  Si  gk+ι  est  le  fibre  vectoriel  noyau  de  πk+ι:  Rk+ι  —>  Jk+ι_1(T),  alors
g'k+ltX  =  grk+ιl,   en considerant/   muni de la filtration  induite par Rt^,  et par
suite  gk0+ι,x  =  (gk0ίX)+ι  pour  /  >  0. D 'apres  le lemme  10.3 (ii), (gko)+ι  est un
fibre  vectoriel  et,  comme  Rko+ι  C (Rko) + ι  nous  avons  une inclusion  de fibres
vectoriels  g'ko+ι  c  (gko)+ι   pour /  >  0. Puisque les fibres  en x de ces deux  fibres
sont  identiques,  ces fibres  sont  egaux.  D u diagramme  commutatif  et exact

0  0

o —• zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA &
O+ι+ι

I
0

0
I

0

on  deduit  par recurrence  que 2?i0+ z  =   (Rko)+ι   pour  tout  /  >  0, d 'oύ (iii). Le
lemme  10.3 (ii) nous  donne Γexistence  de V  et les  inclusions  R'k+ι  C Rk+t  Π
J Λ + Z ( F ) .  Puisque  /  C «„ , , Π  JΛV)X,  on a

/ 0( f0*  =   *o(/ ) C  TΓOCΛ.^  Π / T O (F ) J  C  / 0 ( F ) ,  .

Comme  [^ 1 ? / 0 ( ^ ) ]  C / 0(τ^) ,  d'apres  le  lemme  10.5, 7?^^ Π /oo(ί0α; est un
ideal  ferme  de R^  ̂ contenant I  tel que

πo(l)  = π.iR  ̂ ΓΊ  JΛV)X)  .

Si  /   est  defini  par un feuilletage,  on a done Γegalite  /  =  R^  ̂ Π  Jjy)x.  In -
versement,  si 7# est un ideal  ferme  de R^  ̂ tel que τro(/

#) =   JQ(V)X  et contenant
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Roo,χ Π 7co(F)x?  alors Γimage de Γ equation de Lie R'k*  C Rk  qui  correspond  a
πkP  et Rk  d'apres  (i)  est  un  sous- fibre  W  de T contenant  V  tel que R'k* +ι  c
Jk+ι(W)  et F,, =   Wx.  Par consequent,  W =  V  et  I*  =  R  ̂ Π  / ^JO *,  ce qui
implique que ce dernier est defini par un feuilletage dans (R^^, RtfX)  et conclut
la  demonstration  de (iv).

Corollaire 10.1 (cf.  [19]).  Supposons  X  simplement  connexe.  Soit  Rk

une  equation  de  Lie  jormellement  transitive  et  formellement  intέgrable dans
Jk(T).  Soient x e X  et  I  un ideal jermέ  de  Γalgebre  de Lie  transitive R^^.  II
existe  un  entier  ko>  k  et  une  equation  de Lie unique Rko  c  Rko  dans  Jko(T)
formellement  intέgrable  telle que

Proposition  10.3.  Supposons  que X  soit connexe. Soient Rk+ί  une equation
de Lie formellement  transitive  dans  Jk+1(T)  eί  Nk  une  equation  differentielle
dans  Jk(T)  ίelles  que  \βk+ x,JfA  C Jfk.  Soit  V  un sous- fibre vectorίel  de T
tel que  [ ^ + 1 , Λ0 O ]  C  h(T).

( i )  Alors  Nk  =   Nk  Π  Jk(V)  est  une equation differentielle  dans Jk(T)  et

Si  V  est integrable et Nk  est  une equation de Lie,  Nk  est  une equation de  Lie.
(ii)  5/  Rk+ί  est formellement  intέgrable, il existe une equation  diffέrentίelle

formellement  intέgrable Nko  dans Jko(T)  et  un sous- fibre vectoriel  W de  V  tels
que

π
0
K

0
  =  W ,

; 0 + r  C Nko+r  Π  Jko+r(W)  ,  pour  r >  0 ,

L =  NΰOΓi

Si de plus  V  est  intέgrable et Nk  est  une έquation de Lie,  ou  si  Nk+1  C  Rk+1,
alors Nko  est  une έquation de Lie et  W est  un sous- fibrέ  intέgrable de  V.

(iii)  Supposons  que Rk+ι  soit formellement  intέgrable. Soient Rko  Γέquation
de Lie  formellement  intέgrable dans Jko(T)  et  W le sous- fibrέ  intέgrable  de V
donnέs  par  (ii)  tels  que  Ri  =   R  ̂ Π  J^V)  et  π0RkQ  =   W.  Pour  tout  xzX,
Γίdέal fermέ RL,X de R^x  est dέfini par le feuilletage  JO(W)X  dans (/?«,, ̂   R!LiX).
De  plus,  si X  est simplement  connexe, Γέquation de Lie Rko  coincide avec celle
donnέe  par  le  thέoreme  10.1  (iii)  a  partir  de  Γidέal  fermέ  R  ̂ x  de  R^x  et
de  Rk.

Dέmonstration.  (i)  Les  fibres  Nk  et  Jk(V)  sont  stables  par  la  derivee
covariante  induite  dans  Jk(T)  par  une  i^^ - connexion  sans  courbure;  done
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d'apres  la  proposition  3.2,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Nk  est  un  fibre vectoriel.  Si  V  est  integrable,  alors
[Jki'f))   ΛO O ]  C  / fcOO  D one si N fe est une equation de Lie et V est  integrable,
7Vfc  est  aussi  une equation  de  Lie.

( ii)  Si Rk+1  est  formellement  integrable,  alors  Nk+ι  =  Nk+ι  Π  Jte+ι(V)  est
un  fibre  vectoriel  d'apres  (i), le  lemme  10.3  (iii)  et  le  lemme  10.5,  et

(10.11)  [

d'apres  (10.4)  et  le  lemme  10.3  (iii).  Le  lemme  10.3  (ii)  nous  dit  alors  que
Γ application

πm  : Nk+ι  - >  Jm(T)  ,

pour  /  >  0  et  0 <  m <  k  +   /,  est  de  rang  constant.  D'apres  [20,  § 4] nous
avons

Nk+ι+ί   =   (Nk+ι)+1  ,  pour  /  >  0  .

II existe done d'apres  le  theoreme  1 de  [20]  des  entiers  k0  >  k,  lo>  0  tels  que
Γequation difϊerentielle  NkQ  =  πkQNko+lo  soit formellement  integrable  et Nko+ι  =

#00 Γl Jjy).  On a evidement

pour  m  >  kQ,  d'apres  (10.11).  D 'apres  le  lemme  10.3  (ii),  Γimage  de  Nko+lo

ou  de  Nk0  dans  T  est  un  sous- fibre  W  de  V  tel  que  [i% 19 J0(iΓ)]   C  / 0 ( τ D et
Λζ,  c  / m(W0  pour  m  >  k0.  Si  Nk+ι  c  # f c + 1 ,  alors  N'mczNmc:  Rm,  pour
m  >  sup  (Λo, & +   1). D onciV^  est  une  equation  de  Lie  d'apres  le  lemme  10.3
(ii),  de  sorte  que  W  est  un  sous- fibre  integrable  de  V.  Si  V  est  integrable  et
Nk  est  une  equation  de Lie,  d'apres  (i), Nko  est  une  equation  de  Lie  et  W  est
done  un  sous- fibre  integrable  de  V.

(iii)  Si  X  est  simplement  connexe  et  x  e X,  puisque  Γequation  de  Lie
formellement  integrable Rko  C  Rko  verifie Wko+ι,   &' kol C  ^ i 0 ,  elle coincide  avec
Γequation  de Lie  donnee par  le  theoreme  10.1  (iii)  a  partir  de Rk  et de Γideal
ferme  R^  ̂ Π  JoXV)x  de  R^^.  Puisque  R x̂  =  R^  ̂ Π  JJW)X>  d'apres  le
theoreme  10.1  (iv),  R^  ̂ est  defini  par  le  feuilletage  JO(W)X  dans  (R^^^Rt^).

Soit  Rk  une  equation  de  Lie  formellement  transitive  et  formellement  in -
tegrable  dans  Jk{T).  On  note Rk+ι  le  / - ieme prolongement de Rk.  Pour m  <  k,
on  pose  Rm  =   πmRk.  Soit  J>{Rk)  Γensemble  des  equations  de Lie  i^^  formel-
lement  integrables  d'ordre  quelconque m>  k  dans  T  telles  que
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et  soitzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ^(RJC)  la partie de J(Rk)  des equations R'm e S(Rk)  pour  lesquelles  il
existe  un sous- fibre  integrable  F d e Γ  tel que

[819  UrT)] C / 0 0 O  ,  πo(R'J  = J0(V) ,  RL =  R  ̂Π  / . ( F ) .

Si  t e X,  soient  ^(R^^)  Γ ensemble  des ideaux  fermes  de Γalgebre  de  Lie
transitive R x̂  et  ίf( i?0 O ( J !)  la partie de ces ideaux  qui sont definis  par un  feuil-
letage  dans  {R^^RL,^.  Le lemme  10.3  nous  donne une  application

(10.12)  J{Rk)  - > / ( «„ , x )  ,

qui  en vo ie i^  dans / ^ > a ?  =  lim jR ^ + M .  D 'apres la proposition 10.3  (iii),  Γimage

de  ^(RJC)  par  cette  application est contenue dans  J ^ G R ^ J .
Le  theoreme  10.1  et la proposition  10.3  (iii)  impliquent  que:
Corollaire  10.2.  Si Rk  est une aquation de Lie formellement  transitive et

formellement  integrable  dans  Jk(T) sur une variέtέ  simplement  connexe  X et
x  6 X,  alors  Γapplication  (10.12)  est surjective  et deux  equations  de Lie R'm,
Rp  € J>{Rk)  ont la meme  image  dans  / ( l ? ^ ^ )  si et seulement  si Γune  de ces
equations  est  le  prolongement  de Γautre.  De plus,  Vapplication  ^{Rk)  —*
J ^ C R ^ )  ίnduite  par (10.12)  est  surjective.

11.  Equations de Lie projetables

Soit  Y  une  variete  differentiate  dont  on note  Tγ  le  fibre  tangent.  Soient
p:  X  —> Y une  submersion  surjective  et V le sous- fibre  integrable  de T = Tx

des  vecteurs  tangents aux fibres de p.  Alors

0  > V  •  T - ?- >  p- ιTγ  > 0

est  une  suite  exacte  de fibres vectoriels  sur X.  Soient E et F des  fibres  sur X
et Y respectivement et φ: E —> F un morphisme de  fibres sur p. On  dira  qu'une
section s de E sur U C X  est ̂ - projetable  si φs(a) =  φs(b),  pour a,b e U avec
p(a) =  p(b).  Alors  la section φs de F sur p(U),  qui a y e ̂ (C/) fait  correspondre
φs(ά),  oh a e U verifie  p(a) = y, est bien  definie.  On notera Sψ le faisceau de
sections de E qui sont  ^- projetables  et Jk(E  φ) c  / fe(£^)  Γensemble  des λ - jets
de  sections  de £φ  si φ: E —» F est de rang  constant,  c'est  un fibre, et si de
plus E, F sont des fibres vectoriels  et φ est un morphisme de  fibres  vectoriels,
c'est  un  fibre  vectoriel.  On notera ^ , 2Fx les faisceaux  de sections de F sur
Y  et de p~Ψ  sur X  respectivement.  Si Jk(F; Y) est le  fibre des &- jets  de  sec-
tions de F sur Y, on a une  application

(11.1)  φ:Jk(E;φ)- >Jk(F;Y)  .

Prenons E = T, F =  T F et φ =   ô. Le fibre / fc(Γ />) est une equation de Lie
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formellement  transitive danszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Jk(T).  L'application  (11.1)  nous  donne  des  pro -
jections

p :  Jk(T  p)  - >  Jk(Tγ  Y ) ,  p : h(T  p)  - >  Jk(Tγ  Y)  ,

et  les  suites  exactes

(11.2)  0  •  Jk(V)  •  Jk(T  p)  - U  p~Ίk{T γ  Y)  •  0  ,

(11.3)  o  > Jk(r)   •  h{Γ  p),  - ?- >  h^γ)  •  0  .

On  a

(11.4)  [Jk+ι{r   P),

et  si I  € Jk+1(F)  verifie  [|,  / ^ T ^ ) ]  C  / Λ ( ^ ) ,  alors f  e / f c + 1(5"  p).  D Ό ύ d'apres
le  lemme  10.5:

Lemme  11.1.  Soίt  Rk  une  equation  de  Lie  formellement  transitive  et
formellement  intέgrable  dans  Jk(T)  dont  on  note  Rλ  Vimage  dans  JX(T).  Alors
[^ i , / 0 0O ]  C  / 0 0 O  si  et  seulement  si  Rk  C  Jk(T;  p).  Si  Γune  de  ces  condi-
tions  est  verifiee,  (Rk)+ι  C  Jk+ι(T;  p)  pour  I  >  0.

Si ξ9η  εJk(T;p),  alors

(11.5)  plξ,η]  =  lpξ,pη\ ,

et  si  ξ,τ) € Jk(P  ^o),,  alors  [f,  rj\  e Jk(  ̂ p)p  et

(n.6)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  pίi,τ)]  =  [pi,py]

de  plus,  si  rf  =   vπk_xΊ ),  alors  [|,  ^ ]  € lk-&y  /o)̂  et

(11.7)  p [ | , 7
/ ]  =  [ p | , W

/ ] .

Soit Fi(T;p)k  l'ensemble  des  elements ue /\*T* ®Jk(T; p)  verifiant
1(37)11 6  Λ' "1  Γ *  ® / *( ί θ pour tout ^ F ;  c'est  un fibre vectoriel (cf.  [20, § 4])
et  on a une projection

definie  par

£i Λ  Λ  !<) =  (̂w(f 1 Λ  Λ  f«)) ,

o ύ  u e F \ ( T ; p ) k ,  ξ j t T  e t  ^ ( f , ) =   ξj  e  Γ r ,  /  =   1 ,  • • • ,/ ;  s i  u e  F i ( T ; p ) k 9

v  6 F J(Γ  ^ ) t , alors  [11, v]  e F^(T  ^  et
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d'apres  (11.5).  On  note  (/ \ * ^ *zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ®Jk{£Γ\   p))p  le  sous- faisceau  de  [\ ι

Jk(  ̂ \ p)  de  sections  ^- projetables  de  F\ {^  p)k  on  a  done une  application

On  ecrit  / 0(ΓF )  =   JO(TT  Y)  et

(Λ* Λ>cn* ®  Λ( ^  ?)),

On  a  done une  application

Si  u 6 ( Λ' / o ( ^ ) *  ®  / * ( ^  ^) ) p , i; e  ( Λ'  Λ( ^ ) *  (8) / * ( ^  <*))„  alors

(11.8)  / o[«,v]  =   [/ow,/ov] .

Si  .Rfc C  / f c (T ;  p)  est  une  equation  diίϊerentielle  et  s'il  existe une  equation
differentielle  R'k'  c  / *(Γ F  Y)  telle que p(Rteιa)  =   # ", , ( α )  pour  tout  ί i e l ,  alors
/>  (^fe)/,  —> ̂   est  surjectif  si,  de  plus  Rk  est  une  equation  de  Lie,  alors
d'apres  (11.6)  R'£ Test  aussi,  et R"  est  formellement  transitive  si  Rk  Test.  On
note Rk  + ιlt   / - ieme  prolongement  de  Rk.

Definition.  U ne  equation  differentielle  Rk  c  / fc(Γ  p)  est  ^- projetable  si
pour  tout  /  >  0,  Rk+t  est  un  fibre  vectoriel  et  s'il  existe une equation  differen-
tielle  Λ/

fc

/

+I  C  / f c + i(Γ F  Y)  telle  que  p{Rk+ι,a)  =  Rk+ι, p(a),  pour  tout α €  X.
Le  resultat  suivant  est  notre  version  du  theoreme  de Kuranishi-Rodrigues

[23] pour les equations de Lie (cf. Rodrigues [25]).

Theoreme  11.1.  Supposons  que  les  fibres  de  p soient  connexes.  Soit Rk C

Jk(T;  p)  une  aquation  de  Lie  formellement  ίntέgrable.  Si  Rk+ι  ΓΊ  Ju + iOO  est
un  fibre vectoriel  pour  tout  I  >  0,  alors Rk  est  p- projectable.

Demonstration.  Pour  I  >  0,  montrons d'abrod  que Γequation  differentielle
Rk+ι  +  h  + ι(V)  dans  Jk+ι(T)  est  une  equation  de Lie.  E n  effet,  si  f  e

on  a

η]  =   v- ^Φη  -   (π
o
η)   A  Dξ  6 J

oύ  ή  =  v~λη,  d'apres  (9.2)  et  (11.4).  D 'autre  part,  il  est  clair  que

R
k  +

 ι
 +
 ι  +   h

  +
 ι+i(V)  C  (R

k  +  ι
  +   /

Soit P*k+ι+1  une  forme  finie  de  Rk+ι+ι   +  Jk  + ι+1(V).  Le  fibre  Qk  + ι+ι(V)  des  jets
d'ordre  k  +  I  +   1  inversibles  d'applications  X  —> X  qui  sont  p- projetables  et
induisent  Γidentite  sur  Y  est  une  forme  finie  de  Jk+i+iiV)   et  Γon  a  done
Qfc+ ι+ i(^)  C  P l + ι + 1  au  voisinage  de  / f c + ι + 1 .  Soient  y € Y,  Xy  =  p~ι(y)-   Si
Λ e Z „ ,  la  projection  "bu t ":  Qk+ι+ι(V)(a)  - + Xy  est  une  submersion.  II  existe
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done un voisinagezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA U C Xy  de a tel que, pour  tout  b e U,  Γon  ait  un  element
φ € Pt+ι+1  Π  Qk+ι+1(V)(a)  avec but φ =  b.  Comme Xy  est  connexe,  pour  tous.
a, b € Xy,  il existe done φ e P*k+ι+1  Γ) βfc +  z+ iίF) avec source φ =  a,bxxtφ  =  b;
on  a

(11.9)

φ(Jk+ι(T;  p)a)  C  Jk  + ι(T;  p)h  ,

et  pφ =  p  en  tant  qu'applications de  Jk+ι(T;  p)a  dans  Jk + ι(Tγ;  Y), ( α ).  D e
(11.9),  on deduit Γegalite

Comme  i?fe +  i  Π / / ^ ( F )  est  un  fibre  vectoriel,  la  dimension  de p(Rk + ltCL)  est
independante  de  a e l .  On  obtient  done  un  sous- fibre  vectoriel  R +̂ι  de
Jk+ι(T γ  Y)  avec i?^^^ =   p(Rk + ι>x),  si y e Y,  x e X  verifient p(x) =   y.

Corollaire  11.1.  Si  X  et  les  fibres  de  p sont  connexes,  toute  aquation  de
Lie  Rk  C Jk(T  p)  formellement  transitive  et  jormellement  intέgrable  est
p- projetable.

Demonstration.  D 'apres  la  proposition  10.3  (i),  Rk  + ι  ΓΊ  Jk + ι(Y)  est  un
fibre vectoriel  pour  tout  /  >  0.

Proposition  11.1.  Soient Rk+1  c  Jk+1(T;  p) une aquation de Lie  jormelle-
ment  transitive  et Nk  C Jk(T  p) une aquation diβέrentielle  telle  que

Supposons  quΊ l  existe  une equation  diβέrentielle  R"+1  C Jk+1(Tγ  Y) telle  que

p(Rk+ι,a) =  Rk+iiP(a)9 Pour  t o u t  a £ X,  et  que X  soit  connexe.
( i)  SΊ l  existe  une aquation diβέrentielle  N"  C Jk(Tγ  Y) et x € X  tels que

WUiWl^Λ'ϊ  ^  p(Nktx)  =  N'k'tP(x),  alors  p(Nk>a)  =  N'k\ p{a)  pour  tout
aeX.

(ii)  Si  πk:  Nk+ι^  Nk  est  surjectif, oύ Nk+1  =   (Nk)+1,  il existe  une equa-
tion  diβέrentielle  Nf

k

f C Jk(Tγ  Y)  telle  que  [@'k'+19 Jίfζ\   C  Jf'i  et  p(Nk§a)  =
N'k,P{a) Pour  t o u t  a £  X-

Demonstration,  (i)  Le noyau Nk  = Nk  Π  Jk(V)  de p:  Nk  —> ρ~ιJk(Tγ  Y)
est  un fibre vectoriel d'apres la proposition  10.3  (i). II en resulte que  la suite

0  >N k  ϊNt- ϊ- ϊpNt  •  0

est  exacte  et  pNk  est  un  sous- fibre  de  p~ιJk(Tγ\   Y).  Montrons  Γegalite des
sous- fibres  pNk  et  p~ιN'k'  de  p- ιJk(Tγ\   Y).  D e  la  suite  exacte  (11.2)  et  de
(11.4),  on deduit par passage au quotient un crochet

[Λ+ i(^  P), Jki^r  Y)χ\  czyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  J
k
(^

γ
  Y)x
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et  que  la  derivee  covariante  danszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Jk(T;  p)  induite  par  une  i£Λ+ 1 - connexion
sans  courbure nous donne une derivee  covariante  V sans courbure dans le  fibre
p~ιJk(Tγ  Y)  sur X.  Verifions  que pNk  et ρ~ιNk  sont  stables  par  F .  Puisque
Wk+1,  Jίk\   C Jίk,  c'est  vrai pour pNk.  Puisque [$%+1, Jf'ζ\  c  JΓ'i  et (JΓk)x  =

• ^"  <g).r 0*,  d'apres  (11.7)  on a

Comme  & k+ι  =   ( ^ *+ 1 ) ,  (x),F 0 X ,  on a  done

et  p~ιN"  est  stable  par  F . Comme les  fibres  en x  de pNk  et p~ιNk  sont  egales,
Γegalite  ^Λ̂   =   p~ιNk  decoule  du  lemme  10.3  (i),  et  on  a  la  suite  exacte  de
fibres  vectoriels  sur  X

0  >N k  >N k- U  p- Wi  •  0  .

(ii)  Soient x  un point quelconque  de X  et y  =  p(x).  Soit Ex  le  sous- espace
pNk>x  de  Jk(Tγ;  Y)y.  D 'apres  le  lemme  10.3  (ii),  on  a  [Rk+l9Nk+1]  C 4
Puisque  πk:  Nk+1- *Nk  est  surjectif,  on  a  [ Λ^ ^ ,  £ J  C Ex  d'apres  (11.5).
Done  d'apres  le  lemme  10.4,  il  existe  une  equation  difϊerentielle  Nk  C
Jjc(Tγ  Y)  sur un voisinage  U de y  e Y telle que [^^^  ^ / J  C ^  et N 7/ ^ =   Ex.
D'apres  (i), on a alors  p(Nk>a)  =   N p̂(a)  pour α € p~\U).  Puisque Λ: etait  quel-
conque,  il  existe  un  fibre  vectoriel  Nk  C  Jk(Tγ  Y)  sur  Y  tout entier  tel  que
l£ *+ i , ^ ί f]  C  ^  et  P(iVt.β)  -   N'k\ p(a)  pour  tout α € X.

Soient  g =  0  g 7',  ή =   0  fy  des  algebres  de  Lie  graduees.  Rappelons  que

D er g  =   0  Der 7' g est  une algebre  de Lie graduee, oύ Der 7' g est le  sous- espace

des  derivations  de degre  /  de g.  Soient

Λ:  ϊj ^  g  ,  ^ i g ^ D e r ζ

des  homomorphismes  d'algebres  de Lie  graduees  nous dirons  que  g et  ή sont
entrelacees  par  λ et µ  si µ  determine une  structure  de  g- module  gradue  sur  ΐ)
et  si Γon  a

µ (λ(a))  β  =  [a, β]  pour  tous  a, β € ή ,

]8) =   [a, λ(β)]  pour  tous  or e g, /3 € ζ  .

Theoreme 11.2.  Supposons  que  X  soit  connexe.  Soit  Rk+1  c  Jk+λ(T;  p)
une  aquation de  Lie  jormellement  transitive et  jormellement  intέgrable  p- pro-
jetable.  Pour  / > 1 ,  soit  R'k'+ι  c  Jk+ι(T γ;  Y)  Γequation  de  Lie  telle  que
p(Rk+ι,a) =   Rk+ι,p(a)  Pour  tout  aeX.  Soit  Nk  C  / fc(Γ;  ô) wne  equation  dif-
fέrentielle  jormellement  intέgrable telle  que
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( i )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Alors  NJC  est  p- projetable  et  ίl exίste  une equation  diβέrentίelle  Nkl  C

Jkl(Tγ;Y)  jormellement  intέgrable,  avec  kλ>k,  telle  que  p(Nkl+ι§a)  =

#£+ *.,(«> Pour  tout  aeXet  [3'k'ι+ι+19   jV'k'ι+ι ]  C  Jί'^i  Vour  tout  I  >  0.
(ii)  5/  Λ^o est  Vequation  differentielle  jormellement  ίntέgrable  dans  Jko(T)

donnee  par  la  proposition  10.3  (ii)  a  partir  de  Nk  et  de  V  telle  que  N  ̂ =
Nπ  Π  JcoiY), alors,  pour  tout  x e X,  la suite

(11.10)  0  •  NLtX  > N  ̂ - ί - >  NZ>PW  •  0

est  exacte.  U  inclusion  N'^ C N  ̂ determine  une  application

(11.11)  c:H*(N' k0)^H*(N k)

et  p une  application

(11- 12)  p:H*(N t)- +H*(N'O,

et  on a une suite  exacte

(11.13)  > W(N'k0) - U   W(Nk)  - U  HWO  ~^- >  W+WJ  •

de  groupes  de cohomologie  de Spencer.  Si N  ̂ =   0, alors Γapplication  (11.12)
est  un  isomorphisme.

(iii)  Si Nk  est  une equation  de Lie,  alors Nko  et Nkl  sont  des  aquations  de
Lie  et  les applications  (11.11) et  (11.12) sont des homomorphismes  d'algebres
de  Lie  graduees.  De  plus,  nous  avons  un homomorphisme  d'algebres  de  Lie
graduέes

(11.14)  µ :  H*(N k)  - > D er H*(N'J  ,

et  H*(N k)  et  H*(N'ko)  sont  entrelacέes  par  c et  µ .
Demonstration,  (i)  D 'apres  la proposition  11.1  (ii), Nk  est ^o- projetable

si  Nk+ι  =   (Nk)+ι,  soit  Nk+ι  c  Jk + ι(Tγ;  Y)  Γequation  differentielle  telle  que
p ( N k  +  l t a )  =   N ' k ' + l 9 P W  p o u r  t o u t  flelOna  N ' k ' + ι + 1  C   ( N ' k ' + ι ) + 1  p o u r  / > 0
d'apres  [20, §4] et, comme  Nk  est  formellement  integrable,  les  applications
πk+t:  Nk+ι+1   —>  Nk+ι  sont  surjectives.  Le  theoreme  de Cartan - Kuranishi  nous
donne Γexistence de Γentier  kλ >  k.

(ii)  Si Nk + ι  =  Nk+i  Π  Jk + ι(V),  de la  suite exacte

0  > Nk+ι  •  Nk+ι  - *- > p- Wk'+ι   •  0  ,

on  deduit Γ exactitude  de la  suite (11.10).  On pose
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^)*zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ® J>
m
)  n ( Λ'/

O
cn* ® / «c r  <o)),  .

Pour  m >zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  k  +  n,  nous  avons  le diagramme commutatif

0  0  0

I  I

0  0  0

dont  les  colonnes sont exactes  et les  lignes  sont  des  complexes.  Si  H^iN^m.j
designe la cohomologie de la deuxieme ligne de ce diagramme en (/ \ j  Jo(&~)*  (x)
^m- j)P  et si Γon pose H*(N k)m  =   ®  HJ

p(Nk)m,  on obtient ainsi une application

(Π .15)  p:  Hf(Nk)m  - >  H*(N'k%

et  une suite  exacte

(11.16)
o  +  i/ xr

pour m  >  kλ  +  n,  puisque Nk + t  =   (Nk) + ι  pour  /  >  0.  D 'apres  les  theoremes
2  et  3 de  [20],  il existe un entier mo>  k  tels  que les  applications

(11.17)  H*(N'k0)  ^ 4  H*(N'kQ)m  ^ ^  H*(N k)m  ,

(11.18)  Hf(Nk)m  ^ 4  H*(N k)m  ^  H*(N k)

soient  des  isomorphismes  pour  tout  m>  mQ;  a Γaide  de ces  isomorphismes,
de  (11.15)  et de la  suite  exacte  (11.16),  on  deduit  Γapplication  (11.12)  et  la
suite  exacte  (11.13)  du theoreme 3 de [20]. Si Ni  =   0, Γequation  difϊerentielle
Nko  est nulle et la suite exacte (11.13) nous dit que (11.12) est un isomorphisme.

(iii)  Supposons  que  Nk  soit  une  equation  de  Lie.  Alors  le  crochet  de
/ \   JQ{ZΓ)*  <8> Jmfβ'  p)  determine  une  structure  d'algebre  de Lie graduee  sur
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Hf(Nk)m  =   0  HJ

p(Nk)m  et  Γapplication  (11.18)  est  un  homomorphisme

d'algebres  de Lie graduees.  D 'apres  (11.8), Γapplication  (11.15)  est un homo-
morphisme  d'algebres  de Lie graduees  et a Γaide  du § 3 de [20], on voit  que
(11.17)  Test  aussi.  D oncles  applications  (11.11)  et (11.12),  qui sont  des  com-
posees  des applications  precedentes,  sont aussi  des homomorphismes  d'algebres

de  Lie  graduees.  Si  u e ( Λ' / oG ^) * ® - >fm),,  v  € /\*  JJ&)*   <g> jfm,  alors

d'apres  (11.8)  on  a  [u,v]e  / \ ί+jJQ(^)*  ® «/FTO,  d 'oύ  un  homomorphisme

d'algebres  de Lie  graduees

dont on deduit Γhomomorphisme µ a Γaide de (11.17)  et de (11.18).  On verifie
aisement  que c et µ  entrelacent H*(N k)  et  H*(N'ko).

Remarque.  Les  formules  (9.11)  et  (9.12)  montrent  que  les  homomor-
phismes  (11.14)  obtenus  a partir  des crochets  (9.3) et (9.4) sont  les  memes.

Remarque.  Le  theoreme  11.2  (ii) nous  donne  une suite  exacte  de coho-
mologie

oύ  Rko  C Jko(V)  est  Γequation  de Lie  formellement  integrable  donnee par la
proposition 10.3 (ii) telle q u e i ^  = R  ̂ Γϊ JΛV),  et Rk\  C Jkl(Tγ  Y) est Γequa-
tion  de Lie formellement  integrable  qu'on  obtient a partir des equations de Lie
Rk+ι.  Si X  et Y  sont  des varietes  analytiques  reelles,  p:  X  —> Y  est  une sub-
mersion  analytique,  et  Rk+ί  une equation  analytique,  et si Pon considere les
groupes  de  cohomologie  de  Spencer  HJ

ω(Rk+ι)  obtenus  a  partir  des  sections
analytiques  des  fibres,  alors  H&Rko)  =  HJ

ω(Rk+1)  =   0 pour  /  >  0. D e la  suite
(11.19)  pour  ces  groupes  de  cohomologie,  on  deduit  la  surjectivite  de Γap-
plication

p:Hi(Rk+1)x- >Ho

ω(R'k'1) p(X)

pour  tout x € X,  et Pon obtient un  resultat  de Rodrigues [25].
Nous  dirons  qu'une  equation de Lie Rk  C  Jk(T  p) formellement  integrable

et ^o-projetable est un prolongement de  Γequation  de Lie  R'k',, c  Jk»(Tγ  Y)
formellement  integrable si p(Rmta)  =  R'm,Pw  P o u r  t o u s  a <z X  etm>  sup (k, k")
et  si p:  R^a  - ^ RZ,P(a) e s t  u n  isomorphisme  pour  tout a e X.  Si Rk  et Rk,, sont
formellement  transitives,  Γequation  de Lie RkQ  donnee par la proposition  10.3
(ii)  a  partir  de Rk  et  de  V  est  nulle  et le theoreme  11.2 (ii) et (iii) nous dit
alors  que p  definit  un isomorphisme  d'algebres  de Lie  graduees

'p(a)
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pour  toutzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a e  X.
En  prenant  Y  =   X  et  p  Γ application  identite  de  X,  on  voit  que  le  / - ieme

prolongement Rk  + i  d'une  equation Rk  C  Jk(T)  formellement  integrable  est  en
fait  un  prolongement  tel  qu'il  est  defini  ci- dessus.

Si p:  X  - »  Y  est un diffeomorphisme,  alors  / fc(Γ  p)  =  Jk(T)  et  ^ :  Jk(T)x  —>
Jjc(Tγ;  Y)pix)  est  Γisomorphisme  }k+1(p)(x),  et  toute  equation  differentielle
Rk  C  Jk(T)  dont  les  prolongements  jRΛ +  i  sont  des  fibres  vectoriels  est
/ ?- projetable.

Si  Rk,  Rl  sont  deux  equations  de  Lie  dans  Jk(T)  et  x, x* e X,  nous  dirons
que  (Rk,  x)  et  (Rl,  x#)  sont  localement  isomorphes  sur  X  s'il  existe  un  diffeo-
morphisme  local  /  de X  defini  sur  un voisinage  U  de  x  tel  que  f(x)  =   t* et

J  k + l(.f)(Rje\u)  —  R- k\ f(U)  -

On  a  alors

pour  tout  /  >  0  et  / «,(/ )(*)(#«,,3)  =   Λi.a *;  si  7?̂  est  formellement  integrable,
.R^ est  un  prolongement  de  R\ .

La  proposition  11.1  (i) nous  donne:
Proposition  11.2.  Soient  Rk,  Rl  deux  aquations  de Lie  formellement  transi-

tives  et  formellement  intέgrables  dans  Jk(T)  et  f  un  diffeomorphisme  local  de
X  defini  sur  un  voisinage  connexe  U  de  x  € X  tels  que

Si  Nk,  Nl  sont  des  equations  differentielles  dans  Jk(T)  telles  que

[8k+19  Jίά  C  ^ k  ,  [^*+  U

et  si

Jk+ι(f)(N kιu)  =  NllfiU)

et  f  definit  un  isomorphisme

pour  tout  a e  U,  qui  est  un isomorphisme  d'algebres  de  Lie  graduees si Nk  est
une  equation  de  Lie.

Soient Z  une variete  differentiate  et σ:  Y  —> Z  une  submersion  surjective
alors  τ  =  σop:  X  ^  Z  est  une  submersion  surjective  et  on  a
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(11.20)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Jm(T;  p) Π  Jm(T;  τ) =  {ue  Jm(T;  p)\puε  Jm(Tγ;  Y  σ)},

(11.21)  p(Jm(T;  p)  ΓΊ  Jm(T;  τ)) C Jm(Tγ;  Y  σ)  .

Theoreme 11 3.  Soient  Rk  C Jk(T)  une  equation  de  Lie  jormellement
transitive  et  jormellement  ίntέgrable  et  Rko  e ^(Rk)  et  W  le  sous- fibre  in-
tέgrable de  T tels que

πQRk  —W,  Ri, — R  ̂ Π   /oo(W0

(i)  Si x e X,  en remplaς ant X  au besoin par un voisinage de x,  il existe une
variέtέ  differentiable  Z,  une submersion  σ.X- ^Z,  une  equation de  Lie  jor-
mellement  transitive  et  jormellement  intέgrable  R*kl  a  Jkl(Tz;  Z),  avec
kγ  >  k,  telles que  W soit  le sous- fibrέ de T des vecteurs  tangents aux fibres de
σ  et  telles que Rk  soit  σ- projetable et

(H.22)  σ(Rkl+ι>a)  =   R*kl+ltβia)

pour  tous a e X  et  I  >  0.
(ii)  Soit p\ X  —> Y  une submersion  telle que Rk  soit  p- projetable  et,  si  V

est  le fibrέ des vecteurs  tangents  aux fibres de p,  telle que

R  ̂ czR^Pi  JSV)  .

Si  Rk2  C Jk2(Tγ  Y)  est  une  έquation  de Lie  jormellement  transitive  et  jor-
mellement  intέgrable,  avec k2 >  k19  telle que

+ l,a)  **- k2 + l,p(a)

pour  tous  a e X  et  I  >  0,  il  existe  une  submersion  r :  Z —> Y  dέfinίe sur un
voisinage  U de σ(x) telle que  le diagramme

(11.23)

soit  commutatij  et Rkl  soit  τ- projetable et

pour  tous  b ε U et  l>0.  Si RL = i ? M ( Ί   JΛV),  alors R*kl est un prolongement
de  Rl.

Demonstration,  (i)  L'existence de σ  au voisinage de x,  telle que W soit
le  sous- fibre de T des vecteurs tangents  aux  fibres  de  σ,  resulte du  theoreme
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de  F robenius.  PuisquezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Wl9J0(iΓ)]   C  / O ( # 0 ,  on  a  i?fc  C  Jk(T;  σ)  d'apres  le
lemme  11.1,  et,  en remplagant X  par  un voisinage  de  x,  d'apres  le  theoreme
11.1,  Rk  est  (7- projetable.  D u  theoreme  11.2  (i),  on  deduit  Γexistence  de
Γ equation  de  Lie  formellement  transitive  et  formellement  integrable  R*kl  c
hjJz  Z)  verifiant  (11.22).

(ii)  Puisque  W C  V,  le  theoreme  de  F robenius  nous  donne  des  varietes
differentiables  Y19  Zl9  des  submersions  surjectives  pλ:  X  —> Yu  σι:  X  —> Z t

definies  sur  un voisinage  de x  et une  submersion  surjective  τx:  Zx  —> Yλ  telles
que  le  diagramme

soit  commutatif  et  que  V  soit  le  fibre  des  vecteurs  tangents  aux  fibres  de  pλ  et
W  le  fibre  des  vecteurs  tangents  aux  fibres  de σx.  Comme les  dimensions  de Y
et  de  Yλ  sont  les  memes,  il  existe  des  difϊeomorphismes  / : X  —> X  defini  sur
un  voisinage  Uλ  de  x  et  fx:  Yλ  —>  Y  defini  sur  un voisinage  de  px(x)  tels  que
f(x)  =  x  et  le  diagramme

Pi

soit  commutatif.  On  en  deduit  que  jι(f)(a)(JQ(V)a)  =  J0(V)fw,  pour  tout
a € Ul9  et  il  en  suit  que  /  est ^o-projetable c'est-a-dire, il existe un  difϊeomor-
phisme  f2:  Y  —> Y  defini  sur  un  voisinage  de  p(x)  tel  que  poj  =  j2op  et
MpC*))  =   p(x)  P a r  consequent,  fe1 o jx  o τ1:  Zx- *  Y  est une submersion  definie
sur  un voisinage  de σx{x)  telle  que  le  diagramme

soit  commutatif.  Les  memes  methodes  nous  donnent  un  difϊeomorphisme
g:Z- +Zx  defini  au  voisinage  de  σ{x)  tel  que  g(σ(x))  =  σx(x)  et  que  le
diagramme
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soit  commutatif.  On pose  r ^ / ^ o / ^ ^ o g e t o n  obtient  ainsi une submersion
τ:  Z  —>Y  definie  sur  un voisinage  de σ(x)  telle  que  le  diagramme  (11.23)  soit
commutatif.  Remplaς ons X  par  un  voisinage  de  x  et  Z  par  un  voisinage  de
<j(x)  de  sorte  que  σ  soit  surjectif  et  τ  soit  defini  sur  Z  tout  entier.  D 'apres
(11.21),  on  a R\x  c  Jkl(Tz  Z  τ),  et  d'apres  (11.22)  et  (11.23)

+ l,a/  • Lλ- k2 +  l,p(a)

pour  tous  a e X  et  /  >  0.  D one  R*kl  est  r- projetable  et  on  a  un  diagramme
commutatif

7?8  τ  Ώ f*

pour  tout a e X,  oύ  τ  est  un  epimorphisme. Si R  ̂ =  R  ̂ Π  / ooί^)? on voit  que
jR^>α  est  le  noyau  des  epimorphismes  σ  et  p  de  ce  diagramme,  de  sorte  que
τ:  Rl,σia)  —•  RZ,pia)  ^st  un  isomorphisme  pour  tout α € X,  et  Λĵ   est  un pro-
longement  de  R"2.

Soit  Fl+j(p)  le  sous- fibre  p*/ \ lT*  A  f\ j  T*  de  f\ ί+JT*,  pour  /  >  0;  on
pose Fj-  - ^ )  =   F J^(|o) pour /  <  0.  Alors  F\+

+{(p) C  F\+ί{p)  et F^^o) =   f\ j  T*.
Si 7?m  C  Jm(T  p), R'ή  C  Jm(Tτ  Y)  sont des equations difϊerentielles  telles  que

pour  tout a e X,  on pose  pour  /  >  0

FΓ'(K™  ;/>) =   {«€  Λi+)   r *  ® i?m  I (id ®  / ,)«

Si  on pose F {+ '(Λm  p)  =   Λί + ^  Γ*  ®  (Rm  Π 7TO(F )), pour  /  <  0,  alors

p)  -   Λ ^ *  ® Rm  ,  FUί(Rm  ^  C  F !+ ' ( flm  ^  ,

I  p)

et  la  suite

(11.24)
0  •  Fίll(Rm  p)
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est  exacte  pour  /  >  0,  oύzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  p  envoie  u  e F\+j(Rm  p)  dans  Γ element pu  defini
par

(1125)  ^ «K fiΛ  • • •  Λ f . Θ ^ Λ  • • •   Aηt)

( ( f  i Λ  Λ  ξj  A  τ)λ A  Λ

avec  f  j ,  , ξj  € V,  η19  , 7]i € T  et  ^  =  ^ 0 ^ ) e Tγ  p o u r  1 <  I  <  i.  O n a

FΪ(Rm  ;p)  =  (AiT*(g)  RJ  Π F{(Γ  p)m  ,

et  pour  /  =   0,  (11.25)  deίinit une application

et

( Λ* ^*  ® ««) ,  =   ( Λ ' ^*  ® «m) n (ΛzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  \ pP

est  le  faisceau  des  sections  ^- projetables  de  F\ (Rm  p)  (cf.  [20,  § 4]).  On  pose

(Λ*ΌCn* ® ̂ J ,  -   (Λ^o( )̂ * ® ̂ m) n (Λ^oCn* ® ̂ (  ̂ /»)),.

O n  a  F *( Γ  p ) w =   F K / ^ C Γ  /»)  p)  e t la  su it e

0  •  Λ '  Γ * ®  / W ( F )  > F {( Γ  p) T O ̂ >  ^ ( Λ * Γ ? ®   Jk(Tγ  Y))  •  0

est  exacte.
Soient  Z  une variete  difϊerentiable  et σ:  Y  —> Z  une  submersion  surjective  \

on  pose  τ  =  σop:  X  —> Z.  Soient  W  et  Vf  les  sous- fibres  de  T  et  Tγ  des
vecteurs  tangents  aux  fibres  de  τ  et  de σ  respectivement.  Alors  Jm(W  p)  est
l'image  inverse  par Γapplication p:  / TO(Γ  p) - + p'lJm{TY  Y)  de p~lJm{V

f  Y),
et  la  suite

0  •  Jm(Y)  > Jm(W  p)  - ^  p- ιJm(V'  Y)  •  0

est  exacte.  Montrons que

(11.26)  F\ (T  p)m  Π F{(Γ  τ)m  =   {w € F*(Γ  <o)m | ̂   e F\ (TY  σ)m}  ,

oύ  F\ (TY  σ) m  C  Λ'  71* ® / m ( Γ F  Y  σ).  En  effet,  soit  u e F{(Γ  p)m  alors

PM e  Λ*  T*®Jm(TY  Y),  Ϊ ( ? ) K eF{:}(Γ  p)m^P(i( v)u)  e  A*'1  τ*®jm(jγ  Y)9
pour  tout η € Γ.  On  a

pour  tout 37 € Γ,  oύ 57 =   p(η) e Tγ.  D one,  si  η <=   Γ  et  η  =  p(τj) <ε  Tγ,  on  a
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si et settlement si

Puisque p(W) = V,  d'apres  (11.20) on en deduit que u € F\(T; r) si et seule-

ment si pu e F\(TYzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  σ).zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA On verifie  aisement que le diagramme

FΪ(T γ;σ)m

est  commutatif, et done que

(11.27)  "''' P
))

pzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  n

=  {u e (/ \ ir*®JJ?- ;p)),\pu e

et que le diagramme

(11.28)

est  commutatif. On pose

n

Proposition  11.3.  Supposons que X soit connexe. Solent Rk+1 C  Jk+1(T  p)
une  aquation de Lie jormellement  transitive et formellement  intέgrable et
Nk C  Jjc(T) une aquation diβέrentielle formellement intέgrable telle que

Solent  R/

k

/

1+1CZ Jkl+ί(Tγ;  Y) une  aquation de Lie  formellement  transitive et
formellement  Intέgrable et Nk\  C Jkl(Tγ  Y) une έquatlon dlffέrentlelle  for-
mellement Intέgrable,  avec k1 > k, telles que

\ 3# "  AT"  I r~   AT"
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pour  tous  a e X  et  /  >  0. Soient  Z  une  variέtέ  diβέrentίable  et  σ:  Y  -  ̂Z  une
submersion  surjective  et Rk* +1  C Jk2+ί(Tz  Z) wne equation de Lie  jormellement
transitive  et  jormellement  intέgrable  et  N  ̂ C Jk£Γz  Z)  wwe  equation  dif-
fer entielle  formellement  intέgrable,  avec  k2>  k19  telles  que  R"1+1  et  N'k\  soient
σ- projetables et

b eY  et  l>0.
( i)  Si τ  =  σop,  alors Rk+}  et Nk  sont  τ- projetables  et

(11.29)  τ (Λ4 l + ι + 1 . α )  =   R'£+ι+1Ma)   ,

(11.30)  τ(Nk,+lta)  =  N'£+ltVia)  ,

pour  tous  a € X  et  I >  0,  et  le  diagramme

H*(Nk)

(11.31)

^  applicationsjρ,σ,τ  sont  donnέes  par  le  thέoreme  11.2  (ii) &sί com-
mutatif.

(ii)  Soient  Xv  une  variέtέ  diffέrentiable,  σλ:  X  —> X1  et  pλ\Xx- ^Z  des
submersions  surjectives  telles  que  le  diagramme

soit  commutatif  et  telles  que Rk+1  et Nk  soient  σ^projetables.  Soient  Λ| s + 1  C
Jicz+ι{T Xl  Xj)  une  έquation  de  Lie  formellement  transitive  et  formellement
intέgrable  et  N\z  C Jks(TXl  Xj)  une  έquation  diffέrentielle  formellement  in-
tέgrable,  avec  k3 >  k2,  telles  que Rls+1  et N\3 soient  prprojetables  et

xω*  AT*zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Ί   (—  AT*

pour  tous  a € X,  c e Xλ  et  I  >  0.  Soient  V1  le fibrέ  des  vecteurs  tangents  aux
fibres  de  pλ  et  N'kQ, N'£o les  έquations  diffέrentίelles  formellement  intέgrables
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dans Jko(T)  et Jjco(TXl  X±),  avec k0 >  k3, donnέes par  la propositionzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 10.3  (ii)
a partir de Nk  et de  V  et  a partίr de  N\3  et  de  Vλ  respectivement telles que
NL=N^nJΛV)  et  N'* = NinJoa(VJ.  Λlors  σ1{NL.a) C N 'J, . l( e)  pour
a e X.  Si σ^N^^)  = N2,σi{a)  pour tout a e X,  alors Nko  est σ^projetable et

(11.32)  σi(N ίo + ϊ, α )  -   NZ+ι,σi(a)

pour tous a e X  et  I  >  0,  et on a un diagramme commutatif  et exact

,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
  >

  W(N
k
)  —

(11.33)  L  L  \σ
Ύ   Ύ   Ψ

dont  les  lignes nous  sont  donnέes  par  le  thέoreme  11.2  (ii).  Si,  de plus, Nk

est  une  equation de  Lie,  toutes  les  autres equations differentielles sont  des
equations de Lie, et, si

µ:  H*(N k)  - > Der H*(N'J  ,  / / : H*(jN&  -   Der H*(N'*)

sont les homomorphismes d'algebres de Lie graduέes (11.14), alors

(11.34)  σi(µ (*)  β) = µ 'Ma))  σx{β)

pour tous a e H*(N k),  β 6 H*(N'ko).
Demonstration,  (i)  D'apres  (11.20), Rk+ι  et Nk  sont τ- projetables,  eton

a done (11.29)  et  (11.30).  D'apres  le theoreme 3 de  [20],  il  existe  un  entier
ra0 >  k2 tel que les applications

Hf(Nk)m  - > H*(N k)m  ,  Hf(Nk)m  - > H*(N k)m  ,

(11.35)

soient  des  isomorphismes  pour  tout  m>  m0.  Si  u e  / \ j' JJlβ')* ® jV"m,  avec
m >  m0,  verifie  Du  =   0,  montrons  qu'il  existe  ux g (/ \ jVo

et v e Λ j~ι U#Ί *  ® ^ m + i  tels que

(11.36)  w =   MX +   Dv  .

On  peut  supposer,  d'apres  notre hypothese  sur  m,  sans  perte de generalite,
queue(/ \j  JQ(F)*   ® ̂ P m ) , . Alors pu e  / \ j  J0(&* τ)*  ® ^ m et verifie Dpu  =   0
d'apres  la proposition 4  (ii) de  [20]. Puisque (11.35)  est  un  isomorphisme,  il
existe  uf  € ( Λ ' W r ) *  ® ^ m ) . et w/7 e  Λ i - 1  Λ ^ F ) *  ® ^ 2 + i  tels que

pu =  u'  + Du"  .
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SoientzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA vf  e ( Λ'  JI&Ύ  ® <fm),  et v  e (Λ'"1  Λ(^")* ® Λ^+ i) , veriίiant ^ '  =
w' et pv  =  u".  Alors

^(M  -   v'  -   Dv)  =   0 ,

de  sorte  que,  si  Nm  =  Nm  ΓΊ  Jm(V),  alors  ^  =   w — vf  — Dv  appartient

a  / \ jJQ(F)*®Jϊ m  et ux  =   v' +  tf! a {/ \ 3J*{&*)*®rf m)p.  On a done la relation
(11.36),  oύ  ux  ve r i fie r  =   wr.  Comme  u' e (/ \ j  J0(<?Ύ)* ® ^ ) σ ,  on  voit
d'apres  (11.27)  que wx e FJ

p>τ(<T).  Maintenant tout element a e Hj(Nk)m,  avec
m>m0,  possede  done  un  representant  u <=.   (/ \SJO(F)*   ® J^m)  Π   Fj

p>τ{£Γ)
veriίiant  5w  =   0.  Alors  pu  est  un  representant  de  la  classe  pa e Hj(N^)m  et
τu  un  representant de τa <=.  Hj(N"*) m,  tandis que σ(pu) est un representant de
σ(pa) e Hj(N"*) m.  Puisque σ(pu) =  τu d'apres  la  commutativite  de (11.28),  le
diagramme

H*(N k)

est  commutatif  pour m >  m0, d'oύ la  commutativite  de  (11.31).
(n)  Soient Nm  =  Nm  ΓΊ  Jm(V)  et N*m = N*m  Π  ̂ ( F O  pour  m >  kQ.  Alors

tfi(# TOfα) C JV^β )  pour  tout  flίl,  de  sorte  que  σW^a)  a  N'* t.lia).  Soit
/„ >  1 un entier  tel que

i y
m  —

  ; t
m-

ί
'm  +  ϊo  'zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  i y

m  —  '
L
m

iy
  TΠ +  IQ

pour  tout  m >  k0.  Si  σ^Ni^)  = N'JίtσM  pour  tout azX/ ύ  est  clair  que N i0

est  σ- projetable  et que Γon a  (11.32).
Demontrons maintenant les  lemmes  suivants.
Lemme 11.2.  Si σ^NLJ  =  N'*,σiia) pour tout a e X  et ueFiχj(jrm+lQ;  τ )  η

πmu  -   uf  € F\XH m̂  τ) Π   F\χ{

si  Du  =   0,  //  existe  v  € Fi+j~ί(J^'m+ι  (jj) te/  <?ŵ

πmw  -   Dv  e F\Xi(^m  r)  ΓΊ  F J:i

L e m m e  11. 3 .  Si  σ^N^J  =   Λ^ σ i ( α )  pour  tout  aeX  et  ue  (/ \ *

m  >  kQ9  il  existe  uf  e  ^\ {σd  ®  / i  tel  que

π
m
u  -   u

f € ( Λ ^ *  ®  ̂ rj
r
  n  ( Λ

Lemme  11.4.  S/   σ^Nl^)  =  N2,σi{a)  pour  tout  a € X  et  w
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^m+(y+i>io),,,(ao>zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  a v e c  ™>K  efxeX,  il  existe  v  έ  (( / \ * F*   (x) Jr

m)σi  Γ)
F;,X<r) m)x  tel  que  pv  =   πmu.

Demonstration  du  lemme  11.2.  II suffit  de considerer  le  cas  oύ  /  est  positif.
Soit  V[  le  fibre  des  vecteurs  tangents  aux  fibres  de  σλ  alors  V[d  W.  Puisque
u  ε Fi++j(jr m+lo  Γ ) , on  a  τ(ί(ξ)u)  =   0  pour  tout  ξ  e y j  done

(id (X)

pour  tout  ξ  e  f  (.  II en  resulte  que

Or  il  existe  w' € F^^JV^;  σj  tel  que  σ1w
/   =   σλπmu.  Alors  πmu—

uf  e Fi+K^m  <7i) et  ^ ( ^ M  -   MO =   0,  de sorte que πmu  -   uf  e F {:/ (^r w  σ^
Comme  τ(iVJ  =   0,  on  a  τrmw  -   u'  e F\Xi(JΓm  τ ) .  Si  DM  =   0,  alors  d'apres
la  proposition  3  de  [20],  πm+ u_λdXIXχσxu  — 0,  et  puisque  Zo >  1,  on  a
dXIXχaxπmu  =   0.  II  existe  done  ^  e  Λ' " 1  r ' *   ®  (Λ*  ^ 1  ®  ^ 2 + i ) z  et
v  € F J + ^ C ^ + Γ ,  σx)  tels  que  dz/ Zlπmvι  =   ( J ^ K et  σ^  -   V!  (cf.  [20,  §4]) .
Alors  σxDi;  =   σ^mU  et  on peut  dans  ce  cas  prendre  uf  —  Dv.

Demonstration  du  lemme  11.3.  Puisque  u  € F\ (JfmΛ.u  σx)  Π  Fί

i(J
r

m+ι0  r ) ,
d'apres  (11.27)  on  a ^ M € Fj(^m + Z o  ft)x.  D'autre part  τu  e  Λ* ^ 1  ®  ^ ί ί t ^
et  il  existe done  v  6 (/ \ * 5 r $ 1  (x) Jί^m^px  tel  que  ^ v  =   τw.  E n  considerant  v
comme  element  de  F\ (jPm+lo  pdx  a  Γaide  de  σx\   X- >  X1  et  Γapplication
ft  : Fi(^m+lQ  ft)x  - > (Λ*  Ft  ® ^ ί ί t j z ,  alors  ^ ( ^ M  -   v)  =   m  -   ftv  =   0.

D o nC  (7χW  —  V  6  ( / \ *  ^ 1  ®   ^ m  +  Zo) '̂
  d e  S O Γ t e

  q
U e

  ^l^m"  ~   ^m^  = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Km^l"  ~

v)  e  (/ V  ^ * i  ®  ^ m ) χ  A l o r s  il  e x i s t e  u'  €  ^ i (^i)  ®  ^ m  tel  que  σ^ '  =   σxπmu
-   πmv.  D e  plus,  σλ{πmu  -   uf)  =  πmv  e  (/ \ ι  FXl  ®  JT*JP1  et  πmu  -
ur  € (Λ*  ^ *  ®  ^ J σ i  Comme  r(N 7J  =   0,  on a πmu  -   uf  e  (Λ*  ^ *  ®  ^ T J r .

Demonstration  du  lemme  11.4.  II existe  wx e  (/ \ * ^ *  (x) ^"m+ ^+ D iΛ.*  t e l
que  pu,  =  u;  d'apres  (11.27),  wx  e F <

f f Γ ( ^ ' ) T O + ( i + 1 ) l o .  Par  applications  succes-
sives  du  lemme  11.2,  il  existe  u2  e  (Λ*  ^ *  ®  ^m+ z0)^  tel  que

Comme  7rm + ι0M! e  (Λ*  ^ *  ®  ^ m   +  ι0), et  r (N ^ + l o )  =   0,  on  a

πΓ
m  +   Zo

M
1
  -   W

2
  g  ( Λ *  ^ *  ®   ^ m

  +
  lo)r

Le  lemme  11.3  nous  donne maintenant u3  e F\ (JΓf

m  σ x̂  tel  que

v  =   πmux  -   πmu2  -   u3  e

Puisque^(ΛO  =   0 , o n a ^  ( Λ / ^ r * ® ^ m )  Π  F\^)m&pv  =  pnmux  =  πmu.
Revenons  maintenant  a  la  demonstration de la proposition  11.3  (ii). A  cause
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de  (i) et de la commutativite  du diagramme  (11.31),  pour  demontrer que
(11.33)  est  commutatif,  il suffit  de montrer que le diagramme

HKNl)p(x)  ^ U  fl'+ WJ*

(11.37)  L

est  commutatif  pour  tout x e X.  Supposons  que  Γon  ait (11.32)  pour  tout
a e X et /  > 0. Soit mι >  kQ un entier  tel  que

H*(N'k0)  ~ H*(N'k0)m  ~  / / *( ΛQ m  ,

H*(N'Q  ~ ff*(2V£)TO ~  H*(N'Qm  ,

pour  tout  m>mx.  Soient x e X  avec  p(x) = y et a e Hj(Nkl)y.  II existe un
representant u e (/ \ jij^ΎY  ® ̂ Z+u+vio+i)*^  d e  a>   a v e c  m  > mi>  verifiant
Du =  0. D'apres  le lemme  11.4,  il existe v € (f\J J0(F)*   ®J^m+to+i) σitX  Π

Ffp,X^)m  + lΰ+1)X  tel que pv =  πm+lQ+1u.  Alors Dv e ( Λ i + 1 / 0 ( ^ ) *  ® ^ m + i o ) Π
^ίί^Om+ zo  e t  *™Dv z{Γ\3+ιJlZr)*   ® jϊ f

m)aux  est un  representant de
da € W+\N'k)x.  De plus,  σ^ Z h ; € (Ai+1U^zx)*   ® ̂ ) . l W  est un repre-
sentant de ̂ α   6 H^+ι(NZ)σi(x)  et ̂ σ ^  =  σ^m+ io+ 1M  € /\jJ0(^zY ® ̂ »*+ Ϊ O + I

est un representant de σaeHJ(N/^)σm.  II en resulte que D ^i; e  / \ j+1J0(^x1)*®

J*n+lQ  et que  7rm5(τ^  -   σ ^ w ^  e (/ \ i+1J0(#~Zl)*   ® ^ ) σ i U )  est un repre-
sentant de 9<7<x, d'oύ  Γegalite  3σα =  σxda et la commutativite  de  (11.37). Si
N fc  est une  equation  de Lie,  montrons  maintenant  que  Γon a (11.34).  Soit
m2 > m1  un entier  tel  que

H*(N k)  ~ H*(N k)m  ~  Hf(Nk)m  ~ HUNk)m  ,

pour  tout  m>m2.  Soient  m un entier > m2  et a € H%Nk),  β e  W(Nk).
D'apres  la demonstration de (i), il existe  un representant  uλ € (/\* / 0 (^)* ®

^m+(z+i)z0+i)
 n

 ^J,r(^)m+«+i)io+i
 d e α  verifiant  5wx  =  0. C o m m e ^ L ) = Ό ,

par  applications  successives du lemme  11.2,  on obtient  a partir  de ux un  re-
presentant  u2 6  fΫJl^)*  ® ^m+zo+i d e α  tel  que

(v*  (x) ^)w2 6 F {( ^ r T O +  Ϊ 0+ 1  σd Π   F J f r lo  +  l

Puisque  Du2 =  0, la proposition  4 (i) de [20]  nous  dit que le representant
u =  πm+hu2  appartient a (/ \* / 0 ( ^ ) *  ® ^m+iXt  Π  Fl

p̂ )mJrW  D 'apres notre
hypothese  sur m,  il existe un representant v e (ΛJ/ o(^0* ® ^m+ι)aX  de ̂ 8;

alors  [u, v] e (f\ ί+j   Jo(^)*  (x) ^m+ι0)σ1  et  πm[u,  v] e (f\ i+j   Jo(<^)*   (x) ̂ K^)^!
est  un representant  de µ (a)- β.  Alors  a^m[u,v]  est un representant de
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Ό'zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  D ' a u t r e  part,  aγu  e  ( Λ ' / o C ^ ) *  ® J"l+ι0)P1  d'apres
(11.27)  est  un  representant  de  σxa  e W(N\)  et σλv  €
σ^  € # W 0 ) ,  de  sorte  que  σxπm\u,  v]  =  πm\aλu,  axv\
est  un  representant de µ iσ^a^- σ^β),  ce  qui  demontre  (11.34).

12.  Prolongement  et  equivalence  locale d'equations  de  Lie

Soit  gk(T\  p)  c  SkJ0(T)*  <g) / 0(Γ)  le  sous- fibre  noyau  de  πk_λ:  / ^ Γ ;  ^  - >
JJC- I(T  p).  Si  |0* : TftPix)  —> Γ*,  pour  ĉ €  f̂,  est Γinclusion induite par p,  alors

=   SkJ0(T)*  (g) / 0(F )  +   (p*S*Γί)  <g> / 0(Γ)

pour  tout  ξ  z  / 0(F )  J

Soit  QA;(|O)  le  fibre  des  jets  d'ordre  k  inversibles  d'applications  X  —> X
p- projetables  (i.e.,  qui  induisent  des  applications  Y  -  ̂ Y)  c'est  une  forme
finie  deJk(T;p).  Si

Qi+i(p)  =  {φ£  Qk+ι{ρ)\πkφ  =  I k(x),  si  x  =   source  0}  ,

alors  on verifie  que

et  par  consequent  que

b)  =  {φε  Qk+ι(a,  b) \ φ(Jk(V)a)  =  Jk(V)b}

pour  tous  a,b  e X.  Les  automorphismes  de  X  solutions  de  Qk(p)  considere
comme  equation  difϊerentielle  sont  les  automorphismes  deZ^o- projetables.  On
note p:  Qk(p)  —> Qk(Y)  la  projection  naturelle  de  Qk(p)  sur  le  fibre  Qk(Y)  des
jets  d'ordre  k  inversibles  d'applications  Y  —> Y.  Le  fibre  Qk(V)  des  jets  de
Qk(p),  dont Γimage  par  p  dans  β/fc(^)  est  egale  au  jet  d'ordre  k  de  Γidentite
Y  —•  y,  est  une  forme  finie  de  / fc(K)

D 'apres  le  corollaire  3  de  [20]  et  les  methodes  du  § 5  de  [20],  on  peut
demontrer  le

Lemme  12.1.  On  a gk(T  p)+1  =   gk+ι(T  p) powr fc >  1, et H^faiT  /?))
=   0  powr  m >  1 et  j  >  0.

Soient x  6 I  et  j  =   ^( t) e 7 .  La  proposition  suivante  est  une  consequence
des  resultats  de  Rim  [13]  et  du  lemme  12.1.

Proposition  12.1.  Soient  L  une  algebre  de  Lie  transitive,  L°  une  sous-
algebre  fondamentale  de  L  et  πQ:  L  —> L/ L°  la  projection  naturelle.  Soient
iλ\L- +  JX(J  p)x  une  application  et  i0:  L/ L°  - *  JO(T)X  un  isomorphisme  tels
que  le  diagramme
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L  Λ.

L/ U^U  JO(T)X

soit  commutatif  et

tows  ξ,ηζL.  Alors  il  existe  un  monomorphisme  ί:  L —> J^iT;  p)x

cΓalgebres de Lie  transitives  tel que πx o z =   / j. Z)^ /?/w5 ,  JZ V est  une autre ap-
plication  verifiant  ces  conditions  et  si  πk o ir  — πk o i,  il existe φ e Q^ipXx, x)
tel que φoi  =   / ' et  πk+ιφ  =  I k+1(x).

Le  resultat  suivant  est  une version relative du theoremezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA III de Guillemin-
Sternberg  [7] et sa demonstration est  une generalisation facile  de  celle  de ce
dernier grace au lemme  12.1 (cf.  Rim [13]).

Theoreme  12.1.  Soient  V  c  JJJY\   Y)v  une  sous- algebre  de  Lie transi-
tive  jermέe,  L  une  algebre de  Lie  transitive  et  φ: L —> L r  un  έpimorphisme
d'algebres  de Lie  transitives. Soit L° une sous- algebre fondamentale de L telle
que  φ(L°) c L ' ί l  JUJΎ  Y)y.  Pour  tout  isomorphisme  a:  L/ L°  - * JO(T)X  tel
que  le diagramme

LIU  - ? U   JO(T)X

\ Φ

L'/ L n  >Ja(Tγ;Y)y

soit  commutatif,  oil  L'° = U  Π  Jt(Tγ  Y)v,  il  existe  un  monomorphisme
d'algebres  de Lie transitives

i:L- *JJT\p)x

tel  que:
( i )  i(U)  =  i(L)C]J'L(T;p)x;
(ii)  Γ application  induite par i

soit  egale a a
(iii)  le diagramme

L/ U

L -
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soit  commutatif.
Si  ίrzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA:  L —> J^T  ρ)x  est  un autre monomorphisme  verifiant  ces  conditions,

alors  il existe  φ e QSV){x,  x)  tel  que φ o i =   / '.
Supposons  que Y  soit munie  d'une  structure  de variete analytique  reelle.
Theoieme  12.2.  Soient  R",, C J^(TY  Y)  une  aquation  de Lie  analytique

jormellement  transitive et formellement  intέgrable  dont  on  note  R"»+ι  le  l- ieme
prolongement,  et L  une algebre de Lie  transitive  et L° une sous- algebre fonda-
mentale  de  L.  Soient  y  e Y  et  φ: L —> RZ,y  un  epimorphisme  d'algebres  de
Lie  transitives  tel  que  φ(L°) c  RZ%.

( i)  Alors  il  existe  une  variete  analytique  X,  une  submersion  analytique
p:  X  —»  Y,  un  point  xzX  tel  que  p(x)  =  y,  un  monomorphisme  i:  L —>
Joo(T  ρ)x  d'algebres  de  Lie  transitives,  tels  que  i(L)  soit  une  sous- algebre
transitive  de  J^iΌx  verifiant  les  conditions  (i)  et  (iii) du  thέoreme  12.1, ou
L f  r>/ /

(ii)  Quelque  soit  Γentier  m  >  0,  //  existe  sur  un  voisinage  U  de  x  une
equation  de Lie  analytique  Rk  C Jk(T  p) formellement  transitive  et  jormelle-
ment  intέgrable  p- projetable  et  ψ e Qoo(p)(x, x)  tels  que

pour  tous  l>OetaeU,et,  si  ψ  =   p(ψ),

soient  des  isomorphismes  d'algebres  de Lie  transitives  et  πm+1ψ  =   Im+1(x),  et
tels  que  le  diagramme

soit  commutatif.
Demonstration,  (i)  Soient  X  une  variete  analytique  et  p:  X-  ̂ Y  une

submersion  et x € X  verifiant  p(x)  =  y  tels que JO(T)X  soit  isomorphe  a  L/L°.
Le  monomorphisme i:   L  ̂ ΛXΓ;  ρ)x  existe d'apres le  theoreme 12.1.

(ii)  Soit  Rk»+ι  C Jk,,+ι(T;  p)  Γimage  inverse  de  R' +̂ι  par p,  pour  /  >  0.

Comme & k»+i  est engendre par  (& k»+ι) p9  de la  suite exacte

>  Jk"  + l\ r  )  >  \Wk"+l)p  >  ^k"+l  >  U

et  de (11.5),  on deduit  que Rk»+ι  est une equation  de Lie analytique  formelle-
ment  transitive.  II existe un entier  kγ  >  k"  tel  que  Rkχ  soit  formellement  in -
tegrable  et  Rkl+t  =   (Rkl)+ι,   pour  /  >  0  (cf.  [20, proposition  5  (ii)]).  D 'apres
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nos  hypotheses  surzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  φ et  sur  /, on  a  i(L)  c  R^  ̂ =   lim Rk,,+   lfX.  La  version  re-
lative  du troisieme  theoreme fundamental  (corollaire 6.2)  nous donne Γ existence
sur un voisinage connexe  U de x  d 'une equation de Lie  analytique  Rk  C Rk  for-
mellement transitive  et formellement  integrable,  avec  k >  kl9  et de ψ'  e Q^ix,  x)
tels  que  τrm + 2ψ

/   =   Im+2(x)  et  ψ'ι(L)  =   i X ( I  (cf.  theoreme  4.1).  D 'apres  la
proposition  12.1,  il  existe  ψ  € Qoo(p)(x,x)  tel  que  ψof  =   ψ Ό /   et  ττm+ 1ψ  =
/ m + 1(x) ,  de  sorte  que  ψ o / :  L  —>  J R ^ ^  est  un  isomorphisme  d'algebres  de  Lie
verifiant  ψ/ (L°)  =   Rl>x.  Si  ψ  =   ^(ψ)  € βoo(Y)Cv,30,  on  a

(12.1)  ψRZ,y  =  Ψφ(L) =   ^ i ( L )  =   ^ / ( L )

d'apres  la  construction  de Rk.  D one ψ  est  un  automorphisme d e i ^ + ^  et par
consequent  aussi  de RZ,y  D 'apres  (12.1),  on  obtient

(12.2)

pour  tout  /  >  0.  Comme Rk  + ι+i  est  formellement  transitif  et  U  connexe,  pour
tout a e  U,  il existe ψ1  6 Qk+ι+i(p)(x, a) appartenant a une forme  finie de Rk  +  t+ί

tel  que  ψί(Rk  + ltX)  =  Rku,a  et  tel  que,  si ψ,  =   piψ,)  e β * +  I+ 1(Y)Cy,  p(ά)),  Γon
ait  d'apres  (12.2)

D one  ψ x :  Λj^j^  - > R'k'+ι,p{a)  est  un  isomorphisme  et  p(Rk  + ι,a)  =   R"+hp{a).
E n  prenant  L  =   JR^> 2/  dans  le  theoreme  precedent,  Γequation  de  Lie  7?^

qu'on  obtient  est  un  prolongement  de R'ζ,, et  on  a  le  result at  suivant  qui  nous
montre  que toute  sous- algebre  ouverte  L°  c  RZ% correspond  a  la  sous- algebre
fondamentale  RttX  d 'un  prolongement  Rk  de  Λ^ :

Corollaire  12.1.  5o/ ί  Λ^  C  Jk»(Tγ  Y)  wne  aquation  de  Lie  analytique
formellement  transitive  et  formellement  integrable.  Si  L°  est  une  sous- algebre
ouverte  de  RZo

iV,  alors  il  existe  une  variέtέ  analytique  X,  une  submersion
analytique  p:  X  —> Y,  une  equation  de Lie  analytique  Rk  C  Jk(T  p)  formelle-
ment  transitive  et  formellement  integrable,  avec  k  >  kn',  qui  est  p- projetable
et  un prolongement  de  R'k',,, et  x  e X  avec  ρ(x)  =  y  et  ψ  € Qoo(Y)(y, y)  tels  que

Soit  Z  une  variete  differentiate  dont  on  note  Tz  le  fibre  tangent.  Soient
jRp  C  Jp(Tγ  Y),  R"*  C  Jq(Tz  Z) deux  equations  de Lie  formellement  transi-
tives et formellement  integrables.  Soient A  un ensemble fini et Na^  C JPa(Tγ  Y),
Na

q"*  a  Jqa(Tz;  Z),  aeA,  des  equations  de  Lie  appartenant  a  S(R'£)  et
J(R"*)  respectivement.

Soient  y  € Y,  ze  Z.  Supposons  que  Y  et  Z  soient munies  de  structures  de
varietes  analytiques.
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Theoreme  12.3.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Supposons  que R" et R'q
n  soient  des  aquations  de  Lie

analytίques.  Soient φ":  RZ,V —•  RZ% un έpimorphisme  d'algebres  de Lie  transi-
tives  tel  que  φ"(N^'y)  =  N^'j  pour  tout a € A,  et  kQ un  entier  > 1.

( i )  / / exίste  une  variέtέ  analytique X, un  point  x e X,  des  submersions
analytiques  p: X —>  Y,  p*: X —> Z  verifiant  p(x)  =   y,  p*(x) =  z,  une  aquation
de  Lie  analytique Rk C Jk(T  p)  Π  Jk(T  p*) formellement  transitive  et for-
mellement  intέgrable  et  des  aquations  de  Lie  N% C Rk (a e A)  formellement
ίntέgrables  tels  que

(12.3)  [^»+i,^ί]C^ί

pour  tout a e A,  et  tels  que Rk soit  un prolongement  de Rp  et Nl  un prolonge-
ment  de Na

p"  et

(12.4)  p ,  , w

(12.5)  p*(Nl+ι,a)  -   Nl'ίlPHa)

pour  tous  I > 0,  a € A et a € X.  De plus,  il  existe  ψ € Qoo(X)(y, y) et
ψx e QJZ)(z,z)  tels  que  πko+1ψ  =  I ko+1(y)  et  πkô x  =   / *0+ i(z),  et

=  RZ.

pour  tous a e A,  et  tels  que  les  diagrammes

ά"  φ"

R"  > R"*  Na"

< χ> zz

soient  commutatifs,  oil  p~ι  est  V inverse  de  ρ\ R^x  —> RZ,y>
( ii)  Les  applications  p, p* induisent  des  homomorphismes  d'algebres de

Lie  graduέes

(12.6)  p* p~ι:  H*(R'P%  -   H*(R'«),  ,

tels  que  le diagramme  d'algebres  de Lie  graduέes

(12.8)
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dont  les  homomorphismes  c sont  induits  par  des  inclusions  d"equations  dif-
fέrentielles,  soit  commuίatif.

(iii)  Si a,βeAet  Nβ^y  est  le noyau  de  φ":  N%υ  - > N'J'J, alors Ni,x  est  le
noyau  de  Γέpimorphisme  p*\  NZ,iX —> NaJ'j  et  on  a une suite  exacte

9 )

dont  Γapplication  c: H*(N β

p'β')y  —•  H*(N a^)y  est  Γhomomorphisme  d'algebres
de  Lie graduέes  induit  par  V inclusion  NβJ' C N%'. De  plus,  on  a  un  homo-
morphisme

d'algebres  de  Lie  graduees,  et  c et  µ  entrelacent  H*(N a^)y  et  H*(N β

p'pv.  Si
N%'y est  le noyau  de  Γ έpimorphisme  p*\  R^  ̂ —> RZ%  on  a une suite  exacte

(iv)  5/   a € A  et  φ":  Nt'y  - + Nt[t  est  un  isomorphisme,  alors  Na

k  est  un
prolongement  de  iVj"*  et  Γapplication  (12.7) est  un  isomorphisme  d'algebres
de  Lie  graduέes.  Si  φ":  RZ,y  —•  RZ*Z

 e s t  u n  isomorphisme,  alors  Rk  est  un
prolongement  de  R'q

n  et  Na

k est  un  prolongement  de  Na

q"*  et  les  applications
(12.6)  et  (12.7) sont  des  isomorphismes  pour  tout  a β A.

( v)  Soient  Yλ,Zλ  des  variέtέs  analytiques,  R'm  a  Jm(TYl;  YJ,  R's*  C
Js(TZl  Zj) des  έquations  de Lie analytiques  formellement  transitives  et  formel-
lement  intέgrables  et  N%a C R'ma,  NfJ  C R's* a (a e A)  des  έquations  de  Lie
appartenant  a  J(R'J  et  J(R'*).  Soient yλ  6 Y19  z1 6 Z1  et  φr:  Λ/

OOjyi  - > R'*tB1  un
έpimorphisme  et λ:  RZ,y^>RL,yi,  ^  RZ*z- *R2iZl  des έpimorphismes  d'algebres
de Lie  transitives  tels  que  le  diagramme

I"
IfzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  •R'

soit  commutatif  et  tels  que  φ'(NaJ,yi)  =   NaJ*Zί et  λ(NaJ'y)  =  Na^yi  pour  tout
ae  A.  Soit  γ e A  et  supposons  que  Nτi\ y  soit  le noyau  de  φ":  RZtV  —> RZ% et
que  Nr^yi  soit  le noyau  de φr:  RL,yx  - * R'Jt,tl  Soient  Xλ  une variέtέ  analytique,
X!̂ X19  et  px:  Xλ  —* Yu  p\ \ Xγ—>  Zλ  des  submersions  analytiques  verifiant

Rd  C  Jd(TXl  Xλ  A )  ΓΊ  / d ( Γ Z l  Xx
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une  aquation  de  Lie  analytique  jormellement  transitive  et  formellement  inte-
grable  et  Nd  C Rd  (a e A)  des  equations  de  Lie  formellement  ίntέgrables
appartenant  a  J(Rd^  donnes  par  (i)  tels  que  Rd  soit  un prolongement  de  R'm
et Nd  un prolongement  de N â,  et

pl(N'
d+ ltb

)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  =   Ni'*
ιA (δ)

pour  tous  I  >  0,  a  € A  et  bzXx.  On  a  alors  un  diagramme  commutatif
d'algebres  de Lie  graduees  pour  tout  a € A

(12.10)

dont  les homomorphismes  p  ̂p'1  et p\ - pϊ1  sont  donnes  par  (ii)  si  λ:  NaJ'y —»
NaJ^yi  et  λ*: NaJ'J—> NaJ*Zl sont  des  isomorphismes,  les  homomorphismes  λ  et
λ*  sont  des  isomorphismes.  Soient  a, β € A  supposons  que Nζί'y  soit  le  noyau
de  φ":  Nt[y  - > NaJ't*   et  que  NβJ,yi  soit  le  noyau  de  φ':  NaJtV1 - + NaJ*ei. On  a  un
diagramme  commutatif

(12.11)  U

>  H'(jNξlβ)Vl

^5  lignes  exactes  sont  donnέes  par  (iii).  D e  p/ws,  5*/  µ \  H^(N â)yi—>
Der  H*(N%β)yi  est  Γhomomorphisme  donnέ  par  (iii),  alors

(12.12)  λ(µ (µ ).v)  =  µ (λ(u))'λ(!υ)

pour  tous  u e H*(N£)υ,  v  €  H*(N β

p'pv.
Demonstration.  ( i )  II existe une sous- algebre ouverte L° de RZ% telle que

φ'\U)  C Λ ^  on peut prendre par exemple L°  =   Λ^^  Π  φ"- WJ$.  D 'apres
le  theoreme  12.2,  il existe une variete analytique X,  un point  x e X,  des sub-
mersions  analytiques p:  X  —> Y,  p':  X  —> Z  verifiant p(x)  =   y,  ^^Λ:)  =   z,  des
monomorphismes  i:  Λς ^  - > / „ ,(?  ^o),.,  i*: Λ^^  - > ̂ ( Γ  p%  d'algebres de Lie
transitives tels que L  =   i(RZ,y)  et L# =   i\RZ,y)  soient des  sous- algebres transi-
tives  de J U Γ) *  et

(  =  L n / L(τ),,   ?(L°)  -   u  n

et  tels que les diagrammes



EQUATIONS DE LIE:  III  209

/   i#
O//   TzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  / rp   .   \   T?M   J  (T  Λ̂

idzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  \ p  \ φ"  \ p
f

soient  commutatifs.  Considerons  Γalgebre  de  Lie  transitivezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  RZtV  et  sa  sous-
algebre  fondamentale L°.  D 'apres  le  § 10,  L°  permet de  definir  des nitrations
sur  RZ,y  et  sur  les  ideaux  fermes  N"J,[y  de  RZtV,  d 'oύ  des  gradues  associes
gτRZ,yet  gvN^y  et leurs groupes de cohomologie Hm^(gjcRZtV),  Hm>J(gNaJ'y).
Soit  k  >  k0  un entier  tel  que

pour  tous  /  >  0,  /  =   1, 2,  α € A,  et  tel  que  Λ/ ^  soit  defini  par  un  feuilletage
dans  (RZtV,  RZtV  ΓΊ  Jί(Tγ  Y)y)  et N ^ * le  soit  dans  (RZ% RZ% Π / t ( Γ z  Z),)
pour  tout a  € ^t  un  tel  entier  existe  toujours  en  vertu  du  lemme  10.1  et  de  la
proposition  10.1. En  remplaς ant X  au besoin par un voisinage  simplement con -
nexe de x,  d'apres  la remarque qui suit le corollaire 6.1, le  theoreme  12.2  nous
donne  maintenant Γexistence  d'equations  de  Lie  analytiques  Rk  C  Jk(T;  p),
Rl  C  Jk(T  pf)  formellement  transitives  et  formellement  integrables  et  ψ β
QΛp)(x,  x),  Ψ* e QΛpΊ ix,χ)  tels  q^e  Rk  soit  un prolongement de R% et

pour  tous  /  >  0  et  a e X  et

ψ :  L  —> R  ̂ x  ,  ψ # :  Ί J  -  ̂ RΊ  x

soient  des  isomorphismes  et  πk+1ψ  =  πk+λψ*  — I k+1(x),  et  tels  que  les  dia-
grammes

p  -   Y  V  - ,  V
7?

/ /
  D/ /   7?

/ /
^  y  7?

/ /
*

soient  commutatifs,  oύ ψ  =  p(ψ)  et ψ* =   / ( ψ *).  Veriίions  maintenant que

(12.13)  Ψ ( Λ^ )  = iV^; y  ,

(12.14)  Ψ*(NaJ^z)  =   iV^jj

pour  tout α: € ^4. Si  / α  est  Γideal  ferme  i(NaJ'y)  de L,  alors  on a

/ α)  C  /?(/"  -
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puisquezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  πk+1ψ  =   I k+1(x)  done

ψ(Λ^)  c  Nt[v  +  Jί(Tγ  Y)y  .

Comme  ψ  est  un  automorphisme  de RZ,y9  on  a

φ(N%v)  C  N ^  +   RZtV  Π / *( Γ F ;  Y) ,  .

D 'apres  le  lemme  10.2  et  notre hypothese  sur  k,  on  en  deduit  que

^ )  c  N%y

done  ψ  induit  un  automorphisme  de  Np"+ιiV,  pour  /  >  0,  et  par  consequent  ψ
est  un  automorphisme  de  N"J'y, d 'oύ  (12.13).  Si  / α#  est  Γideal  ferme  P(NaJ'υ),
alors

et  puisque  π Λ+ 1ψ
#  =   / Λ+ I ( JC ) ,  le meme raisonnement demontre Γegalite  (12.14).

Considerons  les  ideaux  fermes  ψ(/ α)  de  JR *, ^  et  ψ*(/ αft)  de Rt^x  et leurs  gradues
associes  pour  les  nitrations  induites  par  J^(T)X.  Puisque  ψi(L°)  =  R*lyX  et
ψΨ(L°)  =   R*HtX9 on  a  d'apres  notre hypothese  sur  k

Hk+ι>\gτψ(Ia))  =   fl^ϊ^ίgrψ  ί/ - 1))  =   0

pour  tous  ί > 0  et  α € i 4 .  Soient  Na
k C  i ^  et  Nf  C  R\  (a  e ^4)  les  equations

de  Lie  formellement  integrables  donnees  par  le  theoreme  10.1  telles  que  Γon
ait  (12.3)  et Nl^  =   ψ(Ia),  NβJtX  =   ψ# (/ α # ).  Comme πk+1ψ  =  πk+1ψ*  =   / t + 1 W,
on  a

(12.15)

D e  (12.13)  et  (12.14),  on deduit  que  p  definit  un  isomorphisme

et  pf  un  epimorphisme

PzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  -
ίγ
oo,a;

  τ  i V
o o ,

2

pour  tout  <* e A.  II existe un  isomorphisme  unique  d'algebres  de  Lie  φ1:  L
U  tel  que  φ1oi  =   /*. Puisque  ^!  / (L°)  =   ^(L°),  on  a

^ ( L  n  Ji(τ)
x
)   =   L*  n  / iίTOa.

d'apres  le  theoreme  I I I de  G uillemin - Sternberg  [7],  il  existe done 0  e βoo( ̂ ?

qui  induit Γisomorphisme  ^ .  On verifie  aisement  que  le  diagramme
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I'zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  i
V

9'

est  commutatif,  et Γon  a  evidemment

φ(I )  =   /«•  .

D 'apres  (12.15),  0  definit  done des  isomorphismes

D 'apres  la  proposition  5.5,  il  existe une  section  analytique  φ  de  Q°k+1 sur  un
voisinage de  x  telle  que  sur  ce voisinage Γon  ait

φ(R
k
)  =   R*

k
 ,   φ(R

k
)  =  A\  ,

et  φ(x)  =   πk+ιφ.  Si  gk  est  le noyau de  πk_λ:  Rk^>Jk_λ{T),  alors Hk+liJ(gkiX)  et
Hk+ι>J(gr  RZiV)  sont  isomorphes,  pour  /  >  0,  et  puisque  X  estconnexe,  gk  est
2- acyclique.  Alors  $φ~ι  est  une  section  de  J0(T)*  ®Άk;  si  Pk+1  est  une  forme
finie  analytique  de  Rk+1,  d'apres  le  deuxieme  theoreme fundamental  pour  les
equations  de Lie  analytiques,  il  existe une section analytique  ψ  de £P\+1 sur  un
voisinage  de  x  telle  que  9ψ  =   9φ~x  et  ψ(x)  =   / fe+ iW,  de  sorte  que  9{ψ- φ)
=   0.  On  peut  done ecrire  ψ- φ  =   }k+i(f),   oύ  /   est  un difleomorphisme  de  X
defini  sur un voisinage connexe  C/  de  JC (cf.  theoreme 6.2).  On a alors  / fe + i( / )W

(12.16)  L

de  la  proposition  11.2,  il  decoule  que  Γon  a

(12.17)  Λ+ 1 ( / ) ( Λ^ )  =   N?  mϋ)

pour  tout a  € A.  Considerons  la submersion  p* = p'of:U-+Yet  remplaς ons
X  par  ce voisinage  U  de  x.  Puisque  R*k C  Jk(T;  p'),  de  (12.16)  il  resulte  que
Rk  C  Jk(T;  p*) et  que  Γon  a  (12.4).  D e  (12.17),  on  deduit  que  p* definit  un
epimorphisme

Le theoreme 11.2  (i) nous dit maintenant que Λf£ est ^- projetable  et ^*- projetable,
que Na

k est  un prolongement de Na

p"  et verifie  (12.5).  Puisque  jMXx)  ψ :  L —•
jRL ^  et  ψ#  ^ :  L^Rt,  x  sont  des  isomorphismes,  d'apres  la  proposition  12.1
il  existe  ψ '  e QΛp'Xx,  x)  tel que ττ fc+ 1ψ

/   =   / fc+ 1(x)  et  jM)(x)  Ψ =   Ψ r  Ψ#  ^,  de
sorte  que ψXR*,,*)  =   Λί fX  si ψ'  =  p\ψ)  e β . ίZ Xz,  z), on a ψ'(RZ%)  =  R'«t.
Alors
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comme  applications "^  done

comme  isomorphismes  JR"J2/ —> JR"*Z ,  oύ  ^o"1 est  Γinverse  de  / ?:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA R^^- *  RZ,y>
On  pose  ψx  =   ψ ' .ψ *;  alors  T Γ ^ ^ =   I k+1(z).  D 'apres  le  lemme  10.2  et notre
hypothese sur  k,  on a Λp(Λ^)  =   iV̂ ;*, d 'oύ d'apres  (12.14), fc(Λfc'; )  -   iVί;*,
pour  tout α g  A.

( ii)  Le  theoreme  11.2  (ii)  et  (iii)  et Γ application  p  nous  donnent des  iso-
morphismes  d'algebres  de Lie  graduees

Considerons  le  diagramme  commutatif

H*(R'
P
%zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ^ >  H*(R

k
)

x
  - ^>   i ϊ * «  ),

dont  les  fleches  verticales  sont  induites  par  des  inclusions  d'equations  de  Lie
et  les  fleches  horizontales  sont  donnees  par  le  theoreme  11.2  (ii)  et  les  appli-
cations  p  et  p*  on en deduit  le  diagramme  (12.8).

(iii)  Si  ρ~ι:  RZiV  —> L  est  Γinverse  de  Γisomorphisme  p:  L  —> RZ,y,  le
diagramme

Rl,x  sontdont  les  applications  ψ  - ^  p - 1 : NaJ'y^NaJiX  et  ψ  ̂ φ- p-1:  RZ,y
des  isomorphismes,  est  commutatif.  D one si  i V^  est  le  noyau  de  φ":  N°ί[y —>
N ^ *,  puisque  ψ* est  un  automorphisme de  iV«'*,  alors  on voit  que NβJ)X est  le
noyau de p':  NaJtX - > N^jf  et d'apres  (12.17) que iVl^  est le noyau de p*: N t̂X  - >
iV̂ 7*. D 'apres  le  theoreme  11.2  (ii), on  a  la  suite  exacte
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dont on deduit  la  suite  exacte  (12.9)  a Γaide  du diagramme  commutatif

dont  les  fleches  horizontales  sont  des  isomorphismes  (cf.  (ii))  et  les  fleches
verticales  sont  induites par les  inclusionszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  NβJ'  C  NaJ'  et Nβ

k C  N%.  Le  theoreme
11.2  (iii)  nous  donne un  homomorphisme  d'algebres  de Lie  graduees

tel  que  c  et  µ  entrelacent  H*(N%)X  et  H*(NQX.  A  Γaide  des  isomorphismes
p~ι  d'algebres  de  Lie  graduees,  on  obtient  Γhomomorphisme  d'algebres  de
Lie  graduees

tel  que  c et  µ  entrelacent  H*(N a

p̂ )y  et  H*(N p'py.
(iv)  decoule  directement  de  (iii).

(v)  Puisque ρx:  R^  ̂ —•  RL,yi  est un isomorphisme  d'algebres  de Lie  transi-

tives,  p  ̂ λ  p:  R v - >  ^oo,^  est  un  epimorphisme  pour  tout  ^€^4 ,  Γimage

deN ^5Λ. par cette derniere application est egale a NZ,iXl.  D 'apres  (i), il existe une

variete  analytique  connexe Xo  et  x0  ε Xo,  des  submersions  analytiques  σ:  Xo —>
X,  σλ:  Xo  —> Z x  verifiant  σ (x0)  =   JC, σx{x^  — xl7  une equation de Lie  analytique

Sh  C  Jh(TXo  Z o  σ)  Π / Λ(Γ J Γ o  X0  σλ)

formellement  transitive  et  formellement  integrable  et  des  equations  de  Lie
Sa

h  C  Sh  (a  € A)  formellement  integrables appartenant  a  «/ (5Λ)  tels  que  Sh  soit
un  prolongement  de Rk  et Sa

h un  prolongement  de Na

k  pour  tout  α β A,  et  tels
que

pour  tous  0 e X09  l>0εtaeA.  Alors,  puisque  Nr^iX  est  le  noyau  de  p*: R  ̂ x

- > Λ^ *^ ) ,  d'apres  (iii), SL,*0 est  le  noyau  de  p* o σ:  ^ ^ ^ ^ ^ ^ u ) .  D 'apres  la
proposition  10.3,  5^  appartient  a  ^ ( S J  soit  W  le  sous- fibre  integrable  πQS

r

h

de ΓXo .  D 'apres  le  theoreme  11.3  (i),  il  existe une variete  difϊerentiable  Z o, une
submersion  τ 0 : Xo  —> Z o  deίinie  sur  un  voisinage  de  JC0, une  equation  de  Lie
formellement  transitive  et  formellement  integrable  S*hl c  Jhl(TZo;  Z o) ,  avec
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K  >  h,  telles  que  le  fibre  des  vecteurs  tangents  aux  fibres  de  τ0  soit  egal  a  W
et  telles  que Sh  soit  τ0 - projetable  et

τθWhi  + l,a)  —  *JΛi +  Z,rO(α)

pour  tous  a  appartenant  a  un  voisinage  de  x0  et  /  >  0.  Comme  σ^Sl^)  =
Nr

h,σi(a)  pour tout a e Xo  et Nl^  est le noyau de  p\:  R  ̂ X1  —> R2,Z1,  on  a  ĵfoCWO
=   0.  D 'autre part,  p\σ1(Sh+ιJ  =   C ^ f ί n ί . ) )  P o u r  t o u s  « e Z o  et  /  >  0.  D one,
en  remplaς ant  Xo  par  un  voisinage  connexe  de  x0  et  Z o par  un voisinage  de
τo(xo),  on peut  supposer  que  τ0  est  surjectif,  et,  d'apres  le  theoreme  11.3  (ii),
que  Γon  a  des  submersions  τ:  ZQ^  Z  et  τx:  Z o  —> Zx  telles  que  le  diagramme

X. <  X o

(12.18)

soit  commutatif,  et  telles  que  5 ^  soit  τ - projetable  et  τ rρrojetable  et  un
prolongement  de R"*  et  telles  que

i(δ)

pour  tous  b € Zo  et  / >  0.  Le  theoreme  11.2  nous  donne  des  equations  de  Lie
Sj*β € ./(SJ^),  avec  ha>hx,  ae  A,  telles  que

pour  tous  aeXQ,  a  e A  et  I >  0.  Le  theoreme  11.2  nous  dit  que  S°£a est
r-projetable et  rΓprojetable,  et  (12.18)  implique  que

τ(Sl*a+ι,b)  =  N%*+ltτW  ,  pou r  ha  +  I  >  qa  ,

Γi(S£ + ί,&)  =   ^;?+ i,r l(6)  ,  Pour ha  +  I  >  sa  ,

pour  tous fe e Z o  et  α: € ^4. Considerons le diagramme commutatif

Na"  < P  Na
 < °  Sa  σi  > Nl,  Pl  > Na/

(12.19)  U  L

iV^  ^ -   S?..
Λ
  ~ ^ > iV

ri

oύ  z0  =   ΓO(JCO)  et  p, σ, pλ  sont  des  isomorphismes.  Puisque  p*: NZotX —> Λ/ "̂*  est
un  epimorphisme  et  τ:  5*,)β0 —» JR^*2,  σ:  S£>a.o —» Nl,iX  sont  des  isomorphismes,
on  voit  que  τ:  S Ẑo  —»NaJ'j  est  un  isomorphisme.  II  en  resulte  que  Sfa  est
un  prolongement  de  Na

q'a'*   pour  tout  aeA.  D 'apres  la  proposition  11.3  (i)
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et  le  theoreme 11.2  (ii),  au  diagramme (12.19)  correspond  le  diagramme com-
mutatif  d'algebres  de Lie  graduees

\ Pi

H*(Sl)
XozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ϋ

oσ~1o  p~ιdont les  fleches  p, σ, p19  τ  sont des  isomorphismes.  On  pose  λ =  p1oσίoσ1o  pι

et  λ* =   τx o r"1  et on obtient le diagramme commutatif  (12.10).  Soient  a, β e  A;
on  suppose  que Nt[y  est le noyau de φ":  Nt[y  —> N^'J  et que NβJ^yi est le noyau
de  φ':  NaJ^yi —> NaJ*Zl. D 'apres  (iii),  on voit que  NiiXl  est le  noyau de  pi:  NfL^
—* NaJ*Zl  de  plus,  51 ja?0  est  le  noyau  de  τ 0 : 5^ j:Co —> SaJ^Zo.  On  a un  diagramme
commutatif

0  0  0  0

Y  σ  Y  Y  ρx  Y

|r
°  j ^

Λ
  i

dont  les  colonnes  sont  exactes  et  dont les  applications  σ19  τλ  sont  des  epimor-

phismes.  Le  theoreme  11.2  (ii)  nous  donne  des  applications  d:  Hj(Sa

h*JZQ —•

H* +1(SQXo,  d:H'(Na

qyaι- *H'+1(NS)Xι  et  la  proposition  11.3  (ii)  nous  dit  que

le  diagramme

est  commutatif  et  que Γon  a

σ(/ i(w)  v)  =  µ (σ(u))  σ(t )  ,  σλ{µ {u)  v)  =   µ iσ^u))  ^ (v)

pour  tous  u € H*(Sα

h)Xo,  v  e H*(Sβ

h)Xo,  oύ les  applications  //  nous  sont  donnees
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par  le  theoreme  11.2  (iii).  II  en  resulte  que  le  diagramme  (12.11)  est  com-
mutatif  et  que  Γon  a  la  relation  (12.12),  ce  qui  termine la  demonstration du
theoreme.

N ous  donnons maintenant la  notion d'isomorphisme  ou d'equivalence  locale
d'equations  de Lie  introduite  par  Cartan,  qui  generalise  la  notion  d'isomor-
phisme  d'equations  de  Lie  sur  une meme  variete.

SoientzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA NPo  c  RPo,  N"f  C  R"*  des  equations  de  Lie  appartenant a  J{R!ζ)  et
J(R'*)  respectivement  N ous  dirons  que  (R'p'9  N'P'Q, y)  et  (/?'/*, N'q'f, z)  sont
(localement) isomorphes  s'il  existe une variete difϊerentiable  X,  des  submersions
p:  X  - »  Y,  p*: X  —> Z  et x  e X,  verifiant  p(x)  =  y,  p%x) =   z, une equation de
L i e Rk d Jk ( T  p) Π  Jk(T  p*) formellement  transitive  et formellement  integrable
et  une  equation  de  Lie  Nk  C  Rk  appartenant  a  «/"(/? Λ)  tels  que  Rk  soit  un
prolongement  de R% et  de R'q

n  et Nk  un prolongement  de Npo  et  de N"K
Pour  que  (R%, N'po, y)  et  (R%*9 N"f,  z)  soient  isomorphes,  il  faut  qu'il  existe

un  isomorphisme  φ":  RZ  y  —> RZ*e  d'algebres  de  Lie  transitives  tel  que
φ"Wl.v)  =  NZ*g.

N ous  dirons  que  (Rp',y)  et  (R^,z)  sont  (localement)  isomorphes  si
(Rp,  Rp\   y)  et  (Rq*, R"*, z)  sont  (localement)  isomorphes.  Au  § 6,  nous  avons
montre  que,  si  Rk,Rk  sont  deux  equations  de  Lie  analytiques  sur  une  variete
analytique X  formellement transitives et formellement integrables,  et si x, x* e  X,
alors  (Rk,x)  et  (R*k,x*) sont  localement  isomorphes  sur .AT si  et  seulement  s'il
existe  φ € Q^x,  JC#) tel  que  φiR^x)  =   RL,χ*  D u  theoreme  12.3  (i)  et  (iv),  on
deduit  la  generalisation  suivante  de  ce  resultat:

Theoreme  12.4.  Supposons  que  R'p' et R"* soient des aquations  analytiques.
( i)  (Rp,Np'o,y)  et  (R'q'* 9N'q'*,z)  sont  isomorphes  si  et  seulement  sΊ l

existe  un  isomorphisme  φ":  R!L,y —> RZ*Z d'algebres  de  Lie  transitives  tel  que

φ"(NZ.v)  =   NZ*M.
(ii)  Si  Γune  des  conditions  de  (i)  est  remplie,  alors  on  a  un  diagramme

commutatif  d'algebres  de  Lie  graduέes

H*(R'P%  ^  ̂ H*(R'q'*) z

dont  les fleches verticales sont  induίtes  par  les  inclusions  NPQ  C RPQ  et N'q'*  C  R"*
et  les  fleches  horizontals  sont  des  isomorphίsmes.

Le  theoreme  precedent  nous  montre que  la  relation  d'isomorphisme  local
entre  de  tels  triplets  (Rp,NPo,y),  oύ  Rp  est  une  equation  de  Lie  analytique,
est  une  relation  d'equivalence.  En  prenant  p  =   pQ,  q  — qQ,  Np  =  Rp  et
]V'/*  =   R'q

f*   dans  le  theoreme  precedent,  on  obtient  le  resultat  suivant  qui
implique  que  la  relation  d'isomorphisme  local  d'equations  de  Lie  analytiques
est  aussi  une  relation  d'equivalence.
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Corollaire  12.2.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Soient Rf

p  C JP(TY  Y),  R'q'*  c  Jq(Tz  Z) dej equations
de  Lie analytiques formellement transitives et jormellement  intέgrables.

(i)  (Kuranishi [22], Petit jean  [24]) Si y eY  et  ze  Z,  alors  les couples
(R'p, y) et  (R'q*, z) sont isomorphes si et seulement si les algebres de Lie transi-
tives RZtV  et RZ*Z sont isomorphes.

(ii)  Si Vune des conditions de (i) est remplie, alors on a un isomorphisme
d'algebres de Lie graduέes

13.  Cohomologie  de Spencer d'algebres de Lie  transitives

Soient L une algebre de Lie transitive et /  un ideal ferme de L.  D 'apres  le
corollaire  6.1  et  le  theoreme  10.1, il  existe une equation  de Lie analytique
formellement  transitive et  formellement  integrable Rp  c  JP(TY  Y)  sur une
variete analytique Y, un point y e Y, une equation de Lie Np  c  Rp  appartenant
a  J(RP)  tels  que (Λ^^JV^y)  et (L,/ ) soient isomorphes en tant que couples
d'algebres de Lie topologiques. On pose

H*(L)   =   0  W(L) ,

H*(L,   I) =   0  HKL, I) ,  i»^(L, / )  -

et  on appelle Hj(L)  le  / - ieme  groupe de  cohomologie  de  Spencer  de  L  et
H J(L,  / ) le  / - ieme groupe de cohomologie de Spencer de Γideal ferme /  de L.
On  a evidemment H*(L,   L) =   # *(L).

Theoreme  13.1.  (i)  Valgebre  de Lie graduέe H*(L 91)  d'un ideal ferme I
d'une algebre de Lie transitive L est Men definie et ne depend que de la classe
d'isomorphisme de (L,/ ) en tant que couples d'algebres de Lie topologiques.

(ii)  Si φ: L—*L"  est  un epimorphisme d'algebres de Lie  transitives et
I  c  L, I"  C L"  des  idέaux  fermes de L et L"  tels que φ(ΐ) =  / ", alors on a
un homomorphisme

H*(φ):  H*(L,   I) - > # *(L", I")

d'algebres de Lie graduέes qui est defini a des automorphismes des algebres
de  Lie graduees pres. Si ψ : L"  —> U"  est un epimorphisme d'algebres de Lie
transitives et lf"  C L"'  est un ideal ferme de  L fff  tels que ψ(I") =  / "', alors
le diagramme

(13.1)  J  ^
* V ^ " ,  I'")
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est commutatif a des automorphismes des algebres de Lie graduέes pres.
(iii)  Si Γ  est  le noyau de φ: I  —> / ", on a des homomophismes d'algebres

de Lie graduέes

c: 77*(L, 70 -   ff*(L,  7) ,  µ :  JΪ*(L, / ) - > Der # *(L, 70 ,

qui entrelacent H*(L,  7) et 77* (L, V), et une suite exacte

•  HKL, Γ)  •  W{L, I) —?ί  W{L",  I")

qui sont definis a des automorphismes des groupes de cohomologie pres.
(iv)  Soient  ψ*: L —» U,  φ*: U  —> V"  des  έpimorphismes d'algebres  de

Lie transitives tels que le diagramme

( 13 3 )

φ
L# —- > L

> L"'

soit  commutatif  et  soient  J  le  noyau  de  φ: L —> L"  et  F  le  noyau de
φ*: Ώ  ^L"f.  Si ψ*(J) =  /* et  7*,7'# sont  des  idέaux fermes  de L* tels que
7/# =  7* Π /*, ψ#(/ ) =  /*, ψ*(70 =  / / # et φ*(P)  =  7/ / r, fl/ or^ te diagramme

W(LJf)  > W(LJ)  —^ >  W(L"J")  •   W+1(L,Γ)

i
  d

rj"9Γ")   —
i

commutatif et la relation

pour  tous  a e H*(L,I),   β <ε H*(L,Γ),   est  verifiee  a  des  automorphismes
d'algebres de Lie graduέes pres.

Dέmonstration.  Soient  L, L", Ώ , L ftf  des  algebres  de  Lie  transitives,
7, 7', J dL,  Γ  c  L", P, 7'*, β  C 7Λ  7/ 7/  c  L'"  des ideaux fermes  et φ: L - >
L", ^ *:Ώ - >L "\   ψ : L'"̂ L\   ^\L- *Ώdes  epimorphismesd'algebres de Lie
transitives tels que le diagramme (13.3) soit commutatif  et ^(7) =  I",   ψ(7") =
7"', ψ*(7) =  P, ψ*(70 =  7/#, ψ#(7) =  /*, ^#(7#) =  7r/ / . Supposons que /   soit le
noyau de φ: L - > L" et /* le noyau de φ*\Ώ - + L fh\   et que Γ  = I  Π /   et 7/# =
7* Π  P.  Soient  Λp  c  JP(TY  Y),  7?^ c  / β (Γ z  Z), Λ*m c  Jm(TYl  Y,), 7?^ C
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Js(TZl  Zx) des equations de  Lie  analytiques  formellement  transitives  et  for-
mellement integrables  sur des varietes analytiques Y, Z, Y19 Z19  et y e Y, z e Z,
y,  β Y19  Zl  € Zl9  et  soient  Np,  N'p,  Sp  € J(RP),  N% z  f{β!£)9  N*n9  N",  SI  €

S(R*J,  N'8" € J(R'S")  des equations de Lie  et

1  T  vzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Ώ   V  T  'f  T>'f
Λ  1- j  > *^°o,y  J  λ  .  Lu  >•  JK.oo,z  J

X:  V  - •  Rl  „, ,  X":  U"  - * / ?«'

des  isomorphismes d'algebres  de Lie transitives  tels que

=zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  S.
> ι r

Le diagramme d'algebres  de Lie transitives

#   A  ψ  A  p / / /

dont  les  ίleches  sont  des  epimorphismes,  est  commutatif.  Le  theoreme 12.3
(ii) et (iv) nous donne un diagramme commutatif

H*(N p)y  -  ̂ H*(K),

(13.4)

H*(RP\   -  ̂ H*(R'[),qJz

d'algebres  de Lie graduees, dont les fleches φ sont des isomorphismes  lorsque
φ .L^- L"  est  un  isomorphisme.  D 'autre  part,  en  considerant les  families
d'equations  de  Lie  Np, N'p, Sp  6 J{RP),  N*m, N'*,  SI e S(R*J,  N'J e  S(R'β%
N's"  6 J(R"'),  le theoreme 12.3 (iii) et (v) nous donne le diagramme commutatif

(13.5)

et  des homomorphismes d'algebres  de Lie graduees

µ :  H*(N P)V  - > Der H*(N%  ,  µ: H*(N*JV
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tels  que

(13.6)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ψ\µ (a)  β)  =  µ (ψKa))  ψ\β)

pour  tous  azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  e H*(N p)y,  β e  H*(N'P)V.
( i )  Supposons  que  φ:  L  —•  L"  soit  un  isomorphisme.  Le  diagramme

(13.4),  dont les  fleches horizontales sont alors  des  isomorphismes,  nous montre
que  Γalgebre  de Lie  graduee  H *(L, / )  est  bien  definie  et  ne depend  que  de  la
classe  d'isomorphisme  du  couple  (L, / )  d'algebres  de Lie  topologiques.

( ii)  Supposons  d'abord  que  ψ*: L —> L* et  ψ :  L —> U"  soient  des  isomor-
phismes. Alors  d'apres  le theoreme 12.3  (iv), les fleches  verticales  du diagramme
commutatif

H*(N
P
)

V
  - Λ>  H*(N'i\

(13.7)  L,  L

d'algebres  de  Lie  graduees  sont  des  isomorphismes,  ce  qui  nous  montre  que
l'homomorphisme  d'algebres  de  Lie  graduees  H*(φ):  H*(L,   I)  - +  H*(L"J")
determine  par  φ:  H*(N p)y  —> H*(N") Z  est  bien  defini  a  des  automorphismes
pres.  Supposons  maintenant que  seul φ*: Ώ   - +  L"f  est un isomorphisme.  Alors
P  =   {0}  et la  fleche  φ* du  diagramme  commutatif  (13.7)  est  un  isomorphisme,
ce  qui  nous  montre  que  le  diagramme  (13.1)  est  commutatif  a  des  automor-
phismes  pres.

(iii)  Supposons  a  nouveau  que  ψ # :  L  —> Ώ   et  ψ : L"  —> L rπ  soient  des
isomorphismes.  Alors  les  fleches  verticales  des  diagrammes  (13.7)  et  (13.5)
sont des  isomorphismes  done de  (13.5)  et  de  (13.6),  on  deduit  la  suite  exacte
(13.2)  et  les  homomorphismes  c et  µ .

(iv)  decoule  directement de  la  commutativite  de  (13.5)  et  de  (13.6).
Corollaire  13.1.  (i)  Si  φ\L- +L"  est  un  έpimorphίsme  d'algebres  de

Lie  transitives  et  V  est  le  noyau  de  φ, on  a une  suite  exacte

> W{L,  Γ)  - ^  W(L)

(ii)  Si  /   C  L,  Γf  C  L"  sont  des  idέaux  fermέs  tels  que  φ:  I   - *l"  soit  un
isomorphisme,  alors

H*{φ) :  H*(L,   I)  - > H*(L'\   I")

est  un  isomorphisme  d'algebres  de  Lie  graduees.
Corollaire  13.2.  Les  algebres  de  Lie  H°(L)  =  H°(RP)X  des  germes  en x  de

solutions  de  Rp  et  H°ω(L) =   H°ω(Rp)x  des  germes  en  x  de  solutions  analytiques
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de  Rp  ne  dependent,  a  isomorphisme pres, que de la classe dΊ somorphisme
de Γ algebre de Lie topologique L.

Theoreme 13.2.  Si M  est  une sous- algebre  fermέe  d'une  algebre de Lie
transitive L et s'il  existe une sous- algebre  fondamentale L° de L telle que L  =
M  + L°, alors M est une algebre de Lie transitive et on a des  homomorphismes
d'algebres de Lie graduέes

H*(M)   - > H*(L)  ,

(13.8)  H*(M,J)- +H*(L9l),

pour  tout  ideal fermέ  J  de  M  contenu  dans un ideal fermέ  I  de L,  qui sont
determines a des automorphismes d'algebres de Lie graduέes pres. Si 1 est un
ideal ferme de  L  contenu  dans M,  alors (13.8)  determine  un isomorphisme
d'algebres de Lie graduέes

H*(M,I)- >H*(L,I)   .

Dέmonstratίon.  Si L = M  + L°, alors M° =  M  Π L° est une sous- algebre
ouverte de M qui ne contient aucun ideal de M  autre que {0}  telle que  M./ M°
soit  isomorphe a L/ L°.  Done M est une algebre de Lie transitive. Soient /  un
ideal ferme de M et /  un ideal ferme de L contenant / . Considerons les nitra-
tions  induites par M° et L° sur / , M, /  et L  soit k >  1 un entier tel que

Hk+ι>\grJ)  = Hk+ιι(grl)   =   0  ,  Hk+ι^(gτM)  = Hk+ι^(gr  L) =   0

pour tout /  >  0 et /  =   1,2.  D'apres le lemme 10.1, un tel entier existe toujours.
Soit  / : L —* JST)X  un  monomorphisme d'algebres  de  Lie  transitives,  oύ  x
appartient  a  une variete  analytique  X,  tel  que  ί(L°) =   i(L) Π  Jl,(T)x  et i(L)
soit  une  sous- algebre  transitive  de  / ^(Γ)^.  Alors  i(M)  est  une  sous- algebre
transitive  de  JJX)X  et  i(M°) =  i(M) Π  Jl(T)x.  En  remplaς ant X  au besoin
par un voisinage  simplement connexe de x,  il  existe  d'apres  le  corollaire  6.1
et le theoreme 4.1 des equations de Lie analytiques JR^, Rk  dans Jk(T) formelle-
ment  transitives  et  formellement integrables  et F, G  e Q^(x, x) tels que R'k  c
Rk  et

K,χ  =  7ϋki(M)   ,  Rk,x  =   πki(L)  ,

Soient N'k C R'k, Nk  C Rk  les  equations de Lie donnees par  le  theoreme  10.1
appartenant a J(R'k),  ./ (/ ?*) respectivement telles que  N  ̂ =   Gi(ί)9  N  ̂ =
Fi(I),   de sorte que Γon a

=   NktX
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PuisquezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Nk  et Nk  sont  stables  par  la  derivee  covariante  induite  par  une  Rk+1-
connexion sans  courbure dans Jk(T),  d'apres  la proposition 3.2 nous avons  done
Nk  C  Nk.  Si  /   =   / ,  on  a  alors  NktX  =   Nk>x  done  dans  ce  cas,  on  a  Γegalite
Nk  =  Nk.  On  obtient  un  diagramme  commutatif

H*(N'O  •   H*(N k)

>  H*(Rk)

d'algebres  de  Lie  graduees  dont les  fleches  horizontales  definissent  des homo-
morphismes  H*(M,   J) —  fl*(L,  / )  et  ff*(M)"- >  H *(L) .  Montrons  qu'ils  sont
bien  deίinis.  Prenons  un  monomorphisme  ? :  L- ^JO0(T)x  d'algebres  de  Lie
transitives  tel  que  P(L°) =  i\L)  Π  Ji(T)x  et  z#(L)  soit  une  sous- algebre  transi-
tive  de JoXΓ)x  et  des  equations  de Lie  analytiques  R%, R*k dans Jk(T)  formelle-
ment transitives  et formellement  integrables  et F\   G # β Q,Xx,  x)  tels  que  R'k*   c

*f β  =   πki*(L)   ,

π
k+ 1

F*zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  =

Soient iVi* C  JR^*, N*k C  R |  les  equations  de Lie  donnees  par  le  theoreme  10.1
appartenant  a  S(R'£),  S(RQ  respectivement  telles  que N%x  =   G*i*(J),  NltX  =
F ¥ (7) ,  de sorte que iVί? c  iV*  et, si /   =   / ,  on ait N ;# =   iVJ.  D 'apres  le theoreme
4.1,  il  existe  ψ  e βfc+i(jc, JC) tel  que  ψπkί  =   π fc?,  de  sorte  que

D 'apres  la  proposition  5.5,  il  existe  une  section  analytique  φ de Q°k+1 sur  un
voisinage  de  x  tel  que  Γon  ait

φ(R'
k
)  =   *;*  ,

φ(R
k
)  =   ΛJ  ,   0 ( iU  =   A*

sur  ce voisinage  et φ(x)  =   ψ .  D 'apres  le  § 5,  le noyau gk  de TΓ -̂ I : R'k  - + / *_i(Γ)
est  2- acyclique.  Alors  ^^~ x  est  une  section  de  J0(T)*  ® A?  si Pk* +1 est  une
forme  finie  analytique de Rk* +1,  d'apres  le deuxieme  theoreme fundamental  pour
les  equations  de Lie  analytiques,  il  existe  une  section  analytique  φf  de  & k\ λ

sur  un  voisinage  de  x  telle  que  9φr  =   9φ~λ  et  φf{x)  — I k+1(x),  de  sorte  que
@(φ'- φ)  =   0.  On peut done ecrire φ'- φ  ~  jk+ί(f)9  oύ /  est  un  diίϊeomorphisme
de X  defini  sur  un  voisinage  connexe  U  at  x  (cf.  theoreme  6.2).  On  a  alors
/   et
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j  k+ι(f)(R'k\u)  — R'k\ f{U) 9  j  k+i(f)(Mk\ϋ)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  =   R*k\ ftU)  >

et  d'apres  la proposition  11.2

J*+ι(f)(Ku)  = K\nϋ)  ,  J*+i(fKN k]ϋ)  = N*k]f{ϋ)  .

On  a done des diagrammes  commutatifs  d'algebres de Lie  graduees

H*(N'k)x  > H*(N k)x  H*(K) X  >  H*(Rk)x

I'  1'  I'  1'
H*(N'k*) x  > H*(NQX  H*(R'*) X  >  H*(R$X

dont  les  fleches  verticales  sont  des  isomorphismes  induits par  /  et la proposi-

tion  11.2,  ce  qui  montre  que  les  homomorphismes  H*(M, / ) —> H*(L,  I)  et

H*(M)   —> H*(L)   sont  bien  definis  a  des  automorphismes des  algebres de Lie

graduees  pres.
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