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SUR LA STRUCTURE DES EQUATIONS DE LIE:
III. LA COHOMOLOGIE DE SPENCER

HUBERT GOLDSCHMIDT

Les transformations infinitésimales d’un pseudogroupe de Lie transitif sur
une variété X sont les solutions d’une équation différentielle linéaire R, qui
est en fait une équation de Lie dans le fibré tangent T de X ; 1’espace des
solutions formelles R, , en un point x ¢ X de cette équation est une algtbre
de Lie topologique, et en fait une algébre de Lie transitive au sens de Guillemin-
Sternberg [7].

Nous nous proposons de poursuivre notre étude de la relation entre équations
de Lie et algebres de Lie transitives 2 partir des méthodes développées dans
les parties précédentes de cet article (Swela structure des équations de Lie: 1.
Le troisiéeme théoréme fondamental,: ﬁ'erential Geometry 6 (1972) 357-
373; 11. Equations formellement traviggives¥J. Differential Geometry 7 (1972)
67-85) et dans [20]. Certains résultats de cet article ont été annoncés dans [19].

Notre but principal est de montrer dans quelle mesure certaines propriétés
d’une équation de Lic analytique R, formellement transitive et formellement
intégrable ne dépendent que de 1’algebre de Lie transitive R.., , des solutions
formelles de R, en x ¢ X, et de voir dans quelle mesure les résultats classiques
de la théorie des groupes et algebres de Lie (de dimension finie) peuvent se
généraliser aux équations de Lie et aux algcbres de Lie transitives. En par-
ticulier, nous essayons de voir comment les propriétés d’objets géométriques
associés a R, peuvent se traduire en termes algébriques, nous donnant ainsi
des objets algébriques associés a R, .

Nous étudions tout particulierement la cohomologie de Spencer d’une équa-
tion de Lie. Nous montrons que 1’algébre de Lie graduée H*(R,), = @ H/(R,),

70
de cohomologie de Spencer en x de 1’équation de Lie analytique R, ne dépend,
a isomorphisme pres, que de 1’algebre de Lie topologique R.. . ; en particulier
I’algébre de Lie H(R,), des germes de champs de vecteurs en x solutions de
R, ne dépend que de R, . En identifiant deux algebres de Lie graduées de
cohomologie de Spencer isomorphes, nous associons a toute algebre de Lie
transitive L une algébre de Lie graduée H*(L) = @0 Hi(L), dont H%(L) est
=

I’algébre de Lie des “solutions” de L, de telle maniére que:
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(i) Talgebre de Lie graduée H*(L) ne dépende que de la classe d’isomor-
phisme de L en tant qu’algébre de Lie topologique ;
(ii)) on puisse définir I’algebre de Lie graduée H*(L,I) = @ H/(L,I) de
720

cohomologie de Spencer d’un idéal fermé I C L qui ne dépend que de la classe
d’isomorphisme de (L, I) en tant que couple d’algebres de Lie topologiques ;
(iii) a toute suite exacte

0 rI L ¢ L” ’0’

ou I est un idéal fermé de L et ¢: L — L” est un homomorphisme continu
d’algebres de Lie transitives, il corresponde un homomorphisme d’algébres de
Lie graduées

H*(¢): H*(L) — H*(L")

et une suite exacte de groupes de cohomologie

¢ ) Hi(¢) . 2 )
- —> HI(L,I) —> HI(L) —> H{(L") —> HI*Y(L,I) —> .. .

Des propriétés fonctorielles supplémentaires de ces algébres de cohomologie
de Spencer sont données au § 13.

Nous commengons, au § 10, par étudier la relation entre 1’ensemble des
idéaux fermés de 1’algebre de Lie transitive R, , des solutions formelles en
x ¢ X d’une équation de Lie R, formellement transitive et formellement in-
tégrable sur X et une classe #(R,) d’équations de Lie formellement intégrables
associées & R;, qui correspondent aux sous-pseudogroupes de Lie normaux
d’un pseudogroupe de Lie solution d’une forme finie de R;,. L’espace des solu-
tions formelles en x d’une équation de Lie appartenant 3 .#(R;) est un idéal
fermé de R, .; inversement, si X est simplement connexe, une variante
(théoréme 10.1 et corollaire 10.1) de la version relative du troisi¢me théoréme
fondamental (corollaire 6.2) nous dit que tout idéal fermé I de R., , est I’espace
des solutions formelles en x d’une équation de Lie appartenant a .#(R;). Nous
montrons (proposition 10.3) que tout sous-fibré intégrable V de T invariant par
R, nous donne une équation de Lie appartenant a #(R;) dont 1’idéal fermé
de R, , correspondant est R,, , N J..(V),. Nous caractérisons algébriquement
Ia classe des idéaux fermés de R, , qui s’obtiennent ainsi; elle ne dépend que
de la sous-algebre R®, , de R, , des solutions formelles de R, qui s’annulent en
x et est formée des idéaux définis par un feuilletage dans (R.. ,, R% ).

Au § 11, nous introduisons la notion d’équation de Lie projetable selon [20]
et montrons comment le théoréme de Kuranishi-Rodrigues donne des exemples
de ces équations (théoréme 11.1). Si R, est une équation de Lie formellement
intégrable sur X qui laisse invariant une fibration p: X — Y, nous donnons
des conditions sous lesquelles elle détermine une équation de Lie R}, formelle-
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ment intégrable sur Y qui correspond au “‘pseudogroupe quotient” d’un
pseudogroupe de Lie solution d’une forme finie de R, par la fibration p ; nous
dirons alors que R, est p-projetable. Les résultats de [20] s’appliquent alors
et nous donnent une suite exacte de groupes de cohomologie de Spencer
qui relie les groupes de cohomologie des équations de Lie R, R}, et de
I’équation de Lie R;, appartenant & #(R;) déterminée par le fibré ¥ des
vecteurs tangents aux fibres de p (théoréme 11.2). En particulier, si le groupe
de cohomologie de Spencer HY(R,), en x ¢ X de I’équation R, est nul, tout
germe. de champ de vecteurs en p(x) solution de R} est I’image par p d’un
germe en x d’un champ de vecteurs g-projetable solution de R;. Lorsque
R. NJ.(V) = {0}, alors R., , est isomorphe a I’algebre de Lie R ,,, des
solutions formelles de R} en p(x), et nous dirons que R, est un prolongement
de R} ; dans ce cas les algebres de Lie graduées de cohomologie de Spencer
H*(R,), et H*(R})) sont isomorphes.

Si R, est une équation de Lie analytique formellement transitive et formelle-
ment intégrable, au § 12 nous considérons la relation entre les sous-algébres
ouvertes de R?, _ et les prolongements de R, (corollaire 12.1) et la description
géométrique d’épimorphismes d’algebres de Lie transitives a 1’aide d’équations
de Lie projetables (théoreme 12.3 (i)). Nous disons, selon Cartan, que deux
équations de Lie formellement intégrables (sur des variétés différentes) sont
équivalentes ou isomorphes si elles ont un prolongement commun. Nous dé-
montrons un résultat de Kuranishi [22] : 1a notion d’équivalence locale d’équa-
tions de Lie analytiques formellement transitives et formellement intégrables
est une relation d’équivalence. En fait, deux telles équations sont localement
isomorphes si et seulement si leurs algebres de Lie transitives sont isomorphes
en tant qu’algebres de Lie topologiques (corollaire 12.2). Nos démonstrations
reposent sur la version relative du troisieme théoréme fondamental (corollaire
6.2). Des résultats analogues sur la correspondance entre algébres de Lie
transitives et pseudogroupes infinitésimaux transitifs et analytiques ont été
obtenus par Petitjean et Rodrigues [24]. Le théoréme 12.3 nous donne les ré-
sultats sur la cohomologie de Spencer des équations de Lie dont on aura besoin
au § 13 pour définir et étudier la cohomologie de Spencer des algébres de Lie
transitives.

Nous avertissons le lecteur que nous utilisons constamment les résultats et
les méthodes des deux premicres parties de cet article et de [20], et nous lui
recommandons fortement de se rapporter a ces articles ainsi qu’a [19], qui
peut étre considéré comme une introduction au présent article.

Je tiens a remercier D. C. Spencer pour 'aide qu’il m’a apportée tout au
long de la rédaction de cet article.

9. Préliminaires

Nous utilisons les notations et la terminologie des parties précédentes de cet
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article. Pour ce qui concerne les rappels nécessaires de la théorie formelle des
équations différentielles linéaires et leur cohomologie de Spencer, nous ren-
voyons le lecteur au § 1 de [20]. Nous supposerons toujours que les fibres d’un
fibré vectoriel sont de méme dimension. Si R, C J,(E) est une équation dif-
férentielle d’ordre £ dans un fibré vectoriel E, nous noterons (R;),, (et parfois
R;,) le l-iéme prolongement de R,. Si (R,),, est un fibré vectoriel et si
Traer: (Ri)wqan — (Ry),; est de rang constant pour tout I > 0, alors nous
noterons H(R;) le j-itme groupe de cohomologie de Spencer de R, ; rappelons
que H°(R;) est le faisceau de germes de solutions de R;. Nous identifierons
deux groupes de cohomologie s’ils sont isomorphes.
Si T est le fibré tangent de X, nous avons les crochets

Tl T) Xz T(T) - T(T) J(T) XXjk(g-)_)jk—l(gv):
jk+1(3~) XxIe(T) = Tu(T) .

Sié&,peti (T)eté =vg, 7 = v~ly, alors

9.1 LErmp =1&,9] + E R~ Dy,

9.2) LBmy = vlrmed, 7)) + § 7~ DE .

Rappelons que nous avons les crochets

9.3) IN'T*®@ T(D), N'T*Q@T (T C NP T*Q T,_(T) ,

04 [NPT*QRTUI), N1 T*RTINIC NP T*RT(T),

9.5) IANPII*QTT), N T(T)*RTU(I) C NP T(T)V*QTL(T)
donnés par les formules

9.6) [a®&BQ 9l =aNBRIE ],

[®ELRIN =aABRIEF +a A LESRT

9.7) + (=DPda NiEBR G — (—DPBAN LHa® E
= (Mg A 2@a® 7,

[@RE PR =aNBRIEjl +a N Z2EERT

(9.8) _ N
— (=DM NZLHaé,

stae NPT *,8e N1T*, el (), pel(INeté=v, j=vyeta =
v}l B =v* 8. Alors siue NPT *QJT(T), ve N T*QJ(T), ona

9.9 D[u,v] = [Du, z;,_v] + (—1)?[xy_.u, Dv] .
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D’apres le corollaire 3.12 de [10], on a
(9.10) Dia, ] = [Di, m,_v] + (—D?[x,_ i, D7]

pour tous e A?J(T)* R J(T), Te N I(T)* QT (T). Sidie \?T*®
Ju(D), e NeT* Q@ J(T), on définit & X ¥ ¢ A\P*9' T* ® J(T) par
ARV =a NIRRT,
siu=a®& v=pR7 Posons D= (id®v")-D-(id ®v). La relation
entre les crochets (9.3), (9.4) et (9.5) est donnée par les formules
©.11) mpald, ] = Gd ® v Dy, v] + 4 A D'd + (—DPD'(ii ~ 9)
‘ — (=17 K D& — (1P D' (0 R D)

9.12) *®idla, 7] =4, 2] — (=DPD'a R v + (=1DP"D'D R i
pour tous ue N?T*QJIy(T),ve N1 T*RI(T), ou it = (id Qv Hu,
P=dR@vVetd=0*"'Rid) %, ¥ = @* ' ®id) #. En écrivant
[#,7]) = *®id) 4, ],

on obtient ainsi le crochet sur A\ J* @ J(77) introduit dans [10], [15] et [18]
par “transport” a partir du crochet (9.5). Ce nouveau crochet ne coincide pas
avec le crochet (9.4) et la formule (9.12) montre précisément comment il en
différe.

Soit R, C J(T) une équation de Lie. Si R, ,; = (R;),,; est un fibré vectoriel

et e it Riyio1 — Ry, est de rang constant pour tout / > 0, alors il existe un
entier m, > k tel que la cohomologie H/(R,),, de ’'un des complexes

D ) D
/\j—l f* ® %m+1 —> /\]‘7-* ® %m — /\j+1f* ® %m—l >
—~ 4 —~ D’ ) ~
NTH® Ty v NI TH @ By o NINTH @ T,
5 5 _
NIV ® T i —r NIILTV ® T 2 NIV S T

en N'IT*Q@Am, N?T*& Rm et NI ILT)* @ %, respectivement s’identifie

A Hi(R,) pour tout m > m,. D’aprés (9.10), le crochet (9.5) détermine une

structure d’algébre de Lie graduée sur H*(Rp)n, = B H/(Ry)n. Si
720

e N?I(IT)*Q Tm, T e NUI(T)* @ %y, vérifient Dit = 0 et DT = 0, alors
on a d’aprés (9.12)
@, 9] = (v* ®id) [u, 7],

oudi = (*Rid) @, ¥ = (v* ®id) v, et D[4, 7] = 0 d’apres (9.10). Le crochet
(9.4) détermine donc la méme structure d’algebre de Lie graduée que le crochet
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(9.5). D’autre part, d’aprés (9.9) si la classe de cohomologie de [u, v] dans
H?*9(Ry),,_, est égale a celle de n,_,[#, #], d’aprés (9.11). Donc le crochet
(9.3) détermine la méme structure d’algébre de Lie graduée sur H*(R;) =

@ Hi(R,). Dans la suite, nous nous servirons essentiellement que du crochet
7>0

(9.5) ; on aurait pu aussi bien se servir du crochet (9.3) ou de (9.4).

10. Idéaux d’algebres de Lie transitives et équations de Lie

Une algébre de Lie transitive L est une algebre de Lie topologique réelle
dont I’espace vectoriel topologique sous-jacent est le dual topologique d’un
espace vectoriel réel muni de la topologie discrete, et qui posseéde un voisinage
de O qui ne contient aucun idéal autre que {0}.

Une telle algebre de Lie L posseéde une sous-algébre ouverte L° ne contenant
aucun idéal de L autre que {0}, qu’on appellera fondamentale. Rappelons le
résultat de Guillemin [21]: toute suite décroissante d’idéaux fermés d’une
algebre de Lie transitive est stationnaire. Rappelons aussi que J.(T),, pour
x e X, est une algebre de Lie transitive dont un systéme fondamental de voisi-
nages de 0 est formé des noyaux J(T), des projections r;: J.(T), — J(T),,
qui sont des sous-algébres fondamentales. Toute sous-algébre fermée L de
J.(T), telle que =(L) = J(T), est dite transitive, et munie de la topologie
induite par J..(T), est une algebre de Lie transitive dont L* = L N J*(T), est
une sous-algébre fondamentale. Nous dirons que deux sous-algébres transitives
L,I’ de J.(T), sont isomorphes s’il existe ¢ € Q..(x,x) tel que ¢(L) = L’.
D’aprés le théoreme 111 de Guillemin-Sternberg [7], les isomorphismes +: L —
L’ d’algebres de Lie tels que (L N JS(T),) = L' N J%,(T), sont précisément
ceux (ui sont induits par des éléments de Q..(x, x).

Si L est une algébre de Lie transitive et L° une sous-algébre fondamentale,
on définit des sous-algebres DXL de L® par récurrence sur k par:

DULY = L', DiL' = {g e D¥L0|[L,&] C DL} pour k> 1;

on obtient ainsi des sous-algébres fondamentales de L telles que (0'0] DiL* = {0}
k=0

(cf. Guillemin [21]). Posons L* = D%L°, L-' = L et gr, L = L*'/L*, pour

k > 0, de sorte que {L*};. _, est une filtration de L telle que [L?, L/] C L+,

pouri>0,j> —1et

gL =Pgr. L
k>0
est une algébre de Lie graduée. Soit I un idéal fermé de L ; posons I* = I N Lk,

pour k > —1, de sorte que gr, I = I*7!/I* s’identifie & un sous-espace de
gr, L et
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grl = Pegr, 1
k=0
aunidéalde gr L. L’inclusion [gr_, L, gr;,,I] C gry I nous donne une inclusion
o grp I —>WrQer I,
ol ’on écrit W = gr_, L, d’ou une application
S NTW*Q gt I - N W*R gy [
en posant
Ho®u) = (=1 o A du

pour tous we AW, uegr,, I. Si SW est I’algebre symétrique de W et
(gr D* = P (gri )*, d’aprés Guillemin [21, § 3]
k>0

o*: W (gr D* — (gr D*

induit sur (gr )* la structure d’un SW-module gradué ; d’apres la proposition
3.2 de [21], (gr L)* est un SW-module de type fini et, comme le SW-module
gradué (gr )* est un quotient de (gr L)*, il est aussi de type fini. D’apres le
lemme 1 de [6, I], on obtient un complexe

8 3 5
00— gl —>W*Qgr, [ —> N*W*Qgry_, [ —> ..
—> A" W*Qery_, I —> 0,

ou n est la dimension de W et gr,, I = 0 pour m < 0; de plus le groupe de
cohomologie H*~4:7 (gr I) de ce complexe en A7 W* & gr,_,; I est le dual de
la composante de degré k — j du SW-module gradué Tor$" ((gr D*, R), qui
est en fait un espace vectoriel de dimension finie, puisque (gr I)* est un SW-
module de type fini. On a donc:

Lemme 10.1. Si I est un idéal fermé d’une algebre de Lie transitive L et
L° est une sous-algébre fondamentale de L, alors il existe un entier k, tel que
H®73 (grI) = O, pour tous k > k,, j > 0.

Si L est une sous-algébre transitive de J..(T), et L* = L N J.(T),, alors
DL = L N JE(T), et gr,, I s’identifie & un sous-espace de (S*J(1)* & J(T)),
et W aJ(T),. De plus, (gr, I),, = gry,,; I pour tout [ > 0 si et seulement si
H:*0! (gr ) = 0 pour tout [ > 0.

Soient L une algébre de Lie transitive et L une sous-algebre fondamentale
de L; on note z,: L — L/L" la projection canonique.

Définition. Un idéal fermé I C L est défini par un feuilletage dans (L, L")
si le seul idéal I’ de L vérifiant I C I’ € I + L est I lui-méme. On dira alors
que I est I’idéal défini par le feuilletage «,(I) dans (L, L).
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Si 1, I* sont des idéaux fermés de L définis par des feuilletages dans (L, L")
tels que m(I) = n,(I¥), alors I = I*, de sorte qu’un idéal fermé de L défini par
un feuilletage dans (L, L% est déterminé par son image dans L/L°. En effet,
on a alors

rclr+ L, Icr4+nrcl+ L
puisque I est défini par un feuilletage, on obtient
I=I1+F e IFCI.

De méme I C I* et on a donc I’égalité I = I*.

Lemme 10.2. Soit [ un idéal fermé de L défini par un feuilletage dans
(L, L%). Si ¢ est un automorphisme de L tel que $(I) C I + L°, alors ¢(I) C I.

Démonstration. Si ¢(I) C I + L°, alors I’ =1 + ¢(I) est un idéal de L
telque /CI'C I+ L', de sorte que I’ = I et ¢(I) C I.

Si L™ est une sous-algeébre ouverte de L contenue dans L°, alors si I est
défini par un feuilletage dans (L, L), il I’est aussi dans (L, L"°).

Posons L* = DELD,

Proposition 10.1. Soit I C L un idéal fermé. Il existe un entier m > 0 tel
que I soit défini par un feuilletage dans (L, L™). Si H**%! (gr I) = O pour tout
1> 0, dlors I est défini par un feuilletage dans (L, L*°).

Démonstration. Pour k > 0, soit I}, la réunion de tous les idéaux de L
contenus dans I + L*. Il est clair que [} est un idéal fermé contenant I et
défini par un feuilletage dans (L, L*). D’autre part, la suite décroissante
d’idéaux fermés

noroL> ... 20D -

est stationnaire ; il existe donc un entier m > 0 tel que I/, = I/, ., pour [ > 0.
Puisque 7 et I/, sont fermés

I=NUI+LY=NU+LHY= T +LY=I,.
k=0 k=0 k=0

Donc I est défini par un feuilletage dans (L,L™). Si I’ est un idéal de L
vérifiant

Icrcl4 Lk,

alors I' C I 4+ I'®. Donc I/I* est isomorphe a I'/I'*e et gr,, I = gr,, I’. On
peut supposer sans perte de généralité que L est une sous-algebre de Lie transi-
tive de J,(T), telle que L° = L N J(T),, de sorte que gre,,, I et gri ., I
s’identifient 4 des sous-espaces de (S**1J(T)* ® J(T)),. On a

i I = (L
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d’aprés notre hypothése, et
o C (e, Iy s
d’ol I’on déduit
gty I C gl I C(gre, 1)y = (g, Dyt s
et par suite
8l = g L.

On vérifie aisément, par récurrence sur [ > 0 que I/I**! est isomorphe a
I'j["*t ou I’ C I + L**! pour tout [ > 0. Puisque I est fermé, on a donc
rcl

Il résulte du lemme 10.2 et de la proposition 10.1 que, si I est un idéal
fermé d’une sous-algebre transitive L de J..(T),, il existe un entier k tel que,
quelque soit ¢ e Q. (x,x) vérifiant ¢(L) = L et my (7 l) = 7, on ait
#(I) = 1. En effet, il suffit de prendre un entier k tel que I soit défini par un
feuilletage dans (L, L¥), ou L* = L N JE(T),.

Soient I un idéal fermé de L et L° une sous-algtbre fondamentale de L.
Notons ¢: L — L/I la projection naturelle. Soit L” une sous-algebre de L/I
telle que ¢(L°) < L. Si L” ne contient aucun idéal de L /I autre que {0}, alors
I est défini par un feuilletage dans (L, L"). En effet, si I’ est un idéal vérifiant
I'crlcl+ L° alors I’idéal ¢(I') de L/I est contenu dans L. On en déduit
que ¢(I') = {0} et I’ = 1. Inversement, si de plus on a L"® = ¢(L°) et I’ est
un idéal de L/I contenu dans L”, alors 1’idéal I’ = ¢~'(I"") de L vérifie I C
I'c ]+ L° Donc I est défini par un feuilletage dans (L, L) si et seulement
si ¢(L%) ne contient aucun idéal de L/I autre que {0}. D’autre part, d’apres le
corollaire 1 de [21], I’algebre de Lie L/I munie de la topologie quotient est
le dual topologique d’un espace vectoriel muni de la topologie discréte. Comme
la proposition 10.1 nous donne [’existence d’une sous-algébre fondamentale
L® de L telle que I soit défini par un feuilletage dans (L, L"), I’image de L°
dans L /I est ouverte et ne contient aucun idéal autre que {0}. Nous avons donc
démontré la

Proposition 10.2. Si I est un idéal fermé d’une algebre de Lie transitive L,
alors I’algebre de Lie L]l munie de la topologie quotient est transitive. Si L°
est une sous-algébre fondamentale de L, alors I est défini par un feuilletage
dans (L, L") si et seulement si I’image de L' dans L|I est une sous-algébre
fondamentale de L|I.

Dans la suite de ce paragraphe, on note R;,; le l-ieéme prolongement de
I’équation de Lie R, C J,(T).

Lemme 10.3. Supposons que X soit connexe. Soient R, ., une équation de
Lie formellement transitive dans J,,,(T) et R;, une équation différentielle dans
J.(T) telles que
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(10.1) (Z41 2] C Z,

(i) Si R} est une autre équation différentielle dans J,(T) telle que
[(Zrs1> R C RY, et $’il existe x ¢ X telle que R}, , = R}, alors R}, = RY,.

(ii) L’image de R} dans J(T) est un fibré vectoriel pour 0 <1< k. Si
R, est le l-ieme prolongement de R}, le noyau g}, ., = (93) ., de w;.,_.: R, —
Jes1(T) est un fibré vectoriel pour tout 1 > 0. Si R, est un fibré vectoriel,
ona

(10.2) Ry, Ry JC RS

si wy: R}y — Ry, est surjectif, alors (10.2) est équivalent 4 (10.1). Siz,: R}, —
R, est surjectif et R} ., C R,,,, alors R}, est une équation de Lie. Si r;,: R}, —
R}, est surjectif et V désigne le sous-fibré de T image de R, dans T, alors
R, C I.(V).

(iii) Si R,,, est formellement intégrable, alors R/, est un fibré vectoriel,
les applications n,,,: Ry, m — R, sont de rang constani et

[@k+l+17 '%;H.l] - ‘%;Hl ’ [Rk+l+19 R;c+l+1] - R;c+l 3

pour tous I, m > 0. Si de plus R}, C R, alors R, C R, pour tout | > 1
et R, , = l(iin Ri11,2 est un idéal fermé de I’algébre de Lie transitive R., , =
1(1'21 Ry ... ., pour tout x e X.

Démonstration. (i) Les sous-fibrés R}, Ry de J.(T) sont stables par la
dérivée covariante induite par une R, ,,-connexion sans courbure dans J,(T).
D’apres la proposition 3.2, 1’ensemble des points a € X, tels que leurs fibres
en a soient égales, est a la fois ouvert et fermé. Puisqu’il est non-vide par
hypothése et X est connexe, nous avons I’égalité R}, = RY.

(ii) Comme 7;,: R}, — J,(T), pour 0 < I < k, est compatible aux dérivées
covariantes induites par une R, -connexion @ sans courbure dans R} et J(T),
d’aprés la proposition 3.2, g; et I'image R; de R par x, sont des fibrés
vectoriels. Maintenant vérifions que ¢%,, = (97),; est un fibré vectoriel pour
[ > 1. L’application naturelle

Ayt SEU(D* Q@ T(T) — SU(D)* @ ST (T)* @ JT)

commute aux dérivées covariantes induites par » dans les fibrés S**J(T)* ®
J(T) et SU(TY* @ SEI(T)* Q J(T). Puisque (g9%) ., = 4 i(SV(D)* ® g7) et
g, est stable par la dérivée covariante induite par o dans S®J(T)* ® J (1),
d’aprés la proposition 3.2, (g7),; est un fibré vectoriel (cf. proposition 5.3).
Si 7: R}, — R, est surjectif, puisque le noyau de cette application est un
fibré vectoriel, R/,, I’est aussi. Si & € #y,1, 7€ Hy,y et & = v, Didentité
(9.1) nous donne

£,9] = £Eny — E X Dype &,
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et (10.2) si R}, est un fibré vectoriel, et, lorsque =, : R}, — R/, est surjectif,
I’équivalence de (10.1) et de (10.2). Si R,, C R,,,, d’aprés la proposition
4.4 de [10], 1a surjectivité de =y : R},, — R} implique que R}, est une équation
de Lie. De la surjectivité de z;: R}, — R}, pour 0 < ! < k, on déduit que si
ue ., alors Due 7*Q@Z, et R,,, C(R}),, pour 0 <!l <k — 1. Comme
(R),, = J,(V), ona R, C J(V).

(iiiy Comme J,(J;(T)) est un fibré vectoriel associé & J; ;. ,(T) a I’aide du
crochet

Ui isn(T), TILIN] C TT(I))

et de I'injection 4,: J;. ;. .(T) — J 411, (T) (cf. § 8), une Ry, ,,,-connexion sans
courbure induit une dérivée covariante dans J;(J.(T)); les sous-fibrés J;, (T)
et J,(R}) de J,(J,(T1)) sont stables par cette dérivée covariante, puisque

['@k+l+l’ J(Z)] C [jl('@k+1),"l('%;c)] c J(Z) ,

ot J,(R,,,) est le sous-fibré v, (R, de J ;. ;,.,(T) (cf. §8). De la proposi-
tion 3.2, il résulte que R, = Ji (R N J.,(T) est un fibré vectoriel, et de
cette dernicre inclusion que

[@k+l+1a *@;c-)-l] c '%;c+l .

D’aprés (i), les applications zy,;: Ry, ,m — R}, sont de rang constant pour
tous I, m > 0, et on a I’inclusion

[Rk+l+1a R;H“.l] C R;c+L

pour tout I > 0. Si R}, C R,,,, cette dernicre inclusion implique que R’. ,
est un idéal fermé de R..,, pour tout x € X.

Lemme 10.4. Soient R,., une équation de Lie formellement transitive
dans J,,(T) et E un sous-espace de J(T),, ot x € X, tels que (R}, ., E] C E;
alors il existe une équation différentielle R, C J,(T) sur un voisinage U de x
telle que R}, , = E et [Z,,, #] C Hy.

Démonstration. Soit o une R, ,-connexion sans courbure sur un voisinage
simplement connexe U de x. Soit R} le sous-fibré de J,(T), stable par la
dérivée covariante dans J,(T),; induite par « dont la fibre en x est égale & E.
Montrons que sur U 1’on a

(10.3) [Ri. 1, RIIC RS .

Si £e I'(U,RY,)) et ne I'(U,R}) sont des sections horizontales par rapport
aux dérivées covariantes induites par » dans R}, et R}, on a

[3(0), €, 711 = [[@(0), &1, 7] + [£, [@(2), 1] = O
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pour tout £ € J(7 ),y ; donc [€, ] est une section horizontale de J,(T). D’autre
part, par hypothese

[, 71(x) = [£(0), ()] € Ry 5 -

L’inclusion (10.3) découle maintenant du fait que J,(T) soit associé a J,, (T,
notamment de la relation (iv) de la définition donnée au § 3. De (10.3) et de
la construction de Rj, il résulte que ’on a (10.1).

Lemme 10.5. Soient V un sous-fibré vectoriel de T et R, une équation de
Lie formellement transitive et formellement intégrable dans 1,(T). Si R, = =Ry,
supposons que (%, J(¥)] C I(¥). On a

(104) [@k+l+1, Jk+l(’V)] - Jk+L(’V)
et
(105) [Rk+1+1> Jk+l+1(V)] - Jk+L(V) ’

ce qui implique R, , N J..(V), = li<_m Ry.1.. N T (V), est un idéal fermé de
Palgebre de Lie transitive R, , pour tout x ¢ X.
Démonstration. En considérant le crochet

Uini(T ) I I S T(T)
on voit que
Un(Z), Jn(P)] C Tn(¥7)

puisque c’est vrai pour m = 0. Comme R,....CJ..(R), on obtient (10.4).
La formule (9.1) nous permet d’en déduire (10.5): st £ € #1017 € Jii100(¥)
et & = v7'&, alors

&9 = ZErwm — E X Dyel () .

Théoréme 10.1. Supposons X simplement connexe. Soit R, une équation
de Lie formellement transitive et formellement intégrable dans J(T). Soient
x e X et I un idéal fermé de I’algébre de Lie transitive R, ,.

(i) Il existe une équation de Lie R}, C R, et une seule telle que

R;c,.z' =ml ,
(10.6) (Zrs1s Bl C R,

(ii) Si R}., C Ry, est Uéquation de Lie dans I,,,(T) qui correspond a
7oyl d’aprés (i), on a pour [ > 1

10.7) [Risss Rivl] T Ry
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(iii) Il existe un entier k, > k tel que H™'(gr I) = O pour tout m > k,. Si
k, est un entier ayant cette propriété, alors R}, est formellement intégrable et
R;,., est le l-ieme prolongement de R;,. De plus, =,(R}) = R,, pour
k<m<k, et

R.,=lmR},,.=1.

(iv) L’image de R, dans T est un sous-fibré vectoriel V intégrable de T
tel que w() = J, (W), [2,, ] (I CTI(¥) et Ry, C T, (V), pour 1 > 0. De
plus, R.. ., N J_(V), est un idéal fermé de R, , et ’idéal I de R, , est défini
par un feuilletage dans (R, ;, R%,;) si et seulement si

R..,=R,.NJ. V).
Démonstration. Comme I est un idéal de R, ,, on a
[RSs1,00 Tl C 7l .

Donc d’aprés le lemme 10.4, il existe une équation différentielle R}, C R, sur
un voisinage U de x telle que R}, = =, et telle que I'on ait (10.6) sur U.
Puisque X est simplement connexe et posséde un recouvrement par des ouverts
sur lesquels il existe des R,,,-connexions sans courbure, 1’ouvert connexe
maximal contenant U et sur lequel 1’on ait une équation ayant ces propriétés
est égal & X tout entier, en vertu du lemme 10.3 (i) et du lemme 10.4. Vérifions
que R, est une équation de Lie. On définit R}, C R,,; de la méme manicre
que R}, a partir de z;,,I et R,,,. Montrons que

(10.8) TR = R},
(10.9) R CTRY,

et que (10.7) est vrai pour [ = 1. Ces trois assertions ensemble entrainent,
d’aprés le lemme 10.3 (ii), que Rj, est une équation de Lie. D’apres le lemme
10.3 (i), 'image de Rj},, dans J,(T) est un fibré vectoriel z,R} tel que
(Zy 1o 7] C 2, Ky, Comme 7,(R},,, ;) = R} ,, d’aprés le lemme 10.3 (i) et
(10.6), on a I’égalit¢ (10.8). L’ensemble 4 des points ac X tels que
[Ris1,00 Rii1,a] © RY . contient x, puisque I est un idéal de R. ,. Soient
une R, ,-connexion sans courbure sur un voisinage simplement connexe B d’un
point a € 4 et o = m,,,0. Si &, 7 sont des sections horizontales de R, ., et de
R;.; Tespectivement par rapport a la dérivée covariante induite par o dans
J..1(T), alors

@), [§, 711 = [[@(©), £), 9] + [&, [@(©), 7]l = O

pour tout { e J(9) 5, et [§,71(a) € R, .. Donc d’apres (10.6), [£, 5] est une
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section horizontale de R/, sur B par rapport a la dérivée covariante induite par
@’ dans J,(T). On a donc (10.7) pour ! = 1 sur B, ce qui montre que 4 est
a la fois ouvert et fermé. Puisque X est connexe, on a 4 = X et (10.7) pour
1=1.81¢¢Ry,1, n€R,,,, on écrit £ = v et I'identité (9.1) nous donne

(10.10) ERDyp=1[{my] — [&,97]lc &,

d’aprés (10.6) et (10.7). Comme R, ., est une équation formellement transi-
tive, I’on déduit de (10.8) et de (10.10) I’inclusion (10.9). Nous avons donc
démontré (i) et (ii). Le lemme 10.1 nous donne Vexistence de V’entier k, de
(iiij). Si g%, est le fibré vectoriel noyau de z,;: Ry, — Jo. ;. (T), alors
Gest,5 = 8L, I, en considérant I muni de la filtration induite par R, , et par
suite %,,1,2 = (Gho,2) 1+ Pour I > 0. D’apres le lemme 10.3 (ii), (g},),, est un
fibré vectoriel et, comme R}, .; C (R},),; nous avons une inclusion de fibrés
vectoriels g%,,; C (9%,) . pour I > 0. Puisque les fibres en x de ces deux fibrés
sont identiques, ces fibrés sont égaux. Du diagramme commutatif et exact

0 0
0 —> g;co+l+1 —> (g;co)+(l+1) —> O

l

/ ’
0 > Rko+l+1 > (Rkn)+(l+1>

| l

0—s R;co+l —> (R;co)+l

4

0

on déduit par récurrence que R} ., = (R},),; pour tout [ > 0, d’ou (iii). Le
lemme 10.3 (ii) nous donne 1’existence de V et les inclusions R},; C Ry,; N
Ji(V). Puisque IC R, ., N J.(V),, ona

]O(V).r = WO(I) c ﬂo(Rw,z N ]w(V).‘L') c JO(V)z .

Comme [Z,, ] (?)] C J(¥), d’aprés le lemme 10.5, R, , N J (V) est un
idéal fermé de R.,,, contenant I tel que

71'0(1) = ﬂo(Rw,z N Jec(V)x) .

Si I est défini par un feuilletage, on a donc 1’égalité I = R, , N J.(V),. In-
versement, si I* est un idéal fermé de R., . tel que = (I*) = J(V), et contenant
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R. . N J.(V),, alors I'image de I’équation de Lie R} C R, qui correspond a
z I et R, d’aprés (i) est un sous-fibré W de T contenant V tel que R, C
Jeo (W) et V, = W,. Par conséquent, W = Vetlf =R, . NJ V), ce qui
implique que ce dernier est défini par un feuilletage dans (R.. ,, R% ,) et conclut
la démonstration de (iv).

Corollaire 10.1 (cf. [19)). Supposons X simplement connexe. Soit R,
une équation de Lie formellement transitive et formellement intégrable dans
J (D). Soient x ¢ X et I un idéal fermé de I’algébre de Lie transitive R, ,. 1l
existe un entier k, > k et une équation de Lie unique R, C Ry, dans J (T)
formellement intégrable telle que

[Rko+la (R;cq)+1] c R;co s Rz/ao,x = I .

Proposition 10.3. Supposons que X soit connexe. Soient R, une équation
de Lie formellement transitive dans J,,,(T) et N, une équation différentielle
dans 1,(T) telles que (%1, /) C N Soit V un sous-fibré vectoriel de T
tel que [, J(P)] C T(P).

(1) Alors N, = N, N J(V) est une équation différentielle dans J,(T) et

['@Iﬁl)ik] - -/Vk .

Si V est intégrable et N, est une équation de Lie, N, est une équation de Lie.

(ii) SiR,., est formellement intégrable, il existe une équation différentielle
formellement intégrable N, dans I, (T) et un sous-fibré vectoriel W de V tels
que

ﬂoﬁ;ﬂ =W,

(B, I CIW), oiR, =R,
rgss ] © Ny

Niper © Neor N 1oy e(W), pourr>0,
N,=N.NJ.W)y=N_.NI, W) .

Si de plus V est intégrable et N, est une équation de Lie, ou si N,,, C R,,,,
alors N, est une équation de Lie et W est un sous-fibré intégrable de V.

(iii) Supposons que R, , soit formellement intégrable. Soient R, I’équation
de Lie formellement intégrable dans J, (T) et W le sous-fibré intégrable de V
donnés par (ii) tels que R', = R_ N J (V) et ﬂOR;co = W. Pour tout xe X,
Pidéal fermé R, , de R.. , est défini par le feuilletage J (W), dans (R.. ,, R% ).
De plus, si X est simplement connexe, I’équation de Lie R}, coincide avec celle
donnée par le théoréme 10.1 (iii) d partir de lidéal fermé R, , de R, , et
de R,..

Démonstration. (i) Les fibrés N, et J(V) sont stables par la dérivée
covariante induite dans J,(T) par une R, ,-connexion sans courbure; donc
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d’aprés la proposition 3.2, N, est un fibré vectoriel. Si V est intégrable, alors
(), J.(¥)] C J(#"). Donc si Ny, est une équation de Lie et V est intégrable,
N est aussi une équation de Lie.

(i) SiR,,, est formellement intégrable, alors N,,; = N, N J,,, (V) est
un fibré vectoriel d’aprés (i), le lemme 10.3 (iii) et le lemme 10.5, et

(10.11) [(Zivii1s V1] C N s

d’apres (10.4) et le lemme 10.3 (iii). Le lemme 10.3 (ii) nous dit alors que
I’application

Tm: Ny — In(T)

pour >0 et 0 <m <k + I, est de rang constant. D’aprés [20, § 4] nous
avons

Nk+l+1 = (Nk+l)+1 > pour I >0.

I existe donc d’aprées le théoréme 1 de [20] des entiers k, > &, I, > O tels que
l’équa_tion différentielle N;, = 7, Ny, ., soit formellement intégrable et N}, ,, =
4o+ 1V to4 10+ S0it le -iéme prolongement de Ny, et N, = im N, ,, = lim Ny =
R, N J_ (V). On a évidement

(Zmsrs N ] © A,

pour m > k,, d’aprés (10.11). D’apres le lemme 10.3 (i), Pimage de Ny,
ou de ]\7;0 dans T est un sous-fibré W de V tel que [%,, J(#)] S J(#") et
N, CcJ.(W) pour m >k, Si Ny, C Ry,,, alors N, C N,, CR,,, pour
m > sup (k,, k + 1). Donc N7, est une équation de Lie d’apres le lemme 10.3
(i), de sorte que W est un sous-fibré intégrable de V. Si V est intégrable et
N, est une équation de Lie, d’apres (i), N, est une équation de Lie et W est
donc un sous-fibré intégrable de V.

(iii) Si X est simplement connexe et x € X, puisque 1’équation de Lie
formellement intégrable R}, C R, vérifie [%,, .1, &) C Xy, elle coincide avec
I’équation de Lie donnée par le théoréme 10.1 (iii) a partir de R; et de 1’idéal
fermé R, , N J.(V), de R, ,. Puisque R, , =R, , N J.(W),, d’aprés le
théoreme 10.1 (iv), R/, , est défini par le feuilletage J (W), dans (R.. ,, R% ;).

Soit R; une équation de Lie formellement transitive et formellement in-
tégrable dans J,(7T). On note R, , le l-iéme prolongement de R,. Pour m < k,
on pose R,, = n,R;. Soit #(R;) I'’ensemble des équations de Lie R/, formel-
lement intégrables d’ordre quelconque m > k dans T telles que

R.C Rn et [Fn,, &) C A,
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et soit F(R;) la partie de #(R,) des équations R/, ¢ #(R,) pour lesquelles il
existe un sous-fibré intégrable V de T tel que

(Z, J(PNCI(), =R =T1(F), R.=R.NI().

Si x e X, soient #(R., ) 'ensemble des idéaux fermés de 1’algebre de Lie
transitive R., , et #(R..,,) la partie de ces idéaux qui sont définis par un feuil-
letage dans (R, ,, R% ;). Le lemme 10.3 nous donne une application

(10.12) FRy) — I(R..0) »

quienvoie R), dans R/, , = 1('121 R, .. .- D’aprésla proposition 10.3 (iii), I'image
de #(R,) par cette application est contenue dans #(R., ).

Le théoréme 10.1 et la proposition 10.3 (iii) impliquent que:

Corollaire 10.2. S/ R, est une équation de Lie formellement transitive et
formellement intégrable dans J,(T) sur une variété simplement connexe X et
x € X, alors Uapplication (10.12) est surjective et deux équations de Lie R/,
R} € #(Ry) ont la méme image dans F(R.. ) si et seulement si 'une de ces
équations est le prolongement de 'autre. De plus, I'application % (R;) —
F(R.,,,) induite par (10.12) est surjective.

11. Equations de Lie projetables

Soit Y une variété différentiable dont on note Ty le fibré tangent. Soient
p: X — Y une submersion surjective et V' le sous-fibré intégrable de T = T,
des vecteurs tangents aux fibres de p. Alors

0—>V—>T-5pT, —50

est une suite exacte de fibrés vectoriels sur X. Soient E et F des fibrés sur X
et Y respectivement et ¢ : E — F un morphisme de fibrés sur p. On dira qu’une
section s de E sur U C X est p-projetable si gs(a) = ¢s(b), pour a, b e U avec
p(a@) = p(b). Alors la section ¢s de F sur p(U), qui a y e p(U) fait correspondre
ps(a), ou ae U vérifie p(a) = y, est bien définie. On notera &, le faisceau de
sections de E qui sont p-projetables et J,(E; ¢) C J,(E) ’ensemble des k-jets
de sections de &,; si ¢: E — F est de rang constant, c’est un fibré, et si de
plus E, F sont des fibrés vectoriels et ¢ est un morphisme de fibrés vectoriels,
c’est un fibré vectoriel. On notera %, % x les faisceaux de sections de F sur
Y et de p'F sur X respectivement. Si J,(F; Y) est le fibré des k-jets de sec-
tions de F sur Y, on a une application

(11.1) o JW(E; @) — J(F; Y) .

Prenons E = T, F = Ty et ¢ = p. Le fibré J,(T'; p) est une équation de Lie
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formellement transitive dans J,(T). L ’application (11.1) nous donne des pro-
jections

P:Jk(T;P)_’]k(TY.’Y)a P:jk(T;p)—)fk(TY;Y)7

et les suites exactes

(11.2)  0—> (V) —> J(T; p) -2 p"Uu(T5; Y) —> 0,

(11.3) 0—>1u(¥) —> I(T ; p), —> T(Ty) —> 0 .
On a
(11.4) el T 5 0, (I C ()

et sié e Jp,,(9) vérifie [E,1,(¥)] C T, (¥"), alors € e J,., (T ; p). D’ol d’apres
le lemme 10.5:

Lemme 11.1. Soit R, une équation de Lie formellement transitive et
formellement intégrable dans I(T) dont on note R, I'image dans J (T). Alors
[Z,,J(¥)] C I(¥) si et seulement si R, C J(T; p). Si l'une de ces condi-
tions est vérifiée, (Ry) ., C J, . (T; p) pour 1 > 0.

Sié&,pely(T; p), alors

(11.5) olé, 71 = [p§, o9l ,
etsi &, e J(T; p),, alors [€,7] e Ju(T ; p), et
(11.6) o, 7] = [, o] ;

de plus, si 7/ = vre_id), alors [£, 7] € Jo_(7 ; 0), et
117 ol&, 7’1 = (o€, p1'1 .

Soit FYT; p), l'ensemble des éléments wuwe A\*T* Q J,(T; p) vérifiant
iPue N\'"'T*Q J,(V) pour tout 5 € V' ; c’est un fibré vectoriel (cf. [20, § 4])
et on a une projection

o FiT; 0 — N T Q@ 1(Ty3 Y)
définie par
EWE N - NE) = p(E N -+ NED),

ol ue FUT; ), §;eT et p§) =&, Ty, j=1,--+,i; si ue FYT; p,
v e Fi(T; p)s, alors [u,v] € FiT{(T; o)y, €t

plu, v] = l[pu, pv]
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d’apres (11.5). On note (A\*T* Q@ J (T ; p), le sous-faisceau de A\* T *®
Jx(7 ; p) de sections p-projetables de F{J ; p),; on a donc une application

o (N T*QIT 500, > N TERT(T 3 Y) .
On écrit Jy(Ty) = J(Ty; Y) et
(NTLTYRTAT 50, = 0* RN T*RI(T ; p)), -
On a donc une application
p: (NI RI(T 5 0)), > N IT )*®I(Ty; Y) .

Siue (N T(T)*RTT 5 0, ve (N T(T)*RT(T ; p),, alors [u,v] e
(ANWIIIT* R T (T ; ), et

(11.8) plu, v] = lpu, pv] .

Si Ry, C J(T; p) est une équation différentielle et s’il existe une équation
différentielle Ry < J(Ty; Y) telle que p(Ry,,) = RY,(,, pour tout a € X, alors
o0 (&), — R est surjectif; si, de plus R, est une équation de Lie, alors
d’aprés (11.6) R} V’est aussi, et R} est formellement transitive si R, 1’est. On
note R;,, le l-itme prolongement de R,.

Définition. Une équation différentielle R, C J4(T'; p) est p-projetable si
pour tout [ > 0, R, ; est un fibré vectoriel et s’il existe une équation différen-
tielle RY,, C J;,(Ty; Y) telle que p(Ry ;) = R}y 0y, POUL toUt a € X.

Le résultat suivant est notre version du théoréme de Kuranishi-Rodrigues
[23] pour les équations de Lie (cf. Rodrigues [25]).

Théoréme 11.1. Supposons que les fibres de p soient connexes. Soit R, C
J(T ; p) une équation de Lie formellement intégrable. Si Ry,, N Jy, (V) est
un fibré vectoriel pour tout | > 0, alors R, est p-projectable.

Démonstration. Pour I > 0, montrons d’abrod que 1’équation différentielle
Ry, + Ji.(V) dans J,, (T) est une équation de Lie. En effet, si § ¢ #y,1,,
netJe (¥), ona

[”k-}-té: 7~]] = U_lg(é)ﬂ — (ﬂoﬂ) N Dé € jk+z(V) + @k” ,

ou 7 = v'p, d’apres (9.2) et (11.4). D’autre part, il est clair que

Rk+l+1 + Jk+l+1(V) - (Rlc+l + Jk+L(V))+1 .

Soit P, ., une forme finie de Ry, ;,; + Ji,1. (V). Le fibré Q... (V) des jets
d’ordre k + [ - 1 inversibles d’applications X — X qui sont p-projetables et
induisent 1’identité sur Y est une forme finie de Ji,;..(VV) et on a donc
Qi.in(V) C P, au voisinage de Ip,,,,. Soient yeY, X, = p7'(y). Si
ae X,, la projection “but”: Qp,;,,(V)(a) — X, est une submersion. Il existe
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donc un voisinage U C X, de a tel que, pour tout b ¢ U, I’on ait un ¢élément
dpePt N Q... (V)(a) avec but ¢ = b. Comme X, est connexe, pour tous
a,beX,, il existedonc ¢ € P§,;,, N Q,;.,(V) avec source ¢ = a,butg = b;
on a

(11'9) ¢(Rk+l,a) - Rk+l,b + Jk+L(V)b s
¢(ch+l(T; p)a,) C ch+l(T; p)b >

et pp = p en tant qu’applications de J,,,(T; p), dans J;,,(Ty; Y),q. De
(11.9), on déduit I'égalité

P(Rk+l,a) = P(Rk+l,b) .

Comme R;,; N J;, (V) est un fibré vectoriel, la dimension de p(R;.,,,,) est
indépendante de ae X. On obtient donc un sous-fibré vectoriel R}, de
JeouTy; Y) avec RY,, , = p(Ry.1,0), siye Y, x e X vérifient p(x) = y.

Corollaire 11.1. Si X et les fibres de p sont connexes, toute équation de
Lie R, C J(T; p) formellement transitive et formellement intégrable est
p-projetable.

Démonstration. D’apres la proposition 10.3 (i), Ry, N J,. (V) est un
fibré vectoriel pour tout / > 0.

Proposition 11.1.  Soient R,,, C J,, (T ; p) une équation de Lie formelle-
ment transitive et N, C J (T ; p) une équation différentielle telle que

(Zhis M) T AN

Supposons qu’il existe une équation différentielle R}, C I, .(Ty; Y) telle que
oRy1,0) = Ry, ), PoUr tout ae X, et que X soit connexe.

(1) S’il existe une équation différentielle N;! C J(Ty; Y) et x € X tels que
(B0, V1T NY et p(Niz) = NY 0, alors p(Ny.) = NY ., pour tout
aeX.

(i) Si my: Ny, — Ny est surjectif, oit Ny, = (Ny),,, il existe une équa-
tion différentielle Ny, C J,(Ty; Y) telle que [#Y.1, /1 C N et p(Ny,o) =
NY o0y DoUr tout a ¢ X.

Démonstration. (1) Lenoyau N, = N, N J(V)de p: Ny — o7 (Ty; Y)
est un fibré vectoriel d’aprés la proposition 10.3 (i). II en résulte que la suite

0—>Ny——> N, ~2> oN, —> 0

est exacte et pN, est un sous-fibré de p~'J,(T»; Y). Montrons I’égalité des
sous-fibrés pN, et p7'N/ de p~'J(Ty; Y). De la suite exacte (11.2) et de
(11.4), on déduit par passage au quotient un crochet

UeanlT 5 I Ty V1 CT(Ty; Vx
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et que la dérivée covariante dans J,(T'; p) induite par une R, ,-connexion
sans courbure nous donne une dérivée covariante J sans courbure dans le fibré
p J(Ty; Y) sur X. Vérifions que pN, et p~ Ny sont stables par V. Puisque
[Zy i1y Nkl T Ny, Cest vrai pour pN. Puisque [ZY,,, /1 C N et (N )y =
N% Ko, Ox, d’apres (11.7) on a

(ZiD, (NDx] S (N Dx
Comme #;,, = (Ri41), Ko, Ox, on a donc
[Z s> (N2l TN D s

et p~'NY est stable par /. Comme les fibres en x de pN, et p~ 'V} sont égales,
I’égalité pN, = p~'N}/ découle du lemme 10.3 (i), et on a la suite exacte de
fibrés vectoriels sur X

0 N, N, -2

PNy —> 0.

(i) Soient x un point quelconque de X et y = p(x). Soit E, le sous-espace
oNg , de J,(Ty; Y),. D’apres le lemme 10.3 (ii), on a [Ry,,, Ng. ] C Nyg.
Puisque 7, : Ny,, — N, est surjectif, on a [R}?, ,, E,] C E, d’aprés (11.5).
Donc d’apres le lemme 10.4, il existe une équation différenticlle Nj C
J(Ty; Y) sur un voisinage Ude y ¢ Y telle que [Z,,, /%1 C A et Ny ,=E,.
D’aprés (i), on a alors p(Ny, ,) = N¥ ., pour a € p~(U). Puisque x était quel-
conque, il existe un fibré vectoriel N/ C J(Ty; Y) sur Y tout entier tel que
[F s N S AN et p(Ny ) = NY, . pour tout g € X.

Soient g = (—BO al, h = @0 h7 des algebres de Lie graduées. Rappelons que

Jz iz
Derg = (—DO Der? g est une algebre de Lie graduée, ou Der/ g est le sous-espace
7=
des dérivations de degré j de g. Soient

1:h—gqg, @1 g— Derl

des homomorphismes d’algebres de Lie graduées; nous dirons que g et ) sont
entrelacées par 4 et u si ¢ détermine une structure de g-module gradué sur
etsilon a

p(A(@): B = la, Bl pour tous @, B € Y,
Ap(e)- B = [a, 2A(B)] pourtousaeg,Beh.

Théoréme 11.2. Supposons que X soit connexe. Soit Ry, C J; (T ; p)
une équation de Lie formellement transitive et formellement intégrable p-pro-
jetable. Pour 1> 1, soit RY,, CJ;,(Ty;Y) I’équation de Lie telle que
oRi.1,0) = Ri1 ) Pour tout ac X. Soit Ny C J(T; p) une équation dif-
férentielle formellement intégrable telle que
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[gk-fl!'/i/'k] c ‘/V‘k .

(i) Alors Ny, est p-projetable et il existe une équation différentielle Ny, C
1. (Ty; Y) formellement intégrable, avec k, >k, telle que p(N ,.,) =
NY, o100y Dour tout ae X et (B, 1 N %)) © AYso pour tout 1 > 0.

(ii) Si N, est I'équation différentielle formellement intégrable dans J, (T)
donnée par la proposition 10.3 (ii) a partir de Ny et de V telle que N/, =
N. N J V), alors, pour tout x ¢ X, la suite

(11.10) 0—>N.,—>N.,— >N/, —>0
est exacte. L’inclusion N, C N_, détermine une application
11.11) ¢: H¥(N,) — H*(Ny)

et p une application

(11.12) p: H*(N,) — H*(NY,

1- 3

el on a une suite exacte

a
(11.13) -+« —> HI(N,) ——> H/(N,) 2> HI(NY) —Z> HI*\(N},) —> - - -

de groupes de cohomologie de Spencer. Si N, = 0, alors I’application (11.12)
est un isomorphisme.

(iii) Si N, est une équation de Lie, alors Ny, et Ny, sont des équations de
Lie et les applications (11.11) et (11.12) sont des homomorphismes d’algébres
de Lie graduées. De plus, nous avons un homomorphisme d’algébres de Lie
graduées

(11.14) i H¥(N,) — Der H*(\N%) ,

et H*(N,) et H*(N},) sont entrelacées par ¢ et p.

Démonstration. (i) D’apres la proposition 11.1 (ii}, N, est p-projetable ;
si N,y = (Np),, soit Ny, C J,..(Ty; Y) I’équation différentielle telle que
0Ny, 1,0) = Nii1 @ pour tout ac X. On a NY,;,; C (N, ), pour [ >0
d’apres [20, § 4] et, comme N, est formellement intégrable, les applications
Trsr: Nioior — Ny, sont surjectives. Le théoréme de Cartan-Kuranishi nous
donne [’existence de ’entier &k, > k.

(ii) Si Ny, = Ni,y N Ty, (V), de la suite exacte

< P
O——> Ny, —> Ny, —>p"'N/,— 0,

on déduit 1’exactitude de la suite (11.10). On pose
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(N TIVER W w)y = (N T(T)* Q N ) N (N TIV* Tl T 5 p)), -
Pour m > k + n, nous avons le diagramme commutatif

0 0 0

= D ~ D ~
O Ny —> J(IVQON oy —> - ——> N TITVQRQN oy =0

A 4 4

0> m)y—r U TV* @ Ny - — (AP TATVE® M) O

o p o
4

_, D - D _
0> Ny —>T(IT QAN s —> - = NI )* R A, —> 0

0 0 0

dont les colonnes sont exactes et les lignes sont des complexes. Si HA(Np)m_;

désigne la cohomologie de la deuxicme ligne de ce diagramme en (A ¥ J(7)* ®

N m_j),etsil’on pose H¥(Ni)pn = @ Hi(N)n, on obtient ainsi une application
j=0

(11.15) p: H¥(Np)m — H*(N}),,

et une suite exacte

N ¢ i P 7’
(1116) ° —)Hj(Nk)m“HHi(Nk)m‘——)Hj( kl)m

F/] —
s BN n s —>

pour m > k; + n, puisque Ny,; = (N,),, pour [ > 0. D’aprés les théorémes
2 et 3 de [20], il existe un entier m, > k tels que les applications

(11.17) H*(N})) =% H*(N ) = H*(N)p, ,
(11.18) H*(N)m == H*(Np)m —= H*(Ny)

soient des isomorphismes pour tout m > m,; a ’aide de ces isomorphismes,
de (11.15) et de la suite exacte (11.16), on déduit I’application (11.12) et la
suite exacte (11.13) du théoréme 3 de [20]. Si N., = 0, I’équation différenticlle
N, est nulle et la suite exacte (11.13) nous dit que (11.12) est un isomorphisme.

(ili) Supposons que N, soit une équation de Lie. Alors le crochet de
A JI)* @ Ju(T ; p) détermine une structure d’algébre de Lie graduée sur
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H¥(Nyp)m = (—DHJ(Nk)m et Papplication (11.18) est un homomorphisme

d’algebres de Lxe graduées. D’apres (11.8), I’application (11.15) est un homo-
morphisme d’algebres de Lie graduées et a I’aide du § 3 de [20], on voit que
(11.17) Pest aussi. Donc les applications (11.11) et (11.12), qui sont des com-
posées des applications précédentes, sont aussi des homomorphismes d’algébres

de Lie graduées. Si ue (AT ® Np),, ve NI(T)*® N, alors

d’aprés (11.8) on a [u,v]e A+ Jo(ﬂ“)*®jm, d’oi un homomorphisme
d’algebres de Lie graduées

H¥(N)m — Der H¥(Ni)n,

dont on déduit I’homomorphisme y a I’aide de (11.17) et de (11.18). On vérifie
aisément que ¢ et x entrelacent H*(N,) et H*(N,).
Remarque. Les formules (9.11) et (9.12) montrent que les homomor-
phismes (11.14) obtenus a partir des crochets (9.3) et (9.4) sont les mémes.
Remarque. Le théoreme 11.2 (ii) nous donne une suite exacte de coho-
mologie

— Hi(R,) —> HI(R,,)) —> HI(RY)

_)Hj“(R;CO) L

(11.19)

ou R}, C J, (V) est I’équation de Lie formellement intégrable donnée par la
proposition 10.3 (ii) telle que R, = R, N J.(V), et R}, C J. (Ty; Y) est I’équa-
tion de Lie formellement intégrable qu’on obtient a partir des équations de Lie
R{,,. Si X et Y sont des variétés analytiques réelles, p: X — Y est une sub-
mersion analytique, et R;., une équation analytique, et si ’on considére les
groupes de cohomologic de Spencer Hi(R,,;) obtenus & partir des sections
analytiques des fibrés, alors Hi(R,) = Hi(R;,,) = 0 pour j > 0. De la suite
(11.19) pour ces groupes de cohomologie, on déduit la surjectivité de I’ap-
plication

o HSJ(RIcH)z i HZ(R;,I),J@)

pour tout x € X, et I’on obtient un résultat de Rodrigues [25].

Nous dirons qu’une équation de Lie R, C J.(T'; p) formellement intégrable
et p-projetable est un prolongement de 1’équation de Lie R}. C Ju(Ty; Y)
formellement intégrable si p(R.,,,) = R, ., pout tous a € X et m > sup (k, k")
etsip: R, . — R/, est un isomorphisme pour tout a ¢ X. Si R et R}, sont
formellement transitives, I’équation de Lie R}, donnée par la proposition 10.3
(ii) a partir de R, et de V est nulle et le théoreme 11.2 (ii) et (iii) nous dit
alors que p définit un isomorphisme d’algébres de Lie graduées

ot HRy)y — H*RL) 0
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pour tout a € X.

En prenant ¥ = X et p ’application identité de X, on voit que le l-iéme
prolongement R, d’une équation R, C J,(T) formellement intégrable est en
fait un prolongement tel qu’il est défini ci-dessus.

Sip: X — Y est un difféomorphisme, alors J,(T'; p) = J,(T) et p: J.(1), —
Ji(Ty; Y), . est Iisomorphisme f w1(@)(x), et toute équation différentielle
R, C J,(I) dont les prolongements R,,, sont des fibrés vectoriels est
o-brojetable.

Si Ry, R sont deux équations de Lie dans J.(T) et x, x* ¢ X, nous dirons
que (R, x) et (R%, x*) sont localement isomorphes sur X s’il existe un difféo-
morphisme local f de X défini sur un voisinage U de x tel que f(x) = x* et

.;Ic+1(f)(Rk1U) = Ril*uf(U) .

On a alors

fk+l+1(f)(Rk+L]U) = R§c+l[f(U)

pour tout [ > 0 et 7 wDXR..,») = RY, .4; si R, est formellement intégrable,
R, est un prolongement de R%.

La proposition 11.1 (i) nous donne:

Proposition 11.2. Soient Ry, RY deux équations de Lie formellement transi-
tives et formellement intégrables dans J,(T) et f un difféomorphisme local de
X défini sur un voisinage connexe U de x ¢ X tels que

TR ) = Rhaiyaoy -

Si Ny, Nt sont des équations différentielles dans I.(T) telles que
(Zrss /I C AN s (B, N C AN,

et si

Tes(NOWe,0) = N 1)
alors

Jen®@OWNe) = Niy s
et | définit un isomorphisme
fr H*(Ni)o — H*(ND 50y

pour tout a € U, qui est un isomorphisme d’algébres de Lie graduées si N, est
une équation de Lie.

Soient Z une variété différentiable et ¢: Y — Z une submersion surjective ;
alors ¢ = ¢op: X — Z est une submersion surjective et on a
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(11.20) Jn(T;0) N Tn(T50) = {u e Ju(T; ) |pu € Tn(Ty; Y5 0)}
(11.21) oUn(T; 0) N In(T50) CIn(Ty; Y3 0) .

Théoréme 11.3. Soient R, C J(T) une équation de Lie formellement
transitive et formellement intégrable et R, ¢ F(Ry) et W le sous-fibré in-
tégrable de T tels que

R, =W, R, =R, NJ.(W) .

(i) Sixe X, enremplacant X au besoin par un voisinage de x, il existe une
variété différentiable Z, une submersion a: X — Z, une équation de Lie for-
mellement transitive et formellement intégrable R% C J,(T,;Z), avec
k, > k, telles que W soit le sous-fibré de T des vecteurs tangents aux fibres de
o et telles que R, soit o-projetable et

(11.22) 0(Riy11,0) = RY 00y

pour tousae X et 1 > 0.
(ii) Soit p: X — Y une submersion telle que R, soit p-projetable et, si V
est le fibré des vecteurs tangents aux fibres de p, telle que

R,CR.NJ.(V).

Si Ry, C1,,(Ty; Y) est une équation de Lie formellement transitive et for-
mellement intégrable, avec k, > k,, telle que

P(Rlcg-x-l,a.) = ;c/z-)-l,p(a)

pour tous ac X et | >0, il existe une submersion tv: Z — Y définie sur un
voisinage U de a(x) telle que le diagramme

(11.23) ot \

Z— .y
soit commutatif et R% soit ¢c-projetable et

3 _ 17
T(Rk2+ l,b) = R]C2+l,f(b)

pour tous be Uetl>0. Si R, = R, N J V), alors R, est un prolongement
de RY..

Démonstration. (i) L’existence de ¢ au voisinage de x, telle que W soit
le sous-fibré de T des vecteurs tangents aux fibres de ¢, résulte du théoréme
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de Frobenius. Puisque [Z,, J(#)] C J(#"), on a R, C J(T; ¢) d’aprés le
lemme 11.1, et, en remplagant X par un voisinage de x, d’aprés le théoréme
11.1, R, est g-projetable. Du théoréme 11.2 (i), on déduit ’existence de
I’équation de Lie formellement transitive et formellement intégrable R% C
J. (T ; Z) vérifiant (11.22).

(i) Puisque W C V, le théoréme de Frobenius nous donne des variétés
différentiables Y,, Z,, des submersions surjectives p,: X - Y, ¢,: X — Z,
définies sur un voisinage de x et une submersion surjective r,: Z, — Y, telles
que le diagramme

X

j \&\
41
T1

zZ,——Y,

soit commutatif et que V soit le fibré des vecteurs tangents aux fibres de p, et
W le fibré des vecteurs tangents aux fibres de ¢;. Comme les dimensions de Y
et de Y, sont les mémes, il existe des difféomorphismes f: X — X défini sur
un voisinage U, de x et f,: Y, — Y défini sur un voisinage de p,(x) tels que
f(x) = x et le diagramme

x ', x
lﬂl lP
Y, hoy

soit commutatif. On en déduit que J {N@UT(V)y) = J(V) s, pour tout
ae U, et il en suit que f est p-projetable ; c’est-a-dire, il existe un difféomor-
phisme f,: Y — Y défini sur un voisinage de p(x) tel que pof = f,0p et
fp(x)) = p(x). Par conséquent, f;'of oz, Z, — Y est une submersion définie
sur un voisinage de g,(x) telle que le diagramme

X

l \
[
Filefroty

1—’_‘_>Y

soit commutatif. Les mémes méthodes nous donnent un difféomorphisme
g:Z — Z, défini au voisinage de o(x) tel que gla(x)) = a,(x) et que le
diagramme
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x4 x

la lo‘l
8
Z—>Z

soit commutatif. On pose r = fy1of, 07,0 g et on obtient ainsi une submersion
71 Z — Y définie sur un voisinage de o(x) telle que le diagramme (11.23) soit
commutatif. Remplagons X par un voisinage de x et Z par un voisinage de
o(x) de sorte que ¢ soit surjectif et = soit défini sur Z tout entier. D’aprés
(11.21), ona R C J;,,(T,; Z; 7), et d’apres (11.22) et (11.23)

T(R?Cz+l,a(a/)) = p(Rk2+l,a) = R;c;-l—l,!'(a)

pour tous ae X et [ > 0. Donc R est r-projetable et on a un diagramme
commutatif

Rw,a
¢ 4

T ”
Rﬁv,v(a) Rw,p(a)

pour tout a € X, ot ¢ est un épimorphisme. Si R,, = R, N J..(V), on voit que
R’, , est le noyau des épimorphismes ¢ et p de ce diagramme, de sorte que
z: RY 4y — RZ 4, est un isomorphisme pour tout a ¢ X, et R}, est un pro-
longement de RY,.

Soit Fi*/(p) le sous-fibré p* \*TE AN N\?T* de A/ T*, pour j>0; on
pose Fi*i(p) = Fiti(p) pour j < 0. Alors Fi1{(0) C Fi*i(p) et Fi(p) = N’ T*.
Si R, C (T p), R}, C Jn(Ty; Y) sont des équations différentielles telles que

p(Rm,o) = Ry, o0
pour tout a € X, on pose pour j > 0
Fi*i(Rp;0) = {ue N/ T* Q@ R, |(id ® p)u e Fi*i(p) Qx R} .
Sion pose Fi*/ (R p) = N T*Q (Ry N Tn(V)), pour j <0, alors

FiRn;p0) = N'T*®Ryn,  Fiil{Rn; 0 CFVRy; 0,
Fi*i(p) ® R, C F*i(Ry 5 p) »

et la suite
00— Fii{Rn; p) —> F*i(Rn; 0)

(11.24)
s AIVE R (N TE®RY —>0
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est exacte pour j > 0, ol p envoie u € Fi*¥(R,,; p) dans I’élément pu défini
par

(Pu)($1/\"'/\$j®7]1/\"'/\ﬁi)
= pUE N - NENPAN - A7),

(11.25)
avec &), -+, &,eV,y, -,ppeT et =plp)eTypour 1 <I<i.Ona
FilRn; 0 = (N*"T*®Ry) N FUT; )m »
et pour j = 0, (11.25) définit une application
p: FiRn;0) = N'TEQ R,
et
(N T*Q Rn), = (N'T*Q Zn) N(N' T*QInT ; 0)),

est le faisceau des sections p-projetables de Fi{(R,,; p) (cf. [20, §4]). On pose

(NTLTV*® Zm), = (NI ® Zr) N (N T(TV* R Tn(T 5 ), -
On a FUT ; p)m = FiJn(T; p); p) et la suite

0——> NT*® In(V) —> FUT; o) ——> 0" N\ TE ® J(Ty; Y)) —> 0

est exacte.

Soient Z une variété différentiable et ¢: Y — Z une submersion surjective ;
on pose v =gop: X — Z. Soient W et V' les sous-fibrés de T et Ty des
vecteurs tangents aux fibres de ¢ et de ¢ respectivement. Alors J,,(W ; p) est
I’image inverse par I’application p: J,(T; p) — o Vn(Ty; Y) de p~ U, (V'; V),
et la suite

0 —> In(V) —> Tn(W; 0) —2> 07T (V'3 ¥) —> 0
est exacte. Montrons que
(11.26) FUT; o) N FUT ;5 0)m = {u € FUT ; pm|pu € FiTy; 0)n} ,

ot Fi(Ty; &) C N T¥® Ju(Ty; Y; 0). En effet, soit u e FT'; p) ; alors
pue \'TE®In(Ty; Y), ilpu € F(T 5 ) et plilu) € \'7 TE@Tu(Ty 3 V),
pour tout e T. On a

plitpu) = i(H)pu

pour tout pe T, ot ] = p(y) € Ty. Donc, sine T et 7 = p(p) € Ty, on a
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iue NI T* Q@ In(W 5 p)
si et seulement si
iMoue N''TER IV Y) .

Puisque p(W) = V', d’apres (11.20) on en déduit que u ¢ Fi(T; 7) si et seule-
ment si pu € Fi(Ty ; ¢). On vérifie aisément que le diagramme

F:(T; P)m n/ Fg(T: T)m

T

I3

Fi(Ty; 0)n——=A\TEQT,(Tz; Z)

est commutatif, et donc que

F, (T)n = (N T*QIu(T 5 0), N (N T*QTn(T; 7)),

(11.27) ) .
={ue(N'T*QIuT ;0),louec (N TERIn(Ty;Y; 0),}

et que le diagramme

F} (T )n
(11.28) e

N TR Ty Y;0),—"——= N\ TR I (T 23 2)
est commutatif. On pose

FL (Dn = (N TI*®@Tn(T 5 00, N (N T(T)* R Tu(T 5 7)), -

Proposition 11.3. Supposons que X soit connexe. Soient Ry, C J4 (T ; p)
une équation de Lie formellement transitive et formellement intégrable et
N, C J(T) une équation différentielle formellement intégrable telle que

['@I“-bmk] - «/Vlk .

Soient R}, CJi,.(Ty; Y) une équation de Lie formellement transitive et
formellement intégrable et Ny C I, (Ty;Y) une équation différentielle for-
mellement intégrable, avec k, > k, telles que

7l /7 /7
[%k1+l+1’ '/Vk,+l.] c 'A/k;+l ’

. pn N7
P(Rk1+L+1,a) = Rgvi41,000) > P(Nk1+l.a) = Npi4l0a) »
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pour tous ae X et | > 0. Soient Z une variété différentiable et ¢: Y — Z une
submersion surjective et Ri},, C Jy, (T, 3 Z) une équation de Lie formellement
transitive et formellement intégrable et N} C J, (T, ; Z) une équation dif-
férentielle formellement intégrable, avec k, > k,, telles que R} ,, et NY, soient
g-projetables et

ok /1%
[%kz+l+1’ k2+l] - =/V‘k2+l >
’” . D%
U(Rk2+z+1,b) = ng+l+1,a(b) ) G(Nkz+l b) = Ic2+l a(d) 3

pour tous beY et 1 > 0.
(i) Sic =o00p, alors R, et Ny, sont z-projetables et

(1129) (Rlc2+l+1 a) = k;+L+1 w(a)
(11.30) tNiyir,a) = Ny

pour tous ae X et 1 > 0, et le diagramme

H*(Ny)
(11.31) JP N

H*(N}, )———>H*(N”*
dont les applications;p, o, sont données par le théoréme 11.2 (ii) est com-
mutatif.

(i) Soient X, une variété différentiable, o,: X — X, et p,: X, — Z des
submersions surjectives telles que le diagramme

a
XX
lp lm
ag
Y —Z
soit commutatif et telles que R, ,, et N soient o,-projetables. Soient R ., C
Jiyir(Tx, 3 Xy) une équation de Lie formellement transitive et formellement
intégrable et N%, C J (Tx,; X,) une équation différentielle formellement in-
tégrable, avec k, > k,, telles que RY, ., et N}, soient p,-projetables et
[‘@¥63+l+1, '/Vi;cs-ﬂ] - =/Vsl‘¢3+l s
0'1(R/c3+z+1 a) - Ic3+l+1 gi(a) 9 Ul(Nk3+l a.) — Ics+l ci(a)
pl(Rk3+l+1 c) = k3+l+1,p1(c) s pl(Nks+l,c) = kf+l,p1(c) >

pour tous ae X, ce X, et | > 0. Soient V, le fibré des vecteurs tangents aux
fibres de p, et N}, Ny les équations différentielles formellement intégrables
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dans I, (T) et J, (Tx,; X,), avec k, > k,, données par la proposition 10.3 (ii)
a partir de N, et de V et a partir de N%, et de V, respectivement telles que
N, =N.NI.(V) e¢ N} =N, NI, (V). Alors ¢,N. ) CNZ*, ., pour
aeX. SioN.,,) = N, . pour tout ae X, alors N, est o-projetable et

(11.32) UI(N;90+l,a) = N;tfﬁl,al(tl)

pour tous ae X et 1 > 0, et on a un diagramme commutatif et exact

) a X
- —> HI(N,) —> HI(N) —*> HIN?) —2os HIVWNL) —> - - -

(11.33) lal lal o lal

v
- —> HI(N?) —> HI(NY) 25 HING ——> HIVNE) —> -

dont les lignes nous sont données par le théoreme 11.2 (ii). Si, de plus, N,
est une équation de Lie, toutes les autres équations différentielles sont des
équations de Lie, et, si

u: H*(N,) — Der H¥(N,,) , gt H¥(N)) — Der H*(Nf
sont les homomorphismes d’algébres de Lie graduées (11.14), alors

(11.34) o{gla)- ) = pHoy(a)) - a,(B)

pour tous a € H*(Ny), e H¥*(N,).

Démonstration. (i) D’apres (11.20), R,., et N, sont z-projetables, et on
a donc (11.29) et (11.30). D’apres le théoreme 3 de [20], il existe un entier
m, > k, tel que les applications

H;k(Nk)m_’H*(Nk)m » H:k(Nk)m — H*(Nyn ,
(11.35) H¥(N)m — H*(NDn
soient des isomorphismes pour tout m > m,. Si ue NI J(T)*Q A4, avec
m > m,, vérifie Du = 0, montrons qu’il existe u, e (A?J(7)* ® A4 ,)'N
FI (T)etve NI )* Q@ N ., tels que
(11.36) u=u + Dv.
On peut supposer, d’aprés notre hypothése sur m, sans perte de gélléralité,
que ue (A I(T)* Q@ A n),. Alors pu e N\ J(T p)* @ A7 et vérifie Dpu = 0
d’aprés la proposition 4 (ii) de [20]. Puisque (11.35) est un isomorphisme, il
existe w' € (AN/J(T p)* @ A1), et ¢ NII(T p)* @ N7, tels que

ou = u + Du"’ .
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Soient v’ € (N I(T)* @ N ), et v e (NI ) ® N 10, Vérifiant pv’ =
u et pv = u”. Alors

ou—v —Dv)=0,

de sorte que, si N, = N, NJ,(V), alors v, = u — v' — Dv appartient
a /\fJo(ﬂ')*®jm etu, = v+, a (AN J(T)* QA 1),. On a donc la relation
(11.36), ou u, vérifie pu, = «’. Comme u’ e (N\?J(T y)* @ A47),, on voit
d’aprés (11.27) que u, ¢ Fi (7). Maintenant tout élément a € H/(Ny),,, avec
m > m,, posséde donc un représentant ue (A/J(T)* Q@ N ,) N Fi(T)
vérifiant Du = 0. Alors pu est un représentant de la classe pa € H/(NY),, et
zu un représentant de ta ¢ H/(N}¥),,, tandis que o(pu) est un représentant de
a(pa) € HI(NY),,. Puisque o(pu) = ru d’apres la commutativité de (11.28), le
diagramme

H*(Nk)m
[‘0 \
H¥(N)) o ————=H*(N),,

est commutatif pour m > m,, d’ol la commutativité de (11.31).

(iiy Soient N,, = N,, N J.(V) et N%, = Nt N J,(V)) pour m > k,. Alors
0:(Now,o) © N, .y pour tout ae X, de sorte que ¢,(N. ) C NZ . . Soit
I, > 1 un entier tel que

’ AT 7% AT#
Nm = ﬂmNmHo > Nm = n'mNmHo

pour tout m > k,. Si ¢,(N7,,) = NZ .., pour tout a € X, il est clair que N},
est g-projetable et que 1’on a (11.32).

Démontrons maintenant les lemmes suivants.

Lemme 11.2. Sio,(N.. ) =NZ ., pourtoutae X etueFiti(A . 0)N

i+J

Fir (N 1y 01) avec m > ky, il existe w' € Fi*I(A7, ; o)) tel que
Tl — U e Fi AN ) N FE{(N s 0) 5

si Du = 0, il existe v e FI*i"N (A", ,,; o) tel que
Tt — DV e FIEUAN 5 ©) N FiH (A s a) .

Lemme 11.3. Si 0,(N,, ) = N}, ., pour tout aeX et ue(\*J*Q®
N miide NV FUN 1o 01) aveec m > ky, il existe u' € F(a,) @ N7, tel que

Tk — W e(N' T*Q N, N (N T*Q N, -

Lemme 11.4. Si o,(N., ) = N?, ., pour tout aeX et ue(\*'J*Q
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i Ganidenm, avec m>ky et xe X, il existe ve (N\N*T*Q N p),, N
Fi (T )n), tel que pv = m,u.

Démonstration du lemme 11.2. 11 suffit de considérer le cas ou j est positif.
Soit V7 le fibré des vecteurs tangents aux fibres de g, ; alors V{ C W. Puisque
U e Fii(AN b, ©), on a «(i(§)u) = 0 pour tout & ¢ 777 ; donc

(d ® a)(@u) e NI T*Q (N 1)x

pour tout § € #7. 1l en résulte que
aue N"VFQIN' T3 )z, omae NV TFRN T HQOAN Dx .

Or il existe uw e Fiti(A", ;06) tel que o' = omyu. Alors m,u —
w e Firi( AN, a)etoru — u) = 0, de sorte que z,,u — u € Fiti(N s a)).
Comme z(N;) =0, on a z,u — u' e Fi{i{(A ", ; 7). Si Du = 0, alors d’apres
la proposition 3 de [20], ., dx/x,0:4 =0, et puisque [, >1, on a
dy;r, o = 0. I existe donc v,e ATV *FQRQ (N TE QAN Dx et
ve Fiti- (A7 .15 00) tels que dy,x,m,0; = ol et v = v, (cf. [20, §4]).
Alors ¢,Dv = g,x,u ct on peut dans ce cas prendre v’ = Dv.

Démonstration du lemme 11.3.  Puisque u € Fi(AN 1,1, 500) O FAAN i1y 57),
d’apres (11.27) on agu € Fi(A™,., 5 p)x. D’autre part cue A* T EQ AH .,
et il existe donc v e (A\* T %, ® A% . ,),, tel que p,v = ru. En considérant v
comme élément de FiA¥,,,,; p)x & laide de ¢,: X — X, et 'application
o1 FX NS0y oD — (N* T EQ Nk )x, alors plou — v) = cu — pv = 0.
Donc giu — v e (\* T % & A%, .)x, de sorte que 6,74 — w0 = mplou —
v) e (N* T % Q Ny Alors il existe u' ¢ F o) ® A7, tel que g’ = oyrpu
— 7nv. De plus, ofzau — ) =a,ve (N TERQ A7), et m,u—
we (N T*Q Ny, Comme c(N,) =0,onar,u—ue(N\*T*QN)..

Démonstration du lemme 11.4. Tl existe u; e (A*T* O N pmiysnip« tel
que pu, = u; d’aprés (11.27), u, € F (I ), (5411, Par applications succes-
sives du lemme 11.2, il existe u, € (A\* T * & A7,..), tel que

Tmstghhy — Uy € FUN i1y 0D
Comme 7, 4 € (AN*T*Q N pp1y). et t(Ny) =0, 0na
Tmsrth — U € (N*T*Q N piry).
Le lemme 11.3 nous donne maintenant u, ¢ Fi{(A7, ; 6., tel que
V= mply — Ty — U € (N TFQ ANz -

Puisque p(N}) = 0,0nav e (A\*T*Q N ,) N F, (T )y et pv = prplly = Tpld.
Revenons maintenant 4 la démonstration de la proposition 11.3 (ii). A cause
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de (i) et de la commutativité du diagramme (11.31), pour démontrer que
(11.33) est commutatif, il suffit de montrer que le diagramme

]
HI(N) oy —> HI (N5
11.37) l,, l’“
3
HJ(N”* x> HjH(Nko a1(Z)

est commutatif pour tout x ¢ X. Supposons que 1’on ait (11.32) pour tout
ae X etl> 0. Soit m, > k, un entier tel que

H*(Ny) =~ H*(Ni)m = HEWN)m ,  H¥NZ) = H* N = HEWN D
H*(NY) = H¥*(NDp = HX(N{Dw ,  H*N) = H*(Ni )

pour tout m > m,. Soient x ¢ X avec p(x) =y et a € H/(Ny,),. Il existe un
représentant u & (NTILT D* Q@ A siniorr)e,y d€ @, avec m > m,, verlﬁant
Du = 0. D’aprés le lemme 11.4, il existe v € (A Jy(I)* @ N 1101Dens

FI (T ) mstoer,z tel que pv = mp, g, 1. Alors Dve (NTILT)*® ./Vm+L0) N
Fg;f(ﬂ')ml0 et w,Dve (NI I(IT)V*Q N),.. est un représentant de
dc € H*'(N',),. De plus, a7, Dv e (N1 I(T 1 )* @ N8, .z €St Un rEpré-

sentant de ¢,0a € HI*Y(N®),, 2 €t 0,000 = 07y, 100t € NIT(T )* @ W01

est un représentant de ga ¢ H/(NY?),,,- Il en résulte que Doyw e A\ T (T £ )* @
Nt et que 7,000 = omnDv e (NI I(T 1 )* ® A7), 0 €St Un repré-
sentant de doa, d’ol 1’égalité doa = 0,0 et la commutativité de (11.37). Si
N, est une équation de Lie, montrons maintenant que 1’on a (11.34). Soit
m, > m, un entier tel que

H*(Ny) = H*(Ny),, = H*(Nk)m ~ H¥ (Nk)m >
H*(N}) ~ H*(N{)n ~ HX(Ni)n

pour tout m > m, Soient m un entier > m, et « e HY{(N,), fe H/N,).
D’apres la démonstration de (i), il existe un représentant u, e (A\*J(7)* ®
H micivisy) N FE AT s ii1y10m de a vérifiant Du, = 0. Comme p(N.,) = 0,
par applications successives du lemme 11. 2, on obtient a partir de u, un re-
présentant u, € \¢J(T)* Q@ N 1 .1,, de  tel que

()J* ® ”)uz € F%('/Vm+lo+l; 01) n Fi,r(g—)m+lo+1 .

Puisque Du, = 0, la proposition 4 (i) de [20] nous dit que le représentant
U = Ty, i, appartient & (A J(I)* ® N 1y 10y N Fo AT )prior D’aprés notre
hypothése sur m, il existe un représentant v e (\’ Jo(ﬂ' Y@ A1), de B3
alors [u, v] e (A" J(I)* ® /Vm+z,,)a1 et mulu, vl e (NI I(I)* ® A7).,
est un représentant de u(a)-p. Alors gx,[u,v] est un représentant de
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a,(ul@)- B) € H*I(NE). D’autre part, g e (A J(T x)* @ A1), d'apres
(11.27) est un représentant de g, € H/(N%) et av € N7 J(T z)* ® A7, de
0,8 € HI(N}), de sorte que a7, [u, v] = nyloum, ovl e AP I(T ) Q A2k
est un représentant de p(o,()) - 0,(8), ce qui démontre (11.34).

12. Prolongement et équivalence locale d’équations de Lie

Soit g(T'; p) < S¥I(T)* ® J(T) le sous-fibré noyau de rn;_,: J(T; p) —
Jie_i(T;5 p). Si p*: T¥ ,zy — T¥, pour x e X, est I'inclusion induite par p, alors

9x(T; p) = SKI(TY* @ I((V) + (0*S*T%) ® J(T)

. " " £ R oueSU(T*RIMN)
a {u €SI B I(D) pour tout & ¢ J(V) } '

Soit Qx(p) le fibré des jets d’ordre k inversibles d’applications X — X

p-projetables (i.e., qui induisent des applications Y — Y); c’est une forme
finie de J,(T'; p). Si

0k, (p) = {¢ € Qi1(p) | mxgp = 1,(x), si x = source ¢} ,

alors on vérifie que

anlg-H(P) = 9un(T; P)

et par conséquent que

Qk+1(p)(aa b) = {¢ € Qk+1(a: b) | ¢(Jk(V)a) = Jk(V)b}

pour tous a,b ¢ X. Les automorphismes de X solutions de Qy(p) considéré
comme équation différenticlle sont les automorphismes de X p-projetables. On
note p: Q.(p) — Q.(Y) la projection naturelle de Q,(p) sur le fibré Q.(Y) des
jets d’ordre k inversibles d’applications ¥ — Y. Le fibré Q,(V) des jets de
0:(p), dont I’image par p dans Q,(Y) est égale au jet d’ordre k de l’identité
Y — Y, est une forme finie de J4(V).

D’aprés le corollaire 3 de [20] et les méthodes du §5 de [20], on peut
démontrer le

Lemme 12.1. Ona 9,(T; p),1 = 94..(T; p) pour k > 1, et H™(g,(T'; p))
=0pourm>1etj>0.

Soient x ¢ X et y = p(x) ¢ Y. La proposition suivante est une conséquence
des résultats de Rim [13] et du lemme 12.1.

Proposition 12.1. Soient L une algébre de Lie transitive, L' une sous-
algébre fondamentale de L et m,: L — L/L’ la projection naturelle. Soient
i,: L — J(T; p), une application et iy: L|L* — J(T), un isomorphisme tels
que le diagramme
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L 5 I(T; ).

N

L/L' 5 J(D),
soit commutatif et

[il(E)a l](ﬂ)] - 1.071'0[5, 7]]

pour tous & neL. Alors il existe un monomorphisme i: L — J. (T; p),
d’algébres de Lie transitives tel que m, i = i,. De plus, si I’ est une autre ap-
plication vérifiant ces conditions et si nyoi = myoi, il existe ¢ e Q..(p)(x, x)
tel que poi =1 et wy, 1 = I;,,(X).

Le résultat suivant est une version relative du théoré¢me III de Guillemin-
Sternberg [7] et sa démonstration est une généralisation facile de celle de ce
dernier griace au lemme 12.1 (cf. Rim [13]).

Théoréme 12.1. Soient L' C J (Ty;Y), une sous-algébre de Lie transi-
tive fermée, L une algébre de Lie transitive et ¢: L — L’ un épimorphisme
d’algébres de Lie transitives. Soit L° une sous-algebre fondamentale de L telle
que ¢(L)Y C L' N Jo.(Ty; Y),. Pour tout isomorphisme o.: L|L* — J(T), tel
que le diagramme

L/ -5 1D,
! g
L'/ —J(Ty;Y),

soit commutatif, o L =L NJ.(Ty;Y),, il existe un monomorphisme
d’algébres de Lie transitives

i:L—J(T;p),

tel que .
(i) UL =iL) NI(T; p)zs
(ii) [lapplication induite par i

L/L"— J|(T),

soit égale a «;
(iii) le diagramme

L5 J.(T; p),

poo ks

L' —>1.(Ty;Y),
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soit commutatif.

Sii': L — J.(T; p), est un autre monomorphisme vérifiant ces conditions,
alors il existe ¢ € Q. (V)(x, x) tel que ¢oi = 7'.

Supposons que Y soit munie d’une structure de variété analytique réelle.

Théoréeme 12.2. Soient R, C J Ty ;Y) une équation de Lie analytique
formellement transitive et formellement intégrable dont on note RY.., le l-iéme
prolongement, et L une algébre de Lie transitive et L® une sous-algébre fonda-
mentale de L. Soient yeY et ¢: L — R, un épimorphisme d’algébres de
Lie transitives tel que ¢(L°) C R’’°,.

(i) Alors il existe une variété analytique X, une submersion analytique
0: X —Y, un point xe X tel que p(x) =y, un monomorphisme i: L —
J.(T; p), d’algébres de Lie transitives, tels que i(L) soit une sous-algébre
transitive de J (T), vérifiant les conditions (i) et (iil) du théoréme 12.1, ou
L'"=RZ,.

(i) Quelque soit I'entier m > 0, il existe sur un voisinage U de x une
équation de Lie analytique R, C J (T ; p) formellement transitive et formelle-
ment intégrable p-projetable et € Q.(p)(x, x) tels que

P(Rk+z,a) = R§C/+l,p(a)
pour tous 1 >0 et ae U, et, si y = p(y),
v-i:L—>R.,, V:R.[,—Rl,
soient des isomorphismes d’algébres de Lie transitives et x W = I, . (x), et
tels que le diagramme

L X5R.,

bl

¥
RZ,, > RZ,,

soit commutatif.

Démonstration. (i) Soient X une variété analytique et p: X — Y une
submersion et x ¢ X vérifiant p(x) = y tels que J(T), soit isomorphe & L/L°.
Le monomorphisme i: L — J.(T ; p), existe d’apres le théoréeme 12.1.

(i) Soit Ry.,; C Jpr (T ; p) U'image inverse de R}.,, par p, pour [ > 0.
Comme %y, est engendré par (%,.,,),, de la suite exacte

B p 174
0 —> o i ?) —> Frs)y —> By —> 0

et de (11.5), on déduit que R,.,, est une équation dg Lie analytique formelle-
ment transitive. Il existe un entier k; > k” tel que R,, soit formellement in-
tégrable et R, ., = (Ry,),;, pour [ > O (cf. [20, proposition 5 (i)]). D’apres
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nos hypothéses sur ¢ et sur i, on a (L) C R.., = lim Ry, ;. La version re-
lative du troisieme théoréme fondamental (corollaire 6.2) nous donne ’existence
sur un voisinage connexe U de x d’une équation de Lie analytique R, C R, for-
mellement transitive et formellement intégrable, avec k > k, et de " € Q.. (x, x)
tels que m,.0" =1,,,(x) et +i(l) = R, , (cf. théoréme 4.1). D’apres la
proposition 12.1, il existe ¥ € Q.(p)(x, x) tel que Yroi = oi et my b =
I,..(x), de sorte que yoi: L — R, , est un isomorphisme d’algébres de Lie
vérifiant (L") = R, ,. Si ¢ = p(y) € Q.(Y)(»,¥), on a

(12.1)  $RZ, = v(L) = Vpill) = pvi(l) = p(R....) C R,

d’aprés la construction de R;. Donc v est un automorphisme de RY.., , et par
conséquent aussi de R” ,. D’apres (12.1), on obtient

pR..=RI,,
(12.2) p(Ry,1,0) = RY,,,

pour tout [ > 0. Comme R,_,,, est formellement transitif et U connexe, pour
tout a e U, il existe ¥, € Q,;..(p)(x, a) appartenant a une forme finie de R, . ,,,

tel que ' (Ry,1,) = Ry, et tel que, sivy = p(¥) € Qr, i .,(Y)(y, p(a@)), 'on
ait d’apres (12.2)

\p‘lR;c,Jrl,y = \T’HORkJrl,z = P\V1Rk+l,z = ka+l,a c R;c,+l,9(a) .

Donc ¥, : RY,; ., — RY,1, . €st un isomorphisme et o(Ry,1,.) = RY, ;. pca)-

En prenant L = R/, dans le théoréme précédent, I’équation de Lie R,
qu’on obtient est un prolongement de RY. et on a le résultat suivant qui nous
montre que toute sous-algebre ouverte L° C R/’, correspond & la sous-algébre
fondamentale R, ., d’un prolongement R, de R}.:

Corollaire 12.1. Soit R} C J, (Ty;Y) une équation de Lie analytique
formellement transitive et formellement intégrable. Si L° est une sous-algébre
ouverte de R, alors il existe une variété analytique X, une submersion
analytique p: X — Y, une équation de Lie analytique R, C J (T ; p) formelle-
ment iransitive et formellement intégrable, avec k > k', qui est p-projetable
et un prolongement de R}, et x ¢ X avec p(x) = y et ¥ ¢ Q.(Y)(,y) tels que
TL) = o(RL,).

Soit Z une variété différentiable dont on note T, le fibré tangent. Soient
R) CJ,(Ty;Y), R* C J,(T,; Z) deux équations de Lie formellement transi-
tives et formellement intégrables. Soient 4 un ensemble finiet N/ C J, (Ty;Y),
Ng*CJ, (Tz;7), e A, des équations de Lie appartenant a S(R}) et
F(R]*) respectivement.

Soient y ¢ Y, z ¢ Z. Supposons que Y et Z soient munies de structures de
variétés analytiques.
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Théoréme 12.3. Supposons que R; et R]* soient des équations de Lie
analytiques. Soient ¢’ : R, , — R}, un épimorphisme d’algébres de Lie transi-
tives tel que ¢"'(N2/')) = N’} pour tout o € A, et k, un entier > 1.

(i) Il existe une variété analytique X, un point x ¢ X, des submersions
analytiques p: X — Y, p*: X — Z vérifiant p(x) = y, p*(x) = z, une équation
de Lie analytique R, C J,(T; p) N I(T; p*) formellement transitive et for-
mellement intégrable et des équations de Lie N¢ C R, (a ¢ A) formellement
intégrables tels que

(12.3) (Zror, /E] C N

pour tout o & A, et tels que R, soit un prolongement de R’ et N un prolonge-
ment de N3/ et

(12.4) PR y1,0) = Rt oty
(125) p#(N;+L,a) = zz%,!’*(a)

pour tous 1 >0, aecA et aeX. De plus, il existe ¥ e Q. (Y)(y,y) et
V¥, € Q.(Z)(z, 2) tels que iy = 14,0(0) €t T, 0y = Li, (), et

VRL) =RL,, T(RI) =R,
sy 2y ’ s
TN =Nty , (N = N

pour tous a ¢ A, et tels que les diagrammes

'
Ri, >Rz NZ, N
v = |7 |7
l otep1 otept »
RZ, ZO5 R, N, SO N

soient commutatifs, o p~* est I’inverse de p: R.. ; — R’ ,.
(ii) Les applications p, o* induisent des homomorphismes d’algebres de
Lie graduées

(12.6) p*.p—l; H*(R;/)y N H*(R:]/#)Z ,
(12.7) oo™t H¥ NGy — HF(INGT),
tels que le diagramme d’algébres de Lie graduées

phep! 7
HA N3y, s AN,

(12.8) l, l,

phept /
H*(R}), ——> H*(RYY,
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dont les homomorphismes ¢ sont induits par des inclusions d’équations dif-
férentielles, soit commutatif.

(iii) Sia,Be A et NY/, estle noyau de ¢”’: N2/, — N}, alors N&, , est le
noyau de I’épimorphisme o*: N2, . — N'¥ et on a une suite exacte

- ¢ Ny, PP «
(12.9) e HJ(NZ;’)y —> HI(N;), ——> HI(NF'®),
] .
7 HJ“(N;’;;’)?, — .,
dont U'application ¢: H*(Nf,;’)y — H*(N2), est I’homomorphisme d’algébres
de Lie graduées induit par I’inclusion N¥’ C N%’. De plus, on a un homo-
morphisme

p: H*(N3), — Der H*(NY7),

d’algébres de Lie graduées, et ¢ et p entrelacent H*(N3)), et H*(NJ)),. Si
N?¥', est le noyau de I’épimorphisme o*: R, , — R}, on a une suite exacte
) ¢ A pepl ad )
S HJ(Ng;’)y ——> HI(R)), —— HI(R/H, —> Hf“(Nf,;’)y —_ e

(iv) SiaeAd et ¢": N, — NI} est un isomorphisme, alors N est un
prolongement de N3 '* et I’application (12.7) est un isomorphisme d’algebres
de Lie graduées. Si ¢'': R , — R*, est un isomorphisme, alors R, est un
prolongement de R]* et N; est un prolongement de Ng'* et les applications
(12.6) et (12.7) sont des isomorphismes pour tout o ¢ A.

(v) Soient Y,,Z, des variétés analytiques, R, C J,(Ty,; Y)), R} C
J(Tz,; Z)) des équations de Lie analytiques formellement transitives et formel-
lement intégrables et N2 C R/, , Ni* C R} (e e A) des équations de Lie
appartenant a F(R},) et S(R}). Soienty, e Y,, z,eZ, et ¢': R, , — R} un
épimorphisme et 2: R, ,—R., ,,2: R} — R}  des épimorphismes d’algébres
de Lie transitives tels que le diagramme

¢

174 1443
R°°11/ Rm’z

b

R, 2> R®

®,¥1 00,21

soit commutatif et tels que ¢'(N% ) = NZ%, et ANZ) = NZ , pour tout

5,1
a e A. Soit y € A et supposons que N7, soit le noyau de ¢”. R, ,— R}, et
que N7, soit le noyau de ¢': R, ,, — RZ ... Soient X, une variété analytique,

x,eX, et p:X,—>Y,, pt: X, > Z, des submersions analytiques vérifiant
o(x) = y1, pix) = zy, et

Rd CJ(Tx, 5 X5 Pl) N Jy(Tx,; X135 0D
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une équation de Lie analytique formellement transitive et formellement inté-
grable et ]V; - Rd (x € A) des équations de Lie formellement intégrables
appartenant a s (Ié ) donnés par (i) tels que Rd soit un prolongement de R},
et N" un prolongement de N7, , et

# ¥ - ?
pl(Rd+l p) = d+l OB Pl(Ng+l,b) = Ngfz,p*f(b)

pour tous 1 >0, ae A et beX,. On a alors un diagramme commutatif
d’algébres de Lie graduées pour tout @ ¢ A

Lo-1
H*(N;/a/)y etp H*(Ng;/g)z
(12.10) i; l;»
*( NJa/ p‘f-pl‘l *( Na’
H*(Ng )y, ——————> H¥(N%),,

dont les homomorphismes o*-p~" et pf- 7" sont donnés par (ii); si 2: N2/, —
Nz, et 2. N} — Nz* sont des isomorphismes, les homomorphismes 1 et
A* sont des isomorphismes. Soient «, 8 € A ; supposons que N¥’, soit le noyau
de ¢ NI/, — N2’} et que N% , soit le noyau de ¢': N/ , — N;’“Zl On a un
dlagramme commutatlf

<Y1

. HJ(Np//)y _f H](Na//)y Hj(Na//ﬂ) ___) Hj+1(Nﬂ//) ..
(12.11) iz lx lzﬁ lz
- = HINZ,),, -S> HINZ),, eber] HINE,, ——> HIM(NE),, —

dont les lignes exactes sont données par (iii). De plus, si p: H*(NZ),, —
Der H*(N¥, ﬁ)y1 est I’homomorphisme donné par (iii), alors

(12.12) () -v) = pAW)- 1)

pour tous u € H¥*(N3),, v € H*(Nﬂ”)y

Démonstration. (i) Ilexiste une sous-algebre ouverte L’ de R’°, telle que
¢’(L") C RZ*; on peut prendre par exemple L° = R’ 1 ¢”~ 1(R”**") D’aprés
le théoréme 12.2, il existe une variété analytique X, un point x € X, des sub-
mersions analytiques p: X — Y, p/: X — Z vérifiant p(x) = y, p'(x) = z, des
monomorphismes i: RY , — J.(T; p),, ©*: R% , — J.(T; p'), d’algebres de Lie
transitives tels que L = z(Rw,y) et Lt = *(RZ , ) soient des sous-algebres transi-
tives de J (1), et

et tels que les diagrammes
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. .

R, 5 T.(T; p)s RY, S5 T.(T; 0)s
lld lp l'ﬁ” lpr

R, — J.(Ty;Y), R}, —J1.(T,; 2),

soient commutatifs. Considérons I’algébre de Lie transitive R , et sa sous-
algeébre fondamentale L°. D’apres le § 10, L® permet de définir des filtrations
sur R , et sur les idéaux fermés N%/, de R” ,, d’ou des gradués associés
gr R , et gr N2/, et leurs groupes de cohomologie H™/(gr R ,), H™J(gr NZ’,).
Soit k > k, un entier tel que

ch+L,j(gr ngy) — Hk+l,1(gr N’y =0

0, Y

pour tous I >0, j = 1,2, a e A, et tel que N%/, soit défini par un feuilletage

dans (RZ,, R’ , NJE(Ty; Y),) et N’} le soit dans (R”*,, R\, N JE(T 55 Z),)
pour tout « € 4 ; un tel entier existe toujours en vertu du lemme 10.1 et de la
proposition 10.1. En remplagant X au besoin par un voisinage simplement con-
nexe de x, d’apres la remarque qui suit le corollaire 6.1, le théoréme 12.2 nous
donne maintenant I’existence d’équations de Lie analytiques R, C J,(T; p),
Ri C I (T; p’) formellement transitives et formellement intégrables et + e

0..(p)(x, %), ¥* ¢ Q.(0)(x, x) tels que R, soit un prolongement de R et
PRt = R oy
pourtous [ >0ectaec X et
v:L—-R,,, v L — RY, .

soient des isomorphismes et my, W = 7 ¥ = I, ,(x), et tels que les dia-
grammes

L ¥ N L 3
> R.., r+ S5 R,
lp lp lp’ lp’

R _’1'> R R’ L#) R/t
0, Y ©,y 0,2 ©,7

soient commutatifs, ol = p(y) et V¥ = p/(*). Vérifions maintenant que

(12.13) V(N') = N/

Y

(12.14) VNS ) = N,

pour tout « € A. Si I* est I’idéal fermé i(N%”) de L, alors on a

V(N = Fo?) = py(I7) C p(I* + JE(T'; p).)
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puisque zy, 4 = I;,,(x); donc

YN C N2, + Ty Y),

Y

Comme v est un automorphisme de R, ,, on a

,Y2
V(N C N2, + RE, N TE(Ty; Y), .

0, Y.

D’aprés le lemme 10.2 et notre hypothése sur %, on en déduit que

FN,) © N/

oo,y 3

donc + induit un automorphisme de N3, , ,, pour [ > 0, et par conséquent
est un automorphisme de N2/, d’ou (12.13). Si I** est I'idéal fermé #(NZ”),
alors

PN = P (N = T'd

et puisque r;, " = I, ,(x), le méme raisonnement démontre 1’égalité (12.14).
Considérons les idéaux fermés (I*) de R., , et ¥*(I**) de R, , et leurs gradués
associés pour les filtrations induites par J. (T),. Puisque i(L%) = RY, , et
YHi*(L’) = R¥ ., on a d’aprés notre hypothése sur £

Hk+l,1(gr \P(Ia)) — ch+l,1(gr 1[/'iﬁ(la#)) — 0

pour tous [ > 0 et w e A. Soient N2 C R, et N2¥ C R% (x ¢ A) les équations
de Lie formellement intégrables données par le théoreme 10.1 telles que I’on
ait (12.3) et N2, = ¢ (I?), Nt , = ¥*(I*). Comme my 1 = e yp* = Teya(x),
on a

L =R, L} =R, ,
(12.15) e .o e b
ﬂkla = N;’Z 5 7'!,'](310dt = N;?z .
De (12.13) et (12.14), on déduit que p définit un isomorphisme
p: N, > N7,
et o’ un épimorphisme
o i N# ——> NJF

pour tout « € 4. Il existe un isomorphisme unique d’algébres de Lie ¢,: L —
L* tel que ¢, oi = i*. Puisque ¢,-i(L") = i*L"), on a

(L NJLUD),) = LF N JU(TD), 5

d’apres le théoréme III de Guillemin-Sternberg [71, il existe donc ¢ € Q.. (x, x)
qui induit I’isomorphisme ¢,. On vérifie aisément que le diagramme
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¢

L — Lt

lp lp’
¢//

R? , —> R},
est commutatif, et I’on a évidemment
o) = I** .
D’aprés (12.15), ¢ définit donc des isomorphismes
Tend: Ry — RL ., Tpnd: Nio— NZ?z .

D’aprés la proposition 5.5, il existe une section analytique ¢ de Q%,, sur un
voisinage de x telle que sur ce voisinage I’on ait

et ¢(x) = m;,.6. Si g, est le noyau de r,_,: Ry —J,_,(T), alors H**13(g, ) et
H¥*%i(gr R, ) sont isomorphes, pour / > 0, et puisque X est connexe, ¢, est
2-acyclique. Alors Z¢~" est une section de J(T)* @ R¥; si Pt,, est une forme
finie analytique de RY.;, d’apres le deuxieéme théoréme fondamental pour les
équations de Lie analytiques, il existe une section analytique + de %, , sur un
voisinage de x telle que Zv = 24" et ¥(x) = I ,,(x), de sorte que Z(yr-¢)
= 0. On peut donc écrire ¥ -¢ = T (), ou f est un difféomorphisme de X
défini sur un voisinage connexe U de x (cf. théoréme 6.2). On a alors J, )163)
= 7.1 et

(12.16) ;k+1(f)(Rk|U) =Rl 5
de la proposition 11.2, il découle que I’on a
(12.17) JeaWWViw) = Nty

pour tout « ¢ A. Considérons la submersion p* = p’of: U — Y et remplacons
X par ce voisinage U de x. Puisque R C J,(T; o'), de (12.16) il résulte que
R, C J(T; p*) et que 'on a (12.4). De (12.17), on déduit que p* définit un
épimorphisme

% . 174
of: Ni, ,— NJE

Le théoreme 11.2 (i) nous dit maintenant que N est p-projetable et p*-projetable,
que Ng est un prolongement de N4 et vérifie (12.5). Puisque j.(H(x) : L —
RY, , et Y*.¢: L — Rf , sont des isomorphismes, d’aprés la proposition 12.1
il existe ¥ € Q..(o)(, %) tel que 74, ¥ = Ly, (1) et J(DE) -+ = /-y, de
sorte que ¥/(RL,.) = R%,;si ¥ = o/(¥) € Q.(2)(z, 2), on a ¥(R%:) = R,
Alors
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o = 0 (D) = oA
comme applications R.. , — R’*,; donc
Godro =T TG0,  pp =V Prg”

comme isomorphismes R ,— R*, ol p~' est I'inverse de p: R.. ,— RZ ,.
On pose ¥, = ¥’ -Y*; alors 7, ¥, = I;,,(z). D’aprés le lemme 10.2 et notre
hypothése sur k, on a ¥/(N2'#) = N«’f, d’ou d’apres (12.14), ¥,(NZ'H = N7,
pour tout «w € A.

(i1) Le théoreme 11.2 (ii) et (iii) et I’application p nous donnent des iso-
morphismes d’algébres de Lie graduées

p: H¥ND, — H*(NYY), ,  p: H R, — H*RY), .

Considérons le diagramme commutatif

. ,,
H*(Ng), £ H*(ND. —— H*N3),

R

~1
H*R}), “— H*(R). ——> H*R),
dont les fleches verticales sont induites par des inclusions d’équations de Lie
et les fleches horizontales sont données par le théoréme 11.2 (ii) et les appli-
cations p et p*; on en déduit le diagramme (12.8).
(i) Si p7':RZ,— L est linverse de I'isomorphisme p: L — R
diagramme

144
2,y

le

RI, 982 g

70
R,

dont les applications #-¢.p7': N/, — N et ¥*-4.p7": R , — R¥, . sont
des isomorphismes, est commutatif. Donc si N%’, est le noyau de ¢": No/, —
N2’%, puisque ¥# est un automorphisme de NZ’#, alors on voit que N% , est le
noyaude p’: N , — N2’k et d’apres (12.17) que N, , estle noyau de p*: N, , —
Nk, D’apres le théoreme 11.2 (ii), on a la suite exacte
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. ¥ . d .
cos > HIND, ——> HIND, > HI (NG, ——> HIV(ND, —> -

dont on déduit la suite exacte (12.9) a I’aide du diagramme commutatif

-1
HIWNG)), £ HIWND),

| |

-1
HINZ), £ HI(N?),

dont les fleches horizontales sont des isomorphismes (cf. (ii)) et les fleches
verticales sont induites par les inclusions N2/ < N’ et N§ < N;. Le théoreme
11.2 (iii) nous donne un homomorphisme d’algébres de Lie graduées

p: H5(N3), —> Der H*(N?),

tel que ¢ et p entrelacent H*(Ng), et H*(Nf),. A l’aide des isomorphismes
p~' d’algebres de Lie graduées, on obtient I’homomorphisme d’algebres de
Lie graduées

p: H*(N3.), —> Der H¥(N%)),

tel que ¢ et 4 entrelacent H*(N37), et H*(N§,),.
(iv) découle directement de (iii).

(v) Puisque p,: Rm,xl — R/, . est un isomorphisme d’algebres de Lie transi-
tives, pr*-4-p: R.,— R, ,, est un épimorphisme; pour tout « ¢ 4, I'image
de N¢, , par cette derniére application est égale a N ¢ - D’apres (i), il existe une

variété analytique connexe X, et x, ¢ X, des submersions analytiques ¢: X, —
X, g,: X, — X, vérifiant ¢(x)) = x, g,(x,) = x,, une équation de Lie analytique

S, C Jn(TX0§ Xy 00 N Jn(Txo;Xo§ o)

formellement transitive et formellement intégrable et des équations de Lie
Ss C Sy, (x € A) formellement intégrables appartenant a #(S,) tels que S, soit
un prolongement de R; et S un prolongement de N% pour tout « € 4, et tels
que

o

Ul(Sh+z,a) = Rh+l,ol(a) ) Ul(SZH,a) = Ni+z,a1<a)

pour tous a € X, I > 0 et a ¢ A. Alors, puisque N7, , est le noyau de o*: R, ,
— R v, d’apres (iii), 87, ,, est le noyau de gfoo: S, ;,— R%,,. D’apres la
proposition 10.3, 7, appartient a F#(S,); soit W le sous-fibré intégrable x,S7,
de T'y,. D’apres le théoréme 11.3 (i), il existe une variété différentiable Z,, une
submersion z,: X, — Z, définie sur un voisinage de x,, une équation de Lie
formellement transitive et formellement intégrable S% C J, (T, ; Z,), avec
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h, > h, telles que le fibré des vecteurs tangents aux fibres de r, soit égal a W
et telles que S, soit r~projetable et

To(Sh1+z @) = h1+l zo(a)

pour tous a appartenant a un voisinage de x, et / > 0. Comme ¢,(S} ,) =
Nh ey DOUT tOUt a € X, et N, o est le noyau de pt: R, o — RZ ., on a glo,(W)
= 0. D’autre part, 0%0,(Ss.1,0) = R3+1, 40cay POUr tous a e X, et [ > 0. Donc,
en remplagant X, par un voisinage connexe de x, et Z, par un voisinage de
7(x,), on peut supposer que r, est surjectif, et, d’apres le théoréme 11.3 (ii),
que 1’on a des submersions ¢: Z,— Z et t,: Z, — Z, telles que le diagramme

x < x,- 2 x,

(12.18) lpx lT" lpg

T 7]
Z—7,—> 7,

soit commutatif, et telles que S%, soit c-projetable et z,-projetable et un
prolongement de R,* et telles que

T1(Sh1+z b) = h1+l z1(d)

pour tous b e Z, et [ > 0. Le théoréme 11.2 nous donne des équations de Lie
Sat e F(S), avec h, > h;, a € A, telles que

— Qb
fo(SZaH,a) = S‘Ilza+l,rg(a)

pour tous ae X,, «c A et [>0. Le théoreme 11.2 nous dit que S35 est
r-projetable et r,-projetable, et (12.18) implique que

T(S?L’iu ) = N;‘L;/i:‘l ) » pour A, +1>gq,,
TI(Sha+l D =Nt pour b, + 1> s, ,

pour tous b ¢ Z, et @ ¢ A. Considérons le diagramme commutatif

a1 V o1
N, <P No < 85— N ., —> N,

(12.19) l,,* lfo lpf

T 1'1
118 ¥ al}
NJF «— 82, ——> NI,

ol Z, = 7,(x,) et p,a, p, sont des isomorphismes. Puisque pf: N5 , — N2/} est
un épimorphisme et z: $% , — R*, ¢: 8% , — N& , sont des isomorphismes,
on voit que r: 8%, — N&’f est un isomorphisme. Il en résulte que S7} est
un prolongement de Ng* pour tout « € A. D’apres la proposition 11.3 (i)
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et le théoréme 11.2 (ii), au diagramme (12.19) correspond le diagramme com-
mutatif d’algebres de Lie graduées

H*(N3.)y H*(N7.)y,

" n

H*(N%), <— H*(S),, —s H*ND,,

P

HA(N), < H*S3)., —> H (N,

dont les fléches p, ¢, p;, = sont des isomorphismes. On pose 2 = p;0a,00 o p™!
et 2* = ¢, 07! et on obtient le diagramme commutatif (12.10). Soient «, 8¢ 4 ;
on suppose que N&’, est le noyau de ¢ : N2/, — NZ/# et que N&  estle noyau
de ¢': NY, — NZ *,1 D’aprés (iii), on voit que N, = estle noyau de pf: Ne, =

— NZ%, ; de plus, S2 ,, est le noyau de z,: % ,, — S%,.. On a un diagramme
commutatif

0 0 0 0 0
Lol
N‘B// N Ni T Sloso,zq > Nfo,xl NE"I »¥Y1

l

Na/l f\/

U U
1

.= 8%, —> N, T5 N

*,¥1
l lp’f

N
NQ Sa#

T1
al
0,20 Noo,zl

dont les colonnes sont exactes et dont les applications ¢,, r, sont des épimor-
phismes. Le théoréme 11.2 (ii) nous donne des applications a: H/(S%),, —
HI*YS8) gy, 0: HI(NGH),, — Hf“(Ng)I1 et la proposition 11.3 (ii) nous dit que
le diagramme

HING), «— HIS3), —> HINg,,
& | J
HIHND), <— HI*(SE),, —> HIM(ND),,
est commutatif et que ’on a
o(p(w)-v) = ploW)-o(v) ,  o(p@)-v) = (o) o,(v)

pour tous u € H*(S%),,, v € H*(S3),,, ou les applications x nous sont données
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par le théoréme 11.2 (iii). Il en résulte que le diagramme (12.11) est com-
mutatif et que I’on a la relation (12.12), ce qui termine la démonstration du
théoréme.

Nous donnons maintenant la notion d’isomorphisme ou d’équivalence locale
d’équations de Lie introduite par Cartan, qui généralise la notion d’isomor-
phisme d’équations de Lie sur une méme variété.

Soient Ny C Ry, N C RY* des équations de Lie appartenant a #(R}) et
J (R respectivement. Nous dirons que (R, Ny ,y) et (R}, Ny*, z) sont
(localement) isomorphes s’il existe une variété différentiable X, des submersions
p: X —Y, ot X — Z et x e X, vérifiant p(x) = y, pf(x) = z, une équation de
Lie R, CJ (T ; p) NJ(T; p") formellement transitive et formellement intégrable
et une équation de Lie N, C R, appartenant a #(R;) tels que R, soit un
prolongement de R} et de R;* et N, un prolongement de N, et de N7/%.

Pour que (R}, N, , y) et (Ry*, NJ*, z) soient isomorphes, il faut qu’il existe
un isomorphisme ¢”: R’  — R’* d’algébres de Lie transitives tel que
§'(NZ,) = N'Z,.

Nous dirons que (R},y) et (R/% z) sont (localement) isomorphes si
(Ry, Ry, y) et (R/*, R//%, z) sont (localement) isomorphes. Au § 6, nous avons
montré que, si R,, R% sont deux équations de Lie analytiques sur une variété
analytique X formellement transitives et formellement intégrables, et six, x* ¢ X,
alors (R, x) et (R, x*) sont localement isomorphes sur X si et seulement s’il
existe ¢ € Q..(x, x%) tel que ¢(R..,) = R% ... Du théoreme 12.3 (i) et (iv), on
déduit la généralisation suivante de ce résultat:

Théoréme 12.4. Supposons que R} et R/* soient des équations analytiques.

(1) (RY,Ny,y) et (RY*, Ny z) sont isomorphes si et seulement s’il
existe un isomorphisme ¢'': R , — R!*, d’algébres de Lie transitives tel que
§"(NZ,) = N,

(i) Si Pune des conditions de (i) est remplie, alors on a un diagramme
commutatif d’algebres de Lie graduées

H¥(N), % H*(N;),

l l

H*(R}), == H*R}),

dont les fléches verticales sont induites par les inclusions N, C R;,’O et NJ* C Ry}
et les fleches horizontales sont des isomorphismes.

Le théoréme précédent nous montre que la relation d’isomorphisme local
entre de tels triplets (R}, N;,’u, y), oul R} est une équation de Lie analytique,
est une relation d’équivalence. En prenant p = p,, q = q,, N, = R} et
N}* = R* dans le théoréme précédent, on obtient le résultat suivant qui
implique que la relation d’isomorphisme local d’équations de Lie analytiques
est aussi une relation d’équivalence.
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Corollaire 12.2. Soient R, C J,(Ty; Y), R/* C J(T; Z) des équations
de Lie analytiques formellement transitives et formellement intégrables.

(1) (Kuranishi [22], Petitiean [24]) Si ye Y et ze Z, alors les couples
(R, y) et (R/*, z) sont isomorphes si et seulement si les algébres de Lie transi-
tives R , et R!*, sont isomorphes.

(i) Si U'une des conditions de (1) est remplie, alors on a un isomorphisme
d’algébres de Lie graduées

H*(RY), === H*R]Y, .

13. Cohomologie de Spencer d’algébres de Lie transitives

Soient L une algébre de Lie transitive et I un idéal fermé de L. D’apres le
corollaire 6.1 et e théoréme 10.1, il existe une équation de Lie analytique
formellement transitive et formellement intégrable R, C J,(Ty; Y) sur une
variété analytique Y, un point y € Y, une équationde Lie N, C R, appartenant
a #(R,) tels que (R..,, N.,,) et (L,I) soient jsomorphes en tant que couples
d’algebres de Lie topologiques. On pose

H*(L) = @Hj(L) . Hi(L) = HY(RY), ,
H*(L’I) = @ H](L’I) ’ HJ(L’I) = HJ(N;J,)Z/ ’

720

et on appelle Hi(L) le j-i¢éme groupe de cohomologie de Spencer de L et
Hi(L,I) le j-itme groupe de cohomologie de Spencer de I’idéal fermé I de L.
On a évidemment H*(L, L) = H*(L).

Théoréme 13.1. (i) L’algébre de Lie graduée H*(L,I) d’un idéal fermé I
d’une algebre de Lie transitive L est bien définie et ne dépend que de la classe
d’isomorphisme de (L, I) en tant que couples d’algebres de Lie topologiques.

(ii) Si ¢: L — L” est un épimorphisme d’algébres de Lie transitives et
ICL, I”" CL” des idéaux fermés de L et L tels que ¢(I) = 1", alors on a
un homomorphisme

H*(¢): H*(L,I) - H*(L",1")

d’algebres de Lie graduées qui est défini a des automorphismes des algébres
de Lie graduées prés. Si +y: L' — L'’ est un épimorphisme d’algébres de Lie
transitives et I'" C L' est un idéal fermé de L' tels que (") = I'”, alors
le diagramme

H*L,D
H*(»
(13.1) me N9
H*(L", I") H*(‘l’)E H*(L™", ')
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est commutatif a des automorphismes des algébres de Lie graduées prés.
(iii) Si I’ est le noyau de ¢: I — I, on a des homomophismes d’algébres
de Lie graduées

¢: H¥(L,I'Y — H*(L, 1) , p: H¥(L,I) —» Der H*(L, I') ,
qui entrelacent H*(L,I) et H*(L, '), et une suite exacte

(13.2) ) H(L,T) —) HH{L,D _(¢)) HIL”, 1)

0
— HI*Y{L, 1) —> .-,

qui sont définis a des automorphismes des groupes de cohomologie pres.
(iv) Soient *: L — L% ¢*: L* — L' des épimorphismes d’algébres de
Lie transitives tels que le diagramme

¢

L ——L"”

(13.3) l,,,# l\,,

Iy B 117

LY —> L

soit commutatif et soient J le noyau de ¢: L — L" et J* le noyau de
g LF— L. Si yHJ) = Jt et I} I'* sont des idéaux fermés de L? tels que
I'*" =P OB, D) = B, y*') = I'* et ¢*(I*) = I'”, alors le diagramme

Hi(g)

a
.= HI(L,I) -5 HI(L, ) =25 mi@", 1" -2 HI*L,T) — -

le(w) le(w) le(w) le”(M)
a
. __)H](L# I/#) N HJ(L# I#) H(¢;) H](L/// I///) H]+1(L¢t I/#)____) ..
est commutatif et la relation

H*(y)(p() - ) = p(H*(yHe) - H*(YH)B

pour tous a e H¥(L,I), Be H*(L,I"), est vérifiéee a des automorphismes
d’algebres de Lie graduées pres.

Démonstration. Soient L,L”, L} L' des algébres de Lie transitives,
LI, JCL, I”CL” I} I*, J* C L}, I'’" C L’ des idéaux fermés et ¢: L —
L, ¢ L¥—>L", : L' — L¥, «*: L — L* des épimorphismes d’algebres de Lie
transitives tels que le diagramme (13.3) soit commutatif et ¢(I) = I, (") =
I, D) = I} *I) = I'%, y¥(J) = J, ¢'(I*) = I’”’. Supposons que J soit le
noyau de ¢:L—L"etJ* le noyau de ¢*: L* > L, et que ' = I NJ et I'! =
PN JE Soient R, CJ,(Ty;Y), R CJ(T;;2), R, CJ,.(Ty,;Y), R C
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J(Tz,; Z)) des équations de Lie analytiques formellement transitives et for-
mellement intégrables sur des variétés analytiques Y, Z, Y, Z,,etye Y, ze Z,
»neY,zeZ, et soient Ny, N, S, € F(R,), N/ e F(R)), Nt, N} S e
J(Rt), N e F(R]”) des équations de Lie et

i:L—-R,,, A L"—RZ,,
2#: L* — R# 1//1: L/// . R///

Y1 ? ©9,21

des isomorphismes d’algebres de Lie transitives tels que

M) =N.,, M)=N.,, )=S.,,
#IH =N, , WAH=NZ,, WH=S5,,
2//(1//) = N” . 2///(1///) — N

Le diagramme d’algebres de Lie transitives

Xegea-t
o,y

l,z#.,!,#.)—l lz"’.\p.)_"—l
R# Z’”-qﬁ*-l*—l R///

—
©,Y1 oa,21

R RZ,

dont les fleches sont des épimorphismes, est commutatif. Le théoréme 12.3
(ii) et (iv) nous donne un diagramme commutatif

H*(N,), —2> H*?),

(13.4) l, lz

H*R,), 2> H*R)),

d’algebres de Lie graduées, dont les fleches ¢ sont des isomorphismes lorsque
¢: L — L” est un isomorphisme. D’autre part, en considérant les familles
d’équations de Lie N,, N,, S, ¢ #(R,), N, Nii, St e« F(RY), N/ e £(R)),
N e F(RY), le théoreme 12.3 (iii) et (v) nous donne le diagramme commutatif

0 X
S HIWNY, —> HIN), 2> HIWND), 2> BN, — - -

(13.5) l”” lq,* l,;, l"'*
a
e —>H"(N£3)Z,1—{>Hj(an)yl—¢f+Hf(N§")z1—>Hj“(Nﬁ)yl—> ax

et des homomorphismes d’algébres de Lie graduées

p: H¥(N,), — Der H*(N,), , i H*(N%),, — Der H¥(N7)),,
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tels que

(13.6) Vi) - B) = p(y* (@) -vH(B)

pour tous « € H*(N,),, € H*(N?),.

(i) Supposons que ¢: L — L” soit un isomorphisme. Le diagramme
(13.4), dont les fleches horizontales sont alors des isomorphismes, nous montre
que l’algébre de Lie graduée H*(L, I) est bien définie et ne dépend que de la
classe d’isomorphisme du couple (L, I) d’algebres de Lie topologiques.

(ii) Supposons d’abord que *: L. — L* et 4»: L — L’ soient des isomor-
phismes. Alors d’apreés le théoréme 12.3 (iv), les fleches verticales du diagramme
commutatif

H*(N,), = H*WN?),

(13.7) lﬂ,* lﬂ,

#
H* (N2, 2> B WNY),,

d’algeébres de Lie graduées sont des isomorphismes, ce qui nous montre que
I’homomorphisme d’algébres de Lie graduées H*(¢): H*(L,I) — H*(L",1")
déterminé par ¢: H*(N,), — H*(N/)), est bien défini a des automorphismes
prés. Supposons maintenant que seul ¢*: L* —> L’ est un isomorphisme. Alors
J# = {0} et la fleche ¢* du diagramme commutatif (13.7) est un isomorphisme,
ce qui nous montre que le diagramme (13.1) est commutatif 4 des automor-
phismes preés.

(iii) Supposons a nouveau que *: L — L* et +: L” — L’ soient des
isomorphismes. Alors les fléches verticales des diagrammes (13.7) et (13.5)
sont des isomorphismes ; donc de (13.5) et de (13.6), on déduit la suite exacte
(13.2) et les homomorphismes ¢ et .

(iv) découle directement de la commutativité de (13.5) et de (13.6).

Corollaire 13.1. (i) Si ¢: L — L” est un épimorphisme d’algébres de
Lie transitives et I’ est le noyau de ¢, on a une suite exacte

f il
oo s B 1) > @) P miwny L B,y —s -

() SiICL,I”"CL” sont des idéaux fermés tels que ¢: I — I" soit un
isomorphisme, alors

H*(¢): H*(L,I) — H*(L",I")

est un isomorphisme d’algebres de Lie graduées.
Corollaire 13.2. Les algébres de Lie H'(L) = H%R,), des germes en x de
solutions de R, et HY(L) = H'(R,), des germes en x de solutions analytiques
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de R, ne dépendent, a isomorphisme prés, que de la classe d’isomorphisme
de l’algebre de Lie topologique L.

Théoréme 13.2. Si M est une sous-algébre fermée d’une algébre de Lie
transitive L et 5’il existe une sous-algebre fondamentale L° de L telle que L =
M + L°, alors M est une algébre de Lie transitive et on a des homomorphismes
d’algebres de Lie graduées

H*M) — H*(L) ,
(13.8) H*M,J]) > HXL,D ,

pour tout idéal fermé J de M contenu dans un idéal fermé I de L, qui sont
déterminés a des automorphismes d’algébres de Lie graduées pres. Si I est un
idéal fermé de L contenu dans M, alors (13.8) détermine un isomorphisme
d’algébres de Lie graduées

H*M,I) — H*(L,I) .

Démonstration. Si L = M + L° alors M°* = M (1 L est une sous-algebre
ouverte de M qui ne contient aucun idéal de M autre que {0} telle que M/M°
soit isomorphe a L/L°. Donc M est une algébre de Lie transitive. Soient J un
idéal fermé de M et I un idéal fermé de L contenant J. Considérons les filtra-
tions induites par M° et L' sur J, M, I et L; soit k > 1 un entier tel que

H®*bi(gr J) = He+ b gr ) = 0, H¥+bi(gr M) = H¥*bi(gr L) = 0

pour tout! > Oetj = 1,2. D’apres le lemme 10.1, un tel entier existe toujours.
Soit i: L — J_(T), un monomorphisme d’algébres de Lie transitives, ol x
appartient & une variété analytique X, tel que (L) = i(L) N J°0.(T), et i(L)
soit une sous-algébre transitive de J..(T),. Alors (M) est une sous-algebre
transitive de J(7), et i(M® = i(M) N J%(T),. En remplagant X au besoin
par un voisinage simplement connexe de x, il existe d’aprés le corollaire 6.1
et le théoreéme 4.1 des équations de Lie analytiques R}, R;, dans J,(T) formelle-
ment transitives et formellement intégrables et F, G € Q..(x, x) tels que R}, C
R, et

R;c,x = ﬂlcl(M) ’ Rk,z = ﬂki(L) B
GiM)=R.,, Fil)=R.,,

7rIC+1F = ﬂk+1G = Ik+1(-x) .

Soient N, C R, N; C R, les équations de Lie données par le théoreme 10.1
appartenant a #(R}), #(R,) respectivement telles que N, , = Gi(J), N,, , =
Fi(I), de sorte que l'on a

Nz = md(J) C rpill) = Ny, ©
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Puisque N, et N, sont stables par la dérivée covariante induite par une Rj_ -
connexion sans courbure dans J,(7), d’apres la proposition 3.2 nous avons donc
N,C N,. Sil =17, on a alors N} , = N, ,; donc dans ce cas, on a I’égalité
N/, = N,. On obtient un diagramme commutatif

H*(N}) —> H*(N,)

l l

H*(R}) —> H*(Ry)

d’algebres de Lie graduées dont les fléches horizontales définissent des homo-
morphismes H*(M,J) — H*(L,I) et H*(M) — H*(L). Montrons qu’ils sont
bien définis. Prenons un monomorphisme #: L — J_(T), d’algébres de Lie
transitives tel que #(L%) = #*(L) N J°(T), et i*(L) soit une sous-algébre transi-
tive de J.(T), et des équations de Lie analytiques R}, R% dans J,(T) formelle-
ment transitives et formellement intégrables et F*, G* ¢ Q. (x, x) tels que R}¥ C
R, et

R;c’tx = nki*(M) s Rk,z = ﬂlcl*(l’) s
G#(M) = R%,, FiL)=R.,,

T F* = 7fk+1G# =1;,(x) .

Soient N3} C Rjf, N% C R les équations de Lie données par le théor¢me 10.1
appartenant a .# (R}, . (R}) respectivement telles que N? ., = G¥(J), N%, , =
F*i*(I), de sorte que N3 C Nt et, si] = J, on ait Nj¥f = N%. D’aprés le théoreme
4.1, il existe 4 € Qp,.(x, x) tel que r,i = =¥, de sorte que

\lf(R;c,x) - Rﬁx s 1,b(Rk,a:) = R‘lt,,z >

D’aprés la proposition 5.5, il existe une section analytique ¢ de Q5. sur un
voisinage de x tel que I’on ait

R) =Ry, R =Ry,
¢(Ry) = R}, $(R) = R,

sur ce voisinage et ¢(x) = +». D’apres le § 5, le noyau g, de 7, : Ry, — Ji_1(T)
est 2-acyclique. Alors Z¢~! est une section de J(T)* @ R si P, est une
forme finie analytique de R}, |, d’aprés le deuxiéme théoréme fondamental pour
les équations de Lie analytiques, il existe une section analytique ¢’ de P,
sur un voisinage de x telle que Z¢’ = P¢* et ¢'(x) = I,,,(x), de sorte que
2(¢’-¢) = 0. On peut donc écrire ¢’ - ¢ = T 1(f), ot f est un difféomorphisme
de X défini sur un voisinage connexe U de x (cf. théoréme 6.2). On a alors

Tea(DE) = ¢(x) et
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fk+1(f)(R;c[U) = R;c*lf(U) ) fk+1(f)(Rk|U) = R’;df(U) >
et d’apres la proposition 11.2

TenOWNu) =Ny s TenOWep) = Niyra, -

On a donc des diagrammes commutatifs d’algebres de Lie graduées

H*(ND, —> H*(N)), H*(R), —> H*(RY),
I I I I
H*(NH, — H*(NY), H*(R}, — H*(RY),

dont les fleches verticales sont des isomorphismes induits par f et la proposi-
tion 11.2, ce qui montre que les homomorphismes H*(M,Jy — H*(L,I) et

H*(M) — H*(L) sont bien définis a des automorphismes des algebres de Lie
graduées pres.
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