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SUR LA VERIFICATION
DES HYPOTHESES STATISTIQUES COMPOSEES;

Par M. J. NEyman.

1. Historique. -- On sait que les problémes de vérification des
hypothéses ont été traités depuis Thomas Bayes (') [1]. Les solu-
tions qu’on obtenait dépendaient des probabilités a priori. Celles-
ci étant généralement inconnues, on a 6t¢ obligé d’en faire dex
hvpothéses arbitraires qui rendaient les résultats inapplicables aux
problémes pratiques.

Iy a 35 ans, Karl Pearson [2] publia une méthode de vérifi-
cation d’une hypothése statistique particuliére, méthode connue
sous le nom de »*. 1l n’était pas question des probabilités a prior:
dans ce Mémoire qui a joué un role remarquable. II a été suivi
d’une série de travaux du méme auteur ainsi que de ses continua-
teurs dont les représentants principaux sont MM. W. P. Elderton,
R. A. Fisher, E. S. Pearson, « Student », J. Wishart et d’autres.
Je dois mentionner aussi des travaux de Lexis et Bortkiewicz
concernant hypothése sur la constance des probabilités,

Quoique une quantité de problémes d’une grande importance
fussent résolus par ces auteurs, l'origine de la théorie générale
de véritication des hypothéses se rattache aux remarques extréme-
mentl inléressantes des géométres francais, nolamment de J. Ber-
trand [3] et de M. E. Borel [4]. 1ls considéraient le procédé de
vérification d’une hypothése H, qui est au fond celul qu’applique
I’école anglaise. On observe un fait E et 'on choisit comme base
pour la vérification de ’hypothése H un caractére f(E) de E. On
calcule la probabilité P déterminée par H de f(E). Si la probabi-
lité¢ P est jugée petite, on rejette H; si, au contraire, P est consi-
dérable, on ne trouve pas de raisons suffisantes pour rejeter H.

() Leschiffres entre crochets désignent, dans ce qui suit, le numéro de 'onvrage
cité dans la liste qui termine le présent Mémoire.
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On sait que Bertrand a été sceplique sur la valeur scientifique
des résultats d’un tel procédé. D’autre part, M. Borel a insisté sur
le fait que ce résultat peut étre valable, a condition que le carac-
tére f(E) du fait observé qui serve de base pour vérifier H, soit
«en quelque sorte remarquable ».

Cetle derniére remarque a précédé une série de travaux (')
amorcant la théorie générale de vérificalion des hypothéses ou au
fond, on s’efforcait de donner un sens précis aux paroles un pen
vagues de M. Borel concernant le caractére du fait observé qui est
«en quelque sorte remarquable ».

Avant d’en venir au probléme qui est le sujet principal de cette

" Note, il nous parait utile de rappeler brievement les résuliats

oblenus jusqu’ici.

2. Notations et remarques préliminaires. — Je désignerai par
P{E} la probabilité de tout événement E, et par P { E,|E, | celle
de 'événement E, calculée en supposant qu’un autre ¢vénement E,
s'est déja produit. Si

(1) Xy, Xo ..., Xu

2
désignent un systéme de n variables aléatoires et

(2) Xy, L2y ... Ip

un systéme de valeurs particuliéres de ces variables, je vais dési-
gner par E le point dans 'espace W a n dimensions, dont les
coordonnées sont égales a (2). Le point E va étre appelé le point
empirique et W I'espace empirique. Soit w un ensemble mesurable
quelconque dans W, et P{E ¢ w{ la probabilité pour que le point
E tombe dans w. La probabilité P{E ¢ w} considérée comme fonc-
tion de Pensemble «w sera dite la loi de probabilité totale des
variables (1).

Toute hypothése H concernant la nature de la loi de probabi-
lit¢ P{Eew] est dite une hypothése statistique. Une hypothése
statistique est dite simple si elle détermine la valeur de P{E ¢ o
d’une maniére univoque pour tout ensemble mesurable w dans W.

(') Voir [5)-[18].
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Toute hypothése statistique qui n’est pas simple est dite composée ;
il doit y avoir au moins un ensemble mesurable o' dans W tel
que la valeur de P{Li < w'}| ne se trouve pas déterminée uniquement
par I, si H est une hypothése composée. Donc si H est composée
il doit exister un cnsemble des hypothéses simples, H', qui
peuvent étre obtenues de H en lui ajoutant quelques suppositions
supplémentaires. De ces hypothéses H' je dirai qu’elles ne contre-
disent pas H.

Dans ce qui suit, Je vais considérer les méthodes de vérification
des hypothéses statistiques. Une telle méthode consiste a choisir
un ensemble mesurable 4, dans W et a prendre pour regle de
rejeter I'hypothése H qu’on vérifie lorsque le point empirique E
déterminé par les valeurs observées des (1) tombe dans w,. Si le
point I ne tombe pas dans wy, on s’abstient alors de rejeter H, ce
que je vais désigner en disant qu’on accepte I

[ensemble w, dont on se sert de cetle mantére pour « vérifier »
I'hypothése H est dit un ensemble critique, et son complémen-
taire W — oy un ensemble d’acceptation. Si deux méthodes de
vérification d'une hypothése H différent entre elles, c’est que les
ensembles ecritiques correspondant son différents. Choisir une
méthode de vérification, ¢’est choisir un ensemble critique.

Le choix d’un ensemble critique doit étre basé sur les considé-
rations des erreurs qu’on peut commettre en vérifiant une hypo-
thése. Celles-ci peuvent étre d’une des deux catégories suivantes :
1” on peut rejeter hypothése Hy qu’on vérifie lorsqu’en fait elle
est exacte et 2° on peut accepter H, lorsqu’elle est fausse.

Remarquons que, lorsqu’il est question de vérifier une hypo-
thése I1,, ¢’est qu'on admet la possibilité d’au moins une autre
hvpothese contradictoire & Hy, que je vais appeler une hypothése
allernative, qui peut étre exacte. Je vais supposer que dans tous les
cas particuliers on peut définir un ensemble  des hypothéses
sunples qui sont possibles. On peut alors dire que P’erreur de la
seconde catégorie consiste a accepter I’hypothése H, qu’on vérifie,
lorsque c’est une hypothése H, contenue dans £ contradictoire a
H, qui est exacte.

Dans les récents travaux ('), on a cherché les méthodes de véri-

(') Voir [8], [9], {10
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fication (c’est-a~dire les ensembles critiques) satisfaisant aux deux
conditions suivantes :

1° que lorsque '’hypothése H, a vérifier est exacte, la probabi-
lité pour qu’elle soit rejetée soit au plus égale ou, s'il se peut,
¢gale 3 un nombre déterminé d’avance «;

2" que lorsque c’est une hypothése alternative H, qui est
exacle, la probabilité pour qu’on rejette Hy soit en général aussi
grande que possible.

On voit que ces deux conditions demandent a étre précisées.

3. Ensembles critiques uniformément les plus puissants. —
Soit <+ un ensemble critique quelconque, destiné a la vérifica-
ton d’une hypothése statistique Hy. Considérons la probabilité
P Eew|H,} calculée en supposant que ’hypothése H, est juste.
Si cette probabilité est bien déterminée par H, (ce qui a toujours
lieu lorsque 'hypothése H, est simple et .dans certains cas lors-
(u’elle est composée), la valeur P{ E ¢ w| H,} = « sera alors appelée
Uaire de P'ensemble critique w. Si la probabilité P {E ¢ w|H,}
n’est pas déterminée (ce qui peut avoir lieu quand H, est com-
posée), nous dirons que l'aire de I'ensemble w est indéterminée.

On voit que P {E ¢ w|H,} est égale ala probabilité d’une erreur
de la premiére catégorie calculée en supposant que ’hypothése a
vérifier H, est exacte. Il en résulte la tendance d’utiliser seule-
ment les ensembles critiques qui ont une aire a bien déterminée,
et assez pelite. Je vais supposer que w est un tel ensemble.

Désignons par H, une hypothése admissible simple, alternative
a H, et la probabilité déterminée par cette hypotése

(3) B(Hi|w)=P[E € w|H,}

pour que le point empirique E tombe dans I'ensemble critique w.
On voit que 1— 3 (H,|w) est la probabilité d’une erreur de la
seconde catégorie, calculée en supposant que I'hypothése exacte
est H,. On appelle 3 (H, | w) la puissance de I'ensemble critique w
par rapport a ’hypothése H,.

On dit (*) qu’un ensemble w, est un ensemble critique d'aire «

(') Voir (81 et [g].
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le plus puissant par rapport a une hypothése alternatice
simple H, s’il posséde les propriétés suivantes :

a, Uaire de w, est bien déterminée et est égale i a;

b, la puissance de wy par rapport a H, est au moins égale a
celle de n’importe quel ensemble w dont U’aire est bien déter-
minée et égale a a.

Nous dirons qu'un ensemble w, est un ensemble critique
d'aire a, uniformément le plus puissant par rapport & l'en-
semble Q des hypothéses alternatives simples, s’il est un en-
semble critique d’aire « le plus puissant par rapport a
r’importe quelle hypothése simple alternative a H, et faisant
partie de .

Il est aisé de voir que s’il existe un ensemble critique d’aire a,
uniformément le plus puissant par rapport a &, alors en I'appli-
quant 2 la vérification de 'hypothése H, on aura l’avantage
que : 1° Ja probabilité déterminée par H, de l'erreur de la pre-
miére catégorie est égale 4 « et 2° quelle que soit 'hypothése
alternative qui soit exacte, la probabilité d'une erreur de la
seconde catégorie est minimum.

Malheureusement, les ensembles uniformément les plus puis-
sants n’existent que bien rarement. Ordinairement, un ensemble
d’aire « qui est le plus puissant par rapport a une hypothése alter-
native simple H,, ne I’est pas pour une autre H, et, ce qui est plus,
la puissance de cet ensemble par rapport a H, peut étre plus petate
que «. Donc. si 'on applique un tel ensemble pour la vérification
de H, et s'il se trouve que ’hypothése exacte est H,5~ Hy, Uhypo-
thése a vérifier H, sera plus souvent acceptée que dans les cas ou
elle serait une hypothése vraie.

Dans les cas ou les ensembles critiques uniformément les plus
puissants n’existent pas, il y a donc lieu de rechercher comment
on pourrait définir les ensembles critiques pour qu’ils ne possédent
pas de tels inconvénients.

4. Ensembles critiques bien placés. — Soit H, une hypothése
statistique & vérifier et w, un ensemble critique ayant une aire bien
déterminée et égale a a. Considérons la probabilité déterminée par
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n’importe quelle hypothése simple H contenue dans @ pour que le
point empirique tombe dans i, que nous avons désigné par

(4) S(Hlw)=PE € wlH).

Si hypothése a vérifier H, est simple, alors 3(H, ! «y) a un
sens et est égale a a. Si H, est composée et H) une hypothése
simple qui ne¢ contredit pas H,, alors §(H
cette égalité a lieu pour n’'importe quelle hypothése simple qui ne

[

iy ) =a. Comme

condredit pas H,. on peut omelire le trait désignant I'hypothese
simple H ot considérer que 5(H{wy) est définie aussi pour Uhy-
pothése composée H, et que

(3) 3(Ho|we) = 2.

La fonction 8(H|w,) de 'hypothése H ainst définic sera dite
la fonction de puissance.

Les raisonnements de la fin du paragraphe préciédent suggeérent
qu’il est désirable de chercher les ensembles critiques w, tels que
la fonction de puissance correspondant ail un minimum absolu

pour H = H,.

Nous dirons qu’un ensemble w, est un ensemble critique
d’aire a bien placé () lorsque son aire est bien déterminée par
Uhypothese & vérifier Hy, et est égale a a et lorsque la fonction
de puissance 3(H| w,) est minimum pour H=H_,

Supposons que loutes les hypothéses sunples admissibles de
I'ensemble @ déterminent la loi de probabilit¢ P{E ¢ w! des
variables (1) comme une fonction d’ensemble ayant la méme forme
analytique, dépendant d’'un certain nowbre / des paramétres 4,
Hay ..., 6; inconnus et qu'elles ne difféerent entre elles que par les
valeurs qu’elles fixent pour ces paramétres.

Alors la fonction de puissance d'un ensemble critique wy peul
éwee considérée comme une fonction des paramnétres 6,. 0., .. .. %,
que je vais désigner par B(0,, G,. ..., G wy).

Dans un ouvrage récent [10], on a considéré le cas ot le nombre
des puramétres inconnus est égal a un. Dans ce cas. Uhypothese H,

(') Ce terme, qui correspond au terme aunglais unbiassed critical set, n'a été
suggérd par M. Georges Darmois, ce dont je lui suis trés veconnaissant. Voir [101

LXIII. 17
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a veérilier est une hyvpothese <simple. On v a cherché les ensembles
eritiques définis comme il soit :

On dit qu'un ensemble w, est un ensemble critique d’aire «
bien placé du type A lorsque la fonction de puissance 3(7|w,)
est dérivable deux fois et Iorsque

50 )

() ESS
‘) 70 Y
ot
5000 )
(70 ————— = Ina\.

LR

it Gy est la valewr du paraméetre s fizée par Uy pothese H,
qion vérifie.

Je vaix maintenant traiter vn probléme analogue dans le cas on
Fhypothése a véritier est une hypothése composdée.

). Ensembles critiques bien placés du type B. — Considérons le
cas ot il 'y a que deux paramétres inconnus 4, ¢l %, ¢t supposons
que Uhypothése a vériier Hy, est composée et quelle fixe la valeur
y== 5" tout en laissant la valeur de %, indéterminée.

Supposons de plus que les valears de 9 fixées par les hypothéses
comtenues dans & remplissent un certain intervalle contenant 44 a
son intéricnr ().

Je divad qu'un ensemble w, est un ensemble eritique d’aire «
bicn pluce du type B si :

a. Son wire est déterminée par Uhypothese H, et est égale
a o, done st

(%) 2000, 0wy ) =2
quelle que soit la valeur de %, admissible ;

b. NI la fonction de puissance 5(9,, 5,1 wy) admet deux
premicres dérivées par rapport @ 9, :

(1) I est intéressant que justement, lorsque cette conditinn est remplie, les
ensembles critiques uniformément les plus puissants, n'existent que daus les cas
exceptionnels. Voir {114

.

%
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23000, 8, | wq)
l}0|

= 0,

quelle que soit la valeur de 9, admissible, ot

d. Si, quel que soit un autre ensemble «, satisfaisant a. b.
etc,ona
A2E(09. 8, 1wy S5 2 "(00‘ 0. w.)
)93 = J03

(10)

Jai pu trouver la solution du probléeme des ensembles bien placés

du type B dans le cas particulier ou sont remplies les conditions
suivantes :

1 Il existe une fonction p(E;%,49,) délinie non négative el
intégrable dans tout Pespace empirique W, telle que, pour tout
ensemble mesurable & dans W et pour tout systéme de valeurs
de 6, et 8, correspondant a une hypothése admissible H', on ail

(1) BB, % e)=PiE€w|H) = [---fp(l‘?[ﬁ,ﬂg)r/x....rlr,,.‘

Je vais appeler la fonction p(E16,8,) la loi de probabilité élémen-
taire () des variables (1).

2" Quel que soit U'ensemble mesurable o dans W on peut
dériver sous le signe de l'mtégrale dans (11) et 'on a

L a0, 0, w) Jikp(E|0,0,)
(12) om0k f / b ohE S deydy .z

pour 7 ::: 0,1, 2, et pour toute valeur entiére et non négative de A
3. Silon désigne par

dogp(E|0,8,)
1)0,‘

Jd .. .
(1r4) i 00?1::'4 (L,j=l,2',

(13) 9= (i =1,2)

(') Les termes : loi de probabilité totale et élémentaire ont éLé introduits
dans des sens analogues par M. I, Lévy {20,

17.
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alors on a

(13) Pri= A+ A1 9+ Aega.
(16) ‘PIQ:-.RO'*'B!?I"*" Bz?g.
(17) 99a =, —+ Capq,
ou les coefticients A, B, C ne dépendent pas des z, x5, .... 2y

4. Les foncuions ¢, et ¢, sont algébriquement indépendantes,
c'est-a-dire qu’il existe deux indices [ et m, tels que le jacobien

N fAR "?!)

18 AR AL
‘)( Ll L)

est différent de zéro dans W, sauf peut-étre pour un ensemble de
points de mesure nulle.

3. La fonclion ¢, peut étre considérée comme une valeur parti-
culiére d’une variable aléatoire ®,. Désignons par p(9,) sa loi de
probabilité élémentaire, qu’il est aisé de déduire de p(E|620,).

Désignons encore par
(g) Me= [ ohp(e:) dys

s

le A" moment de p(o,).

Je suppose que les moments M; existent pour tout & entier non
négatif. On sait que, étant donné les moments My, on peut cons-
truire un systéme de polynomes orthogonaux w; d’ordre i en ¢,
tels que
(20} [ zin/p(y-_;)dggz

Vo

= o si ]
1 si i=j.
Je supposerai que ce systéme est complet, ¢’est-a-dire que toute

fonction f(9.) intégrable, qui est orthogonale a tous les polynomes
du systéme, done telle que -

(21) f F(92)mip(9a)dos=o0 (i=o0,1,2...)

-

ou, ce (ui revient au méme, telle que

(22) f 5 f(9)p(pa)dor=0 (k=o,1,2...)

—x



‘ — 285 —
doit étre

(23) S(9:) =0,

sauf peut-étre pour un ensemble de valeurs de ¢, de mesure nulle.

Il est aisé de voir que, lorsque la condition 5 est z remplie, alors :
() il n'existe qu'une seule loi de probabilité p(,) ayant les
nombres M; pour moments et (&) si y el 5 sont deux variables
aléatoires el p(y¢2) et p(ze,) les lois de probabilité élémentaires
de ¥ el 3, et de z et 04, alors les égalités

- o= -0 ~+ x A »
(24) f f .V?é‘p(y%)t(wl~9==f f 295 p(39:) dady,

pour A =0, 1. 2, ... entrainent

-+ R
(25) [ J’P(.r?-:‘)d.»f=f sp(29:)dz

—e

pour presque toute valeur de g,.

La propriété (a) résulte du fait que, s’il y avait une autre loi de
probabilité p,(¢,) ayant les mémes moments Mg, on pourratt alors
écrire
(26) Pi(92) = po2)[1+A(g:)],

et 'on aurait

+»
(27) M= [ ¢ 5 p1(92) des

+x +®»
= [ shpGedenr [ ohA(e)pse s
donc

+»
(28) S sia(ep(an der=o

—x

pour A=o, 1,2, ... etil s’ensuit que A(g,) disparait presque
partout.

Pour démontrer la propriété (b), on peut remarquer que les
deux cotés de (25) divisés par p(¢,) représentent les ordonnées
des lignes de régression de y et de z par rapporta ¢,. Sil’on consi-

dére ces ordonnées comme les fonctions de ¢,, soit ¥ (9,) et z(91),
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que jappellerai les fonctions de régression, et si I'on cherche a
développer ces fonclions en une série des polynomes r;, on sait que
les coetticients de Fourier de ces séries sont délerminés par les
valeurs des intégrales (24). Donc les inégalités (24) entrainent'iden-
uté des deux développements, ce gui prouve quo,';(ay-_.) = 3(¢.)
presque partout ou 'on a p(gs) >o.
Désignons par p(@,{¢.) la loi de probabilité ¢lémentaire de ¢,
calculée en supposant que g, a une valeur fixée.

6. Solution du probleme des ensembles critiques bien placés du
type B. — Je dis que, si les conditions 1, 2. 3, 4 et 5 sont rem-
plies. Uensemble critique d’aire a bien placé du type B est défini
parles inégalités

o plhiie) et Au(9 3,

oft Iiy(oy) et ky(oy) satisfont aur équations suivantes :

kol B
i 300 [ plgyigs)deoy=1—a,
kg
el
. ki@ o x
ain p— f (Pnp(vu?ﬂd?::f caiplerlgs)der.
k') v

C.ommengons par construire un ensemble w le plus général, satis-
faisant aux conditions (8) et (9). Supposons donc que w est un tel
ensemble mesurable dans W. Alors I’équation (8) devient

i 300 3(098: w) = [ . [p(ﬁ 1080s  dary o diey = 2,
et Péquation ()
D309 0,0 w

w ;" .
T :‘/- .. .,/ o p( 0000 da,. .. de, = o0,

u

1330

ou on a substitué

ap(E |07 8,)

37
34 70,

= e1p(E|6]90,)

Admettons que les intégrales dans (32) et (33) ont des valeurs
qui ne dépendent pas de 6,. Donc, si I'on différentie ces expres-
sions par rapport a §,, on obtient zéro. En différentiant (32) une
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fois et en remarquant que

J
;ﬁP(Eie?ez)=?zp(E|0‘}0,),

ona

(35) f-.-fggp(EIO?Og)dxl...dx,.:o;

comme cette égalité existe pour tout §,, on peut différentier de
nouveau, ce qui donne

(36) [--.f(g,,+9g)p(_E10?0,)dz,...dx,,:o,
ou, eu égard a (17), (32) et (35)
(37) f...fggp(E[eg»o,)d'z....dxn=—aco=aq,,,

ou ¢, ne dépend pas de I'ensemble w. Comme (37) représente
une identité, elle peut étre différentide, ce qui donnerait, aprés un
calcul facile

(38) f---fqu(E]O?Og)dx,...dx,.r_aq;;,

En appliquant la méthode de 'induction compléte, il est aisé de
démontrer que si (32) subsiste pour toute valeur de 8, alors on a

(39) f.--fqu(E|ego,)dz1...dxn=aq,,,,

ou est une fonction de 82 qui ne dépend pas de 'ensemble .
Comme l'espace empirique W satisfait a4 (32) aveca =1 et a (33),
il doit étre

(40) Mk=f---_[vvﬁp(Elﬂ?ﬂz)dwl...dxn=¢k,

ou M; est le £*™° moment de p(g,). On voit que si (32) et (33)
subsistent pour toute valeur de 6,, alors

(41) é[---fq:ép(E!O‘,’ﬂ,)dxb..dxn=Mk (tk=o0,1,2...).
bt w

La partie gauche de cette derniére équation peut étre elle aussi

17e
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interprétée comme un moment que j’appellerai le 4™ moment de
%, relatif a w. En effet, la loi de probabilité de ¢, peut étre calculée
en supposant que le point empirique E ne peut tomber que dans
Uensemble w. La loi de probabilité élémentaire des variables (1),
correspondant a cette hypothése, sera

($2) plE6? O:w):ip(EIO‘,’Oz)
pour lout E € w et

43 P(Ej000,w)=0

ailleurs. Maintenant, il est aisé de voir que les parties gauches des
c¢galités (41) représentent les moments de la loi de probabilité élé-
mentaire de g, calculée en supposant que le point empirique E est
stir de tomber dans w. Sil'on désigne cette loi par p(¢.!w) alors
eu égard a la condition 5, on peut écrire

i44) pio:|w)=p(5:)

pour presque toutes les valeurs de ¢,.

C’est la conséquence de 'hypothése que toutes les dérivées par
rapport a 6, de (32) sont égales 4 zéro. Maintenant, considérons
(33) qui est aussi une identité. Différentiant (33) par rapport a 9,
et eu égard a (16), (32), (33) et (35), on a aisément

C49) f"' /(?n+?1?:)[)("3lo‘,‘o;)r]az‘;...dxnzo,
ou

(46) f---fqm,p(E]ﬂ‘,’B,)dx,...dzn=—aﬁo=a‘l";

ou ¥, ne dépend pas de I'ensemble w. En différentiant (46) de
nouveau et en appliquant la méthode de I'induction mathématique
on voit aisément que, si (32) et (33) subsistent pour toute valeur
de 8,, alors

(47) f...f?lg,ﬁp(E]0202)dz,...dx,‘.=a‘l’k,
w

ou ¥, est une fonction de 6, qui ne dépend pas de I'ensemble w.
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En particulier il doit étre, soit
(48) ;;sz---‘/‘ 91;§p(E|0?02)d1'1 coodx, =W, (k:(), 1, ...k
w*

Done, quel que soit 'ensemble w tel que (32) et (33) subsistent
pour tout 8, il doit étre

(0) < [ fq,?gp(EJe:'ez)dx,...dzn:xk k=0, 1. .1
ou, eu égard a (42) et (43),

(50) f---fm;’;p(E]f)?, ng)d@...dx,ls)\k (k=o0.1.....
Désignons par p(9:, 92) et p(¢(, ¢a|w) les lois de probabilité
élémentaire simullanées de ¢, et ¢,, la premiére calculée de
p(E|676,) et la deuxiéme a partir .de p(E[699,w). Les éga-
lités (50) sont équivalentes aux suivantes

—+ + o
(51) f f s135p(51 92| w) dos die

+ x + =
===f f 9155 p(019:) dordo, (k=wo0,1, 2, ...
et il suit de la condition 3 que, pour presque toutes les valeurs
de 9,4, on doit avoir

-+ - w0
(52) f P1P(91, 92| w)d oy “-‘f 21 (91, $2)dP.

—

Donc, pour que l’ensemble o satisfasse aux conditions (32)
et (33) pour toute valeur de 8,, il faut qu’aient lieu les équa-
tions (44) et (52) pour presque toutes les valeurs de ¢,. Inverse-
ment, il est aisé de voir que, lorsque les conditions (44) et (52)
sont remplies: pour presque toutes les valeurs de ¢,, alors toutes
les dérivées par rapport a 6, des parties gauches de (32) et (33)
doivent disparaitre, d’ou I'on conclut que ces inégalités subsistent
pour toutes les valeurs de 6;. Donc, les égalités (44) et (51)
forment les conditions nécessaires et suffisantes pour quel’ensemble
satisfasse aux équations (32) et (33), quelle que soit la valeur
de 6,.
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Cela subsiste lorsque la condition 5 est remplie. Si elle ne Vest
pas, les égalités (44) et (52) ne présentent que les conditions
suffisantes.

Dans tous les cas, si la condition 5 est remplie ou non, les con-
ditions nécessaires et suffisantes pour que w satisfasse (32) et (33),
quel que soit 6,, sont les égalités (41) et (51).

Pour nous servir des conditions (44) et (52), transformons
I'espace empirique W point par point en un autre W' en intro-
duisant un nouveau systéme de variables aléatoires, ®,, ®,,
Y,. Y;. ..., Y,, dont les valeurs spéciales seront désignées
par @y, 92, ¥ay - - Ya, OU
1533 ;i=-d—logp(_E|0‘,'02) (i=1,2),

_ 99;
et les autres variables peuvent étre choisies arbitrairement pourvu

que le jacobien
540 N 2y, ey ... Zp)

T F1, P20 Vi3y ooy ¥n)

existe, soit différent de zéro presque partout et ne change ‘pas de
signe dans W'. Vu la condition 4 cela est possible.

Désignons par E'.un point dans I’espace W’ et par p(E'|6,6,)
la loi de probabilité élémentaire de nouvelles variables-

(55) p(E)0,0,)=p(E|0,0,)| Al

ou la partie droite doit étre représentée comme une fonction
de 9,y 92, ¥, . . Yn-

Si w est un ensemble quelconque dans W, w' va désigner son
image dans W'. En particulier w/) va désigner I'image de I’en-
semble w, satisfaisant a (32) et (33) quelle que soit la valeur
de §,.

Considérons dans W' le plan déterminé parl’équation ¢, = const.
et désignons par W (g,) et w(9.) les parties de ce plan intérieures
a W' et a w, respeclivement.

On voit facilement que I'égalité (44) est équivalente a la suivante :

(56) ff PCE|008,)dp, dys. .. dyn

wiPy)

=¢f..- p(E'Iﬂ?Og)d?idysd}’n
W(Ps)
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De méme. la formule (51) peut s’écrire

(57) ff P1p(E109082)d91dys. . .dy,
7 (@)

=1f...f o1 pCE'] 0905 doy dys. . .dy .
Wiz,

2

Ecrivons enfin I'intégrale représentant la dérivée ;0% B(68,|w)

«(fui doit étre maximalisée par w,

U . .
(58) 77 30090, | wor= f . /" (9,3 + o p(E[890,)dry .. .dr,.
Vu les égalités (15), (32), (33) et (35) et en introduisant le nou-
veau systéme de variables, on peut écrire

gt

4 2
=f d;gf...[ ¢1p(E|806,) dosdy;...dyn+ Aca
— W@y

Il est évident que le choix de 'ensemble W est équivalent a celui
de w; et que pour choisir w) il est suffisant de choisir w(¢,) pour
toute valeur de ¢,. Les. équations (56) et (57) représentent les
conditions qui doivent étre remplies par w(g,) pour presque toute
valeur de o,. Si 'on cherche a satisfaire ces conditions et a maxi-
maliser (39), on voit qu’il est suffisant de trouver de tels w(¢,)
qui satisfont a (56).et (57) et qui maximalisent

(60) ff P1p(E 1090y )doi dys ... dya
w (P1)

pour toute valéur de g,. Ce probléme peut étre résolu en appli-
(juant le résultat général (') que voici.
Soit

(61) F,, Fi, ..., Fp
une suite de m +1 fonctions définies et intégrables dans W et
solt

(62)‘ Ryy K2y ..y, Em,

(') Voir [10)].
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m nombres tels qu’il existe dans W au moins un ensemble A tel

que
(63) f---fFidm...rix,,zm,- (f=1,2, ....m)
. A

Alors 'ensemble A, qui satisfait aux conditions (63) et qui maxi.
walise Vintégrale

(64) f---fl"odx,...dx,.
A

est tel qu'a l'intérieur de A,

(65) Fo2 Z“iFi:

tandis qu’a Pextérieur de A,

m
(66) Fo< Ea,- F..

i=1

ou les coefficients a; sont des constantes qu’on doit choisir pour
que I'ensemble A, satisfasse aux conditions (63). '

En appliquant ce résultat général au probléme de trouver le
maximum de (60) lout en remplissant les conditions (56) et (57),
on trouve immédiatement que presque pour toute valeur de ¢,
ou p(¢s) > o, a I'intérieur de w(g,), il doit y avoir -

(67) si2av+ a9y,

ol a, et a; ne dépendent que de ¢, et dotvent étre lixés pour satis-
faire 4 (56) et (57).

Désignons par k,(¢s) et ky(@2) > k((9a) les racines de I'équa-
tion

== 0,

(68) ay+ a5 — 31

Alors I'inégalité (67) est équivalente aux deux suivantes :
(69) $1S ki (92) et . ki(ga) <oy,

et au lieu de chercher a, et a, tels qu’ils satisfissent aux (56)
et (57), on peut déterminer k,(g,) et k;3(¢;). Comme les inéga-
galités (69) qui déterminent w(p,) ne présentent aucune limitation
concernant les variables y;, yi, ..., ¥, on peut effectuer I'inté-
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gralion dans (56) et (57) pour ces variables dans les limites
extrémes et I'on trouve

L AN + x -2
(70) f +f pls, ?-nd?::af P91, 92) dgr= ap(22)
—a k

2 (@) — =
et

ky (@g) “+ = “+ =

(71) f -+ ?1])(‘91.?2)dq>,:.af G pg1. §20 dpy.
—» ke (9g) —

les deux équations qui se réduisent immédiatement a (30)

et (31) dans I'énoncé du probléme qui est par conséquent résolu.

7. Remarques diverses. — Remarquons que 1’hypothése
que ¢4y est de la forme (15) ne sert qu’a simplifier la forme de la
solution du probléme. Le raisonnement peut étre appliqué si cette
condition n’est pas remplie. Considérons rapidement les possibi-
lités qui se présentent.

a. ¢, est une fonction non linéaire de ¢, et ¢, qui ne dépend
pas explicitement de xy, x,, ..., Z..

Dans ce cas tout le raisonnement peut é&tre répété et 'on trouve
que w(¢,) est défini par I'inégalité

(72) o114+ 932 ag+ @1 91,

ot a, et a, dotvent étre déterminés pour satisfaire a (56) et (57),
qui se réduisent a une forme analogue a (70) et (71).

b. 11 existe un systéme de trois indices £, j et & tel
‘ge 2L011 F1, 92)
ue 2T T
1% 9Cz,, =5, =0) . . ) .
étre introduit comme une variable du systéme qui transforme W
en W’ par exemple au lieu de y;. En modifiant légérement le

calcul, on trouve que w(¢,) est déterminé par P'inégalité

ne disparait pas identiquement. Alors ¢,, peut

(73) P12 @0+ @191 — 9F = g (91, 92),

ou a, et a, ne dépendent que de ¢, el doivent étre déterminés
pour satisfaire a (56) et (57). Quant a ces deux équations elles
prennent la forme

(74) f d?nf P (9115 915 92) dp1s = ap(92)

-= 7 (P1%9s)
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et
A+ ® “+ x +x

(75) j ?.’I?,f plgu, %, ?-.»wl?n:z/ P1p( 21, 32) dp,

—= 7 Pur B Vox
respeclivement.

Remarquons entin que le raisonnement n’exige pas nécessai-
rement P'hypothése 5 sur le systéme des polynomes orthogonaux.
Ce qui est nécessaire ce sont les conclusions (a) et (b) qui
vésultent de cette hypothése. Et méme ces conclusions ne doivent
étre justes que par rapport a la loi de probabilité de ¢, relative a
tout ensemble o ¢t & la fonction de régression de o, par rapport
a g.. Il se trouve des exemples importants ou I'’hypothése 5 n’est
pas satisfaite mais ou la solution en forme (69) s’applique parce
qu’il est possible de démontrer que les équations (41) et (51)
entrainent (44) ct (52),

Il nous faut faire encore une remarque sur l'indépendance de la
solution obtenue de la valeur de 4..

Il n’est pas évident que les inégalités (29) ou les limites k, (92)

“el ky(¢2) sont déterminées par (30) et (31) ne dépendent pas dela
valeur de §, qui n’est pas fixée par I'hypothése a vérifier H,. Sil
se lrouvait que A,(g2) et ky(¢2) dépendent de la valeur de 6,.
alors, strictement dit, le probléme de P'ensemble critique bien
placé du type B n’aurait pas de solution.

Or. il est facile a démontrer que, grice a la condition (17), la
solution donnée par (30) et (31) ne dépend pas de la valeur
de 4,. Considérons 6,=6% comme une constante. La condi-
tion (17) représente une équation différentielle linéaire du pre-
mier ordre. En I'intégrant on obtient soit

(76) p2(82) = Q(Vg) + R(8:) f1(E),

ou Q(9,) et R(9,) ne dépendent pas du point empirique E
et fi(E) est indépendante de 9,. Donc la loi p(E|6,6,) est de
de la forme

(77) P(E|0],0,) = C(0,)eSbfEAE),

ou C(9,) et 5(8,) ne dépendent pas du point empirique E
et f,(E) est indépendant de 6, ().

(1) On voit de (57) que la fonction f,(E) est une stalistique exhaustive,
Voir [21).
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On voit que le lieu de points o1t v,4(6,) = const. = 3, est celui
ou fi(E) = const. = f,. Celui-ci est indépendant de §, dans ce
sens que si U'on change la valeur 4, en 67, on peut trouver une
valeur convenable de ¢}, soit ¢}, telle que le lieu de point ¢, (45 )=1¢"
soit identique avee ¢.(6') == ¢'. Les conditions (50) el (71) qu’on
peut interpréter dans I'espace empirique W s’appliquent aux sur-
faces ou f, (E) est constant. Considérons une telle surface. Onvoit
aisément que si Fon calcule les intégrales dans (50) et(71)4a partir
de (77) alors on aura de deux cotés le facteur G(6,) 3% E qui
pourrait étre supprimé. Donc si toutes les réductions possibles

“sont faites, alors les inégalités (30) et (31) concernant le lieu de
points ou f{(E) a une valeur fixe, ne dépendent pas de la valeur
de 9,, ce qui prouve que U'ensemble wy déterminé par (29). (30)
¢l (31) qui satisfait aux conditions (32) et (33), quelle que soit la
valeur de 4,, donne la valeur maximum a la dérivée seconde (H8)
et cela également quelle que soit la valeur de 4,.

On pourrait peut-étre croire qu’en général la fonction de puis-
sance B(8,9;]w,) est indépendante de 5,. Mais comme on peut
voir des raisonnements et résultats numériques concernant la pro-
babilité des erreurs de la seconde catégorie publides ailleurs (1)
celte supposition n’est pas exacle. '
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