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SUR LE SCHEMA DE PICARD ;
PAR

Frass OORT (1)
(Leiden).

Introduction. — Aprés les travaux de WeiL, Rosexuicnt, Crow
Matsusaka et CHEVALLEY sur la construction de la variété de Picard, celle-ci
vient d’étre construite dans le cas d’une variété quelconque par Sesnapri
(Thése, a paraitre). Comme cn général le schéma de Picard d'un schéma
(réduit) n’est pas réduit, cette construction ne constitue pas la « bonne »
solution de ce probléme dans le cadre plus général de GroTnenbirck, sauf
dans le cas des courbes algébriques, ot la jacobienne (généralisée) d’une courbe
algébrique (construite par Rosexticar, cf. [9] (2)) donne le « vrai » schéma de
Picard (voir 'Appendice a la fin de cet article). Dans le cadre des schémas,
GROTHENDIECK est en train de construire le schéma de Picard (on trouvera des
énoncés précis dans [51]).

Dans cet article, on construit le schéma de Picard d'un k-schéma X a
partir du schéma de Picard de X, (pour les conditions, voir § 8, théoréme).
En combinant ce résultat avec la construction de RosexricnT déja citée, on
obtient le schéma de Picard d’une courbe algébrique quelconque, et en le
combinant avec les résultats nouveaux de GROTHENDIECK, on construit ainsi le
schéma de Picard d’un A-schéma de dimension quelconque (sous certaincs
conditions).

La technique essentielle est l'utilisation de la correspondance entre la
structure multiplicative et additive dans un idéal de carré nul (c¢f. § 6,
lemme 3 et proposition). A partir de Ia, la construction est purement for-
melle et simple, grice au langage des schémas et des foncteurs représentables.
Le schéma de Picard de X est obtenu comme extension d’un sous-groupe du
schéma de Picard de ¥4 par un groupe linéaire.

(1) Les recherches pour cet article ont pu étre faites grice a une bourse de POTAN
(NATO Science Fellowship) accordée par I’Organization Néerlandaise pour le Dévelop-
pement de la Recherche Scientilique (ZWO ).

(*) Voir la bibliographie & la fin de¢ cet article.
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Signalons que le résultat du présent article, dans le cas des courbes algé-
briques, fait partie d’une thése, présentée & la Faculié des Sciences de Leiden
(¢f. [8]). Je voudrais exprimer icitoute ma reconnaissance & MM. J.-P. SErrE
¢t A. GROTRENDIECK, pour U'intérét qu'ils ont pris & mon travail et pour leurs
suggestions extrémement utiles.

1. Les foncteurs Rv f(5). — Soient X et I des espaces topologiques, et
soit f: X' — ¥ une application continue. Si & est un faisceau de groupes
sur X', on désigne par f,(F) le faisceau image directe de & par /. On définit
des faisceaux R f(F) sur ¥ au moyen des préfaisceaux

R f(Fyp=H1(f~ (1), F)
pour tout ouvert U de F. On pcut aussi considérer les RYf(F) comme
foncteurs dérivés du foncteur f, (F) = R f(F) (cf. [2], 3.7). Si
0->F = F-»>F >0
est une suite exacte de faisceaux de groupes sur .I', on en déduit la suite
exacte

con > R F(F) - R (T > R f(F) > ROT (T ) L

2. Une formule de Kiinneth. — Dans le cadre des schémas, on peul géné-
raliser quelques résultats de article de Seree [10]. On trouvera des détails
dans EGA. Nous utiliserons :

a. Soit U un préschéma affine et soit § un faisceau de Og-modules
cohérent. Alors H1 (U, ) == 0 pour q > o.

Donc, d’aprés un théoréme bien connu, si W = { U;} est un recouvrement
{int par des ouverts affines d’'un schéma X', les homomorphismes

Hi(W, ) > 11 (X, F)
sont des isomorphismes.

b. Soit k un corps, et soit X == (X, Ox) un k-schéma propre (°). Si &
est un faisceau cohérent de @ x-modules, les groupes de cohomologie HI (X, F)
sont des espaces vectoriels de dimension finie sur k.

Soit S un préschéma, et soient A" et 7" des S-préschémas grice a des mor-
phismes f: A" Setg: T— §. On désigne par Ay== 4 37 le préschéma
obtenu de 4" par l'extension de la base g: 77> S et l'on a le diagramme
commutatif

X < A,

f‘ lf T
¥
S<—T

(*) Pour la définition, ¢f. EGA, II, 5.4.
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Si F est un faisceau de Ox-modules, on désigne par Fyle faisceau sur X',
obtenu par l'extension de la base
Fr=F R3Oy
(¢f. EGA, I, 9.1.2).
Lewme 1 (formule de Kiinneth). — Soit X un k-schéma algébrique et soit T

un k-préschéma. Si & est un faiscean cohérent de ©y-modules, on a des
isomorphismes canoniques

qu'T(jfT) ~ I[’/ (;‘l/, :‘F) ®/i (9[

Comme X" est un A-schéma algébrique on peut trouver un recouvrement
tini B={V,;} par des ouverts affines. Soit U un ouvert affine de 7". Les
ouverts (affines) U;==V,; < Urecouvrent f7'(U) =X < U. Comme & est
cohérent, 5, est cohérent, et 'on peut calculer les groupes de cohomologie
e ( f7' (U), &) par le recouvrement W ={ U} = { V< U} :

Hi(f' (U), Fy) = H1 (U, Fy).
Comme U et V; sont affines on a I'isomorphisme canonique
(Vo< U, 5p)>T(V;, )R U'(U, Or)
(ef. EGAJ I, 9.1.3 et 1.3.7), ce qui prouve que
Hr(f7'(U), Fpy T HI(C* (B, 7) Qi T (U, 07))

est un isomorphisme [ou C*(B, F) désigne le complexe des cochaines du
recouvrement V" dans le faisceau & ]. Comme l'application naturelle

HI(C(B, 7)) @i T(U, 07) — H1 (C*(B, ) Qi T'(U, Or))

est un isomorphisme [ formule usuclle de Kiinneth; cette formule reste vraie
quand on remplace le corps & par un anneau de base A, si I'(U, @) est plat
sur 4], on a 'isomorphisme canonique

Hi(f7' (U, 5oy S HI(X, 7Y Qe Y (U, O7)

[comme F est cohérent, on a I1v (X, 5)<F Hi(B, 7)]. Cet isomorphisme
commute & la restriction de l'ouvert U/, donc les faisceaux R7 f;(Fr) et
71X, 5) Qi @y sont définis par des préfaisceaux isomorphes, d’ou le
lemme.

ReMARQUE. — Le¢ lemme reste valable dans le cas d’'un schéma de base
quelconque si F est quasi-cohérent, f: 4"— .S quasi-compact et séparé, et

gt T'— S plat.
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3. Préschémas de groupes. — Soit Sun préschéma. Un S-préschéma de
groupes esl un S-préschéma &' muni de la donnée pour tout S-préschéma 7°
d’une loi de groupe sur

/2(;( T) = I[Olns( 77, G)

qui soit fonctorielle en 7°. Donc pour un S-morphisme f: 77> 7', I'appli-
cation

fg : /l(;(\T)u}lL(;(T/),

définie par f;(g) = g.f, est un homomorphisme. L’ensemble 4;(.S) est sup-
posé non vide; le morphisme ez : §— G qui correspond a I'élément neutre de
ce groupe est appelé la section unitée de G.

Soient r et L des S-préschémas de groupes. Un morphisme « : G— L est
appelé un homomorphisme de groupes si, pour tout S-préschéma 7', 'appli-
cation

op: hg(T) > hp(T),

définie par op(g) —= «.g, est un homomorphisme de groupes.

LemMe 2. — Soit a: G- L un homomorphisme de S-préschémas de
groupes. Alors il existe un S-préschéma de groupes H, appelé le noyau
de a, tel que pour chaque S-préschéma T la suite

0 —> /l]{( T) — Il(;( T) — /I,]/( 71)
est exacte.

G et S sont des L-préschémas grice aux morphismes «: G—L et
ep: S— L. On défimt
H—G X S.

Soit 7" un S-préschéma. La structure de groupe sur /i;(7") induit une struc-
ture de groupe sur /iy (7T') (comme a est un homomorphisme), qui est fonc-
torielle en 7. Donc H est un S-préschéma de groupes. Soit p la projection
de H sur G. On démontre facilement que pr : hy(T)—> he(T) est une
injection, et le lemme est démontré si I'on démontre p;[ oy (7T)] = Ker (ay).
Soit f: T—> G un S-morphisme. Si fe€Ker(ay), le morphisme a.f est
I’élément neutre de /i (7), ou bien «.f=¢e;.g, donc on ale diagramme
commutatif
. S

7 > G
n
S 6L+ L

Dans ce cas f se factorise par

fxg: T—Gx  S=1, done py[ly(T)]|D>Ker(ar).
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Supposons, d’autre part, qu'il existe un S-morphisme 4 : 7" I qui fac-
torise f: T'— G. Alors le diagramme

T—h>I[—'»G
rl e
4 Y
S > L
L

est commutatif, «. f est I’élément neutre de /£, (7), donc
priha(T)]cKer(ayr),
et le lemme est démontré.
RemMARQUE. - - Dans ce cas, on dit que la suite

o> H >G> L

est exacte. Si les préschémas de groupes en question sont des A-schémas
réduits (« groupes algébriques » ), cette terminologie coincide avec la notion
de « suite strictement exacte » de Serre (cf. [11]}, VIL.1).

Dauns le cas ou S est le spectre d’un corps £, tout S-préschéma de groupes
est séparé. Dans la suite on parlera donc de A-schémas de groupes. Comme
ce résultat n'est pas essentiel pour le présent article, nous ne le démontre-
rons pas.

t. Foneteurs représentables (c¢f. GroTuenbieck [4]). — Soient F; et F,
des foncteurs (contravariants) d’une catégorie ¢ dans la catégorie des
ensembles. On dit que /', et F, sont isomorphes, s'il existe une famille d’iso-
morphismes

Ap: I (T)» F,(T)

(ou T parcourt 'ensemble des objets de €) commutant avec les fléches dans
les catégories en question. Si P est un objet de &, le foncteur qui associe
a tout 7’ € 'ensemble Mlom (7', P) = /2p(T) est un foncteur contravariant
de € dans la catégorie des ensembles. On dit qu'un facteur contravariant F'
est représentable, s'il existe un objet P& C et unisomorphisme de foncteurs

A F—lp.

Soitfe F(p) tel que A4,(2) ==idp€llom (P, P). Si I est représentable, le
couple (P, £) qui le représente est déterminé & un isomorphisme prés.

Voici un exemple d’un foncteur représentable. Soit § un préschéma et
soit I un faisceau localement libre de rang fini sur S. On associe 4 tout
S-préschéma 7" 'ensemble T' (7. 01t ;). Ce foncleur est représentable (cf. EGA,
,1.7).
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5. Le foncteur de Picard (cf. GROTHENDIECK [3]). -— Soit Sun préschéma
et soit X" un S-préschéma grice & un morphisme f: X ->.S. Si 7 est un
S-préschéma on a un morphisme fr: Xr== A4 =57 7, et 'on définit le
groupe des « familles de classes de diviseurs (ou : « familles des faisceaux
inversibles » ) sur .I" paramétrées par 7" », en posant

Fx(T) == Y(T. R [r(03,))

(ou Ox, désigne le faisceau des unités de Ox,). Pour gellomy(7", T) le
morphisme gy : Ay — A7 définit un homomorphisme de faisceaux d’anneaux
de Ox, dans (gx)*(@);T,). Grace au fait que cet homomorphisme est local
on a un homomorphisme de faisceaux de groupes multiplicatifs ©%,, dans
(gX)¥<@§r> Donc, pour tout ouvert V de 7', on définit ainsi un homomor-
phisme de H'(.¥' <V, O%,) dans (X g (V),0%,). Comme cet
homomorphisme commute & la restriction de Vouvert |, le morphisme
g€Homgs (7", T) définit un homomorphisme

Fyx(g): Fx(TY—>Fx(T).

Comme Fyx(h.g)=Fx(g).Fx(h) on a ainsi défini un foncteur contra-
variant Fx, qu'on appellera le foncteur de Picard pour le S-préschéma X

Supposons que le foncteur /'y soit représentable. Le préschéma P qui le
représente est un préschéma de groupes, car Fy(7T) :I‘(T, R j'y-(@}7,>>
est muni de facon naturelle d’'une structure de groupe. On appellera P (¢
préschéma de Picard du S-préschéma X

REMARQUE. — Cette définition n'est autre qu’une traduction dans le langage
fonctoriel des définitions habituelles. Une section dans B‘f,-(@}z,» corres-
pond a une famille algébrique de classes de diviseurs sur 1" paramétrée par 7.
Un couple (P, £) qui représente le foncteur de Picard correspond & une
application algébrique z : P — fI' (X, O%) avec la propriété universelle que 2
factorise chaque application algébrique dans H'(.Y, ©%). L’homomor-
phisme Fx(g) correspond & « I'image inverse » d'une famille algébrique de
classes de diviseurs. Comparer [12] et [13], ou bien : CrevarLey [1].

6. Changement du faisceau structural.

Lemye 3. — Soit X un préschéma et soit J un faisceau d'idéauzx de Oy tel
que 32z=o. Alors les faisceauz I (de groupes additifs) ¢z 1 @ J (de groupes
multiplicatifs) sont isomorphes.

Soit I/ un ouvert de .1". On définit

ap: (U, =T (U «Pa) par agi{n) =1 --n.
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Cette application est ¢videmment bijective. Comme n, meI' (U, J) implique
nm — o, par la condition J>—=o0, on a

op(n+m)=—=1--n-+m=((1-+n)(1+m),

donc 2y est un isomorphisme de groupes. Comme cette application commute
a la restriction de I'ouvert U, les préfaisceaux canoniques de J et de 1¢5 &
sont isomorphes, d’ou le lemme.

Lenwe b, — Soit .Y un k-schéma propre et connexe. Supposons que X
posséde un point rationnel sur le corps k. Alors

r(/{/’ 03):/{65,\, ot ;\:l‘(l’r, L‘)Y/V\').

Comme 1" est un A-schéma on a I'inclusion naturelle AcT' (LT, @y). Des
propriétés de X il résulte que X, est propre et connexe et posséde un
point rationnel sur £. Done I'(X, Ox,4) =4, et le lemme est démoniré par

la suite exacte
o—>T ( /I’, Iy ) T (/I’, ij) -1 (_/I N ijwd>.

Soit A un anneau local, p un idéal propre de A, et soit B—= A/p. Alors
on a la suite exacte des groupes multiplicatifs

1->1@p->A"> B,

En effet, 'homomorphisme d’anneaux 4 — A4/p=— B induit un homomor-
phisme de groupes multiplicatifs A*—> 5* de noyau 1@ p. Comme A est
local, 'anneau B est local et a le méme corps de restes que {4, ce qui prouve
que A*— B* est surjectif.

A partir d’ici k désigne un corps, S —= Spec(k), et tous les préschémas
envisagés seront des S-préschémas.

Soit & un faisceau d’idéaux du faisceau structural @y d'un préschéma I’
et soit X" le sous-préschéma de X" défini & partir de I par réduction mod .7,
donc

CX\'; o Cj_\'/qj.
Pour un préschéma 7" on a la suite
o—> Tp—> @XT—> (:7‘\;4',} [¢)

qui est exacte (parce que Oy est plat sur Spec(k) == §). Donc on a la suite
exacte de faisceaux de groupes multiplicatifs

=1 Ip—> (9}7,—+ CC’;(;'—P I
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et avec les foncteurs R7fr (ou lon écrit fr : A xg? = Xp— T pour la
projection), on a les suites exactes

e (@) > (Fr)u(Oxp) B RUfr(p) >
s ‘%(fY')*(O:YT)A(fT)*(@;(i) iiﬁlfT(I @ JT) — .

Si Jlyx.J =o0et ICIly,on a J2==o et dans ce cas le lemme 3 affirme que la
correspondance o (n) =1 n est un isomorphisme entre les faisceaux J et
1¢p J. Donc, dans ce cas, on a un isomorphisme

a: R fr(Ir)—> R fr(1P Ir).

Prorosition. — Soit X' un k-schéma propre et connexe qui posséde
un point rationnel sur k. Soit JCIyx un faisceau d’idéaux de Oy tel
que Ix.J =o0. On écrit X'—= (X, 0x/). Alors pour un k-préschéma T
on a

a[Im (37)] == Im (37.).
On démontre la proposition en trois étapes
(1) Im(dy) =Im[dr: (fr),(Ix QO7) > R fx(I7)].
Par la formule de Kiinneth (¢f. § 2, lemme 1) on peut écrire
() (Ox) =D(X, 00) DO et R fi(I)=H' (X, 5)@Or.
Pour
g::}:ai® b,eT (X, 0x)® Oy,

on a
dr(g) =33 (@) Q b

Comme X7 est également propre et connexe et posséde aussi un point
rationnel sur A&, on peut écrire (¢f. lemme %)

(X, ox)=~Fp A, o A'=T (AL, 9tx) (avec 9lx = 95/ ).
Pour g:Ea, & b, on écrit
;= a;+ n;, a ek, neA.
Comme o;€kcl' (X, Of), done 6(a;) — o0, on a
or(g) = 6;(2 ;R bi\ s
et la premiére étape est démontrée.

(i) Im(87)=1Im[0} : (/r), (1@ Ir® Or) >R fr(1@ I7)].
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Soit g€ ([f7),(x;), pour un t€ 7. Alors il existe un voisinage U de ¢ tel
que g est le germe d’un élément de I' (X =< U, @f\»,;.). Comme @},}, est un sous-
faisceau de Oy;. on peut écrire

i p

- } : . .
;,>':2a,-®b,—+271[®b,-, avec o,€n et meN =T (A, 9.

Wl . e 'y .
On poseg’:}l‘ ;@ b; et, comme 2 et g’ diflérent par un élément nilpotent,

&' est le germe d’un élément de I'(A < U, 0%,). Donc on a d7(g") =1,
ou bien

N 3 * -/ o

0r(g) = 01(8/8")-

Par réduction mod9t5.Q Oy de X' < T, la section g/g' s’applique sur 1.
done g/g’ est une section du faisceau 1 Iy ® Oy, et la seconde étape est
démontrée.

(iii) On applique une section n dans 9. ® O sur 1+ 1 dans
1P Iy ROy, et Von oblient le diagramme

o (D ®0r) T R (I
8
: M i M
. (‘/.T)*(I @ ng’@ C)T) —}R]f]'(l @ JT) = e

&£

L’applicalion 2 est un isomorphisme (comme les faisceaux &, et 1@ Iy sont
isomorphes sous la condilion J2=—0) et, comme 3 est bijectif (V. 5.
B n’est pas nécessairement un homomorphisme), la proposition est démontrée
si Pon démontre que le diagramme est commautatif. Pour

gel (X=xU, 9txQ0y),
ou U est un ouvert de 77, il existe un recouvrement { I/;} de I < U et des
éléments
i€l (V,, 9txP Oy), avec g;—gel'(VinV,;, Jz),

tels que 07(g) est représenté par le cocycle v,;—g;— & Alors a.0(2) est
représenté par le cocycle a.v;; =1+ g, — g, Comme g;(g,— &) = o, sous
la condition 91x.J =—=o0, on a
g = () (g — g, done 2y = (1 g) (1 800,
ce (ui prouve
2.07(g) = 9p(1+ &) =3r.3(g),

d’ou la proposition

COROLLAIRE. — Il y a des espaces vectoriels N et M sur k tels que pour
tout k-préschéma T on ait la suite exacte

0> NQOr—> R fr(Or,) = B f1(O%;) > M 0.

BULL. $0C. MATH. — T. 93, rasc. 1. 4
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On écrit V pour I'image de ¢ : I'(X, Ox.) — ' (X', J), et, par la formule
de Kiinneth, ¥ @ Or est le noyau de 6. Comme les faisceaux Jr et 1 p Iy
sont isomorphes, on a

R fr(1@3r) = H2 (X, 3) Q Oy,

et l'on pose H2 (X, ) = M, d’ou le corollaire.

REMARQUE. -~ Dans le cas des courbes algébriques on a H#*( X, J) =o, ce
qui donne la suite exacte

0 —> _ZV® Op— BlfT<(9jY7,> — R! f[(@j:}) — 0.

7. Faisceaux principaux homogeénes. — Soit 7" un espace topologique
et soit M un faisceau de groupes abéliens (additifs) sur 7. Un faisceau
d’ensembles @ sur 7" est dit principal homogéne sur M si une application
continue @ : I <X A — A est donnée telle que pour @, v, €&, t€ T, il existe
un m €N, et un seul, tel que ¢ (m, a,) = a,, et telle que JIL opére sur €\;
cest-a-dire si m,, m, €M, n €@, alors

o(mq, @(my, @)) =@ (m,~+ nts, a).
Un exemple naturel d’un faisceau principal homogéne est le suivant. Soil
G
0>M—>F >G>0

une suite exacle des faisceaux de groupes sur 7". Soil sel'(7, ). Les
éléments de F qui s’appliquent sur s forment un sous-faisceau (d’ensembles)
A —oc'(s) de F, qui est principal homogéne sur It (et tout faisceau
principal homogéne s’obtient par le procédé indiqué).

Soit 7" un préschéma, soit I un faisceau localement libre sur 7" et soit &
un faisceau principal homogéne sur JR. Pour un 7-préschéma 77 on définit
un faisceau Ay principal homogéne sur Iy — M Q @7 de la maniére
évidente.

Lemye 5. - Soit O un faisceauw localement libre de rang fini sur le pré-
schéma T. Soit & un faisceau principal homogéne sur M. Alors le
foncteur A(T") =T (1", @) (de la catégorie des 7-préschémas dans la
catégorie des ensembles) est représentable.

Pour chaque (€7 il existe un voisinage U de ¢ et une bijection
M| U | U. Le foncteur I'(U', Oy ) (pour U’ au-dessns de U) est repré-
sentable (¢f. §&). Comme le foncteur 4 est de nature locale (pour Ia
définition, ¢f. [4], 5.4), ceci implique que le foncteur 4 est représentable
(loc. cit., corollaire 5.7), el le lemme est démontré.
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8. TnrorivMe. — Soit X" un k-schéma propre et soit Fx (T) le foncteur
de Picard de X . Supposons que toute composante connexe de X posséde
un point rationnel sur k. Si le foncteur de Picard ¥y, ,(T) du schéma X .,
est représentable, le foncteur Fx est représentable.

Comme X est propre, donc de type fini sur Spec(4), on peut I'écrire
comme somme disjointe d'un nombre fini de parties connexes X, Si P;
représente le foncteur de Picard de ., le produit des P; représente le
foncteur Fx. On peut donc supposer A" connexe.

Soit 9ty le faisceau des éléments nilpotents du faisceau structural @y. On
définit des sous-schémas X, de 1" par

‘I’E" o= (:1{’, C7X/31§»).

Donc on a .1’y == X ,,q. Comme I est de type fini, il existe un nombre n tel
que 9§=o pour p 2 n, donc K, ==Y dans ce cas. Le schéma ¥, est
obtenu a partir de ¥y, par réduction modIx/IY ™ =3, et comme
INx, - Jp= o0, le théoréme est démontré par induction si 'on démontre :

=

Soit X un k-schéma propre et connexe qui posséde un point rationnel
sur k. Soit 3 C Iy un faisceau d’idéaux de Ox tel que I x.J=o. Si le
foncteur de Picard F'(T) du schéma X' — (X, Ox/J) est représentable,
le foncteur de Picard F(T) de X est représentable.

Comme JCIy et Ix.J == o, on peut appliquer le corollaire de la pro-
position (¢f. § 6) : il y a des espaces vectoriels /V et M et une suite exacle

(%) oM@ Op >R fr(Ok,) >R fr(Ok;) > NQ Or.

Soit £ le foncteur qui associe & tout préschéma 7' Vimage de o : F/(1)~F'(7').
Alors £ est défini par la suite exacte

(Y %) o >T (T, MR EOyp)>F(T)—F(T)—>o.

Par hypothése, le foncteur F” est représentable, disons /' (7T) — he(T). Le
foncteur I'(7, &V @ ©y) est représentable (¢f. § &); soit L l'objet qui le
représente. Soit // le noyau de ’homomorphisme de groupes a: G— L
{¢f. § 3). Alors on a la suite exacte l

0 har(T) > he(T) L hy(T)

(¢f. lemme 2). Comme la suite (%) est exacte, ceci prouve que / représente
le foncteur F7.

Soit € F'( 7). On désigne par F'y, le « sous-foncteur » de I,y (ot Iy est
la restriction de /7 a la catégorie des 7-préschémas, ¢f. [%], § 3) défini par :
I, (T) est'ensemble des éléments de #(7") qui s’appliquent par o sur 7;s1 77
est un 7-préschéma (morphisme structural =), on définit =*(n) — ' € F'(7"),
et les ensembles /7, (7") pour 77 un préschéma variable au-dessus de 7’
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définissent un-foncteur F,. On considére @, le sous-faisceau des éléments
de R' fr( O}T) qui s'appliquent par ¢ sur u [pour Uinstant 7" et ne F" (7))
restent fixés]. Comme o : F(7')— F'(T) est surjectif, le faisceau & est
principal homogéne sur M @ Or=I1 (¢f. §7) et 'on a

(7, &) =F, (T").

Si I'on peut représenter pour chaque v € F'( 1') le foncteur F,, on dit que F¥
est représentable au-dessus de F' (cf. | 4|, définition 3.3). Comme

Fo(THY~T (T, @),

le lemme 5 prouve que F' est représentable au-dessus de /. Comme F" est
représentable (au moyen de l'objet /), ceci implique que /' est représen-
table (loc. cit., lemme 3.6; F est représenté par une « extension » de /7,
qui correspond & la suite exacte (% % ), par un espace affine de dimension
m=dim /), et le théoréme est démontré.

ReMaRQUE. — Le schéma de Picard £ de X" est obtenu par extension d’un
sous-schéma de groupes du schéma de Picard de .¥,., par un « groupe
linéaire réduit ». (Cest-a-dire qu’il existe un groupe algébrique affine L' et
une suite ( « striclement ») exacte

o—>L PG,

ol G estle schéma de Picard de X, Dans le cas des courbes algébriques
Papplication P —» G est surjective, et P est une extension de G lui-méme
(cf. § 6, remarque).

On remarquera qu’on peut démontrer facilement le lemme 5 et le théoréme
directement, c'est-2-dire sans utiliser les résultats de GroTuenpieck sur la
nature locale d’un foncteur et sur la notion de représentabilité d’un foncteur
au-dessus d’un autre.

APPENDICE.

Voici des indications qui assurent que la jacobienne généralisée J d’une
courbe algébrique, réduite, construite par Rosesuicur (*) (ef. [9]), est la
composante absolument connexe de I'élément neutre du schéma de Picard &
de cette courbe (?) (sous I'hypothése qu’on sait construire ().

Comme Jdonne déja ensemblistement la « composante connexe » du groupe
de Picard H'(.X, ©%) de X, le schéma qui correspond a J est le schéma
réduit de la composante absolument connexe G, de I'élément neutre de 4.

() Pour le cas d’une courbe rédactible, ¢/f. [9]. p. 521, ou bien ¢f. {8], chap. 2.

(®) A. GROTHENDIECK vient de mec communiquer que la condition H2(_I, 0x) := o suffit
pour assurer que le schéma de Picard de X" est réduit. Donc, en parliculier, le schéma
de Picard d’une courbe algébrique quelconquc est réduit (¢f. Appendice et 8, remarques).
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L’application algebrique { : J —> Pic (LX) = H' (X, Ox) induit, par un pro-
cédé bien connu de CARTIER, une application linéaire ¢, : t,— H' (X, 0%)
de I'espace tangent a I'élément neutre e de J (i, est le dual de m,./mj.)
dans le groupe des classes de diviseurs additifs sur . Soit o : Gy—> (Gy)rea=J
Ia réduction de G, mod 9¢;. L’application algébrique £ : &,— Pic (1) facto-
rise ¢, donc on a le diagramme commulatif

t) s I (X, O)

On sait que 7, est bijectif [ comme g, est 'application inverse d’une application
analogue construite avec des différentielles, ¢f. [8], 2.4.4; ou bien: {, est
injectif et dim /' (X', Ox) =7 —=dimJ —dimt,|. En particulier, £, est sur-
jectif, done ¢*: t,— t; est surjectif. On désigne par m l'idéal maximal de
Panneau local de ’élément neutre de G, par a I'idéal des éléments nilpotents
de m et par m,.,,— m/a I'idéal maximal de Yanneau local de I'élément neutre
de J. Comme &* est surjectif, Papplication

g, M/ Mor/M

X

est injeclive, donc a Cm>.

LemMe 6. — Soit A un anneaw local neethérien, d'idéal maximal m.
Soit a un idéal nilpotent de A tel que AJa — A,oq est régulier. Alors a cm?
impliqgue a = {0} (donc A = A,).

« Ayoq est régulier » implique dim 4,4 = dim (M.e/M%), « a est nilpo-
tent » implique dim A —= dim 4,4 et « aCm? » implique

dim (m/m?) == dim (M.cq/M%c0)-

Donc dimA —dim (m/m?), ou bien A est régulier. Donc A est intégre,
a—1{o}, et le lemme est démontré.

Comme J est une variété de groupe et comme g, est injectif, les conditions
du lemme sont satisfaites, donc a = {o}. Par « translation » on démontre
que Iz=o, donc ¢ : Go—>J est un isomorphisme.

ReMARQUES. — Soit £: G — 11" (1, ©x) la variété de Picard d’une variété 1.
On sait que dans ce cas £, : {o—> H' (LT, Ox) est injective (c¢f. [13], chap. I,

théorémes 1 et 3). Donc les arguments ci-dessus prouvent que la condition
dim G == dim H' (X', Oy)

suffit pour affirmer que G donne la composante absolument connexe de I'élé-
ment neutre du schéma de Picard de 1.

En général, la condition que I'application tangente soit un isomorphisme
ne suffit pas pour assurer que la réduction d’un schéma soit un isomorphisme.
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En effet, la condition que A, est régulier dans le lemme 6 n’est pas superflue
comme on voit par 'exemple suivant. Soit ¥ le schéma affine défini par

x(x2*— y?) = o = (2’ — ¥*)?,

c’est-a-dire une courbe plane avec un point immergé dans le point P =(o, o),
qui est un point de rebroussement de la courbe .1, L'idéal maximal m
de A = Oy, p est engendré par « et y (considérées comme fonctions sur I
ct I'tdéal nilpotent a de 4 est engendré par z?— y*. Donc acmz Dans ce
cas, ¢ : X' — X,y donne la bijection 7, : M/M>— My /Mg, mais a2 {o},
donc la réduction ¢: X" I,y n’est pas un isomorphisme.
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