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Abstract. We study  a class  of random  finite  difference  operators, a  typical
example of which is the finite  difference  Schrδdinger  operator with a random
potential which arises  in solid  state physics  in the tight binding approximation.
We  obtain with  probability  one, in various  situations, the exact  location of the
spectrum, and criterions  for a given  part  in the spectrum  to be pure  point or
purely  continuous, or for  the static  electric  conductivity  to vanish. A general
formalism  is developped  which  transforms  the study of these random operators
into  that of the asymptotics  of a multiple  integral  constructed  from  a given
recipe.  Finally  we apply  our  criterions  and  formalism  to prove  that,  with
probability  one, the  one- dimensional  finite  difference  Schrodinger  operator
with  a random  potential  has  pure  point  spectrum  and  developps  no  static
conductivity.
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I .  Introductio n

N ous  decrivons  ici des resultats  sur la nature du spectre  d'une classe  d'operateurs
aux  differences  finies  aleatoires,  dont  un  cas  particulίer  important est celui de
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Γoperateur de Schrodinger  discretise  avec  un potentiel  aleatoirezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA H(V):

H(V)=- A  + V  (1.1)

agissant  sur des suites  de carre  sommable, par exemple  / 2(Z V) , par

(H(V)ψ) (x) =   Σ  ψ(y) -  2vψ(x) +  V(x)ψ(x)  (1.2)
yeTLv

|y- jc| =   l

pout  tout  xeZ v,  ψeί2(Zv).  Le potentiel  V={V(X)}XGΈV  etant  constitue  par un
ensemble  de variables  aleatoires.

Ce  modele, dans le cas oύ les V(x) sont des variables  aleatoires  independantes
identiquement  distribuees,  est celui qui fut utilise  par Anderson  et de nombreux
autres  auteurs  depuis  pour  discuter  les proprietes  de transport et de localisation
dans divers systemes  desordonnesι. II existe deux realisations  physiques  classiques
d'un  tel modele:

-   les oscillateurs  harmoniques  avec des interactions a plus  proches  voisins et
des  masses  aleatoires

-   des electrons diffuses  par des impuretes  creant un potentiel effectif  aleatoire
V(x)  au point x  dans  Γapproximation  de liaison  etroite (tight binding).

Cependant  pour de nombreuses  raisons  il est interessant  de considerer  le cas
plus  general  d'operateurs H agissant  sur ί2{S\  oύ S est un ensemble  denombrable,
definis par

(Hψ)(x)=ΣH(x,y)ψ(y)  (1.3)
yeS

et  oύ Γespace §  de tels  operateurs est muni d'une  mesure de probabilite.
Outre  Γinteret  mathematique  evident  d'etudier  le cas general  des operateurs

aux  differences  finies  aleatoires, une telle generalisation  est utile en physique  pour
inclure le cas du «desordre  non diagonal» dans lequel des coefficients  H(x, y), x Φ  y
sont des variables  aleatoires, pour  inclure le cas oύ le reseau  sous- jacent  n'est pas
27,  mais  un graphe  n'ayant  pas necessairement  de structure  de groupe,  comme
dans  les  materiaux  amorphes,  ou  bien  enfin  pour  etudier  des  modeles  plus
compliques necessaires par exemple, dans Papproche des auteurs, a Γetude du seuil
de  mobilite.

Les  questions  d'interet  dans  Γetude des proprietes  spectrales  et des proprietes
de  transport  associees  a de tels  operateurs  aleatoires  sont  principalement de trois
sortes. La premiere question est celle de la nature de la densίte cΓέtat, en particulier
de son support:  presente- t - il des «gaps»...  Ceci revient  a determiner le spectre de
H,  avec  probabilite  1, puisque  ce spectre  est le support  de la densite  d'etat. U n
argument  empirique a ete presente dans la reference  [30] pour ce probleme, dans
le cas de Γequation de Schrodinger  discretisee.

La  seconde  question  est la suivante:  comment se comportent  asymptotique-
ment  dans  Γespace  les fonctions  propres  generalisees  de H. Si elles  decroissent

1  N otons cependant que de tels problemes ont ete poses  dans la literature mathematique bien  avant
les  travaux  d'Anderson sur les systemes  desordonnes: des 1898, Stieltjes  [29]  conjecturait  que (traduit
en  langage  moderne) une equation  de Schrodinger  discretisee  unidimensionnelle  avec  un potentiel
aleatoire  possede  avec  probabilite  1 un ensemble  de valeurs  propres  dense  dans  son spectre.  (N ous
remercions  F. Bentosela pour  cette reference)
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suffisamment  vite pour etre de carre integrable, alors  les  physiciens  diront  qu'elles
sontzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  localίsέes  (en  fait  la  plupart  du  temps,  localisation  sous- entend  localisation
exponentielle  dans  la  litterature  physique).  D ans  le  cas  contraire  elles  sont
dέlocalisees. G race a  une caracterisation  des  sous- espaces  purement ponctuels  et
continus  due  a  Ruelle  [26,  1],  en  terme  de  revolution  d'espace  temps,  nous
pouvons  identifier,  le premier cas a une absence de diffusion du paquet d'onde alors
que  dans  le  second  un  paquet  d'onde  initialement  localise  diffusera  a  Γinfini.  Ce
probleme  revient  done a determiner la  nature du  spectre  de H  avec  probabilite  1.
II devrait  etre purement ponctuel  dans  le cas  de la  localisation,  continu lorsque  les
fonctions  propres  sont  delocalisees.  Anderson  ouvrit  tout un  domaine de  recher-
che  en  arguant  dans  son  article  fondamental  [2]  qu'en  dimension  trois, pour  un
«desordre  assez  grand»,  tous  les  etats  de  Γequation  de  Schrodinger  avec  un
potentiel  aleatoire  sont  localises.  Peu apres  M ott  et Twose  [20]  montraient qu'en
dimension  un,  tous  les  etats  devraient  etre  localises  «aussi  faible  que  soit  le
desordre ».

Le troisieme type de probleme concerne les propriέtέs  de transport de ces syste-
mes et depend plus specifiquement  de Γinterpretation physique que Γon choisit pour
Γoperateur H.  Si Γon cherche a decrire  la  diffusion  d'electrons  par  des  impuretes,
on  s'interessera  a la conductivite electrique, et en particulier  on voudra  determiner
si  la  conductivite statique  est  nulle  ou  non, differential  ainsi  un  conducteur d'un
isolant.  Si  Γon  prend  au  contraire  Γinterpretation  en  oscillateurs  harmoniques
visant  a  decrire  la  dynamique  d'un  crystal  dans  Γapproximation  la  plus  simple
possible,  on  s'interessera  au  comportement  de  la  conductivite  thermique  du
systeme.  D ans  le  cadre  de  la  premiere  interpretation,  M ott  et  Twose  [20]  ont
argue  sous  des  conditions particulieres  dans  le cas  d'une equation de  Schrodinger
unidimensionnelle  avec  un  potentiel  aleatoire,  que  la  conductivite  electrique
statique devrait  etre nulle. H alperin  [12]  conjectura  que ce devrait  etre toujours  le
cas  dans les  systemes  unidimensionnels  aussi  faible  que soit  le desordre, et relia  ce
probleme  a celui de Γetude du deplacement moyen  associe  aux  fonctions  propres.
Cet  article  a  souvent  ete  considere, a  tort, dans  la  litterature  comme  fournissant
une  preuve  de Γabsence  de  conductivite.

Bien  entendu la  majorite  de  ces  problemes  restent  soit  incompris, soit  a  Γetat
de  conjectures  tant  sur  le  plan  de  la  physique  que  sur  celui  de  la mathematique.
Pour  un etat du sujet  du point de vue de la physique, nous renvoyons  a  [3,19, 30].
Quelques  resultats  ont  ete  obtenus  du  point  de  vue  de  la  mathematique,
principalement bases sur un argument theorique mais non rigoureux  du a Borland
[5] :  il  a  introduit  Γidee  importante  que  pour  des  systemes  unidimensionnels,  la
localisation  devrait  etre liee a une croissance  exponentielle  de la norme de  Γimage
d'un  vecteur  par  un  produit  aleatoire  de  matrices.  La  meme  annee,  Furstenberg
[9]  publiait  sa  tres  importante preuve  de  la  positivite  du  plus  grand  exposant  de
Liapunov  de  produits  de  matrices  aleatoires  independantes  sous  des  conditions
appropriees.  Ce  resultat  a  ete  etendu  au  cas  markovien,  par  Royer  [25].  II a  ete
demontre  par  M atsuda  et  Ishii  [17]  et  par  Yoshioka  [33]  que  les  conditions
d'application  du  theoreme  de  Furstenberg  sont  remplies  par  les  produits  de
matrices  aleatoires  associes  a  une  equation  de  Schrodinger  unidimensionnelle
discretisee  avec  un  potentiel  aleatoire  lorsque  celui- ci  est  constitue  de  variables
aleatoires  independantes.  D ans  ce  cas,  Casher  et  Lebowitz  [7]  ont  montre
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Γabsence  de spectre  absolument  continu dans le cas de Γequation  sur  un  demi- axe,
et  Pastur  [23]  dans  le  cas  de  Γaxe  complet,  etendant  de  plus  le  resultat  au  cas
markovien.  U ne etape importante a ete franchie  par  G old'sheid  et al.  [11]  qui ont
prouve  que le spectre de Γoperateur  de Schrodinger  avec un potentiel aleatoire  est
purement ponctuel dans diverses situations  continues unidimensionnelles.  D e plus
Molchanov  [18]  a  pu  montrer  dans  un  cas  que  les  fonctions  propres  sont
exponentiellement  decroissantes.  Enfin  concernant les  proprietes  de transport  il  a
ete  prouve  par  Casher  et  Lebowitz  [7]  que  la  conductivite  thermίque  est  infinie,
dans  un  modele  de  crystal  harmonique  desordonne  unidimensionnel,  et  le
comportement  exact  en  a  ete  obtenu  par  Verheggen  [31].  U ne  revue  des
principaux  travaux  rigoureux  avant  1973  sera  trouvee  dans  [22,  13].

Les  resultats  que  nous  presentons  dans  ce papier  repondent partiellement  aux
diverses questions  posees  ci- dessus.  Certains  d'entre eux  ont ete  annonces  ailleurs
[16]. D ans certaines  situations  nous pouvons  determiner exactement  le spectre  de
H  (Sect. III). N ous etablissons  des criteres  generaux  qui garantissent  que le  spectre
de Γoperateur  aleatoire  H  est  purement  ponctuel  ou  continu (Sect.  IV)  ou  que  la
conductivite electrique  statique est nulle (Sect. V). Par ailleurs  nous avons  etabli un
formalisme  general  qui  nous  permet  de  calculer  les  quantites  d'interet,  les
observables,  comme  limites  d'integrales  multiples  donnees  par  des  formules
explicites  (Sect.  VI).  Appliquant  enfin  ces  criteres  au  cas  de  Γequation  de
Schrodinger  unidimensionnelle, nous prouvons  qu'avec  probabilite  1, le spectre  est
purement  ponctuel, les  fonctions  propres  decroissent  exponentiellement,  et que  la
conductivite  electrique  statique  est  nulle  (Sects.  VII  a  IX).  N ous  obtenons  par
ailleurs  diverses  formules  explicites  pour  des  quantites  utiles  telles  que  la  fonction
spectrale  moyenne  et  le  rapport  de  participation.

L'interet  de notre approche  reside  selon  nous  dans  les  faits  suivants:  bien  que
nous  ne puissions  conclure  sur  la  nature  du  spectre  actuellement  que  dans  le  cas
unidimensionnel,  notre  approche  est,  dans  son  principe,  independante  de  la
dimension.  En  particulier  elle  transforme  le  probleme  original  en  une  sorte  de
probleme  de spins  continus  sur  un reseau  et suggere une connection precise  entre
transition  de phase  en mecanique  statistique  et  transition  du  spectre  ponctuel  au
spectre  continu. Cet  aspect  de  notre  travail  est  discute  dans  la  Sect. C.

A.  Le  cas general

II .  Definitions  et preliminaire s

Au  cours  de cet article, nous considerons  des  operateurs  aux  differences  finies.  U n
cas  particulier  important  en  est  Γoperateur  de  Schrodinger  discretise.  N ous
definissons  dans cette section la classe d'operateurs  aux  differences  finies  que  nous
etudierons  par  la  suite  et  indiquons  quelques  resultats  preliminaires.

1)  Uespace  de base. N ous  considerons  un  ensemble  denombrable  de  points  S. II
peut  etre  avantageusement  pense  comme  Γensemble  des  sommets  d'un  graphe  G
donne,  souvent  le  reseau  cubique  TLά,  mais  aussi  par  exemple  un  arbre  de  Cayley,
qui  apparaϊt  en  physique  dans  le  cas  de  Γapproximation,  dite  de  Bethe,  des
systemes  sur  un  reseau  Έd. D ans  ces  cas, S = S(G).
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N ous  considerons  Γespace  des suites  de carre  sommable  indexees  parzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA S :

\ \
2
=zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Σ M * ) I 2 < ^ 1  (Π.l)

xeS  J

oύ  les suites  sont a valeurs  complexes  ou reelles  etant donne en general  Γabsence
d'ambiguites,  nous laisserons  implicite Γindice C ou IR. N ous utiliserons  le produit
scalaire  < ?> et la base  hilbertienne  {δx}xeS  naturellement  associes:

< Ψ,Ψ'> =   ΣvK*)v>'(χ )  (π.2)
xeS

δx(y) = δ(x9y)  (113)

oύ  δ(x, y) est le symbole  de Kronecker.
N ous  considerons  aussi  Γespace

f(S)  = {ψ = (ιp(x))xeS\ψ(x)  = 0 pour  tout xeS  sauf un nombre  fini}.  (II.4)

N ous  introduisons  aussi  Γespace  §  de functions  symetriques  sur S xS, a  valeurs
reelles:

et  ||ί/ ||'1= Sup  Σ\H(x,y)\«rΛ.  (11.5)
xeS  yes

y*χ  )

Remarque.  D ans  la  definition  de Γespace  § , il n'y a  aucune  contrainte  sur les
termes  H{x, x).

2)  Les opέrateurs. Soit Heξ>. A cette fonction  symetrique sur S xS, nous  associons
les  operateurs HND, HD, H, HD, H sur / 2(S) definis par:

(HNDxp)  (x) =   ^  H (x, y)ψ(y),  VXG 5  (II.6)
yeS

qui est un operateur  auto- adjoint  borne sur / 2(5), de norme inferieure  ou egale a
Iliflli  (HND est trivialement un operateur borne de ̂ 1{S) dans lui- meme et de / G0(Sr)
dans  lui- meme,  et  done  aussi  de  / 2(S)  dans  lui- meme,  grace  au  theoreme
d'interpolation  de Riesz- Thorin  qui assure  aussi  le resultat  sur la norme).

)ψ(x),  VxeS  (11.7)

avec  le domaine  D(HD) = f(S\

avec  le domaine  D(H) = f(S).
Les  operateurs  HD et H sont  essentiellement  auto- adjoints,  et nous  noterons

HD  et H leurs  fermetures  qui sont  auto- adjointes :

H = HNΓl + Hn  de domaine
(II 9)

L'ensemble  de ces operateurs  H, sera  encore  denote  § . Us admettent  tous  f(S)
pour  coeur.
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La famille  spectrale de ΓoperateurzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA H  sera  notee  {EH(λ}},   et sa mesure  spectrale
EH(dλ)

EHW=  J  EH(dλ),  (11.10)
—  oo

EH{A)=\EH{dλ),  (11.11)
A

pour  A  ensemble  mesurable  de IR. En Γabsence  d'ambiguite,  la  dependance en H
sera  oubliee  et  Γon  ecrira  simplement  E(λ),  E(dλ),  E(A).  N ous  serons
particulierement  amenes  a  considerer  la  mesure  spectrale  evaluee  entre  deux
vecteurs  de  base:  (δx,EH(dλ)δyy.  II  s'agit  d'une  mesure  reelle,  et  Γon  peut
considerer  sa  valeur  absolue  (voir  par  exemple  [6])  qui  sera  denotee

Kδx,EH(dλ)δyy\ .

Un  exemple  typίque:  Γoperateur de Schrόdinger discretise

En  choisissant:

H(x,y)=- l  si  d{x,y) = l,  (11.12)

H(x9y)  = 0  si  d(x,y)>l

oύ  V(x) designe  le potentiel au point x  et d(x, y) la  distance  sur  TΠ telle que  J(0, x)
=  Σ  \x{i)\ , Γoperateur H associe  a la fonction H(x, y) ci- dessus  est Γoperateur de

Schrodinger  discretise  avec  le  potentiel  V(x):  H =   — A + V.

3)  Boΐtes  et  lίmite  thermodynamique.  Soit  A  un  sous- ensemble  fini  de  S,  («une
boϊte»)  e tP 7 1  Γoperateur  de  projection  associe  agissant  sur  / 2(S) :

Puisque  S  est  denombrable,  et  que  PΛ  agit  sur  / 2(S\  il  existe  toujours  une  suite
{/L }.6]N  de  sous- ensembles  finis  de  S  tels  que

=  I   (11.14)

oύ  s — lim designe  la  limite  forte  et  I  Γoperateur  identite. La  limite  selon  une  telle
sous- suite  est  appelee limite thermodynamique et dans ce papier  les boϊtes A  et  les
limites  A  croit  vers  S:A]S,  seront  toujours  entendues  au  sens  defini  ci- dessus.

II  sera  commode d'utiliser  dans  la  suite:

\ \Ψ\ \Λ=\ \PΛΨ\\ ,  (Π.15)

\ \Ψ\ \ΛC=W- PΛ)Ψ\ \ -  (Π.16)

Considerons  maintenant pour  H  donne Γoperateur2

(11.17)

2  N ous avons  choisi ici les conditions aux bords nulles pour la simplicite. On verifie  aussi  facilement
que  tous nos resultats  s'appliquent  aussi  au cas oύ HΛ  serait  construit a partir de conditions aux  bords
periodiques ou anti- periodiques qui sont utilisees  parfois  en physique. En effet  on verifie  encore dans ce
cas  que  HΛ  converge  fortement  vers  H  au  sens  de  la  resolvante
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qui  est  la  restriction  de ΓoperateurzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  H  a  la  region  finie  A  avec  des  conditions  aux
bords nulles3  (conditions de Dirichlet). On voit  facilement  que HΛ  est un operateur
borne  auto- adjoint  sa  famille  spectrale  sera  notee  EΛ(λ).

Lorsque  Λ]S,  on voit  facilement  que  HΛ  tend vers H  fortement  au  sens  de  la
resolvante  ([24],  Tome  1, Theoreme  VIII  25),  ce  qui  assure  la  convergence  des
mesures  spectrales  EΛ(dλ)  vers  E(dλ),  au  sens  oύ  pour  tout  ψe^2(S),  la  mesure
EΛ(dλ)ψ  converge  faiblement  (au  sens  des  mesures)  vers E(dλ)xp.

Enfin  considerant  les  valeurs  absolues  des  mesures  spectrales  evaluees  entre
deux  vecteurs  de  base,  nous  avons  pour  toute  fonction  /   continue, positive  ou
nulle:

\ f(λ)Kδx,E(dλ)δy)\  S liminf J / WK ^ ^ W, ) !  (11.18)
A\zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  o

qui decoule de la definition  de la valeur  absolue  d'une mesure  [6]. II s'ensuit  que si
A  est  un  intervalle  ouvert  de IR

J <<5X, E(dλ)δy)\   g  liminf  f  |< ^ , EΛ(dλ)δy}\ .  (11.19)
A

  A
^

h
  A

En  effet  A  etant  ouvert

j Kδx,E^Λ\dλ)δy}\=   lim  \ fn(λ)\<^^Λ\dλ)δy)\   (11.20)
A

  n~ >0°

oύ  fn  est  une  suite  croissante  de  functions  continues  positives,  convergeant
ponctuellement vers  la  fonction  caracteristique  de A. Par  ailleurs,  la  suite  fn  etant
choisie  croissante,  pour  tout  n

ί  fnWKδ*EΛ(dλ)δy)\   ^  liminf  lim  j fn(λ)\<^EΛ(dλ)δy)\ .  (11.21)

4)  Les  mesures de probabίlite. Considerons  Γespace  §  et munissons- le  de  la  tribu
des  evenements  cylindriques.  N ous  introduisons  des  mesures  de  probabilite,
notees  µ,  sur  cet  espace  mesurable.  Si  /   est  une  fonction  mesurable  sur  § ,  µ (f)
designera  sa  valeur  moyenne  par  rapport  a  µ,  et  si  A  est  un  sous- ensemble
mesurable  de § , µ (A) notera sa mesure. La probabilite  conditionnelle, etant donne
un  evenement  B, sera  designee  par  µ (  | B).

N ous  pouvons  alors  enoncer  la  proposition  suivante  que  nous  utiliserons
plusieurs  fois  dans  la  suite  de  ce  texte  et  qui  nous  assure  que  «tres  souvent»
Γoperateur  HΛ  n'a  pas  de  valeurs  propres  degenerees:

Proposition II . 1. Soίt  µ une mesure de probabilite sur § . Supposons que la probabilite
conditionnelle  µ (H^\HD̂)  soit  absolument  continue  par  rapport  a  la  mesure  de
Lebesgue. Alors  avec probabilite  1, le spectre de HΛ  est  de multiplicite  ί.

Preuve.  En  fait  nous  devons  montrer  que  les  valeurs  propres  d'une  matrice
symetrique  sont  non  degenerees  pour  presque  toutes  (au  sens  de  la  mesure  de
Lebesgue)  les  valeurs  des  elements diagonaux.  Or  il est  bien  connu qu'une  famille
analytique  de  matrices  a  un  nombre  constant  de  valeurs  propres  distinctes,  sauf
sur  un ensemble  de mesure de Lebesgue  nul  [14]. II suffit  done de constater que le

Cf.  note en  bas  de  la  page  precedente
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nombre de valeurs  propres distinctes est egal a la dimension de Γespace lorsque  les
elements diagonaux  sont grands, mais d'ordres  de grandeur differents,  par  rapport
aux  elements  non  diagonaux.  •

III .  Determination du  spectre

N ous  nous  restreindrons  dans  cette  section  au  caszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  S = ZV.  Des  generalisations  de
nos resultats  peuvent cependant s'obtenir  lorsqu'il  existe un groupe agissant  sur S.
N ous  allons  montrer  qu'il  est  possible  de  determiner  completement  le  spectre
d'une  large  classe  d'hamiltoniens  stochastiques,  avec  probability  1. N ous  aurons
ainsi  obtenu  le  support  de  la  densite  d'etat  d'un  grand  nombre  de  modeles.

D ans  ce qui  suit  SpH  designe  le  spectre  de Γoperateur  H.  Alors

Theoreme III. l .  Soit  µ  une mesure de probabilite ergodique sur  § . Alors µ - presque
tons  les operateurs H  out  merne spectre.

Ce  theoreme  decoule  directement  du  theoreme  ergodique,  en  utilisant  le  fait
que  SpH  est  un  ferme.  II etait  deja  mentionne dans  la  reference  [23].

Preuve.  Soit  Rn  un  recouvrement  denombrable  de  R  par  des  intervalles  fermes

[α ?fc]  d'extremites  rationnelles  et  de  longueur  - : α , b e Q e t b — α =  - .  Soit
n  n

Par  Γhypothese  d'ergodicite  de µ , nous  avons  soit  µ (§α J ?) =  0, soit  µ (§ α   b) = l.  Soit
maintenant

π £ l  {[a,b]eSn

n  \ [a,b]eSn

§ '  est  de mesure  pleine  et  pour  tout Heξ>'  nous  avons  SpH  = Σ.  En effet  si  eeΣ,

ee  [J  . [α,b~]  pour  tout  n,  et  done  Vn,  dist  (SpH,e)<-  quand  Heξ)\  ce  qui
[a,b]eSn

  n

implique ΣcSpH.  Par  ailleurs  si λeSpH,  Heξ>\  alors  λe  (J  [α,fo] pour  tout n
[a,b]eSn

et  done  λeΣ,  i.e.  Spί/ C Σ .  Π
Introduisons  alors  les  supports  suivants  d'une  mesure  µ  invariante  par

translation:

SuppD µ -   {αe 1R| Vε, µ ({Heξ>,  \H(x, x) -   α | < ε}) > 0}  (III. 1)

qui est  le support  de la  distribution  invariante  du processus  stationnaire  {H(x, x)
},  et

oύ,  dans  (III.2), A  est  Γensemble  des  sites  d'un  cube  de  7LV.
N ous  pouvons  alors  enoncer:
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Theoreme  III.2 .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Soit  µ  une mesure  de probabilite  ergodίque sur § .  Alors  pour
µ - presque tout  H:

a)  SpHjSpHND  +  SuppRDµ
b) 4  SpHC  [InfSpHN D,  Sup SpHND]  +  SuppDµ.

Remarquons  que SpHND  est en fait  constant  avec  probabilite  1 (cela  suit du
Theoreme  II I .l). Le spectre de H est done exactement determine avec  probabilite
1, des que α) SpHND  = [lnϊSpHND,  S u p S p i / ^ ] , ce qui est par exemple  le cas si
HND  est la partie non diagonale de Γoperateur de Laplace discretise, et β) SuppR D µ
=  SuppD µ ce qui est verifie dans la majorite des cas d'interet, en particulier dans le
cas des mesures  produit, mais  plus  generalement  dans le cas de mesures de G ibbs
ergodiques  et sans  conditions  d'exclusion.  N ous  singularisons  le cas particulier
suivant  pour  son interet  physique:

Corollair e  III.3 .  Soit  Γoperateur de Schrδdίnger  discretise sur Έv, H(V)= —A + V,
oύ  le potentiel  V est un ensemble {V(x)}xe7LV  de variables aleatoires  indέpendantes
de mhne  loi de probabilite ρ. Alors:  pour presque tout  V, SpH =  [0,4v] + Suppρ oύ
Suppρ  designe le support de la loi ρ.

Preuve du theoreme 111.2. Prouvons  d'abord  la partie  a) du theoreme. II suit du
Theoreme  I I I .l  qu'il  existe  un sous- ensemble  ξ>' de § , de mesure  pleine,  invariant
par les translations, sur lequel  le spectre de HND  est constant. Considerons  Heξ>',
et oteSpHND,  ainsi que β eSupp K D µ . Par le critere de Weyl  ([24], Vol. 1, p. 264), il
existe  une suite ψn, xpne^2(Έv),  \ \ψn\ \  =  1, telle que:

\ im\ \ (HND- <ήψn\ \=0  (1113)

et  comme  HND  est un operateur  borne, ψn  peut  en fait  etre  choisi  dans  f(S).
Associons  alors  a H une suite de cubes  de Z v, Λn(H,oc\  telle que

ψn(x) = 0  si  xφΛn{H 9a).  (ΠI.4)

N ous  allons  montrer qu'avec  probabilite  1, λ = oc + β est dans  le spectre de H.
Pour  cela, definissons  Fevenement:

VxeΛn{H 90L),\H{x,x)- β\<l\ .  (III.5)

Puisque βe Supp Λί )µ et que µ(§') =  1, µ {An(a, β)) > 0. II y a clairement une methode
de  choix  systematique  des  cubes  An(H, α)  qui  fasse  de  chaque  An(a, β) un
evenement  invariant par translation. Par consequent µ (An(µ , β)) =  1 et done  aussi:

µ (f)An(a,β))=l.  (III.6)

Mais  pour He  f]  An(a,β),  nous  avons:

VM, \ \ (H- λ)ψn\ \  ί  UH^- ψψJ  + \ \ (HD- β)ψJ\  (III.7 )

4  Si A et B sont  deux  sous- ensembles  de  IR,
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et

lim\ \ (H- λ)ψn\ \=0  (III.8)

oύ  nous  avons  utilise  (III.3)—(III.5).  En  utilisant  le  critere  de  Weyl,  au  sens
reciproque,  ceci  assure  que λ =  ot +  βeSpH.

Enfin, si A est un sous- ensemble  denombrable dense de SpHND  quand Heξ>' et
B  un sous- ensemble  denombrable  dense de SuppR D µ , comme

)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Π   Γ)A
n
(a,β)\ = ί  (III.9 )

avec  prbbabilite  1, tout  λ = u + βy  OLEA, βEB  appartient  au spectre  de if,  ce qui
acheve  la preuve  de la partie  a) du theoreme puisque  SpH est un ferme.

Venons  a la preuve  de la partie b). Soit  § " defini par

On  voit  facilement  que µ {ξ>") =  1 et done  aussi

µ (ξ>fnξ>")=l.

Soit  alors  HeStfnStf'.  Le resultat  suit  de la  propriete  suivante  ([14],  Chap. V,
Theoreme 4.10, p.  291)

d ist {Sp( ί / + F ) ?SpF }^ ||l/ ||  (III. 12)

appliquee  a  C/  =  H J VI ) - ^ ( Su pSpH i VI ) - I n fSpH i VD )  7,  et  V = H
— lnϊSpHND)I,  oύ I  designe  Γidentite.  Π

Diverses  etudes avaient  porte, dans la litterature physique, sur le spectre de tels
operateurs aleatoires. Des resultats du type de la partie b) de notre Theoreme III.2
avaient ete obtenus par Weaire  et Thorpe [32]  une forme du Corollaire  III.3 etait
mentionnee par Thouless  [30] justifiee  par Γargument  physique  sur lequel  repose
notre demonstration.

IV.  Criteres spectraux

N ous  etudions  dans  cette  section  la  nature  du spectre  des operateurs  H. N ous
indiquons d'abord  quelques  resultats qui decoulent de ceux de la Sect. I ll, puis des
consequences  faciles  mais  utiles  et  physiquement  importantes  du  theoreme
ergodique.  Ces resultats  (Theoremes  IV. 1  et IV.2) sont  decrits  ici dans  le cas oύ
S =  ΈV,  des extensions  existent  cependant  aussi  dans  le cas oύ il existe un groupe
agissant  sur S. N ous  montrerons  que la  nature  du spectre  (purement ponctuel,
continu...) ne change pas, avec  probabilite  1. De ce fait,  le seuil  de mobilite, s'il
existe,  separant le spectre  continu du spectre  ponctuel, est constant avec  probabi-
lite  1. D ans  les  theoremes  suivants,  qui n'exigent  aucune  condition  sur S, nous
construisons  des criteres  permettant de determiner la nature du spectre de H.

Proposition IV. 1. Soit µ une mesure de probabίlίtέ ergodique sur §(2ζv), telle que pour
µ - presque tout H:  SpjFfND =  [In fSp/ ίN ί ) ,  Su p Sp iί N D ] , non rέduit  a un point. Alors
µ - presque tout  opέrateur H rfa pas de spectre discret et plus generalement pas de
valeur propre isolέe.
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Ce  resultat  est une consequence immediate du Theoreme III.2.  II s'applique  en
particulier  a  Γoperateur  de  Schrodinger  discretise.

Theoreme IV.2.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Soit  µ  une mesure de probabilitέ  ergodique sur  ξ){Έv). Alors:
a) Vα, jSeIR, avec probabίlitέ  1, la nature du spectre de H  dans  Γinterυalle (α, β),

est  la  meme.
b) VΛeIR, avec probabilitέ  1, soit λ ήest  pas  υaleur propre de H, soit λ est  valeur

propre et  de dimension infinie.

La partie b) de ce theoreme etait derivee  dans  [23]  dans  l'etude de Γoperateur
de  Schrodinger  discretise,  avec  un  potentiel  aleatoire, a  une dimension.  II y  etait
conclu que dans ce cas un reel λ donne, avec  probabilite  1 n'est pas valeur  propre.
U ne  consequence analogue  se deduit de notre resultat  si µ - presque  tout operateur
H  ne  peut  admettre  que  des  valeurs  propres  de  dimension  finies  (par  exemple,
Γoperateur  de  Schrodinger  aux  differences  finies  dans  une bande).

La  partie  a)  montre  un  resultat  espere  physiquement:  pour  un  intervalle
d'energie  donne,  le  comportement  du  systeme  (localisation,  diffusion...)  sera  le
meme pour presque  toute realisation,  si  la mesure est  ergodique.  II implique  aussi
que  s'il  existe  un  seuil  de mobilite,  celui- ci  est  constant  avec  probabilite  1.

Preuve. La partie a) du  theoreme se deduit  ainsi: avec  probabilite  1 soit  le  spectre
est exterieur  a Γintervalle  (α, β), soit  il Γintersecte (Theoreme II I .l). D ans ce dernier
cas, considerons les evenements possibles:  le spectre dans Γintervalle  (α, β) peut etre
purement ponctuel, singulier  continu, absolument  continu, ou bien presenter  deux
de ces carateres  ou enfin  les  trois. Ces sept  evenements  sont disjoints  et  exhaustifs.
Par  ailleurs,  ils  sont  invariants  par  translation  et  mesurables  (Lemme  IV.3,  ci-
apres)  et  done, par  Γergodicite,  de  mesure  nulle  ou  pleine.  N ecessairement  Γun
d'entre  eux  est  done de mesure  1, les  autres  de mesure  nulle.

Que λ soit valeur  propre avec probabilite  0 ou 1, dans la partie b) du theoreme,
se  deduit  de  facon  analogue.  Qu'elle  ne  puisse  qu'etre  de  dimension  infinie  se
deduit comme chez Pastur  [23] : on remarque d'abord que si λ est valeur  propre de
µ- presque  tout  H,  necessairement  il  existe  xeS  tel  que  µ ((δx,  EH({λ})δx))>0,  oύ
EH({λ})   designe  le projecteur  sur  la valeur  propre λ associe  a Γoperateur H. Sinon
on  en deduirait  que pour  µ - presque  tout H, EH({λ})   serait  Γoperateur  nul. Or  par
ailleurs:

^  Σ   (δx,EHttλ})δx)  (IV.l)
xeS

et  nous  voyons  que  άimEH({λ}\   qui  est  egale  a  µ(dim£H({̂ }))  encore  par  le
theoreme  ergodique,  est  infinie  puisque  µ ((δx,EH({λ})δx)>0,  independemment de
x  par  Γinvariance  par  translation.  •

II  nous  reste  done  a  montrer maintenant le  lemme  de  mesurabilite  utilise  ci-
dessus.

Lemme  IV.3.  Les  sept  έvέnements:  «Le  spectre  de  H  dans  Γintervalle {oί,β) est
purement ponctuel, absolument continu,  singulier continu,  a deux  de ces  caracteres,
ou  les  trois» sont  des  evenements  mesurables.
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Preuve5:  N otons d'abord que Γapplication qui a Heξ>, §  muni de la topologie de
la  convergence  forte  sur f(S) fait  correspondre la mesure

oύ la suite  {xn}ne]N  decrit S, est une application  continue, si Γon munit les mesures
de la convergence  vague.  II suffira  done de montrer la mesurabilite  des ensembles
de  mesures  satisfaisant  telle  ou  telle  propriete  dans  Γintervalle  A = (ac,β).
Considerons  d'abord  Fensemble  Mc  des mesures  continues  dans  A.  Elles  sont
caracterisees par

ou A designe  la diagonale  de A x A, Jίc  est done  mesurable.

Soit maintenant Jίac  Γensemble des mesures  absolument continues dans A. Mac

est  Γimage  continue,  injective  de  Γespace  polonais  L ι(A)  dans  Γespace
Ji  des mesures  de Radon sur A. D one Jίac  est un borelien.

Soit  alors  Γimage  de {Jίac\ {0})   x {Jίc\Jίac)  dans  Jίc  par Γapplication  somme,
qui  est  continue  et  injective:  Γensemble  des mesures  continues, non purement
absolument continues, est done mesurable, de meme que son eomplementaire dans
Jίo  Jt ĉ Γensemble  des mesures  singulieres  continues dans A.

Considerons encore le cas de Jίpv,  Γensemble des mesures  purement ponctuel-
les dans A. II est Γimage  continue (non injective)  de Γespace polonais AM x/ 1  dans
Jί  par Γapplication:

et est done un ensemble  souslinien  (suslin set).
Les  derniers  cas se traitent dans  le meme  esprit.  •
N ous  abordons  maintenant  la  construction  de  criteres  permettant  de

determiner  la  nature  du spectre  de H et des fonctions  propres.  N ous  revenons
maintenant au cas general d'un espace S denombrable. N ous etudions  d'abord  le
cas  du spectre  purement ponctuel. Mais  auparavant  nous  introduisons les

Dέfinitions.  Soit  un  operateur  H, Heξ).  N ous  noterons  ρH{x,y;dλ)  la mesure
spectrale de H entre les points x et y de S et nous appellerons mesure de correlation
de H entre  les points x et y de S sa valeur  absolue  ρH(x, y dλ):

La  mesure  d'un intervalle  A  de IR par rapport  a  ces deux  mesures  sera  done
ρH(x,y;A)Qt  ρH(x,y;A).

Soit µ une mesure  de probabilite  sur § . N ous  noterons  ρµ(x9 y  dλ) la mesure
spectrale moyenne entre les points x et y de S et appellerons mesure de correlation de

5  Pour les definitions  ou les resultats  utilises  dans ce lemme, nous  renvoyons  a la reference [28]
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µ entre les points x  et y de S, ρµ(x, y  dλ), obtenues en moyennant 6 en µ les  mesures

QHzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  e t
  QH

En Γabsence  d'ambiguite,  les  indices H  ou µ seront supprimes  et nous ecrirons
ρ(x, y  dλ),...  L'indice  A  reperera  les  quantites  analogues  calculees  avec  HΛ,  et
nous  aurons  ainsi  QΛ{x,y  dλ), ρµ(x,  y  A)...

En  particulier,  lorsque  HΛ  n 'a  pas  de  valeurs  propres  degenerees7  dans
Γintervalle  A,  ρΛ  et  ρΛ  peuvent  s'ecrire

Q
Λ

H
{x,y,A)=   X

λeSpHΛnA

AeSp  i ί ^

Λoύ  xpλ designe  la  fonction  propre  de HΛ  associee  a  la  valeur  propre  λ.
N ous  pouvons  alors  enoncer:

Theoreme  IV.4.  Soit  un  opέrateur  H,  Heξ)(S)  et  / IClR  un  intervalle  ouvert.
Supposons que  H  satisfait  Γune des  conditions  suiυantes:

a)  VxeS,  X  (ρH(x5 y  A))2  < oo ,  (IV.9)

b)  VXG 5,  Σ ρ H ( x , ^ M ) < o o ,  (IV.  10)
yes

c)  VxeS,liminf  ^  ρ^(x,  j ;  ^1)< oo .  (IV.ll)
Λ1S yeS

Alors  le spectre de Vopέrateur H, dans  A,  est  purement ponctuel.

Preuve.  Remarquons  d'abord  que  la  condition  c)  implique  b).  En  effet  (11.19)
s'ecrit:

ρH{x,y- A)ύ  liminfρ£(x,y  A)  (IV. 12)
Λ- \S

et  par  le  lemme  de F atou

T  liminfρ£(x,3;;,4)^  liminf  V  ρ*(χ9y;A).  (IV. 13)
xeS  Λ^S  Λ^S  xeS

D 'autre part  la condition b) implique  trivialement  a). II nous reste done a montrer
que  (IV.9)  implique  que  le  spectre  de  H  est  purement  ponctuel  dans  A.  Le  sous
espace purement ponctuel J P̂P{H)  de J f  =  / 2(S) associe  a H  etant ferme, il suffit  de
montrer que E(A)δx  est dans Jfcpp(H) pour tout xe  S  E(A) designe  le projecteur  sur
Γintervalle  spectral  A.  Selon  un  critere  obtenu  par  Ruelle  [26]  et  etendu  par
Amrein  et  G eorgescu  [1]  ceci  revient  a  prouver

Vxe5, lim Sup||PΛce"i tHE(A)δx\ \ 2  =  0  (IV. 14)

6  On  verifie  facilement  que  les  mesures  ρH  et  ρH  sont  µ  mesurables
7  Ce qui  est  «souvent»  realise;  voir  par  exemple  notre Proposition  II. 1
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(dans notre cas, ce critere est  obtenu par  le theoreme p. 642  [1]  en y choisissant
Sπ =  E ( [ - n ,  + n])).  Mais  (IV. 14) se reecrit

lim Sup
ΛϊS  ίeK

y e Λ C

Λ\S  ίeK   yeΛc\

^ j™  Σ   (QH(χ,y;A))29  (iv.16)

qui  est  nul pour  tout xeS  si  (IV.9) est  satisfait.  •
En  fait,  nous  sommes  interesses  a  prouver  des  proprietes  spectrales

d'operateurs  aleatoires  avec  probabilite  1.  Mais  il  est  plus  facile  d'etudier  des
valeurs  moyennes, et meme, nous le verrons, des valeurs  moyennes de grandeurs
definies  a partir de Γhamiltonien restreint a une grande boite A. Le corollaire ci-
dessous  etablit  un critere plus  facilement  utilisable.

Corollair e  IV.5. Soίt µ une mesure de probabilite  sur ξ)(S). Supposons que µ satisfait
Γune des conditions  suivantes:

a)  VxeS,Σ µ{(ρH(x,)/ ;,4)) 2}<α ),  (IV. 17)
yeS

b)  VxG S, Xρ µ (x, y;^)< α ) ,  (IV. 18)
yeS

c)  VxsS,limmfΣQt(x>yiA)<oo.  (IV. 19)
A i S  yeS

Alors  le spectre de µ - presque tout H est purement ponctuel dans Γintervalle ouυert A
et  pour  µ - presque  tout  H  les  projecteurs  associέs  aux  valeurs  propres  λ,  λeA
satisfont  la propriέtέ  de dέcroissance

\<δx,  EH({λ})δy)\   g  C(H, µ , x)fiyT'  Qµ(x,  y I A)

^  C{H9 µ, x)f(y)-χ  liminf ρΛ(χ, y  A)  (IV.20)

oύ  f(y)  est  une  fonction  rέelle  arbitraire  satisfaisant  f{y)>0- >  Σ / ( y) =  lj  et

C(H, µ, x) est  une constante.  yeS

Preuve. Prouvons  par  exemple  le  resultat  sous  Γhypothese  c). Nous avons  pour
tout  xeS\

lim inf Σ Qfa> y : A ) = lim  i n ί W Σ  QH(X> y >Λ))  (IV.21)
ΛΐS  yeS  MS  \yeS  j

^  µ/ lim inf Σ  QH(  ̂ y>A))  {IV22)

Done la condition c) assure que pour tout xeS, il existe un ensemble de µ- mesure

pleine, tel que  lim inf Σ  QH(X>  y,A)<oo.



Operateurs  aux differences  finies  215

Comme  les intersections  denombrables  d'ensembles  de mesure 1  sont  encore de
mesure pleine, et utilisant le Theoreme IV.4, nous obtenons le resultat sur la nature
du  spectre.

La  propriete de decroissance  des projecteurs  s'obtient par

Σ  Qµ(
χ> y > ^ ί " 1 ^ . y  A)f(yf\  =  Σ  M= 1  (iv.23)

W  /   yeS

De  cette  identite se deduit  avec  probabilite 1

ρH{x,y- A)^C{H,µ ,x)f{y)- %(x,y;A)-  DzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  (IV.24)

Remarques. a) ces criteres, Theoreme IV.4, Corollaire IV.5, semblent  apparaϊtre ici
pour  la  premiere  fois,  tant  du  point  de vue de la  litterature  physique  que
mathematique. Us seront utilises sous la forme du Corollaire IV.5c) dans la Sect. IX
de cet article pour prouver  que Γoperateur de Schrδdinger discretise en dimension
d =  1, avec un potentiel aleatoire a un spectre purement ponctuel pour presque tout
potentiel, du moins  sous  certaines  hypotheses.

b)  II est d'interet  de noter que par example  si H est le Laplacien  discretise,
ρH(x, y  A) est non seulement non integrable, mais ne tend pas vers 0 a Pinfini. Ceci
est- il une caracteristique de Γexistence  d'une composante continue dans le spectre?
En  fait,  ces criteres  sont  fortement  reminiscents  de la  situation  en mecanique
statistique, oύ Γintegrabilite  de la fonction de correlation a deux points est associee
a  Γabsence  de  transition  de  phase.  On pourrait  de  plus,  conjecturer  que si
ρµ(x,y;A)  ne  tend  pas vers  0  quand  \x — y\ - ^oo  alors  le  spectre  dans  A est
absolument  continu.  N ous  reviendrons  plus  loin  sur  ces  relations  avec  la
mecanique  statistique.

N ous  etudions maintenant le spectre  continu. Pour cela nous introduisons les

Definitions.  Soit un operateur H,Heξ>.  N ous appellerons mesure de transfert8  de H
entre  les points x et y de S, la mesure

RH(x,y;dλ)=$((δx,EH{dλ)δyy®(δx,EH(dλ')δy})- δλ(λ')dλ>  (IV.25)

en  partίculier  RH(x, x  dλ) sera  appelee  mesure de recurrence ̂de H au point  x.
RH{x, y  A) designera  la mesure de Γintervalle A selon la mesure de transfert et Γon
aura  done

RH{x,y;A)=  JRH(x,y;dλ)  =  ff  (δx,EH(dλ)δy}®(δx,EH(dλ')δy}  (IV.26)
A  Δ

A

oύ ΔA  designe  la diagonale  de A xA.

Soit µ une mesure de probabilite sur § . La moyenne9 en µ de RH(x, y  dλ) sera
notee Rµ(x, y  dλ), la mesure de transfert8  de µ entre les points x et y. En particulier
Rµ(x, x  dλ) est la mesure de recurrence de µ en x.

8  Ces  denominations sont justifiees  par le fait  que, dans  In terpretat ion quantique oύ des functions
d'ondes  evoluent  dans  le  temps  selon  Γoperateur  exp{  —it  H}, RH(x,y;A)  est la  contribution des
energies  dans Γintervalle A a la probabilite, moyennee dans le temps, pour qu'une particule soit en y si
elle etait a Γinstant initial localisee  en x. Le cas y =  x correspond a la probabilite  de retourner au point x
de  depart

9  On voit  facilement  que RH est µ - mesurable
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En  Γabsence  d'ambiguites,  les indiceszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA H ou µ  seront  supprimes.  L'indice A
indexera  les quantites  analogues  construites  a  partir  de HΛ, et nous  aurons

En  particulier  lorsque  HΛ  n'a pas de valeurs  propres  degenerees10  dans
Γintervalle A, R^(x,y;A)  s'ecrit

Σ  (IV.27)
λeSpHΛnA

oil ψλ  designe  la fonction  propre de HΛ  associee a la valeur  propre λ.
N ous  devons  introduire  aussi  la  quantite  Rχ(x,y;A,ε)  et sa  µ - moyenne

Rf(x9y;A9ε)  par

R&x9y;A,s)=  Jf  <δx,Efrdλ)δy>®<δ χ9E&dλ')δy>  (IV.28)
ΔA,c

OU

ΔA}ε  =  {AxA}n{(λ,λ'):\λf- λ\<ε}.

Si HΛ n'a pas de valeurs  propres  degenerees  dans  Γintervalle  A, cette  quantite
s'ecrit  aussi

frx,  y;A,ε)=  £   Ψ λ(x)Ψ λ{y)ψ A*)Ψ  Ay)  (IV.29)
λ,λ'eSpHΛnA

\λ- λ'\<ε

N ous  pouvons  maintenant enoncer le

TheoremeIV.6. Soit  un opέrateur  H,Heξ>(S)  et soit  Acϋ^un  intervalle ouvert.
a)  Une condition nέcessaire pour que le spectre de H dans A soit purement  continu
est  que

VXE S, limR£(x, x;A) = 0.  (IV.30)

b)  Une condition  necessaire et sufβsante  pour  que le spectre de H dans  A soit
purement  continu  est que

VxeS9RH(x9x;A)=limlimR*(x9x;A9ε)==O.  (IV.31)
e- >0  Λ\S

Preuve.  Remarquons  d'abord  que la  premiere  egalite  de  (IV. 34)  se  deduit
directement de la convergence des mesures  spectrales:  cette  convergence,  assure
celle des produits tensoriels apparaissant  dans les definitions  des R^, et done de la

mesure des ouverts  ΔA ε, et d'autre  part, on a ΔA=  f] ΔA ε. D e  plus, on a  aussi
ε

facilement au vu de la convergence  des  mesures  spectrales  que

l im ^ ( x, x;A)S RH(χ>x  IA)  (IV. 32)

parce  que
£(x9 X;A)=  InϊR*{x9  x;A9ε).  (IV.33)

ε > 0

10  Ce qui est «souvent» realise: voir par exemple notre  PropositionII. 1
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L'inegalite  (IV.35)  assure  la  proposition  a)  du  theoreme  ci- dessus  a  partir  de  la
proposition  b). II ne  reste  done plus  a  prouver  quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  RH(x,  x  A) =  0, VxeS  est  une
condition  necessaire  et  suffisante  pour  que  le  spectre  de H  dans  A  soit  purement
continu.

Pour  cela, considerons le vecteur  EH({A})δx,  et notons v la mesure spectrale  de
H  prise  entre  ce vecteur  a  droite  et  a  gauche.  D 'apres  le  theoreme  de  Wiener,  la
mesure de la diagonale  de IR x R par la mesure v(χ) v est nulle si et seulement si v est
continue.  C'est- a- dire  que  EH(A)δxeJ ĉ(H),  J Ĉ(H)  etant  le  sous  espace  de  con-
tinuite  de  3tf =  ̂ 2(S)  associe  a  H,  si  et  seulement  si  RH(x,x;A)  = 0.  Le  fait  que
3>FC{H)   soit  un  ferme  acheve  la  preuve.

Corollair e  IV. 7  Soit  µ  une mesure de probabilite  sur  ξ>(S).

a) Si 3xeS,  UmR^(x,x;A)>0  alors Γopέrateur H possede du spectre purement
ΛΊ S

ponctuel  dans  A  avec une µ - probabilite non  nulle.
b)  Une  condition necessaire et  suffisante pour  que  le spectre de  H  dans  A  soit

purement  continu pour µ - presque tout  H  est  que

VxeS,Rµ{x9x;A)=limlϊaiRfa,y;A9ε)  = O.  (IV.34)
ε- >0  ΛϊS

Preuve.  Comme  les  quantites  RH  et  R*  sont  positives  et  bornees  par 1, on  peut
permuter  la  moyenne  en  µ  et  les  diverses  limites.  Les  propositions  a)  et  b)  du
corollaire  ci- dessus  sont  alors  des  consequences  immediates  des  propositions
correspondantes  du  Theoreme IV.6.  •

Remarque.  La  quantite  R^(x,x;A)  a  ete  utilisee  dans  la  litterature  physique11

pour, en particulier  dans  des  etudes  numeriques, distinguer  effectivement  les  etats
localises  des  etats  delocalises.  N otons  cependant  que  UmR^(x, x;A)  =  0

n'implique  pas  necessairement  que  le  spectre  soit  purement  continu dans  A,  car

seule  l'inegalite  limR*(x,x;A)^R(x,x;A)  est  toujours  vraie  et  il  existe  des

contre- exemples  simples  dans  lesquels  le membre de gauche est  nul et pas  celui de
droite.

En  Γabsence  de justification  supplementary,  \ imR*(x,x;A)  = 0  ne  peut  etre
ΛtS

considere comme un critere de la presence d'etats  delocalises, mais peut  seulement
indiquer  des  bornes  a  la  transition  d'Anderson  ou  au  seuil  de  mobilite.  Pour
travailler  avec  certitude  il  est  preferable  d'utiliser  le  critere

V.  Sur  la  conductivite et  la  constante de  diffusion

N ous  allons  maintenant discuter  d'un  aspect  plus  proprement physique  de notre
probleme,  soit  de  la  conductivite  electrique  et  de  la  constante  de  diffusion.  Pour
cela  nous  interpretons  Γoperateur  H  comme  Γhamiltonien  a  une  particule  d'un

11  En  fait,  l/ RH(x,  x  A) y est  souvent  appele  rapport  de participation
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systeme d'electrons  independants  soumis  a Γinfluence  d'un  potentiel  aleatoire  qui
pourrait  etre  cree  par des impuretes,  c'est- a- dire  quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA H est le  generateur de
revolution  de la fonction  d'onde de Γelectron par le semi- groupe  exp {— HH}. II est
alors  d'un  grand  interet  physique  de savoir si un tel systeme se comporte  comme
un  isolant  ou  un conducteur. D ans ce but  on etudie  generalement  la conductivite
electrique  statique  et la constante de diffusion  du systeme.  On  s'attend  a ce que
toutes  deux  soient  nulles  lorsque  la temperature  tend vers 0, si le systeme est un
isolant. La definition  de ces  grandeurs  dans  un  cadre  plus  general  que  celui de la
reponse  lineaire  pose  de nombreux  problemes,  qui  ne sont  pas  vraiment  resolus a
Γheure  actuelle.  On pense  en general  que des modeles  comme  ceux  que nous
considerons  ici, ne peuvent  fournir  une  definition  physiquement  acceptable  de la
conductivite  que dans le cadre d'une  telle  theorie. Pour poser le probleme  dans un
cadre physiquement  correct, independamment de la theorie de la reponse  lineaire,
il  faudrait  modifier  le modele,  en y ajoutant  par exemple  une  interaction des
electrons  avec  des phonons.  Aussi  prendrons  nous  comme  definition  de la
conductivite  electrique  celle  qui est donnee par  la formule  de G reenwood- Kubo.
N ous  allons  montrer  que,  dans  ce cadre,  si  tous  les etats  sont  par  exemple
exponentiellement  localises,  la  conductivite  statique  est  toujours  nulle  a
temperature  non  nulle, et que  la constante  de diffusion  s'annule  egalement. Le
systeme  sera  alors  un isolant.  N ous  montrerons  encore  que cette  conductivite
statique  s'annule  quand la temperature  tend vers 0 lorsque le niveau  de Fermi est
situe  dans  la region  d'energie  correspondant  aux  etats  localises.

Supposons  maintenant que S soit  un ensemble  de points de IRΛ Supposons  que
le  champ  electrique  soit  applique  dans  une  direction  α, l'operateur  de  position
associe a cette direction  sera  n o t eX1 ?  et les  composantes  selon a des  positions  des
points  de S  seront  indexees  par 1: xl9yί....  L'operateur  X1  est un operateur
autoadjoint  qui  admet  f(S)  pour  cceur.  La partie  diagonale  du tenseur de
conductivite,  correspondant  a la direction  choisie  α, est donnee  pour  une  boίte
finie  A de S par  Γexpression  suivante  en theorie de la reponse  lineaire

,  Tie2  „  ^
) =  — ω £zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x

ΐ
- y

1
  £

I 7 1  x,yeΛ  λ,λ'eSpHΛ  /y
Λ

I 7 1 !

ω ̂  0 designe  la frequence, h est la constante de Planck, e la charge  de Γelectron, β
la  temperature  inverse  et f(λ) la distribution  de Fermi- D irac

f(λ)  = {exVβ(λ- µ )+iy1  (V.2)

µ  etant le potentiel  chimique.
Lorsque  les  vecteurs  propres  associes a H ne sont pas  degeneres,  cette  formule

peut se reecrire  sous  la forme

TίC

λ,λ'eSpHΛ

λ + λ'
(V.3)
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oύ

Σ V ; . ' W  (V.4)

represente  Γ element  de  matrice  de  Γoperateur  de  position  dans  la  directionzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  X1

dans  la  base  formee  par  les  vecteurs  propres  ψλ  de  Γhamiltonien  HΛ.  C'est  sous
cette  forme  que  se  trouve  exprime  Reσ^(ω) chez  Thouless  [30]  par  exemple.

On  ne  s'attend  pas  necessairement  (notamment  pour  des  distributions  de
probabilite  singulieres)  a  ce  que  la  limite  thermodynamique  d'une  telle  quantite
existe, autrement qu'au  sens  de la  convergence  faible  d'une mesure pour des  suites
de  boites  appropriees.  Aussi  allons  nous  introduire,  comme  dans  le  cas  de  la
densite d'etats, une grandeur  d'acces  mathematique plus  aise, mais  qui  contient la
meme  information  physique,  soit  la  conductivite  integree.

Definitions. La conductivite integree associee  a Γoperateur H, dans la boite finie  Λ,
pour  la  frequence  ω  est  definie  par

Reσ£(ω) =  J Reσ£(ω')dω'  (V.5)
o

soit  au  vu  de  l'expression  (V.I)

S  Σ  *I   JΊ   Σ
x,yeΛ  λ,λ'eSPHΛ

χ(λ'- λ)(f(λ)- f(λ')Kδx,E
A

H({λ})δyy  x  (δy,E
Λ

H{{):})δ x>

La  conductivite  integree  associee  a  Γoperateur  H,  pour  la  frequence  ω  est  alors
definie12  par

σH(ω)  =  lim inf σ£(ω)  (V.7)
.its

et  la  conductivite statique  σH  associee  a  H  par

σH  =  lim inf — σ£(ω).  (V.8)
Λ\S  CD

N ous pouvons  alors voir  facilement  que pour une tres large classe d'operateurs
H,  la  conductivite  integree  est  bornee  independamment de  la  frequence:

Proposition  V.I .  Soit  un operateur H, Heξ).  Supposons  que

K(H)=   Sup X  (Xl- yί)
2\H(x9y)\  < oo .

xeS  yeS

Alors  pour  tout  A  et  ω
πe2

^  ^  K(H)  (V.9)

12  Remarque.  La  conductivite  peut  a  priori  dependre  de  la  facon  dont  la  boϊte  A  croit  vers  S. II est
physiquement  sous  entendu dans  cette  section  que  la  boϊte  croit  macroscopiquement  dans  toutes  les
directions,  typiquement  un  cube  ou  une  sphere
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Preuve.  Nous reecrivons  d'abord  Reσ^(ω) sous la forme

πe2
R ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

  ~
σ
^

ω)  =
 ΪU\   Σ

^ 1 !  λ,λ'eSpHΛ

et done puisque  (λ'- λ)(ϊ(λ)-  f(A'))^O et

nous voyons  que

Par  ailleurs  on voit  facilement  que

πe2

n\ Λ\   λ,λ'eSpHΛ

πe2

Σ  λf{λ)ix{X\EΛ{{λ}))

λ,λ'eSpHA

c'est- a- dire

(V.ll)

On deduit facilement  de (V.ll) en utilisant que  0^/ (1)^

πe2 1

£  (  ) 2 | H ( )
Nous allons maintenant obtenir un critere simple, assurant que la conductivite

statique est nulle si tous les etats sont suffisamment  localises.

Theoreme V.2.  Soίt  Heξ).  Supposons  que H satίsfasse Γune des deux  conditions
suivantes

Σ  ( ) X ( I R ) ( V 1 2 )a) Jj= liminf—  Σ  (x1 - y1)X(x, }; ;I
Λ1S  \Λ\  X}yeΛ

b)m = lim in f- i -   Σ  ( xi - JifiQ^y  ; ^

r5 /a conductivite  intέgrέe satisfait  Γinέgalitέ

Tίθ  Tie

Re σH(ω) ̂ βω2  — Ax^βω2- —m  (V. 14)

et  la conductivite statique est nulle.
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Preuve.  Utilisant  que Tr(X^({λ^X^({λ'}))  ̂ et que  \ (λ'- λ){f{λ)- f{λ'))\
^βhω2  si hω^λ'  — λ^O,  nous  pouvons  majorer  la conductivite  integree  par

πe2
Reσ»^ω 2 - -   £  TrίZ^µ^i^µ'})).  (V.I 5)

M a i s  I 7 1!  λ,λ'G SPiί^

λ.λ'eSpff'
Λ'Φλ

= ϊ  Σ Σ
1

=  ΐ  Σ  U x - J Ί ) 2  Σ  ( ^ ^
x,yeΛ  λeSpHΛ

= i  Σ (xj- jΊ Wίx.y  lR)  (V.16)
x, ye A

ce qui assure  la premiere inegalite de (V.I4) en passant a la limite Λ|S.  La seconde
s'obtient  en notant que

d'oύ Ax^m. L'annulation  de la conductivite  statique  decoule directement de ces
bornes.  •

Remarque. Les inegalites  (V.14) sont toujours  vraies, meme si Δx et m sont  infinis.
La notation Ax indique que la quantite consideree est un ecart de position  Yέcart
de position associe a Γoperateur § dans la boϊte A peut etre defini  comme

oύ zl designe  la diagonale  de  IR x R. Si HΛ n'a  pas  de valeur  propre  degeneree
Γecart  de position  s'ecrit  encore

Δ^H)  =  TM  Σ   { < ^ ^ A > - « V Λ ^ I ^ » 2 }  ( V 1 9 )
\ Λ\   λeSpHΛ

II est souvent  plus  facile  de travailler  avec des  criteres  portant sur des  valeurs
moyennes. Aussi  donnerons nous le critere utile  suivant:

Corollair e V.3. Soil Heξ>. Si µ est une mesure de probabilite sur § satisfaisant Γune
des conditions suivantes

a)  liminf^-   £   (%!- y1)
2^(x, y; I R )< α ) ,  (V.20)

/itS  \Λ\  χyysλ

b)  liminf—  Σ  (x1 - J '1)
2βί(x,3';lR)<oo.  (V.21)

ΛΐS  \Λ\  χ>yeΛ

Alors  µ - presque  tout  opέrateur H a une  conductivite  statique  nulle et une con-
ductivite  integree  satisfaisant  ReσH(ω) =  0(ω 2).

Preuve. Ce resultat est une consequence simple du theoreme precedent, en utilisant
le  lemme  de Fatou.  •
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Remarque.  L'idee  de relier  la  conductivite  a ce que nous  avons  appele  Δx,  soit
l'ecart  de position  moyen  dans  les etats  propres,  est apparue  initialement  chez
H alperin  [12]. Ce lien a ete plus ou moins  formalise  par divers  auteurs, dont Ishii
[13]. II semble par contre que la connexion avec les fonctions de correlation (partie
b) apparaisse  ici pour la premiere  fois.  C'est  d'ailleurs  la forme b) du corollaire ci-
dessus  que nous  utiliserons  pour  montrer  qu'en  dimension  un, la  conductivite
statique  s'annule  avec  probabilite  un, pour  une large  classe  d'equations  de
Schrodinger  discretisees.

Le  Theoreme V.2 et son Corollaire  V.3 expriment  que si  tous  les etats  sont
localises  en un sens  approprie, la conductivite  electrique  statique  est nulle  pour
toute temperature, independamment de la position du niveau de Fermi. Ce sera le
cas  pour Γoperateur de Schrodinger  discretise  unidimensionnel (voir  Sect. IX). On
desire  cependant  un  resultat  plus  general,  d'interet  lorsqu'il  existe  des  etats
etendus, a savoir  que si Γenergie de Fermi µ appartient a la composante purement
ponctuelle du spectre,  c'est- a- dire  a la region  d'energies  correspondant aux etats
localises  (ou a fortiori si µ est en dehors du spectre) alors la conductivite  electrique
statique  s'annule  lorsque  la  temperature  tend  vers  zero.  Le theoreme  suivant
exprime  un tel resultat.

Theoreme V.4. Soit H e§ , tel que

κ{H)= sup  Σ(χi- yi)2\H{χ,y)\«»
xeS  yeS

et  supposons que Tune des conditions suivantes soient  satisfaites

(a)  z l x( [µ -

=  liminf—  £  {x1 - j; J 2i^( .x, ) ; ; [µ - α , µ +  α ])<  GO
ΛΪS  \Λ\  X > y e A

(b)  m([µ - α ,µ - hα])

=  liminf—  £  (x1 - yrfρ&x,  y; [µ - α , µ +  α ])< co

oil µ designe Γenergie de Fermi dans  (V.2).
Alors  pour  hω<ot/ 2 la conductivite  intέgrέe  satisfait Γinegalite

2  2

Tie  e

πe2  e2

^ βω2 —- m([µ -   α, µ +  α]) +  2π — K(H)e "  βal4

2  n

et  en  particulier  la  conductivite  electrique  statique  tend  vers  zero  quand  la
temperature  tend vers zero.

Preuve. Considerons la formule  (V.10) exprimant la conductivite  integree. N ous y
separons  la  summation  sur λ  en trois  parties  correspondant  respectivement  a
λe[µ  — α ,µ +  α ], λ>µ + a et λ<µ — oc.  N ous  traitons la premiere de ces regions de
faς on  analogue a (V.I5)  (V.I6), mais en y conservant la contrainte λe [µ — α, µ- Kα]
ce qui conduit au premier  terme  dans  la borne  sur ReσH(ω). La seconde  partie,
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α  se  traite  de  facon  parallele  a  la  preuve  de  (V.9),  mais  en  utilisant  dans
(V.10) la  majoration

Enfin  la derniere partiezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA λ<µ  — a se  traite de facon  semblable  mais  en utilisant  que
λ' — λ^hω<oί/ 2  et  dans  (V.10) la  majoration

ι- f(λ))(γι- f(λ> ) -  \ / i-

II est clair que si µ est une mesure de probabilite  sur § , telle que K{H) < oo pour
µ - presque  tout H  et si R^{x, y  [µ — α, µ +  α]) ou ρ^(x, 3;  [µ — α, µ +  α]) satisfont  des
proprietes  analogues  a  (V.20)  et  (V.21)  les  conclusions  du  Theoreme  V.4
s'appliqueront  a  µ - presque  tout  H.  N ous  n'expliciterons  pas  le  corollaire
correspondant.

U ne  autre  grandeur  d'interet  physique  est  la  constante  de  diffusion,  pro -
portionnelle  a  la  mobilite.  Elle  peut  se  definir  de  la  maniere  suivante:

Definition.  Soit Heξ>.  La  constante de diffusion d'une particule d'energie  comprise
dans  un  intervalle  A,  situee  initialement  au  point  y  est  donnee par

DH(y;A)=limε2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  £  (x- y)2  J e~a\ {δ:c,e
itHE(A)δy}\

2dt  (V.22)
ε^O

  xe
s  0

et  la  constante  de  diffusion  associee  a  Γhamiltonien  H  pour  Γintervalle  A  est
definie  par  DH(A)=  Sup DH(y;  A).

y

La constante de diffusion moyenne  pour une probabilite  µ sur ξ) est donnee par:

Dµ(A)=  sup µ (DH(y;  A)).  (V.23)

C'est  cette definition  que  Γon  trouve  dans  Thouless  [30]  par  exemple.
N ous  avons  alors  le  critere  suivant:

Theoreme V.5.  Soit  Heξ>,  tel  que

Σ{χ- y)2{QH{χ,y,A))2<π.  (V.24)
xeS

Alors  la constante  de diffusion DH(y  A)  est  nulle.

Preuve. Le  resultat  se  deduit  de  la  remarque
oo

X  (x- y)
2  j  e-

a
\ (δ

x
,e

itH
E(A)δ

v
)\

2
dt

xeS  0

£Σ(χ- y)2ε~1(QH(χ>y>A))2-   •
xeS

U n  critere  correspondant  pour  les  valeurs  moyennes  est  donne par  le
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Corollair e V.6.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Soit  µ  une mesure de probabilite  sur  § , satisfaisant

Σ(x- y)2ρµ(x,y;A)<co.
xeS

Alors  la constante  de diffusion DH(y  A)  est  nulle pour µ - presque  tout  H.

VI.  Un formalisme general

D ans  les  sections  precedentes, nous  avons  etabli  des  criteres  permettant  d'assurer
que  sous  certaines  conditions, presque  tout  operateur  H  a  un  spectre  purement
ponctuel,  ou  purement continu, ou  encore que  la  conductivite  electrique  statique
est nulle. L'utilisation  de ces criteres  necessite  de calculer  des quantites de la  forme

Σ   K
OU

Σ   [
λeSpHΛnA

D 'autres quantites d'interet se mettent sous  une forme  semblable  ainsi la  «densite

d'etat»  est  obtenue  par  limite  de  —  Σ  1;  elles  sont  baptisees  par  les
Λ  λeSpHΛnA

physiciens  «quantites  a une energie»  parce  que  ne faisant  intervenir  qu'une  seule
valeur  propre  de HA  et  la  function  propre  associee.

N ous  souhaitons  done calculer  des  quantites  de ce type, mais  en general  il  est
difficile  de diagonaliser  HΛ  et  de calculer  ses  valeurs  propres  et  vecteurs  propres.
N ous developpons  ici une approche alternative, applicable  des que la mesure µ  sur
§(S) est  absolument  continue sur  les  elements diagonaux  -   le potentiel -   pour une
suite  de boites  A  croissant  vers S. Le but  de cette section est  d'obtenir  dans  ce cas
une  formule  explicite  permettant de  calculer  les  observables  du  systeme  dans  un
volume  fini  a l'aide  d'integrations, de meme que la  formule  de G ibbs permet un tel
calcul  en  Mecanique  Statistique.

L'idee est la suivante. F ixons H^D  s'il  est difficile  de calculer valeurs  propres et
vecteurs  propres  de  HΛ  = H^D  + H^  au  contraire, etant  donne  λ  et  ψ  on  calcule
facilement  les  termes diagonaux  Hp  tels  que λ et  ψ  soient  valeur  propre et vecteur
propre de HΛ  pour H£D  fixe. D 'oύ l'idee d'utiliser  cette application (λ, ψ)- +Hp pour
transporter  la mesure  sur  HD,  µ (HD\HND),  en une mesure  sur  {λ,ψ)  determinant la
densite  de probabilite  pour  que  λ, ψ  soit  un  couple valeur  propre, vecteur  propre
de  HA.

Soulignons  qu'une telle approche avait  ete initiee d'une maniere non  rigoureu-
se  par  Eggarter  [8] :  cependant  le  bon  changement  de  variable  n'avait  pu  etre
trouve  dans ce travail  ce qui y restreignait  Γapproche au cas de la dimension un, et
meme  dans  ce cas,  les  resultats  etaient  trop  compliques  pour  etre  exploites.

Simplifions  ou  precisons  tout  d'abord  les  notations: H^D  sera  conserve  fixe
dans  les  Theoremes  VI. 1  et  VI.2.  N ous  y  reappelons  la  partie  diagonale  H^\
ω =  {ωJC}xe>1 =  {iί(x,x)}JC6yl.  La  mesure  dµ (H^\HD̂)  sera  supposee  absolument
continue:

(VI. 1)
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SizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA λ est valeur  p r o p r e de HΛ  = H^D  - f ω, ±   λ  , ψλ  =  {ψλ(x)}xeΛ,  d en o t e ra les  deux
II V- Άll

o r ien t a t ion s  de  son  vecteur  p r o p r e  n orm alise .  II  sera  n a t u re l  de  t ravailler  aussi
d an s  Γespace  projectif  F ^ ' " 1  n o u s  y  u t ί liseron s  la  car t e  o bt en u e  p a r  pro ject ion
st ereograph iqu e  de base  u n p o in t  d o n n e  de A,  d ison s  0 :

VW  α ( 0 ) = i  α   =   { α )  (VI 2)
φ (0)  x  xeΛ

et  nous  noterons

II  II 2  \ ~*  /   \ 2  1  \ ~*  /   \ 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (\ T1   O\

xeΛ  xeτl\ 0

Introduisons  maintenant les  observables  que  nous  voulons  calculer:

^D-Definition.  Soit HΛ  = H^D- \ - ω.  Les «observables a une energies  sont definies  par  la
formule  suivante,  lorsque  H  n'a  pas  de  valeur  propre  degeneree 13  .

- zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Σ
λeSpH

oύ  g(λ, ψ) est  une  fonction  mesurable  de  λ, ψ.

Exemples.  Soit  χA(λ)  la  fonction  caracteristique  de  Γintervalle  A.  Alors  le  choix

g(λ,ψ)=——- χA(λ)  conduit  a  une  observable  ff(ω)  qui  est  la  «densite  d'etat
I  I  I  I

integree  dans  Γintervalle A>\   a  volume  fini  A;  le  choix  g(λ,ψ) = \χA(λ)  {x)  {f

conduit  a  f£(ω)  = ρΛ{x,y;A\  la «correlation  de H  dans  A  entre  les points  x  et  y»,
correlation  qui  apparait  dans  les  criteres  des  Theoremes IV.4  et V.2  sur  le  spectre
purement  ponctuel  de  H  ou  Γabsence  de  conductivite  statique;  le  choix  g{λ,ψ)

=   2XΛW( - jj—ϊj- j  conduit  a  fg(ω)  = RflND + ω(x,x;A)  la  «mesure  de  recurrence au

point x  de H»  qui apparait dans Γetude du spectre purement continu de H  (critere
du  Theoreme IV.6).

Ce  que  nous  voulons  calculer,  c'est  l i m µ ^ ) .  Mais

µ (fΛ)  =  ί µ (fΛ  I H*D)  dµ (HD̂)  (VI.5)

et  nous  sommes  conduits  a  calculer  µ (fΛ\H^D).  Puisque  la  mesure  µ (  \H^D)  est
supposee  absolument  continue dans  cette  section, nous  calculerons:

Considerons  maintenant Γequation  aux  valeurs  propres:

HΛψ  = λψ  (VI.7)

13  La  mesure  µ (  \H^D)  etant  supposee  absolument  continue  dans  cette  section,  en  vue  de  la
Proposition  II. 1,  il  n'est  pas  necessaire  de  definir  f£(ω)  lorsque  HΛ  a  des  valeurs  propres  degenerees
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soit:

Vxe/L,

ou  encore  lorsque  ψ(0)Φ 0

VxeΛ

(VI.8)

(VI.9)H(x,  z)a(z) +  ωxα(x) =  2α(x).
zeΛ,  zΦ x

Introduisons  alors  les  deux  applications  ω  et to suivantes,  de  1R"1 dans  1R/1 ou
lR yl+ 1  dans lR yl+ 1,  definies  lorsque  oφc)φθ, pour  tout x, et  ip ( O )φ 0  respectivement:

(λ, α) λ, α) =  {ω^λ,  α )}xe y4

ou

(VI. 10)

(VI. 11)

(VI. 12)

ou ft(i/ )) est  une  fonction  reguliere  des  ψ(x), xeΛ,  et  a(x) =

Ψ
(oy

Ces  deux  applications  vont  nous  permettre  d'effectuer  des  changements  de
variable  interessants  dans  (VI.6).  En  fait,  pour  ces  problemes,  il  est  naturel  de
travailler  dans  Γespace  projectif  et  done  d'utiliser  le  changement  de  variable
associe  a  ω. Cependant, dans  certaines  situations  il  est  preferable  de conserver  la
symetrie  entre tous les points de Λ, aussi  on utilise  le changement de variable to ° ω,
en  choisissant  par  exemple  suivant  les  cas  to(φ)= ||φ||2,  ou  bien  h(ψ)=  ^  ψ(x).

xeΛ

N ous  indiquerons  done  les  deux  variantes.  D e  tels  changements  de  variable
seraient peu efficaces  si Γon ne pouvait  en calculer le jacobien. Cest  le but de notre

Theoreme  VI . 1.  Lesjacobiens  J(λ,α),  J'(λ,ψ)  et  J"(λ,ψ)  des  applications  ω , to et  h°ω

peuvent  s'exprimer  par

1 - 3J(λ,a)=  \
Te£T(Λ)

Π Π  IΦ)Γ
xeΛ

(VLB)

j"(λ,  ψ)= iiψii2  Π   \Φ)\  - 3

xeΛ

γjh_.ψ{χ)

xeΛ  dψ(x)

Σ  Π
Te?Γ{Λ)  ίeT

dh
(VI. 14)

oύ  Von somme sur  les  arbres maximaux14  de  Λ,  et  ou  le premier produit  porte  sur
toutes  les  lignes de Γarbre T  xe  et  yβ  denotent  les  extremites  de  la  ligne / .

14  Cest  a dire  les  graphes  connexes  sans  boucle  construits  sur  tous  les  points  de  A
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Preuve.  N ous demontrerons seulement  la formule  (VI. 13) pour le jacobien  de ω, la
formule  pour  le jacobien  J'(λ,\p) se calculant  facilement  et la formule  (VI. 14) pour
le jacobien  J"(λ, ψ) de h ° ω se deduisant  directement de (VI. 13) et de Γexpression de
J  (λ, ψ).  Le jacobien  de ω  est  la  valeur  absolue  du  determinant  de  la  matrice

(<>x y)χeΛ,yeΛ> 0 U  a U  V U  d e  ( V L 1 0 ) >  ( VL H ) :

pour

xeΛ,yeΛ\0  (VI. 15)

et

dω
ax0=- r~=l  pour  xeΛ.  (VI. 16)

oλ

Multiplions  chaque  ligne  x,xeΛ,  par  o>(x)2 et  chaque  colonne  y,yeΛ,  par a(y)
(rappel  α(0) =  l). Alors

oil

bxy  = δxy  Σ  H(x,z)a(y)cc(z) — H(x,y)oc(x)oί(y)  pour  xeΛ,yeΛ\0  (VI. 18)
zeΛ,zΦx

et

pour  xe^l.  (VI. 19)

Addίtionnant  toutes  les  colonnes  x,  XG TI  a  la  colonne  x =  0,  nous  obtenons  le
determinant  d'une  matrice  (bf

xy)xeΛ  yeΛ:

P °u r  xeΛj^e^\ 0  (VI.20)

pour  xeΛ\0  (VI.21)

car  selon  (VI. 18),  Σ  bxy = 0 pour  tout y;  et  enfin,
xeΛ

(VL22)

N ous  pouvons  alors  developper  ce  determinant  selon  la  colonne  y =  0,  ce qui
conduit a

J(λ,a)=\ \a\ \2\det(bxy)xeΛ̂ yeΛ,0\   Π  |α (x)Γ 3 .  (VI.23)

Mais le determinant apparaissant  dans Γequation  (VI.23) est exactement le mineur
d'un  element  de la diagonale  dans  une matrice  symetrique  (Cxy)xeΛ  yeΛ

cχy  =  δχ,y  Σ   H(x,z)ot(x)oc(z)- H(x,y)ot(x)a{y)  (VI.24)
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pour  toutzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA xeΛ,yeΛ  matrice qui a la propriete que la somme de ses coefficients  sur
chaque ligne  et chaque colonne est nulle. Le theoreme de Kirchoff  ([4] p. 48) nous
exprime  alors:

d έt ( ^ ) x^ o , ^ \ o =   X  γ\b  π  (VI.25)
Tef(Λ)  teT

N ous  nous  tournons  maintenant  vers  le  changement  de  variable  annonce
permettant  de calculer  les  observables  a une energie  dans  un volume  A  fini.  N ous
enoncons:

Theoreme VI.2.  Supposons que le graphe forme  par  les couples (x, y),xeA,yeA  tels
que H(x, y) φ 0 soit un graphe connexe maximal15  de A. Alors pour toute fonction  g,
mesurable

ί  fϊ(ΦHlrD(co)dco=  ί  g(lot)J(λ,a)vHND(ω(λ,a))dλda  (VI.26)

et

ί  / ^(ω)vH T O(ω) dω =   f  g(λ9 ψ)J"(λ, φHNΏ{ω\K  ψ)) exp {-   h(xp)} dλ dip  (VI.27)

oύ  J  et  J"  sont  exprίmέs  dans  la proposition ci- dessus.

Preuve. N ous demontrerons seulement (VI.26), la preuve de (VL27) etant analogue
des  que  Γon  a  ajoute  une  integration  supplementaire  dans  le  membre  de  gauche
§β(h)dh =  1,  la  fonction  β(h)^O  etant  arbitraire,  et  que  nous  avons  choisi  ici
comme  β(h) = Qxp{ — h],  afίn  que  se  presente  naturellement  le  changement  de
variable  de  IR |yl| +   1  dans  IR |yl| +   1  defini  par  h°ω.  Prouvons  done  (VI.26).

N ous  noterons  Ω  =  IRJ/1'  Γespace  des  ω,  A =  lRxIR'yl'~ 1  l'espace  des  couples
(e, α).  Introduisons  les  ensembles  suivants:

ait  des  valeurs  propres  degenerees}

S  est  de  mesure  (de Lebesgue)  nulle  d'apres  la  Proposition ILL

T={ωeΊ R}Λ^\H{^  + ω  ait  un  vecteur  propre  dont  une  composante  soit  nulle}

T  est  de mesure  nulle  d'apres  le  Lemme VI. 3 ci- apres.

1R x T  est  de mesure  nulle  dans  A.
La  transformation  ω  est  bien  definie  sur  4̂\(1R x V)  qui  est  ouvert.

S' = {{λ,a)eAψixT\λ  soit  valeur  propre  degeneree  de

S'  sera  montre plus  loin  de mesure  nulle.
N ous  compterons  toujours  dans  ce  qui  suit  les  valeurs  propres  selon  leur

multiplicite.  Definissons

TuS')\λ  soit  la  i έ m e  valeur  propre  de

15  C'est  a  dire  un  graphe  connexe  atteignant  tous  les  points  de A.  Si  telle  n'est  pas  la  situation, on
considere  les  composantes  connexes  du  graphe  Γoperateur  H{Λ)  se  decompose  en  des  H{jΛ)  associes  a
chacune  de  ces  composantes, et  Γon  fait  le  changement  de  variable  sur  chacunc d'entre elles
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Vt  est ouvert  en effet,  soit  (λ, α )e F f et soit B une boule ouverte  de centre ω(λ, α ): ω
etant  continue  sur  y4\IRx T\  ω~1(B)  est  un  ouvert  de  / l\ JRx  T,  contenant  (λ,a).

Choisissons  B  assez  petite  de  sorte  que  lnϊ\λ  — λj(ω)\>η,  ce  qui  est  possible
j φ ί  J

BωeB

puisque  λ n'est pas degeneree. Soit maintenant un ouvert  Θ contenant (λ, α) tel que

nf  d(λ,λ')>η/ 2.  Al
- - A\Θ

Definissons  alors

Inf  d(λ,λ')>η/ 2.  Alors  Γouvert  ω~HB)nΘ  de AXWLxT  est  inclus  dans  F .
λ'eA\Θ

F f3(A, α)—'- ϊcύiiλ, a) — ω(λ, cήeΩ

ω{  est  un  homeomorphisme  analytique.  Par  ailleurs,  les  Ff  sont  disjoints  deux  a
Ml

deux  et  \ J  F f =  ̂ 4\ (lRx  T'uS"). Cependant, nous  avons

Ml
j  f^(ω)vHND(ω)dω=  Σ  J  g(λί(ω),(xi(ω))vHNΌ(ω)dω  (VI.28)

IRl^l  N  i =   1  ωι(Vi)

oύ  λ{{ω\   α f(ω) designent  la  ίέme valeur  propre  et  son  vecteur  propre  associe  pour
ωeω^F ;) ;  (VI.28)  est  vraie  parce  que  Vi,  O ^ f ( F f ) c T u S  qui  est  de  mesure  nulle
(Lemme II. 1 et  Lemme V.3  ci- apres).

Maintenant  dans  (VI.28)  nous  pouvons  effectuer  le  changement  de  variable
associe  a  ω  et:

(ω)dω=  j  g(λ, oc)J(λ, a)vH  (ω(λ,a))dλda  (VI.29)

0 v,.Sachant  que  (J  F =  ̂ 4\(IRx TvS'\  et  comme  I R xT  est  de  mesure  nulle,  il  ne
i=   1

reste  plus  qu'a  montrer  que  S'  est  de  mesure  nulle. Pour  cela  si  χ(A)  designe  la
fonction  caracteristique  de Γensemble  A,  considerons

^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ί
, a)vHND(ω(λ,  α)) dλ doc S- Ml ί  χ (S)vH jvD (ω) J ω =  0  (VI.30)

la derniere inegalite  etant obtenue de la faς on  suivante:  on considere Γapplication
ω  de  i \ R x Γ  dans  Ω  qui  definit  une  transformation  de  classe  C 1  (et  meme
analytique)  mais  non  inversible.  Soit  c(ω) le  nombre  de points  de Γimage  inverse
d'un  point de Ω par cette application  c(ω) est done le nombre de couples  (λ9 α) tels
que  α (x)Φ θ,  VxeA,  et  done  c(ω)e{0,1,  ...,M |}u{oo}.  De plus,  c(ω) =  MI presque
partout  (Lemme II. 1). En appliquant  le theoreme de changement de variable  pour
de  telles  applications  [27]  on  obtient  (VI.30).

Ceci  clot  la  demonstration du Theoreme VI.2.  II ne reste  plus  qu'a  prouver  le
fait  que nous avons  admis ci- dessus,  que  T est un ensemble de mesure nulle, ce qui
est  le  but  du  Lemme VI.3.  •

Lemme VI.3.  Supposons que  le graphe forme  par  les  couples (x,y\  xeA,  ye  A  tels
que  H(x,y)Φθ,  soit  un  graphe  connexe  maximal  de  A.  Alors  Γensemble
T - {ωG R |y l ||3/ leIR ,  oteΨ^^1  :(H$D  +  ω)(χ = λot  et  3zeA,  α(z) =  0}  est  de  mesure
nulle.
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Preuve. La  matrice  diagonale  ω  sera  ici  appelee  ωΛ  afin  de  specifier  les  variables
dont  elle  depend.  Remarquons  qu'en  prenant  pour  nouvelles  variables  ωx  les
variables  ωx  — λ, il  suffit  de  montrer  que

Λ  ^D  cx. = 09  et  3zeΛ,

est  inclus  dans  un  ensemble  analytique  de  codimension  2.  Mais

oύ

1 = 0  et  X  H{z,y)a(y)  = \
yeΛ\{z}

<  ,v  .x,  .  _.  Λ {z ) ) α ' =  0  et  X  / f(z, y)α '(j;) =  θ l .
I  yeΛ\{z}  J

Considerons  un  point  x  de  Λ\{z}  tel  que  H(z,x)= t=0.  II  en  existe,  en  raison  de
Γhypothese  du  lemme. N ous  voyons  alors  que

) =  0  et  Ox

ΛuJω)  = 0}

oύ  ^ ( ω )  designe  le  determinant  de H^  + ωiA\   et  Q^(ω) le  determinant  oύ Γon  a
remplace  dans  le precedent  la  ligne  x  par  la  ligne  {H{z, y)}yeA  associee  a Γequation

Comme

oύ  R  ne  depend  pas  de  ωx,  nous  voyons  que

^ f z ) ( ω ) =  0  et  ^ = - ^ u , > )

6ίi\ {2}(
ω)   n e  depend  pas  de  ω x  et  son  terme  d'ordre  maximal  dans  les  ω  est

H(x, z)  γ\  ωy, et comme H(x, z) est non nul, Q n'est pas  identiquement nul. II en
yeΛ\{z,x}

suit  que  T'Λ z  est  un  ensemble  analytique  de  codimension  2.  Par  ailleurs,  le
cofacteur  du  terme de position  (x,x)  dans  β^ {z }(ω)  est  ΔΛ^{z>x){ω),  qui  est  nul  dans
Tj  Z. On peut done remplaeer  ce terme qui est  H(x, z) par  0 dans  Q, obtenant  ainsi

Mais  on  voit  alors  que  ce  dernier  ensemble  n'est  autre  que  Γensemble  TΛ  z,  mais
associe  a  une  matrice  Htfl  dans  laquelle  on  auraίt  pose  H{x, z) = H(z, x) =  0.

On  procede  alors  par  recurrence,  supprimant  des  lignes  entre  z  et  Λ- \{z}.
Lorsque  Γon  supprime  la  derniere  de  ces  lignes,  on  est  ramene  a  un  probleme
semblable  au  probleme  initial  mais  dans  une  boite  Λ\{z}  au  lieu  de  A.  Ainsi  oh
diminue  le  nombre  de  points  de  \A\ , jusqu'a  aboutir  a  un  probleme  trivial.  •
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B.  L'operateur  de  Schrodinger unidimensionnel

D ans  les  sections  qui  suivent  nous  etudierons  le  cas  particulier  de  l'operateur  de
Schrodinger  unidimensionnel  discretise  avec un potentiel  aleatoire  distribue  selon
une  loi  produit.  C'est- a- dire  que  ΓensemblezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  S  sera  identifϊe  a  TL  ou  N  et  que  la
mesure  µ  est  choisie  de  sorte  que  avec  probabilite  1

H{x,y) = 0  si  \x- y\φί

H(x,y)=—1  si  |x — y| =  l,  xeS,  yeS

et  les  termes  diagonaux

{ωx}xeS  =  {H(x,x)}xeS

sont  independants  et  distribues  selon  des  lois  absolument  continues  identίques16

de  densite  commune r(ω).
En  d'autres  termes  nous  considerons  l'operateur  aleatoire  H(ω)  defini  par

{Hψ){x)  =- ψ(χ  +  l)-   ψ(χ  - 1 )  +   ωxψ(x)

oύ  les  ωx  sont  des  variables  aleatoires  independantes  de  densite  r(ω). On  notera
que  dans  les  definitions  physiques,  le  potentiel  Vx  est  donne  par  Vx = ωx  — 2.

VII .  Fonction spectrale moyenne et  fonction  de  correlation  a volume fϊni

N ous  entamons  ici Γetude  des  fonctions  de correlation. N ous voulons  obtenir  des
expressions  utiles, pour leur analyse  ulterieure, de la fonction  spectrale  moyenne et
de  la  fonction  de  correlation.  Puisque  S  est  la  droite  ou  la  demi- droite,  nous
pourrons  sans  restriction  choisir  des  boϊtes  A  de  la  forme  yl =  [ — M , . . . ,  + iV],  la
limite  thermodynamique  consistant  a laisser M  ou JV, ou bien  M  et N  tendre vers
Γinfini.

Si HΛ(ω)  est  la  restriction  de  l'operateur  H(ω) a  la  boϊte  A,  rappelons  que (en
utilisant  la  Proposition  II. 1)

QΪ{x,x';A)=   J  Ylr(ωy)dωy\ΣΨλ(x)ψλ(x')\   (VII.l)
IRl^l  yeΛ  [λeA  )

et

ρϊ(x,x';A)=  f  [ Ί  r{ωy) dω  ί Σ  \ψλ(x)\ \ψχ(x')\ \  (VΠ.2)
IRl^l  yeΛ  [λeA  j

oύ pour ω fixe  tel que HΛ(ω)  n'ait pas  de valeur  propre degeneree, la  somme  porte
sur  les  valeurs  propres  de HΛ(ω)  dans  Γintervalle  A  et ψλ  designe  alors  le  vecteur
propre  normalise,  associe  a  λ, de  HA(ω).

II apparait  interessant  d'etudier  des  fonctions  plus  generales,  oύ le potentiel  ωx

au bord  de la boite n'est  plus  distribue  selon  r(ω), mais  selon  une distribution  β(ω)
en  — M  et δ(ω) en N.  Ceci revient  en fait  a prendre des  densites  r(ω) dependant de
x  et  A.  N ous  introduisons  cette  variante  afin  d'etudier  si  les  fonctions  ρΛ  et  ρΛ

dependent  dans  la  limite  thermodynamique  d'une  telle  perturbation  aux  bords.

16  En fait une large partie  de ces sections  ne necessite  pas  que les lois soient  identiques.  En particulier
il est d'interet de pouvoir  choisir  des distributions  r'(ω) differentes  sur  les bords  de la boite afin  d'etudier
la  dependance  par  rapport  a  ces  conditions  aux  bords
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Pour  alleger  les  notations, nous  n'ecrirons  pas  la  dependance enzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA β  et  δ  explicite-
ment  sauf  lorsqu'elle  sera  necessaire.

C'est  dans Γapplication maintenant de notre formalisme  general  de la  Sect. VI
qu'apparaϊt  la  simplification  essentielle  associee  au  cas  de  l'operateur  de
Schrόdinger  unίdimensionnel  avec  des  conditions  aux  bords  vides:  dans  le
jacobien  du  changement  de  variable,  un  seul  arbre  maximal  apparait.

Proposition VII . 1.  Soit Λ = {- M9...,  +N}  et x^ x' eA  Alors:

f  \a(x)a(x')\Ή - My1oc(Ny

oύ  α ( - M - l ) =  α(JV+ l) =  0,  α ( - M ) = l ,  da=  ]J  d<x(x\  rλ(u) = r(λ- u).

µ - ™> = β9  r(lv  = δ  et  rKZ) = r pour  - i
En  posant:

Qµ (x, x'\A)=  I  ρ*(x, xf  λ) dλ  (VII.4)
A

nous avons aussi

β^' Λ '; A)= M K; c < . Π , _ i W- 1

jc , < Π N

oύ  par  convention  Y[ f{z)=  1.
ZG0

La  fonction  spectrale moyenne  Q^(X, X'  A) et  la quantite associee ρ^(x, x'  Λ,) ι
donnees par  des  formules  analogues ά  (VII. 3),  (VII.5), dans  lesquelles on remplace
\ot(x)oc(x')\  par  oc(x)oc(x')  et

Y\  \yz\~
ι  par  γ[  y~ι.

Preuve.  La  premiere  partie  de  la  proposition  [formule  (VII. 3)]  se  deduit  directe-
ment  des  Theoremes VI. 1 et  VI.2,  en  utilisant  les  hypotheses  specifiques  a  cette
partie, et en choisissant  de faire  la projection  stereographique  au point  — M  au lieu
du  point 0. En particulier  nous avons  utilise  le  fait  que pour  le cas unidimension -
nel,  en utilisant  les  conditions aux  bords  vides1 7  pour HΛ,  le graphe  des  {H(x,y)}
ne  contient  qu'un  seul  arbre  maximal.  C'est  la,  au  moins  dans  notre  formalisme
une  des  simplifications  essentielles  qu'apporte  la  dimension  1.

La seconde partie, la  formule  (VII.5) se deduit de la precedente en introduisant
les  variables

Vz=
  Φ)

le jacobien  du  changement  de  variables  a- +y etant  JΊ[  \φ)\  D

17  Contrairement a toutes les sections precedentes oύ HΛ  pouvait  etre defini  avec  d'autres conditions
aux  bords, periodiques, antiperiodiques  ..., sans  entraίner de difficultes  supplementaires, il  est  ϊci  plus
simple  de  travailler  avec  les  conditions aux  bords  vides
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Nous introduisons maintenant un operateur qui va jouer un role  fundamental
dans la suite de ce papier:

Definition. Nous appellerons  opέrateur de transfert18  Γoperateur  integral  Tε λ de
noyau

^ Ί jO H / ΓW+ r 1 ) .  (VΠ.7)

Nous  introduisons  aussi  Γoperateur  integral  Tlλ  de noyau

Utilisant Γoperateur T, nos correlation et fonction  spectrale moyenne peuvent
se reecrire sous la forme  suivante, qui conduira dans les sections  ulterieures a des
formules  explicites  pour  leurs  limites:

Proposition  VII.2.

ρΛ

µ(x, x'  λ) =  H  (TfjxT™txβ,)(y){T»-λ  * " ^ ( j Γ x )  dy.  (VII.9)
IR

L'utilite de Γoperateur  Tε λ  introduit plus  haut vient de Γinegalite  suivante

Proposition VIL3.  Pour tout ε, O ^ ε^ l ,  nous avons

|ρ^(x, x'  λ)\ ̂  ρA

µ(χ, χ';λ)^U  (τ^xτ^xβλ)(y)

• (^J x  - χ'δ,)(y- 1) dy + \  ί  {T*rT^δλ){y- ')

Preuυe.  L'inegalite  (VII. 10)  se  derive  rapidement  de la  formule  (VII. 8)  en y
introduisant la decomposition

Π  IJ>J~ 1 =  Π   l yJ '^flyi  yx'- xl^i)

+   Π  Γ π l ^ i  JV- xl^ 1)  (VII.11)

oύ  0 est la fonction de Heavyside.
L'egalite  (VII. 11) permet en fait de symmetriser  (VII.8) par rapport a la gauche

et la droite, si Γon fait  le changement de variable  y- +y~ί  dans le second terme.
L'inegalite  (VII.10)  souhaitee se deduit par (Vίl.ll) en remarquant que

π  w1*  π
1  <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z < x ' — x

τ - τ  I v  l + ε

Π   iήiτθ(\yι...yx,_x\<\ )   (VII.12)

et en faisant  le changement de variable  y- ^y^1  dans le second  terme.  •
II  est egalement  interessant de calculer  le rapport de participation  inverse, et

plus generalement ce que nous avons appele la mesure de transfert de µ entre deux

18  Par reference a la matrice de transfert  en mecanique  statistique
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pointszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x et y, soit

\λeSpHΛnA

N ous  etudierons  a  nouveau  le cas oύ le potentiel  est distribue  selon  r( ) a
Γinterieur de A = \_ — M,iV],  mais  selon β(- ) au point  — M et selon δ au point N.

Pour  cela nous allons de nouveau utiliser  notre formalisme  general decrit dans
la  Sect. VI, mais  cette fois  nous utiliserons le changement de variable  (VI.29)  dans
le Theoreme VI.2:

(ω,h)- *(\p,λ)

(φ )=   £   ψ2(x)=\ \ψ\ \2.
xeΛ

N ous  obtenons alors  en vertu  de (VI.29)

f
ψ2(- M)Pλ\   φ(- M)

)\ Φ)\

Cette  expression  peut se mettre sous la forme  plus  commode suivante.

Proposition VII.4 .  Soit A = [ — M,N]etx,yeA,  —M<x^y<N.  Alors

•  _
ls
n_

x+ 1
{

e
~™$*\

  (VIL14 )

oύ

n  '  R" lv;(π + 1)1  Wfa +  i) / i< z<

.  j- [  L - Φ ( Z ) 2 ^ ί l l  (VII.  15)

=  ί/(yi)  Π  (Φ .i+ j; 1)
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Preuve. Ce resultat  s'obtient  en separant dans (VII. 13) les integrations en ψ(z) pour
x — 1 rg z ̂  y + 1 et les autres  et en relabellant  les variables de faς on  naturelle  la
reecriture  (VII. 16) de (VII. 15) est obtenue en y faisant  le changement de variable

ψ(n- k+l)
y k  h m  D

VIII .  Etude de Γoperateur de transfert

II apparait  clairement  dans la section  precedente que les proprietes de Γoperateur
TE, ou plutδt  de la famille  Tε, vont  etre  determinantes.  N ous  baptiserons par
simplicite  Γoperateur  Tε« operateur de transfert».

N ous  ferons  desormais  une hypothese  sur la densite  r(x). N ous  supposerons
qu'elle  appartient  a  LO0((l- \ - \x\ )1+a)  pour  un certain  α, 0 < α < l ,  c'est- a- dire  a
Γespace  des functions  / :

LJ(ί  +  Ixl)1 + α ) =  {/   Sup|/ (x)(l +  Ixl)1 + α | < ool.  (VIII.l)

En particulier  r( ) appartient done a L^. Cette hypothese  n'est  guere  contraignan -
te  physiquement:  les physiciens  choisissent  pour  r(x) generalement  la  fonction
caracteristique  d'un intervalle,  ou une gaussienne,  ou une lorentzienne,  toutes
densites  qui sont  dans la classe  consideree.

Par  ailleurs,  r(x) est une densite et satisfait  done:

r(x)^0  et  \ r(x)dx = \ .

N ous  introduisons  aussi la fonction σ:

σ(x) =  \x\ + 1 ~ α / 2( l +  |x|) + α .

Les  notations £(IR, σ) et C(IR, σ) designeront  respectivement  Γespace  des fonctions
a  valeurs  complexes  qui avec  le poids  σ  sont  bornees  ou continues  sur IR  le
compactifie  de IR, c'est- a- dire

B( R , σ) = ί /
{

Sup|/ (x)|σ(x)<oo"

C(]R, σ) =  {/1 f(x) σ(x)  soit  continue sur IR} .

N ous  introduisons  aussi  Γespace  Jίφ^σ~x),  espace  des mesures  de Baire sur
Γespace  compact  IR avec le poids σ~\  qui est le dual de  C(R,σ):

N ous  pouvons  alors  enoncer:

Proposition VIII.l .  Supposons que la densite r soit dans £^((1 +  \x\Y + α ) et soit εe(C,
|Reε|< inf(l - α / 2,α / 2) =  ε0, et λeWi. Alors:

a)  Tε;  envoie B(JR, σ) et done aussi C(IR, σ) dans  C(1R, σ).
b)  V/ eB(IR,σ), |(Γε> λ/ )(x)|= O(l +  |x |) - s

l S =  l +  α +  R e ε.
c)  Tε λ est un operateur compact de C(IR, σ) dans lui- meme.
d)  TEfλ est une famille  analytίque en ε.
e)  Tε λ est continu en λ, ε.
ί)  Πadjoint  Tfλ de Tε>λ satisfait des proprietes analogues, et en particulier est un

operateur compact de Jiφ^σ~1)  dans lui- meme.
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Preuve.  II est  naturel  d'introduire  Γoperateur  integral  JΓε  λ  de  noyau

N ous montrons d'abord  un resultat  technique, des proprietes  de base  du  noyau
Jfε(x|y)  dan sle

Lemme VIII.2.  Pour  tout  AeR  et  ε,  |Reε| < ε 0 ,  Jfε  λ{x\y)  satisfaίt

J |Jfε,λ(x|y)|zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  dy<   ^ i / L

ow C(ε, λ, r) est  une  constante, et

Preuve.  En  utilisant  les  definitions  et  hypotheses,  on  voit  que

J |jfM(x|j0l  dyύ  W1 "α / 2( l +  Wf  l*ΓR e ε

IR

( V Π L 6 )

oύ v4 est  une constante ne dependant que de r et de λ. On en deduit  (VIII.4). Quant
a  (VIII. 5) il  s'obtient  par  le  theoreme  de  Lebesgue  lorsque  r  et  done  jΓε>λ  est  une
fonction  continue.  Si  ce  n'est  pas  le  cas,  on  peut  approximer  r  par  une  fonction
continue  et  appliquer  alors  Lebesgue.  •

N ous  revenons  done  a  la  preuve  de  la  Proposition VIII. 1. Les  resultats  de  ce
lemme  ci- dessus  assurent  que  Jfελ  envoie  J5(IR) et  C(IR) dans  C(1R) et  qu'il  est
compact  d'ou  les  resultats  a), b) et  c) de  la  Proposition VIII. 1.

M ontrons maintenant que  T λ̂  forme  une famille  analytique  en ε. Introduisons
Tε  λ  de  noyau

T'εJx\y)=- T0Jx\y)\x\ - nn\x\ .

Par  des  estimations  directes,  on  voit  que  lorsque  |ε |< e 0

lim  Sup σ{x)\ τgχ\y)- τE,jx\y)
£ — 8

σ- \y)dy

^ l im  Supσ(x) |xΓR e ε |ε'  —ε| |ln |x||2exp{|ε —ε'|

d'ou  Γon  deduit  que

lim
T  , — T

- T'
'  p

= 0

(VIII.ϊ

(VIII.9)
C(R,σ)

oύ la  norme est  la  norme de Γespace  C(IR, σ), ce qui  prouve  Γanalyticite  annoncee
dans  la  partie  d) de  la  Proposition VIII. 1.

Enfin  nous  deduisons  aussi  facilement  le  point  e)  de  la  proposition:  si  r  est
continue,  le  resultat  vient  directement  du  theoreme  de  Lebesgue;  dans  le  cas
contraire,  on  approxime  par  des  fonctions  continues.
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Quant  au  point  ί) concernantzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Tfλ  Γadjoint de  Tε λ,  il  se  deduit  des resultats
precedents.  Π

D ans  la  suite de cette  section  nous  utiliserons les  notations suivantes:

; =  ] - 2 , + 2 [ +  Suppr( )

convexe de < (̂/t —ω +
\λ — ω\

N ous  avons alors le:

Theoreme  VIII.3 .  Supposons que la densite r soit  dans L^ftl  + \x\Y + α ) et soit εelR,
|ε |< £ 0  et  ΛelR. Alors  les  operateurs  Tελ  et  T*λ  out  une valeur propre maxίmale
ρε  λ > 0, analytίque rέelle en ε et continue en ε, λ. Elle est simple et excede en module
les autres  valeurs  propres.

Les  vecteurs  propres  vε  λ  et  φε  λ  associέs  a ρε λ  sont  des  elements, posίtifs,  de
C(]R,σ) et  Jίφ^σ~γ),  et  ce sont  les seuls vecteurs propres  posίtifs  de Tε^λ et  T*λ.

En consequence nous avons les  decompositions

f ^ ~ 1 ) >  (viii.il)

oύ  les rayons spectraux  de Tε λ et  Tfλ  sont strictement  ίnfέrίeurs a ρε λ  et continus en
ε et  λ. On peut  de plus, choisir vε  λ  et  φε  λ  de sorte que

K λ ( x ) d x = l  et  \φεA{dx)vεA{x)  = \ .  (VIII . 12)

De plus, φCfλ  est  une mesure strictement  positive  sur R  Lorsque λeΣ,  vEfλ  est aussi
strictement  posiίίf sur IR. Lorsque  λeW\Σ,  le support  de v- ε  λ  contient  Bλ.

Preuve.  N ous  presentons  d'abord un lemme  technique de positivite qui sera utile
dans la preuve  un resultat semblable aux parties b) et c) de ce lemme a ete utilise
deja  par O'Connor  [21].

Lemme VIII.4 .  Soit  Tε λ(x \ y) le noyau de  T" λ.  Alors
a)  My, Tjn\ (x\y)  est  continu en x pour n ^ 2 .
b)  Vλel'et  VxeIR, 3YCIR, Y dense dans IR tel  que VJ G Y, T{

ε^λ(x\y)>0 pour  n
assez grand.

c)  VAeί  etyxeΊ Ry^compact  de IR, T λ̂(x\y)>0,  Vj/ eJf  pour  n assez grand.
d)  VλelR\Σ, VJΓ compact de Bλ, VJ GIR, T{

ε

n\ {x\y) >0, Vxe J f  pour n assez grand.

Preuve.  La partie a) decoule directement des techniques utilisees dans la preuve de
la  Proposition VIII. 1.

La  partie  b) se  deduit  essentiellement du  fait  que la  transformation  y- +χ = λ
— a — y~ι  peut  s'ecrire sous  la forme

x- z0  z'o  y- z0

y

oix z0  et  z'o  en designent les  points  fixes  et  de  ce que  si  λeΣ,  on  peut  toujours

trouver  α eSuppr(  ) tel que ces points  fixes  soient de module  1 et que —  ArgI
soit  irrationnel.  ^
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La  partie  c) est  une  consequence  de  la  partie  b)  et  de  la  continuite.
La  partie  d)  se  deduit  par  la  continuite  en  utilisant  quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Bλ  est  precisement

Γenveloppe  convexe  de Γensemble  des points fixes  attracteurs de la  transformation
homographique  consideree  ci- dessus  quand  /LelRVf1  et  que  a  decrit  le  support  de

><• )•   D

Revenons  done maintenant a la preuve  du Theoreme VIII. 3. Commencons par
etudier  le  cas  ou  λeΣ.  D e  la  propriete  de  positivite  prouvee  dans  le  lemme  ci-
dessus,  il  suit  ([15], Theoreme 6.2)  Γexistence  d'une  valeur  propre  ρε  λ  positive  et
maximale  de  T ε λ  et  de  T*λ  et  des  vecteurs  propres  correspondants  vε  λ  et  φε  λ,
elements  positifs  de  C(lR,σ)  et  Jiφ^σ~γ).  Leur  stricte  positivite  est  aussi  une
consequence  du  lemme  ci- dessus.

N ous  voulons  maintenant  montrer  que  ρε  λ  est,  de  plus,  une  valeur  propre
simple  et qu'elle  excede  en module  les  autres  valeurs  propres. N ous utiliserons  des
techniques  classiques,  paralleles  a  la  preuve  de  la  proposition  (/?') de  la  reference
[15]. N ous  supprimerons  les  indices  ε et λ, et nous  ecrirons  simplement  ρ, T, v, φ.
Supposons  qu'il  existe une valeur  propre  µ  de meme module  que  ρ, µ =  ρexp{iθ},
de vecteur  propre w, θ pouvant  etre nul. Alors  \w\  est vecteur  propre de  T associe  a
la  valeur  propre  ρ =  |µ|  et  de  plus  |vφ c)|>0, VxelR.  En  effet

φ (Γ|w|- ρ |w|)  =  0  (VIII. 13)

or  T|w|^ρ( |w|)  et φ positive,  done  T|w|  =  ρ|w|.  La  positivite  vient  de  |w| =  ρ~"T"|w|
et du  Lemme VIII.4. M ontrons alors  maintenant que  w =  |w|exp{iα}  oύ α est  une
phase  constante:

ί  T<n\x\y) \w(y)\ dy = ρ"\w(y)\ =  \ρnein°w(y)\

=   \ \T{n\x\y)w(y)dy\  (VIII. 14)

ou  T{n\x\y)  denote  le  noyau  de  Tn.  II s'en  deduit  qu'il  existe α(n), tel  que  Vx:

T{n\x  I y)w(y) =  exp {iφ )}  T{n\x  \ y) \w(y)\  (VIII. 15)

pour  presque  tout  y,  soit  encore

) = Qxp{ia(n)}\w(y)\  (VIII. 16)

pour  presque  tout y  tel que  T{n\x\y)>0  pour un certain x. U tilisant de nouveau  le
lemme  de  positivite  VIII.4,  on  conclut  que  w =  |w|exp{ια}  pour  tout  y e R

II  ne  reste  plus  a  montrer  que  T  ne  peut  avoir  deux  vecteurs  propres  v- , w
strictement  positifs  sur  1R, associes  a  la  valeur  propre  ρ. Or  cela  impliquerait  que
φ(otv + βw) = O pour  a et β  appropries.  Mais  φ  etant positive  sur  IR, cela  implique
que  OLI> + βw  changerait  de signe, ce qui est  contradictoire avec  le resultat  ci- dessus,
que  la  phase  est  la  meme  presque  partout.  c.q.f.d.

U n argument  simple assure  alors  qu'il ne peut y avoir  d'autres  vecteurs  propres
positifs  de  T  et  T*  correspondant  a  des  valeurs  propres  differentes  de  ρ.

L'analyticite  et  la  continuite  de  ρ  resultent  de  celles  de  T  et  de  ce  que  ρ  est
simple.

Les  decompositions  (VIII. 10) et (VIII. 11) de  T et  T* et la  propriete des  rayons
spectraux  de  T et  T* est  une consequence  immediate  de ce que  la  valeur  propre ρ
est  non  degeneree  et  domine  les  autres  valeurs  propres  en  module.
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Lorsque  AeIR\ £, on  commence  par  constater  quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Tε  λ  et  Tfλ  ont  une  valeur
propre  maximale  ρελ  dont  les  vecteurs  propres  v- ε>λ et  φεΛ  sont  positifs.  U tilisant
les  proprietes  d) du  Lemme VIII.4,  on  verifie  que  φε  λ  est  un  element  strictement
positif  sur  IR de Jίψ  ̂ σ~ *) et que uε^λ  contient Bλ  dans  son  support.  La preuve  est
des  lors  proche  de  celle  du  cas  oύ  λeΣ.  Π

N ous avons  besoin  de renseignements  precis  sur la valeur  propre maximale  ρε  λ

de TBtλ et  7 *,

Theoreme VIII.5 . Supposons que  la densitέ  r( • ) soit dans / ^ ( ( l +  M ) 1 + α ) et soit εeIR,
|ε |< ε 0 .  La  valeur propre  maximale  ρε>λ  de  Tε>A  et  de  T*λ  satisfait  les  proprietes
suivantes:

a)   ρ < u = l  et  ^QεJ

b)  P o s o n s ^ - ρ , J B = 0 = ^

Alors  γ(λ) est  contίnu en λ  et

c)  Pour  tout  compact  JΓ  de  IR, Ϊ7 exfsίe  s^JtΓ),  0<ε1<ε 0  tel  que

quand λeJf  et  O ^ ε ^
d)  Pour  tout  ε, 0 < ε < ε 0 ,  ίl exίste  λo(ε)  tel  que

pour  λ >  λo(ε).

Remarque.  On  peut  en  fait,  montrer  que  γ(λ)  est  Γexposant  de  Lyapounov  du
produit  de  matrices  aleatoires  2 x2  associe  a  Γequation  de  Schrodinger  uni-
dimensionnelle  discretisee  avec  un  potentiel  eleatoire.  Que  y(λ)  soit  positif  est
alors  une  consequence  du  theoreme  de  Furstenberg  [9]  montrant  la  croissance
exponentielle  de  la  norme  de  tels  produits  (Matsuda  et  Ishii  [17],  puis  Yosioka
[33]  ont verifie que ce theoreme s'applique  dans ce cas). N ous donnons dans  le cas
particulier  qui  nous  interesse  une  nouvelle  preuve  de  ce  resultat,  naturelle  dans
notre  contexte.

Preuve. Que  1 soit  valeur  propre  de  To  λ  et  T* λ  ressort  directement du  fait  que  la
mesure de Lebesgue  sur IR, 1 x dx  qui appartient a ^#(IR, σ~1)  est vecteur  propre de
T*  λ.  La  valeur  propre  1 est  alors  necessairement  la  valeur  propre  maximale  ρ0  λ

car  φOfλ  est  le  seul  vecteur  propre  dans  le  cone  positif  (Theoreme VITI.3).

L'egalite  dans  (VIII. 17)  s'obtient  en  derivant  Γidentite

et  en  utilisant  le  fait  que  φε  λ(vε  λ) = l  pour  petit  ε  et  que  φ0  λ(dx) =  1 x dx,  la
permutation  de  in tegrat ion  et  de  la  derivation  etant  legitimee  par  les  proprietes
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d'integrabilite  de φ ε A et dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA v-Etλ. L'inegalite  dans  (VIII. 17) est obtenue de la  fagon
suivante:

1 - 2 . x)dxdy (VIII.21)

et de plus  l'inegalite  (VIlI.22)  est stricte  sauf si

\ \ \ \x\ - ^(y)- v{x)\

soit  encore

f

(VIII.23)

(VIII.24)

pour  rλ(  ) presque  tout  ξ. Or nous  avons

JzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  \ \ x
—  oo

I/ a

v{ξ- y)dy-  J  v{x)dx
(VIII.25)

qui est strictement positif  pour a assez grand. Ceci acheve la preuve de la partie a)
du  theoreme, en mentionnant cependant que les egalites  et inegalites  (VIII.20) a
(VIII.22)  sont  justifiees  par le  fait  que v0  λ  est un element  du  cone  positif  de
C(IR,σ);  lorsque  le support  de nô λ  n'est  pas ]R tout  entier, les  integrations  sont
restreintes  au support  de v0  λ.

Prouvons maintenant la partie b) du theoreme. La continuite de γ(λ) decoule de
la  formule  (VIII. 17) et de ce que le vecteur  propre ^>0 λ  est continu en λ. La borne
inferieure  sur l n ρ M  se deduit de ce que lnρ ε  λ  est une fonction  convexe  de ε pour
petit ε. En fait, plus generalement si Rε λ est le rayon spectral de Tε A (qui pour petit
ε coincide avec ρελ  grace  au Theoreme VIII. 3) alors  ln,Rε  λ  est convexe  en ε pour
tout  ε grace  a l'inegalite  de  Schwarz:

rλ  \xni  ...,xo)ψ{xo)• In
weC(R,σ)

llll  i

Sup  {σ ί x j f i x ^ !. . . ^ ^

oύ  r("\xn,  ...,x0)  designait  le produit  de  facteurs associe  a
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L'inegalite  (VIII. 18)  (la  partie  c)  du  theoreme  est  obtenue  par  un
developpement de Taylor  de lnρ ε  A au second  ordre en ε qui est possible dans un
voisinage de ε =  0, puisquezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ρ0  λ =  l. La derivee  seconde est bornee  uniformement
en utilisant une formule de Cauchy exploitant Γanalyticite de ρελ  en ε au voisinage
de 0 et la  continuite jointe  en ε et λ de ρε  λ.

Enfin  la  partie  d) du  theoreme  s'obtient  en  montrant  que ρεΛ  satisfait  une
inegalite  de la  forme

oύ  aE(λ) et  bε(λ) se  comportent de  fagon  appropriee  lorsque  λ  tend vers  Γinfini.
Cette inegalite  est  obtenue en jouant  sur Γidentite

Nous  indiquons maintenant une consequence essentielle  de ces  resultats

Corollair e VIII.6 . Soίt  J4Γ  un compact de JR. Alors

pour tout λe$Γ  et  ε, 0^ε< ε1(X),  et pour tout feB(JR,σ)  et  ψeJίφ^σ'1).  C ne
depend que de Jf  et ε.

Preuve. La borne (VIII.27) decoule directement de ce que Tε λ  envoie  JB(IR, σ) dans
C(IR,σ) et que d'apres  le Theoreme VIII.3

et done

^  =  ef,iΐ- u(  K i + ^  (VΠI.28)

d'oύ

WTlxWcfr^  D^)  Ql, A +   II TΊ J\  cm, σ>

avec

Mais le rayon spectral de Tε>λ est uniformement plus petit que ρE>λ  dans le domaine
considere  en ε et λ.  •

Corollaire VIII.7 . Pour tout compact Jf  de  IR, il exίste χ>0  tel  que \ fλe^f  et

Preuve. Ce  resultat  de  convergence  exponentielle  se  deduit  directement  de  la
decomposition  (VIII. 10).  •

IX.  Resultats sur Γoperateur  de Schrodinger  unidimensionnel

Nous utilisons maintenant les resultats obtenus dans les sections precedentes pour
deduire  des  renseignements  sur  la  decroissance  des  correlations,  la  nature  du
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spectre  et  des  fonctions  propres,  la  conductivite  electrique  statique  associees  a
Γoperateur  de  Schrodinger  discretise  unidimensionnel.  N ous  obtiendrons  aussi
diverses  formules  explicites  pour  des  quantites  d'interet.

D ans  toute  cette  section,  comme  dans  la  precedents,  nous  supposons  que  la
densite  de  probabilite  r(  )  appartient  a  L00((l +  |x|) 1 + α )  pour  un  certain  α,
0 <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a < 1 ainsi  que  β(  ) et  δ(  ).

N ous  enoncons

Theoreme  IX. 1. Soίt  H(ω) Γopέrateur de  Schrodinger unidimensionnel dέfini  par

oύ  xeTL, on  bien xe N   et  ψ(— l) =  0.
Les  ωx  sonί  des  variables  alέatoires  independantes  de  meme  hi  r(  ),  la

distribution produit  έtant  notee  µ . Alors  avec probabilite  ί,  le spectre de  H(ω)  est
Σ =  [ - 2,  + 2] +  suppr(  ). De plus,

a)  Les fonctions  de correlation associees satisfont

pour  tout  intervalle A  borne de  IR, et  D  ne depend que  de  A.
Les  memes  bornes  sont  satisfaites  uniformement  en  A  pour  les  correlations  a

volume fini ρ^(x,y;A)  et  ρ*{x,y;A).
b)  Avec probabilite 1, le spectre de Hiω)  est  purement ponctuel et  les  fonctions

propres decroissent exponentiellement.
c)  Avec probabilite 1, la constante de diffusion D(A) est  nulle, et  la conductivite

electrique sίatique σH,  associέe a H(ω) s'annule lorsque la temperature tend vers zero.
De plus si  le support de r(  ) est  borne, la conductivite electrique statique σH  est nulle
pour  toute  temperature et  la conductivite  en frequence  σH(ώ)  satisfait

l im in f -   f°Reσ^(ω)  =  0(ω 0) .  (IX.3)
Λ\ S  CO  0

Preuve.  Le  resultat  sur  le  spectre  Σ  suit  du  Theoreme  III.2.  La  partie  a)  du
theoreme  decoule  de  la  Proposition  VII.3  et  du  Corollaire  VIII.6.  La  partie  b)
decoule  de  la  partie  a)  grace  au  Corollaire  IV.5,  en  remarquant  de  plus  pour
obtenir  la  decroissance  des  fonctions  propres  que  les  valeurs  propres  ne  sont
jamais  degenerees  (ceci se verifie  facilement  par un analogue  de la preuve  classique
de  ce  que  les  valeurs  propres  de  Γoperateur  de  Schrodinger  continu  sont  de
multiplicite  1). Enfin, la partie c) suit  de la partie a) par  les Corollaires  V.3  et V.5  et
ie Theoreme  V.4.  •

Remarque.  Les  bornes  obtenues  sur  les  fonctions  de  correlation  dans  la  partie  a)
sont  independantes des densites  de probabilite  β(  ) et δ(  ) choisies  a la frontiere  de
Λ,  et  les  resultats  b) et  c) en  sont  done  aussi  independants.

Pour  les  formules  explicites  suivantes,  nous  supposerons  par  simplicite  le  cas
de la droite entiere TL et non pas  le cas de la  demi- droite N . Des formules  explicites
s'obtiennent  cependant  aussi  facilement  dans  ce  dernier  cas.
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Theoreme IX.2.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Les formules  explicites suίvantes  sont  vέrifiees, Vx et xΈZ,  x^x' et
MA intervalle  ouvert  borne de  1R:

a)  la mesure  spectrale moyenne est donnέe par

lim oΛ(x, x';A) = ρ(x, x! A)
Λ\TL  ^

A  R

et en partίculier la densitέ  d'etat s, integree dans A est donnee par

A

b)  lafonction  de correlation entre x et x'  satisfait

A\TL

=Wdλ\{T^Jx^0?){y)n0Jy~ι)dy  (IX.6)

oύ  les operateurs Tx λ et Tx λ ont etέ definis  dans la Sect.  VII et oύ v0  λ est la seule
solution continue, positive sur IR de ΐ'equation intέgrale

satίsfaisant  \vOλ

c)  la mesure de transfert  entre x et x'  satisfait:

R(x,y  A)  ̂ limRΛ(x,y; A)
AfS

A  Ry
-

x
  +

 3
\ ψ(

• a(ψ(y- x),ψ(y- x+l))a(ψ{O),ψ{- l))

•  π
oύ  a(s, t) est solution positive de ΐequation  integrate

φ,t)=  irλ(st- ί+y;1)e- 'Ia{t,ty;2)dyn.  (IX.9)

Preuve.  Les  resultats des parties a) et b) du Theoreme IX.2 sont des consequences
directes  des formules  etablies  pour  les correlations a  volume  fίni  (Proposition
VII.2) et des resultats  prouves  sur Γoperateur de transfert  dans la Sect. VIII. La
partie c) du theoreme se deduit quant a elle des  formules  explicites de la Sect. VII
pour  la  mesure  de  recurrence  a  volume  fini  (Proposition  VII.4)  a  travers
Γargument  suivant:  partant  de la  formule  (VII. 16)  nous  voyons  que  an(s,t\ f)
satisfait  la relation de  recurrence
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oύ Γoperateur  To  ;  a ete defini  dans  la  Sect. VII.  Considerant  son  vecteur  propre
'V- Q  λ  associe  a  la  valeur  propre  maximale  1  (Theoremes  VIII.3  et  VIII.5)  nous
voyons  que

doύ  il  suit  que  lim  an(s, t\v0  λ) = a(s,t)  existe,  et  satisfait  Γequation  (IX.9).  II ne
«—>  00  '

suffit  alors  plus  que  de  montrer  que  V/ eL00((l  +  |x|) 1+ α ) ,  lim a is,  t\ f)  = a(s, t).
n- >zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA oo

Cette  derniere  etape  est  accomplie  de  la  fagon  suivante  on  ecrίt

an(s,l\ f)  = a!n{s,t\ f) + cfH(s,t\ f)  (IX. 12)

oύ  a'n et  d'n sont  obtenus  en  remplacant  dans  Γexpression  (VII.16)  de an  le  facteur

e xp ί - φ ( l ) 2  Σ  k  Λ- z + il

respectivement  par

expί - ψ( l) 2  Y  \yn...yn.z  + ι\
{

et  par

exp  - t / r ( l)  2,  b n .  Λ- z + il  i - e xρ J - t p ( l )  L  \yn  yn- z  + i

oύ  [π/ 2] designe  la  partie  entiere  de  n/ 2. On  constate  alors  que

lim  af

n(s9t\ f)  = a(s,t)  (IX. 13)
n—* oo

parce  que  lim  T^ι/?]f = v0  ,. D 'autre  part,  utilisant  Γinegalite  1 —exp^  -   Y  x
n - co  k  I  7= 1

π

=   Σ   X5'  x j  =  ̂ ' O ^ ε ^ l ,  nous  pouvons  deduire  que  α^;(s,ί|/ )  tend  exponentielle-

ment vite vers 0 avec  n en choisissant  ε assez petit  et utilisant  le Corollaire  VIII.6.
Le  theoreme  de  la  convergence  dominee  acheve  alors  la  preuve.  •

Remarques.  Les  limites  etablies  dans  le  theoreme  ci- dessus  sont  done
independantes  des  distributions  β  et  δ  choisies  aux  bords  de  la  boite. On  verifie
facilement  de  plus  que  les  limites  sont  atteintes  exponentiellement  vite,  grace,  au
Corollaire  VIII.7.

C.  La  transition de  localisation vue  comme un  changement de phase:
description qualitative

Un des aspects  de notre travail  a ete de donner une base solide  a Γanalogie  entre le
probleme  de  la  localisation  et  celui  des  transitions  de  phase.

N ous  avons  montre  qu'il  etait  possible  de  representer  diverses  valeurs
moyennes  de  fonctions  associees  aux  equations  aleatoires  par  des  integrales
multiples  qui  peuvent  s'interpreter  comme  des  fonctions  de  correlation  d'un
systeme  de  spins  continus  sur  un  reseau.  Les  divers  criteres  spectraux  que  nous
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avons  obtenus  nous  permettent  d'etablir  un  lien  entre  la  nature  du  spectre  de
Γhamiltonien  et  certaines  proprietes  qualitatives  de  ces  functions  de  correlation.
C'est  le  cas  notamment  de  la  fonction  de  correlationzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ρ{x,y)  qui  mesure  la
correlation  entre les  valeurs  absolues  d'une  fonction  propre au point x  et au  point
y. N ous avons  vu  que  lorsque  cette fonction  decroit de facon  suffisamment  rapide,
tous  les  etats  sont  localises,  c'est- a- dire  que  le spectre  est  purement ponctuel, et  le
systeme  est  un  isolant.  Ceci  nous  amene  naturellement  a  penser  que  les  etats
localises  jouent  dans  notre  probleme  le  role  de  la  phase  gazeuse  ou
paramagnetique  en mecanique  statistique.  Lorsque  le  spectre  de  l'hamiltonien  est
absolument  continu, cette  fonction  ρ(x, y)  ne  s'annule  probablement  pas  lorsque
les  points  x  et  y  sont  tres  eloignes.  Elle  montre  alors  la  presence  d'un  ordre  a
grande  distance  dans  le  systeme.  Ceci  nous  amene  a  penser  que  les  etats  etendus
correspondent a une phase  ordonnee, analogue  a celle d'un  ferroaimant  isotrope  a
basse  temperature,  qui  est  stable  en  dimension  trois.  U ne nouvelle  situation  est
concevable,  a  savoir  que  cette  fonction  tend  vers  0,  c'est- a- dire  ne  montre  pas
d'ordre  a  grande  distance, mais  tres  lentement, de  facon  a  ne  pas  etre  integrable.
Ceci  pourrait  correspondre  a  la  presence  de  spectre  singulier  continu.  Cette
situation  pourrait  se  rencontrer  dans  le  cas  bidimensionnel,  et  constituerait
Γanalogue  de  la  phase  topologiquement  ordonnee du  modele X  — Y, analysee  par
Kosterlitz  et  Thouless.

A  Γheure  actuelle,  il  ne  s'agit  la  que  de  conjectures  qui  demandent  a  etre
etayees.  N otons  toutefois  que  Γanalyse  du  cas  unidimensionnel  que  nous  avons
faite  les  confirme  pleinement,  puisque  le  systeme  n'est  alors  que  dans  une  seule
«phase»:  tous  les  etats  sont  exponentiellement  localises.  Les  techniques  memes
utilisees  dans  notre  approche  (operateur  de  transfert)  correspondent  etroitement
a  celles  utilisees  en mecanique  statistique  des  systemes  unidimensionnels.

U ne etude etayee  des dimensions  deux et trois devrait  permettre de trancher en
faveur  des  idees  developpees  ci- dessus  ou  de  les  rejeter.

Remer dements.  D urant le  cours  de ce travail,  nous  avons  beneficie  d'utiles  discussions  a Paris  avec  G.
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