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SUR LES ALGEBRES GAMETIQUES

par ARTIBANO MICALI et PHILIPPE REVOY

(Recu le 17 Janvier 1985)

1. Preliminaires

Soient K un anneau commutatif a element unite, P un K-module unitaire,
l'algebre symetrique de P et SJKP) le sous-X-module de Sg(P) des elements homogenes
de degre m^O. Rappelons que si P est un X-module libre de rang n+1, l'algebre S^P)
est isomorphe a l'algebre des polynomes K\_X0,Xl,...,Xn] en les indeterminees
X0,Xj,...,Xn a coefficients dans K et S%(P) est le K-module libre dont une base est
formee par les mon6mes X'$Xli...X'j tels que Yj^=oh = m> ie> Pa r ' e s monomes
homogenes de degre m.

On rappelle ici que Yalgebre gametique d'une population multiallelique, i.e., avec n+1
alleles et polyploi'de, c'est-a-dire, 2m-ploide est le K-module libre SJJ(P), oii P est un K-
module libre de rang n + 1, muni de la structure d'algebre commutative et non
associative dont la table de multiplication relativement a la base canonique s'ecrit

( I V 1*0 +Jo\ (in + J"\xk°Xki X
\mj fco+ -. +kn=m \ ko ) \K )

quelles que soient les suites d'entiers ( i 0 , . . . , i n ) et (jo,---,Jn) verifiant X*=o'fc = m e t

Y£=oJk = m, o u l ' o n suppose que K soit un Q-espace vectoriel. En la base de
formee par les monomes Xi

0°(X0—Xi)
il...(X0—Xn)

in avec Y*=oh = m> c e t t e

multiplication s'ecrit

— I I
~\m) m

- x , y . . . (x0 - xny-)

xio+Jo~m(X — X Y1+Ji (X _YV" +J>
° {X° Xl) •••{X° Xn)

quelles que soient les suites d'entiers (io,...,in) et (jo,--->jn) verifiant £t=oi* = OT e t

2^ji=oJk = m- Or, a un changement de base pres, cette table de multiplication peut encore
s'ecrire

M
quelles que soient les suites d'entiers (io,...,in) et (_/0,...,}„) verifiant Y*=ol'k = m e t

Y*=oJk = m- Si, maintenant, on designe par fg le produit ordinaire de deux polyndmes /
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et g dans l'algebre K[XO,XU...,X^\, la structure d'algebre de SJKP) est donnee par

quels que soient les polyn6mes / et g dans S%(P), ou d/dX0 designe la derivee partielle
relativement a la variable Xo.

Cette construction nous guidera, par la suite. On remarque tout simplement que si
Ton pose d = d/dX0, la formule ci-dessus peut encore s'ecrire

quels que soient les polynomes f et g dans S1&P).

2. Algebres gametiques

Soient K un anneau commutatif a element unite, P un /C-module unitaire et d:P->K
une application K-lineaire surjective laquelle se prolonge en une K-derivation de degre
— 1, notee encore d, de l'algebre symetrique Sg(P). On definit sur le /C-module S"^P) une
structure de K-algebre commutative non associative, en posant

m

quels que soient x et v dans S^P), ou Ton note dr=d° •°d, r fois. Notons que
dr(x)d%y) designe le produit dans l'algebre symetrique Sg(P) et que Ton suppose que K
est un Q-espace vectoriel. On note S^(P, d) cette algebre.

Soit e dans P tel que d(e) = 1. Notons Ke le sous-X-module de P forme des K-
multiples de e. On peut alors ecrire P=Ke® Ker(d), d'oii l'isomorphisme de K-
modules:

Ceci nous montre que pour tout element x dans S1&P), il existe des elements
xo,xu...,xm dans S^P), uniques, xteSJ^Ker(d)) (i=0,l,...,m) tels que x = ^|"=0x>em~i.
On a alors

) z (m

f2m\-1fm + k\ ,
)xm-ke* (k = 0,l , . . . ,m).
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Notons

2m -l 2m~k

II s'agit d'une suite decroissante de nombres rationnels avec

Po=i,Pi=T»---,Pm=

ce sont les t-racines (train roots) de Valgebre gametique S^{P, d).
La construction ci-dessus d'une algebre gametique est fonctorielle. En effet, considerons

la categorie dont les objets sont les couples (P,d) ou P est un K-module et d:P-*K une
application K-lineaire surjective. Un morphisme f:(P,d)-*(P',d') est une application K-
lineaire f:P-*F rendant commutatif le diagramme:

De plus, si (P,d) est un objet de la categorie, l'application K-lineaire d:P-*K se
prolonge en une derivation d:S^P)-*S'^~ 1(P) de degre —1 done, pour tout morphisme
f:(P,d)-*(P',d) et pour tout entier r ^ l , le diagramme suivant est commutatif

srw

ou S2(/):S^P)->S2(P') designe l'extension de f:P->F a l'algebre symetrique. II est clair
que SJK/) est une application K-lineaire mais, en fait, il s'agit d'un morphisme
d'algebres pour les structures d'algebres gametiques. En effet, quels que soient x et y
dans S"Z(P,d), on a

2ms-1

m Z -^
+ rlSl

i2

Notons que si f:(P,d)-*(P',d') est un morphisme surjectif, il en est de meme du
morphisme d'algebres gametiques S^(/):S^(P,d)^S^(F,d') et le noyau de SRf) est
l'ideal de S^P,d) engendre par le noyau de / ou, plus precisement, Ker(S£(/)) =
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Ker(/)SK(P) n S%(P,d). Ceci decoule des proprietes bien connues de l'algebre symetrique
(cf. [1], chapitre 3, section 6, nombre 2, proposition 4). Par contre, l'injectivite de
f:(P,d)->(P',d'), ou encore, le fait que l'application JC-lineaire f:P-*P' soit injective
n'entraine pas que le morphisme d'algebres gametiques S^(/):S^(P,d)^S^(P',d') le soit
aussi.

Exemple 2.1. Soit f:P-*P' une application K-lineaire injective telle que l'application
IC-lineaire SX(/):SK(P)-»S^(P') ne soit pas injective. De tels exemples d'applications K-
lineaires sont bien connus. Si d:K®P->K et d':K@P'-*K designent les projections sur
le premier facteur, alors id + f:(K@P,d)-*(K@P',d') est un morphisme injectif mais le
morphisme d'algebres gametiques S£(id+/):S£(/C©P,d)->S£(/e©P',d') n'est pas injectif,
car Sx(id+/) = ̂ f= 0Sx(/) (somme directe) contient une composante non injective qui
est S£(/).

La construction de l'algebre gametique d'un module commute a l'extension de
l'anneau des scalaires. En effet, soient K un anneau commutatif a element unite, P un
K-module, d:P-*K une application /C-lineaire surjective et K^>K' un morphisme
d'anneaux commutatifs a element unite. L'application K'-lineaire d':P(x)KK'^>K' definie
par x® A'I-H/(X)A' est surjective car d'{e®\r) = Y oil 1' est l'element unite de K' et e est
un element de P verifiant d{e) = \. Si Ton considere sur le K'-module S£(P, d) (X)x/C' la
structure d'algebre definie par (x ® X) * (y ® n') = (x * y) ® (X'fi'), quels que soient x et y
dans S£(P,d) et quels que soient X et /z' dans K', alors S%(P, d) (X)K K' devient une
algebre gametique via l'isomorphisme de K-algebres S%(P, d) (g)K K' ss S%.{P (X)K K', d').

Cet isomorphisme nous montre, en particulier, que des resultats locaux sur les
algebres gametiques peuvent etre globalises. En effet, pour tout ideal premier ou
maximal 2? de K, il existe un isomorphisme de K^-algebres gametiques
S1&P,d)g, xS^Pp,dp) ou dp.Pp^Kg, est l'application X^-lineaire surjective definie par
(x/s)i—>(d(x)/s). Ainsi, les proprietes des algebres gametiques classiques, c'est-a-dire,
d'algebres gametiques de modules libres peuvent etre etendues au case d'algebres
gametiques de modules projectifs.

D'autres proprietes fonctorielles comme, par exemple, le fait que le foncteur S£
commute aux limites inductives filtrantes, sont faciles a etablir.

On remarque, finalement, que nous avons procede, ci-dessus, a la construction de
l'algebre gametique commutative, d'un module. Mais une construction analogue peut se
faire dans le cas non commutatif, en remplacant l'algebre symetrique par l'algebre
tensorielle.

3. Determination des idempotents

Soient K un anneau commutatif a element unite, (P, d) un JC-module et S1&P, d) ou, si
aucune confusion n'est a craindre, S£(P) son algebre gametique. On voit facilement que
pour tout element e dans P tel que d(e) = l, em est un idempotent de l'algebre gametique
S1&P), c'est-a-dire, em*em = em. Le theoreme ci-dessous nous dit que, essentiellement, les
idempotents de S^P) sont tous de cette forme et, pour ce faire, nous supposerons que
l'anneau de base soit connexe, i.e., ses seuls idempotents sont 0 et 1.
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Theoreme 3.1. Soient K un anneau commutatifd element unite et connexe, P un K-module
et m^.0 un nombre entier. L'ensemble des idempotents non nuls de la K-algebre gametique
S%[P,d) coincide avec I'ensemble des puissances m-iemes dans Valgebre symetrique
SK(P) des elements t dans P tels que d(t)=l.

Dans un sens, c'est clair, car si t est dans P et si d(t) = l, alors tm*tm = tm.
Reciproquement, soient w dans S^P) un idempotent de l'algebre gametique S^(P,d) et e
dans P tel que d(e) = \. On peut alors ecrire u = Y?=oxie'"~i o u le s xi s o n t des elements
de Sj^P), uniques, verifiant x,eSK(Ker(<2)) (i = 0, l , . . . ,m). Puisque

alors

et la condition u*u = u entraine XQ = X0 done xo = 0 ou xo = 1, car K est connexe.
Supposons, tout d'abord, que x o = 0 et que u=/=0 et soit fc^O le plus petit entier tel

que xt=/=0. On a alors u = xke
m~k + ••• +xm et

m J \ m
X2em-2k+,

e'est-a-dire, u*u commence par un terme dont le degre en e est m—2k, soit
strictement plus petit que m — k. Done, on ne peut avoir u * u = u que si u = 0, ce qui est
a exclure.

L'unique possibilite est alors que xo = l done u = em + xle
m~l + ••• +xm. Supposons

que x x = 0 et que u^em et soit kj=O, 1 le plus petit entier tel que x ^ O , soit u = em +
x k e m ~ k + - - - +xm. O n a u*u = em + 2pkxke

m~k+ ••• e t la c o n d i t i o n w * u = u e n t r a i n e
2/Vc,k = xk. Or, le K-module SK(Ker(d)) etant aussi muni d'une structure de Q-espace
vectoriel, la condition (2pk—l)xk = 0 entraine pk=\ ou bien xk = 0, l'un ou l'autre de ces
cas etant impossibles. On se ramene ainsi au cas ou x ^ O et soit e' = e+(l/m)xl. On a

m~1 + --; e'est-a-dire, Mse""(modcm"2), d'oii u = e'm.

Exemple 3.2. Soit P un K-module libre de rang n+\ et supposons que le prolonge-
ment de l'application K-lineaire surjective d:P-*K a l'algebre symetrique soit la
derivation d = {d/dX0):S^(P)^SK~uP)- Alors, les idempotents non nuls de Palgebre
gametique S%(P,d) sont les elements de la forme (-^0+XJ|=i akXk)

m ou les ak sont dans
K. Si le prolongement de l'application K-lineaire surjective d:P-*K a l'algebre
symetrique est la derivation d = X"=o(^/^i):^]f(^))~>^K~1(^')' alors les idempotents non
nuls de l'algebre gametique S£(P,d) sont les elements de S%(P) de la forme

°u les ak sont dans l'anneau Ket verifient X*=o<Ji[
 = l-
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4. Le groupe des automorphismes

Nous montrerons ici que le groupe des K-automorphismes de l'algebre gametique
S]&P,d) est le groupe affine du K-module Ker(d).

En effet, soient K un anneau commutatif a element unite, (P, d) un X-module et R un
sous-K-module de P tel que R <= Ker(d). II existe alors une application /C-lineaire
surjective 3:P/R-*K, unique, faisant commuter le diagramme

yP/R

ou f:P-*P/R est la surjection canonique. Si K est un Q-espace vectoriel, on est deduit
un morphisme surjectif d'algebres gametiques S'i&f):S'£(P,d)^>S'£(P/R,cI) et, de plus,
Ker (S£(/)) = RS^P) n S%P, d).

En particulier, si R = Ker(d), il existe un isomorphisme de K-modules P/R&K, done
de K-algebres gametiques S1&P/R, d)xK, ou K est muni du produit habituel en tant
que K-algebre. L'isomorphisme de X-algebres S%(P, d)/Ker (S^(/)) x K nous montre
alors que Ker {S]&f)) est un ideal maximal de l'algebre gametique S]&P,d), si K est un
corps. On a, en fait, le resultat suivant:

Theoreme 4.1. Soient K un corps commutatif de caracteristique zero, P un K-espace
vectoriel, d:P^K une application K-lineaire non nulle et m^.1 un nombre entier. Alors
l'algebre gametique S1&P,d) est une algebre locale dont Vunique ideal maximal est M =

Montrons que M = RSK(P)nS'g(P,d), ou K = Ker(d), est l'unique ideal maximal de
l'algebre S^(P, d) et, pour ce faire, il suffit de montrer que si x est un element de S%(P, d),
x$M, alors l'ideal / de S^P, d) engendre par x est egal a S%(P, d).

Considerons un element e dans P tel que d(e) = 1 et ecrivons x = xoe
m + x1e

m~1 + —I-xm

ou les Xi sont des elements de S^P), x, S'K(Ker(d)) (i=0, l,...,m). Comme x£M, alors
x o ^ 0 , done on peut supposer que xo = l et montrons, tout d'abord, que l'element em

est dans l'ideal /. En effet, soit fc=£0 le plus petit entier tel que xk=fc0 et ecrivons
x = em + xke

m~k+---+xm, done x*(em-xke
m~k)=em + x'k + le

m~k~i + • •• est dans l'ideal /.
Par une suite de multiplications, on peut supprimer tous les termes non nuls qui suivent
em dans l'expression de x et ceci nous montre que emel. Si, maintenant, M = X™=o3;fcem"*
est un element quelconque de l'algebre S^(P,d), l'element em*£™=o(yfc/pk)e

m~t = M est
dans /, d'ou, I = S%(P,d). Ceci nous dit que M est l'unique ideal maximal de l'algebre

Corollaire 4.2. Pour tout automorphisme a de I'algebre S^P, d), on a CT(M*) = Mk pour
tout entier k^l.

Comme a est un automorphisme de SJ&P, d), l'image par a de l'ideal maximal M de
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) est encore un ideal maximal de Sg(P,d), done o(M) = M. On deduit aussi que
a(M2) <= M2 et comme o~\M2) c M2, alors cr(M2) = M2. Le corollaire s'ensuit.

Note 4.3. L'algebre des nombres presque duaux. Soit K un anneau commutatif a
element unite, S%(P,d) l'algebre gametique du K-module {P,d) et soit e un element de P
tel que d(e) = l. Tout element de S]&P,d) s'ecrit sous la forme Yj=oxiem~' a v e c xi dans
S'K(KeT(d)) (i=0,l,. . . ,m). Si M = Ker(d)S^P)nS£(P,d) est l'ideal de l'algebre S^P,d)
engendre par le K-module Ker(d), les elements x,em~' sont dans M2 pour i^2 d'oii
un isomorphisme de K-algebres S%(P,d)/M2 ̂ K® Ker (d) donne par xi-»(xo,x1) si
x=Y?=oxie'"~i- La structure de K-algebre de K©Ker(d) est donnee par {I, x)(n,y) =
(A/i,{(ly+A*x)), quels que soient A et // dans X et x et y dans Ker(d), a condition de
supposer que K soit un Q-espace vectoriel. On dira que S%(P,d)/M2 est Valgebre des
nombres presque duaux. (cf. Note 4.6).

Voyons maintenant comment on calcule les automorphismes de l'algebre des nombres
presque duaux >4 = X©Ker(d). Or, on sait que les idempotents de A sont les elements
de la forme (l,x) avec x dans Ker(d) plus l'idempotent trivial (0,0) et l'image d'un idem-
potent de A par un automorphisme est encore un idempotent de A. Ainsi, pour tout
element (2,x) de A, on a (A,x) = A(l,0)+(0,x) done pour tout automorphisme a de A,
c7(A,x) = Aff(l,0) + CT(0,x) = A(l,x<r) + (0,M(x)) = (2,Axff + u(x)), oii <r(l,0) = (l,x<r) avec xa

dans Ker(d) et ou w est la restriction de a a Ker(d). L'application Aut(K©Ker(d))->
Aff (Ker (d)) definie par o\-*(xa, u) est un isomorphisme du groupe des automorphismes de
A sur le groupe affine de Ker(d). En effet, il suffit de voir que o'o\-^{x,,. + u'(xa),u'u) =
(xa.,u'){xo,u), i.e., que la fleche ci-dessus definie est un morphisme pour les structures de
groupes de Aut(A) et du groupe affine de Ker(d). Cela nous permet de determiner les
automorphismes de l'algebre gametique S%(P, d). En effet, on a le resultat suivant:

Theoreme 4.4. Soient K un corps commutatif de caracteristique zero, P un K-espace
vectoriel, d:P-*K une application K-lineaire non nulle et m^.1 un nombre entier. Le
groupe des K-automorphismes de Valgebre gametique S%(P,d) est alors isomorphe au
groupe affine du K-espace vectoriel Ker (d).

En effet, le Theoreme 4.1 nous dit que tout automorphisme a de S^P,d) donne, par
passage aux quotients, un automorphisme a de l'algebre S£(P,d)/M2. On a done un
morphisme surjectif de groupes Aut(S£(P,d))->Aff(Ker(d)) defini par a\-*a et il suffira
de demontrer que ce morphisme est injectif. Montrons, pour cela, que si ceAut(S1&P,d))
et si a { = a modulo M2) est l'identite dans l'algebre des nombres presque duaux
S%(P,d)/M2, alors <j = id. Or, pour tout idempotent em de l'algebre gametique S]&P,d),
a(em) = e'm est un idempotent de S^{P,d) done, d'apres l'hypothese, e"" = cm(modM2). Si
Ton ecrit e = e + x avec x dans Ker(rf), on a e"n — em = mxem~1{mo&M2) d'oii x = 0, e'est-
a-dire, e'm = em. Ainsi, a laisse fixe tout idempotent de l'algebre gametique S^(P,d) et
comme celle-ci est additivement engendree par ses idempotents, alors a = id.

E.M.S.—C
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Corollaire 4.5. Soient K un anneau commutatif a element unite, P un K-module,
d:P-*K une application K-lineaire surjective et m^l un nombre entier. Si K est un Q-
espace vectoriel et si K est un anneau regulier au sens de Von Neumann, alors le groupe
des K-automorphismes de r algebre gametique S^{P,d) est isomorphe au groupe affine du
K-module Ker(rf).

Note 4.6. L'algebre des nombres duaux (cf. [1], page AIII.15) sur un anneau K
commutatif a element unite se definit en posant (X,(i)(X',fi') = (XX',X/i' + X'n), quels que
soient X, fi, X', /i' dans K. On a ainsi sur KxK une structure de X-algebre commutative
et associative a element unite, appelee algebre des nombres duaux ou algebre quadratique
de type (0,0). Plus generalement, si K est un anneau commutatif a element unite et M
un K-module, I'algebre des nombres duaux K®M est definie en posant (X,x)(/i,y) =
(Xn,Xy + (ix) pour X, n dans K et x, y dans M. Le /C-module M devient ainsi un ideal
de la K-algebre commutative et associative K@M & element unite tel que M2 = 0. De
plus, il existe un isomorphisme de K-algebres K®M/M&K. Ces considerations nous
ont conduit a definir la notion d'algebre des nombres presque duaux, cette algebre etant
commutative mais non associative et n'ayant pas non plus d'element unite. On verifie
facilement que Falgebre des nombres presque duaux est une algebre de Jordan
commutative.

5. Derivations

Soient K un anneau commutatif a element unite, (P, d) un K-module, m ̂  1 un
nombres entier, u:P-»P une application X-lineaire telle que du = 0 et du:SK(P)->SK(P) la
K-derivation de degre zero de I'algebre symetrique SK(P) qui prolonge u. On supposera,
de plus, que K soit un Q-espace vectoriel.

Lemme 5.1. Pour toute application K-lineaire u:P->P telle que du = 0, 5u est une K-
derivation de Valgebre gametique S%(P, d).

On observe, tout d'abord, que la condition du = 0 signifie que les derivations 5u et d
de I'algebre symetrique Sg(P) commutent, done 5U et dr commutent pour tout entier
r ̂  1. On a alors, quels que soient les elements x et y dans I'algebre gametique S^{P,d),

2m\ l I ~Su(d
m J r+s=mrlsl

-(IT X
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Lemme 5.2. Soient K un anneau commutatif a element unite, (P, d) un K-module et
un nombre entier. Pour toute K-derivation 8 de Falgebre gametique S%(P,d), I'image

de 8 est contenue dans I ideal M = KeT(d)SK(P) n S%(P,d).

Comme l'algebre gametique S^P, d) est K-lineairement engendree par ses idempotents,
il suffit de demontrer le resultat pour un idempotent em de S^P,d). De la relation
em*e

m = em on a 5(em) *em=\8(em) et si Ton ecrit 8(em)=Yj=oxie
m-i avec x . e S ^ K e r ^ ) )

(i = 0, l , . . . ,m), alors 5(em)*em=Yjl
=opixie

m~i done pixi = p1xi (i=0, l , . . . ,m), ou p^=\.
Ceci nous dit que x; = 0 pour î = 1 done 8(em) = x1e

m~l. Le lemme est demontre.
On en deduit que si teM2, alors 8(t)eM2 pour toute derivation 8 de l'algebre

gametique S£(P, d). En effet, si t = £ , x, * y( (somme finie) ou les x( et les y; sont dans M,
alors d{t) = £,- (<5(x,) * y{, + xt * <5(y,)) e M2, i.e., 8(M2) c M2. Plus generalement, pour toute
derivation 8 de S^{P,d) et pour tout entier fc^l, (5(M*) c M*. Par passage aux
quotients, <5 induit une derivation de l'algebre des nombres presque duaux S"^[P,d)/M2

done un morphisme d'algebres de Lie A:DerK(S£(P,rf))->DerK(S£(P,rf)/M2). On a:

Proposition 5.3. Soient K un anneau commutatif a element unite, (P, d) un K-module et
m ^ 1 un nombre entier. L'algebre de Lie des K-derivations de la K-algebre S%(P, d)/M2 est
isomorphe a l'algebre de Lie du groupe qffine du K-module Ker (d).

Soit /I =/£ © Ker (d) l'algebre des nombres presque duaux et 8:A->A une K-
derivation de A. Pour tout element (i,x) de A, on a 5(1,x) = X8(l,0) + 3(0,x) et si Ton
ecrit <5(l,0)=(At>xo), la condition ( l ,0)2=(l ,0) nous donne 2(1,0)8(1,0) = <5(l,0) d'oii
^ = 0. Si M designe la restriction de 8 a Ker(d), alors u est un endomorphisme de Ker(d)
et 8 s'ecrit 3(1, x)=(0, Xxs + u(x)) pour tout (k, x) dans A ou xs est un vecteur de Ker (d) qui
depend de 8. L'application DerK(A)->Ker(d) x s d gl(Ker(d)) definie par 5i-»(xa,u) est
alors un morphisme d'algebres de Lie car {.8,8'2*-*(u(xS') — u'(xs), [u,«']) = [(xa,u), (x^.,u')].
Ce morphisme est, de toute evidence, injectif et etant donnes y dans Ker(d) et v un
endomorphisme de Ker(d), alors l'application /!->/! definie par (X, y)i->(0, Ay + u(x)) est
une derivation de /I. On a ainsi montre quH'application DerK(/4)-^Ker(d) x s d gl(Ker(d))
est un isomorphisme d'algebres de Lie.

Lemme 5.4. Le morphisme A:DerK(S'£(P,d))-*DerK(S'£{P,d)/M2) est un isomorphisme
d'algebres de Lie.

Ce morphisme est surjectif car si u est une /C-derivation de l'algebre des nombres
presque duaux, 8U est une K-derivation de l'algebre gametique S^(P,d) et A(8u) = u.
Montrons que A est injectif, e'est-a-dire, si 8 est une K-derivation de l'algebre gametique
S^P,d) et si 8(S^P,d)) c M2, alors <5 = 0. Or, pour tout idempotent em de S]&P,d), il
existe un element z dans Ker(d) tel que 8(em) = zem~l et 5(em) appartient a M2 si et
seulement si z=0 . Comme l'algebre gametique S^{P,d) est lineairement engendree par
ses idempotents, necessairement on a <5 = 0.

Theoreme 5.5. L'application u\-^8u definie dans l'algebre de Lie des operateurs lineaires
de P dans P tels que du = 0 est un isomorphisme de l'algebre de Lie du groupe qffine de
Ker (d) sur Valgebre de Lie des K-derivations de la K-algebre gametique S^P, d).
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En effet, on remarque que Fensemble des endomorphismes u de P tels que du = 0
foment une sous-algebre de Lie de l'algebre de Lie gl(P) du groupe lineaire de P. De
plus, cette sous-algebre est naturellement isomorphe a l'algebre de Lie aff(Ker(d)) =
Ker(d) x s d gl(Ker(d)) du groupe affine de Ker(rf). En effet, si Ton fixe une decom-
position P = Ke(&Ker(d) de P avec d(e)=l, il suffit de considerer l'application
u\-*{u(e),u\Ker(d)). Elle nous fournit l'isomorphisme ci-dessus mentionne. Par ailleurs, la
formule 8UV-VU = 8U5V — 8V5U etant vraie dans l'algebre symetrique SK(P), car elle Test en
degre 1 (et ceci, quels que soient les endomorphismes u et v de P tels que du = 0 et
dv = 0), alors l'application composee u\-*8ut-^5u, ou la barre designe le passage au
quotient par l'ideal M2, est un isomorphisme de K-algebres de Lie. Le theoreme en
resulte aussitot.

Note 5.6. L'algebre de Lie du groupe affine du JC-module Ker(rf) n'est, en general, ni
resoluble ni semi-simple. Si P est projectif de type fini et de rang 1, Ker(d) = 0 et cette
algebre est reduite a zero. Si P est projectif de type fini et de rang 2, Ker (d) est projectif
de rang 1 et l'algebre de Lie du groupe affine de Ker(d) est resoluble. Si P est projectif
de type fini et de rang ^ 3 , Ker(d) est projectif de rang ^ 2 et, dans ce cas, l'algebre
de Lie derivee de l'algebre de Lie du groupe affine de Ker(d) est l'algebre
Ker(d) x s d si (Ker (d)) (decomposition de Levi), ou si (Ker (d)) est l'algebre des endomor-
phismes de trace nulle de Ker(d). Si la caracteristique de K vaut 2 et si le rang de P est
trois, cette algebre de Lie est nilpotente et l'algebre de Lie du groupe affine de Ker(d)
est alors resoluble. Pour voir que l'algebre derivee de l'algebre de Lie aff(Ker(d)) =
Ker(d) xs d , gl(Ker(rf)) n'est jamais nilpotente si Ker(rf)=/=0, on procede comme suit.
On considere le couple e = (0,idKer(d)) et, pour tout x dans Ker(d), on a [e, (x,0)]=(x,0),
done ade n'est jamais nilpotent. II suffit d'appliquer ici le theoreme d'Engel.

Note 5.7. L'algebre gametique S^(P,d). L'algebre quotient S^{P,d)/M2 n'est autre, a
isomorphisme pres, que l'algebre gametique S^(P,d) munie du produit *. En effet, quels
que soient les elements x et y-dans S^(P,d) = P, on a x*y=%(d(y)x + d(x)y)et soit e dans
P tel que d(e) = \. L'application X-lineaire P-*K(BKer(d) definie par x\-*{d(x),x—d(x)e)
est alors un isomorphisme de K-modules et, par transport de structure, le produit *
donne, sur le X-module K©Ker(J), la structure d'algebre des nombres presque duaux
(cf. Note 4.3).

Note 5.8. La ponderation. Comme les idempotents de l'algebre gametique S^(P, d)
engendrent S%(P,d) en tant que /C-module, l'unique ponderation possible de S%{P,d) est
l'application K-lineaire w:S'g(P,d)-+K definie par co = (l/m\)dm. Pour tout idempotent em

de S^(P,d) on a co(em) = l et on verifie immediatement que co(x* y) = co(x)co(y)> quels que
soient x et y dans S^P,d). On a alors Ker (co) = M et le Lemme 5.2 nous dit que pour
toute derivation 5 de S^(P,d) on a a>S=0. La reciproque est, en general, fausse car
Ker(cu) est bien trop grand, compare a Ker(d). Elle n'est, en faite, vraie que si m=\ et,
dans ce cas, co=d et une application /C-lineaire u:P->P est une K-derivation de l'algebre
gametique S^P,d) = P si et seulement si du = 0 (cf. [4], Lemme 2.1).

Note 5.9. L'algebre gametique d'une population ayant une infinite de formes alleliques.
La construction donnee ci-dessus de l'algebre gametique d'un /C-module (P,d) ne fait
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intervenir aucune hypothese sur la finitude du K-module P. Si K = U et si P est un R-
espace vectoriel de dimension finie, cet entier designe le nombre d'alleles intervenant
dans la population. Mais il est clair que dans la construction de l'algebre gametique
SJj(P,d), le nombre de formes alleliques n'intervient pas. Ceci repond a une question qui
nous a ete posee recemment par Philip Holgate concernant la construction d'algebres
gametiques d'une population a une infinite d'alleles.

Note 5.10. Nous rappelons ici que l'utilisation de derivations pour exprimer la
multiplication gametique a ete faite pour la premiere fois par 0. Reiers0l dans son article
de 1962 (cf. [5]).

Nous remercions tres vivement le Referee dont les remarques nous ont permis
d'ameliorer la redaction.

BIBLIOGRAPHIE

1. N. BOURBAKI, Algebre I, chapitres 1 a 3 (Hermann, Paris, 1970).

2. H. GONSHOR, Special train algebra arising in genetics II, Proc. Edinburgh Math. Soc. (2) 14
(1965), 333-338.

3. P. HOLGATE, Genetic algebras arising in polyploidy, Proc. Edinburgh Math. Soc. (2) 15 (1966),
1-9.

4. A. MICALI, T. M. M. CAMPOS, M. C. COSTA E SILVA et S. M. M. FERREIRA, Derivations dans

les algebres gametiques II, Linear Algebra and its applications 64 (1985), 175—181.

5. O. REIERSOL, Genetic algebras studied recursively and by means of differential operators,
Math. Scand. 10 (1962), 25-44.

INSTITUT DE MATHEMATIQUES

UNIVERSITE DE MONTPELLIER II

PLACE EUGENE BATAILLON

34060 MONTPELLIER, FRANCE


