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SUR  LES  COMBINAISONS  EXCEPTIONNELLES  DE  FONCTIONS

HOLOMORPHES;  APPLICATIONS AUX  FONCTIONS  ALGEBROIDES*>

N OBU SH I G E  T O D A

(Received  March  12,  1970)

1.  Introduction.  SoitzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f(z)  une  fonction  algebroϊde  dans  le plan  fini  definie
par  une  equation  irreductible
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0
(z)f

n
  +  ΛC*)/ -

1
  +   +  A

n
(z)  =  0

oύ  Ao,  , An  sont  des  fonctions  entieres  telles  qu'au  moins  un  rapport  mutuel
entre  les  fonctions  Ao,  , An  est  transcendant.  Alors,  on  sait  que  f(z)
n'admet  que 2n  valeurs  exceptionnelles  au  sens  de  Picard  ou  de Borel  en general
([12],  [13]).  Mais,  Varopoulos  ([16])  s'est  aperugu  que  le  nombre  de  valeurs
exceptionnelles  est  limite  par  le  nombre  des  relations  lineaires  homogenes  a
coefficients  constants  et  distinctes  entre  les  fonctions  Ao,  , Ap,  puis Remoundos
([12])  et  Ghermanesucu  ([5], [6])  ont  generalise  et  ameliore  des  resultats  de
Varopoulos.

D 'autre  part,  soit  #  =  (<7o> 9ι  > * * > ffn) uπ  systeme  defini  par  n +  1  fonctions
Go >  * > 9n  (n =   1)  entieres  sans  zeros  communs  a  toutes.  Montel  ([7])  a
introduit  la  combinaison  exceptionnelle pour un systeme  g  comme une  extension
de  la  valeur  exceptionnelle  dans  le  cas  des  fonctions  algebroϊdes  et  apres
Cartan  (L3]), Ghermanescu  ([5], [6]),  Dufresnoy  ([4])  et  etc.  ont  etudie  sur  le
nombre  de combinaiLons exceptionnelles  quand  il  y  a  quslques  relations  linέaires
homogenes  a  coefficients  constants  et  distinctes  entre  les  fonctions  g0,  ,  gn.

Poαr  obtenir  ces  resultats,  l'identite  de  Eorel, comme on  dit,  a  joue  un  role
fundamental.  Dans  ce  memoire,  on  donne  quelques  precisions  de  l'identite  de
Borel  ([1])  en  utilisant  la  methode de  Nevanlinna  ([11])  et,  en  les  appliquant,
obtient  quelques  extensions  et  ameliorations  dans  le  cas  du  systeme  d'abord  et
apres  on  les  applique  aux:  fonctions  alg^bro des  a  obtenir  quelques  faits
similaires.  On  utilise  les  symboles  usuels  de  la  theorie  de  Nevanlinna  ([11])-
Selberg  ([13])  librement.

*)  Ce  travail  a  ete  fait  en  partie  avec  Γaide  de  la  fondation  de  Sakkokai  (The  Sakkokai
Foundation).
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2.  Combinaisons  exceptionnelles  dans  le  plan  fini.

2 - 1.  Preliminaires.  SoientzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f0,  ,fn  (n^ΐ)  n+1  fonctions  holomorphes
dans  I z | <  R  ^  oo  sans  zeros  communs  a  toutes,

et

T(r,f)  =  - rf-   Γ u{rew) dθ -   u(0) .
Δπ  Λ

On  dit  que T(r,f)  est  la  fonction  caracteristique  du  systeme f=(f0,  ,/ n)>
qui  est  convexe  par  rapport  a.logr  ([3]).

On  dit  que  le  nombre

logr

ou

Γordre  du  systέme  / .
Desormais,  on  traite  le  cas  oύ  i? =  oo.
On  dit  qu'une  combinaison  des  fonctions  f0,  , / n ,  lineaire,  homogene  a

coefficients  a0,  , an  qui  sont  constants  ou  mέromorphes  dans  le  plan

F(z)  = aofo(z)  +   +   anfn{z)

est
1)  lacunaire  si  F(z)  n'a  pas  de  zeros  dans  le  plan
2)  except tonne He  au  sens  de  Picard  si  F(z)  n'a  qu'un  no nbre  fini  de  zeros

dans  le  plan
3)  exceptionnelle  au  sens  de  Borel  si  Γordre  de  N(r9  0, F)  est  plus  petit  que

celui  d e / ;
4)  exceptionnelle  au  sens  de  Nevanlinna  si

δ(F) =  1 -   limsup ̂ AP~  > 0.
r- >oo  izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  \ r,j)

Concernant  le  nombre  de  co.nbinaison  exceptionnelles,  on  a
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THEOREME  DE  DuFRESNOY  ([4]).zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  SHI  riexiste  entre  les  fonctions
/ 0 ,  , / n  que  λc  relations  linέaires,  homogenes  indέpendantes  a  coefficients
constants  au  plus  (λc < ri),
[ I ]  le  nombre  de  combinaisons  des  fonctions  /<,,  , / „ ,  linέaires,  homo genes
a  coefficients  constants,  lacunaires  et  linέairement  ίndέpendantes  n + 1  a

n +1  est  au  plus  έgal  a  n +   — - —
LzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n  Ac  - I

[II]  le  nombre  NOtP(f)  de  combinaisons  des  fonctions  fOy  ,fn>  linέaires,
homogenes  a  coefficients  constants,  exceptionnelles  au  sens  de  Picard  et
linέaίrement  indέpendantes  n + 1  a  nΛ l  est  au  plus  έgal  a  «  +  λc  +  1,
quand  lim sup T(r, / ) / log r  =  oo.

r-   oβ

II  est  un but  de ce  memoire  a  generaliser ce  theoreme.
On  utilise  les  ensembles de  fondtions  suivants:

KιCgr  =  Γensemble des  fonctions  rationnelles
Kp  =  Γensemble des  fonctions  meromorphes  dans  jz |< o o  d'ordre  plus  petit

qu3  p  o\  p  est  fini  positif  ou  infini
Kf  ( rep . K'f) =  Γen~enble  des  ίonctions  a(z)  meromorphes  dans  | z \  < oo

telles  que  T(r,a)=o(T(r,f))  (r—> oo) (resp.  sauf,  peut- etre,  dans  le  cas  ou
Γordre  du  systeme /   est  infini,  dans  un ensemble de  mesure  linέaire finie).

Le  lemme  suivant  joue un  role  fondamental  dans  notre  discussion suite.

LEMME  1.  Etant  donnέes  n fonctions  mέromorphes  dans  \z\ <oo φlf  .  ,
φn,  linέairement  distinctes  et  vέrifiant  la  relation

φy  4-   +  φn  =  1,

on  aura,  pour  j  =  1,  , w,

T(r, φs) <  Σ : N^r, 1/Ψk)  +  N(r, φi)  + N(r, D)

-   Σ  N(r, φk) -   N(r, 1/ D) +  Sir)

oύ  D  dέsigne  le  dέterminant

D  =   I l^ i,  ,^>nll

et  oύ

S(r)  <  O(log T(r)  +  log r) ,



SUR  LES COMBINAίSONS  EXCEPTIONNELLES  2 9 3

sauf, peut- etre, dans  le  cάs d'ordre  infini,  dans  certains  segments dont  la
longueur totale est  finie

Γ(r) =  max T(r, Ψ))

am).

On  donne encore un lemme qui est utilise  quelquesfois  par la suite.

LEMME 2.  Soit f  = (f0,  ,/ n) un systeme dans  \ z \ < R ̂   oo ou f0,  ,
fn  sont holomorphes dans  \z\ < R sans  zeros communs a toutes, alors, pour
tout  iφjy  on a

: T(rj) < Σ. T(r,f*/ f>)  -

(voir  [14]).

2- 2.  Combinaisons  exceptionnelles  au  sens  de  Picard.  Dufresnoy  a

montre que Γon ne peut pas changer  le πombre n +   —- —  dans le theoreme
LzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 7i— Λ#c J

du  Dufresnoy  en un πombre plus petit  en general.  Et on donne ici un exemple
de  systeme  qui montre que le nombre  w +  λc +  l  est le plus  petit  en general.

EXEMPLE  1.  Soient fo{z) =  («- i)e%  fx(z) =EXEMPLE  1.  Soient fo{z) =  («- i)e%  fx(z) =  e\ f2(z) = - zez,,/ 8(«V= =  «s- ^«,
fι{z)  — z, f5(z) =  — z2.  Alors,  il  y  a  deux  relations  linέaires,  hoxogenes
independantes a coefficients  constants  non tous  nuls  entre les ίonctions / „ ,  ,
/

et pas d'autres, par consequent, λc =  2.  On voit  facilement  que Γordre de  ce
systeme  (/ 0,  ,/ 5) est egal  a un.  Considerons  les combinakons  suivantes :

^Ί   = / ι - i  pour  i ~ 1,2, - - - , 6 ,

F
7
 = /

0
 + Λ + / , +  4/ ,  +  5/

4
 +  6/ .

et

F 8  = / 0 +  2/ , +  3/ . + /
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Alors,  il  sont  lineairement  independantes  6  a  6  et  exceptionnelles  au  sens  de

Picard  (naturellement,  au  sens  de  Borel).  II  y  a  8  combinaisons  exceptionnelles

au  sens  de  Picard  (ou  de  Borel)  et  lineairement  independantes  6  a  6  de  plus,

= 6 < 8  =  5 +  2 +   l .

Cela  veut  dire  que  le  nombre  w +  λc +  l  n'est  pas  diminue  en  general.

Alors,  sous  queues  conditions,  peut- on  diminuer  le  nombrezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  n 4-  λc  + 1 ,  par

exemple,  jusqu'a  n +   ?  On  considere  sur  cette  question  d'ici.
L n—\c  J

LEMME  3.  Soient  w +  1  fonctions  mέromorphes  dans  le  plan  fini  g0,
, 9n  vέrifiant  une  relation  linέaire  a  coefficients  appartenant  a  KιOβr

et  satisfaisant,  en  outre,  aux  conaitions  suivantes  :

1)  Aucun  des  rapports  gi/ gj  (iΦj)  n'est  ratίonnel;
2)  Les  zeros  et  les  poles  des  fonctions  sont  assez  rares  pour  qiCon  ait

N(r,  0, gt)  =  O(log r)  et  N(r, gt)  =  O(log  r)

pour  tout  izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  =  0,1,  ,  n.

Dans  ces  hypotheses,

C
o
  = =  C

x
  =Ξ  =   C

n
  = =  0  .

DEMONSTRATION.  Le  cas  oύ  w =  l.  Triviale.  On  suppose  que  le  lemme

soit  valable  pour  w= l, 2,  , n—1  (n ^  2).  Suppocons  que  cô O,  , c n ^ 0.

Soient

alors,

<Po  + ψ\  +   * +  ψn- \  — 1.

De  plus,  φQiφu  > <Pn- \  sont  lineairement  distinctes.  En  effet,  si,  pour
des  constants  at
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n- l

= O  oύzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  (at)Φ(O),

alors,

Mais,  d'apres  Γhypothέse  d'induction,

C'est  une  contradiction.  En appliquant  le lemme  1 a ^ j * 1 * ,  <Pn- u  on  a

T(r,  *><) < Σ, N(r,  l/ φk) +  M r , D) +  5(r)  (ί = 0 , 1 ,  , n-1)

OU

Par  consequent,  on a

( 1 )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  T(r) <  Σ  N(r, l/ φ
k
)  +  Mr, 2?) +

oύ

et

S(r)<O[logT(r) + \ogr)

sauf,  peut- etre,  dans  un ensemble  de mesure  linέaire  finie.
Ici,  d'apres  Γhypothese  1) et ct €  KιOgr,

lim  ,   =  oo
r- >oo  lo g r

et  d'apres  Γhypothese  2) et  C ί^Kio gr,

M r ,  l/ φk) =  O(log r)  et  M r , D) =  O(log r\

de  sorte  que Γon a de  (1)
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T ( r ) < O ( lό gT ( r )  +   logr)

sauf,  p*ut- etre,  dans  un  ensemble  de  mesure  linέaire  finie.  C'est  une
contradiction,  parce que

Cela  veut  dire  qu'au  moins  un  dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  cθ9  9cn  est egal  a 0  indentiquement. En
consequence,  d'apres  1 nypothese  d'induction, on a

CozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ξ
  C

x
 ==   ΞΞ C

n
  = 0  -

THEOREME  1.  Soit  f  =  (/ o,  ,/ n) {n Sg 1)  wn systeme  donnέ  dans  le
plan  fini  tel que

( 2 )  lim

oit  / o ,  , / n ̂ αnί entieres  sans  zeros  communs  a  toutes.  Alors,  s'il  n'existe
entre  les  functions  f0,  , / n  que  Xp  relations  linέaires,  homogenes
ίndέpendantes  a  coefficients  appartenant  a K\ cgr  au  plus  (Xp<ri),   le  nombre
de  combinaisons  de  fθ9  • •   ,/ n>  linέairesy  homoglnes  a  coefficients  apparte-
nants  a  KOgr  et  rtayant  pas  de  zeros  communs  a  tous,  exceptionnelles  au
sens  de  Picard  et  linέairement  indέpendantes  nΛ-1 a  n +  1  est  au  plus

έgalά  »+ [_ JL_ |.
L n—\p  J

DEMONSTRATION.  On  applique  une methode de Dufresnoy  ([4]^ a  notre
cas.  Suppo:ons  qu'il  y  ait  n +  1 4-  M  combinaisons  des  fonctions  f0  ,   ? / n t

lineaires,  homogenes  a  co3fficients  appartenint  a  KίC%r  et  n'ayant  pas de  zeros
communs  a  tous,  exceptionnelles  au sens  de Picard  et lineairement  independantes
nΛ-1  a  72- 1- 1:

n

oύ  les apq€Kiogr  et  aucun  des determinants  d'ordre  n + 1  que Γon peut  extraire
du  tableau  des  coefficients  avq  ne  soit  pas  identiquement  nul.  II  suffit  de
considerer  le cas ou µ > 0.

Soit  A =  (apq)%Zo;'.'.'.;%  la  matrice  determinee  par  aPQ,  alors  on a
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et  au moins  un rapport  mutual  entrezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Fo,  , Fn  est  tramcendant  en vertu de
(2)  et  du  lemme  2.  De plus,  le  nonbre  de  relations  linέaires,  ho.nogenes
independantes  a  coefficients  appartenant  a  Kιogr  entre  les fonctions / 0 ,  ,fn
est  egal  a  celui  entre  les functions  Fo,  , Fn.

Representons  Fn+U  , Fn+fi  par Fo,  , F Λ, alors,  on a

n

F
n+ j

  =  Σ,  < XJ*F< *  ( i =  1, 2,  ,  µ)

ou  les aJq  sont  des  fonctions  rationnelles  que Γon peut  calculer  a  partir des
apq.  La  condition  d'independance  linέaire  n + 1 a  n- l- 1  se  traduit  maintenant
de  la  faς on  suivante:  Toαs  les determinants, d'ordre  quelconque, que Γon  p2Ut
extraire  du  tableau

ne  sont  pas identiquement  nuls.
D'apres  le lemme 3, puisque  la combinaison

ne  presente  qu'un  nombre  fini  de  zeros  au  plus,  les  fonctions  F o ,  , Fn se
repartissent  en un certain  nornbre de classes  jouissant  des proprietes  suivantes :

1)  chaque  classe,  sauf  une peut- etre, conprend  deux  fonctions  au molns
2)  les rappo ts mutuels  d'une  meme  classe  sont  rationnels
3)  la combinaison  consideree est εoiime  de combinaiεons  partielles,  chacune

de  celles- ci  faisant  intervenir  les  fon2tions  figurant  dans  Γune des classes; a
Γexception  de  Γune  d'elles,  les  combinaisons  partielles  εont  identiquement
nulles.

S'il  y  a  c  classes  (c ̂   2),  le  nombre  total  des  combinaisons  partielles
identiquement  nulles  est  egal  a  (c—l) µ  et  on  volt  facilement  qu2 ces COIΊI-

binaiεons  εont  independantes  n + 1 a n- \ - l.  Le nombre  de  celles  qui portent
sur  les p  fonctions  Fq  appartenant  a  uns classe  ne  peut  depasser  />—1 et le
nombre  total  ne peut  depasser
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Par  consequent,  on  a

( 3 )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  {f- ϊ)µ ^n  +  l - c.

D'autre  part,  Γexistence  d'une  classe  de  p  fonctions  implique  Γexistence  de
p—1  relations  a  coefficients  appartenant  a  K\ogr  (les  rapports  mutuels  d'une
meme  classe  etant  rationnels).

L'existence  des  c  classes  entraine

A - D  = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  n+ l- c

i= l

relations;  d'oύ

( 4 )  rc  +   1  -   c ^  λp  ,

Des  inegalites  (3)  et  (4), on  a

^  n+l—c  n

ce  qui  etablit  le  thέorέme.

COROLLAIRE  1.

N0,P(f)  ^  min ίn+ λc +  1, n +   [^f

Γ—  ^  w +  λ c + l  si  λ p ^  .  c.  1  , en particulier,  si  λp =  λc.

^ —  λ»p  J  ΛcTi

N .B.  2.  rc  +  λc +  l  ^2n  et  n +   Γ  n  ] ^  2n  parce que  O ^ λ c ^ λ ^ r c - 1

dans  notre  cas.

2- 3.  Combinaisons  exceptionnelles  au  sens  de  Nevanlinna.  Soient
fo>*''   >fn  (n =   1)  n+.l  fonctions  entieres  sans  zeros  communs  a  toutes.
Supposons  qu'il  y  a  λc  relations  lineaires,  homogenes  independantes  a  coefficients
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cons tans  entre les  fonctionszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f0,  , / Λ :

n

£   aafi  =  °  (i=1>  , λc  0 ̂   λc ^  n - 1) .

Alors,  il  y  a n + 1 — λc  fonctions entre les  fonctions / 0,  , / n,  (soient, / 0 ,  ,
/ n- j

c
\   telles  que

et

ll/ o,/ i,  .Λ- vΛII  =  0  ( i =  n - λe +  1,  , n) .

On  dit  telles  fonctions fQ,  , / Λ - JC  une base du systeme f  = (f0,  ,fn).
Dans  ces  situations, on a  le

THEOREME 2.  Soient  Fu  F2,  , FQ q combinaisons linέaires, homogenes
a coefficients constants des fonctions  / 0,  , / n et linέairement  indέpendantes
n+1  a  w+ 1. Alors, on  a

Γ(r,/ )  <  Σ,N*- φ;  0,  FO +

oώ  *S(r)  e^ί  le  terme  d'erreur  comme  dans  le  thέoreme fondamental  de
Cart an  ([3]) et

oύ  [ak}k=ι   sont  les  zέros  de  la  fonction  F  dijfέrents  de  Vorigine,  chaque
zέro  έtant  comptέ  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unitέs  dans  son ordre  de
multiplicitέ  si  celui- ci  est  infέrieur  a  n—λc,  et  n — \ c  fois  dans  le  cas
contraire,

DEMONSTRATION.  Soient  FQ9,  , ίQn  n  +  1  fonctions  quelconques  des

fonctions  Fu  , FQ.  Alors,  il  y  a  λ c  relations  lineaires,  homogenes  independantes

a  coefficients  constants  en tre  les  fonctions  Fq%,  , FQn  comme en t re  les  fonctions

/ o >'  '  */ n  On  peut  extraire  n  +   1 — χc  fonctions  (.soient  FQo,  , FQn_λ)  des

fonctions  FQlt,  , FQn  telles  que

(5)  / i= ΣAj*i.  O'=0,l,   ,»)
i=0
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et

( 6 )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  F
Qk

=   Σ ^ F
Q (

  (*
i=0

De  (5), On a

( 7 )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  β\ \FQ99  -   , F ^ l l  s  | |/ 0 ,  , / Λ - J  £  0

oil  β  est  une constante.  Des  equations  (6)  et  (7),  on  a,  pour  k =  rc +  1—λc,

( 8 )  βk\ \FQ>,  F«, - • - , FQn,J  =   ||/ 0 ,  , / . _ J |  *  0

par  exemple, oύ βk  est  une constante.  En utilisant  (7) et  (8), on a

F ,  *,   =  F ,  •  F«

/ β ||F
β µ

. .  , F,
l
, _

1
||.  Π  AIIF

Λ
, F

β l
, . .  , F , , . J  «/ • '• • • - / - J^

1

En  suite,  comme  dans  la  demonstration  du theoreme  fondamental  de Cartan,
on  a  le  resultat.

N .B.  Soit  λ c = 0,  alors,  on  a  le  theorέme  fondamental  de  Cartan ;  soit
λc =  w — 1,  alors,  on  a  une  reponse  pour  la  conjecture  de  Cartan  dans  le cas
λ = n - l  ([3]).

COROLLAIRE  2.  Le  nombre  de  combinaisons  des  fonctions  f0,  ,/Λ»
linέaires,  homogenes  a  coefficients  constants,  exceptionnelles  au  sens  de
Nevanlinna  et  linέairement  indέpendantes  w- fl  a  n +1  est  au  plus
dέnombrable.

Puis,  on considere  sur  le  nombre  de  combinaisons  F  telle que

δ(F)  =  1 .

LEMME  4.  Soient  fo>  '  ' ,fv  (y ig 1) v+1  fonctions  mέromorphes  dΌrdre
fini  dans  le  plan  fini>  U(r)   une  fonction  rέelle>  positive,  croissante  pour
rT^Oet  lim t/ (r) =  oo, c0,  , cv  vΛ- 1 fonctions  mέromorphes  dans  le  plan

r- *oa

fini  telles  que

1)  pour  tout  i  Φ jy
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oo > In
r—*oo U(r)

2)  pour  tout  i — 0,1,  ,v.

eί  3)  pour  tout  i= Q, 1,   ,  v.

c
0
  =   Cj =   . . .  =   C  =   0 .

DEMONSTRATION.  On  demontre  ce  lemme  cornme  dans  la  demonstration

du  lemme  3.  1)  Le  cas  oύ  v — 1.  Triviale.  2)  On  suppose  que  ce  lemme  soit

valid  pour  i>= l,  ,  i>—1 (i> ̂ 2 ) .  S i  c
0
  ΐ  0,   ,  c

v
  ^  0, soient

< Pι=   - ~rτ  (f= o,i,   ^ - i ) ,

alors,

D e  plus,   φ
0
,   ,  <p

w
_i  sont  lineairement  distinctes.  En  effect,   si,   pour  des

constants  a
t

ou

alors,
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Mais,  d'aprέs  Γhypothese  d'induction,

C'est  une contradiction.  En appliquant  le lemme 1 azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA <p0,  , <pv- ι,  on a

(9)  T(r,φt)<Σ,N(r,l/ φk)  + N(r,D) + S(r)  (i=0,  . .  ,v- l),

k= Q

Oil

D=   H^o.  .^v- ill

Ici,
(10)  nrjjfϊ- nrsd  -   T(r, c.) -   O(l) <  T(r, φd,

(11)  N(r, l/ φk) < N(r, 0,Λ) +  N(r, 0,/ ,) +  T(r, ck) +  T(r, c.) +  O(ΐ)

et

(12)  N{r, D) < (v+ΐ) Σ  {N(r,fi)  +  T(r, ct)}

, 0,fv) +  T(r, cv)}

En  combinant  (9), (10), (11) et (12) et utilisant  les hypotheses  1), 2) et  3),
on a

0 < lim sup  ^jφίP  =  0 .
r- oo

v
  U(r)

C'est  une contradiction,  par consequent,  au moins  un de cQ,  , cv est egal a
0  identiquement.  De plus,  en vertu  de Γhypothese  d'induction,  on a

c0 Ξ  CX ̂   =  cv ̂  0 .

Dans  le cas d'ordre  infini,  on a

LEMME 4'.  Soient  f0,  ,/L (^ ̂   1) u- f- 1 fonctίons  mέromorphes dans
le  plan  fini  telles  qu'au moins un rapport  mutuel  entre  elles  est  d'ordre
infini, U(r) une fonction  rέelley  positive,  croissante  pour  r>0 et  lim£7(r)

r- Mχ>

=* °°9  co> *  >cv v+1 functions  mέromorphes  dans  le plan  fini  et E=
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oύ  Eϊj est  Vensemble  exceptionnel  dans  le  deuxieme  thέoreme  fundamental
de  Nevanlinna  pour  (fι/ fjYk\   tels  que

1)  pour  tout  iΦj,

U{r)

2)  pour  tout  z =  0,  , v,

et = 0

et  3) pour  tout  i = 0 ,  , vy

,  peut- etre,  dans  un  ensemble  E.
Si

(r- *< χ>)

= d = =Ξ C
y
 = 0 .

THEOREME  3.  Soient  f0,  ,fn  («
zέros  communs  a  toutes  telles  que

fcnctions  entίeres  sans

r- oo  Jog Γ

OM /   =   ( / o ,   , / n).

[ I ]  *S'z7 ^3; α   entre  les  functions  / 0 ,  ,/w  ^ŵ   λc  relations  linέaίres,
hnmogenes  distinctes  a  coefficients  constants,  le  nombre  NOtf(f)  de  combi-
naisons  F  des  functions  f0,  ,fn,  lineaires,  homogenes  a  coefficients
constants,  lineairements  indέpendantes  n + 1 a  nΛ- 1 et  telles  que

est  au  plus  έgal  a
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[II]zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  S'il  n'y  a  entre  les  functions  f0,  , / n  que  λ/   relations  linέaires,
homogenes  a  coefficients appartenant  a  K'f  et  distinctes,  le  nombre  de
combinaiscns G  des  fonctions  / 0 ,  ,fny  linέaire^, homogenes a coefficients
appartenant  a  Kf  et sans zeros communs a  tous, linέairement indέpendantes

a  #4- 1 et  telles que

KG)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  -   1

est  au  plus  £gal  a  n Λ-  .
In— \ f  J

DEMONSTRATION,  fl]  Supposons  qu'il  y  ait  n +  1 +  µ  combinaisons
linέaires,  homogέnes  k  coefEcients  constants,  linέairement  indέpendantes  nΛ 1
έ  n +  l:

n

Fa = Σ  aP*f«  (P =  0, 1,  •  , Λ +  fi)

telles  que, pour  tout />,

KF
P
)  =  1

oύ  les apq  sont  des constantes  et  aucun  des determinants  d'ordre  n+l  que  Γon
peut  extraire  du  tableau  des  coefficients  apq  ne  soit  pas  nul.  II  suffit  de
considέrer  le cas oύ µ > 0.

Soit  A=(amYQZl::\ :\ l,   alors,  |A| =^0,

et

T(r, F) — T(rJ)  (r - •  oo)

oύ  F = ( F 0 ,  , Fn).  De  plus,  le  nombre  de  relations  linέaires,  homogέnes
independantes  k coefficients  constants  entre  les  fonctions  f0,  , / n  est egal k
celui  entre  les  fonctions  Fo,  , Fn.

Representons  Fn+i,  , Fn+ µ  par Fo,  , Fn,  alors,  on a

n

(13)  Fn+j  = Σ.  cc}qFQ  ( 7 = 1 ,  • • - , / * )

oύ  les  α i( 7  sont  des  constantes  que  Γon  peut  calculer  &  partir  des apa.  La
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condition  d'indέpendance  linέaire  / z+ 1 έ  w i l  se  traduit  main' enant  de  la  faς on
suivanίe:  Tous  les  determinants,  d'ordre  quelconque,  que  Γon  peut  extraire  dυ
tableau

ne  sont  pas  nuls.
D'aprέs  le  lemme  4  ou  4',  ou  on  utilisezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  T(r,f)  au  lieu  de  U(r),  de  (13),

les  fonctions  Fo,  , Fn  se  repartissent  en  un  certain  nombre  (i^2)  de  classes
jouissant  des  propriέtέs  suivantes:
1)  chaque  classe,  sauf  une  peut- έtre,  comprnd  deux  fonctions  au  moins
2)  les  rapports  mutuels  d'une  meme  classe  appartient  k  Kf\
3)  chaque  combinaison  (13)  est  somme  de  combinaiεons  partielles,  chacune  de
celles- ci  faisant  intervenir  les  fonctions  figurant  dans  Γune  des  classes;  k
Γexcέption  de  Γune  d'elles, les  combinaisons  partielles  εont  identiquement  nulles.

Le  nombre  total  des  combinaisons  partielles  identiquement  nulles  est  au
moins  egal  a  µ  et  on  voit  facilement  que  ces  combinaisons  sont  indέpendantes
n +  1  a  Λ +  1.  D'apres  Γhypothese  qu'il  n'y  a  que  λc  relations  entre  les
/o»  yfn> on  a

ui  έtablit  le  resultat.
[II]  Supposons  qu'il  ait  n + 1 - h µf  combinakons  linέaires,  homogenes  a
cients  appartenant  k  Kf  et  n'ayant  pas  de  zeros  communs  a  tous,

airement  indέpendantes  w +  1  k  n+1:

ce  qui  έtablit  le  resultat.
[II]  Supposons  qu'il

coefficients  appartenant  k  Kf  et  naya
linέairement  indέpendantes  w +  1  k  n+1:

n

GP  =   Σ   *P QΛ  ( / > = 0,1,  , n+ ι*τ)

telles  que,  pour  tout  p,

KG,)  =   1

ou  les  bPQ€Kf  et  aucun  des  dέterminants  d'ordre  w +  1  que  Γon  peut  extraire
du  tableau  des  coefficients  bPQ  ne  soit  pas  identiquement  nul.  II  suffit  de
considerer  le  cas  ou  µf  >  0.

Representons  Gn+ί,  , G n + / t  par  G o ,  , G n ,  alors,  on  a

(14)  G n + , =  ΣβjQGg  (7 =  1, .  -   ,  µf)
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oύ  leszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA βjQ  € Kf.  D 'aprέs  les  hypotheses,

θ  et

et  en vertu  du lemme  2, on a pour  tout pΦq,

T(r,Gp/ GQ)

On  peut  appliquer  le  lemme  4  ou  4'  a  chaque  combinaison  (14) comme

U(r)   =  T(r,f\  alors,  les  fonctions  G o ,  , Gn  se  repartissent  en  un  certain

nombre  (i^2)  de  classes  jouissant  des  proprietes  "1), 2)  et  3)"  dans  la

demonstration  [I] de ce theoreme.  En  suite,  on  peut  calculer  comme  dans  la

demonstration  du  theoreme 1 et obtient  le  resultat  en  utilisant  le  fait  que le

nombre  de relations  lineaires, homogenes  independantes  a  coefficients  appartenant

a  Kf  entre  les  fonctions  f0,  ,fn  est  egal  a  celui  entre  les  fonctions

G
o
,  '  , G

n
.

N .B. ^=2n  et rc +  Γ  1 ̂   2n  parce  que  λc ^  Λ - 1  et
\ _  71zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — \ f  J

COROLLAIRE  3.  NOtf(f)  ^  min(n +  λc +  l, n +  Γ  ~  1) .

2 -  4.  Combinaisons  exceptionnelles  au sens  de Borel.  Dans cette section,

on  precise  des resultats  dans  [6].  II faut  le

LEMME 5.  Soίent  v+1  fonctions  mέromorphes  dans  le  plan  fini
<7o>  '><7v  vέrifiant  une  relation  linέaire  a  coefficients  cL  (i=Q,   , v)

appartenant  a  Ko

et  satisfaisant,  en outre, aux  codnitίons  suivantes:
1)  Aucun des  rapports  gi/ gs  {iφj)  n'appartient  a  Kp;
2)  Pour  tout  i= 0 , • • • ,!/ ,  les  ordres  de  N(r,09gt)  et  de  N(r9gt)  sont  plus
petits  que p (ou  finis si  / >= oo).

Dans  ces hypotheses,  on a
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c
0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA =  c

x
 =  ΞΞ c

v
 ΞΞ 0 .

DEMONSTRATION.  Si  tous  les  rapports  mutuels  entre  leszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  gt  sont  d'ordre

ίini,  ce  lemme  reduit  a  ce  qui  est  donne  dans  [12].  On  considere  sur  le  cas

contraire.

Comme  dans  la  demonstration  du  lemme  3,  utilisant  les  memes  notations,

on  arrive  a

(15)  Ί \ r)  <  £  N(r, l/ φk)  +  N(r, D)  +   S(r)

oύ

et

5( r ) < O ( lo gT ( r )

sauf,  peut- etre,  dans  un  ensemble  E  qui  consiste  de  certains  segments  dont  la

longueur  totale  est  finie.

Ici,  on  note  que

r  log T(r)  r  logΊ V)
hm sup —f—̂ -   =  hm sup —f—±- *-.

r- ôo
  Γ

  logzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r  r- oo ̂   log  r
r«£

c

On  peut  demontrer  facilment  que,  d'apres  2)  et  Cί € iζ,,

N(r,l/ φt)  ( *= 0 , l ,  . . , i r - l )  et  iV(r, D )

sont  d'ordre  ίini.  Maintenant,

r  log T(r)
hm  sup —f—̂ ^  =  oo

r̂ co
  F

  log  r
c

par  consequent,  on  a  de  (15)

oύ  p'  est  Γordre  du  cote  droit  de  (15).  C'est  une  contradiction.  II  en  resulte
que  ce  lemme  est  valid.

THEOREME  4.  Soient  f0,  , / n  (Λ ̂   1)  w + 1  functions  entiere  sans
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zέros  communs ά toutes  telles  que Vordre  du systέme f  =  (f0,  , / n) est
έgal a p positif  fini  ou infinί.
[I ]  SHI nyy a  entre  Ies fonctions fo,  ,fn  que λc  relations  linέaires,
homogenes  indέpendantes  a  coefficients constants,  le  noπibre  NOtP(f)  de
combinaisons de f0,  ,fn,  linέaires,  homogenes ά  coefficients constants,
exceptionnelles  au sens  de  Borel  et  linέairement  indέpendantes  n + 1 a
n + 1 est au plus  έgal a n + \ c +  1.
[II]  SHI n'y a entre  f0,  , / n que λp  relations  linέaires,  homogenes a
coefficients appartenant  a K]ogrf  le  nombre de  combinaisons de fθ9  ,fn,
lineaires,  homogenes a  coefficients appartenant  ά  K]Ogr βt rCayant pas de
zέros communs a  tous,  exceptionnelles  au sens  de  Borel et linέairement
indέpendantes  n- \ - \ a n + l  est au plus  έgal a n + \p+l.
[III]  SHI y  a  entre  f0,  ,fn  que \  relations  linέaires,  homogenes ά
coefficients appartenant  a Kp, le  nombre  de  combinaisons de f0,  , / n ,
linέaires,  homogenes a  coefficients appartenant  a  Kp et rCayant pas de
zέros  communs a tous, exceptionnelles  au sens  de  Borel  et  linέairement

indέpendantes  n + l  a n + l est au plus  έgal  a nΛ- \  .
L w— Â , J

DEMONSTRATION.  [I ]  Supposons  qu'il  y  ait n + 1 + µ  combinaisons
linέaires,  homogenes  &  coefficients  constants,  lineairement  independantes
a

tip =  Σ ΛpβΛ  (p =  0,1,  . , n + µ )

telles  que, pour  tout p,

1'oτdτede N(rΛHp)<p

oύ les aPQ εont  des constantes.  Representons  Hn+ι,  , Hn+µ  par Ho,  , Hni

alors,  on a

(16)  Hn+j  =  έ  ccJqHQ  (j =  1,2,  ,  ik)
ζf«O

oύ les ajq  sont  des constantes.  D'apres  le lemme 2 et

T(r,f)~T(r,H)  (r- oo)

oύ  H =  (HQ,  , Hn),  on peut  dέmontrer  facilement  qu'il  y a au moins un
rapport  entre  les  fonctions  Ho,  , Hn  qui  n'appartient  pas έ  Kr  En
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appliquant  le  lemme  5 a  chaque  combinaison  (16), on a le  resultat  comme  dans
la  demonstration  du theoreme 3  [IJ.
[I I ]  On peut  demontrer  cette  proposition  comme  [I] de ce theoreme.
[III]  Soit

une  combinaison  quelconque  oύzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ct € KP9 alors,  manifestement,

l'ordre  de N(r,  F)<ρ.

En  utilisant  cette  propriete,  on  peut  demontrer  cette  proposition  comme
dans  la  demonstration  du  theoreme  1,  oύ on  utilise  le  lemme  5 au lieu du
lemme 3.

N .B.  n + \ c + 1^2n9  n + Xp + 1^2n  et  n - f Γ  n  \^2n  parce  que
L n—\p J

^ w — 1,  Xp^- n—1  et λp ^ w — 1  respectivement.

^  min  \n +  Xc + l,.n +   —^ ~ ] )COROLLAIRE  4.  NOtP(f)

3.  S ystemes  au  voisinage  du  point  a  Γinfini.

3 - 1.  Preliminaires.  On  discute  dans  ce  paragraphe,  sur  la  localisation
des  resultats  donnes  dans  le  paragraphe  2.  II y a un peu de differences  entre
dans  le cas du plan  fini  et dans  le  cas au voisinage  du  point  a  Γinfini  quand
on  traite  du nombre  de combinaisons  exceptionnelles.

Soient g0 >  , gn  (n^X)n  + l  fonctions  holomorphes  dans VR: 0<R^\z\  <<χ>
sans  zeros  communs  a  toutes,

u(retθ)  =  max lo^ | g5{re
i9)  \ ,  | z \ =  r ^  R

et

T(r,# ) =  ~ -   u(rei9)dθ- - ±- \  u(Rei9)dθ.
Δn  Jo  Δn  JQ

On  dit T(r9 g)  la  fonction  caracteristique  du systέme  ^ =  (^0  > gn)>
est  convexe  par rapport  a  log r  (r^R)9  et le nombre

,.  log T(r9 g)
urn  su p ——Λr—  κ  log  r
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Γordre  du  systemezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  g.
Soit

G(z)  =  aogo(z)  +  -   +   angn(z)

une  combinaison  des  fonctions  g0,  , gn>  lineaire,  homogene  a  coefficients
flo,1",^  qui  sont  meromorphes  dans  VR.  On  definit  que  la  combinaison  G  est
lacυnaire,  exceptionnelle  au  sens  de  Picard,  de  Borel  ou  de  Nevanlinna  comme
dans  le  paragraphe  2.  On  utilise,  ici,  les  memes  symboles  comme  dans  le  cas
du  plan  fini  pour  la  theorie  de  Nevanlinna  dans  VR  ([8], [9]).

Soit

K\ osr(°°)  =  Γensemble  de  fonctions  meromorphes  a(z)  dans  VR  telles  que

T(r, α ) =  O(log  r)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  (r- oo) .

On  note  que  les  lemmes  1  et  2  peuvent  etre  localises  facilement  d'apres
des  resultats  dans  [9].

3- 2.  Combinaisons  exceptionnelles  au  voisinage  du  point  a  Γinfini.

D'abord,  on  donne  un  theoreme  qui  n'est  pas  valid  dans  le  plan  fini.

THEOREME  5.  Etant  donnέes  n  fonctions  fu  , / n  holomorphes  sans
zέros  dans  VR,  linέairement  distinctes  et  vέrifiant  la  relation

on aura, pour  i =  1,  , n,

)  (r- oo).

DEMONSTRATION.  En  utilisant  le  localise  du  lemme  1,  on  a,  pour

ί  =  1,  , n,

TXr.fi) < Σ  N(r, 1/Λ) +  N(r, D) + S(r)

oil

D= \ \ fu-   ,fΛ

et

5(r)<O(log  r) +  O(log  T(r))
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sauf,  peut- etre.  dans  le cas d'ordre  infini,  dans  certain  ensemblezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA E de mesure
lineaire  finie

7'(r) =  m axT( r , / ί) .

D'apres  Γhypothese,  on a

T( r)< O( log  T(r) - flog r)

sauf,  peut- etre,  dans  E.  II en resulte que

l i m  in f —- ——<• •  < o o
log  r

de  sorte  que, T(r) etant  convexe par rapport  a log r,

T(r)  =  O(log r)  (r- - >oo).

On  a le  resrltat.

II  y a beaucoup  d'exemples qui satisfont a ce theoreme. D'apres ce theoreme,
on ne peut  pas localiser un theoreme  presise de Borel  cite  dans  [11] p. 117- 118.
En  consequence, le theoreme de Dufresnoy  cite  dans  le paragraphs 2 est change
comme suivant.

THEOREME  6.  Soient  / 0 , • •   , / n  (/ *S^1)  Λ +  1  fonctions  holomorphes
dans  VR sans  zέros  communs  a  toutes  telles que

log V

oά/ = (/ 0,  • • ,/„).
[ I ] SHI newiste  entre  les fonctions  / 0 ,  , / n Que λc  relations  linέaires,
homogenes  independantes  a  coefficients  constants  au  plus,  le  nombre  de
combinaisons  des  fonctions  / 0,  , / n ,  lineaires,  homogenes  a  coefficients
constants,  lacunaires  (ou exceptionnelles  au sens  de  Picard)  et  linέairement
independantes  n 4- 1 a n 4- 1 est au plus  έgal  a n 4-  λc 4- 1.
[II]  57/   rtexlste  entre  f0,  , / n  <7#£  λp  relations  lineaires,  homogenes
independantes  ά coefficients  appartenant  ά  i^ogrC 00) au plus,  le  nombre  de
combinaisons  des f,  ,fn,  lineaires,  homogenes  a  coefficients  appartenant
a  K\og r(°°) et  n'ayant  pas de  zέros  communs a tous,  exceptionnellee  au  sens
de  Picard  et  lineairement  independantes  Λ +  1 a n + 1 est au plus  egal  a

n- \ ,
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En  effet,  on peut  demontrer  ce  theoreme,  en utilisant  les  localises des
lemmes  2 et 3, comme  dans  les demonstrations  des theoremes  1 et 3.

Le  nombrezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  un - h λc + 1 "  est  le  plus  petit  grace  a  Γexemple  1  dans  le
paragraphe 2.

N.B.  O g λ c ^ λ ^ r c - l , par consequent. rc +  λc +  1^2rc  et  n + Γ — - —
L  W— Λ>p J

On  peut  donner  les  localisations  des autres  theoremes  donnes  dans  le
paragraphe  2 avec  les memes  formes.

4.  S ystemes  dans le cercle- unite.  Dans  ce paragraphe,  on considere sur
le  nombre  de combinaisons  exceptionnelles  de  fonctions  holonorphes  dans  le
cercle- unite.  Pour  cet effet,  il  faut  construire  Γanalogue  de Γidentite  de Borel.
Dans  ce cas, en vertu  du theoreme  suivant  de G artan  [2], qui correspond au
theoreme  5, il  y  a  quelques  points  a  changer  en comparaison  du cas du plan
fini.

THEOREME DE CARTAN . Soient, dans le cercle- unite, p fonctions fu  , / p

holomorphes sans zέros, linέairement  distinctes  et vέrifiant  Γidentite

/ i(*)+   + Λ(*)= l.

Aίors, on a

limsup  m(r}
r l

oύ  m{r) =  max m(r, / i)  et  k(p) est  une constante  positive  qui ne  dέpend

que de p.

C'est- a- dire,  ce  theoreme  suggere  que, pour  obtenir  Γidentite  de  Borel
dans  le  cercle- unite,  la  croissance  de  tous  les  rapports  mutuels  entre  les

fonctions  qui forment  une identite  doit  etre  plus  rapide  que log .,  .

Soit
UQ =  Γensemble  des  fonctions  meromorphes  c  dans  le  cercle- unite

telles  que T(r, c) =  (

LEMME 6. Soient n fonctions  mέromorphes dans  le cercle- unitέ ft  ,fn
vέrifiant  une relation  linέaire  ά coefficients appartenant  ά Ue
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et  satisfaisant,  en  outre, aux  conditions suivantes:
1) Pour tous les  rapports  mutuels entre  les fx,  ,fn>

lim sup-
1

log 1- r

2)  Pour  tout iy

(
gΊ

^j  et

Dans ces hypotheses, on a

On  peut  demontrer ce lemme en utilisant  le lemme 1 restreint  au cercle- unite
(que  Γon peut  prouver  facilement)  comme  dans  la demonstration  du  lemme 3.

De  ce lemme, on a le

THEOREME  7.  Soient  f0,  , / n  (n ̂   1)  n - f 1  fonctions  holomorphes
dans  le  cercle- unite sans zέros communs a  toutes telles que

T(r, f)lim  sup  \  >Js  .  —  o o
r lzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  1

/ (   f)
[ I ]  S'il  n'y  a  entre  les  fonctions  / 0 ,  , / Λ  Que  λc  relations  lίnέaίres,
homogenes  ίndέpednantes  a coefficients  constants,  le  nombre  de  combinaisons
F  des fQ,  ,fn,  linέaires,  homogeτes  ά  coefficients  constants,  linέairoment
indέpendantes  n + lάn  + let  telles  que

(r- l)

est  au  plus  έgal  a  n +  λc +  1.

[ I I ]  Sil  nyy  a  entre  les  f0,  —  ,fn  que  λ 0  relations  linέaires,  homogέnes
indέpendantes  a  coefficients  appartenant  a  Uo,  le  combinaisons  F  des
fo>  »/n> linέaires,  homogenes  a  coefficients  appartenant  a  Uo  et  riayant
pas  de  zέros  communs  a  tous,  linέairement  indέpendantes  n + l ά n  +  \et
telles  que
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N(r,0,F) = θl\og- ~- -

[ 71zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Ί

—  — I.
71  Λ Q  J

En  effet,  on  peut  demontrer  ce  theoreme  d'apres  le  lemme  6  comme  dans

les  demonstrations  du  theoreme  1 et  du  theoreme  3 [ I ] .

N . B.  n 4-  λc 4-  1 5i 2n  et  n 4-  | — -  —  ^  2n  parce  que  λc ^  n ~ 1  et
I  71  \ .Q  J

En  outre,  en  preparant  des  lemmes  comme  les  lemmes  4 et  5,  on obtient

des  resultats  dans  le  cercle- unite  comme  les  theoremes  2, 3 et 4.

5.  Dans  le  cas  des  fonctions  algebroϊdes.  Soit  f(z)  une  fonction
algebroϊdes  a  n  branches  dans  le  plan  fini  deίinie  par  Γequation  irreductible

(17)  F(w, z) =Mz)wn  +fλ(z)wn- 1  +   +fn(z)  =  0

oύ  fo,  , ./ n  sont  entieres  sans  zeros  communs  a  toutes  et  au  moins  un
rapport  mutuel  entre  elles  est  transcendant.  On dit, comme  d'habitude,  qu'une
valeur  ou  fonction  meromorphe  dans  \z\ < oo a  est

1)  lacunaire  si  F(a, z)  n'admet  pas de  zέros

2)  exceptionnelle  au  sens  de  picard  si  F(a, z)  n'admet  qu'un  nombre  fini  de
sέros

3)  exceptionnelle  au  sens  de  Borel  si  Γordre  de  N(r9 0, F (α , z)}  est  plus  petit
que  celui  de f(z)
4)  exceptionnelle  au  sens  de Nevanlinna  si

ou  F(oo9z)=fo(z),
Sur  le  nombre  du  valeurs  ou  fonctions  exceptionnelles,  il  y  a  beaucoup

d'etudes.  On  donne,  ici,  quelques  ameliorations  en  appliquant  des  theoremes

donnes  dens  les  paragraphes  2, 3  et  4.  Soit  λc  le  nombre  de  relations  lineaires,

homogenes  independanths  a  coefficients  constants  entre  les  fonctions  f,0,  , / n .

Dufresnoy  [4] a  donne  le  resultat  suivant  comme  une consequence  du  theoreme

dans  la  section 2- 1.

"Le  nombre de valeurs  lacunaires de f(z)  est au plus  egal  a  n+  \   —  . "
L n—χr  J
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Ce  nombre  ne s'abaisse pas en gέnέral.
Anterieurement  a  ceci, on a un resultat  suivant  (voir  [12]):
"Le  nombre  de  valeurs  exceptionnelles  au sens  de Picard  est au plus  egal

a  n +  λc +  l . "
De  plus,  Ghermanescu  [5], [6] a  donne un resultat  interessant  suivant:

"Le  nombre  de  valeurs  exceptionnelles  au  sens  de Picard  dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f(z)  ne peut
Γ  n

depasser  n +

Mais,  malheureusement,  ce  n'est  pas  necessairement  vrai.  En effet,  il  y a

un  exemple  comme  suivant.

EXEMPLE  2.  Soient

Alw)  =  P(w)/ (w -   1), Ax{w) = P(w)/ (w +  1), A2(zv) =  P(zv)/ (w -  2),

Ai(w) = P(w)/ (w +  2), Alw)  =  P(w)/ (w -   3) et As(w)  = P(w)/ (w 4-  3)

six  polynόmes  de w oύ

P(w)  -   (w -  lXw  +  lXte; -  2\w  +  2Xw -  3X^ +  3).

On  considere  1'equation  suivante  en w :

~ A
1
(w)f

ι
(z)  +  Al

oύ  / , ( *) = ( * - l > %  / , («)= β% f£z)=  - 2ze\  Mz)=s*  -   z, / 4 ( «) = z  et  / . ( *) =   -

ou

(18)  F{w, z) = F0(z)w5  + Ft(z vυ* + F2(z)vυ3  + F3{z)wΐ  +  F 4(z)w +  Ft(z) =  0

oύ

(Λ«(l)/ 0  ,  . . , A. ( -  3)/ 5)
( =  V(Fo,  ,  FJ,

ciij =  a t ,  α 0

 = =  1> ^2 = = 2, a$ =   —2, α 4 =  3, α 5 =  — 3 .

II  y  a  deux  relations  independantes  entre  les  fonctions  f09  , / 5 :
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f

et  pas  d'autres.  Or,

(iv  •. ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA FJ  =  V- \A£L)fo,  , A6(- 3)/ 6y

et

par  consέquent,  il  n'y  a que  deux  relations  lineaires,  homogenes  et  indέpendantes
a  coefficients  consatns  entre  les  fonctions  Fo,  , Fδ.  Les  huit  functions  entieres

, z) =  A%(2)flz\  ίT- 2,«) =  A,(- 2)/ β(»),

et

n'ont  qu'un  nombre  fini  de  zέros.  Cela  veut  dire  que  Γequation  (18)  est
irreductible,  Γalgέbro'ίde  a  5  branches  definie  par  (18)  admet  au  moins  huit
valeurs  exceptionnelles  au  sens  de  Picard,  qui  sont  exceptionnelles  au  sens  de
Borel  aussi  parce  que  Γordre  de  cette  fonction  est  un,  et  λc  =  2,  tandis  que

L'exemple  2  signifie  que  le  nombre  "n  +  λc  +  1"  ne s'abaisse pas  en  general.

Alors,  sous  queues  conditions,  peut- on  changer  "n  Λ- λc  +  1"  en  n  - f  ?

On  peut  donner  une  reponse  en  appliquant  le  theoreme  1  et  utilisant  le  lemme
suivant.

LEMME  7.  Soit  f(z)  une  fonction  algέbrόide  dέfinie  par  (17).  Alors,
on  a  pour  F= (foflf  , / n)

αi5j).

THEOREME  8.  Soit  f(z)  une  fonction  algέbrόϊde  dέfinie  par  (17).  S'il
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n*existe  entre  les  fonctions  / 0 ,  , / n  que  λp  relations,  linέaires,  homogέnes
ίndέpendantes  ά  coefficients  appartenant  ά  K:og  r,  le  nombre  de  fonctions
rationnelles,  exceptiomielles  au  sens  de  Picard  est  au  plus  έgal  a

Comme une  consequence  directe,  si  Xc  =  λp,  on  a  le  rέsultat  de  Ghermanescu
prέcέdent.

Quant  a  la  valeur  exceptionnelle  au  sens  de  Borel,  p  etant  Γordre  de  f(z)
et  λp  le  no lib re  de  relations  linέaires,  homogenes  a  coeflScients  appartenant  k
Kp,  Remoundos  [12]  a  donnέ:

"Le  nombre Np  de  fonctions  mέromorphes  appartenant a Kp  et  exceptionnelles
au  sens  de  Borel  de f(z)  est  au  plus  έgal  έ  Λ +   λp + 1. "
et  Ghermanescu  [6]  a  donne :

Mais,  ce  retultat  n'est  pas  valid  necessairement.  En  effet,  on  a  le

THEOREME  9.  Sous  les  situations  prέcέdentes,
[ I ]  le  nombre  de  valeurs  exceptionnelles  au  sens  de  Borel  est  au  plus
έgal  a

n +   \e  +  1

fill  le  nombre  Np  est  limitέ  par

On  a  [ I ]  du  thέorέme  4  [ I ]  et  du  lemme  7,  et  [II] du  thέorέme  4  [III]
et  du  lemme  7.

On  note  que  le  nombre  "n  +  λc  +  1"  ne  s'abaisse  pas  en  general  comme
Fexemple  2  le  montre,  par  consέquent,  on  a  un  exemple  contre  le  rέsultat  de
Ghermanescu.  Mais,  si  λc  =  λ,,  il  est  valid.

Quant  a  la  valeur  exceptionnelle  au  sens  de  Nevanlinna,  comme  une
consέquence  du  thέoreme  3  et  du  lemme  7,  on  a

THEOREME  10.  Sous  les  situations  prέcέdentes,
[ I ]  le  nombre  de  valeurs  a  telles  que



318  N. TODA

est  au  plus  έgal  ά  n + \ c  +  1
[II]  le  nombre  de  functions  b  appartenant  a  KF  et  telles  que

est  au  plus  έgal  a  n +   L \F  etant  le  nombre  de  relations  UnέaireSy
LzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n —  χ

F
j

homogenes  indέpendantes  a  coefficients  appartenant  a  KF.

On  note,  ici,  que  s'il  y  a  n  - f- 1  valeurs  a  telles  que  δ(α , / ) =  1,  Γordre  de
f(z)  est  entier  positif  ou  infini  ([14]).

Les  resultats  dans  les  paragraphes  3  et  4  s'appliquent  en  particulier  aux
functions  algebroϊdes  aussi  respectivement  comme dans  le  cas  du  plan  fini.
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