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Int roduct ion.  

1. - -  Objet de ce mdmoire. - -  M. PAINLEV~ a indiqu~ une m6thode pour 

d6terminer routes ]es 6quations diff~rentielles (alg~briques) du second ordre dont 

les points critiques sont fixes et il a d~velopp~ eette methode explicitement dans 

le cas eh l '6quation est de ia forme 

(~) y"=- R(y ' ,  y, x) 

R rationnel en yr, alg6brique en y, alg~brique ou analytique en x. 

Un m6moire publi~ dans les Acta Mathematiea (1902) renferme le tableau 

de routes les ~quations (i) ~ points critiques fixes. 

Ayant  commence, sur les conseils de M. PAI:NLEVE, l'application de sa m6- 

thode aux ~quations qui sont non plus du premier degrd mais du second en y', 

j 'ai ~t6 conduit s r6viser l'~num6ration des 6quations (i) et j 'ai constat6 que les 

tableaux dresses par M. PA~NLEVE pr6sentaient une lacune que je comblerai dans 

le pr6sent m6moire. Cette lacune provient de ce que dans la discussion des cas 

nombreux que la m6thode conduit ~ distinguer, M. PAISLEV~. en a laiss6 6chap- 

per un, qui se trouve correspondre ~ des types nombreux et importants. Je  

pr~,ciserai d 'abord cette omission. 
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2. On peut  toujours  met t re  l '6quation sous la forme 

(2) y" o ' x) = ( y , y , u ,  

q ~tant  rationnel en y', y, u et u 4tant  lid h y par une relation a l ~ b r i q u e  qui 

d6pend ana ly t iquement  de x soit 

(3) H (u, y, x) = o. 

M. PAINLEV]~ mont re  d 'abord que pour  x arbitraire la relation (3) entre y et u 

doit  6tre de genre o ou I. Dans le cas off el]e est de genre I les tableaux de 

M. PAtNLEVE sont complets: je n ' y  reviendrai plus. Dans le cas oh elle est de 

genre z6ro on peut  toujours  m o y e n n a n t  un changement  de variable trbs simple 

supposer que R(yr, y, x) est rat ionnel  en y' et y. Dans ce cas, je vais indiquer 

pourquoi les tableaux de M. PAINLEV~, doivent  fitre notablement  compl6t6s. 

M. PAINLEV~ 6tablit  d ' abord  que l '6quation (I) est de la forme 

(4) y" ---- A (y, x) y'~ + B (y, x) y' + C (y, x), 

off A (y, x) est l 'une des 9 expressions 0 

I I 

a a c 

o; a y + b '  a y + b  §  ' a y + b  + c y + d  ' 

I (~ya+ b c y ~ d )  e 2 ( a _ / + ~  c ~ye ) 
+ + 3 + + ; 

I a 3]  y C  1 -t-d eyy~]e~" 5 a 2 c i e 
2 a y + b  + 4  - + , 6 a y + b  + + - -  ; 3 c y + d  -2ey+ ] 

2 + c y + d + e y + ]  + ; 

a, b . . . . .  h, d6signent des fonetions de x qui peuvent  ~tre ident iquement  nulles 

ou se r6duire h des constantes,  n d6signe un entier positif sup6rieur h i.  En  

effectuant  sur y la t ransformat ion  homographique Y = y  ou Y - -  I a y  + b ou 

y c y + d  y ( a / - - b e )  ( c y + d )  suivant  que A coincide avec ]a I~redeces  
a y + b  ou ( c ] - - d e )  ( a y + b )  

expressions, ou la seconde, ou avee la 3 ~m~ et 4 ~me, ou enfin avec l 'une quelconque 

des suivantes,  on est ramen6 h une ~quation analogue 

(5) Y" = A ( Y, X) Y'~ + B ( Y, X) Y' + C ( Y, X), 

05 A, B, C sont rationnels en Y et off A coincide avee une des 8 expressions 6' 
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- - - - - :  n entier > I;  2 + 

+ ; + 2 Y - - , ;  

H d6signant soit une constante num6rique a soit X. 

M. PAINLEV~ 6tudie ensuite les 6quations correspondant k chacune de ces 

8 formes de A. Or l '6num6ration de M. PAII~LEV/: est complete pour les 2 for- 

I 
I - - - -  

A ~-:y n pr6sente une lacune importante et mes A ~ o  et I mais le cas A - -  y 

comme la discussion relative k ce cas retent i t  sur ]a discussion des 5 derniers, 

cette lacune entralne l 'existence de lacunes correspondantes dans les 5 derniers 

tableaux. 

8. Ce n'est done pas une erreur dans la m6thode mais une omission dans 

l 'application de la m6thode qui explique les lacunes des tableaux de M. PAI~'- 

LEV#. et c'est par l 'application m~me de cette m6thode que j 'ai combl6 ces 

lacunes. 

Cette m6thode se d6compose en deux m6thodes distinctes: 

i ~ une m6thode qui fournit  un certain ensemble de conditions n~cessaires 

pour quc l'6quation ait ses points critiques fixes. 

2 ~ une m6thode qui d6montre que ces conditions sont su//isantes. 

L'application de la m6thode aux cas omis par M. PAI~LEV~ n'6tait  pas 

toutefois sans pr6senter des difficult6s. Tout  d 'abord des complications de calcul, 

si les conditions 6taient form6es maladroitement. Ensuite il n'6tait pas certain 

que les conditions ainsi obtenues fussent int6grables, c'est-h-dire qu'on pfit 6crire 

explicitement ~ l'aide d 'un certain nombre de fonctions de x arbitraires toutes 

les 6quations cherch6es. Enfin parmi les 6quations obtenues, les unes sont int6- 

grables, j 'entends r6ductibles aux 6quations lin6aires et aux quadratures, les 

autres sont irr6duetibles. I1 fallait distinguer ces deux classes et notamment  

int6grer les 6quations int6grables, ce qui, comme on le verra plus loin, 6tait pour 

certaines d 'entre  elles assez malais6. 

Je  r6sume d 'abord les r6sultats de eette discussion minutieuse. Les plus 

importants concernent les 6quations irr~uctibles, qui engendrent des transcen- 

dantes nouvelles. 

4:. Transcendentes nouvelles engendr~es par les ~quations di//drentielles du se- 

cond ordre. 
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I1 existe 6 types et 6 seulement d '~quations diff~rentielles (~) ~t points cri- 

tiques fixes qui sent  irr~ductibles au sens le plus rigoureux du terme (sens de 

M. DRACH). Ces 6 types peuvent  recevoir les formes canoniques qui suivent  

[a, fl, 7, ~ d~signent des constantes  num6riques] 

[ I y ' ~ 6 y * + x  

I I  y " = 2 y 3 + x y + a  

I I I  y" Y'~ y ' + i  (ay~ §  
y x x y 

IV y'=Y'--~-~+~y3+4xy'+o_(x'--a)y+'! 
2y  ~ y 

V y"=y" (~y+ ~ )  --xY'+ ~<(Y--~)'[ay+~]"] +TY- + ~!'(!'+~)y__i 

+ - - +  _ + _ _ + _ _  + 

y - - I  x - - I  y - - %  

+y(y--I)(y--x)[  x x--I  c~x (x - -  I)] 

Par  suite de l 'omission signal~e, M. PAINLEV~ n 'ava i t  obtenu que 3 types dist incts  

d '6quat ions irr~ductibles, s savoir les 3 premiers. Les tableaux qu'il  avai t  for- 

m~s ne contenaient  pas l '~quation IV; ils contenaient  l '~quation V dans le eas 

( z +  I t '  permet  de la ramener  au oil a = fl ~ o, auquel  cas la t ransformat ion y = ~ z - - I /  

type  I I I ,  tandis que si a, f l n e  sent  pas nuls tous deux elle est irr~duetible au 

type  I I I ;  de m~me l '~quation VI no f igurai t  dans les tableaux de M. PA~LEV~ 

que dans  le cas otk a ~ f l ~ 7 ~ o ,  ~ i_ auquel  cas elle est int~grable, tandis 
2 

que dans le eas g~n~ral elle est irr~ductible. 

L' int4grale g~n6rale y(x) des 5quations I, II, IV est uniforme; celle des 

~quations I I I  et V adme~ x ~ o et x ~ ~ eomme points critiques t ranscendants ;  

si l 'on effectue, pour  ces 2 types  la t ransformat ion x ~ e x, la fonction y (X)  est 

une t ranscendante  uniforme. Enfin  l ' int~grale g~n~rale y(x) de l '~quation VI 

admet  les points critiques t ranscendants  x ~ o, x ~ I, x ~ oo. 

5. La  m~thode employee par  M. PAINLEVE pour montrer  que l '~quation 

y '~6y2+ x a ses points crit iques fixes [Bulletin des Sciences Math. 1900] 

s 'applique d'elle m~me aux autres  6quations. Dans une note des Comptes Ren- 

dus, 24 Ddcembre 1906, M. PAINLEVE a fair lui-mSme cette extension. I1 a de 

plus montr~ que le type  VI contient  comme d~g~n~rescences les 5 premiers: 
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V est d6g6n6rescence de VI; I I I  et IV d6g6n6rescences de V; II d6g6n6rescence 

de I I I  ou IV et enfin I est d6g6n6rescence de II. 

M. PAINLEVI~ l'6tablit de la fa$on' suivante: faisons dans VI ~ '=~- ,  

---~ + ~-, x = I + eX, y = Y d'oh une 6quation 

r,,(. . )  Y' 
- V~  + Y~--~ --X + 

qui a ses points critiques fixes en m6me temps que V1 pour toute valeur nu- 

m6rique non nulle donnde ~ e, et par suite encore pour e = o: or elle se r6duit 

s V pour e = o. L'application du m6me prineipe donne en faisant dans V 

~2, a =  ~ + ~ - ,  7=7~e,  ~- -d ,~  ~, y - - I + e Y ,  x = X  

la d6g6n6rescence 
Y" y,~ y,  y2 7, 2 ~, 

= - Y  - - x  + X ~(~q + 2fl, r )  + X + -Y- 

qui donne I I I  en posant X = ~ R  Y : r~  ~ 

Do m~me si dans V On fait 

--I ,~=--(~ ~'1 Y, x = ~  + e X  a------2~ ~, 7 =  ~ ,  ~+~,!, Y=~ 

on a la d6g6n6rescenee 

_Y"= Y'~2 Y + 23 Ys + 2 X Y~ + y T + ~, + y 

qui donne IV en posant X = ~ V2, ' i =  Y V2. 

On pose maintenant dans I I I  

7 = - - ~ = 4 ~ ,  a = - - 2 e  s, ~ - - ~ [ I + 4 / ~ , e 3 ]  

x=I+e~X,  y - - I + Z e Y  

on a la ddg6n6reseence Y " =  2 Y~ + X Y + ~, ou II. 

De mfime dans IV 

I I ~3( ~" Y), x =~X I 

$ $ 

on a Y " = 8 Y s + 4 X Y + a ~  et en posant 2 X = ~ V 2 , ~ i =  YV2 on a l e  type If. 
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Enfin la substitution y . . . .  e Y + i x = ~ X - - ~ I  o6 a =  4~ transforme I I e n  
~5 ~ 

Y~ ~ 6 Y~ + X + ~ (~ Y3 + X Y) ce qui conduit bien ~ I comme d~g~n~rescence. 

Or M. P .~LEV~ a montr~ aux Comptes Rendus que l'~quation y ' ~ 6 y ~ + x  

est irr~ductible au sens ]e plus rigoureux du terme (sens de M. DR~C~). I1 en 

r~sulte que les 5 suivantes sont aussi absolument irr~ductibles saul peut-~tre 

pour des valeurs exceptionnelles des constantes ~e, fl, 7, ~'- 

6. Formation des conditions ndcessalres pour que lYquation (i) air ses points 

critiques /ixes. 

Je voudrais indiquer maintenant la faqon precise dont j 'ai appliqu6 la md- 

rhode de M. PAINLEV]~ pour former les conditions ndcessaS"es que v6rifie route 

~quation (I) ~ points critiques fixes. L'6quation ~ ~tudier est de la forme 

(5) y" = A (y, z) y'~ + B (y, x) y' + C (y, x) 

oh A est l 'une des expressions 0 ~. Les expressions B et C sont des fonctions 

rationnelles en y, dont les pSles, d'apr~s un r6sultat de M. PAINLEV~, sont sim- 

ples et coincident avee les pSles de A; la transformation y Y = I limite le degr6 

de B e t  C en y par l 'application de ce m6me r~sultat au p61e Y = o. 

J'emploie alors la substitution de M. PA~NLEV~: X ~ X o + ceX, Y ~ ce y d'ofi 

une 4quation dont l'int6grale g~n~rale est ~ points critiques fixes quelque soit c~, 

saul peut-6tre pour ~ ~ o ,  donc encore pour c~ ~ o: cette ~.quation off ~ a ~t~ 

annuld, ou ~uation simpli/ide est du type suivant 

(6) y r r=a0yyr+b0yS  si A : o  

(7) Y" yr~ - - + a 0 y y r + b 0 y 3  si A 
Y Y 

(8) y = ) -  I - -  + a o y y ' +  boy 3 pour les 6 derni~res formes de A 

(n entier ~ o ,  diff6rent de o ou de :k i; ao, b,, d6signent les valeurs pour x .... x0 

de deux fonctions a(x), b(x) ea|cul6es rationnellement au moyen des coefficients 

de l'6quation propos4e.) 

C'est dans l'4tude de l~ simplifi6e (8) que M. PAINLEV~ a laiss6 6ehapper 

un cas important;  cela explique comment les r6sultats de M. PAENLEV~ 6taient 

complets pour les 2 premieres formes de A; la simplifi6e (8) rent re  dans les 

6quations off A a la 3 ~me forme possible, et on voit comment les 5 dernibres for- 

rues de A conduisant ~ la m6me forme simplifi6e, une telle omission pour la 
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3 ~m' forme de A en t r a lne  des omissions cor respondantes  pour  les formes suivan- 

tes de A. 

E n  tous les eas les 3 simplifi~es s '6 tudient  de la m6me fa~on: la variable 

ind6pendante  x manque ,  d 'oh  r6sulte que si l ' int6grale g~n6rale de cet te  simplifi~e 

est a points  cri t iques fixes, elle doi t  ~tre de plus uniforme.  Cette  int6grale 

s 'ob t ien t  par  quadra tu res :  si on 6crit yr=uy~,  u v6rifie une 6 q u a t i o n u ' ~ u r ~ / ( u )  

off / est  ra t ionnel le  en u et  on a en m~me temps y ~ ~f(u, u'), rf 6tant  ra t ionnel le  

en u et  ur: or BRIOT et  BOUQUET ont  d6termin6 routes  les formes possibles que 

peu t  avoir  la f ract ion / (u) .  L'appl ica t ion  de leurs r~sultats  donne ou bien 

a (x) ~ b (x ) - -  o ou bien a a ~ + f l b ~  o, c~ et  fi 6 tan t  deux constantes  num6riques 

non nulles tou tes  deux. 

Occupons-nous d ' abord  de la seconde hypoth~se  c~a:+ flb~_o; a(x),  b(x) ne 

sont  pas nuls tous 2 iden t iquement .  Cherchons s'il n 'ex is te  pas, pour  une valeur  

quelconque x o a t t r ibu6e  s x, une int6grale de l '6quation,  non simplifi6e, qui est 

6tudi6e 

(5) y" ----- A (y, x) y'~ + B (y, x) y' + C (y, x) 

qui adme t t e  x = x 0 eomme pSle. Si cela a lieu cet te  int6grale est  repr6sent6e 

par  un d6veloppement  

a~ a2 
(9) Y =  (x--Xo) i + ( x - - x 0 )  i -1  + ""  

oh a~, a 2 , . . ,  sont  des constantes ,  i un ent ie r  positif. E n  subs t i tuan t  dans 

l '6quat ion (5) on doit  avoir  une identi t6;  les termes polaires de degr6 le plus 

61ev6 sont  respec t ivement  

y ,  Y'* y~ 
- -  y y' 
Y 

i + 2  i + 2  2 i + I  3 i 

I1 fau t  n6cessairement que  i = i sinon i + 2 < 2 i + i < 3 i sans 6galit6: si b =~ o 

le t e rme de degr6 3 i  si i > I  ne pour ra i t  d i spara l t re ;  si b_~o, on aura i t  a : l : o  

et  alors le t e rme de degr6 2 i  + ~ ne pour ra i t  d ispara l t re .  

Nous  raisons i = ~ et  subs t i tuons:  a, est  donn6 par  une  6quat ion du  pre-  

mier  degr6 si b ~ o ,  du second si b : ~ o ;  puis a2, aa . . . .  s ' expr iment  tous au 

m o y e n  des coefficients pr6c6dents  pa r  une  6quat ion du  premier  degr6, sauf peut-  

~tre l 'un  d ' eux  et  un  seulement  qui d i spara i t  de l '6quat ion qui devra i t  le four- 

nir :  mais alors il reste  une re la t ion qui est n6cessaire pour  que ee pSle existe:  

ee t te  re la t ion devan t  ~tre v6rifi6e quel que soit x0 en t r a ine  une  identi t6 en t re  

les coefficients de l '6quat ion (5). 
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Si l 'on prend  la premiere  hypoth~se  a(x)~--b (x ) - -o ,  on a r r ive  ~ un r4sul ta t  

semblable. Je  forme dans ce cas une nouvelle simpli/ide en posan t  dans (5) 

x ~ x0 + c~ X, Y = ct ~ y, d'ofi pa r  le m6me m4canisme 

(6 bis) y" ~ e0 y '  si A ~ o 
\ 

(7 bis) y " = Y ' ~ + e 0 y '  si A ~ I  
Y Y 

(8 bis) " " ~ Y ' ~  ( I - - - ~ ) +  eoy' pour  l e s 6  derni%res formes de A Y y 

(n dSsigne le m~me ent ier  pour  (8) et  (8 bis), eo est la valeur  pour  x = x 0 d 'une  

fonct ion e(x) calcul4e ra t ionnel lement  au moyen  des coefficients de l '4quat ion 5). 

Cette nouvelle simplifi4e s ' int~gre encore par  quadra tu re .  J ' emplo ie  d'ail- 

leurs l 'art ifice suivant ,  je pose y ' ~ z y  d'ofi y ~ / ( z ,  z r) off / est ra t ionnel  en z 

et  z r et l '~quat ion 

Io) z" = 7 z z' + J z s 

off 7 et  ~ sont  des constantes  num4riques:  ce t te  4quat ion (Io) est  pr4eis6ment 

du type  de la simplifi4e (6) don t  on a d4termin4 toutes  les formes possibles. 

La conclusion est celle-ci: dans (6 bis) et (7 bis), e(x) peu t  fitre iden t iquement  

nul ou non;  dans (8 bis), e(x) est i den t iquemen t  nu], s i n  n 'es t  4gal ni h 2, ni 

4, ni h - - 4 ;  pour  ces derni~res valeurs  de n, e(x) peu t  fitre ou non ident ique-  

ment  nul. 

Si e (x ) - -  o l '4 tude est  finie. 

Si e(x)z]~o nous remontons  comme plus hau t  de la simplifi~e s l '4quat ion 

(5): je cherche comme plus haut ,  si pour  x=~Xo off x 0 est quelconque, s'il existe  

une int4grale a d m e t t a n t  x 0 pour  pSle. P o u r  des raisons semblables i ~  2, a, est 

donn4 pa r  une 4quat ion du premier  degr4; les coefficients suecessifs se caleu]ent  

comme plus hau t  et on arr ive par  le m~me m4canisme h une identi t~ ent re  les 

coefficients de (5). 

Cela fait  on a 4puis~ tou t  ce que ee t te  m6thode peu t  donner  pour  la valeur  

y ~  ~ ;  il reste ~ faire, su ivant  la forme de A une 4tude semblable pour  les 

autres  valeurs singuli~res de yr, consid4r4es comme fonct ion de y, s savoir  

y ~ - o ,  i ,  ou x. On ram~ne ee t te  4tude h eelle de y ' =  oo par  une subs t i tu t ion  

faite sur (5) 

. y  I I I 
= on Y = - -  ou Y ~ - -  

y y - - x  y - - x  
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7. Une quest ion se pose ici: j 'ai  exprimd que ]es ~quations ~tudides ad- 

m e t t e n t  des pSles mobiles (ou des z~ros, ou des unitgs mobiles). Mais ees condi- 

t ions sont-elles ndcessaires pour  que l 'dquat ion ai t  ses points cri t iques fixes? 

La  rdponse est aff i rmative.  M. PAINLEV~ a donnd l'~nonc~ g6ndral de ee 

th~orbme et  l 'a  ddmo~Jtr~ en ddtail dans le cas off A ~:-o (Bulletin des Sciences 

mathdmat iques  1900). J ' en  donne une d~monst ra t ion  explici te pour  r u n  des cas  

nouveaux  que je propose  (voir plus loin, page 49). La ddmonst ra t ion  employee 

mon t r e  qu'elle s '~tend auk autres  cas. Je  supposerai  done ce point  acquis. 

Rendons  nous compte  du nombre  de condit ions obtenues :  il suffit  de rai- 

sonne t  pour  y ~ ~ ;  il y ava i t  3 c a s h  consid~rcr, d 'apr~s ]a na tu re  des fonct ions 

a (x),  b (x),  e (x).  

z ~ cca~+ f l b ~ o ,  sans que a et  b soieut iden t iquement  nuls tous 2. 

Su ivan t  que  c~ est nul ou non, il y a une ou deux  familles de p61es mobi- 

les simples, e t  comme une fami]le de p61es mobiles peu t  ou non conduire  h une 

ident i t4  en t re  les coefficients de (5), nous  avons en comptan t  c~a~-§ au 

plus 3 relat ions iden t iquement  vdrifides. 

2 ~ a (x)~=b(x)~_o, e (x)-i_ o, une famille de pSles doubles mobiles, donc 

comprenan t  a (x) ~ o, b (x) ~ o au plus 3 relations. 

3 ~ a ( x ) - -b  (x)- -  e (x) ~ o. Cela fai t  exac t emcn t  3 relations. Je  vais mont -  

rer  ici comment  ce dernier  cas, off nous avons cess~ d 'al ler  plus loin, se r a t t ache  

]ui-m6me s l 'existencc de p6les mobiles:  je ddveloppe l '~quation (5) su ivant  les 

puissances ddcroissantes de y: elle est alors (n ent ier  ~ o ,  ~ o, ~ - - z  mais pou- 

van t  ~tre r162 

�9 Y ' =  z + a ~ ( x ) ~ + a 2 ( x ) Y ' ~ +  

/ + . . .  +b,(x)  y' +b2(x) +b3(X) y~. 

+ e~(x) y + e2(x) + e~(x) + . . .  
Y 

Si l 'on admet  l 'existence d ' u n  p61e, on a en appe lan t  i l 'ordre  de ce pSle et en 

p rcnan t  le t e rme  de degrd ]e plus dlev6 dans chaque  ligne: h la premiSre deux 

termes de degrd polaire i - ~ 2 ,  s la seconde un de degr~ i + i ,  h la 3 ~8 un  de 

degrd i: les deux  termes  d e  degrd i + 2 se d4t ru i ront  donc,  d'ofl la relat ion 

i - ~ - - n ;  donc le p61e ne peu t  exister  que s i n  est  fini et ndgatif:  je fais y ~ z  '~ 

et  vdrifie que z vdrifie une dquat ion du second ordre  pour  laquelle z ~ o est une 

valeur  ordinaire;  donc pour  x ~ x 0  il existe une intdgrale z pour  laquelle zo L_ o 

Acta math~natica. 33. lmprim6 le 9 juin 1909. 2 
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ct z~0 est ~rbitr~ire, autrement dit l'~quation (5) admct l'int~grale Y : ( x - - X o ) - "  +""  

off ). est arbitr~ire. 

En r4pStant cette 4tude pour y ~  o, ~ ou x s'il y a lieu, on volt done 

qu'on obtient un nombre fini de relations diff~rentie]les algPbriques entre les 

coefficients de l'~quation (5), par un proc5d5 rSgulier de calcul. 

8 . -  Le r6sultat tr~s remarquable obtenu pour les 6quations du second 

ordre et du premier degr6, rationnelles en y, est que l'ensemble des conditions 

n6cessaires obtenues par ce proc6d6 est en m~me temps suffisant pour que l'in- 

t6grale soit h points critiques fixes. 

Dans le cas oh l'6quation contient y non plus rationnellement, muis alg6- 

briquement, sans 6tre susceptible d'6tre ramen6e h une autre off y figure ration- 

nellement, c'cst-h-dire off ]~ relation H(y, u ) ~  o dont il ~ (*t6 question plus haut 

est de genre I, il n'en est plus de m~me, comme M. PAiM,Ev~ l'avait montr6 

pour l'6quation 

y,, ~ | y[2 k-~ (i + ]c-')] i /" 

sur cet exemple, l'int~gration seule montre qu'on dolt (~crirc unc relation cette 

fois transcendante et non plus alg~brique, que la m~thode pr~cSdente ne peut  

donner. 

9. Formation explicite de routes les dquations (I) ;t points critiques ]ixes. 

Les ~quutions indiqu~es par M. PAI~LEV~ ~taicnt explicitement commes, 

par exemple y r ~  5 y~', y ~ =  5 y ~ - - ~ -  ou y'----6 y~+ x, sauf une seule ~quation 
24 

(E) y , : _ _ y y ~  + y3__ I2 q(x)y + I2 qr(x) 

oh q (x) v4rifie l '4quation q" = 5 q~ + x qui est l'une de celles prdc(~.demment cit(~es. 

Si donc on regarde comme connues les transcendantes engendr~es par ]es ~qua- 

tions algdbriques du 2 ~me ordrc et du ier degr5 h points critiques fixes, cette 

4quation (E) est donn~e explicitement. 

Mais dans les cas nouveaux que j'ai mis en ~vidence je rencontrais des 

syst~mes de conditions diff~rentielles dont l'int~gration 4tait, quoiqu'au fond 

bien simple, assez difficile ~ apercevoir. Prenons par exemple l'~quation 
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U (y �9 ) yr~ + (ay + b c + d) y' + 
Y ' ~ 3  + y - -  I y y - - I  , 

( y - -  y �9 

Sur cette forme d'Squation off a, b , . . .  1 d~signent 7 fonctions analytiques de x 

on a dSjs exprim4 routes les conditions que l'on peut obtenir par les 4quations 

simplifi5es. I1 y a ensuite ~ ~tudier les valeurs singuli~res ~ ,  o, I de y: il y a 

deux familles de pSles mobiles donnant chacune une relation, de m~me deux 

familles de zdros et d'unitgs mobiles, donnant  chacune une relation; on obtient 

ainsi le syst~me 

[ h + 3(ad § a ~ - a  I) = o 

k + 3(bd  + bc + b ~ - b ' )  = o  

1 + 3 (ca + cb + cd + c ~" - -  d)  ~- o 
m )  

(2h § 3a2) " § 6 ( a h r - - 2 h a ' ) ~ 9 a 3 ( b - - c )  + 6a~(k + 1)~- o 

(~ k § 3 b") ~ § 6 ( b Y - -  2 kb') ~ 9 b3( a + c) + 6 b"(h - - 1  - -  3 c~) -~ o 

(2 l + 3 c~) ~ § 6 (cl' - -  2 lc') - -  9 ca (b - -  a) + 6 c ~ ( - -  3 a~ - -  h - -  k ~ 3 b~) ~- o. 

On verra plus loin comment ces 6 ~quations permettent  d'exprimer les 7 

fonctions inconnues au moyen d'une fonction auxiliaire arbitraire et de plus cet 

exemple montre d'une fa~on frappante comment, par un m~canisme qui est gdn~- 

ral, mais qui il ~tait difficile de pr~voir, la r~solution de ce premier probl~me, 

int4gration des conditions relies que (iI)  est intimement li~e E l'int~gration de 

l'Squation diff~rentielle (i) elle m~me quand cette int4gration est possible ou s 

la r~duction de l '6quation ~ un des 6 types irr~ductibles I ~ VI. 

D'une mani~re precise, les relations n~cessaires [(i i)  ou analogues] se lais- 

sent int4grer explicitement, en ne consid4rant comme connus que les ~14ments 

analytiques suivants: fonctions rationnelles, exponentielles ou elliptiques, intd- 

grales des 6 (~quations irr~ductib]es que j'ai donn~es plus haut. 

Ces relations ndcessaires sont d'ailleurs sul l i santes:  route ~quation du second 

ordre r~pondant ~ ce~ conditions se ram~ne soit s une 6quation lin4aire (d'ordre 

2, 3 ou 4) soit h une ~quation int~grable (par quadratures, ou par les fonctions 

elliptiques et d~g~n6rescenees), soit h l 'un des 6 types irr~ductibles I h VI. 

Pour les ~quations int~grables, la fixit6 des points critiques r4sulte de l'int4- 

gration m~me, pour les autres elle r~sulte de ce fait que les 6 dquations irr5- 

duetibles I i~ VI ont, comme nous l 'avons dit, leurs points critiques fixes. 

J e  eiterai, parmi celles dont l'int~gration etait le plus cach~e les ~quations 
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y, (i i} y'2 ( c) na~2)~y s h 

pour lesquelles j 'ai d'ailleurs donn6 deux m6thodes d'int6gration. 

10. - -  Je vais maintenant donner plusieurs tableaux de types eanoniques, 

diff6rents suivant le but  qua l'on se propose. 

Je donne d'abord un tableau T d'6quations, Y" = F ( Y  ~, Y, X ) o u  F est 

rationnel en Y e t  yr, qui permet d'obtenir routes les 6quations y'-~/(y ' ,  y, x) 

oh ~ est rationnel e n y  et yr, dent l'int6grMe g6n6rMe est ~ points critiques fixes} 

Si dans le tableau T qui va suivre ]'e//ectue la frans/ormation-homographique 

la plus gdn&ale 

y = l ( x ) y  + m(x) X = c f ( x ) ,  
p (x) y + q(x)' 

oh l, m, p, q, ~f sent des ]onctions analytiques quelconTtes de x j'obtiens toutes les 

dquatious du second ordre et du premier deffrd eu y', rationnelles eu y dent l'intd- 

grale gdngrale est ~ points critiques /ixes. 

Ces 6quations du tableau T sent de la forme 

Y" = A ( Y, X) Y'* + B( Y, X) Y' + C (Y, X), 

oh A est l 'une des 8 expressions O r. 

Dans ce qui suit a, [t, 7, 3, ~ sent des constantes num6riques; q(X), r ( X ) , . . .  

des fonetions analytiques de X. 

A - - o  

(I) Y" ~ o 

(2) Y " ~ 6 Y ~  

(3) Y'~ 6 Y~ I 
24 

(4) Y " ~ 6  y8 + X 

(5) Y " = - - 3  Y Y ' - -  Y~ + q(X)(Y' + Y~) 

(6) Y " ~ - - z Y Y '  + q ( X ) Y + q ' ( X ) Y  

(7) Y" = z Y~ 

(8) Y " = z Y * + a Y + $  

Jo rappelle qua le cas oh f e s t  rationnel en y a seul besoin d'etre compl6t6. C'ost le 
saul dent jo m'occupe dans tout ce m6moire. 



(9) 

(Io) 
i t 

A ~  
Y 

y . ,  

( I I )  Y I ' - -  
Y 

yr2 
(.2) Y"--  

Y 

yt2 
( I J )  r t t - -  y 

y t s  

( I 4 )  r"-- Y 
yt~ 

('5) Y"--  Y 

yrs  
(16) Y"--  y 

]~qautions differentielles dont l'integrale generale est a points critiques fixes. 13 

Y " =  z ya + XY + a 

y , =  __ y y ,  + y3__ 12 q ( X ) Y +  12  q ' (X)  a v e c  qX* = 0  q " + S ,  S - -o ,  - -  I " - -  OU X .  
24 

~5 
- - - - + a Y S + ( t Y ~ + 7  + y 

Y'  , (ay~ + [~) + T y  3+ y 
x + X  .. 

y~ 
- - - -  + q y - - q '  + r Y Y '  + r ' Y  ~ 

Y'  d r' 
- -  - -  + -Y  + r Y e - -  Y d - x r  

I 
q' y y,  _ _  q; y2 + q Y 

( i)i 
A---- I - -  y ,  n entier > i  

(17) Y"----(I -I) Y"y 

yts 
( I8 )  Y"--  + 4 ys 

2 Y  

yts  

(I9) Y"---- + 4 Y s + z Y  
2 Y  

yr~ 

(20) Y " = - - + 4 Y 2 + 2 X Y  
2 Y  

( 2 I )  y r t =  3 Y'~ ~-~- + 3 Y' 

(22) Y" 3 y,s 
4 Y  

(23) y . =  3 yt~ 4 Y  + 3 Y ~ + a Y + f l  

1 Ces 2 tableaux pour A = o et A = -* 6taient complets  chez M. PAI~LEV~; je les reproduis 
Y 

ici pour la clart6 de ce qui suit. Lea modifications que j'ai apportdes ~ cea 2 tableaux m'ont  6t6 
sugg6r6es aussi pour la aimplification des 6quations que j 'ajoute dana lea autres tableaux. 



14 B. Gambier. 

(24) 

(25) 

(26) 

( 2 7 )  

Y " =  I -  -Y-- + q Y Y '  (n + 2)" n~+-2 

y , _  3 yr., 3 y y I  y3 q, 
4 Y 2 - 4  q- ~ ( Y ~  + y2) + r Y  + ff 

- - I  
y .  3 Y'., 'Y'  Y., 36q'~ q " ~ 6 q " + S ,  S ~ o ,  24 4 y + 6 q ~  + 3  + I 2 q Y - - I 2 q "  y , 

-F- + ]''(q' r) Y Y '  + ~f.(q, r) 1" n - -  2 Y' 
n Y (n + 2)" 

+ I n [ l ' - - / ' G v " ]  Y" + ~Pn(q, r) Y - - t f n  . . . .  
n + 2  n Y  

- - o u X  

([~, %. ~O,~ &ant  3 fonetions rationnelles de 2 fonetions arbitraires q, r et de 

leurs d6riv6es dont le calcul sera indiqu6 dans le texte, page 54) 

2 Y YYr  + !tY' + - - - -  2 ~Y., + 3 q' + Y - -7 -2  r~ 
2 Y 

V : -  V, V ' o -  V', 
avee r - - ,  q - -  " et V, et 

2 V ~ -  V: 

) de V " - 6 V  ~ + S ,  S - - o ,  24 ou X 

V 2 &ant  deux int6grales quelconques 

(29) 

(30) 

(3~) 

(32) 

(33) 

(34) 

(35) 

Y'~ 3 ys y .  = + 
2 Y  2 

Y" = 2 Y + 2  TMYm 3 yz + 4 c~ Y~ + 2 l~ Y - -  -ff--zY 

Y" yr~ 3 y3 
=2-Y + - 2  

yr _ _  I 
]7lr = _ _ - -  

2 Y  

Y/~- I yt, 

2Y 

Y r  I y "  

2 Y  

[ g t r  2 yr 

3 Y 

+ 4X Y~- + 2 (X ~ - -  a) Y l'~ 
2 Y  

+ 4  Y~+ceY 

+ 4 c t Y . , - - X Y  

2 q y ,  Y' ~ ( q, 8 qO'l y 
2 Y Y '  + - + r  + ' Y 3 - - I ~  4 + r +  3 ! 
3 3 }~ 3 3 

3 r~ 

Y 
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S 2 q.~ 
o6 l 'on a q ' = 2 q a + S q + T , r  (q~+q'-) et 2 + S q + T  d6signe l 'une 

3 3 
queleonque des 3 expressions 2 q~, 2 q'~ + aq + `8, 2 q'~ + Xq  + a 

]7t2 
(36) Y" 4 Y 

5 
2 y y ,  q Y ' q  r ~ - - + 4 ] ' ~ +  14qy._,4  r - -  q'+6~q~/ Y 

. . . . .  �9 3 5-! 3 ~ ~ 

q r _ 5 r / _  5 r  ~ 

3 3 9 Y 

avec q 
V I - -  V I I  

V ~ - -  V~ ' 
36 ._ qr_G_-  viii '  

r . . . . .  V , +  - V :  5 L V : - - V , J  5 

I 
Vt et V, d6signant 2 int6grales queleonques de V" ~ 6 V -~ + S, S = o, - - - -  ou X. 

24 

Si V,_ tend vers V~ (cette remarque s 'applique h tous les cas analogues) que 

V'~-- Vr~ ~ Soit V ( X ,  ce, ,8) l ' int6grale g6n6rale de V ' = 6  V " + X  faut-il  entendre par V2-- VL " 

par  exemple; V~ est obtenu en donnan t  h cr et /i les valeurs num6riques cq et 

OV OV, (X,  ~, t?) eette d6riv6e off j 'ai rem- p',; soit de mCme ~ ( X , c , ,  ;3) j 'appel]erai ~)~ 

plac6 a e t  fl par  a~ et fit: dans ees conditions si V2 fend vers V~ on eonsid6rera 
" 2 7  

V ~ - - V ~  comme repr6sentant  ~ + !*~OX off ), et u sont deux constantes  
V~ - -  Vl - Y V1 ~J VI 

num6riques arbitraires.  

I I 

A --=- ~ + y ~  2 

(37) Y" = 

(38) Y '  = 

(39) Y" = 

{4o) Y ' ~  

+ `8 . . . . .  
( Y - - I )  

y~ 

~2 Y Y-~--II - - X  + X -~ + + 7 ~  + -~Y--I--  ...... 

+ 2 [q2 _ r-O _ (q, + r')] ]"  

a v e c  d - - 2 q s ~ - o ,  t ~ + 2 l r ~ o  
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A -- + 

r s q + r + s] y, 
Y Y - - I  2 3 

+ Y(Y--  I)[3 q'~ Y 3 r~ 3 8~ + 
l "~ ( Y - - I ) :  

+ 3q' + 3 q ( r + s - - q ) +  

avec 
V I E 

3 q = v - - V + ~ - - 2 C  

V' E 
3 r ~ v +  V + - ~ + 2 C  

3 s = 2 V  

V ' ~ 2  Vt2~V + 23 V ~ + 4 CVO. + 2 D V . _ _ _  

+ 

E -~ 

2V 

3 r ' - - 3 r  (r + s- -q)  

y + 

3 g - -  ~ (q + a + r)] 
J 

eette 
pr6e6demment 

derni~re 6quation repr6sentant l'une quelconque des bquations rencontr6es 

Vii ~ V12 
2 F + 3 - V  a 

2 

2 V + 3 - V s + 4 a V ~ + 2 ~ V ~ -  2 2 V  

V" V'~ ~- ~ + 23 V ~ + 4 X V  ~ + 2(X~_~,)V - -  
~ 2 

2V" 

4 

(43) y ,  3(y+4 Y-~III ) y,2 

(44) Y" ~ ( i  i ) y,~ y _  [ce /3 + 2 ~'(2 Y - -  I)] +y_~ 



(45) 
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4 Y-~I I  + a +  y y-L_ I 

+ Y ( Y - - ~ )  SD ~ y - -  + g.. ( y _ , ) ~ + ~ +  y-_--~ 

avee D V 2 - - V ,  b - - c = - - 3 ( V ,  + Vo), a V '2 - -V ' ,  
2 ' 2 " V ~ -  V, ' 

3 V ' 2 -  V', 
b + c ~ - - -  

2 V 2 -  V1 ' 

h = 2 b ' + a b ,  k = 2 c '  +ac  

et V,, V2 &ant deux int6grales quelconques de l'une des 3 6quations V"~  2 V s 

ou V " = 2  V 3 + a V + f l ,  V " = 2  V 3 + X V + a .  

(46) y,, 3 ( y +  i ) [}' i ] y , +  4 -Y---~ Y'~' - -  + 3 h' 2h Y - - I  

+ [81i,~ (y __ 1)__9 thSI ~ I h (3 hit 9 ]i/~l I ] y 
4~hI (Y--xf- + Y + 2h~I ~---~ Y(--i) 

avec q " = 2 q 3  +aq+{3 ,  h = 2 ( q '  + q * ) + a  

+ h" 4 ~h I ( Y -- I)'- + Y + h 2 h2l Y -- lJ 

avec q " =  2 q3 + Xq 4- a ,  h = 2(q' + q~) + X .  

A~_-  + - - - - +  
2 Y - - I  

yt, Yt211__ I 
(4S) 

2 I Y  Y - - I  

2 Y - - I  

+ + 

+ Y(Y-- l)(Y--ct) + (Y--I) z (Y--el + ~ 

+ 

+ - - Y '  ~ + X~----~ 

Y ( Y - - I ) ( Y - - X ) [  fiX 7(X--  i) (~-- I ) X ( X - -  I)] 
+ ( r - x ) ,  

Acta mathematica. 33. lmprim6 lv 9 juin 1909. 
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I 

A ~ 3 ~  + 2 ( ~ - -  I) 

, ) (  c) 
(50) y , ,=y ,~ .  2 +2(- -Y-- I )  + a Y + b + ] ~  Y ' +  

+ Y + / +  + ( y _  ~ ) ~  + y + 3()h- I ) ] Y ( Y - I )  

I 0  avec a = - - - - ( t + u ) ,  c = - - 4 - ( u - - 2 t ) ,  b 2 t + S u  
9 9 9 

, h 9 H ' ,  
2 

2 k = 6  (c ' - -  bc) - - 3  c", / = 32 (a'--  ab) 3 a"-, 
4 

{-v',-  v', v ' : -  v',] [v' - H' = 2 V'~ V ' ~ -  V'~] 
t = _ - I Y ~ V ,  + V ~ - - V , J '  II  V22--V, V 3 - - ~ J '  U = - - H -  

- - I  
V~ V2, Vs &ant  3 int~grales partieulibres de V" = 6 V ~ + S, S -- o, - - -  ou X. 1 

' 24  ' 

11. - -  Probl~me inverse. 

Etant donnde une dquation y " =  P(y', y, x) oh P e s t  rationnel en y' et y com- 

ment reconna~tre si elle a ses points critiques ]ixes? 

I1 suffit de v6rifier si une transformation 

y l(x)y + re(x) X = t f ( x )  
p(x)y + q(x)' 

permet de ramener l'6quation h l'une des formes donn6e dans le tableau T. 

Mais comment se calculent les coefficients l, m, p, q, ep de cette transformation? 

Pour les transeendantes irr6ductibles, l, m, p, q, ep sont des combinaisons 

alg6briques de l'6quation propos6e. Mais pour les autres il n'en cst plus de 

m~me, au moins en g6n6ral; l, m, p, q s 'expriment alg6briquement au moyen de 

et el; quant s la fonction ef elle est donn6e soit par une ou deux quadratures 

soit par l'int6gration d'une 6quation diff6rentielle du second ordre. Les op6ra- 

tions qu'exige le ealcul de cette transformation sont d'ailleurs les m&nes que cel- 

les qu'exige l'int6gration de l'6quation elle m~me: int6gration qui se ram~ne, 

a Si V~ ou V8 t e n d e n t  v e r s  Va, ou si V~ e t  I~  t e n ( l e n t  s i m u l t a n 6 1 n e n t  v e r s  Va ou  si V8 

t e n d  v e r s  V~, on  a u r a  ~ t r o u v e r  p o u r  t, H ou u les  v a l e u r s  l i m i t e s  de  q u o t i e n t s  de  f o n c t i o n s  

O 
o r e n a n t  la  f o r m e  o" C e t t e  l i m i t e  s e r a  i n d i q u 6 e  d a n s  le t e x t e  et se fair  c o m m e  il a 6t(; indi- 

qu6  p r 6 c 6 d e m m e n t ,  page  15. On vo i t  que  p o u r  l ' 6qua t ion  (So) il y "tara u n  n o m b r e  cons id6ra -  

de types particuliers. 
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nous l 'avons vu, soit ~ des quadratures soit s l 'int6gration d'une 6quation lin6- 

aire d'ordre 4 au plus. 

I1 est alors plus avantageux, pour traiter le problbme inverse, de dresser 

un nouveau tableau O des types canoniques auxquels les (~quations y" ~ P(y',  y, x) 

se laissent ramener alg6briquement par une transformation 

rl ~,(x)y + ,u(x) ~'=rp(x) 
:~(x)y + X(x)' 

2, !t, z:, z, rp se calculant cette fois alg~briquement. Ce tableau O est trop con- 

sid4rable pour pouvoir le donner explieitement: il faudrait reprendre ehacune 

des 5o types du tableau T et lui faire correspondre dans le tableau O un cer- 

tain nombre d'6quations en nombre consid6rable: ]a derni~re 6quation (5o) par 

exemple conduit ~, plus de IOO types. ~ Les 6quations (28), (35), (36), (42), (45), 

(46), (47) donnent aussi un hombre consid6rable d'6quations correspondantes dens 

le tableau O. 

Je me bornerai done h. prendre comme exemple les 6quations (29), (3o), (3r). 

Le raisonnement 6rant le m6me pour routes, le genre de calcul le m6me, il suffira 

de quelques indications rapides pour permettre de reeonstituer les types O dens 

t ous l e s  cas. 

12. - -  J e  vais maintenant extraire du tableau T u n  tableau (t), dent  il suf- 

fit d'indiquer la nature de chaque 6quation pour en d6duire imm6diatement la 

nature de routes les ~quations T et en donner l'int6gration effective, quand on 

regarde comme compl~tement connus les ~16ments analytiques du tableau (t). 

C'est le tableau suivant ~ 

(I) Y" = o  

(3) Y ' = 6  Y~ I 
24 

(4) Y " = 6  Y ~ + X  

(5) Y ' = - - 3  Y Y ' - -  y3 + q ( X ) ( Y '  + Y~-) 

(6) Y"= ~ 2  Y Y '  + q(X)  Y' + q'(X) Y 

(7) Y " = 2 Y S  

(8) Y ' ~ 2  YS + a Y  + fl 

' Voir pour chaque ~quation (t) ce qui on a dt6 dit au tableau T. 
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(9) Y " = z Y ~ + X Y + a  

yr~ 
(w) Y"=-- 

Y 

yr~ 
(II)  y u =  +6cYS + [ ]7  2 + jz + y 

Y 

(12) Y " ~  
yl, yt 

Y X 
+X +~)+ z + 

(13) Y"~ Y'' Y' -~-+q-~--q'+r YY'+r'Y' 

(i4) y,,==(l _I) Y'~ q, n*l ~ y3 + nq' y, 
--Y-+ Y Y  (n + z)' n~2 

(I5) Y"= 

(16) Y" -- 

I)Y" -- nl~ y~ *--~ --y-+/.(q, r) YY' + ~p,,(q, r) Y '-n 2 Y' 
n Y (n + 2) ~ 

+ n(f',,-/.,r.) y~ + r (q, r) Y- ~,~ --- 
)Z+2 

Y" 3 Y~ 
2-Y + 2 

nY 

(*7) Y" -- 
y,s 3 ys 7' 
2 Y + 2 + 4 a Y '  + 2 { t Y - -  2 Y  

(18) Y"= 
y,s 3 ys ]~ 
2Y + 2 +4XYS~,'z(X'--a) Y---- 

2Y 

y r ~  I 
(19) Y" 

2Y 

(, i)  
(zo) Y"= Y" z-y + y-_-~, 

(20 Y " =  Y'* + y - ~ ,  + Y(Y--1) ( Y - - , ) +  p Y - - z  
I)~] (r-- 

(zz) + (Y--l)'( r Y ~Y(Y+,) 
X* a Y  + + T x + Y--I 

2 Y--I 
+ 

+ Y(Y--x)(Y--a)[{I+~,+--- 
(Y-- r)' 
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+ 2X'(X-- r~- - f l~+7(y_l )  ., (y_x)~ �9 

l~emarquons en passant que ]es coefficients do toutes ]es 4quations (t) sont 

explicitement connus. Ces coefficients sont rationncls en X, saul pour 5 d'entre 

e]les: (5), (6), (13), (14), (15) oh figurent des fonct, ions analytiques q, r arbitraires 

de X et leurs d6riv6es jusqu'g un ordre fini. Ces 5 6quations sont d'ailleurs 

int4grables. 

1 3 . -  Toute 6quation de T non contenue clans (t)d4rive d'une 6quation 

du tableau (t) par le proc6d4 suivant. 

Pour abr6ger le ]angage j'appel]erai 6quation secondaire l'6quation Y" -  

p(Y', Y, X) consid6r6e dans T et V"=P(V', V, X), l'6quation de (t) g laquel]e 

clle se ram6ne, (pour la clart6 j'ai remplac6 Y par V pour l'6quation de t), sera 

dite 6quation primaire. 

J 'apprends g former pour l'6quation secondaire Y"=p(Y ' ,  Y, X) une fonc- 

tion V = F ( Y ' ,  Y, X) rationnelle en Y' et Y telle qu'inversement j'aie Y =  

go(V', V, X), go 6rant rationnello en V' et V. Le syst~me diff6rentiel 

Y----F(Y', Y, X) 

y=go(v', v, x) 

4quivaut ~ l'4quation seeondaire, qu'on obtient par 41imination de V, tandis que 

l'61imination de Y conduit g l'4quation primaire. 

Or l'6quation primaire a ses coefficients explieitement eonnus; voyons com- 

ment on obtient les coefficients des fractions rationnelles go(W, V, X), F(Y',  Y, X) 

et p(y,, y, X): Appelons V(X, a, fl) l'int~grale gdn6rale du type canonique 

primaire et V i l'int6grale partieuli~re eorrespondant aux valeurs num6riques ~j 

OVj OVj, 0 ~Vj 0 ~Vj lesd6riv6esde et fl~ donn6es g a e t  fl; soient de m6me OX' Oa OaOi~' OXOa"'" 

V off l'on fair a=ai,  fl=fli; la fonetion of(W, V, X) rationnelle en V ct V r a 

pour coefficients des eombinaisons rationnelles de 3 (au plus) int6grales parti- 

0 Vj 0 Vj ~s Vj les d6riv6es culi6res Vj, soient V,  V2 et V3 et des d6riv6es OX' Oa'"'-OXOa' 

6rant au plus du 3 ~me ordre; or quand on fair sur l '6quation primaire V " :  

P(V r, V, X) une telle transformation Y :rp(V', V, X) il est bien clair que l'6qua- 

tion secondaire obtenue Y"=  p(Y~, Y, X) a ses coefficients n6eessairement tran- 

seendants et que ees coefficients s'expriment d'une fagon route sembable au moyen 
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de V,  V:, V3. C'est ce que l'on constate imm~diatement sur le tableau T. 

Ceci explique aussi ce que j'annt)ngais au paragraphe 9, ~ savoir que la ddter- 

mination des coefficients des 6quations 6tudi6es [c'cst-~-dire int6gration de syst~- 

mes diff6rentiels tels que xi] et que l'int6gration de l'6quation elle mfme, si 

cette int6gration est possible, ou la r~duction de cette 6quation ~ un type irr6- 

ductible, constituent en r6alit6 le m~me probl~me: tant  qu'on n'avait  pas apcrgu 

cette identit6 des 2 questions, difficile ~ priori ~ apercevoir, les efforts pour r6- 

soudre rune  ou l 'autre devaient rester st6riles. 

14. Conclusion. I1 est tr~s remarquable que les 6quations y , r  R(y', y, x) 

oh R e s t  rationnel en y', alg6brique ou rationnel en y dont l'int6grale g(~n6rale 

est h points critiques fixes puissent fitre d~finies explicitement soit ~ l'aidc de 

types canoniques algdbriqltes soit h. l'aide de types canoniques renfermant la vari- 

able X sous forme transcendante mais alors exprimables rationnellement au moycn 

des transcendantes engendr6es par les types canoniques alg6briques. 

Qu'il me soit permis d'exprimer ici s M. PAI~LEVE toute la reconnaissance 

que je lui dois pour les conseils ct les encouragements qu'il m'a prodigu6s au 

cours de mes recherches. 

CHAPITRE I. 

1 .  - -  B et C doivent fitre des fractions rationnelles en y n 'ayant  d 'autre 

B P (y' Q (y' x) pSle que y = o ,  done ~ x), C oh P et Q sont deux polynSmes en 
Y Y 

y. La transformation y Y = i montrc imm6diatement que P e s t  du second degrd, 

Q du 3 ~me. On peut done 6crire l '6quation sous la forme (a, b , . . .  h dtant ana- 

lytiques en x), 

~ + y' ay + b + ~j + dy3 + ey~ + /y + g + y, 

si ron  pose y Y  ~ I elle devient 
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( -;) . (2) Y " ~  i +  ~ y - +  Y' e Y + b +  - - h g s - - ! l Y ' - - [ g - - e - - ~  �9 

Ceci mont re  bien qu'i l  est  inutile de eonsid6rer les valeurs n6gatives de l 'ent ier  

n;  pou r t an t  dans la discussion il y a quelquefois avan tage  h laisser ind6termin6 

le signe de n: ceci p e r m e t t r a  par  exemple de d6duire imm6dia tement  l '6 tude de 

la va leur  y ~ o de l '6tude de y ~ Qr car en app l iquan t  les %sul ta t s  t rouv6s pour  

y ~ ~ ~ l '~quat ion (2) on obt ien t  les r6sultats  relatifs ~ y = o  pour  l '6quat ion 

(I). Ce n 'es t  qu 'en  fin de discussion que l 'on se bornera  au cas de n positif. 

La  s impl i f ide  que l 'on doit  former  av an t  l '6tude de y :  oo s 'obt ient  par  

x ~ x o + a X ,  Y ~ ~y, subs t i tuan t  dans ( i)  et  annu lan t  ensuite a. On a [ao=a(xo) ,  

d0 = g(x0)]. 
yrZ 

Je  pose y ' =  u y  ~ comme j'ai di t  dans l ' in t roduct ion ,  d'ofi l '6quat ion 

(4) u r~  == I ) + 
- -  (~  + I It~ + a ou + do 

~t 

I) u "  o 
- -  I+7 ~  + ao u + d o 

I1 suffit  de d6composer  le second membre  de (4) en 616ments simples, ce qui cst  

imm6diat  pour  la i ~re fraction,  puis d ' expr imer  que ce second membre  a l 'une 

des formes de :BRIOT et  BOUQUET: il suffit  dans les expressions O donn6es plus 

haut ,  page 2 de remplacer  y par  u. La  discussion est ext r f imement  simple, en 

r e m a r q u a n t  qu' ici  je ne peux  avoir  que deux  fract ions au plus et  que la somme 

I 
- - - - .  Si par  exemple je veux  avoi r  la 6 ~m~ forme des r6sidus est  6gale h i + n + i  

de 0 je dois la r6duire g 2 (  i ~_i fl} 3 uU-Z~a + et alors j 'ai  imm6dia tement  n ~ 2, 

a 0 ~ o  c 'est-s n ~ 2 ,  a ( x ) :  o et  de m~me dans les autres  cas. Je  donne  ici 

le %sum6 de la discussion. 

van tes  

Si n e s t  queleonque on peut  avoir  l 'une ou l 'aut re  des hypothbses  sui- 

n a ~- (x) 
a ( x ) - - d ( x ) - - o  ou d ( x ) - ~  (n + 2) ~-" 

Il existe trois va |eurs  particuli~res de n qui, en ou t re  de l 'une ou l ' au t re  de ces 

hypotheses ,  peuven t  donner  d ' au t res  hypo theses  admissibles: 
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a ~ 
P o u r  n = 2 on peut  avoir  ou a ( x ) ~ o ,  d~l:o ou d ( x ) ~ - - .  

2 

Pour  n = 3 on peut  avoir  d ~  3 a~ 
2 

P o u r  n ~ 5  on peut  avoir  d ~ 5 a ~ .  

D'apr~s  la remarque  faite plus haut  cette discussion sert en m~me temps h in- 

diquer  les relations possibles entre c et h qui sont :  

n c ~ 
pour  n quelconque ou c ~ h - = o  ou h ( n _ 2 ) ~  et pour  n = 2  ou c ~ h ~ o  

ou c -~ o, h - , : o .  On remarquera  d 'ai l leurs qu' ici  le cas de n = 2 ne donne somme 

tou te  rien de distinct,  pour  c et h, du cas de n quelconque.  

3. Si l 'on a a ~ d ~ o ,  il faut  former la seeonde simplifi6e en subs t i tuan t  

x ~ x  o + a X ,  Y = a "  y dans  (i) :  

(5) Y " =  ~ - -  y--  + e0 

e ( x ) ~  o est une solution acceptable,  sinon on pose Y'----n u Y d 'oh  e,, Y =  n [ u ' +  u~], 

u " ~ ( n - - 2 ) u u ' +  n u  z. Cette 6quation en u donne, d 'apr~s  les r6sultats de M. 

PAINLEV~ les 3 cas:  n = 2 ,  n =  4, n = - -  4, en 6ear tant  n =  :t: i .  

Donc a ~ d ~ _ o  ent rMne e-~o sauf si n = 2  ou si n = 4 e t d e m 6 m e c :  h ~ o  

ent rMne g---o sauf si n =  4. 

4. Les r6sultats pr6cddents eonduisent  h 6erire 14 types  et 14 seulement 

d '6quat ions  k 6tudier  

(i) / yff 

yf~ 

y" 

Y I - -  + b y ' + / y  

Y'~ + by' + e y ~- + / y  
2 y  

3 Y'~" + by  r + ey  ~ + / Y  + g 
4Y  

(2) ly 
" Y r ~  n a  ~ - a + e y ~ + / y  

y ~ n /  (n + 2) ~'y 

_ a ~ 

y ,  3 Y r ~ + ( a y + b )  y r _ _ _  . ~ + e y ~ + / y + g  
4Y 9 y 

(3) 

y ,  yre c yr nc  ~ i 

4 Y Y r + e Y ~ + / Y + g  Y 

(n ~, 2) 
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) n c e i 

(4) Y'~-Y'~tI--I~tY X n! + a y + b + y C  y, (nnat+ 2) 'y- a + e Y t + l Y + g - - ( n - - 2 ) e y  

~--Yf* a e 
(5) y" + (ay + b)y' + 2 y3 + ey t + / y  

2 y  

(6) ~ - -  a 2 y" Y'~ + (ay + b) y' + + + / y  + + h 
2y  2 y3 eY e ~7 Y 

(7) Y" ~ ~' at- + b y' + d y~ + e y~ + / y  
2 y  

(8) y ' ~  Y'-~ + b y ' +  d y  ~ + ey ~ + [y + g + h_ 
2 y  y 

(9) Y" yre ~ - - + b y r + e y e + / y + g +  h 
2y  y 

( IO)  

(ii) 

Y" y~e ae - -  + (ay + b ) y ' - - ~ - y  3 + ey e + / y  + g + 
2y  o y 

e 
3a y , ~ 2 y V e + ( a y +  b) y' + ~ - y  + e y * ' + ] y  

3Y 

~)  3 a s 3 c t (12) y ,  _ 2 yVt + a y + b + c yr + _ _  ~ + e y~ + ] y + g -  - -  
3Y 2 y y 

(I3) y ,~4Yre  
5Y 

(i4) 

+ (ay + b)y r + 5aey 3 + ey e + / y  

y ' ~ - 4 Y r ~ +  ( a y + b +  c) a:y  ~ _ 5c t 
5y  v' + s + + l y  + 

Sous cette forme on a d6jh exprim6 toutes  les conditions provenant  des 

simplifi6es; il n ' y  a plus qu's  ~crire celles qui correspondent  aux z~ros ou aux 

pSles mobiles. On verra plus loin que certains types  dont  les simp]ifi~es sont 

distinctes s '6 tudient  ensemble: telles les ~quations (5) et (6), ou encore (7 )e t  (8), 

ou encore ( i i )  et (I2), ou enfin (13) et (14). 

Je  feral remarquer  que l '~quation 

(E) y " - -  i - -  n ~ - +  y + b +  + d  + e y ~ + / y + g +  h Y 

garde la m~me forme par  la t ransformat ion  y = ).(x)Y, X = ep (x), qui nous sera 

utile plus d 'une  fois pour 6tablir entre les coefficients de cette 6quation une ou 

deux relations convenablement  choisies. Les coefficients de la nouvelle 6quation 

~ -  + a~ Y + b~ + + . . .  se calculent ainsi par  les formules F 

A c t a  m a t h e m a t i c a .  33. Imprim6 lo 9 juin 1909. 4 



26 

(F) 

B. Gambler. 

�9 a Z d ) 3  c h 
a~ -~ ~ ,  d~ ~ - -  c, ~ h~ 

2 it' , ~f_' 
b 

ait' + eit b~ n i t  ~f' e, g ~ = - -  
ef~ , ef,~ , 

! + ~ - -  n ~zt - -  E~  ~Zl 

i t  
c ~ + g  

it ~t~ 

Dans ee qui suit j ' indiquerai pour chaque type les ~quations qu'il donne 

au t~bleau (T), l 'int6gration de cette 6quation, quand cette 6quation est int6- 

grable, ou la r6duetion de cette 6quation h une 6quation du tableau (t). Enfin 

j 'indiquerai, quand ce ne sera pas trop long, les types correspondants du tableau 

O, avec la substitution, qui permet de passer du type  du tableau O au type  

correspondant du tableau T. C'est ici que doivent servir les formules (F). 

II sera bien entendu qu'une ~quation (E) sera r6ductible s Pun des types 

T par une substitution y ~ ~(x) Y, X ~ e f  (x) off it et ep seront donn6es par les 

opSrations indiqu6es pour chacune: pour l'~quation T j'emploierai les lettres 

X, Y. Pour passer de l'~quation (E) au type O i] suffira d'une substitution 

y ~ it (x) ~, ~ := ~f (x) off it et ef so calculent alg~briquement au moyen de a, b , . . . ,  h. 

Comme ce calcu] est extrSmement simple, je ne l'indiquerai pas et indiquerai 

tout  simplement les operations k faire pour passer du type O au type T cor- 

respondant. On remarquera d'ailleurs que si le type O ou T e s t  int~grable, ces 

op6rations coincident toujours  avec celles que l'on doit faire pour int6grer le 

type  O. Les lettres a, fl, 7, ~ d~signeront des constantes num6riques donn~es, les 

lettres q, r, s , . . .  des fonctions analytiques de la variable ind~pendante, K une 

constante arbitraire. 

5. Equat ions  du premier type. 

(I) y, ,  / I~ Y" ~/, ( I) ~ '~ 
----/Z--n) ~ -  ---- I - -  - -  + q ( ~ ) , / +  nr(~),~; 

int6gration: Y ~ Z n, Z" -~ o; ~ ~ ~", ~" ~ q ~' + r ~. Connaissant deux int4grales 

(~) pour particuli~res ~1 et ~2 de ~ , : q ~ r +  r~ on posera ~i--~"(,~)Y, X = ~  

passer du type 0 au type T. Si l'on pr~fbre, connaissant deux intdgrales de 

f - -  

l '6quation O, ~ et ~h on pose~ ]= r , (~ )Y ,  X ~ V ~ .  Ici le type (t) est Y " ~ o .  
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Y ' =  Y ~ + 4 Y ~  ~ " =  7 ' -~-  
2 Y  2~ 3 q 7 ' + 4 ~ - - 2 ~ ( q  ~+2q~);  

Z " = 2 Z  ~ d 'oh  Z 

I 
p (X, - -  x, o) + - 

2 

I ~ 
p (X, - -  ~, o )  - -  - 

2 

27 

p (u, - -  ~, o) + 3 
71, ~ 7 = ~  ' ~ 2 

J = - - q ( ~ ) .  
p ( u ,  - -  ~, o ) - - -  

2 

On passe de O ~ T par  7 = 9 '~ (~) Y, X = rp (~), 9'~ ~, = - -q .  

(3) 
y f $  

Y ' ~ - - + 4 Y ~ + 2 Y  " - -  7'~ q r ' + q ( 4 ~ 2 + 2 ~ i ) ;  
2 Y  7 - - ~ + 2 q ~  

d Z  
Y -~ Z ~, Z" ---- 2 Z ~ + Z, fonetions ellipgiques, d X 

g z ~  + z ,  + K ;  
~ =  Y,  d X = V q ( ~ ) d ~ .  

( 4 )  

y f ~  

Y " - ~  + 4 Y ~ + 2 X Y ,  Y = Z  ~ 
2 Y  

Z" = 2 Z s + X Z (trans. II). 

(5) y ,  3 Y'~ y~ 7,,37'___~ + 2q 7, + 372+(2q,  3q~)7; 
4 Y - + 3  47 

{X~ U r2 

Y = p ~ [ a X + f l ,  o , - - x ] ;  7 - - p ~ ( u , o , - - i ) '  7=rf '~(~)Y,  X = r f ( ~ ) ,  

9 " ~  q- 

(6) r , ,  = 3 r ' ,  r ,  ( ,  = 3 7" + q '  ~, + q (3 ~' + - ~ + ;0; 
4 Y + 3  + a Y + f l  4 7 2 q '  

Y = Z ~, Z r~ = Z ~ + a Z ~ + 4 K Z - -  fl, fonetions elliptiques; 

- - Y ,  X = 9 ( ~ ) ,  9 ' 8 ( ~ ) = q .  

(7) y .  3 yt2 7'  3 7 r~ 4 Y I - - ~ - - -  + 4 q ~ ] - - I ;  
4 ~  

(.,,_u 3, 
- =  - -  , ul et  u3 &an t  deux solutions de u " = q u .  
7 ~u~ u~ ! 

On peut  remarquer  ici qu'en posant  7 = ~ *  on a ~" ~" ~ I - -  ~ ~ + 2 q ,  - -  ~ et qu'en 

diff~rentiant  2 ~ ~" = ~r~ + 4 q ~ - -  x nous obtenons ~.r = 4 q ~r + 2 q' ~, fiquation 

lin6aire du 3 ~me ordre. Pour  int6grer cette ~quation du 3 ~m~ ordre nous remar- 



28 B. Gambier. 

quons qu'elle admet l'int6grale premiere 2 ~ " = ~ ' ~ +  4 q ~ +  K off K est une 

constante arbitraire; pour K nul on a pr6eis6ment l'6quation ~" = --=~t2 + 2 q ~ ren- 
2 ;  

contrde au ddbut de ce paragraphe de sorte que si ut et u 2 sent deux intdgrales 

de u ' = q u ,  (Ktut  + K2u2) ~ satisfait h ~ " ~ 4 q ~ '  + 2q'~ donc u~, u~ et u~u2 sent 

trois int6grales de ~,r = 4q~' + 2 q'~ qui se trouve ainsi int6gr6e par l'interm6- 

diaire d'une 6quation diff6rentielle du second ordre. C'est cette remarque qui 

conduit aussi ais6ment au r6sultat simple indiqu6 pour ti- 

Substitution de O ~ T: 

= u ;  Y, X u2 = - - ,  ul et u2 int6grales de u ' = q u .  
Ut 

6. Equations du second type. 

-Y- + Q Y (n + 2) 3 (n + 2----~ 

int6grar 
y ( K , X  + K2) n u' _ n ~ ( K ,  + K2)'; 

U ' n +  2. 

type O: 

int6gration : 

Y~; 

n q s n y~ 
+ qyy '  + ry' ( n +  2py  + - ~ ( q ' - - q r )  + n s y ;  

Y' n q 2 y _ _ n z  ' z' + z ~ - - r z - - s = o  
y n +  

d'ofi 
V n n 

Y = u '  v " - - r v ' - - s v = o ,  u ' - - - -  q~v"; 
n + 2  

substitution de 0 h T: 

y = v ,  ~Y, x - -V~ 
Vt 

v t et v 2 6tant deux int6grales de v " - - r v ' - - s v =  o. 

(2) y , _ _ 3  Y'~ 3 y y, Y~ q' y, 
4 Y 2 - - 4 - +  ( + Y 2 ) + r Y + q ;  2q 

y =  q t r 
t ~ u ~ -  

t '  
2u' + u~- -q  u - - r  

q 
' ( q" 

t m=3qq ttt+ r + 
2q q 

Ici le type T et O coincident. 

~ I  + + z 2ql  
t. 
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7. Equations du troisibme type. 

Pour n quelconque ces 6quations rentrent  dans le 4 ~me type. Pour n = 4  

on a en plus des 6quations du cas g6n6ral, off n a 6t6 remplac6 par 4, l'dquation 

y , ,  3 Y'~ Y' 
4 ~ - + 6 q ' ~ - + 3 Y ~ + I 2 q Y - - I 2 q " - - ~ y - - 3 6 q ' Z  avec q"~-6q t + S  

Integration : 

- - I  ou ). 

Z ' - - q '  Z " = 6 Z  z + S  3 Y - = 2 V ' +  V~-- i2q ,  V - - Z _ q ,  

Y ~ = - -  i 2 q ' - - 2  V Y 

Iei, par exception avec ce qui suivra, j'explicite les 6quations du type T, et 

donne les 6quations correspondantes du type O. 

(i) 

y ,  3 Y'z 12 yl 12 Y 72 144 
4 Y X 3 Y  + 3 Y * +  X~ X 4 X ~ Y  

~t , '= ,=3~ ' /  + 2  8 + ~ " - - I 2 8  s -  + 3'1"] $ + 
4 r] 

+ ( 9 s ' - - 4  s ' - 5  s'' (2 

9 ~ 
~, Yg"(~) ,  x = 9 ( ~ ) , ,  

8 - -  d) -- ; 8 ~ 1__44 

(2) 

y,, 3 Y'* 
4 Y  

yl 
= - - -  + 6p' (X, ,, a )~ -  + 3 Y* + I2p(X,  *, a) Y - - I 2 p  ' '--36p'2 y , 

1 

I 
e = o  011 - - ,  a =  I si ~ = o  

12 

~,, 3)] '' q' t_QI_ z I2~) 36x 
4 ~ q ~' + 6-'S + 3 ~  + 

Y = r , ( 4 ~ 3 - - ~ - - a ) ,  ~ = p ( X , E , a ) .  

(3) y,, = 3 ~Y-'__ 0 ~ .  0 o Y '  _ __36Q" 4 Y +6~ '1~  + 3 Y ~ + I 2 ~ Y - - I 2 ~ "  Q " = 6 Q ,  + X.  y , 

Ici le type T et O coincident. 

7. Equations du 4 ~m~ type et du zo ~m~ type (et du 3 ~me type). 

Je consacre un chapitre sp6cial g c e s  ~quations. Je  montrerai qu'elles 

doivent Stre r6ductibles h u n  type T ou O: 
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+ / . (q ,  r) Y Y '+  cp.(q, r) Y ' - -  n - - 2  Y' n//, ys 
n Y (n  + 2) ~ 

+ I 1 I 
n[ / , , - - / , ,9 ,q  y~ + (p~(q, r) Y - - e l , , - - - -  

n + 2  n Y "  

8. Equations du 5 ~'e et du 6 *me type. 

I1 est tr~s simple d'6crire ici l'6quation unique qui condense les nombreux 

types T. 
y,, yr. Y' y .  ( ~)  - - - - 2 q Y ~ + 3  q '+  Y 72rz 

2 - Y - - Y  + q Y ' +  2 Y 

off  r = V~ Vt  V' - -  - -  2 V ' I .  V1 e t  
2 ' q = V ~ - -  V t  ' 

V"--6V'+S, ( 8 = o , ~ 4 I ,  o u X  ) .  

L'int6gration se fair en posant 

d'oh 

V~ sent deux int6grales particuli~res de 

yr+ Y * - - 3 q Y ~ I 2 [ V  Vt+2 V2] 

V ' =  6 W + S, Y 
6 [ V -- V,] [ V -- V,] 

[ ] V'- Wt + Vr~ Vt + V2 
2 q V 2 

L'6num6ration des types T 6tant pratiquement impossible, celle des types O Pest 

h fortiori. Si V2#VI, r ~ o ;  si V2=VI, r = o  et q s'obtient en cherehant la 

V'2--V', quand V2 tend vers V,. limite du rapport V2--Vt 

De m6me la formule qui donne Y devient illusoire si Ves t  6gal h V, ou 

V2: on n'a qu'~ chereher la limite de ce quotient si V tend vers V,. 

9. Equations du 7 ~m~ et du 8 brae type. 

Int6gration: 

Substitution: 

y,,_ y,~ ys ( ~ )  
. . . .  2 Y + 3 2  ~l" 2 7~F~ + 2 q ~2' + 32~3 + qt ~ _ _  

~I U r "I l l  t l 

Y p ( a X + f l ,  o , i ) '  ~ p ( u , o , * ) '  u' r 

(fir! 
~=~'(~)Y,  X=ep(~), ~ = q .  
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(2) Y" Y'* 3 Y* 7 ~ 
= 2 - ~  + 2 + 4 a Y * + 2 f l  Y - -  

2 Y  

In t6gra t ion :  
Y ~ =  Y~ + 4a ys + 4fl Y~ + 4 K  Y + 7~; 

Subs t i tu t ion :  

d~ = ae. 
V~/~ + 4at/~ + 4p'7/~ + 4 K T / +  7~ 

r / =  Y, X = qo (~), ep" (g) = q (g). 

(3) Y " =  y,B y s  fl~ 2--Y + 3 + 4 X Y~ + 2 (X ~ -  a) Y -  - -  
2 2 Y "  

C'est la 4 ~m t ranscendan te  i rr~ductible;  les types  T ou O coincident .  

( I )  

10. Equations du 9 ~me type. 

Y"=~ yt~__ I ~]" ~--- ~t2  _ _  I 
2-----Y-- 27/ + 2 q~. 

Equa t ions  rencontr6es inc idemment  h propos de l '6quat ion (7) du i er type .  

In t6gra t ion:  I 

Si ul e t  

d e O h  T. 

(2) y , s _  Y'~- - ,  
2 Y  

IntAgration:  

Ull Ut2 
, ul e t  u2 6 tan t  deux  int6grales queleonques  de u ' =  q u. 

~ ~2 

u~ sent  deux  int6grales d6termin6es ,~ = u] Y, X = uj fai t  passer 
Ui 

- -  + 4 Y ~ + a Y  ~ , r = f f _ ~ + 2 ~ , 2 , + q  4'i ~ + a y -  . 
2~ 

Y~ ----- 4 ys  + 2 a YJ + 4 K Y + I ; 

Subs t i tu t ion:  

(3) 

In tegra t ion :  

V~4~s + 2a~ ~ + 4 K ~  + I 

= Y ,  X=qD(~), 9 ' ( ~ ) = V q .  

yl~ i 
Y ' = - - + 4 a Y J - - X Y  y ,  a ~ o .  

2 Y  2 

Y ' = ~ I  + 2 V Y ,  
X 

2 a Y =  V f + V ~ + --,  
2 

I 
V"-~ 2 V s + X V - -  2 a - - -  t r anscendan te  irr~ductible II .  

2 
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11. Equations du II  ~m~ type et du 12 ~me type. 

de condense encore en une seule 6quation les nombreuses 6quations de ce 

type; je d6signe par 2uS+ S u  + T l 'une quelconque, mais bien d6termin6e des 

3 expressions 2 u s, 

T e s t  

(I) y , , =  2 y,2 2 
3 Y 3 

off l 'on a 

Intdgration: 

2u s + a u + f l ,  2u  s + x q + a .  Dans ces conditions le type 

Y '  2 : y 3 _  IO q' .y2 + y y , + 2 _ q y , + r  + -  
3 Y 3 3 

+ (  4q' + r  + sq ' l  Y + 2 q r - 3 r '  3 t 3r'y 

q " ~ 2 q S +  8 q +  T 

Y' + Y ~ - - 4 q Y  + 3 r = 3 [ V - - q ]  Y I  

V ' - -  q' + V ~ -  9 ~ 
Y ~  V - - q  

S 2 

3 3 (q' + q*)" 

V" ~ 2 V s + S V + T.  

Pour V ~ q ,  un calcul de limite donnera la valeur de Y e t  par suite l'int~grale 

g4n6rale de l'~quation de RlCCATI Y' + Y~--4q Y + 3 r =  o. Nous sommes ra- 

men6s au type (t) eonnu V ' ~ z V  3 + S V + T .  Je fais remarquer que le type 

V" = 2 V s + X V + a est la seconde 6quation irr6ductible. J 'ai  annonc6 que pour 

certaines valeurs num6riques des param~tres qui y figurent ces ~quations pou- 

vaient admettre des intdgrales partietfli6res qui ne sent plus des transeendantes 

irr6ductibles. Ceci se pr6sente iei et l'6tude faite dans ce paragraphe d'6quations 

secondaires d6riv6es de l'6quation primaire V" = 2 V s + X V + ~ met ce fair en 

6vidence. Quelle diff6rence existe-t-i! entre le type (zi) et le type (I2)?: c'est 

que r e s t  nul pour i i ,  non nul pour 12. On a h r6soudre la question suivante: 

si q est une int6grale de q" = 2 qS + X q + a, la fonction q' + qS + X est-eUe nulle 
2 

ou pas? Si on 6crit q l+  q~+ X o on en ddduit q"+ 2 q q ' +  i . . . .  o d'ofl 
2 2 

( i )  ~ l '6quation q" = 2 q S +  Xq  i admet q" - -  2 q S + X q - - 2  = ~  done pour a = - - 2  

une famille d'int6grales ne d6pendant quo d'une eonstante, qui ne sent plus que 

X 
des transcendantes d6jg connues, h savoir les int6grales de q ' +  q ~ + -  = o. 

2 

Il y a ici une autre valeur remarquable pour a, c'est a =  o auquel cas 

V = o  est une int6grale de V " ~ 2 V  s + X V .  I1 y a int6r6t tr montrer q u e a ~ o  

I 
e t a  = - - -  so ram~nent l 'un b, l 'autre. Prenons en effet 

2 
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y " ~ 2 y S + x y ,  z " = 2 z  s + x z - - I  
2 

Je  pose y ~ = u y  d'oh 2 y S = u  r + u . - _ x ,  u " = 2 u  s - 2 x u + I .  Or en posant 

, 8 V "  V s i i u = - - V V 2 2 ,  X------x1/2 on a = 2  + X V - - - .  Les 2 types a = o ,  a = - - -  
2 2 

se correspondent donc bien. Comment se correspondent les deux groupes d'in- 

t~grales pour y" = 2 yS + xy, u" ~ 2 u 3 -  2 x u + i ? A chaque int6grale u corres- 

pond pour y l'une ou l 'autre des racines carries de u '+  uS--x ,  qui se trouve 

6tre le carr6 d'une fonction uniforme de x. Pour toutes Ies int6grales particu- 

li~res u telles que u t +  u ~ -  x ~ 0 on a y - - o .  - -  Inversement s chaque int6grale 

y correspond pour u une seule int6grale uY-'; pour l'int~grale y = 0 il y a u n e  in- 

finit6 d'int6gra]es pour u, s savoir celles de ur+ u ~ - - x ~  o. I1 est tr~s curieux 

de voir que l'6tude des 6quations secondaires met en 6vidence ces valeurs re- 

marquab]es des param~tres pour les ~quations irr~ductib]es. Ceci avait d6jh eu 

lieu pour l '6quation Y " ~ 2  V s + X V + a: ( a = o  a 6,t6 signal6 par l '6quation (3) 
~y~* 

du premier type  Y " =  + 4 Y * + 2 X Y  qui par Y ~ Z * d o n n e Z ' = 2 Z s + X Z ;  
2 Y  

I 
a = - - - 2  se trouve signal6 encore par l '6quation (3) du 9 ~m type: Y " = 2 - - y  +Yr~ 

+ 4 f l Y s - - X Y  i qui, supposant f l ~ o  s'int~gre par Y ' = - - I + 2 V Y ,  
2 Y  

2 f l Y = W +  V~ + X et V" = 2 V3 + X V - I- -- - -2 f l ;  pour fl = o on retrouverait  
2 2 

l '4quation (I) du 9 ~me type qui s'int~gre tout simplement par W +  V ~ + X ~ o). 
z 

Nous retrouverons les m~mes particularit6s pour les types secondaires d6- 

rivant de l '6quation irr~duetible IV. 

12. Equations du treizi~me et quatorzibme type. 

Je  condense encore los ~quations du type  T e n  d~signant par 6 V ~ + S les 

3 expressions 6 V  ~, 6V ~ z_ 6 V  ~ + X .  
2 4 '  

Y~ 14 q y ,  (~) y , , = 4 Y ' ~  2 y y ,  q _ y , + r  + 4 y s +  + 
5 Y  3 5 Y 5 5 

+ (r__3q, +6_~) y _ I  (qr + 5r,) 5 r' 
3 9 Y '  

V'~--V,__v,,V'~ ~ - : - : - ~ - 3  6 9 tV'~ - V',)' 
q =  r =  v ,  + v , -  Iv_  ' , 

V~ et V, sont deux int6grales de V " =  6 V*+ S. 

Aeta mathematlea. 33. Imprim4 lo 10 juin 1909. 5 
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Int6gration: 

Y' + Y~ + 3q Y + 5 ? -  5 y [ Z _ q ]  
3 2 

Z ~-q~ I [ Z + q ]  
Y - - Z - - q  2 

Z" = - -  Z Z ~ + Z ~ - -  I2 V~ (X)  Z + i2 V',. 

V'--  Vrl V ' -  6 V * + S. Ici on a L'int6grale de l'~quation en Z est Z - -  V- -V~ '  

deux calculs de limite h faire, si V2 tend vers Vz ou quand Z tend vers q. 

CHAPITtCE II. 

Equations y" -- y~ + + B (y, x) + C (y, x). 

1. L'6quation dolt ~tre de la forme 

y.  = yr~ + P (y, x) Q (y, x) 
+ 

Y ' y ( y - - 1 )  + y ( y - - l ) '  

off P et Q sent des polyn6mes en y. La transformation y Y ~ - I  ne change pas 

ta forme de l'~quation et montre que P est du 3 ~me degr6 au plus en y, Q du 

5 ~m~ Soit" alors 

P ( y , x ) ~ a ( x ) + y ( . . . ) ,  Q ( y , x ) ~ b ( x ) + y ( . . . ) ;  

en faisant la substitution x-----xo+aX, y------aY on obtient la simplifi6e 

Y" y,~ yr be = 2 Y  + a o y  y qui est pr6cis6ment l 'une des 6quations 6tudi6es au cha- 

pitre Ier. On voit ainsi l ' importance que pr6sente la discussion des ~quations 

~ -  z--  +--- .  Les r6sultats obtenus au chapitre i ~r, paragraphe 2, nous 

yr 
indiquent que le coefficient de - est nul; done a (x0)= o, d'ofl a ( x ) ~ o .  

Y 
Done P(y ,  x) n'a pas de terme constant en y, non plus que de terme en 

y~ (l~ transformation y Y = I dent  il a 6t~ question, ou la simplifi~e obtenue par 

x = x  0 + a X ,  Y----ay le montrent). 
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Avec un  changement  de notat ions j'6cris l '6quation 

35 

v"=v'~ + v - ~  + - - - + v ( v - i ) ~ v + l + V ~ + ~ + ( y _ ~ ) - - ~  V - i  " y - - I  

La subst i tu t ion y Y = I n 'op~re sur l '4quation que l '6change suivant  

a b e / g h k l 

b a g h e / k k - - 1  

Si g ~ o  je forme une simplifi6e par  x = x o + a X ,  y = a g Y ,  Y " =  Y'~ "h0 et 
2 Y  

d 'apr6s les r6sultats du  paragraphe 3 du Chapitre I ~r h ( x ) ~  o. De m6me e ~  o 

ent ra ine  [ ~ o. 

Il reste main tenan t  ~ former Ia simplifi6e relative ~ l a  valeur I de y:  on 

l 'obt ient  par  X = X o + a X ,  y - - i = a Y  d'ofi Y"- -  y,ty +(ao--bo)y-Y'+y,k~ ce qui 

donne, d 'apr~s les r6sultats  relatifs aux 6quations y " =  Y'--' +- - - ,  3 eas possibles: 
Y 

a ~ b . ~ k ~ o ;  a - - b - - o ,  k_:]zo; a--b=_~o, k-~o. 

2. L '6 tude  des simplifi4es no donne rien de plus iei. Je  n 'ent re  pas dans 

le d6tail des r4sultats fournis par l '6tude des valeurs oo, o ou I de y. Ces r6- 

sul tats  se simplifient d'ailleurs beaucoup en remarquan t  qu 'une subst i tu t ion 

X = cf (x), y = Y nc change pas la forme de l '6quation. On t rouve ainsi 4 types 

canoniques seulement. 

~2 r + Y-~-~ -= '/ '  + + q (~) 

(2) ~"-'/--~" I~, ~- ~ - 1  ~ - ~ i) + ~ q' (~) v' + 

(3) 
y,,= y,2 2Y + --X X ,  a Y +  + 7 ~ +  Y - - I  

Y" Y'~ t I (4) + + - -  2(q Y + r) yr + _ _  

Y - - I  
s~ Y -  + 2 [q~-r~--(q' + r')] Y 

2 

avec 2 q s - - s  = o ,  2 r t + t  = o .  
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3. Pour la 3 ~m~ 6quation, qui est l 'une de nos 6quations irr6duetibles, le 

type  T suffit. Pour la derni6re qui est r6ductible ~ u n e  6quation de RlCCATI, 

jo prends la forme T ou O identiques. Los deux premi6res 6quations s'int6grent 

par les fonctions exponentielles et elliptiques. Pour  In premi6re on passe de O 
r 

T par ~2-~ Y, X ~ p ( ~ ) ,  ~p,-~ q(~); pour la seconde on passe de O h T par r~= Y, 

X = ~(~), ~"(~) = q(~). 

Int6gration de (I) : 

U rl 
Y = T h ' ( a X  + ~1), ~ =ThOu, -~ = q(~). 

Integration de (2): 

Y'~---- Y ( Y - - I ) ~ [ 2 a y  
2fl 2 7 (~ z-] 
Y Y - - I  ( Y - - I )  z +1x j "  

Int6gration de (4): l '6quation (4) 6quivaut 

{ y~ + 2(q + r) sy = - - 2  u 
y - - I  

u r + 2 ru  Y --___2 I 
t2 Y u 2 _  

4 

L'61imination do y donne 

d~(u + 2 r u ) = - - 2 ( u + 2 r ) ( u ' + 2 r u ) + z ( q + r )  u ' + u ~ + 2 r u  - + s ( u ' + 2 r u ) .  

L'6quation en u rentre dans les 6quations y ' = B ( y ,  x ) y ' +  C(y, x). 

on 6erivant 

t ! Z Z t 

u' + u ~ + 2 ru . . . .  + su, 2 (q - -  r) 
4 2 z =  

On l'int~gre 

ce qui donne une quadrature,  suivie d'une 6quation de Rieeati pour avoir u et 

par suite y. 

On remarquera que si ni s n i t  ne sent nuls, la quadrature est touts  faite, 
Z t 8 r t r t 

ear on a a l o r s - ~ - +  ou z = K t s .  On pout remarquer aussi que si u = ~ -  
Z 8 t 2 

la formule qui donne y est illusoire; il faut alors r6soudro l'6quation de Riceati 

y' + 2(q + r) = ( s y  :t: t ) ( y - -  I). 
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CHAPITRE III.  

Equations ~,,_~2(i ~ ) P ( y , x ) . ,  Q(y,x)  Y 3 y + y - - i  Y'*+y-~-~--(I) y + y ( y - - i ) "  

1. - -  P et Q sent des polyn6mes en y, dent  la substitution y Y = i donne 

le degr4:3  pour P, 5 pour Q. J'~eris done l'~quation 

y,  2 + Y - -  ) y,2 + (ay + by Y--~c + d) y' + 

[ + y ( y - -  i) ey + y]~ ( y _  i) ~ + h + y Y 

Les valeurs o, ,, ~ de y jouent ici le m6me rSle. Si je fais par exemple x = X ,  

y = I -  Y h |a valeur y = i correspond Y----o, la forme de l'~quation n'est pas 

modifi~e, il y a seulement les ~ehanges suivants: 

a b e d e f g h k l 

- - a  c b a + d e g / e - - h  1 k. 

De m6me par x = X,  y Y - - - i  ~ y-~  ao correspond Y-~ o, la forme de l'~quation 

n'est pas modifi~e, saul los 6changes 

a b e d e / g h 

b a - - c  d §  / e g k 

I1 suffit donc d'4tudier une seule des 3 valeurs o, I, oo. 

les simplifi~es relatives ~ y ---- o. C'est la substitution x = xo + aX,  y = a Y qui 

donne 

r , ,=2  r" ~ r ' _ ( o .  

k l 

h - - 1 - - g .  

Formons par exemple 

o .  n e e   qua ioo du ' ' '  + n - 3  ot 1'oo sait  d'apr~s les 
l n! Y 

r~sultats obtenus au ehapitre , e~, paragraphe 2, que ou bien be =1o = o, ou 

~o-~3b~, e'est-~-dire ou bien b~/~_o,  ou bien / ( x ) ~  3 b'(x). 

Si b_~)r~o, on forme une seeonde simplifi~e par x = x o  + aX, g - . a ~ Y  qui 

est  Y"= 2_ yv~ 3 Y k0 et d'apr~s les rSsultats du ehapitre 1, paragraphe 3, ko--o 

OU k ~ O .  
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On en d6duit  imm6dia tement  que ou bien a ~ e ~ h ~ - - o  ou bien e - - 3 a  ~ et  

de m~me ou bien c ~ g : : l ~ o  ou bien g~ .3c  ~. 

L ' in t e rp r&a t ion  de b ~ [ ~ k ~ o  est tr6s simple:  si l 'on fair y ~ z  3 on a une 

6quat ion du second ordre  e t  du  premier  degr6 en z" off la valeur  z ~ o est une 

va leur  ordinaire ;  donc b ~ / ~ k ~ _ o  en t r a ine  l 'exis tence d 'une  fami]le do z6ros 

triples mobiles. 

Les r6sultats  pr6c6dents conduisent  s une ~quat ion ob tenuo  en supposan t  

.. 2(z+ z ) 
a ~ b ~ c ~ o ,  y - -3  ~1 ~ - ~  y'~+ q(x)y' qui est  h points cr i t iques fixes: en po- 

sant  y = Y, X = q~@), ~f q on ob t ien t  Y ' ~  32 + Y~-z I  yf2 d o n t  l ' int6grale 

g~n~rale est Y ~ p r ( a x  + fl' o, - -  I) + z, de sor te  que l ' int6grale g6n6rale de 
2 

y,  2 r I p'{u, o , - - z )  + z avec  - -q .  I1 est  facile 
= 3 + y - -  z y~ + q(x)y' est y = 2 ~r  

z 
de v6rifier que dans le cas actuel  y, z - - y ,  y sont  des cubes de fonctions s points  

cr i t iques fixes. 

2. - -  Si nous supposons m a in t en an t  que a, b, c n e  sont  pas nuls tous 3, 

il f audra  avoir  recours aux  d6veloppements  eor respondant  soit aux pSlcs, soit 

aux z6ros, soit aux  un i t& de y. Je  fais r emarque r  que la subs t i tu t ion  y - ~  Y, 

'f ' t  X =~f(x) ne change pas la forme de l '~quation et  remplace  d par  l~--~pT-j~;  

e . .  l Ceci nous servira  plus tard.  a, b, c par  ~ ,  

Puisque d ' au t r e  pa r t  y Y = I, ou y + Y = i ne change pas  non plus la forme 

de l '6quation,  il est  clair qu 'une  subs t i tu t ion  X =q)(x), y=QI(Y)  off qi est l 'une 

z Y - - I  I Y 
des 6 f rac t ions  r : Y, & = ~ ,  e~ ~ I- Y, e~ Y ' Q~ z- Y'  r -----Y--z 

ne change pas non plus la forme de l '6quat ion.  I1 me suffira donc d ' indiquer ,  

pour  le tableau T, toutes  les formes que l 'on peu t  avoir  en supposant  c ~  o, 

car  du momen t  que  a, b, v ne sont  pas nuls tous 3 et que c peu t  6tre par  l 'une 

de ces subst i tu t ions  6chang6 avec b, ou a, le cas de c ~ o suffira. 

Formons  les condit ions relat ives aux  pSles si a ~ o. I1 y a alors deux  famil- 

- - I  ][ 
les de p61es simples: la premi6re  y + ) .  + - . .  off Z sera arbi t ra i re ,  

3 ao X - -  Xo 

avec la re la t ion h + 3 ( a d - - a ' + a  ~ ) ~ o ;  la seconde famille d e  pSles est  

2 I 
y + a~ + )~(x--x0) + -.. ott Zes t  arbi t ra i re  avee la re la t ion (~ h+3a~) ~ 

a 0 x - -  x 0 

+6(ah  ~ - 2 h a ' ) - g a a (  b - c ) + 6 a  ~ ( k + l ) ~ o .  On remarque  en passan~ que si 
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a(x)~e(x)  ~h (x ) - -o ,  ees relations sent encore v~rifi6es, mais entrainent  pour les 

pSlcs des cons6quences diff6rentcs (une seule famille de p61es triples). Ces r6sul- 

tats s '6tendent aux z6ros et aux unit6s et on est done conduit h ~crire l'6quation 

(I) Y - -3  + y - - i  Y'~+ a y + y  y _ i + d  + 
t 

+ y(y__i ) [3  a~.y + 3 b~ 3 c* k + 1 ] 
y.. 

avec le syst6me de relations diff6rentielles algdbriques 

(2) 

h + 3(ad + a ~ - a ' )  = o 

k + 3(bd + bc + b*--b') = o 

l + 3 ( c a +  c b + c d + c  * + c ' ) = o  

(3) 

(2h + 3a*) * + 6(ah ' - - zha ' ) - -9aS (b - - c )  + 6a~-(k + l ) = o  

( 2 k + s b * )  ~ + 6 ( b h ' - 2 k b ' ) - 9  bs (a + c) + 6 b ~ (h - l - 3 c~) = o 

(2 1 + 3 c*) * + 6 (cl' - -  2 lc')  - -  9 ca (b - -  a )  - -  6 c ~ (h  + k + 3 a* + 3 b~) = o 

que j 'ai tit6 eomme type dens l 'introduction, paragraphe 7- 

Je vais profitor de cet exemple, pour montrer la m6thode qui permet d'int6- 

grer les relations (2), (3) et qui d6montre qu'alors (I) a ses points critiques fixes, 

dormant l'int6gration de (I) si elle est int6grable ou la ramenant h u n  type d6j~ 

connu. J 'ai  dit aussi que si l'on prenait maladroitement le syst~mc (2), (3) on 

no pouvait rien en tirer; or pour les calculs qui suivent je vais montrer que 

les 3 relations (3) sent inutiles, elles sent d'aillcurs assez difficiles h former, les 

relations (2) au contraire trbs simples, paree que le rang du coefficient ind6ter- 

min6 dans le d6veloppement polaire est moins 61ev6 pour l a x  ~r~ relation (2) que 

pour la i ~r~ relation (3). Cette remarque d'ailleurs cst g6n6rale. 

- - I  I 
3. Je prends, en supposant a(x)zl-o , le pSle mobile y + ~ + . . - ,  

3 ao x - -  xo 

l'expression ~ - - 3 a y  est 6videmment rbguli~re pour un tel p61e, et la valeur 
Y 

qu'elle prend pour ce p6le est arbitraire au m~me titre que ~., ~ savoir s  ha,. 

2 I 
Un p6le de la seconde famille y - -  + - . .  est pour cette expression un 

3 a0 x - -  x o 

yr+ 3b p61e simple de r6sidu - -3 .  De m~me l'expression - - - - - ,  si b a}z o, est r6guligre 
Y 

pour le z6ro mobile y = - -  3 b0 (x- -  x,) + ~.(x-- xo) ~ + . .  -, la valeur qu'elle prend 
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alors 6tant arbitraire; l 'autre z6ro mobile y ~ ( x - - x o ) +  . ' .  est pour cette 

expression un p61e mobile de r6sidu + 3. Je condense ces r6sultats en posant 

u = y'  + 3 b - -  3 aY ~ + A (x), 
3Y 

off A ( x )  est une fonction arbitraire; le premier pSle et le premier z6ro de y 

laissent u r6gulibre avec une valeur arbitraire; le second p61e ou z6ro de y sent 

pour u un p61e de r6sidu - - i  ou + i. Je choisis, pour Ia commodit6 des cal- 

culs A - c -  + a - - b .  Je v6rifie ais~ment, en me servant des relations (2)que  
2 

l'6quation (1) 6quivaut au systbme 

(4) 

oh, pour abr6ger, 

U 
Y' + 3 b - -  3 aY ~ c 

+ - + a - - b  
3 Y  2 

Y - -  ~ - -  u , __  u ~ _ _ a u  + fl ' 

a ~ _ 2 b + 2 a - - c + d  

c' k l 
f l ~ _ b ' - - -  + 2 ac 

2 3 3 

Nous 61iminons y entre les 6quations (4): par exemple en remarquant  que la i er* 

peut s'6erire 

y - - I  y - - I  2 

On obtient ainsi 

U t 3 C r  ( C , )  
U f 2 U ' - - 2  U U ~ - - a ~ u - - a U  r + t~ ~ 3 U - -  2 

( 5 )  - + - + 

u 3c2 u ' - - u ' - - a u  + f l  2 u ( u - - ~ )  U - - - -  

( u ' - -  u ' - - a u  + #) + 

0ou(u_ ) 
2 
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Si l 'on remarquo que 

2 

on voit  imm6diatement  qu 'en mult ipl iant  par u r -  u ~ - a u  + fl les 2 membres de 
, p  �9 

1 equatmn,  on obt ient  

U f $  
u " =  - -  + P(x ,  u)u '  + Q(x, u); 

2 U  

donc P et Q ne peuvent  admet t re  u - 3 c  comme pSle: il suffit  donc, avan t  
2 

multipl icat ion,  d'6crire que dans (5) u ~ 3 c  n'existe pas en d6nominateur  ou que 
2 

le polyn6me en u suivant ,  u r 3 c' _ _ _  ( u ' - -  u ~ ~ au + {~), est divisible par  u 3 c ,  
2 2 

3 c (  ~ )  3 f ' .  On v6rifierait ais6ment que cette ce qui donne la relation ~ a +  - -  2 

relat ion est uno cons6quence des relations (3): or mon but  est de  prouver  qu'il  

est inutile de former ces relations (3), et  que le cours des calculs doit  les don- 

ner, ou plut6t  donner  3 6quations 6quivalentes, oil les coefficients sont  mieux 

group6s. Cette relat ion admise nous avons 

(6) u" ~  u ' ~ - - + ( a + b + c + 2 d )  u ' + - 3 u 3 + 3 ( b - a - c ) u  ~ -  
2q~ 2 

[ ] 3 a (  + d) + f l _ d _ 9 a  c u + fl(a + b + c + 2 d ) - - / ~ ' - - 2 u  

Cette 6quation (6) r6soud la question:  nous l 'avons 6tudi6e, chapitre 1% para- 

graphe 9. Nous savons m~me, qu'il  y a avantage  pour avoir les types  r~duits, 

k supposer a + b + c + 2 d ~ - o ;  on y arrive par y ~ Y ,  X ~ ( x ) ,  u ~ V ~ r ( x ) ,  

subst i tu t ion qui laisse in tacte  les relations (4), oil y e t  u sont  remplac6es par  

Y e t  V, los coefficients de (i) 6 tant  remplac6s par  ceux de l '6quation en Y e t  X. 
9rr 

I1 suffit  alors do d6terminer ~f par la relat ion a + b + c + 2 d ----- ce qui revient 
~t 2 ' 

a jouter  aux  6 re}ations (2) et (3) la 7 ~m~ a + b + c + 2 d ~ o, diffieile s pr6voir 

priori et  qui va  permet t re  de d6terminer les 7 fonctions a, b, c, d, h, k, l des 

types T;  il suffit  d'ailleurs de d6terminer a, b, c, d en t enan t  eompto des 3 

relations (2). I1 n 'y  a plus alors qu'g 6erire que l '6quation (6) co'incide, moyen- 

nan t  a + b + c + 2 d = o  avec l '6quation 
Acta mathematica. 33. Imprim6 le lOjuin 1909. G 
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E I 
(7) V"----2--v+zV" 3_ V' + 4C V ' + 2  DV--2V--  

V" 3 V" 3 VS + 4 a V, + 2 fl V__ off le second membre d6signe soit ~-# + 2 Vs' soit ~-~ + 2 

_ fl' 
27'1 -~  soit ~--#V'~ + 23 V ~+4 XV ~+ 2 ( X ' - -  a) V 2 V'  a' fl' 7 &an t  des constantes nu- 

m4riques. Cela donne des 4quations diff4rentielles tr~s simples, donnant  sans 

effort a, b, c, d. 

4 .  - -  Je donne le simple r6sultat: le tableau T so r6duit (moyennant  une 

substi tut ion auxiliaire Y = q i ( Y I ) ,  dent  il a 4t~ parl4, si e'est n6eessaire) aux 

2 6quations 

,/,=32(~ -t-i1_iI ) , /~+q(#)r /  

(2) y , , =  2 + i 1"~+ q Y +  Y Y - - I  
3 2 

+ Y(Y--I)[3q~Y + 3 r~ 3 8s 

Y~ ( Y - -  1)3 
+ 3 q ' +  3 q ( r  + s +  q) + 

a v ~ c  

+ 
3 r ' - - 3 r  (r + s - - q )  

Y 

38, 3 8 ] --2( q + ," + 8) 
+ Y - - I  

V'I V1 + E V', E 
3 q ~ - v ,  ~ - - - 2 C ,  3 r = ~ ? -  + V , +  ~ + 2 0 ,  

E s 
V"~ 3 V'~ + 4 CV~ + 2 DV, - -  - - .  

3 s=2 V,, V'~ = 2~-V-~ + - ~  2 V, 

Int6gration: 

y! 
V =  + 3 r - - 3 q Y *  S +q__r ,  

3 Y  +2 

Y - - I =  
2 V ( V - -  V,) 

V ' - -  V ' , - - ( V  ~ -  V' , ) - -~(q  + 

E" 
V " =  ~-v + 3_ V 3 + 4 0 V  ~ + 2 D V - - 2 - V ,  

r--s)(V-- V,) 

oh C, D, E sent ou bien nulles toutes 3, ou 6gales h 3 constantes non nulles 

ensemble, ou bien 6gales C ~ X, D h X s -  a e t  E constante.  
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5. ~ Je  fais encore remarquer ici que les types d6riv6s de i '6quation irrd- 

ductible Y" Y'~ 3. ys  fl~ =2--Y + 2 + 4 X Y S  + 2(XS + a) Y - - ~ - ~  mettent  encore en6vidence 

des valeurs partieuli6res de a e t  fl pour lesquelles des int6grales particulibres 

de eette 6quation sont des transcendantes banales. I1 suffit de chereher si q ou 

r peut  6tre nul, c'est-h-dire si les int6grales de l'une ou l 'autre 6quation de 

I~ICOATZ Y' + Y~ + 2 X Y + fl = o ou Y ' - -  Y~ - -  2 X Y +  fl = o peuvent satisfaire 

l '6quation Y" yr~ + 3 ys  fl~ = 2  Y 2 + 4 X Y ~ + 2 ( X ~ - - a Y ~ - T ; 2  on trouve que si # =  

2 ( 1 - - a )  routes les solutions de la premi6re 6quat.ion de lZlcc&TI sont solutions 

et si # = 2 (i + a) toutes les int6grales do la seeoude 6quation de RlCCATI sont 

solutions. 

CHAPITRE IV. 

Equations y" 3(1 i ) 
= -4 ~I + Y---- i y'' + B(y, x)y' + C(y, x). 

1. On voit aisdment que l '6quation est de la forme 

i)  ( 
-4 9+V  r  

b c ) y , +  
y y - - z  

b' ~ h + k ] 
+ y ( y - - I )  4 d ' ( z y - - I ) + y ~  ( y _ _ z ) ~ + y  y _ _ z  

avec d a - -  d' = o. La transformation x = X,  y + Y : I laisse la forme de l'dqua- 

tion invariable sauf 6change de b e t  c, h et k. J 'ai  h inscrire au tableau T 3 

classes d'dquations. 

2. D'abord deux 6quations qui s'intbgrent par les fonetions elliptiques 

(i) r "=~ ( r+  ~ ) 4 Y ~  Y'~ 

Int6gration: 

y_~_ i 

- -  p ' ( . x  + fl, o, ~-)' 

= 4 + , 2  + q (~) ' / .  

I ~rr 
_ = q ( ~ ) .  

= I--p~(u,  o, 4) ' u 



44 B. Gambier. 

4 ~ Y'~ + Y ( Y - -  i) ~ + ~----~ 

Int6gration: 

I - - U  v u'Z= au + K u(I--U~).  
U U--I 

Le type 0 est 

q'(~) ' e [ a fl + 2 7 ( 2 ~ - - I ) ] -  + ~ , ~  +q(,) ~+~_~ 

Substitution: 
,~ = Y ,  x = q~(g), ~ ' , ( g )  = q ( ~ ) .  

3. Pour la seconde classe d'6quations on a 

d a - - d r = o ,  2 b ( a + c ) - - 2 b ' + 2 M + h = o ,  2 c ( a + b ) - - 2 c ' + 2 c ~ + k = o .  

I1 suffit d'indiquer b, c, d si d r o et b, c, a si d = o. Je  n'indique qu'un type  

T condensant de nombreux types:  

a=V'~--V'I b - - c = - - 3 ( V l  + V2), b + c =  3V'2--V'J d =  V2--V1 
V ~ -  V1 ' 2 2 V ~ -  V~ 2 

V1 et V~ 6tant deux int6grales particuli~res do V " =  2 V s + SV + T, off le second 

membre d6signe soit 2 V s, soit 2 V 3 + aV + fl, soit 2 V s + X V  + a. 

Int6gration: 

Yr + 2 b  
y + 

2 Y - - I =  

Y t - - 2 c  I 
* - - Y  = 2 [ 2 V - - V ~ - - V ~ ]  

2 V ' - -  V 1 1 -  V' 2 --a [2 V -  V1- V2] 
2 ( v - -  v , ) ( v - -  v~) 

V" = 2 V s + ,SV + T. 

4. Pour la derni~ro cat6gorie l 'une des deux fonotions b ou e est hullo, et l 'autre 

non. A condition de changer s'il le faut Y en I - - Y  je suppose b = o ,  c r ' o .  

h' 
Dans ce cas on a alors h r  a + c = ~ - ~ ,  2 a c - - 2 c ' + 2 c  t + k = o ,  d a - - d ' = o  

l '6quation 6rant 

y,  43 , y + y - - I I  I + - - Y - - I  y ' + y ( y - - I )  4 d ~ ( 2 y - - I )  ( y _ _ I ) 2 + - + - - - - y  y - - I  " 

On profite d'une substitution y---- Y, X-=-rp(x) pour r6aliser la condition 2 c + 

3 a = o qui simplifie les r6sultats et donne les types T. On a 3 6quations: 
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I ~ V1 d6signant une intdgrale do V " =  2 V s on aura  

45 

h=2(V ' t+V '3 ) ,  c = 3 V , ,  a ~ - - 2 V t ,  d-~o, k~-6(V't--V~).  

In tdgra t ion:  

Y =  
3 T8 V ' - -  V't 

2(T' + T*--4 V, T + V'I + V~)' T - -  V - - V ,  + V + V .  
V Ir ~ 2 V $. 

2 ~ Vt d6signant une int~grale de V" = 2 V s + a V + fl on prend  

fl h' 3 h' h=2(V',+V~)+a, d=h, a=--~, c=~ .  

Intdgration:  

Y =  3 TI T .= _ _  
2 T r +  2 T ~ ( 4 c +  4 d +  2a)T + h' 

V " = 2 V s + a V + ~ .  

V ' - - V ' 1 +  V +  V,, 
V - -  V~ 

3 ~ V~ d6signant une int6grale do V" -~ 2 V s + X V  + a 

I 
a + -  

2 h ~ 
h=2(V ' t  + V',)+ X, d=.--h--,  a = - - ~ ,  c = 3 h '  

m6me mode d ' intdgrat ion que pr6cddemment  sauf que V satisfait h V " ~  2 V s + 

X V + a .  

C H A P I T R E  V. 

Equat ions  y , , = [  2 + I ] 
3Y 2 (y ~ i) y't + B(y, x)y' + C(y, x). 

1. On reconnait aisdment que l'dquation doit 6tre de la forme 

y , =  2 + 2 ( y _ i  Y~ + a y + b +  c y,+ 

+Y(Y--I)[3-~ *y+ 3- (a ' -ab) -3 -a '  + 4 --Y' ----(y--I)'h + 6 (d - -bc ) - -3  + 3(.Y 7-I)h] 

aveo 2 h ( a + b + c ) ~ h ' = o .  
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Si l'on fait le changement de fonction 

( c 5) = y ' + 3 c  3 a Y  
3 w + 4  - y 2 

on obtient une 6quation qui r6soud la question 

w " = - - w w '  + w s + ( 2 - ~ + b +  4)(wZ+ 3 w ' ) +  A ( x ) w  + B(x ) .  

I1 y a alors avantage s faire un ehangement de variables y = Y, X =rf(x) ,  

w = W ~ ' ( x )  qui conduit ~ la forme la plus simple pour l '6quation en W, ~ savoir 

W" = - -  W W '  + W s + A , ( X )  W + B~(X)  

&udi6e par M. PAINL~.V~. Je  pose, comme l'indique la marche des calculs 

q = 3 C  3 a ,  r =  3 a  3c et 2 h = - - 9  s~" Je  prends tout  de suite le type  
4 io 5 4 

r6duit T off l'on suppose que 2 a + b + c - -  - =  o et l 'int6gration est 
5 4 

3 ( W - - q ) ~ - - s  s 
Y - - I =  - 

2 [ W ' - -  q' + r ( W - -  q)] - -  [ ( W - -  q ) ' - -  s ' ] '  

- - I  
W " = - - W W ' + W S - - I 2 V t X + I 2 V ' t a v e c  V ' , = 6 V [ + S ,  S = o ,  - -  ou X 

24 

les quantit6s q, r, s &ant  donn6es par les formules 

v ' , - v , ,  t 
q=2 v,-V, + V, v,l' 

v',-v'q 
V~ - -  V,  I '  

8 
, V2 et Vs &ant  2 autres int~grales de V " =  6 V ~ + S. 

Jo rappelle d'ailleurs que l'6quation en W s'intSgre en 6erivant 

V ' - -  V' ,  V" = 6 V s + S .  
V - -  V~ ' 

2. Dans ces formules il faut se livrer s un caleul de limites si Vs tend 

vers V~, quand on suppose V3 diff6rent de V1 ou quand V, et Vz tendent s6- 

par6ment vers V1 ou simultan~ment vers Vv 

Soit V ( X ,  a, fl) l'int6grale g6n6rale de V " =  6 V '  + S, oh a et fl d6signent 

deux constantes arbitraires; si a----a,, /~ = fl, on a V,. Alors si V3 tend vers VI 
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- -  u' ~ 0 V~ 0 V~ 
on doit  remplacer V~2V2 - -  vtVr~ par  -u off u = z ~ a t  + " Off'fit et g e t  ,. deux constan- 

V r 
tes arbitraires;  de m6me si V~ tendai t  vers V~ on remplacerai t  V~3 - -  V~t par  - 

V ~ -  V~ v 

oh v = )J 0 V~ ~0 V~ oh )/ et td sent  deux constantes  arbitraires.  

Ces formules donnent  alors compl&ement  la solution si V~ et Vs sent  diff6- 

rentes de Vt et  diff6rentes entre  elles, ou si l 'une des quanti t6s V2 ou V~ a seule 

t endu  vers Vt ou si elles sent  routes deux tendu vers V~ avec ~ ! d - - u ) / #  o. 

Si V2 & a n t  diff6rent de V~, V~ tend vers V2 il fau t  donner  des explica- 

tions compl6mentaires pour r; de m~me si V~ a tendu vers V~ ainsi que V~ et que 

)~id--lLg ~= o, c'est-b~-dire g ~ ; t  ~, !~ = !d puisque )~ et !~ sent  s implement d&ermi- 

n6s k un facteur  pros de proportionali t6.  

V~'~- V~ et r Prenons V~m V~ et V~ t endan t  vers V2, alors q tend vers 
V~ - -  V~ 

vers - - -  off l 'on ealcule ~ par  l ' interm~diaire de la quanti t6 u~ = ~ O V~ 0 V~ 

d( 2) et par  la formule Q=~:~  ~ : _ V 1  " 

Si V2 et Vs ont  tendu routes 

s = o ,  q = ~  off u = ~ . - w - - + l l  ~w.. et 
oeq Vpl 

les deux vers Vt et  si ~r=X,  d = ~ t  on a 

( 
r = -  - en posant  cette fois 

Q 

P = ~ O~ V, 02 V~ 0 2 V, 

O a~  + 2 ~. ! , iTa ,-Ofl-~ + ! ' ~ Y fl ] 

U2" 

Cet exemple montre  combien doit  ~tre minutieuse la formation de t o u s l e s  

types  T puisqu'i l  faut  consid6rer 3 integrales V~, V2, V3 de la m~me 6quation 

V " ~ 6 V  2 + S .  Si je prends S = o  j 'ai  par  exemple les int6grales de V " = S V  2 

I 
qui sent  ou o ou ( X _ ~ )  ~ ou a~p(c~X + fl, o, I)  ce qui fait  en tou t  pour V1, V2, Vs 

un nombre consid6rable de combinaisons. 
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C H A P I T R E  VI. 

E q u a t i o n s - " - - Y ' ~ (  I --I--- + / - - ~ )  + B (y , z) y' + C (y , x) . 

1 .  - -  Si l 'on prend H = a off a est  une eonstante,  on obt ient  seulement  deux 

6quat ions den t  les formes T sent  

(I) y . = Y ' * ( y +  I 2  Y----I+Y~-~aI ) 

(2) y , , =  Y ' ~ ( y +  i 2  Y-~II + Y~I ) + Y(Y--I) (Y--a) [fl + ~ + (y_~ + (y_~), 

et les formes O correspondantes  

(I') ~'1 ~'~ i I 

(2') ~"= I + '~-- I 

+ + q (~) 'i' 

q (~) ,, 
+ ~ ) ,  + q ( ~ ) , i ( , ; - ~ ) ( , ; - . )  ~ + 

+ 

( . l -  ~)' ~ (,~-T)),J" 

On passe du type  O au t ype  T par ~ = Y ,  X = c f ( ~ )  od e f e s t  donn6 pour  

(i) par  2 quadra tu res  - - =  q(~) e t  pour  ]a secondo par  une seule ef r~= q(~). 
el' 

L ' int6grale de (i)  s 'obt ient  en 6crivant  Y'z= K Y ( Y - - i ) ( Y - - a )  et eelle de 

(2) en 6crivant Y '~- - [2f l  Y - 2 7  2(~ 2e ] y__ Y Y - - I  Y - -a  + K  Y( I)(Y--(*) .  

2. - -  En supposant  H = X on obt ient  le t ype  irr6ductible VI qui est 

i i )  i ,) 
= _ _  + _ _ _  + - -  + X + ~  + 2 Y - - I  Y - - ~  

[ x .(x--,) (~--~)x(x--,)] + Y(Y--I)(Y--X) a--fl~+ 
2X,(X__,), 7(~---~_~ (Y--X)* 

Les subst i tu t ions  Y Y, = I,  X X ,  ~ I ou Y + Y, = i ,  X + X, ~--- I on Y =  X Y,, 

X X, = I ne changent  pas la forme de l '6quation et pe rmuten t  entre elles les 

constantes  a,  fl, 7, 8. 

Pour  a, fl, 7, ~ nuls ensemble, M. PAINLEV~ a donn6 l ' int6grat ion de cet te  

4quat ion;  pour  a,  fl, 7, ~ quelconques eet te  6quation est  irr6ductible.  - -  
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C H A P I T R E  VII. 

1, - -  Je  prends ici l 'exemple part iculier  (chapitre I, paragraphe 8) 

( I )  y,_~ + b y  r + dy ~ + ey ~ + [y + h. 
2Y Y 

Je  vais chereher la condit ion n6cessaire pour que l'int6gra]e g6n~rale admet te  des 

pSles mobiles et montrer  que eette condition est n6cessaire pour que l ' int~grale 

g6n~rale soit ~ points critiques fixes. Lc mode de calcul s '~tendra 6videmment  

tous les autres  cas et 16gitimera le r6sultat  g~n~ral 6nonc6 dans le preface, 

paragraphe 7. 

3 par  une Pour  simplifier les caleuls faisons, si besoin en est, b - - o ,  d =  2 

subst i tu t ion y = 2 ( x ) Y ,  X = ~ ( x ) .  Soit donc 

y'~ 3Y~ (2) y"=  + + ~y~ + / y  + ":. 
2y 2 y 

I1 y a deux families de pSles simples 

(3) Y 
X - -  X 0 

+ B + C(x - -xo )  + D(x - - xo )  ~ + ... 

off s ~  + I ou - -  I, B---- e o  C eel~ e~~ / ,e  et D est arbitraire,  il disparai t  
4 '  I6 3 3 

en effet  de la relation obtenue en 6galant les termes constants  dans les 2 mem- 

e" ( e~'ol 
bres, mais cette relation en t ra lne  pour avoir un tel pSle v0§ ~ f0 = o, 

2 4 ! 
ce qui en t ra lne  puisque x0 est quelconque et que ~ peut  ~tre + x ou - - i  e ~ o  

f__  ed Eerivons alors 
4 

(4) 

I e + B + C ( x ~ x o ) + ~ ( x _ _ x o ) ~ +  ... I 
Y x - - x o  = z  

y, - - e  
( x - -  Xo)' + C + 2 Z (x ~ Xo) + . . .  

oh B e t  C ont  les valeurs  indiqu~es. De ta premiere ~quation on t ire aisbment 

les d6veloppements en s6rie pour  x - - x  0 et  yr 
Acta mathematica. 33. Imprim~ le 11 juin 1909. 7 
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(5) 

Z - - X o  = ~ . Z  I - - - -  Z - ~  , ' "  

4 3 

Y z ~ 2z - - - - - e ' ~ 1 7 6  ~ 4 ~ ' t z + " "  

J ' a p p l i q u e  m a i n t e n a n t  la formule  

d'ofl  

~p (x0) = tp(x + .%- -x )  = ~(x) X~Xo,f, (x) -~ (X--Xo)"qy, (x)... 
I I ,  2 

e ,  = e - -  ( x  - -  x o )  e'  + ( x  - -  Xo) s e " - - -  
1 . 2  

t d +  z + + ..- 
z z 4 ! 

e,o - io =  e'Y - e' - ( e - x ~  r ee' - 4 

* ~'e~ e f -  ] ~ , - - t z  ' ' '  

8 [ 4  

+ .. ,  

J ' a i  f ina lement  

(6) 
z ~ 2z 2 / t  + t z  4 ~ - ~ +  4 + / ' t  + . - -  

I 
y - -  

Z 

Le calcul ainsi  pr6par6  condui t  alors s p rendre  c o m m e  inconnues  les fonc- 

t ions u et  z d6finies p a r  

(7) 

I 
y ~ -  

Z 

) 
y ' -~  - t  re2+ / t  + 

z ~ 2 Z 2 
U Z .  

Ceei condui t  au  .systbme 

(s) 
~ , -  +~ r _ ~ ' i ]  ~ + ~ (u, z), 

off ~ e t  ~ sont  deux  po lynSmes  en u e t  z. Fa i sons  m a i n t e n a n t  dans  le sys t~me 

(8) 6quivalent  s (2) la subs t i tu t ion  x : = x  o + a X ,  z ~ a Z ,  u ~  U; le nouveau  
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syst/~me a ses points  cri t iques fixes comme (8) pour  toute  valeur  non nuHe de a, 

donc encore pour  a = o .  Or pour  a ~ o  il se r~duit  

qui s ' int~gre ~videmment  pa r  un logar i thme si e~ + e  ( f o - - e ~  n'est  pas nul. 
e 4 / 

On r e t rouve  ainsi les r~sultats  annonc~s. 

C H A P I T R E  VIII .  

Equa t ions  

y" = I - -  Yr; + a y  + b + y (n + z) ~ y 

avec a ~ o  ou a i~o et  ( n - - 2 ) ~ h  + nc~_=_o. 

1. - -  Je  suppose d ' abord  n = z ,  alors je suppose ah: -~o ,  pour  ne pas 6tu- 

h' 
dier  de nouveau  des dquat ions rencontrdes  ailleurs. On a alors c =  o, b =  2h '  

2e + a b - - a r ~ o ,  g ~ o .  

h ~ _ _ i d'ofi 
2 

(~) 

In t4gra t ion  : 

(2) 

Je  d~rive, d'ofi 

On peu t  par  y = i . ( x )  Y, X = e f ( x )  supposer  a = - - z ,  

Y" __ yr~ __ 2 y yr yS - -  _ _ _ _ + / y _ _ Z  
2 y  2 2 y  

Z ft~ Z B 

Y = z '  z 2 

(3) z"" = 2 / z" + f z ~ - z . 

On est ramen~ s une ~quation lin~aire du 4* ordre;  si on appelle zt, z2, zs, z~ 

4 solutions l in~airement  indSpendantes  de (2) on pour ra  ~crire que l ' intSgrale de 

(2), puisqu'el le  v~rifie (3) est de la forme 
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z =  Clzt + C~z~ + C~z~ + C~z~ 

e t c n  subs t i tuan t  dans (2) nous  obtenons  une relat ion ent re  les C de la forme 

2~A~ i C q =  o ,  off les Aii sont  des constantes ,  i et ] 6rant  deux  entiers  diff6rents 

6gaux h i ,  2, 3 ou 4. On voit  donc que y s 'expr ime ra t ionnel lement  au moyen  

de 3 cons tantes  arbi t raires .  

L '6qua t ion  (i)  pour ra  si l 'on veu t  ~tre prise comme type  T, le type  O pour ra  

6tre pris sous la forme 

h' h' h 
(4) ~" - -  ~'' 2 , ~ '  + r~9 + + 1~ + - 

et  on l ' int~gre de la m6me fa~on. - -  

2. - -  Supposons n # 2 ,  c ~ o .  Si a--~o, on p rend  e - - o  (pour n = 4 ,  o n p e u t  

supposer  e:~l_-o, j 'ai  6tudi6 au t re  pa r t  ce cas). - -  Si a_-I-:o il y a deux  familles 

n + 2  i 
de pSles simples mobiles, un y + .. .  qui donne  la re la t ion 

n a o x - -  x o 

( n + 2 )  e + n ( a b - - a ' ) = o  et  un aut re  

y = _ _  (n + ~) (n + 2) I 

n a o  x - - x o  
- - - -  + a~ + a_~_! . . . .  + ap  ( X - - X o ) P  - 1  + . . .  

X - -  X o 

n + 2 
qui ne donne  pas de relat ion:  pour  le voir  supposons a ~  on voi t  ais6- 

n 

ment  que l 'on a en 6galant  los termes cn (x - -x 0 )P  -3 ,  ( p + I ) ( p + n + i ) a p =  

= e p ( a p _ l ,  ap-2 . . . .  a,) donc le mul t ip l iea teur  de ap n 'es t  jamais nul, car  n est 

un ent ier  positif. 

Si l 'on veu t  s 'occuper  des z6ros, on applique ce qui  pr4c~de en changean t  y 

i 
en --  e t  appe lan t  - - n  = n' d'ofi l '6quat ion 

Y, 

( - -  - -  + c y l y ' ~  ~ b y ' l  ~ a v ' '  n ' c :  n ' a  I 

Y' = ~ ~ y~ y~ (n' -!- 2)' y~I - -  gy~ - - / y ~  - -  e (n' - -  2) 2 y~" 

Mais alors ce t te  fois los deux z6ros de y donnen t  chacun une relation, l 'une  est 

( n - -  2) g - -  n ( c b - -  c') = o c t  l ' au t re  est d ' a u t a n t  plus compliqu6e s 6crire que 

n e s t  plus grand.  Si nous ne tenons  pas compte  de cet te  re la t ion j 'ai  une 6qua- 

t ion qui est  int4grable,  et  qui sera s points  cri t iques fixes quand  cet te  re la t ion 

( n--2) 
non 4crite sera satisfaite.  Ecrivons en effet,  nous supposerons c - -  
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(s) + ' + b y '  
n l  y 

n - - z  y' n a : ) i y ~ . t . n ( a ' - - a b )  y~ j _ / y _ b _  - 

n y ( n +  n + 2  ' 
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I 

n y  

J e  pose  

(6) y r  I 
a n y  s 

n + 2  n ~ l y  

ee qui condui t  au  sys tbme  

(8) 
u' + u ~ - - b u  2a  ] 

n ( n  + z) n 

y ' -anJ---~ - - n u y  ~ I -= o. 
n + 2  

Si a z l z o ,  j ' a i  deux 6quat ions  de Riccat i ,  si a_----o j 'a i  une dquat ion  de Ricca t i  

V r 
suivie d ' une  6quat ion  lin6aire. Si a ~_ o, ie pose u = -  et en  appe l an t  v t e t  v 2 

v 

deux solut ions de v ' ~ - - b d +  I v  - - ~  o n  a 
n 

y = ( C , v ,  + C~v~)" C-~ + C , v ,  + C:v~)" " 

II  n ' y  a qu '~  expr imer  que v 6 tan t  solut ion de v"=bv ' -+.  / v  d6finie pa r  v 0 ~ o  v'o 
it/+ 

I 
arb i t ra i re  p o u r  x = x0, la quant i t6  ~ a p o u r  x ~ x0 son r~sidu nul, sinon y a une 

,~r n -}- 2 Z t 
singulari t6 logar i thmique .  Si a ~i-o on pose encore  u = -  e t  y d ' oh  

v n a  z 

v" = b v' + n (n + 2--) + v 

(a: na 
z " - -  + n z r -4- n + ~  ~ O ,  

I1 n ' y  a qu '~  app l ique r  les r6sul ta ts  de F c c n s  ~ l '6quat ion  en z pou r  voir  qu 'h  

un  z6ro de v cor respond  pour  z un point, logar i thmique  (les racines de l ' 6qua t ion  

caract6r is t ique sont  en effet  o et  n + ~), ~ moins  qu 'une  cer ta ine  condit ion ne 

soit  rcmplie .  

On r e t rouve  ainsi la re la t ion  que nous avions  form6e plus h a u t  p a r  un 

au t r e  moyen .  

Cet te  m6thode  a un inconvSnient ,  c 'es t  de ne pas  donner  les coefficients de 

l ' 6qua t ion  (5) expl ic i tement .  J ' y  a r r ive  p a r  un au t r e  proc6d6. 
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3. - -  J '6eris  

~ = ( n - - I ) y r  + I a ( n - - I ) y  
(o) ny n + 2  

d'ofi  

(I0) y [~' + ~ a ( 2n - -2 - -n2 )  n - - I / - - b ~ ]  +b + n - - 2 "  
- -  n ( n +  2) n n _ _ ~  = 0 .  

On remarque  que si n ~--2 l 'op6rat ion est termin6e, ear  alors b =  o et  je r e t rouve  

deux  6quat ions de Riccati .  Sinon je pose 

(II) 

bfl --  n b +n__~2~ n - - 2 z ,  a = - -  
n - - i  n - - i  n ~ 2  

n - - i b ,  + (n--i)~b~____ a ( 2 n - - 2 - - n  s) n - - I  
n - -  2 (n - -  2) a n (n + 2) n 

. 

J ' a i  exprim6 y en ~, done en z e t  j 'ai  

z '~ I- 1 ] n a n z' + fl (n - -  4) z' z s a n_ z~ 
(12) z" = z C I  n - - 2  n - - 2  zz' n--2 n - - 2  z n - - 2  n - - 2  

[ n ' - - 2 n  + 2 a n ( n - - 2 )  ] l a t i n  ] fl' 
- -  d+"~n--~+~(n--1)(n--2)n--2 ( n - u  +~' (n--2)z" 

Si f l ~ o ,  j 'ai  pr6cis6ment une 6quation 6tudi6e (chapitre  i er, deuxi~me type) ,  

d e n t  l ' int6grale est ~ points  cr i t iques fixes et  eont ien t  ra t ionnel lement  les con- 

s tantes  d ' in t6grat ion:  on sait que dans ce cas on a une  $.quation lin6aire du se- 

cond ordre  h r6soudre et  ( n - - i )  quadra tu res  h faire ensuite. Si f l - - o ,  on re- 

marque  que les coefficients de (5) sent  exprim6s expl ic i tement  au moyen  de deux  

fonct ions arbi t ra i res  a,  b e t  de leurs d6riv6es. On remarque  d'ail leurs que pour  

n = 3, fl est n6cessairement  nul. 1 

Si fl_=Izo, on a une 6quat ion du m6me ty p e  (off le coefficient do z 3 n 'es t  pas 

nul) mais off n a 6t6 remplac6 pa r  n - - 2 .  I1 n ' y  a plus qu 'h  r eeommeneer  sur  

elle. Si n = 4 ,  oet te  6quat ion serai t  j u s t emen t  celle 6tudi6e au premier  para-  

graphe  de ce chapitre.  Sinon on recommence  l 'appl icat ion de la m6thode.  

Conclusion: si n est impair ,  ou bien f l ~  o et  alors l 'appl icat ion faite une 

lois do la m6thode  suffit, ou bien f l ~ o ,  alors on recommencera  l 'appl icat ion et  

on a r r ivera  au bou t  d ' un  cer ta in  nombre  de fois ~ une ~quation off ce t te  quan-  

ti t6 fl sera nulle. Donc pour  n = 2 p  + 1, j 'ai  p types  dist incts su ivant  qu'i l  

fau t  appl iquer  la m6thode  1, 2 . . . .  p fois. 

1 Pour n = 3  j'ai z " = - - 3 z z r - - z a - - ~ r  ' + 2 a 2 - ~ ] ~ ;  je pose z = ~  d'oil 

t"' + 3at" + [ a '+  2a ~ -  ;a]loj t ' =  o, c'est bien une 6quation lin~aire du second ordre suivie d'une 

quadrature. 
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S i n  est pair,  ou bien fl est  nul pour  l '6quat ion et alors l ' appl icat ion de la 

m4thode faite une  fois ram~ne h u n  type  connu (chapitre  ier, deuxi~me type),  

ou bien il sera nul  pour  l 'une des 6quat ions suivantes,  ce qui  ram~ne tou jours  

co type,  ou bien on a r r ivera  ~ une ~quation du  type  ~u d i~  au ier pa ragraphe  

de ce chapi t re :  donc pour  n-----2p, il y a p types  distincts.  

I1 n 'y  a plus qu'~ mon t r e r  que les coefficients de (5) p eu v en t  6tre ~erits 

expl ic i tement ,  quel que soit n au  m o y e n  de deux  fonct ions arbi t ra i res  e t  de Ieurs 

d~riv6es d 'ordre  n -  2 au plus. 

Si f l - - o ,  c 'est  d~j~ ddmontr~. Si fl-i~ o, supposons que p o u r  les valeurs nu-  

m~riques z, 3, �9 �9 �9 n - -  2 on sache obteni r  ce r~sul tat  pour  les 6quat ions ~tudi~es: 

Z r 

dans (I2) le t e rme en me donnera  a ou b; le t e rme en z r me donne  fl, celui 
Z 

en z me donne a,  done en r ap p ro ch an t  ces z r~sultats, j 'ai  / ;  j 'ai  donc ob tenu  

a ,  b , / ;  c 'est  un  r4sul ta t  vra i  pour  n = 2, n = 3 donc il s '~tend h toutes  les va- 

leurs positives de n. 


