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SUR LES

EOUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES
A CORFFICIENTS PERIODIQUES,

Pir M. G. FLOQUET,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE NANCY.

Je considere, dans ce travail, une équation différentielle linéaire

homogene
dm'), (fm—1 3 dm -—QLV

Py = dx P dx'n—:l P2 dx’”’é e Py =0y

a coefficients uniformes et périodiques, de méme période w, et dont
Uintégrale générale est supposée uniforme.

Jétudie la forme analytique des solutions.

St 'on faisait le changement de variable

Q:J'y/:

.
(5] —
e =%,

on obtiendrait une transformée linéaire dont les coefficients seraient
des fonctions uniformes de . De 'expression connue de ses intégrales,
dans le domaine d’un point singulier, on pourrait conclure, en posant

azr (1
—e “ ,laforme des solutions de P(y)=o.

Mais j’ai préféré aborderla question directement, sur I'équationP=o
elle-méme, d’autant plus que, pour suivre cette voie, il suffit de se
reporter aux célebres recherches de M. Fuchs, en adoptant une méthode
identique & celle qui I'a guidé dans P'étude des intégrales autour d’un

point singulier (*).

(1839

{t) Journal de Crelle, t. 66.
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Jobtiens ainsi un systeme fondamental S de solutions, lié & une
certaine équation algébrique A = o, analogue & U'équation fondamen-
tale de M. Fuchs, et que j’appelle I'dguation fondamentale relative a la
période w. Le premier membre A est un déterminant de degré m par
rapport & I'inconnue . Les éléments du systeme S constituent autant
de groupes que 1'équation fondamentale A = o a de racines distinctes,
et, en appliquant le procédé exposé dans un important Mémoire de
M. Hamburger ('), on peut facilement distinguer ces groupes en sous-
groupes indépendants les uns des autres.

T'arrive en particulier aux conclusions suivantes :

1. Sotent ¢, &y, ..., ¢, les racines distinctes de I’ équation fondamen-
tale A = o; soit \; Uordre & partir duguel les déterminants mineurs de A
cessent-d’étre tous nuls pour = = ¢g; :

1° P = o admet comme intégrales distinctes \, ~+ ko + ... + X, fonc-
tions périodigues de seconde espece, et n’en admet pas davantage;

2° Il existe un systéme fondamential de solutions comprenant d’a-
bord %, 4y -~ ..~ 1, fonctions périodiques de seconde espéce, puis
m— (A, + hy4...+1,) expressions qui affectent chacune la forre
d’un polynéme entier en x, ayant pour coefficients des fonctions pério-
digues de seconde espece de méme multiplicateur;

3° Les multiplicateurs des fonctions périodiques qui figurent dans ce
systéme fondamental soit comme éléments, soit comme coefficients dans
les éléments sont égaux aux diverses racines g, e, ..., g, de 'équation
Jfondamentale.

Il. Pour que P = o0 admette comme intégrales distinctes m fonctions
périodigues de seconde espéce, il faut et il suffit que chaque racine de
A= o annule tous les déterminants mineurs de A jusqu'a l'ordre égal
au degré de multiplicité de cette racine exclusivement.

Je dis qu'une fonetion uniforme () est une fonction périodique de
seconde espéce, de période o, lorque I'on a

F(x+w) =:J(2),
ie multiplicaieur ¢ étant une constante. Si e =1, la fonction est pério-
dique; elle est dite aussi périodique de premiere espéce.

(1) Journal de Crelle, t, 76.
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I. — EBquation fondamentale.

1. Désignons par f, (), fi(x), ..., f.(x) m solations distinctes de
'équation P =o, choisies arbitrairement. SiVon fait déerire & la variable
un chemio quelconque allant du point x au point x + w, les fonctions
uniformes f{x) acquiérent en x + o des valeurs déterminées /| (x + ),

Sl +w), ..., fulr -+ w), tandis que les coefficients périodiques de
P = o reprennent leurs valeurs initiales p,, ps, ..., py. Dol je conelus
que fi(x + o), il + o), ..., fiu{x + @) sont aussi des intégrales de
P = o, constituant un systéme évidemment fondamental. On a donc

.fl(‘r+m) :4&11_/"1(‘1') —= Anf‘z(."z’) -+ ‘+Allllfm(,w\):
filz ) = A 1(2) +Anfi(@) +.. . Asn /()

fon (& w)= Awnl/‘l {(z)+ Amﬂ./‘:l(m) IR o Ammfm (&),

le déterminant des m? constantes A étant différent de zéro.

Supposons que P == o admette comme intégrale une fonetion pério-
digque de seconde espece F(a), de période », au multiplicateur ¢. Ona
nécessairement

Fley=wu fi(x) -+ usfolx) 4. ot fol2),
les constantes u n’étant pas toutes nulles, et, par hypothese,

Flz+w)=t:F(2),

¢’est-d-dire
(f\il iUy - A21 Uy .. 4= Aml “’m)/‘i (‘Z')

+ (Appuy + Asalts + ..o+ A ) fo()
-+ (Alm ul+ *‘&ﬂm [('2+' .o Amm um)fm(-"‘)
=elu f1(x) -+ wy fol @) U S ()]

Or cette égalité exige que u,, Uy, . ., u, et ¢ satisfassent aux m équa-
tions

(A — )+ A iy e Ay Uy, == 0,
A uy e (A e s o A e e, =0,
............................................. ,
Ay = Asm U e (A — ) Uy, =0,

Ann. de 'Ee. Normate. 2¢ Série. Tome XII. — Fiveier 1883, i
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qui entrainent la suivante :

A,—: A Ao
;\21 ."ng—* € ... A-_‘Zln

—
A mimn &

Celte équation A = o, de degré men ¢, el quin’a ni racines nulles,
ni racines infinies, est ce que j'appellerai 'dquation fondamentale rela-
tive a la période o, ou simplement Véguation fondamentale.

On peut dire alors que :

Toute intégrale périodique de seconde espéce, de période w, a un mulu-
plicateur qui est racine de l'équation fondamentale.

Réciproquement, & une racine de I'équation fondamentale corres-
pondent, par les équations du premier degré en u, des systemes de
valeurs de u,, u,, ..., 4, qui ne sont pas toutes nulles, et par suite

des fonctions
g fi{x) =ty fy(2) ==ty fru ()

différentes de zéro, et périodiques de seconde espece. Si en particu-
lier 'équation A = o admettait comme racine une racine de 'équa-
tion bindbme ¢ —1=o0, on obtiendrait une intégrale possédant la
période kw.

2. Les racines de [’équation fondumentale sont indépendantes du choiz
du systéme fondamental.

Pour le démontrer directement, considérons un autre systeme pareil
&i(@), go()s +ovy gmlx), tel que

gi(z +v) =Bug(x) +Bug(z) +.. .+ Bu.gnlz),
&a(x -+ w) :Bmé’l(x) -{—ng?_(x) o Bongm (),

gm(x +U’) = Bmlgl (%) ~ Bm‘zgg(x) e Bmmé’m(“")a

le déterminant des m* constantes B étant différent de zéro. L’équation
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fondamentale, pour ce nouveau systeme, est

,B“——S Blg e Blm
)‘21 Bzz— e .. Bzm

......

B mm ™ &

Je dis que les deux polynémes A et A, sont égaux, quel que soit «.
Soient, en effet,

gi(x) =L, fi(e) +Lnfilx) +. ..+ Linfulx),
& () =Ly fi(x) +Lafa(z) +.. .+ Lanfu(2),

gm (‘T) — Lml,fl ("Z") -+ L1112/2 (‘l'> S o I—‘mm.fm(‘z")

les équations qui expriment linéairement les g(«) & l'aide des f(x), le
déterminant A, des m* constantes, L n’étant pas nul. On obtient alors
pour g:(2 + ») les deux expressions svivantes :

gilxt+o)=(Anla+ Ay Lo+ .~ A Loy fil2) +. ..
+ (AL A L) i (),

gilr+o)=(BayLl -+ Bale, +. ..+ B L)) Sl ..
+ (Babym+. ..+ B L) ().

Par suite, les coefficients de chaque fonction /() devant élre égaux
dans ces deux expressions, on a, pour les diverses valeurs de ¢ et de /,

k=m k==m

~ ‘
}; AkjL[k: Z Bl‘;,-L/,-j: Cl'_,'.

h=1 k=1

H résulte de 1a que les deux déterminants obtenus en multipliant le
déterminant A, successivement par les déterminants A et A, ont leurs
éléments égaux chacun a chacun, et sc¢ confondent tous deux avee le

délerminant v
Cu"‘LME Clz"‘—Lzza ClmT Lye

Al ml i
Coy— Ligy2 g Lgpe ... o= Ly,
......................
. N ~
(‘/ul - Lml : ('/)12 - Lmza s (anm - me £

On a donc



>

a2 G. FLOQUET.

et, comme A, n'est pas nul, les deux polynomes A et A, sont égaux
quel que soit e.

La démonstration précédente est de M. Hamburger, qui 'a appliquée
a PPéquation fondamentale de M. Fuchs. M. Hamburger prouve, en
outre ('), que :

Si, pour une valeur de ¢, tous les déierminants mineurs jusqu'd
Uordre 3. — 1 sont nuls dans A, sans que tous ceux d’ordre ). le soient, il
en est de méme dans le déterminant A,.

II. — Systéme fondamental 8. — Groupes d’intégrales.

3. Supposant d’abord les racines de 'équation fordamentale toutes
différentes enire elles, je les désigne par ¢, e, ..., &, Jen déduis
(n° 1), par 'intermédiaire des équations en u, m intégrales périodiques
de seconde espece ', (), Fy(x), ..., Fulx), de période o, aux multi-
plicateurs respectifs ¢, €, ..., g,. Ces m fonctions uniformes consti-
tuent un systeme fondamental; car, 8'il existait entre elles une relation
a eoefficients constants de la forme

CFy () - CaFy () 4 - G (2) = o,

on en conclurait, en changeant @ en & -+ » m — 1 fois de suite,

1 I I
el “% Em
2 2 ne
i o gyt | == 0,
’ meq mo-1 m--y
& 2 En

ce qui est impossible. Donc :

St I équation fondamentale n'a que des racines simples, P == o admet
comme intégrales distinctes m fonctions périodigues de seconde espéce, de
période » et ayant pour multplicateurs ces racines.

%. Considérant maintenant le cas des racines multiples, je désigne
pav e, &, ..., & les racines distincles de I'équation fondamentale, et
PAr ey fas .o 2, leurs ordres de multiplicité respectifs.

(1) Journal de Crelle, t. T8, p. 113, 116 ¢l 117,
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Envisageons d’abord la racine¢,.

Jen déduis (n° 1), & aide des équations en u, unc intégrale pério-
dique de seconde espece F\(«), de période », et de multiplicateur «,,
ce qui est tonjours possible. Remarquant ensuite que les valeurs des
m constantes «, qui figurent dans

FilaY=u, fi(x) -+ fo(x) 4. oty [ (2),
ne sont pas toutes nulles, je suppose, par exemple, la valeur de u, diffé-
rente de zéro, et j'observe que dans cette hypothese le systeme des
mtégrales F\(x), fi(x), fi(x), ..., fu(2) est aussi fondamental. Je le
substitue au systeme primitif f, (), fi(2), ... ful %),
Cela posé, soient '

(o +w) =z F(x),
ol --w) =B, Fi(2) By fale) +. .+ Bay [0 (1),
Sl +w) =By 1411(1‘) 4= Bas fa() -+ - By S (@),

‘/lm (’ “+w ) = le le(x) - Bma f:: ( "1".) T anm /‘m ("Z")-

L’¢équation
L gg—2 o] (&
B“ ];m — 2 “Zm
=0
Bm.l B m2 e Bm m= €

a les mémes racines (n° 2) que U'équation A = o. Par conséquent,

Péquation
]323""' € e BQ,”

an‘z LR Bmm — &

admet encore la racine ¢,. Il en résulte que, si u, u;. ..., «, désigent
un ensemble de solulions des équations

(R“?M &) gt - E’m"). o I,
B2m ly AT ( nm m Ey ’ Uy 2 0y

on pourra supposer que les m — 1 conslantes «’ ne sont pas loutes
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nulles. Si done on pose
¥y(2)=uy fol@) + ) fu(2) +.. e Wy, S (2),

intégrale F,(x) n’est pas identiquement nulle et satisfait, en outre,
a la condition ‘

Ty + o) = Fi(2) + 2, Fy(2),
comme on le vérifie aisément. La notation ¢,, désigne la constante

Bay 4 Byp ey o4 By 1)y,

qui, d’ailleurs, peut étre zéro. Supposant, par exemple, u, différent de
zéro, je substitue au systeme F\(x), fi(x), fo(2), ..., [ul®) l¢ sys-
teme F(2), Fy(z), /1(2), ..., fu(®), qui est aussi fondamental.

Raisonnant sur ce nouveau systeme comme sur le précédent, j’ob-
tiendrai une intégrale Fi(2) satisfaisant 4 la condition

W, (@4 )= ey Fy (@) 455, Fy () + ¢ ¥y (),
i3, b g5, désignant des constantes qui peuvent étre nulles. Puis je rem-
placerai le systeme employé par le systeme
Fi(x), Fylx), Fy(x), file), .oy fulx),

(qui pourra aussi étre regardé comme fondamental.

En continuant de la sorte, j"arriverai au systéme

F (), B, (2), v, Fola)y foi(®) ovvy ful).
Ayant ainsi déduit de la racine ¢, les py intégrales F/'(z), on trailera

de méme la racine ;. On en déduira les p, Intégrales ¥, (2), F, (%), ...,
" s . n
I, (2}, et lon arrivera au systéme fondamental

Fi(z), Folz), ..., Ty (), ¥ (x), Fy(@2), ..., Fi (), fommpart (2)y « ooy [l X)),

On répétera le méme raisonnement successivement pour chacune des
aulres racines ey, &, ..., g,. Finalement, on aura un systéme fonda-
mental d’intégrales composé de n groupes, analogues au groupe ().

D’otr celte proposition :

Soit n le nombre des racines distinctes e, <, .. ., ¢, de 'équation fon-
damentale; soient |, p.g, ..., 1, leurs ordres de muliiplicité, tels que
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Uy Ay 4. g, = m Ul existe un systéme fondamental de solutions
se partageant en n groupes, correspondant respeclivement & ces racines,
et les p. éléments qui constituent le groupe répondant a la racine «,
d’ordre p., Jouisseni des propriélés suwwantes :

Fi(e+o0)=: F(2),
Folx + w) =e Fi(2) +< Fa(a),
Fo(o 4+ o) =e F () 4+ e, Fa () + c Fa (),

Folo+ow) =, Fi(2) +eals(@)+. . 4 ep o Fuo () +eFu ()

D’apres cela, le premier élément de chaque groupe est une fonetion
périodique de seconde espece. Il peut exister d’ailleurs, dans un méme
aroupe, plusicurs éléments de celle nature, car les constantes «
affectées d'indices peuvent étre nulles. Done :

Si n est le nombre des racines distinctes de U'équation fondamentale,
P =0 admet comme intdgrales lincairement indépendantes au moins
n fonctions périodiques de seconde espéce, de période w et ayant pour
multiplicateurs ces ractnes.

£it, par conséquent :

L'équation P = o admet toujours comme intégrale au moins une fonc-
tion périodigue de seconde espece.

5. Que I'équation fondamentale ait ou n’ait pas de racines multiples,
on vient d’obtenir dans tous les cas m intégrales distinctes, se com-
portant d’'une maniére simple quand on y change @ en @ -+ . Je dési-
gnerai dorénavant par la lettre S ce systeme fondamental particulier,
et par &, @,, ..., ®, les différents groupes, corrélatifs des racines ¢,,
t2, ..., &, auxquels il donne lieu. ,

Il faut remarquer que, lorsque, dans le systere S, on remplace une
quelconque des intégrales F,(x) par une combinaison linéaire

CiFi(x) +CFy(x) +. . .- CF ()

de celte intégrale et de celles quila précedent dans le groupe @ auquel
elle appartient, si C; n’est pas nul, le systeme total ne cesse pas d’étre
fondamental, et, de plus, les propriétés du groupe @ sont conservées.
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Observons encore que I'on calcule aisément Fy(z-+kw), Fola-bw), ...,
Fulow + ko), £ dcswnant un nombre entier. On (rouve successivement

Filz + ko) = F (2),

By o) = /[ P, (2) + Fa 2 )]

. koeye
RE R

) T -” )
; E.’('l’)“f Fy(a JJ\’

|
Py (24 ko) = ot H

kRt 4 A et i*:illm,)
5.3 1.9 e g
k(k ke = ol
Fil 4 ko) =eh[hiy By (@) 4 kia Fo(2) Ao by By (@) e £y Bay () = B,

les quantités &,_,, ki, ..., £, étant des polynomes en £, de degrés
respectifs 1 — 1, i — 2, ..., 1, et sans termes indépendants de £. Les
coefficients des puissances de £ dans ces polynomes sont toujours finis;
ils peuvent étre nuls. Ces formules seront utiles plus loin.

6. La facon simple dont se comportent les éléments du systeme S
qui composent un groupe ®, lorsqu’on y change @ en @ -+ o, va nous
permettre d’obtenir leur forme analytique. ’

Soient p fonctions uniformes F,(z), Fy(z), ..., Fy(z), possédant
les propriétés suivantes

Fi(z+w)y=: F (),
Fo(z + o) =2, Fi (&) += Fy(z),

Fy(2 -+ 0) == 20y Fy () + 250 Py (2) 4 2 Fy (),

F ( -t 0.)) = g ¥ 1 ( ﬂ) " Euy F_z (‘L') PN o et ‘F[hﬂi (JJ') -z FM({[").

La premiere est périodique de seconde espece.
Considérons la seconde. On a

(2 -+ w) _Fau(z) ey
Fi(z+w) Pz =




't
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de sorte que la fonction uniforme

ne changera pas par le changemen't de x en a + w. Je peux done
écrive
Fy(r) 3
F (x)

~
I
o
rg‘
e

-~
[~
"

5(x) désignant une fonction périodique. En posant alors

Filae)0(r) =ea (.2), :U;l Fi(x) = zaalo),

oIl aura

Fala) =go (@) 4+ 2 90,

94, () et 24, (@) étant des fonctions uniformes, périodiques de seconde
espece, de période o et de multiplicateur ¢, o,.(a@) ne différant
de F,{x) que par un facteur constant.
Si 'on passe & la troisieme fonetion Fy(x), on a
Folow-+w)  Filx) | e Folai ey

N N oo e

Filo+w) “Fi(x) & Fle) e

¢'est-a-dire

Fi(r +w) Folary | ea [ e coa (| ey
< = e e e |2 e BL .
Fi(x+w)y  F (&) s | ws If ()

On en conclura la périodicité de la fonetion

. ]
Fy(ax) I Biofay
Fi(x) 2w s? G wie?

et, par suite,
Folw) =5 () + & (i) - 2oy,

930(@)s 932(2), 932 () désignant des fonctions uniformes, périodiques
de seconde espece, de période o et de multiplicateur & La fonction
055() ne differe de F,(«) que par un facteur constant, et g,,(x) est
une combinaison linéaire de ¢,,(x) ct de F, ().

On apergoit maintenant la loi qui régit la forme des fonctions F(x).
Pour I'établir d’une manitre générale, je la suppose démontrée pour

Ann. de I'Fe. Normale, »° Série. Tome XII. — Fivnigr 1883, . b
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Jr

Fo(2), Fola), ..., Fiy (@), et je vais prouver qu’elle subsiste a 1'égard
de F[(.’r').
Je fais, pour la symétrie des notations,
Fi(z)=9,(2).
On a

Fiz—+ o) =y F(2) +enFy (@) 4. ..+ g e Wing (@) + e Fi(2).

D’ailleurs, on peut toujours poser
Fi(z) =ou(®) +- @ ¢ (@) +. . .+ a0, (2),

les fonctions ¢ (@), @5 (), ..., 0 (@) étant des fonctions uniformes,
périodiques de seconde espece, de méme multiplicateur ¢, qu'on a
choisies arbitrairement ; la fonction ¢; («) doit seule étre convenable-
ment calculée; elle sera forcément uniforme, puisque F,;(a) Uest; il
s'agit simplement d’établir qu’elle sera périodique de seconde espece,
au multiplicateur ¢, au moins pour certaine détermination de ¢, (x),
9is (%) s Qur(2)-
Or nous avons

Fi(z 4+ w) == ey @y + 82( 09y -+ X 9ya) .ok e[ 91 () A+ 2 iy -+ A= 2 ey,

et aussi
Filz +w)=c¢ [ﬂL(———aj-"—-—) A (T A 0) g (2 A w) gy

Si, dans ces deux expressions, on égale les coellicients de =, 2?2,
«®, ..., "', on obtient une équation identique et — 2 équations,
faciles 2 écrire, susceptibles de déterminer g, 9, ..., 9, en fonctions
linéaires, homogenes, a coefficients constants, des quantités ¢ dont le
premier indice est inférieur & {. Ces valeurs étant uniformes, pério-
diques de seconde espece, de méme multiplicateur ¢, on peut supposer
qu’elles coincident avee les expressions des fonclions arbitraires ¢,
Oiur -+ +» Pii» €t regarder les ¢ — 2 équations comme satisfaites. Les
parties restantes des deux valeurs de F;(x -+ o) doivent alors étre
identiques, ce qui donne

€1 Piy + S Pay o e (&) =gy (2 @) WE Py~ v ok wi-1 €94



EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEATRES & COEFFICIENTS PERIODIQUES. 59
Déterminons la fonction périodique de seconde espéce o, par
I'équation
€1 @11 —F SiaPag T o i Py ) TEWE Py A= 0T 0y,
ce qui est permis; il restera

gy (@ 4+ w)=coy(x),

et, par conséquent, la fonction uniforme o (x) est périodique de
seconde espece, au multiplicateur .

On voit aussi que les fonctions ¢ sont des combinaisons linéaires de
celles d’entre elles dont le second indice est 1.

On a en particulier

€i 7
Ci— _I—L‘i—“' Or—q,11
({—1we 777
et, par suite,
€ i—184mq,i~a. - » E3nByy

S T ((—2). 2.1 (we )T

t.DH?

de sorte que les fonctions @,y ©aay +.vy 0y, ne different mutuellement

que par des facteurs constants. Si g, est identiquement nul, il en est

de méme de 9.y ;o1s Pivairar -
D’ou cette proposition :

o Pue

Lorsque . fonctions uniformes F,(x), Fy{a), ..., Fy(x) possédent les
propriétés en question, quand on y change x en x -+ w, elles sont de la
Jorme '

Fi(z)=9u(z),
Fo(2) =99 (@) + @ 90a( ),

Fyla) =95 (@) + @ gga(x) -+~ 2% gys {2,

Fu() = g (2) + @ () 22 04 (@) .. 22 gy, (@),

o les fonctions p(x) sont uniformes, pcriodiques de seconde espece, de
periode o et de méme multiplicateur <. Ces fonctions ¢(x) peuvent s ex-
primer en fonctions linéaires, homogeénes, a coefficients constants, de
celles d’entre elles dont le second indice est 1, et en particulier g, ¢,,, ...,
Dy dont les deux cndices sont égaux, ne different mutuellement que par
des facteurs constants.
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Et, par couséquent :

Les éléments du systéme fondamental S qui composent chacun des
groupes ®,, ©,, ..., O, sont de la forme précédente, le mulliplicateur
dans chague groupe ® éiant la racine correspondante : de I'équation
Jondamentale.

III. — Sur un systéme fondamental de méme forme que 3.

7. Soit F,{x) une fonction périodique de seconde espece, de périodew
et de multiplicateur g, satisfaisant a équation différentielle P =o. Le
multiplicaleur ¢, est, par conséquent (n° 1), une racine de I’équation
fondamentale. Posant

y=1F (gz')‘/‘: d

dans "équation P =0, on obtient la transformée d’ordre m — 1,

I P - 3
O(s) = dm-1g £ g, d :

)= e Y e B0,

- J'observe en premier lieu que, comme la proposée, cetle transfor-
mée a ses coefficients uniformes, périodiques, de periode », et son wite-
grale géncrale uniforme.
-Cest en effel ce qui résulte, F, () étant uniforme, de la simple
-inspection des coefficients ¢ :

o 1 "m dF () B l‘),
1= Fi(ey  de frrat ak

1 ‘mim 1) 2F () AR () ) )
{ 1.2 ([‘12 -+ ( e —1) _Z}:}/—m i Ve I‘ 1 ('l.)w ?

et de cette remarque, & savoir que Q=0 admet les m— 1 solutions
distinctes,

da ¥iw) ? dx b‘i(_w)’ "’ dz [IES ’

Fo(z), folx)s file), o oy fu(2) désignant un systéme fondamental
d'intégrales de P =o.

Je dis ensuite que, s ¢, 2y, ¢4, - .., &, sOnL les m racines de l’e'(/ua'-
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tion fondameniale & = o, lesm— 1 racines de 'équation fondamentale
relative a Q seront les quotients :—1, f, e Z-’:i
Supposons en effet que on ait
Filw- «Lu)::lf‘ Y,
yiCs o)=Ly Fi(2) -+ Ly fo(2) 4. -~ Lo fu(2),

[49_.7 —3 PN Lg,n

e e
Lps o me — 2

Or divisons les premiers membres des équations précédentes par
F,(x+w), etles seconds par 'expression identique ¢, F, (), puis dé-
rivons par rapport & a; nous obtiendrons

__(i /.’ (x4 w) . L‘l“z ) v/“-_’(,*l") ~ - 'E_’_'_’l _f{_ //n( LJ
de Filw--w) & dz F(x) e e, dr Fr)’
d /m s i‘(") ma 6{‘ /2(1) me d .//;1 )
de Flo—+w) & dr F(x) e s dr FMCLT

II en résulte que l’équation fondamentale relative a4 Q peut'.’é crive

en multipliant son premier membre par ¢,

Lyy—ze s ... L ’

Lo - L,,l,,, —
ce (qui démontre la proposition.

St en particulier U'équation A =o a plusieurs racines égales u «,,
équation fondamentale relative a Q auraau moins une racine égale i
'unité, de sorte qu’il existera certainement une miegrale de Q__o,
admettant [a période o.

8. Je cherche maintenant les propriétés de 'intégrale

ft(x) (l.z:,
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lorsqu’elle est uniforme, {() désignant une fonction uniforme, pério-
dique de seconde espece, de période w et de multiplicateur c.

Supposant d’abord e== 1, auquel cas {(x) est périodique de pre-
mibre espéce, je représente par H(x) une quelconque des intégrales de
Zlx)dx. Ona

dH (=
dx Q( )

ef aussi
dH(x + w)
. da

= {(x +w)={(x).
Donc H(x + o) et H(x) different par une constante
H(z +w)=H(z)+ C.
J’en déduis la forme analytique de H(2). Si je pose en effet
H(z)— (%? = h(=z),
la fonction /() sera évidemment uniforme et périodique. Donc ['in-
tégrale H(x) est de la forme
Hx) = h(z) + az,
h{x) étant une fonction uniforme, périodique, de période v et o une con-
stante, qui d atlleurs peut étre nulle.

Supposant en second lieu ¢ 51, si je Ieprcsontc encore par H{( L) une
quelconque des intégrales de {(«)dx, j'ai aussi

dH(x)
Tz

Oron a
dH(z + )
d:l‘

fovan C(x “w) e C(x),

Les fonctions H(w +o) et ¢H(x) ont donc méme dérivée. Jen
conclus
H(x -+ o)=:H(z)+C.

Telle est la propriété d'une intégrale quelconque.
L'intégrale indéfinie sera H{a) -+ (/, ¢/ étant une constante arbi-
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traire, et I’on aura

H(r +o)+ C':;H(:E) —i—-C—}—-C':a[H(m) +C}+C— C(e—1).

Si donc on prend comme valeur de ¢

C

C=———

£E-—1

valeur admissible, puisque ¢ diflere de 'unité, et si 'on pose

H(xz) + C=1(x),

I'intégrale par*lieuliére [(«) jouira de la propriété
Iz +w)y=zecl(x).
Par conséquent :
Lorsque {(x) est vrarment de seconde espéce, on peut toujours deter-
muner la constante d'intégration de telle sorte que ['iniégrale uniforme

/ {(x)dx soit aussy periodique de seconde espece, la periode et le mulii-

e

vlicateur étant les mémes que pour {{x).

9. On sait que 'on obtient un systeme fondamental d’intégrales
Yir Yas -+ s ¥m de Péquation différentielle P =o quand on déduit ces
intégrales les unes des autres par des substitutions successives

Y %y,fz dz. Il est clair qu’on peut choisir les solutions successives =

de maniére & tomber exactement sur le systeme fondamental S. Mais je
vais me borner, en utilisant les propositions précédentes, a diriger le
caleul en vue d'un systeme de méme forme que S, forme qui estla
seule chose intéressante & obtenir. :

Examinons d’abord le cas ol les 7 racines ¢, ¢, ..., ¢, de I'équation
fondamentale A=o sont distincies.

Sotent F,(x), Fo(@), ..., Fu(2) les éléments du systeme S, qui sont
alors m fonclions périodiques de seconde espéce, de multiplicateurs

o Fi(;z:)fz, da.

iy Eay « v s Eppe

Dans P = o, posons
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Nous obtenons une équation en 5, Q=o0 remplissant les mémes
(n°7) conditions que P=o0, ct la nouvelle équation fondamentale a

. . 3 . €5 £y g
pour racines (n°7) les quotients =, =, ..o, -
1 1

he!
Soient Ry(x), Ry(x), ..., R,(x) les solutions de Q=o0, qui consti-
tuent le systetme S pour celle équation, telles que

Rz -+ w)::ziﬂ,-(w) ({==2,3,...,m).
1

Prenons z= R, (x). L’intégra]efﬁz(x) dx est uniforme, puisque
F,(x)/Rﬂ(x) dx est une solution de P=o0. On peut donc (n°8), en
choisissant convenablement la constante d’intégration, prendre

fﬁg(x)clx:l(;zr), )

{(x) étant une fonction périodique de seconde espece, de multiplicateur

iy

1ol

. Onaura alors

"

&

1

y=F(z)l(x),
et, par conséquent, U'intégraley de P = o est une fonction périodique
de seconde espece, de multiplicateur ¢,. Elle est donc de méme forme
que Fu(x).
Dans Q ==o, posons de méme
s= Ry (@) f tdr. "

..

La nouvelle équation fondamentale aura pour racines les quotients
Iy €y £ . o ' sy . . .
=, =5 -o0 25 ety enopérant comme précédemment, j’obliendrai pour
2 2 3 .

uné fonetion périodique de seconde espce, de multiplicateur =2 > 2
€ £,

&, o et =T () da Cop . )
ou =%, et, par suite, pour y =F,(@) [ zdw, une fonction de muliipli-

=1 ..
cateur = >< ¢, 0U &, qui sera done de méme forme que Fy(a).

=1

Et ainst de suite.

Examinons maintenant le cas ol 'équation fondamentale a des ra-
cines multiples. Soient &, =, .., ¢, tpity o &y S€8 Tacines, dont p
sont égales i ¢,.
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Désignons par F, (), Fs(@), ..., Fu(x), ..., F,(2) les éléments du
systeme S, dont les . premiers constituent le groupe @, répondant & la

racine z,.
:Fl(azr)/: da.

Dans P=o, je pose
La nouvelle équation fondamentale a pour racines (n° 7) p — t fois
I'unité et les quotients =4, 22, ..., 2. Sofent R, (2), Ry(x), ...,
Gi Z-l “1

Bu(x),-..., R, () les éléments qui constituent le systeme S pour
I'équation Q =o en z. Le premier R, () est une fonction périodique

de premiére espéce. Prenons z=R,(x). L lntenmlch ) dz étant
uniforme, on a (n° 8)

/R.z(;v) A = Iy () - ayz's

h,(a) élant une fonction uniforme, périodique, et =, une constante.

Par suite
y=T(x)[h:(x) + 2, 2].

L'intégrale y de P =0 est donc de méme forme que
Fala) =gy (@) + @ oy ().
Dans Q = o, posons de méme

Ra(x) [t de.

o/

I

=

La nouvelle équa[ion fondamentale aura pour racines . — 2 fois I'unité

et les quotients == V—L, - 2, clest-d-dive les mémes racines que
g

" .
la précédente, sauf I’ umte, une fois de moins.
En opérant comme plus haut, jaurai

s=Ry(2) [hs(2) + 252 ],
Ay () étant périodique et «, constant. Par suite

y= Fl(x)fRz(m) [s(x) + xyx] du.

Ann.de I’Ec. Normale. 2¢ Série. Tome XII. — Fevrigr 1883, 9]
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Or on a
[R.‘,(Jz‘) [fy(x) 4 aga ]| de :/.liﬂ(r) fog () dae ~+ uy /‘[]2(.1,').1‘ o,
La premiere intégrale, R, (x)As(2) élant périodique, est de la forme
fRQ(.z?) hy () doe =l (2) + 2,2,

Quant a la seconde, si I'on prend
fl{g(;zf) dx = Iy (2) +- 2,1,
on voit que l'intégration par parlies
ng(:c) wde =z [h(2) + 22— /.[lzz(.z-) 4wy | dr

fera connaitre sa forme. On trouve ainsi, pour intégrale y de P = o,
une expression de méme forme que

Fo(z) = ou () + 2gge (@) + 2oy (2).

On peut continuer de la méme facon, et 'on obtient successivement
des intégrales de P = o ayant respectivement les mémes formes que
Fiz), Fy(x), ..., Fu(x), puis que F,,,(x), ..., F,(x).

Dans tous les cas, on peut done par ce procédé construire un systéme
fondamental de méme forme que le systeme S.

IV. — Propriété caractéristique des intégrales de I’(y)==o.

10. Nous avons obtenu Ia forme analytique des m éléments qui con-
stituent un systeme fondamental particulier S. Celle d’une solution
quelconque en résulte. Si nous faisons d’abord une combinaison
linéaire des éléments d’un méme groupe @, corrélatif de la racine ¢
d’ordre 1, nous obtenons un polyndme entier en @, de degré p — 1 au
plus, dont les coefficients sont des fonctions périodiques de seconde
espece, de méme multiplicateur e. Pour avoir une solution quelconque,
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il suffit de combiner ensuite tous ces polynomes, relatifs aux différents
groupes @. Par conséquent :

Si ¢, €4y <. &, SORL les racines distinctes de I'équation fondamentale,
d’ordres respectifs gy Loy <o vy P Uintégrale gencrale est la somme de
n polyndmes entiers en x, & coefficients uniformes, périodiques de seconde
espéce; les degrés de ces polyndmes sont généralement ., — 1, ppo— 1, .... "
Pn — 1, et les multiplicateurs, constants dans chacun d’eux, sont respec-
Lwement e, Esy - ..y &,

Cette intégrale peut aussi se mettre sous la forme

by (&) = 2dp (@) 4. oo xt g, (@),
g () - By (&) et @y (),
e ey

U () b () +. ey, (X)),

ol les ¢(x) désignent des funciions uniformes, périodiques de seconde
especes, de période o, celles dont lé premier indice est ¢ ayant pour
multiplicateur ¢;.

La forme analytique obtenue pour les éléments du systeme fonda-
mental S est caractéristique des équations différentielles linéaires qui
remplissent les conditions imposées & P = o. Car, plus généralement,
on démontre ce théoreme réciproque :

Soient f,(x), fa(x), ..., fu(2) m fonctions uniformes, lindairemen:
indépendantes : st les nougelles valeurs f,(x + w), fo(x+ o), ...,
S+ o) gilacquicrent ces m fonctions, lorsqu’on y change x en
&+ w, peuvenl s exprimer en fonctions linéaires, homogenes, a coeffi-
cients constants, des valeurs primitives, ces m fonctions satisfont & une
¢quation dyférentielle linéaire, homogene, d’ordre m, a coefficients uni-
Jormes et périodiques, de période w.

Supposons, en effet, que I'on ait
flr o) =Ay file) + AL fa(&) 4o Ay S (@),
jl(l -+ w) = Aﬂ fi([> ~+ Aﬂz‘/:-’-('ﬂ) R o A2m /',"(;‘II),
Sl +0) = Ay f1(2) -+ Aps o)+ o= Ny fn (),

le déterminant des constantes A étant différent de zéro. Ecerivons que
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les fonctions f, (@), fa(@), .. .. fn(2) salisfont & une équation telle que

d/n.)_, (]/11-‘1}/ (Zm.—-?.),
dpm Py P dopr=2

A Py = 0.

Nous aurons ainsi, pour déterminer les m inconnues py, pa, -« Py
m équations du premier degré dont le déterminant n’est pas nul.
Résolvons ces équations, nous obtenons pour p; le quotient de deux
déterminants. Or ils sont uniformes; en outre, si Von change «x ¢n
x4+ o dans cette fonction, ses deux termes sont mullipliés par un
méme déterminant, celui des conslantes A. Done p; est bien vve fone-
tion uniforme et périodique, de période o.

V. — Théorémes divers.

11. Oun a vu que, dans le cas le plus général, un élément du systeme
fondamental S est de la forme :
C(a) = yalr) 4= wya(@) - 4ty (o),

les fonctions y () étant uniformes, périodiques de seconde espece, de
période o et de méme multiplicateur . Je dirai, pour abréger, que ¢
est le multiplicatear de expression ®(z), et que les fonctions y(a) en
sont les coefficients.

On voit aisément que :

Si une expression @(x) est identiquement nulle, tous ses coefficients
sont tdentiqguement nuls.

On a, en effel, en divisant par &,
L) (& ko) ya (@) o (o == ko) gy (&) ..o (2 A= few )ty () = 0,
quel que soit Uentier £; donc le polynome en V
falx) = Vs () VEyg(a) . Viriy, (a)

a une infinité de racings, et par suite tous ses coefficients sont nuls.
Plus généralement :
St la somme de plusieurs expressions §(x), & multiplicateurs différents,
est identiquernent nulle, chacune d’elles est identiquement nulle,
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Soit, en effet,
@) +P(2) . = Bp() =0

une pareille identité, ¢,, ¢, ..., & étant les multiplicateurs des % expres-
sions. Supposons que ces expressions ne soient pas identiquement
nulles, et désignons. alors par x., (@), Yon(®)s «ovs Y () les coeftiz
cients des plus hautes puissances de o dans @, (x), ®:(2), ..., $u(x).
Dans Videntité, changeons successivement « en & + o, @ + 20, ...,
x + (k — 1)w. Nous aurons en tout £ équations, d’ol nous déduirons

®,(z) @ () ;
P (4 w) @ (x 4+ )

== Q.

......... - s e

R [e+(k—Dw] ... Rf[e+(—1w]

Or, sil'on développe ce déterminant, en 'ordonnant par rapport aux
puissances de x, on le met facilement sous la forme

() -+ 2 ya () 4. o 4 2y, (),

les fonctions y(a) étant périodiques de seconde espece, de méme
multiplicateur égal au produit g ¢,...¢. Done, d’apres le théoreme
précédent, chacune de ces foncetions doit étre identiquement nulle, et ¢n
particulier y,(x). Or cela est impossible, car on a

1 I I
gy €y €

n(¥) = & 3 =y Lan(2) S2aa (2 e o ey (1),
s’;"’ 5.’2‘“‘ - :51

c’est-d-dive un produit de factears dont aucun n’est nul par hypo-
these.

Les deux théorémes qui précedent donnent lien aux conséquences
suivantes :

St deux expressions () sont identiques, leurs coefficients sont iden-
tigues chacun a chacun. :

St deux sommes d’expressions Q(x) & multiplicateurs différents sont
tdentiques, les expressions qui composent ces deux sommes sont tdentiques
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chacune a chacune, et, par conséquent, les coefficients de ces expressions
sont les mémes.

12. Si I'on applique ces propositions aux intégrales de Péquation
différentielle P(y) = o, on en tire ces conséquences :

Une intégrale ne peut se metire que d’une seule maniere sous la forme
du n° 10. '

Si I ezspression ‘

b (@) + 2 by (2) .2t (),
supposée de la forme ®(x), a mulliplicateur ¢, est une intégrale, ¢ est une
racine de U'équation fondamentale, et cette expression est une combi-
naison lindaire des éléments du systéme S qui composent le groupe @,
corrélatif de la racine .

Etant donnée une intégrale, si on la met sous la forme d’une somme
d’expressions €(x), de telle sorte que les multiplicateurs de deux termes
quelconques sotent différents, chaque terme ®(x) de Uintégrale ainsi
ordonnéde sera aussi une int¢grale.

Nous allons méme voir que, dans ce terme, le coefficient de la plus
haute puissance de x est lui-méme une solution.

13. Cette derniere propriété résulte du théoréme suivant :
St l’expression
Yi(@) e () -t (),
supposée de la forme €@ x), est une intégrale de P == o0, il en est de méme
du coefficient b, (x) de la plus haute puissance de .

Ce théoreme est évident dans le cas d’un élément complet du systeme
fondamental S, puisque alors (n° 6) ¢,(2) ne differe de g,,(2) que par
un facteur constant. On peut le démontrer pour tous les cas ¢t a priore
par un raisonnement analogue a celui du n° 11. Mais je vais le déduire
d’une proposition beaucoup plus géuérale.

St lexpression

F(z) =t (@) + @b (2) + 2 (@) +. . .4 2t (2),

supposde de la forme ©(x), est une intégrale de U'équation P = o, il en
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sera de méme des ¢ — 1 dérivées successives de cette intégrale, prises en
considérant les coefficients 4 (x) comme des constantes.

, o L , .. . OF
Pemploierai la caractéristique 0 pour représenter ces dérivées 5=
T QIIF
dx?’ e

Puisque F(x) est solution, F(x + £w) P'est aussi, et il en est de
méme de

Rz 4 hw) = Uy () + (@ + ko) b, (2) + (2 + ko) ..o+ (24 ko)1 (2),

quel que soit le nombre entier £,  désignant le multiplicateur de F(x).
Or on a évidemment

: ko OF (fw)? O*F (kw)i~t J-1F
ey o (o R OF ,
Pz + ko) =F(2) +~ — 5T T I "'+1.2...(z’—~1) e

et cette expression satisfaisaut & P = o pour une infinité de valeurs de

oo OF 0*F )i~ F . . g C
kw, les dérivées i—)—L; S ;7—17;1 sont nécessairement des intégrales.

Ainsi, les expressions

T —tale) aedlo) 1+ (=) 2 ()
_I_I__ %—"}E =dy(e) +3aedb (L) ..+ (l‘::—l-}%':ﬂ v/f?[‘:"‘l»’i("l )»
1 Ji—2F . X X
T3 (i—3) 9 =i (2) + ((— 1) 2 d(2),
1 ()i—olF

— . (.r
(2., . (i—1) dzi = ()

sont des solutions.
On voit qu’en particulier ¢,(«) est une intégrale.
14. Appliquons la proposition générale qui précede 3 un des élé-
ments da systeme fondamental S, par exemple &
FL(J,‘) et C?”(Z) -+ 2 C‘D,‘g((L') T S Lt cp,,(.:v)

On voit d’abord que, quand méme cet élément ne serait pas complet,
¢’est-d-dire quand méme ¢, () serait identiquement nul, le coefficient
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de la plus haute puissance de 2 qui figure réellement dans F;(x) est
oF; 0*F, L
tions. Il en résulte (n° 12) que, si @ désigne le groupe, corrélatif de
la racine ¢, auquel appartient 1’élément F,(x), ces dérivées sont des
combinaisons linéaires des éléments F,(x), Fu(x), ..., Fy(z) do
groupe @.

une intégrale. On voit ensuite que sont des solu-

Y
du
éléments ¥, (x), Fy(x), ..., F;(2x) :

. M g 7 . . .
Je vais prouver que —— s'obiient en combinant uniquement les v — j

I, ) N . 4 . \

-;)7;‘ =C,F () CoFo(x) . . .+ Cpy Fiy() (j=1,2,3,...,0—1).

Cela peut paraitre évident, au moins lorsqu’aucune des fonctions

011 (2), 2a(®)y .o, Puu(@) n'est identiquement nulle. Mais la mcétbode
al

que je vais employer permettra au besoin de caleuler C,, Gy, ..., C; ;.
On a, d’une part,

] . kv OF
Fi(z+ k)= gk [Fi(-’l’) . ..i.u_) f(_)__;l -
klwl iR, Joi=t gyi=1 gi-ifE
Ta g owl VTR T

k désignant un nombre entier arbitraive. D’autre part, les formules du
n° 5 donnent

Fi(z + ko) = [ Fi(@) + kg Fa(2) +-. ..
AL Fo () = oo by Frog () -+ Fo(a) ],

ol ki, Fimoy <oy kjy oovy Ky désignent des polyndmes en £, de degrés
marqués respectivement par les indices. Egalons les deux expressions
de ¥, (x + kw), et nous aurons, quel que soit I'entier £,

ko 0F; Kol /T, Joi=1 it o1,

PR sy v A R sy e e
== /{'[._.1 Fl(.ﬁf) - /\”[_*2 Fg('ﬂf) L I l[-’j Fl'.,,j(x) e ki I‘ﬁ[w1<.‘l‘).

¥, . ) w/ LA
Pour caleuler ==, il suffit alors d’égaler ———— Cau coeffic
527 g e e AU coefficient

de £ dans le second membre. Or les polynémes &;_,, £;_,, ..., k; con-
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w/ o'F,;
1.2.3.../7 o0/
renfermera les seules fonctions F (), Fo(x), ..., Foj(2), et par suite
oY .

~)—— est de la forme

tiennent seuls la puissance j de £; done l'expression de

[)jFi_“ N e I P
57 = G Fi(e) = Gl (a) + + Cry Fr ().

Les constantes C sont toujours finies.
On trouve, en particulier,

oF,

o

OF,

oxr

»F,

dua?

()F_",

dx

Fo(a)

J*r, 43531 & T Eua €

o w?e’
9*F,

ot

Remarquons que, les coefficients de 2~ devant étre identiques
(n°11) dans les deux membres de I’égalité

>E; - ) .
= O R @) G R @) o Gy By (),

on aura
((—1)(e—2)...(i—/)pu(2) = Crmjoimpi s (),
et, par suite,

N Ciyineg Bimt im0 Fimg, i3 Bt i
[--j = 7
(we)/

a cause de (n° 6) la formule

oy R e g Pt R e R e | |
ecu(l‘)——— n - = - 3 = > Gy o L)

1) (i 2). (= ) (wey? =it
Ann.de I'Ec. Normale. 2° Série. Tome XI1I. — Mars 1883, 10
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15. On vient de voir que,

Fia)=eq(x) +@op(x) +. .. 27 eu(r)

ey C . o, oI
élant un élément du groupe ® d’intégrales, les solutions 5= —= -+

Ju?
i— 1[‘
A sont de la forme

ot~
?)P w(JH ( )+(‘1’r (l) v C[,{_.[ ]“,‘.,,_1(-{-’),
0;):7_;':(? ) A Cag Fu() o0 oo Gy iy (e,
o.xr=

)f—-?F. . . . v
(—()—21——-?1 —_ ‘»41'~—t2,1 1‘1(-Q'> + €. -2,2 l‘z(,'l‘.)y
O

W:——ll e (4[',“1,1 F 1 (;Z’).

Cherchons & quelle condition on pourra remplacer les éléments ¥, (x),
7katd VR Ll I ol
DATT g e G SAns
que le systeme total cesse d’étre fondamental. Comme Pon sait, la con-
dition est que le déterminant des cocflicients C differe de zéro, ¢ est-
a-dire .

-

Fy(x), ..., F.o/(2) respeclivement par

al l & v s
(41’,'_.1 (,4:7',[ e e (;4[‘w.272 ‘_lt'..ml,l P O.

Or, ce produit se caleule facilement, C;;; n’éltant autre chose que le

)/ §< .
coefficient de F;_; () dans 'expression linéaire de - 5 coefficient qui
a été calculé au numéro précédent :
~ Bf et Bimny fomg s o .E,‘.‘,,j_,ﬂlq,'.,“/ T P .
Dy (o) (J==1,2,3,.. . ,0~—1).

La condition devient alors, aprés réductions,

€y Bt (g Bimg, i 232 821 T2 Oy

ce que 'on peut aussi éerire

"?I'i("lﬁ # o,
a cause (n° 6) de la formule

Biying Eimg,img- - - 839 Bgy \
L) == L Sy (1),
9iil7) (i—1)(f—2)...2.1(0z)T fiu(e)
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Par conséquent :

Lorsque la fonction p,;(x) n'est pas z'[lerzlz'_quemem nulle, ow, ce qui est
la méme chose, lorsque le produtt & ; (& | ; o... %5062, 1 esl pas nul,
on peut, dans le groupe des tntégrales ¥, (x), F ), oL Fo ().,
JIF, 9T 0{<
S e g

m

Fu( x, remplacer les 1 — 1 premicres par == sans que

le sysiéme total cesse d'éire fondamental.

Il faut observer, en outre, d’aprés une remarque faite au n® 5, que
fes propriétés du groupe en question sont conservées.

Par exemple, si aucune des constantes gy, ;, Gy yu2r - -+s Eguy Goy
n'est nulle, ¢’est-a-dire si la fonction g, () n’est pas identiquement
zéro, le groupe entier des éléments ¥, (@), Fo (), ..., Tu(@) pourra se
remplacer par le groupe simple :

gt -Fp. ( o ) d]&«-‘_‘ F.; (2) L () I I’

> ¥ )
Qr—d Q2 or

Py

On peut donc substituer & certains éléments d’un méme groupe un
groupe partiel plus simple, ot les relations qui existent entre les fonc-
tions g(a) sont mises en évidence, chaque solution, dans ce groupe
partiel, se déduisant de la derniere par dérivation. Nous sommes ainsi
conduits & étudier la distinction des groupes d’intégrales en sous-
groupes.

VI. — Sous-groupes d'intégrales.

16. Xtant donnée une équation différentielle linéaire et homogbuoe,
a coefficients uniformes, on sait qu’a tout point singulier correspondent
des groupes d'intégrales, de forme particuliere. Chacun de ees groupes
donne lieu & son tour & des groupes partiels, indépendants les uns des
autres, de telle facon que les relations qui lient entre eux les coeffi-
cients uniformes des puissances du logarithme ont lieu chacune i 'inté-
rieur d'un méme groupe partiel. De plus, les éléments d'un groupe
partiel affectent une forme analytique qui permet d’apercevoir ces
relations & leur simple inspection.

C’est cette distinclion des groupes d’intégrales fondamentales en
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aroupes partiels que M. Hamburger a faite le premier ('), en apphi-
quant un procédé publié par M. Jordan en 1871 (*).

Or la méthode de M. Hamburger peut s’utiliser d’une maniére entie-
rement analogue dans le cas actuel de I'équation P(y) = o, 2 coelfi-
cients périodiques. Je vais U'appliquer, en me bornant & exposer sue-
cinctement les résultats.

17. Soite, une racine d’ordre de multiplicité p, de P'équation fonda-
mentale A = o.

Supposons que, pour ¢ = ¢,, tous les déterminants mineurs, jusqu’a
"ordre A — 1 inclusivement, soient nuls dans A, sans que tous ccux
d’ordre A le soient. On démontre qu’il existe alors 2 intégrales dis-
tinetes g, (@), go(a), ..., g (), satisfaisant aux conditions
° glz4+w)=e g{x) (i=1,2,5,...,%).

Si done = p,;, ces 2 fonctions périodiques de seconde espice, de
méme multiplicatevr ¢, sont toutes les intégrales qui répondent i la
acine ¢, et nous disons qu’elles constituent p, groupes partiels d’un
élément.

S12.5p.,, dans le systeme fondamental /,(x), fi(x), ..., f.(@), qui
a servi i écrire A = o, remplagons 2 éléments par les fonctions g(a,
de maniere que le mnouveau systeme g,(x), g.(x), ..., gHlxl,
Srwa (@), oo, ful2e) solt aussi fondamental, et formons le déterminant A
pour ce dernier systéme : il est de la forme (¢, — &)*A’, A’ étant un
déterminant d'ordrem — ), et Von a (n° 2)

e 3)3'_3/.
Done X est moindre que .

Cela élant, ¢, sera racine p., — X fols de I'équation A’ = o. Supposons
que pour e=¢, tous les délerminants mineurs jusqu’h Pordre W — 1
inclusivement soient nuls dans A’, sans que tous ceux 'ordre ¥ le
soient. On prouve que dans ce cas i est au plus égal & 2, et il existe
N intégrales distinctes g\ (%), gi(@). ..., g.(x), satisfaisant aux con-
ditions

i+ 0y =y g1 () el g (), 82(x), o gil)] (1,3, 3,000,

(V) Jowrnal de Crelle, t. 76.
(#) Sur la rdsolution des équations différenticlles lincaires { Comptes rendus, bt LX XL,
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i Yas <+, 7w désignant des fonctions linéaires, homogenes, & coeffi-
cients constants, et linéairement indépendantes, de g, (), g:(%), ..,
&) _ . \
Si alors A -+ X' = p.,, nous avons les i, intégrales qui répondent a la
racine g, savoir
gi(x), (@) oy 2@, s Y ceey YW et wats TWa2r ey i
les & — X~ dernieres étant les A — )’ autres combinaisons linéaires de
gilx), ga(x), ..., & (), qui ne sont en relation linéaire ni entre
elles, ni avec y,, ¥, ..., 7». Nous disons que ces y, intégrales consti-
tuent 2’ groupes partiels de deux éléments

Premier groupe partiel....... i) m
Deuxiéme R g:(e)
3./ ieme D T & ,'( a0 ) 1€

dont les propriétés sont
gilw 4 o)=z gi(x)+y:(®), vi(z+o0)=cy(2),
et k — %' groupes particls de un élément

P (2)s e (), ooy (),
tels que
v(iw 4+ w)=2¢ 7(x).

-

Si A -+ X%y, dans le systeme fondamental g, (2}, gu(2), ..., go(@),
St (2),s oo, fu(2), remplagons X + X' éléments par les A fonctions ()
etles )" fonctions g'(r), de maniere que le nouveau systeme y,, /s, ...,
Do 8rr G wv s Gor Srraa ()5 oo vy fru(@) soit aussi fondamental, et for-
mons le déterminant A pour ce dernier systeme : il est de la forme

(e, — e A", A” étant un déterminant d’ordre m — (X + '), et 'on a
A= (g — 3)7‘“’“7" A",

Donec % + 2 est moindre que p,.

Cela étant, ¢, sera racine p, — (X -+ ') fois de 'équation A”= o. Soit
2" le nombre analogue pour A” aux nombres X et X'. On prouve que 2"
est au plus égal & X', et, sid—+ 2+ 2" = p,, il y a p, intégrales répon-
dant & la racine ¢, et constitnant 3” groupes partiels de trois éléments,
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X' — 37 groupes partiels de deux éléments, etk — )" groupes partiels de
un élément. ‘

Si 2+ X-+ A" p,, on reconnaitra qu’il lui est inféricur, et P'on
continuera de la méme f{agon jusqu'a ce que U'on soit arrivé au nombre
N tel que AN+ N Ao+ W=y

Dans la série X, ¥, 27, ..., 1", chaque nombre sera au plus égal au
précédent, et 'on aura alors un groupe de p., intégrales, répondant a
la racine ¢, et se distinguant en A groupes partiels de fa manicre
suivante :

A groupes parlicls de = -1 éléments,
LlE) 50 » % o
N3 » 2 »
3o 2 » I »

Les v intégrales G,(x), Gy(x), ..., G, (), qui composent un des
groupes partiels de v ¢léments, satisfont aux relations

Gl ~+w) =5 Gy (1),
Gyl -+w)=G () -z G, (),
(x4 w) =Gy (@) Ay (e ),

G (2 4 0) 2= Gy () 4 5, G, ().

Les nombres X sont, d’ailleurs, bien déterminés, d’apres 'énoncé
final du n° 2, et entierement indépendants du systeme fondamental
Sila), filx), .o, fule) choist arbitrairement au début.

18. M. Casorali a montré récemment (') comment, en précisant lo
procédé de M. Hamburger, on peut énoncer les conelusions précédentes
sous une forme plus simple, que M. Stickelberger a obtenue par unc
autre voie. I est possible de rattacher directement au déterminant A
et le nombre des groupes partiels, et le nombre des éléments qui com-
posent chacun d’eux. Il suffit pour cela d’utiliser convenablement [a
notion des diviseurs élémentaires de M. Weierstrass.

Soit, en effet, /4 Pexposant de la plus haute puissance de e, — z par

(V) Compnes rendus, t. XCH, n™ 4 et 5.
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laquelle sont divisibles & la fois tous les déterminants mineurs
d’ordre 7, dans le déterminant &, auquel cas M=o et /=p,. On a

nécessalrement
1 (i -
s >0 0> (01,

et, st on pose

[—F=yp, F'—U=w', ..., (0= [0 -2 [0 ittt

les nombres &, #’, &, ..., w1 sont tous positifs. M. Weierstrass
i

appelle digiseurs élémentaires du déterminant A, -relatifs au fac-

teur ¢, — &, les puissances

. . , . A1)
(sy— =)™, (51——5)“" ) (51"3)“ s

[

dont les 2 — 7 dernieres, multipliées entre elles, donnent /9.

Or les déterminants A et A, du n° 2 possedent les mémes diviseurs
élémentaires. La démonstration méme de M. Hamburger (1), relative
aux propriétés communes & ces deux déterminants, le fait voir. Cela
posé¢, M. Casorati établit que la conclusion de M. Hamburger revient a
la proposition suivante :

Soit ¢, une racine, d’ordre de multiplicite p.,, de I'équation fondamen-
lale A=o, et soit

{ey—e)¥, (gr—2)™, ..., (55— z)“‘(x—’”

la suite des diviseurs élémentaires du déterminant A, relatifs au facteur
¢, —e; le groupe des p., intégrales qui répondent a la racine ¢, donne
lieu a autant de groupes partiels qu’il y a de diviseurs dans la suite préce-
dente, et chaque groupe partiel contient un nombre d’éléments egal a
lexposant du diviseur qui lui correspond.

Par exemple, si2=r1, il y a un seul groupe partiel de ., éléments.
Sid=yp.,, il vy a p, groupes partiels, chacun d’un élément.

19. En opérant comme l'a fait M. Hamburger dans sa recherche ana-
logue (*), on trouve sans peine la forme analytique des v intégrales’

(1) Journal de Crelle, t. 76, p. 115, 116 et 117.
() Journal de Crelle, t. 76, p. 122 et 123.
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uniformes G,(x), Gy(@), ..., Gy(x) qui composent un groupe partiel
de v éléments et qui satisfont aux conditions

Gi(w+w) =G (&) 42 G (x) (e=1,2,3,...,v).
Silon désigne par g(«) une expression de la forme ®(z) du n° i1,
gle)y=w (z) +aowy(x) + 22w, (x) +... .+ 1o, (2),

de degré v—1, =,() n’étant pas idenliquement nul, on obtient les
expressions suivantes :

Gy () =gt o)
Gy () = ey a2 g (),
Ga(w) = &~20 g (),

Gy () == ¢ 8 g (),

G, (x) = g(a),
7 g(x) représentant la différence d’ordre i de g(x) pour l'accroisse-
ment o de #, mais en changeant x en x + o, seulement en dehors des
coefficients = (), ces coefficients restant invariables.

20. Je vais substitaer au groupe partiel G,(=x), G,(z), ..., G,(x)
un groupe partiel équivalent, de forme analytique plus commode dans
les applications, vu que chaque élément se déduira du dernier par
simple dérivation.

Les conditions

Gi(z 4 0) = Gy () + 2 Gl 2),
auxquelles satisfont les fonctions G(x), étant un cas particulier des
conditions du n°® 6, :

Filz +v)=me Fi(2) +enFao(a) . 2y Frog () + 2 Fi (),
auxquelles satisfaisaient les p. fonctions F(a), on voit déja (n° 6) que
G, () est de la forme

Gley=g(z) = (2)+ 2w (r) +. ..+ w,(r),
les fonctions w () étant périodiques de seconde espece, de méme mul-
tiplicateur ¢, ; en outre, la relation

&f,im1 Bimq 2+ « +E39 S9q .
P

—1)({—2)...2. 0. (we)i~7T

?ii:u
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du n° 6 montre que =,(a) n’est pas identiquement nul, car iei &,
ta25 «» o+ &y SODE égaux i Punité. Nous retrouvons ainsi la forme de
G, (2) mentionnée plus haut.

Mais raisonnons actuellement sur le groupe pumel G{a) comme ona
-aisonné au p® 14 sur le groupe des F(x); nous voyons que 'intégrale
& G, () < g foe . v . ;
R A (J > ¢’est-d-dire la dérivée prise en considérant les coefficients w(a)
comme des constantes, est une combinaison linéaire de G, (@), Gs(x), ...,
Gy ;(x). D’autre part, =,(=) n’est pas identiquement nul. On peut done
{n® 15), sans que le systeme total cesse d’étre fondamental, substituer

c . I G (2
au groupe partiel G, (), G,(x), ..., G, (z) le .qroupe p‘u*ud Lf”(ll )
02 G ( 0G, () \

e v e Bul@)

C’est & ce nouveau groupe partiel que je donneral qpcclalunent le
nom de sous-groupe. 1l a ce caractere que ses éléments se déduisent
tous du dernier par dérivation. Si dans un ¢lément de ce sous-groupe
on change x en -+ o, sa nouvelle valeur ne s’exprimera plus unique-
ment a aide de cet élément et du précédent, comme cela avait lieu
. pour les G(a), mais en fonction linéaire de cet élément et de tous les
précédents, par des formules faciles d éerire. A chacun des groupes
partiels obtenus plus haut, correspond un sous-groupe, et inversement.
La forme générale d’un sous-groupe de v éléments est

o ()

T

=1.2.3...(v — 1) m (),

Ay —2) [ (&) + (v — Do w, ().

1.2

..(v—-—%)[m,»ﬁ(.z‘)—i—(v~——°) LTy (:(,)-4—( —-I—L(—)——-——).Z wv(;zr)],

wii— =W, () + s wy(X) . (v — 1) P e (),
gle)y=w(r)+ xo,(r)-+ 22w (x)+. . .+ 2w (),

les fonetions w(«) étant périodiques de seconde espece, de méme mul-
“tiplicateur, la derniére =, (%) n’étant pas identiquement nulle.
J'ai obtenu les sous-groupes en utilisant les considérations des n* 14
et 13, qui me sont propres. Mais il est clair qu'on peut leﬁ déduire des
Aan, de £'Ee. Normale 2¢ Série. Tome XII. — Mars 1882, . 11
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expressions trouvées au n° 19 pour les éléments d’un groupe partiel. Ii
suffit de remarquer que d'g(«) est une combinaison linéaire des dé-
dig(x) 9 g(x) Ftelr),

Y D Jua— 1

rivées

24. Je termine ce snjet par une remarque eoncernant une intégrale

de la forme

bi(a) 4 2y (@) + 22 () 4wt (),
les fonctions $(x) étant périodiques de seconde espéce de méme multi-
plicateur .

Cette intégrale est forcément (n° 12) une combinaison linéaire des
¢léments des sous-groupes qui répondent a la racine ¢ de 'équation
fondamentale A = o. Mais je'dis qu’elle contiendra towt au plus ceuzx de
ces éléments ow le plus haut cxposant de x est inférieur & i, ¢’est-c-dire
les ¥ premiers éléments de chaque sous-groupe, tels que

o tg(z) g (w) > g(x)
or=1 7 TogxE 7 T Tl

Si, en cffet, elle contenait d'autres éléments, soient

(&) 2w (@) & 2y (2,

() - 2w () . A 2y (),
ceux de ces derniers ol le plus haut exposant de x est Ie plas grand.
On aurait, en identifiant,

Comg e () 4 Comy () 4. . o= 0,

ce qui est impossible, car aucune des fonctions o, ;. (%), wy 1j(@), ...,
qui terminent les éléments des sous-groupes, n’est identiquement nulle,
et de plus ces fonctions sont linéairement indépendantes, puisqu’clies
sont, & des facteurs constants pres, des éléments des sous-groupes.

ViI. — Conclusions.

22. Nous avons reconnu (n° 4) que :

L’équation différentielle P (y) = o admet toujours comme iniégrale au
moins une fonction périodique de scconde espéce.
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Nous avons méme constaté que :

P =0 admet comme intégrales linéairement independantes aw moins
autant de fonctions périodiques de seconde espéce que I équation fonda-
mentales a de racines distinctes, c'est-a-dire qu'il y a de groupes @.

St, en particulier, Iéquation fondamentale n'a que desracines simples,
P =0 admet m solutions périodiques de seconde espéve distincies.

Il est facile d’évaluer exactement, et dans tousles cas, le nombre des
mtégrales distinctesqui sont périodiques de seconde espece.

Si je cousidere les m intégrales qui composent U'ensemble des sous-
groupes répondant aux diverses racines de I'équation fondamentale
A=o, j'observe que, parmi elles, les premitres de chaque sous-groupe
et celles-1h sculement sont des fonctions périodiques de seconde es-
pece. On peut donc conclure déjh que P=o0 admet comme solutions
distincles au moins autant de fonctions périodiques de seconde espece
qu’il y a de sous-groupes. '

Je dis maintenant que P =0 n’en admet pas davantage. Soient en
effet £ le nombre total des sous-groupes, et v, ¥, ..., ¥s les premiers
¢léments de chacun d’cux. Une intégrale périodique de seconde espece
est forcément (n°® 21) une combinaison linéaire dey,, y., ..., yg tout
au plus. Or, avec 2 quantités, on ne peut former plus de f combinai-
sons linéaires distinctes; donc il n’existe pas plus de 3 intégrales pério-
diques linéairement indépendantes.

D’oli cette proposition :

L’éguation P == o admet comme intégrales distinctes exactement autant
de fonctions périodiques de seconde espéce qu’il existe de sous-groupes.

Supposons que la racine ¢, de A=o annule tous les déterminants
mineurs de A jusqu’a Pordre X exclusivement; a cette racine corres-
pondent alors (n® 17) ) sous-groupes. Dol cet énoncé, équivalent au
précédent :

Sotent ¢y, ¢, ..., ¢, les n racines distinctes de {'équation fondamentale
A=o0; st ); désigne l'ordre & partir duquel les déterminants mineurs de A
cessent d’étre tous nuls pour =, =z, la somme d; 4+ X, +...+ %, est le
nombre exact des fonctions périodiques de seconde espéce, lindairement
indépendanies, qui satisfont a P=o.
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23. On déduit de la que :

Pour que P =0 admette comme intégrales distincies m fonctions pério-
diques de seconde espéce, il fiut et il suffit qu’il existe m sous-groupes.

QOu encore :

Pour que P = o admetie comme intégrales distincles m fonctions pério-
diques de seconde espéce, 1l faut et il suffit que chaque racine de A==o0
annule tous les mineurs de A jusqu'c Uordre égal au degré de mulupli-
ciié de cetie racine exclusivement. '

Les mémes propositions s’énoncent aussi simplement a PVaide des
diviseurs élémentaires de M. Weierstrass.

24. Les multiplicateurs des solutions periodiques sont les racines de
I’équation fondamentale.

Une ou plusieurs de ces racines pouvant élre égalesh "unité, il peut
y avoir des solutions périodiques de premitre espuce.

Sia chacune des racinese,, &, ..., ¢, de U'équation fondamentale cor-
respond un seul sous-groupe, c’est-b-dire si le nombre des sous-groupes
est égal au nombre des groupes @, c’est-d-dire encore (n° 17), si
=k, =...=),=1, les solutions périodiques, qui sontalors au nombhre
de n, ont des multiplicateurs distinets, égaux respeclivement ey, ey, ..y
¢,- Sinon, plusieurssolutions périodiques auront méme multiplicateur.
La condition pour gqu’elles aient toutes le méme scrait que 'équation
fondamentale ett toutes ses racines égales entre elles. En.particulier :

Pour que P = o admette comme intégrales distinctes m fonctions pério-
diques de premiére espéce, il faut et il suffit que les éléments du déterma-
nant A sotent tous nuls pour e= 1.

25. L’équation P = o ayant 2, 42, + ...+, solutions périodiques
de seconde espbee distincles, et n’en ayant pas davantage, admet
m — (h + kA -+ ...+ 2,) solutions distinctes non périodiques, et, dans
tout systeme fondamental d’intégrales, il y en a au moins ce nombre.
Sil'on considere le systeme fondamental que constituent les éléments
de tous les sous-groupes, on voit que les solutions non périodigues,
dans ce systéme, aw nombre de m — (b, -+ by + ...+ 3,), affectent la
forme de polynémes entiers en x, ayant pour coefficients des fonctions
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periodiques de seconde espece. Dans chaque polynéme, les coefficients
periodigues ont le méme multiplicateur, qui est d’ailleurs une racine de
l'équation fondamentale.

26. Obscrvons enfin que les fonctions périodiques de seconde espece
s'expriment 4 'aide des fonctions de premitre.
Soit, en effet, #(x) une fonction uniforme, telle que

F(x + w) =z ().

; logs
Posons ¢ = ¢ ¢t prenons pour r une quelconque des valeurs de —=--

La fonction ¢ F () admet évidemment la période w. Si je la désigne
par G(x), on a ' '

Fla)y=c0(x),
et, par conséquent :

Une fonction uniforme, périodique de seconde espéce, de période w et
cle multiplicateur ¢, est dela forme €0 (x), r désignant une quelcongque

logs ‘ . . e e
des valeurs de —— et G(x) une fonction uniforme, périodique de pre-
micre espéce, de période o.
Pour deux fonctions périodiques de seconde espece, & méme période
et & méme multiplicateur, les deux quantités » différeront ou de zéro

ou d'un multiple de ?;; y—1; siles multi'plicateurs sont distincts, la

'

o T - . . 2 e
différence des quantités r ne sera ni nulle, ni un multiple de — y—1.
De la les conséquences suivantes :

S¢ I’équation jfondamentale n’a que des racines simples, les éléments
du systéme S sont de la forme

eiF0(x) (i==1,2,8, ..., m),
les différences mutuelles des quantités r; ne pouvant étre ru nulles, ni un

mudtiple de %:—c V—1.

Si I'éguation fondamentale a des racines multiples, les y. éléments du
systéme S qui composent le groupe ® repondant a la racine ¢ = ¢
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d’ordre y. sont de la forme
e 011(‘” )7

err [ 8y (2) + 2 8y5(2) ],
e [0y, (@) + @ Oy(@) + & 053(x) ],

e [0y (@) 4 2 Q) -+ 22 Ouy(2) +. . A= 2t () ],
les différences muiuelles des quantitésr,, 1o, ..., 1, relatives aux diffé-
. . . -
rents groupes, ne pouvani éire ni nulles, ni un multiple de ~ V1.

Les fonctions périodiques ((x), appartenant a un méme groupe, sont
d’ atlleurs des combinaisons linéaires de celles d’entre elles dont le sccond
indice est I'unuté, et en particulier 0, ,(x}, Ooa()s <oy Opplac) ne différent
mutuellerment que par des facteurs constants.

Les éléments qui constituent un sous-groupe de v élémenits, déduit du
groupe ®, seront de la forme

Pte(ax
(———)—J—clgl—) =1.2.3...(v—1)e*i(x),

( e R B
2ol o : «
"}}]%2 =r.2.3. . (v—2)e™ [0,y (x) 4+ (v — 1) O ],
‘)é’( T, ra IO -
T e y(2) —ax (@) . o (v ) a0, () ],
z(x) = e[ 0 (&) 4+ 2 Oy(@) -+ 22 05(2) Ao 20 (a) ],

la fonction periodigue 6.(x) n’édiant pas identiquernent nulle.

VIII. — Cas ou P{y)==o0 est & coefficients constants.

27. Lorsque les coefficients p,, p,. ..., p,, de équation différen-
tielle proposée sontdes constantes, ils peuvent étre considérés comme
périodiques, de période arbitraire. De la la possibilité de retrouver,
par les considérations précédentes, la forme analytique des solutions,
bien connue dans ce cas. Pour y arriver, on peut suivre différentes
voies. :

Soit » une quanlité quelconque. Regardons p,, ps, ..., p, LOMMe
périodiques, de période w. Je me bornerai i examiner le cas ol
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'équation fondamentale A == o, relative & la période w, n’a que des
racines simples ¢;, €, « v vy e

P = o admet alors comme intégrales distinctes m fonctions pério-
diques de seconde espece, de période et de multiplicatears respec-
tifs ¢, 25, ..., ¢,. Désignons par F(z) 'une d’elles, telle que

Flex+o)==<F(x).

Les coefficients constants p pouvant étre considérés comme possédant
aussi les périodes quelconques »’, w”, ..., les fonctions F(x + o'},
Flx + «"), ... sont aussi des intégrales. Or on a

Fleg+o4+w)y=::F(zr+uwv), Flet+o+o)=::F(xr+ o),

Ces intégrales prennent donc le méme multiplicateur = que F{z],
lorsqu’on y change o en  + . Dol (n° 12) les égalités

Fe+o)=:+F(z), Flr ro)=:F(2), ...,

"

¢, ¢, ... étant des constantes; et, par conséquent, la fonction F () est
périodique de seconde espece a période arbitraire. Elle est done de la
forme

«

Faz)=_Ce=,
C et p désignant des’constantes. A cause de

Flx +~w)==:F(x),
on aura

=z,

SN T log=
c’est-a-dire que p est une des valeurs de —=~-

St done 'équation A = o n’a que des racines simples, P = o admet
m solutions distinctes de la forme

e?l"" e?ar, ceey efm®

les différences mutuelles des quantités p ne pouvant étre ni nulles, ni
- ar
un multiple de — v —.
Les fonctions périodiques désignées par §(x) au n° 26 sont ici de

2k -

la forme Ce ©
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On sait que les quantités p sont les racines de I'équation algéhrique
Pm ~+ Py Pm—-l e Py B O,

qu'on appelle ordinairement 1'équation caractéristigue. On voit donc
que Uéguation caractéristique a pour racines les logarithmes, divisés
par o, des racines de l'équation fondamentale relative a la période w.

Dans le cas considéré, ol A = o n’a que des racines simples, I'équa-
tion caractéristique a aussi ses racines distinctes. Mais cette derniere
peut n’avoir que des racines simples, A = o ayant des racines multiples.
C’est ce qui a lien lorsque, parmi les différences mutuelles des vacines

. . . . . 2 B
de I'équation caractéristique, il y a des multiples entiers de — / — 1.

Dans ce travail, j’ai considéré une équation différentielle linéaire,
homogene, P = o, a coefficients uniformes, et admettant une période o,
Vintégrale générale étant supposée uniforme. J)ai obtenu la forme
analytique des solutions. Les équations a coefficients conslants ren-
trank dans le type P = o, on peut retrouver par cetlte voie les expres-
sions connues de lears intégrales. I’équation de Lamé, qu'ont mise ¢n
lumitre les profondes recherches de M. Hermite, et, en général, la
classe importante des équations i coefficients doublement périodiques,
réecemment étudidespar M. Picard, rentrent aussi dans le type P = o, et
conslituent le cas intermédiaire entre le cas des coefficients 2 unce
seule période et celui des coeflicients constants. Ces ¢qualions pos-
stdent donc un systeme fondamental d’intégrales tel que 8, et la ques-
tion de déterminer la forme de leurs solutions revient & (rouver la
forme plus particulisre gqu’affectent les fonctions périodiques désignées
par &(x), lorsque les coefficients p admettent une seconde période o.
Posé dans ces termes, le probleme a une solution facile, que je me
propose d'exposer ultérieurement.
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