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SUR LES ÉQUATIONS FONCTIONNELLES ;

PAR M. P. FATOU.

( Pré m ie r Mémo ire.)

INTRODUCTION.

Les équations fonctionnelles exprimant des égalités entre des
fonctions inconnues d'une ou plusieurs variables et celles qu'on
en déduit en effectuant sur ces variables des substitutions connues
ou inconnues, ont attiré depuis plus d'un siècle l'attention des
géomètres. Mais les premières recherches relatives à ces équations,
recherches sans lien entre elles et sans méthode bien définie,
appartenaient pour la plupart au domaine des mathématiques
délectables. Dans une ^érie de Mémoires d'une remarquable
élégance, publiés vers 1884^ M. Rœnigs ( 4 ) a rattaché l'étude de
ces équations à la théorie générale des fonctions analytiques d'après
Weierstrass. Considérant une fonction holomorphe d'une variable
complexe, M. Kœnigs étudie les valeurs limites des fonctions
itérées au voisinage d'un point double attractif, c'est-à-dire un
point où la fonction et la variable prennent la même valeur, la
dérivée de la première étant inférieure en module à l'unité. Il est
ainsi conduit à démontrer l'existence d'une solution holomorphe
de l'équation fonctionnelle de Schrôder, d'oû il déduit la solution
du problème de l'itération analytique et de diverses équations
fonctionnelles à une variable. Ses recherches ont été poursuivies
par différents auteurs, notamment par MM. Leau ( 2 ) , Grévy ( 3 )
et, dans le cas beaucoup plus difficile des fonctions de deux ou

( !) KŒNIOS, Recherches sur les substitutions uniformes {Bulletin des Sciences
mathématiques, i883); Recherches sur les équations fonctionnelles (Annales de
l'École Normale, 1884); Nouvelles recherches sur les équations fonctionnelles
{Annales de l'École Normale, i885).

(3 ) LEAU, Étude sur les équations fonctionnelles à une ou plusieurs variables
(Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse^ t. XI, 1897).

( 3 ) GRÉVY, Sur les équations fonctionnelles {Annales clef École Normale^^ ).
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trois variables, par MM. Picard ( f ) , Poincaré (2), Hadamard (3)
et Lattes ( i ) .

Mais les recherches de ces différents auteurs ne les conduisent
en général, à part quelques cas simples, qu'à la démonstration de
l'existence des solutions des équations fonctionnelles, qui se
trouvent définies par un élément de fonction analytique. La con-
naissance du domaine d'existence de ces fonctions et l'étude de
leurs singularités est en relation étroite avec l'étude des domaines
de convergence des puissances des substitutions qui figurent dans
l'équation considérée. Me bornant à l'étude de l'itération des
substitutions rationnelles effectuées sur une seule variable com-
plexe, et des équations fonctionnelles qui s'y rattachent, je me
suis efforcé de déterminer ces domaines de convergences et d'éta-
blir quelques propriétés des transcendantes uniformes qui satisfont
à ces équations. Dans une Note parue en 1906 (5) , j'ai fait
connaître une condition suffisante pour que les itérées d'une
fonction rationnelle convergent vers un point double attractif
dans tout le plan, sauf aux points d'un ensemble parfait partout
discontinu qui forme la frontière du domaine de convergence. J'ai
également indiqué des cas où la substitution présente deux points
doubles attractifs dont les domaines respectifs sont d'un seul
tenant, simplement connexes et séparés par une courbe qui, en

( ') H. POINCAUÉ, Sur les courbes définies par des équations différentielles
(Journal de Liouville, 1886, p. 193-195 ).

(2) E. PICARD, Sur une classe de surfaces algébriques dont les coordonnées
s expriment par des fonctions uniformes de deux paramètres ( Bulletin de la
Société mathématique de France, 1900) ; Sur certaines équations fonctionnelles
et sur une classe de surfaces algébriques ( Comptes rendus Acad. Se.,
jaillet ioo4)-

( 3 ) J. HADAMARD, Sur l'itération et les solutions asymptotiques des équations
différentielles [Bulletin de la Société mathématique de France, 1901).

( 4 ) S. LATTES, Sur'les équations fonctionnelles qui définissent une courbe
ou une surface invariante par une transformation {Annali di Matematica^
1906) ; Nouvelles recherches sur les courbes invariantes par une transformation
(X, Y; *r, y, y'). {Annales de V École Normale, 1908).

( 5 ) P. FATOU, Sur les solutions uniformes de certaines équations fonctionnelles
(Comptes rendus Acad. Se., t. 143, 1916, p-. 5}6); Sur les substitutions ration-
nelles {Ibid., t. 165, 1917 , p. 99^); Sur ^itération des substitutions rationnelles
(Ibid., t. 164, it)i7, p. 806); Sur les équations fonctionnelles et les propriétés
de certaines frontières {fbid., t. 166, 1918, p. ao4); Sur les suites de fonctions
analytiques (Ibid., t. 167, 19*8, p. 1024) .
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général, n'est pas analytique. Ayant repris récemment l'étude de
ces questions, j'ai d'abord fait connaître une classe étendue de
substitutions rationnelles, pour lesquelles le problème de l'itération
du point de vue'qui nous occupe peut être complètement et sim-
plement résolu. Ce sont les substitutions qui admettent un cercle
fondamental. J'ai ensuite reconnu que les recherches récentes
relatives aux ^fonctions analytiques qui admettent des valeurs
exceptionnelles permettaient d'aborder le problème dans toute sa
généralité; les propriétés des fonctions auxquelles nous faisons
allusion sont dues principalement à MM. Landau et Schottky, et
sont l'extension des théorèmes de M. Picard sur les fonctions
entières. M. P. Montel, en leur appliquant la notion de suite nor-
male de fonctions analytiques qui lui est due, est parvenu à des
théorèmes élégants et d'un emploi très commode dans les appli-
cations. Nous avons fait exclusivement usage dans nos recherches
des propositions de M. Montel ( f ) . Nous avons ainsi reconnu que
la limitation des domaines de convergence des itérées d'une fonc-
tion rationnelle est liée à l'étude .d'un ensemble parfait, que nous
définissons comme l'ensemble des points où les itérées ne fcu'ment
pas une suite normale; c'est également l'ensemble dérivé des points
frontières des domaines où les itérées se répartissent en suites
partielles uniformément convergentes. En appliquant aux fonc-
tions inverses des fonctions itérées les théorèmes de M. Montel,
nous avons obtenu d'autre part un résultat important, à savoir la
limitation du nombre des groupes de points périodiques ou cycles
dont le multiplicateur est au plus égal en module à l'unité. Enfin
nous avons pu établir, du moins dans des cas très étendus, que les
courbes limites des domaines de convergence sont des courbes
qui n'ont de tangente en aucun point, ou dans quelques cas sin-
guliers des tangentes en une infinité dénombrable de points
seulement; on doit excepter les substitutions à cercle fondamental
et hypothétiquement d'autres substitutions singulières pour les-
quelles la question paraît difficile à élucider. Nous nous sommes

( l) P. MONTEL, Sur les familles de fonctions analytiques qui admettent des
valeurs exceptionnelles dans un domaine {Annales de l^ École Normale, 1 9 1 2 ) ;
Sur les familles normales de fonctions analytiques {Annales de l'École Nor-
male, 1916 ) ; Sur la représentation conforme {Journal de Mathématiques
pures et appliquées, y série, t. III, 1 9 1 7 )
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rencontrés dans ces recherches avec plusieurs auteurs qui sont
parvenus en même temps et indépendamment à des résultats
analogues aux nôtres, notamment MM. Ritt, Lattes e( surtout
M. G. Julia, dont les remarquables recherches ont fait l'objet d'un
Mémoire non encore publié, couronné par l'Académie des Sciences,
et dont les résultats ont été résumés par l'auteur dans diverses
communications ( ' ).

JNous avons divisé ce Mémoire en sept Chapitres.
Le Chapitre 1 traite de l'itération des fonctions rationnelles à

un point de vue purement algébrique. On y établit une relation
fondamentale entre les multiplicateurs des points doubles d'une
même substi tution et qui conduit facilement à cette conséquence
qu'il y a tou jours au moins un point double de multiplicateur plus
grand que i en module ou égal à + i. La même relation appliquée
aux substitutions itérées conduit à cette conséquence qu'il y a
toujours une inimité de cycles dont le multiplicateur est plus grand
que i en module ou égal à + i • Bien que ce résultat soit beaucoup
moins précis que celui qui résulte de l'application des théorèmes
généraux sur les suites de fonctions analytiques, la manière
élémentaire dont il est obtenu mérite d'attirer l'attention, et la
méthode pourrait peut-être conduire à d'autres résultats. Nous
terminons ce Chapitre par F exposé de quelques remarques se
rapportant aux éléments de la théorie des fonctions algébriques et
concernant les domaines invariants.

Le Chapitre II, qui a trait au problème local de l'itération,
comprend, après rappel des résultats bien connus dus surtout à
MM. Kœnigs et Leau, l'exposé de propositions nouvelles concer-
nant les points doubles de multiplicateur égal à + i ou à une
racine jp'®"1® de l'unité. On y donne une expression asymptotique
précise des fonctions itérées qui conduit à la démonstration de
l'existence d'une solution de l'équation d'Abel et à l'étude des
propriétés de cette solution.

Le Chapitre III est consacré à l'étude des substitutions à cercle
fondamental et de quelques autres qui peuvent être étudiées d'une
manière analogue. On aurait pu abréger cette exposition en

( l) Voir notamment : G. JULIA, Sur les substitutions rationnelles (Comptes
rendus, t. 165, 3i décembre 1917, p. 1098).



— 165 —

utilisant les théorèmes généraux du Chapitre suivant; mais il nous
a paru préférable de conserver celte exposition élémentaire, les
méthodes qui y sont employées pouvant être utiles dans la solution
d'autres problèmes que l'on rencontre dans cette théorie.

Le Chapitre IV contient l'application de la théorie des familles
normales aux fonctions itérées et à leurs inverses. On y donne les
principales propriétés de l'ensemble parfait caractéristique S et
on y fait connaître le moyen, d'ailleurs en théorie très imparfait,
de trouver les points doubles ou périodiques en nombre limité,
qui sont des points limites de conséquents de certains domaines.

Le Chapitre V contient l'exposé de certaines propriétés des
domaines relatifs aux points doubles, concernant notamment l'ordre
de connexion, et diverses applications numériques.

Le Chapitre VI contient les recherches relatives au caractère
noù analytique des courbes qui limitent les domaines et à la non-
existence des tangentes à ces courbes. Les démonstrations qui y
sont employées reposent d'une part sur les propriétés de la repré-
sentation conforme, d'autre part sur les propriétés des suites
normales dues à M. Montel, et quelques flutres nouvelles qui en
découlent aisément.

Le Chapitre VII est consacré à l'étude des transcendantes
uniformes qui vérifient les équations fonctionnelles de Schroder
et d'Abel et quelques équations analogues.

On verra que les recherches exposées dans ce Mémoire pré-
sentent encore en bien des points des lacunes que nous ne sommes
pas parvenus à combler, notamment dans l'étude de certains cas
singuliers qui paraît beaucoup plus difficile que celle des cas
généraux, et pour lesquels les méthodes employées ne donnent
que des résultats tout à fait insuffisants. Il est donc a souhaiter
qu'elles soient poursuivies.

CHAPITRE I.

1. Soit R ( z ) une fonction rationnelle de degré d ( d >> i ) ( ' ) de
la variable complexe z; si l'on pose

^1== R(^), Zn== R(^n-i),

( 1 ) Nous laisserons de côté en général les substitutions linéaires dont l'itéra-
tion conduit à des résultats simples et parfaitement connus.
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on peut exprimer z en fonction de z au moyen de la formule

^= 1^(3),

R,/ ( z ) désignant une fraction rationnelle dont le degré est
exactement rf". Les fonctions R,»Ra, ^. . , R,/, ... sont les itérées
successives de R(^) . Les points^,, -52, ..., z,^ ... s'appellent les
conséquents successifs du point z ; en particulier z\ == R (s) est le
conséquent immédiat de ^. Inversement 5 étant donné, les points
racines z_ n de l'équation R,/ (y) == z sont les antécédents de
rang' /î du point z ; ces points au nombre de d11 sont distincts
quand z e s t arbitraire. En particulier les antécédents de rang i
seront'aussi appelés antécédents immédiats dez. On peut écrire :
z_n = R_,, (^), R .„ ( z ) étant une fonction algébrique à d71 branches
qui est la fonction inverse de R,,(s). Par suite de Inexistence de
ces valeurs multiples, deux points peuvent donner lieu à un terme
commun dans les suites de leurs conséquents respectifs sans être
conséquent l'un de inautre; si deux points ,5 et z sont tels que
R,î(.s) == R^,(5') pour deux valeurs entières positives convenables
n et //, on dit qu'ils sont équivalents; c'est en effet la condition
nécessaire et suffisante pour que les deux points z et z se déduisent
l'un de l'autre par une substitution du groupe G de substitutions
algébriques qui dérive de la substitution r^ |R(3)] et de son
inverse; nous verrons que ce groupe peut être proprement ou
improprement discontinu; son étude est intimement liée à toutes
les questions examinées dans ce Mémoire.

L'un des problèmes fondamentaux qui se posent dans l'étude
de l'itération des substitutions rationnelles est la recherche des
figures invariantes par ces substitutions et tout d'abord des points
invariants. Les points invariants ou points doubles de substitution :
z^ == R ( ^ ) î correspondent aux valeurs finies ou infinies de z qui
vérifient la relation 5=R(s) . Pour que le point à l'infini soit
un point double, il faut et il suffit que le degré du numérateur de
R ( ^ ) soit supérieur au degré du dénominateur. On appelle
multiplicateur d'un point double a un nombre s égal à R^a) si y

est fini, à —— si a est infini. On vérifie immédiatement que ce

nombre s est invariant relativement à toute transformation homo-
graphique effectuée simultanément sur les deux variables z^ et ^,
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et plus généralement à toute transformation conforme régulière et
biunivoque au voisinage du point double. On a d^ailleurs, au
voisinage de a,

"s i — y. = s(z — a ) -h R ( ̂  — a)2-h...

ou, si a est à l'infini,
z , l

3l= - -+- K -+- --+-....
S Z

La condition nécessairç et suffisante pour que le point double a
soit racine multiple de Inéquation R ( 5 ) = = ^ esL que le multipli-
cateur s soit égal à +1. S'il en est ainsi on aura, au voisinage de
ce point double supposé racine d'ordre q de l'équation R(^)=^,

^ l — a = = . s — • a - ^ ^ ( ^ — a ) < 7 - n - ^ . . . (k ̂  o)

ou, si a est à l'infini,
k

^^i^T-4-——

Le nombre total des points invariants, chacun d'eux étant
compté avec son degré de multiplicité en tant que racine de
R (,2)== .s, est égal à ^4-1.

2. Nous allons établir une relation importante entre les multi-
plicateurs des points doubles d'une même substitution rationnelle.
On peut supposer que le point à-l'infini n'est pas un point double.
Nous supposerons, en outre, que touo les points doubles sont

distincts. Considérons alors la fraction rationnelle : © ( z ) = 5-7——— •' ' / •^{•5)—z

Les points doubles a sont des pôles simples de <p (z) qui, en outre,
s'annule à l'infini. On a donc

y^-H^.^SjèT

On trouve immédiatement A === ^7——^-==—^--En égalant

les termes principaux (en î-) d,es deux derniers membres,, il vient

S A = ~ i
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ou

2^Ti S
1

+ 1 = 0 .

Telle est la relation que nous voulions établir.
Une conséquence facile de cette relation est l'existence d'au

moins un point double de multiplicateur plus grand en module
que l'unité.

Posons, en effet,
s == u -h iv.

y = ————— == ? _(_ i^
S — I ' '

Il s'ensuit

? == u~~l

M 2 - ! -? 2—2M-1- I*

Les relations' ç = = = — i , ç > — 1 , Ç < — -1 équivalent respecti-

vement à : u2 + ̂ 2 = 11 ^2 + P2 ;> T , ^2 -4- ^2 < i, c'est-à-dire que
la circonférence \s\ == i, l'extérieur et l'intérieur de cette circon-
férence correspondent respectivement dans le plan de la variable (T

à la droite ^l (o-) == —-? et aux demi-plans à droite et à gauche de

cette droite. En vertu de la relation fondamentale, on a

rf-t-i

2s-..
1

Comme d 4- i est au moins égal à 3(d^> i), les ç ne sont pas
T 1

tous inférieurs ou égaux à — -» car cela entraînerait SÇ$— - <^ — i.

On a donc, pour au moins un point double,

^(<T)>-

ou
\s\>ï

Remarquons qu'on peut donner des valeurs arbitraires à tous
les multiplicateurs, sauf un seul qui se trouve alors déterminé par
la relation fondamentale ; il peut donc n'y avoir qu'un seul point
double pour lequel [ * ç [ soit supérieur à l'unité.
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Si l'on considère les coefficients de la fraction R(^) de degré d
comme des variables indépendantes, les s qui sont des fonctions
algébriques de ces coefficients vérifient identiquement la relation
fondamentale. Si ces coefficients tendent vers des valeurs numé-

riques telles que l'un des s devienne égal à + i et par suite ——

infini, il y a, en vertu de la relation fondamentale, un autre
multiplicateur qui tend vers + i.

Supposons maintenant que, l'infini n'étant pas un point double,
certains des multiplicateurs soient égaux à + i • On aura alors

pour la fraction ———— une décomposition en éléments simples

de la forme

l _^ i l ^ /1" q-y q_^-i) a
R(z)-z "Zà~s^'z~v.~^ 2à |(.s—p)7~h(^—p)7-l"4"•""+"Z'

la seconde sommation étant étendue aux points doubles de multi-
plicateur égal à + i et Rentier q étant par suite >- i. On en déduit,
entre les coefficients a_< et les multiplicateurs s différents de i, la
relation

^^^-4-^a-i4-i==o.

3. Considérons maintenant une fonction R^ (^), itérée de R(-s)
et les points racines de l'équation

R^)==^.

Soit a un tel point et p le plus petit entier tel que R^, (a) = a;
les points a, a< , ..., y.p—\ sont tous distincts, car si Fon avait
(XA = OA, h et k étant plus petits que p^ on en déduirait

^p-h{^n)= Rp^(a^),
c^ est-à-dire

Rp(a) = Rp_^4-A(a),

*et comme R.̂ , (a) = a :

a = Kp+k-hW = Ry(a).

Si h > A-, on a q = p + k — h < p ; d'ailleurs q S i. .Donc
p ne serait pas le plus petit entier tel que R^, (a) = a.
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La suite a, a,, ag, ... est périodique, la période comprenant
p termes et tous les termes d'une période étant distincts. On dit
que les points (a, a», ..., Op_, ). forment un cycle d'ordre p . Tous
les points du cycle sont racines de l'équation Rp(z)=z. Consi-
dérés comme points doubles de la substitution Z=Rp(z), ils ont
tous même multiplicateur. On a en effet, en supposant qu'aucun
des points a ne soit à l'infini,

, = R,,(a) = ^(0)^(01)... R'(a^i) = R,,(aJ = ̂ (^)= ... ;

le nombre s est le multiplicateur du cycle.
Remarquons que les racines de R,,(^)==^ se répartissent en

cycles dont les ordres sont des diviseurs de /î. En particulier,
parmi ces racines, se trouvent celles de R ( ^ ) = = = ^ , c'est-à-dire les
points doubles. Soil a un point double de multiplicateur 5, de
sorte que.

R(^) = a + 5 ( ^ — a ) - + - a ( ^ — a ) 7 4 - . . . (a ̂  o).

On trouve aisément par récurrence

Rn(z) = a -t- s'^z — a)

-f- astl-i\\ -4- ^7-ï-t-^»(<7-l)4- . . . -|-^-1^7 D](^—a )7-1-

ou

R,»(^)--<s==(^—i)( ,s- ,a)

-h as"-^! 4- 5<7-14-5î(<7-l)-^ . .. -h s^- l^-^](^ —a)7-+- ....

Il s'ensuit que tant que s est différent de l'unité,'a est un zéro
de même ordre de multiplicité pour R(^) — z et Rn(;s) — z (c'est
alors un zéro simple). 11 en est de même si s ==+1, car on a dans
ce cas

R (z)—z== rt^—ûQ-z-h...,

R,,(^)— z = n a (^—a)7 -+-...,

c'est-à-dire que a est un zéro d'ordre q pour ces deux expressions.
Supposons maintenant que s soit une racine primitive de

^== i (/ '>i). Si TÎ n'est pas multiple de r, a est racine simple
des deux équations. Si n est multiple de r/a racine simple de la
première équation est racine d'ordre q au moins pour la seconde :
exactement d'ordre q si ^f"1 ===+1, c'est-à-dire si q — i est mul-
tiple de r, d'ordre supérieur à y, si q — i n'est pas multiple de r.
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Si n est un nombre premier absolu, et distinct des entiers r en
nombre limité correspondant aux multiplicateurs des points

m

doubles qui sont de la forme e r , les zéros de R(^) — z sont
des zéros du même ordre de multiplicité de R/i(-s) — z ' , les zéros
de cette dernière fonction qui n'appartiennent pas à la première

et dont le nonAre est d'1 — d forment alors ——— cycles d'ordre n.
n J

On voit donc qu'il ^y a des cycles de pointé d'ordre aussi élevé
qu'on le veut, notamment des cycles d'ordre n quand n est un
nombre premier supérieur à une certaine limite.

4. Considérons une fraction rationnelle R(-s) telle que R(^)==^
ait toutes ses racines distinctes; soit n un nombre premier distinct
des entiers r définis au paragraphe précédent et t le multiplicateur
d'un cycle d'ordre n. Si aucun des t n'est égal à H- i, l'analyse du
n° 2 appliquée à,R^(^) conduit à la relation

V ' V T
n 7 —— 4- ^ ——— 4-1=0 ,
^t—[ ÂaàS11— \

la première sommation étant étendue aux —~— cycles d'ordre n^

la seconde aux (rf+i) points doubles de multiplicateurs s.
Pour n == 2, on a la relation

d^-d
2 //-t-1

^F—r^SL-ï—^^0'
i i

valable tant qu'aucun s n'est égal à ± i, ni aucun t à + i. Multi-
plions par 2 les deux membres de cette relation et retranchons de
la relation

Y———4- ,= :o .
À^s—v

II vient

//-t-'i

-'ST—T^.S:-^^0-
1 1

Cette relation qui a lieu identiquement quand les coefficients de
R(^) sont arbitraires conserve un sens quand certains des s
tendent vers -t-i et demeure vérifiée, comme nous l'exposerons en
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détail à la fin de ce paragraphe, à condition d^y remplacer s par
-+-1 un nombre de fois égal à la somme des ordres de multiplicité
des points doubles de multiplicateur +1 en tant que racines de
Inéquation R(^ ) == z.

Il découle aisément de cette relation (où Fon suppose t~^--\- i,
s -yé.— i) qu^il y a toujours soit une valeur de t^ soit deux valeurs
de s supérieures à l'unité en module, soit encore un s égal à -(-1
et un autre plus grand que i en module.

En effet, si Fon a | ^ | ^ i pour tous les couples d^ôrdre 2,
aucun s notant égal à +1 ? et un seul 5, que nous désignons par^,
étant supérieur à i en module, la relation précédente donne en
égalant à zéro la partie réelle du premier membre

d*+d
3

^(r^-S^:^)4-^:^)^-0'
i i

/ /*—d
2 d

^(-^-^(——Q)^^)--0'
i i

P et Q étant des quantités positives ou nulles. Comme ûî^a ,
d ^ ~ d ^ _ .„ . . , ,.: ̂  i, on tire de là

d^—d

~T~ d

Kl

-(=7=0———'l;;^-'1.
1 1

A(—^—\=t+K,
(-7-.)-

H et K étant des quantités positives ou nulles.
D^autre part, la relation fondamentale du n° 2 donne

2,—7+,-zn -h x =o,
i

^(-;-l)+»(^)+,-. (l2«),
^-^(À

^>—i (-;)-".
1

(7=î)———2(-;)-

(^-;)-Mio.



- 173 -

On aura donc simultanément

^(T-rr)^:

X(^-^)^>0.

Ces deux inégalités sont incompatibles. En effet,, en posant
5'== M+IP , on en déduirait

et
u — i^o

U -4- 1 < 0,

qui le sont évidemment.
Supposons maintenant qu^l y ait un s égal à 4-1 (^es hjP0"

thèses ( ̂ é -(-1, s -^ — i étant conservées). L/égalité

tï^—d

^••'G-r-,)^-^)—0
1 l

montre alors, ainsi qu'il découle de Fanalyse du n° 2, qu'il y a
un 1 1 \ ou un | s | supérieur à i.

En combinant ces résultats avec ceux du n° 2, on voit en défi-
nitive qu^il y a toujours soit deux points doubles distincts^
soit un point double et un couple périodique d'ordre 2 dont
les multiplicateurs sont supérieurs à i en module ou égaux
à rhi .

Supposons maintenant que n soit un nombre premier quel-
conque distinct des entiers r considérés plus haut. On a la relation

d^ -d

n < / - H

n V. —I— •+• V —I— 4 - 1 = 0 ,
^J t — i ^ s^ — i '
i i

si aucun des s ni aucun des ( n^est égal à -+-1. Il s^ensuit, comme
nous allons le voir, que pour n suffisamment grand, il y a au moins
un t supérieur en module à Punité^ car en égalant à zéro la partie
réelle du premier membre, on a

d^—d

rf+1

S^)^^)" 2<A VT^r^ 2iA \T~ '+ ' ~ "•
1
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Le second terme du premier membre reste borné quel que

soit n ; car la partie réelle de —^— tend vers — i pour n infini

si | s > i, vers zéro si [ s [ < i et est constamment égale à — ^ si

^ s | = i ; on a donc, quel que soit n^

A étant fixe. Si tous les | <'[ étaient inférieurs à i, on aurait

d"—tl

" (̂.-̂ -O'—')
en valeur algébrique; et par suite

d ' ^ - d
<A,

ce qui est manifestement impossible, —^— tendant vers l'infini

avec /z. Ainsi donc, si une* substitution rationnelle n'a que des
points invariants distincts, elle possède des cycles d'ordre n dont
le multiplicateur est plus grand que i en module ou égal à -(-1,
pourvu que n soit un nombre premier suffisamment grand.

Nous allons montrer que la conclusion subsiste quand la subs-
titution a des points invariants confondus, c'est-à-dire de multi-
plicateur égal à+i . En effet, si d'abord les coefficients de R(^)
sont arbitraires, on a les deux relations

d»—d

~n~ d+i

V^ 1 V t
n ^ —— -1- ^ ——— -4- i •= o,

d̂ t—\ J-^—l '
1 1

d+l

2 ———— + 1 = 0
5 — 1 î

1

d'où l'on tire
dn— l

n d+l

"Sf-T-^M^—^0.
1 l
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en posant

P/^)=
S11— I /l 5 — 1

^ / i ( s ) n'a pas de pôle en 5 = = i ; sa valeur en ce point est égale

à — '^-=-I..
'2/1

L'identité qui précède ayant lieu quand les coefficients de R(^)
sont arbitraires subsiste quand certains des multiplicateurs s
deviennent égaux à +1, en tenant compte de ce que ces valeurs
de s sont multiples. En égalant à zéro la partie réelle du premier
membre, on a

n //-+-!

Z^ (7^7)+2;^?"^ '-4 =°-
i i

On voit facilement que ^ [p / / («? ) ] tend vers zéro si | ^ | > i ,

vers — i si \s\ << i, et vers— ^ si \s\ == i , la valeurs ==+i n'étant

pas exclue. L'analyse précédente montre alors que lorsque n
dépasse une certaine limite, il y a au moins une valeur çle | ( | > i ,
la conclusion n'étant en défaut que s'il existe un <==-(-] .

Il importe de justifier d'une manière précise le remplacement
de s par -[— i dans la dernière formule, lorsqu'il y a des points
invariants confondus. Soit R(^) une fraction rationnelle telle que
l'équation R(^) == 3 admette la racine z == o avec un ordre de
multiplicité égal à q >> i , de sorte que

R(s ) = z -+- a z ' î + b^+/l-{- ....

Remplaçons R(^) par R(^)-f-X, À étant un paramètre arbi-
traire; R»(^) devient R//(^, X), fonction rationnelle de z et de \
Les racines des équations

R , , ( ^ , X ) = - s et R ( ; ; ) - h X = 5

sont des fonctions algébriques de X qui sont hplomorphçs
pour \ •== o si les expressions

•^[R,^,X)-^ et ^ [ R ( ^ ) + X - ^

ne sont pas nulles pour 5v == o, c'est-à-dire si les multiplicateurs t
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et 5 sont différents de +1 pour \ == o ; s'il en est ainsi les multi-
plicateurs des points doubles et des cycles d'ordre /î, pour X quel-
conque, ayant pour expressions

^M^X) et ^[R(.5)+XJ=R'(^),

sont également des fonctions holomorphes de 5v, continues par
conséquent pour \ === o.

Considérons maintenant le point double ^===0, racine d'ordre q

de l'équation R(^)==^. Pour \ infiniment petit, Inéquation
R(^)4-^==^î c'est-à-dire

\ + a-3'74- bz/î+/t-^•... = o

admet q racines infiniment petites, formant un cycle et dévelop-
i

pables suivant les puissances de X'7,

_1 2

«=A)/ ' -4-B>//-+- . . . .

Les multiplicateurs correspondants ont pour expression

Izl
j= R f(^)î-^-^a^- l-^-(y-^-A)6^y-*- / l- l-^-... ==i4-( )X <7 -+-....

Ces q multiplicateurs prennent la valeur i et sont continus
pour \= o. On voit par là que le passage à la limite effectué au
cours de ce paragraphe est légitime à condition de remplacer s
par + i dans les formules un nombre de fois égal à

q -hç'-h q"-^r ...,

y, ^ /, g^, ... étant les ordres de multiplicité des divers points
doubles de multiplicateur 4- ï , en tant que racines de R(^) ==z.

Il est donc démontré dans tous les cas qu^i/ existe une infinité
de cycles dont les multiplicateurs sont supérieurs à V unité en
valeur absolue ou égaux à 4- î . Nous démontrerons plus tard
un théorème beaucoup plus précis, à savoir qu'il existe seulement
un nombre fini de cycles dont les multiplicateurs sont au plus
égaux à l'unité en valeur absolue; mais ce dernier résultat ne
pourra être obtenu que par des méthodes transcendantes, à savoir
par l'application des théorèmes récents concernant les suites de
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fonctions analytiques. Le résultat démontré ici, qui nous servira
d'ailleurs pour les développements ultérieurs, a été obtenu au
contraire par une méthode algébrique élémentaire qui serait
peat-être susceptible d'être poussée plus loin.

S. Nous allons aborder maintenant une autre recherche éga-
lement très élémentaire, à savoir celle des points qui n'ont qu'un
nombre limité d'antécédents. Soit a un tel point et R(.s) la
fraction rationnelle considérée. II est'clair que a est un point
périodique, car a ayant deux antécédents de rangs différents p
^P-\-q qui coïncident, on aura

R^+y(a-p-t-<y) = a,

R^y(a-^)'=Ry[R^(a^)]= Ry(a).

Comme a^p= a_p_q^ on a aussi : a == Ry(a), c'est-à-dire que a
est un point double de substitution [^|S(^)j, en posant

S(^)=R^).

Cette dernière substitution donne lieu à une chaîne d'antécédents
de a que nous désignerons encore par

a, a-i, a-2, ..., a-n9 ...,

et dont chacun est un antécédent immédiat de celui qui est écrit
à sa gauche, c^est-à-dire que l'on a

S(^-w) = <l-(/t-l)»

d^où l'on déduit

^k(Ci-n) = a-(n-k) (À- ===1, 2, . . .,/î).

Les antécédents distincts de a étant en nombre limitéy on
aura

a-p^a-^q (^i),
d^où

S^-K7-i(a-,,) = Sp-Hy-i(a-p-y).

Or on a évidemment

S^y^(a-p) = S<7-i[S,,(a-p)] = Sy-i(a) = a,

. Sp+y-i(a-p-y)= a-i.
Par suite,

a = a-i.
XLVII. 12
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Donc tous les antécédents immédiats de a sont égaux à a. Si Fon
fait en sorte, par une transformation homographique préalable,
que a soit le point à Finfini, Féquation S(^) === 00 n'ayant que des
racines infinies, S(^) est un polynôme.

Nous sommes donc ramenés à traiter le problème suivant :

Trouver les fonctions rationnelles R(^) dont Vune des
itérées Ry(^) est un polynôme.

Si R(^) n^est pas un polynôme, soit rs un pôle de R(^) à dis-
tance finie. Eh vertu de Fidentité

Inéquation

entraîne

R[Ry-i(<s)] == S ( z ) == polynôme en z^

R ^ _ , ( ^ ) = 7 T T

S(<) = ac et S =oc.

Il s^ensuit- que la fraction rationnelle ,-———-—— ne devient^ R ^ _ I ( ^ ) — O T
infinie que pour ^ infini; c^est donc un polynôme P(5), et Fon a

R y _ l ( ^ ) == 7TT -+-"7-iv.-/- • p(^

Si R(5) avait 1111 autre pôle TTS' à distance finie, on aurait

R<7-l(^)=^4- .——— ==CT'-hP(.) P'(^)

1^ étant un autre polynôme, ceci est impossible, car on en dédui-
rait

, P ( z ) - P ' ( z )

^-^''-p^yr^r*
P et P' n^étant pas des constantes, le degré du numérateur au
second membre est inférieur à celui du dénominateur; Fégaliténc
peut avoir lieu que si les deux membres sont identiquement
nuls; (o = r s ' . R (^ ) a donc un pôle unique à distance finie, et Fon
peut écrire

"^-(j^^'
A et B étant des polynômes en z dont le premier est de degré
inférieur à h. On voit que B est une constante, sinon Finfini serait
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un point double de la substitution Z==R(,3) et de toutes ses
itérées, en particulier de Z = Ry_i (s), ce qui est incompatible avec

l'égalité Ry_< ( z ) ==vs-\- —— qui donne Ry_i (oo)==zn.

Nous allons voir que A est aussi une constante. On a, en eflet,

Ry_i[R(^)] = S ( z ) = polynôme en z.

En intervertissant le rôle des fonctions Ret Ry_< dans le raison-
nement fait plus haut, on voit que Ry_< { z ) a un pôle unique p à
distance finie, et que de plus

^^P^Q^)'

Q(^) étant un polynôme. En égalant les deux expressions obtenues
pour R(/s), on a

p -r" ^TT) == ( ,3-CT)^ "f" Bî

ce qui donne pour ^===30
p=B,

et comme A n^est pas divisible par (z — w), on obtient ensuite

A == cens t.
On a donc

^^^-^-p-
Mais on a aussi pour Rj_< (^)r qui admet le pôle unique o à dis-

tance finie, l'expression suivante, où C et D sont des poijaomes :

^-'^(T-^-^'

C étant de degré inférieur à À" et non divisible par 3 — p. En éga-
lant les deux expressions de Ry_,(^), on a

-i- D = TO -4-(^-p^ yw
En faisant ^ = = = 0 0 , on volt que D est é^al à la constante rs ; il

s^ensuit que C est aussi une constante. On a finalement

R ^-(T^^'

R»-..<-')=^^p^-4-".
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A et C étant des constantes. L'identité

donne alors
R^[R(^)]==R[R^(^)]

^(^—p)^-^p= -^(^-_TO)^-4-TO.

On en déduit, en égalant dans les deux membres les termes
en z^ et ^/<-1 (il n'y a pas lieu de s'attarder au cas banal
où k •= h ==• i),

A- - -c-
0 ~" M'

Nous obtenons, finalement l'expression de R(^) :

A
r> / - \ •'•-^^ri—^^

^)—=^7-
OU

Sous cette forme, il est évident que les itérées d'ordre pair
de R(-s) sont des polynômes, tandis que les itérées d'ordre impair
admettent le pôle z •= OT.

Il suit de là facilement qu'étant donnée une substitution ration-
nelle Z = = R ( ^ ) , tout point a admet une infinité d'antécédents,
sauf dans les cas suivants : 1° si la substitution se ramène à la forme
polynomiale, il y a un point : le point à l'infini, qui est confondu
avec tous ses antécédents; 2° si la substitution se ramène à la
forme Z == As^, il y a deux points o et oo jouissant de cette même

propriété; 3° si la substitution se ramène à la forme Z== -^» il y a

deux points o et oo formant un cycle d'ordre deux qui constituent
l'ensemble des antécédents de chacun d'eux.

6. Nous aurons à faire intervenir fréquemment, dans les Chapitres
suivants, les points critiques des fonctions inverses R_,,(.s). Nous
allons montrer que ces points sont les conséquents jusqu'au
rang n — i inclus des points critiques de la fonction R_i (z). En
effet, les points critiques c de R_( ( z ) sont les valeurs de c pour
lesquelles l'équation R(^) == c a deux racines égales. De même les
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points critiques de R_,,(^) sont les nombres c pour lesquels
Inéquation

R, , ( , ; )=R, ,_ i [R(^) ]=c '

a deux racines égales. Cette dernière équation équivaut au sys-
tème

B/i-i(.r) = c ,

R ( z } = = x .

Elle aura une racine double si l'une ou l'autre de ces deuxéqua
fions a une racine double ; si c'est la seconde, x est confondu avec
un point critique c de R_< ( z ) et l'on a

C'=Rn-,(c).

Si c'est la première équation qui a une racine double, c est un
point critique de la fonction R_^_ - i ) ( ^ ) - II s'ensuit que si la pro-
position énoncée est vraie quand on remplace n par n — i , elle esl
encore vraie pour /i, car les points critiques de R._^(^) sont alors
les points : c, R(c), .... R^__»(c) et R//_i (c). Or, pour n = \, la
proposition est une simple tautologie; elle est donc générale.

Nous aurons à compléter ces remarques au sujet des points cri-
tiques, mais auparavant nous devons donner certaines définitions
et propriétés simples concernant les domaines invariants par une
substitution rationnelle. SoitD un domaine connexe et ouvert, c'est-
à-dire un ensemble de points bien enchaîné et n'ayant que des
points intérieurs; les points frontières de D sont les points qui,
n'appartenant pas à D, sont limites de points de D; si z
décrit D, z^ = R(^) décrit Di qui est aussi un domaine connexe
et ouvert (la démonstration est immédiate); les points frontières
de D, proviennent des points frontières de D, la réciproque n'étant
pas toujours vraie (à moins de considérer D( comme étendu sur
une surface de Riemann à feuillets distincts). Si D et Di coïn-
cident, on dit que D est invariant par la substitution | z | R( ' z } |.
Nous n'aurons à considérer par la suite que des domaines invariants
à frontière invariante, c'est-à-dire tels que R(S) soit point fron-
tière de D s'il en est ainsi de $. Nous supposerons dorénavant, pour
simplifier les discussions, que cette condition est réalisée.

Nous allons définir maintenant la fonction inverse de R(^) res-
treinte à D; c'est, pour chaque point z de D, l'ensemble des
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valeurs de la fonction R_t (^) dont les points représentatifs sont
^ux-mêmes intérieurs à D, les diverses valeurs de cette fonction,
que nous désignerons par R^i^), se permutant entre elles par
cheminement le long de lignes fermées intérieures à D; car si h
4't V sont deux valeurs de cette fonction au point rt, on a

R(^)= ̂ (br)= a;

b et //, étant intérieurs à D, peuvent être joints par une ligne
simple L intérieure à D; z décrivant L, z^ ==R(^?) décrit L( éga-
lement intérieure à D qui se ferme en a; inversement, z décrivant
le chemin fermé L< dans D, la fonction Rl!.̂ ), qui prend en a la
valeur b prolongée analytiquement le long de la ligne L( , prendra
la valeur h' à l^extrémité de cette ligne parcourue en entier. Réci-
proquement, si nous partons de a avec la détermination b de R_( (^)
(h étant intérieur à D), tant que z décrit des chemins intérieurs
a D, il en est de même du point ^ . _ i = = R _ i ( ^ ) , sinon ^ _ « attein-
drait la frontière de D et il en serait de même de z, puisque nous
supposons la frontière invariante.

11 s'ensuit que la fonction Rl^^) possède v valeurs, v étant
indépendant de ^, et ces v valeurs étant celles qui s^obtiennent
a partir de l'une des valeurs de la fonction en un point de D par
prolongement analytique le long d\in chemin quelconque inté-
rieur à D. Si Pon considère maintenant la fonction R/^:0 qui
transforme également en eux-mêmes le domaine D et sa frontière,
la fonction inverse restreinte à D possède '// valeurs ; on a, en
outre, l'identité

R<-%^(^)=RLD^R< I^^)L

en attribuant dans le second membre aux fonctions Rl?^ et R!"!,.
leurs diverses valeurs en nombre v71 et v"' respectivement.

Les points critiques de la fonction R^^ ) sont les points c inté-
rieurs à D et tels que l'équation R(^) == c ait au moins deux points
racines confondus et intérieurs à D. Même observation pour la
fonction Rl?^^). 11 résulte de là et du raisonnement fait au début
de ce paragraphe que les points critiques de la fonction R11.^^)
sont les conséquents jusqu'au rang n — i inclus des points cri-
tiques de la fonction R^i^).

Nous allons introduire maintenant une notion également utile
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pour les développements des Chapitres qui suivent, celle de
domaine complètement invariant; nous appellerons ainsi un
domaine qui non seulement est invariant par la substitution consi-
dérée, mais encore contient tous les antécédents de chacun de ses
points. Un domaine complètement invariant est toujours à fron-
tière invariante. Nous allons établir que, si un domaine complète-
ment invariant est simplement connexe, il renferme toujours au
moins d — i points critiques de la fonction R_< (^). Laissons de
côté les cas faciles où D contient tout le plan ou bien possède un
point frontière unique. On peut supposer que D ne contienne pas
le point à l'infini; il s'ensuit que R(^ ) n'a pas de pôles intérieurs
à D. Si a est un point intérieur à D, on peut tracer dans D un
contour fermé simple C (constitué si l'on veut par un arc régulier
et sans point double de courbe analytique) comprenant a à son
intérieur et dont tous les points sont aussi rapprochés qu'on le
veut de la frontière de D; on peut, pour s'en convaincre, utiliser
la représentation conforme de D sur un cercle de rayon i en pre-
nant pour C la courbe qui correspond dans D à une circonférence
de rayon i — s concentrique au cercle représentatif; ou encore
faire un raisonnement direct en regardant D comme limite de
domaines limités par des arcs de cercle. Ceci posé, je dis que si C
est suffisamment voisin de la frontière, toutes les branches de la
fonction R_< ( z ) se permutent circulairement sur ©. Dans le cas
général, les diverses branches d'une fonction algébrique, quand le
point représentatif de la variable décrit un contour fermé, forment
un certain nombre de cycles distincts et les valeurs correspondant
à un même cycle se permutent circulairement entre elles quand la
variable revient à son point de départ. Soit un cycle d'ordre v des
valeurs de R^(^) sur © auquel il correspond une courbe 3<
décrite par le point représentatif de R__( (z) et qui se ferme quand z
a décrit v fois C dans le même sens ; il résulte du caractère com-
plètement invariant de la frontière et de la continuité des fonctions
algébriques que les courbes C^< tendent uniformément vers la
frontière en même temps que 0. Considérons maintenant les
divers points racines a_\ de l'équation R ( ^ ) = = a ; ils sont inté-
rieurs à D et peuvent être joints deux à deux par des lignes À
intérieures à D dont la distance à la frontière est supérieu-re au
nombre positif £ ; comme on peut supposer que tous les points du
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contour fermé e_< sont à une distance de la frontière moindre
que e, ©_< ne rencontre pas les lignes \'y les points a_^ sont donc
tous intérieurs ou tous extérieurs à ©_.< ; or, quand z décrit une
fois C_< , R(^) décrit v fois de suite dans le même sens le contour
fermé C qui renferme a à son intérieur; l'argument de R(^) — ci
a donc varié de 2V?: et, puisque R(^) — a n'a pas de pôles dansD;
on en conclut que le nombre des zéros de cette fonction à Finté-
rieur de ©_< est égal à v; comme on a v^ i, il faut donc que tous
les points a_\ soient intérieurs au contour 3_i ; donc v==6/ et;
toutes les branches de la fonction R_i ( z ) se permutent circulaire-
ment entre elles le long de ©.

Supposons maintenant que R_i (^) n'ait que des points critiques
simples autour desquels se permutent seulement deux détermina-
tions de cette fonction, ce qui est le cas général. Appelons A le
domaine limité par C et intérieur à D, puisque D est simplement
connexe; à partir de chacun des points critiques de R._<(^) con-
tenu dans A, traçons une coupure s'étendant ]usqu'au contour C:
quand on traverse une coupure, deux branches mel u/cde la fonc-
tion sont permutées entre elles; on dit que la coupure a le carac-
tère (îA"). Soient L,, . . . . Lip les diverses coupures écrites dans
l'ordre où se succèdent leurs points de rencontre avec e décrit
dfinsie sens direct. SoitT === (f\ , / f» ) (î^.Â'a) . .. ( tn , ffp) le tableau des
caractères de ces coupures. .On peut ( 1 ) changer le tracé des
coupures de manière à ramener le tableau T à la forme canonique

T = (i, 2)^(2, 3)>^ ... (d— i , 6/)^-i,

les ).( étant des entiers positifs ou nuls. Ces entiers sont impairs,
car, si Â< était pair, en décrivant © avec la détermination initiale u\,
on retrouverait u\ comme détermination finale après un tour com-
plet et il n'y aurait pas permutation circulaire des u i sur €?. \\ étant
impair, il en est de même de Àa, sinon en décrivant C avec la déter-
mination initiale u\ on obtiendrait u^ comme détermination finale
et réciproquement, de sorte que les deux valeurs u^ et u^ forme-
raient à elles seules un cycle sur 3. 5^ et ^3 étant impairs, il en est
de même de ).;{, sinon les trois valeurs n^ ^3, ^ se permuteraient

(') C. JORDAN, Cours d'Analyse de l'École Polytechnique^ t. II, 2" édition,
p. 557-56i.
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circulairement sut' 3, et ainsi de suite. Il y a donc au moins
d -— \ coupures distinctes et de caractères distincts, donc au moins
d — i points critiques distincts dans A et a for tio ri dans D.

Si les points critiques de R_, ( z) ne sont pas simples, la conclu-
sion subsiste, un point critique auquel correspondent différents
cycles de racines d'ordres v, v', v", .. . respectivement étant regardé
comme la réunion de (v — i) +('^— i) + ( ^ — !) 4-* • « — points
critiques simples. Il suffira pour s'en convaincre de faire varier infi-
niment peu les coefficients de R(^) , ce qui fera varier infiniment
peu la position des points critiques sans modifier la propriété que
possèdent les branches de R_,(s) d'être toutes permutées entre
elles sur e.

Le nombre total des points critiques de R_, (r.) étant 2 (d — i ) ,
il résulte de là qu'î'Z ne peut exister plus de deux domaines sim-
plement connexes et complètement invariants par la substitu-
tion [ z [ R( ^)], si on laisse de côté les domaines qui n'ont pas plus
d'un point frontière. Ce résultat est fondamental pour la suite.

Considérons maintenant le cas où le domaine D est invariant par
une certaine puissance de la substitution donnée, de sorte qu'en
appelant D<, D.^, ... ses conséquents successifs on ait D==D^,,
D, == D^_, . . . . ; l'ensemble des domaines D, D i , ..., D^,_ < forme
alors un cycle de domaines invariant; nous supposerons toujours
que les frontières de ces domaines ont le même caractère d'inva-
riance que les domaines eux-mêmes. Quand z est intérieur à l'un
d'eux, D par exemple, il y a des branches de R_i (s) dont les points
représentatifs sont intérieurs à D^,_i ; ces diverses branches, dont
le nombre est indépendant de la position de z dans D, sont celles
qui se déduisent de l'une d'entre elles par prolongement analytique
le lon^ des chemins intérieurs à D ; on définit ainsi la fonc-
tion R_i (^) restreinte à D^,_i et l'on passe aisément de là à la défi-
nition de la fonction R_^(^ ) restreinte au domaine Djp_A, h étant
le reste de n (mod/7); les points critiques de cette dernière fonc-
tion dans D sont les conséquents jusqu'au rang n— i des points
critiques des fonctions restreintes R_,(^) correspondant aux divers
domaines D/. Prenons par exemple n = 4r P == 3. Les points cri-
tiques intérieurs à D de la fonction restreinte R _ 4 ( 5 ) sont les
points c, R3(c), î\.(c") etï{.i(c) en appelant c, c', c" les points
critiques des fonctions restreintes R_, (^) quand z varié successi-
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vement dans les domaines D, D( , D^ qui forment un cycle
d'ordre 3. La notion de domaine complètement invariant s'étend
d'elle-même à un cycle de domaines. 11 est clair par ce qui précède
que si un cycle de domaines d'ordre p est complètement invariant
et formé de domaines simplement connexes, p ne peut avoir que
les valeurs i ou 2; car les domaines simplement connexes
D, DI , . . . , T ^ p . t sont complètement invariants par la substi-
tution [^ |R^(s) | ; leur nombre ne peut donc surpasser deux.

Les notions de domaine invariant ou complètement invariant
s'étendent sans difficulté à des ensembles quelconques. On verra
sans peine qu'un ensemble invariant ne comprenant qu'un nombre
fini de points est formé par la réunion d'un nombre fini de cycles.
Un ensemble complètement invariant et ne comprenant qu'un
nombre fini de points est formé d'un ou de deux points exception-
nels (n° o).

CHAPITRE II.

7. Nous étudierons dans ce Chapitre les valeurs limites des
fonctions itérées au voisinage d'un point double quand l'indice
d'itération croît indéfiniment; nous ne supposerons pas, en
général, que la fonction dont on fait l'itération soit rationnelle,
mais seulement holomorphe au voisinage du point double.

Nous devons rappeler tout d'abord les résultats relatifs aux
points doubles de multiplicateur inférieur en module à l'unité et
(pie nous appellerons points doubles attractifs^ en renvoyant
pour plus de détails aux Mémoires déjà cités de M. K-œnigs. Soit a
un point double attractif au voisinage duquel R( z ) est dévelop-
pable en série de Taylor :

R ( ^ ) = a 4 - ^ — a ) + ( ) (^ -a )2+. . . (\s\<l).

Il existe un nombre p >- o et un nombre k compris entre \s \ et i
tel que l'inégalité | z — a [ $ p entraîne

| R ( z ) — a| <Â' \z — a|,

|R,^)-a|</^-.a|.

11 s'ensuit que z étant intérieur au cercle y de rayon p et de
centre a, son n1^6 conséquent tend uniformément vers a pour
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n infini. En outre, si 5^0, le rapport t ^ ï tend uniformé-

ment vers une fonction F(^) holomorplie dans Y et vériHaul
l'équation fonctionnelle de Schrôder

¥ \ ï { ( z ) \ - - . s ¥ ( z )

avec les conditions F (a )==o , F ^ ( a ) = = = i . Le changement de
variable t= F (.3), qui équivaut à une représentation conforme et
biunivoque au voisinage de z -===. a, permet de ramener la substitu-
tion ^i == R(^ ) a la forme canonique < » = st. Ou déduit de là

/, ,-F[R,^)]=^/.

Le groupe des substitutions linéaires t^-^s^i^ étant propre-
ment discontinu dans tout domaine borné qui ne renferme pas le
point f = o, ou en déduit que le groupe G (n° 1) est improprement
discontinu dans toute couronne comprise entre deux cercles de
rayon sufiisamment petit. 11 en est de même dans tous les
domaines antécédents de ce domaine coronal.

Considérons maintenant le cas d'un point double de multiplica-
teur nul. On peut, par une transformation linéaire simple, ramener
la substitution à la forme

5i=^ï7-.- a^-^'-r-. . .== R(z) {q >l),

le point double étant à l'origine. Considérons alors un cercle y
ayant son centre a l'origine et de rayon assez petit pour contenir a
son intérieur les conséquents de tous les points et pour que,
d'autre part, la fonction R ( 3 ) n'y possède pas d'antre zéro que

l'origine. Les fonctions |R,,(^)]^'1 sont alors holomorpbes dans ce
cercle ; le radical est choisi de manière que le terme principal à
l'origine soit égal à ^. Je dis que ces fonctions convergent unifor-
mément vers une fonction limite holomorplie dans Y. Posons, en
enet,

i i
Un=[Kn(z)y=3^,

//

i r i.̂1= [R,,-,i(^)r4-1 == [R^)J.

^-11= f-^(^)1^=in(^)r
Un [_^n J

Tl vient
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en appelant H(^ ) la fonction holomorphc

i
ll^(^)==i-+-^-+-....
z

D'autre part, on a évidemment

i==n i=n«,«-> = ^ n ¥= < n ̂ l(•3i)y•
f'==0 t"=0

II suffit donc de prouver la convergence uniforme du produit

infini dont le terme général est [H^,/)]7", ou, ce qui revient au

même, de la série dont le terme général est —^log[H(^^)] , en pre-

nant la détermination du logarithme qui est nulle à l'origine.
Comme Zn tend uniformément vers zéro quand z est dans Y et
qu'il en est de même de H(^), on aura, à partir d'un certain
ran^ n'

|H(^)-i|<^

et
| îî(z/t) — i \ < A | z.;i | (A, constante positiver.

Comme on a pour [ (F | <^ -

| log( I 4- W) [ < | (T' | -+- | W |2 -+- [ W |3 -h . . . < 2 [ W |,

il s'ensuit que
| l ogH(^) |<2A[^[ .

Or la converHence uniforme de la série ^ -— | Zn \ se démontre
^ ^^ ffn

immédifitement, les | s,/ [ étant bornés dans leur ensemble et même
décroissant plus vite que les termes d'une progression géomé-
trique convergente. On voit finalement que la suite des fonctions

[R,/^)]'7" converge vers une fonction holomorphe dans y dont le
développement en série de Taylor autour de l'origine commence
par un terme égal à z. Si <t» (2) désigne cette fonction limite, on a

i
*[R(5)]=lim fR^))'/",

/( = eo j n -+- l ]

( _ _ _ ) ^ ±

<ï^(^)= l im ^ f R ( < ; ) r/"^ \ == l im f R ( 3 ) 1 ^ " ,
n = = e o ( t / l - H 1 ) / î = a o | . 7 » - ( - l j
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<î>[R(^)=<I//(^).

L'existence de cette fonction <Ï>(^) semble avoir été démontrée
pour la première fois par M. Bottcher; elle joue un rôle analogue
à celui de la fonction de Schroder pour le cas de s -^é o. Si l'on
pose i = ^(-s), on obtient une représentation conforme et biuni-
voque d'un cercle de centre 0 du plan des z sur un domaine du
plan des t entourant l'origine et la substitution ^==R(^) se
trouve ramenée à la forme canonique : t^ == t^. On peut appeler
points associés deux points qui ont même conséquent de rang n ;f

2 / T C N

dans le plan des <, les associés d'un point t sont les points te r

qui, lorsqu'on donne aux entiers N et n toutes les valeurs posi-
tives, forment un ensemble dense sur toute la circonférence de
rayon | t \ ayant son centre à l'origine. Si l'on revient au plan de
la variable z^ on voit que, dans un certain domaine entourant l'ori-
gine, les associés d'un point sont denses sur une courbe fermée
analytique passant par ce point. Comme deux points associés sont
équivalents par rapport au groupe G (n° 1), il s'ensuit que ce
groupe est improprement discontinu dans un certain domaine
entourant l'origine et, par suite, aussi dans tous les domaines
antécédents, c'est-à-dire en définitive dans tout domaine fermé
dans lequel les Rn(-s) convergent uniformément vers un point
double de multiplicateur nul. Il y a donc à ce point de vue une
différence essentielle entre les points doubles de multiplicateur
nul et les points doubles attractifs de multiplicateur non nul.

Nous donnerons maintenant quelques indications sur les courbes
analytiques invariantes passant par un point double attractif. Si le
multiplicateur n'est pas nul, on est ramené à chercher les courbes
analytiques invariantes par la substitution ^ = st^ et passant par
l'origine ; si s est réel, les droites passant par l'origine répondent
à la question et ce sont les seules courbes régulières à l'origine
qui jouissent de ces propriétés. Il leur correspond dans le plan de
la variable z un faisceau de courbes analytiques passant par le
point double, régulières en ce point et invariantes par la substi-
tution ^< === R(^). Si, au contraire, s est imaginaire, il n'y à pas
de courbe régulière au point double qui réponde à la question,
mais seulement des courbes analytiques pour lesquelles ce point
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est un point singulier isolé ; les plus simples sont celles qui cor-
respondent aux spirales logarithmiques du plan de la variable t
représentées par l'équation t^s^lo^ où ). désigne une variable
réelle et te un point fixe quelconque; les courbes correspondantes
du plan des z sont également des spirales "ayant le point double
pour point asymptote.

Dans le cas de s == o, on est ramené à l'étude des courbes inva-
riantes par la substitution t\ = t^. Il y a y — i courbes régulières
à l'origine, qui répondent à la question ; ce sont les droites d'ar-

N it
gument———• II y a, en outre, des spirales logarithmiques inva-

riantes ayant l'origine pour point asymptote et dont l'équation en
coordonnées polaires est

/ 2 N T C \
C \ fû + ———- 1

p==e v <7-^,

c étant une constante réelle arbitraire, N un entier auquel il suint
de donner les valeurs o^ i , 2, . .., q—2. En revenant à la
variable z^ on conclura à l'existence de q — \ courbes analytiques
invariantes, régulières au point double et dont les tangentes en ce
point forment un faisceau isogonal; ce sont les seules courbes
invariantes qui soient régulières SL\\ point double. Il y a, en outre,
q — i faisceaux de courbes spirales invariantes ayant lé point
double pour point asymptote et dont Içs équations s'écrivent sim-
plement à l'aide du module et de l'argument de la fonction ^E>(^).

Considérons maintenant un cycle de points (a, a , , . . . , O p _ < )
de multiplicateur plus petit en module que l'unité ; soient 5 un petit
domaine circulaire de centre a; 84 , §2? • • • le5 domaines consé-
quents qui entourent respectivement les points ai, a^, .... Si le
diamètre de S est suffisamment petit, les domaines 5, 8jp, Sa/;, . ..
sont emboîtés les uns dans les autres; il en est de même de S^
8^, 8^, Sa^,,... et en général de 8^, 8^? ïîp^ . . . . En

outre, le diamètre de. 8,, tend vers zéro avec -» de sorte que z
yi

étant intérieur à l'un des domaines S, 81, ..., 8^_,, B./?(^)
converge périodiquement et uniformément vers le système des
p constantes (a, a», ..., a^_^ ). Si le multiplicateur n'est pas nul,
oïl démontre qu'il existe un système de p fonctions holomorphes
respectivement dans les domaines 8, 8,, ., ., o^_< et de dérivées



— 191 —

non nulles en ces points qui vérifient les équations fonctionnelles

FfR^)]^^)^),

¥,[R(z)\^ÏV^)¥,(z),

F,[^(z}]-=W(^)V,(z),

F^i[R(^)] -R^^-OF^),
d'où

F [ ^ ( z ) ] = s ¥ ( z ) [ ,=R'(a)R /(al) . . . .R '(a , , -^)J .

Tout ceci suppose R(^) définie et uniforme dans tout le plan,
par exemple rationnelle. Ce résultat se déduit facilement de Inexis-
tence de la fonction de Schrôder dans le cas d'un point double,
en remarquant que les points a, ai , . . . sont des points doubles
de la substitution \z | Ry,(^)].

8. Nous allons maintenant étudier l'itération d'une substitution
uniforme dans le voisinage d'un point double de multiplicateur
égal en module à l'unité, en commençant par le cas le plus simple,
celui de s == 4- i. Cette étude a été faite par M. Leau dans sa
Thèse; nous allons reprendre son analjse sous une forme diffé-
rente et compléter sur beaucoup de points les résultats obtenus
par cet é minent géomètre.

Soit a un point double au voisinage duquel on a

^l=t= R^^^^-i-R'^a) (^—a)2-h . . . .

Nous nous placerons d'abord dans le cas où R/^a) n'est pas
nul (condition dont on démontre bien facilement le caractère
d'invariance) et pour plus de commodité nous supposerons a
rejeté à l'infini par une transformation homographique préalable.
On aura alors

Z^ = 5-+- d-t- - -t-». . (û^O).
z

On peut toujours orienter les axes de manière que a soit réel
et positif. Enfin il j a intérêt à étudier le cas un peu plus général
où la substitution est de la forme

Xl^Z^-^-^^Z),
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A(^) étant une fonction qui peut avoir un point critique à l'infini,
mais telle que

| ^(-s) | < .—,— (G., y : constantes positives).

En outre l'infini est pour cette fonction un point singulier isolé.
Soit r le rayon d'un cercle F de centre 0 tel que ^{z} soit holo-
morphe et uniforme dans le domaine D extérieur à ce cercle où
l'on a t«racé une coupure allant du point z =— / ' à l'infini négatif
suivant l'axe réel. Soit z un point de ce domaine et cherchons à
quelle condition les conséquents successifs de z j seront encore
contenus. Appelons (A le module maximum de ^(^) dans ce
domaine; si p est suffisamment grande on auraa<; a, ce que nous
supposerons. Le point z^ est à l'intérieur d'un cercle de centre
j+a et de rayon p; z est extérieur à ce cercle. Si ce cercle est
intérieur au domaine (£), le point z^ se trouvera à l'intérieur d'un
deuxième cercle ayant pour centre z -4- la et pour rayon am.; en
général, le point Zn sera intérieur au cercle de centre z + na et
de rayon n (A, pourvu que tous les cercles précédents soient inté-
rieurs à (D. Tous ces cercles sont compris dans l'angle des deux
demi-droites issues du point z et faisant avec Ox un angle aigu a

dont le sinus est égal à ̂  {ftg. i). Il suffit, pour que la condition

cherchée soit remplie, que cet angle n'ait aucun point commun
avec F. Les points z pour lesquels il en est ainsi sont intérieurs
au domaine C défini comme il suit : menons les deux tangentes au
cercle F qui font avec Ox des angles égaux à ± a et qui se cou-
pent sur la partie positive de Ox, soient BT, B'T les parties de
ces tangentes comprises entre les points de contact et l'infini vers
les x négatifs; le domaine £ est limité par BT, BT', l'arc BAB' et
s'étend à l'infini vers les x positifs {fig. i). Nous pouvons ensuite
'faire croître le rayon du cercle F depuis sa valeur initiale r jusqu'à
l'infini; on aura, en vertu des hypothèses faites sur ^(z) :

^.
pour toutes les valeurs p du rayon comprises dans l'intervalle
( 7--l-oo ). Comme on peut remplacer le maximum [JL de | A(^) | par
un nombre plus grand, on peut définir constamment l'inclinaison co
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de la droite BT par la formule
G i

sin to == —• — •
a pT

Cette droite, qui a pour équation x sin (o+ycoso) == p, enve-
loppe un arc de courbe parabolique dont le rayon de courbure ne

Fis. i.

change pas de signe, car il a pour expression p + -r— ou, en vertu

de la relation entre p et (o,

[ . . cos'ti) 1
vo I + ( Y 4- i) ——— 9( t v • / SII'^triJ

quantité essentiellement positive. La courbe est donc convexe. 11
s^ènsuit qae le domaine total, somme .des domaines analogues à C,
quand on fait varier p, est limité par les deux arcs paraboliques
ML, MT/ s^étendant à rinfini vers la gauche, les deux segments de
droite MB, M'B' et Parc de cercle BAB' (fig. 2), SoitD le domaine
ainsi limité et s^étendant à Pinnni vers la droite. Je vais montrer
que les conséquents d\in point de D tendent vers rinfini, la con-
vergence étant uniforme dans tout domaine fermé A intérieur à D
et borné vers les x négatifs. Le domaine D, diaprés la manière
dont il a été obtenu, contient les conséquents de tous ses points,
de même que les domaines ^; de plus, tout domaine tel que A fait
partie d^un domaine C'y enfin, dans tout le domaine D, les modules

XLVII. i3
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^ H ;̂, • • -des quantités ^ (^ ) , ^Q, ^2), ... restent inférieurs à un
nombre iixe a inférieur à a. Ces remarques faites, la proposition
annoncée est immédiate. On a, en effet,

zi==z^-a-^^{z),

^,== ̂ i-h a -+- <K^i)»

^ == Zn^-i •+- ^-4- +(^^-1 )î

d'où
H —l

Zn^z-^ na-+-^^(Zt),

0

et, en prenant les parties réelles des deux membres,

n — i

Xn = x 4- na -+- V^[<K^-)]' (^=a</^-+-^)•
o

Comme la partie réelle de ^(^') reste comprise entre +^ et

Fig, 2.

— a et que, d^autre part, dans A on a x >—A, A étant (ini et
positif, on tire de l'égalité précédente

.r,i> /i(a— ^ ) — A
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et cette dernière expression est infinie positive en même temps
que /?, puisque a — y. > o. Donc Xn et [ :.n \ tendent uniformémeni
vers l'infini quand z est dans A. On peut remarquer qu'on aura, a
partird'un certain rang, | Zn\ > (a — ^î)/z, si e > o ; on peut aussi

écrire 1-̂ -1 < ^—— pour toutes les valeurs de /i, B étant une cons-

tante. Il est alors aisé d'obtenir la valeur asymptotique de ;,/, car
diaprés FégalUé

n — i

Zn= z^-na -^V ^y),

o
on aura

...iT <i. i<,>z^ === z -JT- na

ou

z,,= z -h na 4- H/î^ —»

H,^ étant une quantité uniformément bornée. Il en résulte, en
supposant o << Y << i ,

^ == ^ -4-' no 4- e/t /^-Y,

^,i étant uniformément bornée. Si le domaine A est borné, on peut
aussi écrire

z,t== n^ -+• A^^^T,

\n étant toujours uniformément bornée; z^ a donc pour valeur
asymptotique na et l'argument de Zn tend uniformément vers zéro.
Pour y == i, les deux dernières formules demeurent exactes si l'on
y remplace /^""ï par j^n (logarithme népérien de /i).

9. 11 importe de préciser davantage l'expression asymptotique
obtenue dans l'hypothèse de y == i. D'une manière plus précise,
nous supposerons

^)=^ -^(^ l^)l<^r^ (^P>o) .
Posons

b ,
Zn == an -4- ~ J^TI -+- M,,,

^rt+i == an -h a -+- - ̂ (n d- i) 4- ^,z-+i •
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En remplaçant Zn et z'n^ par ces expressions dans l'équation

-s/i+l = Zn 4- a -+- — -t-^(^),

I ^/i
i vient

^,-«,.=l^-^(,+^)]+è(^-^)+^).

Dans le second membre, le premier terme est le terme général
d'une série numérique absolument convergente; on a, en effet,

i--L^+ L) ^-^-:——+... ==-^-(limX/,=i).
n \ ni 'xn^ 3ns •2/i3 v /

Le second terme est celui d'une série uniformément conver-
gente dans le domaine borné A, car il peut s'écrire

_ b(zn— nd)
nazn

et l'on a
I --» | > Kn

\Zn— na\ < K'JBn;;

K, K' indépendants de n et de z ; ce terme est donc comparable

à ^-, terme général d^une série convergente.

Même remarque pour le troisième terme, car on a

lx(^)l<^i^<,^-
Comme on a

n— l

Un == Mi -4-V ( ̂ .4.1 — m),

1

u n a une limite pour n infini qui est la somme d'une série unifor-
mément convergente de fonctions holomorphes dans A, qui est
donc elle-même une fonction holomorphe dans A. SiF(^) désigne
cette fonction, holomorphe en tout point intérieur à D, on peut
écrire

Zn^an^ - ^7i-+-F(^)-hÊ^(^) (lim£,t==o).

Changeons n en n — i et z en R(^), dans cette égalité, il vient

^=a(7i-i)-+.^^(/i-.i.) -+-F (^,)-4-£„-,(,;,).
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En retranchant membre à membre et passant à la limite, on
obtient l'équation fonctionnelle

F ( ^ ) = F [ R ( z ) ] = = F ( ^ ) - + - a

qui est l'équation d'Abel.
Ainsi l'équation d'Abel, relative à la substitution [z \ R(^)] , est

vérifiée par une fonction F(^) holomorphe dans D, pour laquelle
le point à l'infini est d'ailleurs un point singulier transcendant.

Remarquons de suite que si R(^) a simplement comme singula-
rité un pôle au point à l'infini, on pourra choisir le cercle F assez
grand pour qu'à l'extérieur de ce cercle R(^) ne prenne qu'une
fois chaque valeur; il en sera de même dans le domaine D pour les
fonctions itérées, et par suite aussi pour les fonctions

R^)—/ia—^7i;

F(.s), étant la limite uniformément atteinte de ces dernières fonc-
tions, ne prendra aussi qu'une fois chaque valeur dans D (1).
Nous allons étudier les valeurs asymptotiques de cette fonction
quand z tend vers l'infini en restant dans un domaine A borné vers
les x négatifs, par exemple dans le domaine défini par ;r>A(A>r).
Je dis qu'on aura dans ces conditions

F(^ )==<s+o« |^ l ) ,

0 (-Cl z \ ) désignant un infiniment grand qui est au plus de l'ordre
de -Çj ^ |. Pour le dénominateur, remarquons qu'on a par défi-
nition

F(^)=lim \Zn—-•G71—nci\-
n==oo L a J

On a ensuite
Tl—l n—l

zn ̂  s + na -+-^ ̂  -h^ -^(Si),

0 •

d'où

F(.>^=1^ [^ - ̂ fx^)] •
L u o J

( 1 ) Cf. MONTBL, Sur la représentation conforme (Journ. Math^ t. III, 1917 ,
Cliap. I, n° 5).
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La série Sy(^() converge uniformément dans le domaine non
borné A et représente une fonction bornée dans ce domaine ; on
peut donc n'en pas tenir compte. On peut d'autre part rem-

n

placer - ̂ n par - ̂  \ » puisque la différence de ces deux quantités
i

tend vers une constante finie. On peut enfin négliger le facteur b
el Von est ramené à étudier la fonction représentée par la série

G^=\(±^±\
' ' ^à\zn naf

(en supprimant le premier terme en -;)•

On peut admettre que les \Zn\ vont en croissant avec n^ c'est-
à-dire (puisque le domaine A contient ses conséquents) qu'on a
toujours [^, |> |^ | . On voit aisément, par une représentation
géométrique, que cette condition sera remplie si

TC — arg. z > arc sin i^l^-LL [<^(^) == . S i — ^ — a [

ou
x ^ 1^)|

M ^ a '
c c

Comme on a | A(^ ) <-—r? il suffit qu'on ait x > -• Nous sup-

poserons donc, pour simplifier l'analyse qui va suivre, qu'on a
r^

pris A > -• Les | Zn\ ^'ont alors en croissant avec n. Ceci posé, on

peut ('•crire

G(.)=2
na—Zn

nazri.

Mais, en vertu du paragraphe précédent, on a

^==^-f-7ia-+-0^^,

les ©„ étant uniformément bornés quand z est dans A. La siérie qui
déf ini t ( i ( z) se décompose en deux

• z ^^ — 9,t ̂ /i'••wZ^-S-iànazn Zsà na Zn
1 1
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Comme on a [ 0,< | << 6 et |;?,,[>>K.7î, la seconde série repré-
00

sente une fonction de z bornée (inférieure à —„ y-^ » quantité

finie) . Il suffit donc de considérer la première.

Posons
oo N oo

s^^-^s'F na z,t
1 1 N ^

l'entier n étant la partie entière de \z |. La première somme par-
N

tielle est inférieure en module à ^ — » puisque |^ |<<|^ ; | ;

or ̂ - est égal, en négligeant les quantités bornées, à .Ç_N ou
i

à Ç( | ^ | ) . La seconde somme partielle est inférieure en module a

\z Vi l , \z^.<^aK ^n^ ^ Î N a K '
N-t-l

quantité bornée puisque -1-,»-'- tend vers i.

On obtient donc finalement

|G(^)|<(y.CM,

G' constante finie positive et, ce qui revient au même,

F ( ^ ) = = ^ + o « | ^ | ) .

Dans le cas particulier où b == o, on a même

F(.s) = z -t- fonct. bornée.

Nous allons démontrer maintenant que, lorsque z tend vers l'in-
fini en restant toujours dans le domaine A(.r>A) considéré ci-
dessus, la dérivée F'(^) tend vers l'unité. Nous admettrons que
R(^) est développable en série ordonnée suivant les puissances
décroissantes de z :

-, . b c d
R(^)=^+a-t-^-+-^+^+...,

certains des exposants p, cfi • • • pouvant d'ailleurs n'être pas
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entiers, mais le second membre étant dérivable terme à terme,

^)——ji-^—-

Pour ne pas écarter le cas de b === o, appelons-^ la première

paissance de z dont le coefficient ne soit pas nul dans ce dévelop-
pement. Pour de grandes valeurs de \z |, R'(^) — i sera compris

c e '
entre -—;— et ——rr» C et C' étant des constantes finies positives ( ' )

\ z /A j z \'1 '
et h étant au moins égal à 2. On aura donc

î-^<\R'(z^<l^^

O r T ' ( z ) est la limite de R^(s) pour z infini et Fon a

R;,(s)=IY(<OIV(^)....tV(^-i);

z et par suite tous les Zn étant supposés assez grands pour que les
inégalités précédentes soient applicables, on aura

^(I-T^)<'R"(a)l<^(I+w)•
ps. 0 0

1 F ' ( z ) | a donc une valeur comprise entre celles des deux produits
infinis

n(-À) « n(-TCp)-
et, pour prouver que F { z ) tend vers i pour z infini, il suffit de
prouver que la somme de la série

i i i

T^1^+1^+'•'+T^ÏA+ "

lend vers zéro avec ——r • Cela résulte des inégalités bien connues

(i •+- ar) (i -+- as).. .(i -+- an)... < ̂ *+^+-..+^+...,

(i--ai)(i—a,)...(i—a,,)...>i—(ai-»-a2-+-...),

où les a,n sont compris entre a et \. Or ce dernier point est bien

( 1 ) Ces constantes peuvent différer de celles déjà ainsi dénommées.
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facile à établir, car si l'on divise cette série en deux parties comme
précédemment,

00 ^ ,0

S-S^S.
0 0 N-

N étant la partie entière de | z |, la première somme partielle est

Inférieure à -.—— (puisque | Zn\ < 1 z \ à partir de n = i), quantité

qui tend vers zéro puisqu'elle est le produit de -.—r- qui tend

vers i par-j—p^-, qui tend vers zéro. Quant à la seconde, en vertu

de | Zn\ > K/i et de h > j , elle représente le reste d'une série con-

vergente qui tend vers zéro avec — • La proposition est donc

démontrée (* ).
Relativement à cette démonstration et à celle qui précède,

remarquons que le résultat subsiste si z tend vers l'infini en restant
dans un domaine A intérieur à D et borné vers les x négatifs, sans

qu'il y ait lieu de retenir la condition supplémentaire (A-> -J

imposée à la borne inférieure des x des points de A. Car le p1^9

conséquent d'un tel domaine A sera toujours intérieur à un
domaine A' qui vérifie cette condition supplémentaire pourvu que
p soit assez grand, et les équations fonctionnelles

F [R(^ ) ]= F(^)-i-a,

F'W^^-F^)

montrent que les fonctions F(/s), F'(^) satisfont aux propositions
limites que nous venons d'examiner, le long d'un chemin J^, si
elles y satisfont le long du chemin conséquent .Çj. Par exemple, si

on a
F(^)=;;i-+-o«|^|),

F(^)=F(^)-a==^-+-o[< |^ | ) ,

(1) On déduit aisément de cette analyse Pégalité asymptolique plus précise

F'(5)=i-+-o(^,

mais nous n'en aurons pas besoin.
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ce qui peut encore s'écrire ^+o(-M z | ), puisque z^ et z ne dif-
fèrent que par une quantité bornée.

Nous pouvons maintenant étudier, dans un domaine A(;r >>A),
les courbes invariantes par la substitution donnée. Nous suppose-
rons R ( ^ ) — z régulière à l'infini. Dans ces conditions, on peut
prendre A assez grand pour que, dans le domaine fermé A :
i ° R ^ ( ^ ) tende uniformément vers l'infini; 2° la fonction V ( z )
d'Abel ne prenne qu'une fois chaque valeur; 3° la partie réelle
de F ' ( z ) soit positive (puisqu'elle tend vers i quand la partie réelle
de z tend vers +00). Si l'on pose alors Z == F(^), on obtient ^ne
représentation conforme et biunivoque du domaine A sur une
région simplement connexe et illimitée du plan des Z, ayant pour
frontière la courbe C qui correspond à la droite x == A. Cette
courbe C est coupée en un point et en un seul par tout parallèle à
l'axe des X; en effet, soit

Z==F(^)==P(^j.)4-ÏQ(.r ,^) ' .

La courbe © est représentée par

X = P ( A , y ) ,
Y = = Q ( A , y ) .

En raison de l'expression asjmptotique Z = z 4- o(.Çj z |),
Y prend des valeurs infiniment grandes en même temps que y est
de même signe; Y prend donc toutes les valeurs réelles quand y
croît de — oo à -4- oo. Si 3 était coupée en deux points par une
parallèle à l'axe des X, on aurait en ces deux points

Y i = = Q ( A , j i ) = Q ( A , y 2 ) (y^<y^.

On aurait donc, pour une valeur y 3 comprise entre y < et y 2,

()Q,. , à ? , . ,
^(A,y,)=o=^(A,^3),

^p
ce qui est impossible, puisque — reste positive sur la droite ;r=A.

On voit aussi que la direction limite de la tangente à 3, quand on
s'éloigne à l'infini, est parallèle à l'axe des Y, puisqu'on a sur cette
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courbe

.„ g^ -£'^>
"'=^'= g'^''

et ce rapport tend vers Pinfini avec y puisque le numérateur tend
vers — r et le dénominateur vers zéro. Cette courbe F partage
alors le plan des Z en deux régions, dont Pune A\ celle qui s'étend
à l'infini vers les x positifs, correspond an domaine A. An faisceau
des droites parallèles à Paxe des X dans A7 correspond dans A un
faisceau de courbes invariantes par la substitution [z [ R ( ^ ) | . Ces
courbes ont pour équation Q(.r, y) === const. Il en passe une et
âne seule par chaque point de A et elles s^étendent depuis la
droite x ^= A jusque Pinfini. On a sur ces courbes

__ àQ_ __àQ_
dy dx àsc ^
Tlx == ôq = ""dP^

ày àx

—L n^est donc jamais infini et tend vers z^éro quand on s^éloigne

à rinfini sur la courbe; la direction limite de la tangente est donc
parallèle à Ox. Elle contient naturellement les conséquents de
tous les points et aussi les antécédents jusque un certain rang; ces
points correspondent aux points Z+^û^du plan des Z, n prenant
toutes les valeurs entières positives (ce qui donne les points homo-
logues des conséquents de z) et certaines valeurs négatives pour
lesquelles ï-\-na reste intérieur à A'(ce qui donne les homologues
des antécédents de z intérieurs à A). Cette représentation donne
immédiatement le moyen de définir R^(^) pour des valeurs non
entières de z. Il suffit de substituer au groupe discontinu de trans-
lations (Z|Z+/ia), le groupe continu des translations représen-
tées par la même formule, n étant un paramètre continu. On
résout ainsi le problème de Pitération analytique. En effet, soit
z == G(Z) la fonction inverse deF(5) qui donne la représentation
conforme de A' sur A|. De Péquation d^Abel

F f R ( ^ ) ] =F(^)4-a ,
on déduit

R (^)=G(Z-î-a),

R,,(;;)=G(Z4-na).
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Cette dernière égalité permet de définir R^(^) pour n quelconque
au moyen d'une fonction analytique de n et de z. On aura
toujours

R4R^(^)]==R»+, , (^) ,

puisque les deux membres de cette égalité désignent deux points-
qui ont pour homologues, dans le plan des Z,

Z -4- n' a -+- na et Z -»- (n -+- n ' ) a ,

c'est-à-dire le même point.

10. Examinons maintenant comment les choses se passent
quand le point double a de multiplicateur + i [avec R^a) 7^ o]
est à distance finie. On peut supposer a == o et

^ == R(-z) == z — az'1-^- bz3 -4-. . . ,

les axes étant orientés de manière que a soit réel et positif. Le

changement de variables ( ^ = = - , ^ , = = — ) nous ramène à la forme

a^—b
<i = t -+- a •+- ———— -t-....

Il suffit alors d'appliquer les résultats du paragraphe précédent
pour pouvoir énoncer ce qui suit : II existe un domaine D limité
par un contour simple, formé par exemple d'arcs analytiques, et
présentant en 0 une pointe rentrante avec une tangente dirigée
suivant la partie négative de l'axe réel qui jouit de la propriété
que les conséquents d'un point de D (y compris les points fron-
tières autres que l'origine) sont intérieurs à D et tendent vers
l'origine quand l'indice d'itération croît indéfiniment; la conver-
gence est uniforme dans tout domaine fermé intérieur à D dont la
frontière ne contient pas l'origine. Il existe en outre des
domaines A formés, par exemple, 'par l'intérieur d'un cercle
tangent en 0 à l'axe imaginaire du côté des x positifs, et jouissant
des mêmes propriétés que D, la convergence uniforme des consé-
quents d'un point ayant lieu en outre pour tout le domaine fermé A
(y compris l'origine).

Si l'on applique ces résultats à la fonction inverse de R(^), ou
plus exactement à la branche de fonction inverse nulle à l'origine
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et représentée par la série

on obtient un résultat analogue, à cela près que les domaines D
et A' qui remplacent D et A ont une disposition symétrique de ces
derniers par rapport à l'origine ; ce sont des domaines de conver-
gence simple ou uniforme pour les antécédents d'un point obtenus
au moyen de la branche de fonction R_j (^) que nous venons de
définir {fi g. 3).

Les domaines D et A' ont en commun deux secteurs d'angle au

sommet ^ dans lesquels les Zn convergent vers zéro (uniformément

ou non), tandis que les z_n convergent uniformément vers zéro.
De même D' et A ont en commun deux secteurs d'angle au

sommet - dans lesquels les Zn convergent uniformément vers zéro,

tandis que les z_n convergent vers zéro (uniformément ou non).
Les conséquents d'un point de D sont répartis sur des courbes

invariantes tangentes en 0 à l'axe réel du côté des a? positifs;
remarque analogue pour les antécédents.
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Les z,) ont pour expression asymptotique

^==———^—b—————————— (lim£,,==o),
710 + —————J^n -+• F{Z) -4- Zn

F(^) étant une fonction holomorphe à l'intérieur de D, qui vérifie
l'équation (TAbel

F[R(^) ]==F(^)+^ .

Si z tend vers l'origine en restant à l'intérieur du cercle A, on a

F ( ^ ) = ^ + o ( l o g ^1) .

11. Nous allons étudier maintenant le cas d'un point double
pour lequel on a

S=i, ir(a)=o, ..., R(^(a)=io, RP+i(a)^o.

En ramenant ce point à l'origine, on a

z\ = z—as^-1-1 4-., ..

Les axes sont supposés orientés de manière que a soit réel et

positif. En changeant z et^i en ^et -^- de manière à rejeter le point

double à l'infini, on a

r» / N a b I a b \a b_ _ ( a b
z^ ^^"'''•••"^i1'4":^''^^

^=R(^=^+^^4-...=^(l+^+^+...^

Posons

il vient
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S(^) étant à partir du troisième terme ordonnée suivant les

puissances négatives descendantes de t p rentre dans la catégorie
des fonctions étudiées au n° 8 qui donnent lieu à un algorithme
d'itération convergent dans un domaine D que nous avons décrit
et qui laisse à son extérieur la partie négative de l'axe réel. Si t
varie dans ce domaine, son argument varie entre — TÎ et + TC limites

i
exclues, et les p déterminations de t^ restent respectivement à l'in-

térieur de p secteurs de sommet 0 d'angle —^« Choisissons l'une
p

de ces déterminations, par exemple celle dont l'argirment est com-

pris entre - et — > et portons cette valeur de t dans la formule1 P P '
<i=S(o

qui équivaut à ^ == [R(^)]^ , en appelant z la détermination que
i_ \_

nous venons de choisir de t p . ^ étant intérieur à D V[ admet une
détermination dont l'argument est compris (limites exclues)

entre-et— r comme celui de t^. On a alors pour ce choix du
P P '

radical
i

tî[ == tuR(^) = tx)2i,

co étant une racine ^letn(î de l'unité. Je dis que co == i. En effet, si ^,
en restant intérieur à D, s'éloigne vers l'infini, par exemple suivant
la partie positive de l'axe réel, il résulte de la forme de S( / )que ^
devient infini avec le même argument limite que t. c'est-à-dire

i i
zéro. D'autre part, t^ et I 1 ' = z auront des arguments limites égaux

à—d'après le choix qu'on s'est imposé. Enfin, d'après la forme

de R(-s), z^ aura le même argument limite que z. Donc fina-

lement t^ et z^ ayant le même argument limite, on a (o==-(-i, c'est-
i

à-dire t^=z^ cette égalité subsistant tant que t est dans D. Si
maintenant on calcule de proche en proche :

<1=S(< ) , ^i=S(<i), ..., tn=S(f.n-t), ...

en prenant toujours dans les seconds membres les valeurs de (^,
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i ^
tr[\ ' " i (//^ • • • dont les arguments appartiennent au même înter-

i, /ir 3iv\valle ( — > — ) 9 on aura aussi
\P P i

Zi=R(z), <s,==R(^), ..... ^=R(^_i),

1 1 i
z^ ^^^ ...,<s/o ... étant les valeurs choisies pour (^, ^, ...,^, ....
Or les tu ainsi calculés convergeant vers rinfini dans le domaine D,
les ^,,===R,,(^) convergent vers l'infini dans les p domaines dis-

tincts qui se déduisent de D par la transformation z =\/t.
On peut d'ailleurs ramener le point double à distance finie. On

obtient ainsi p domaines de convergence assemblés autour de
Porigine ayant chacun comme frontière une courbe formée d'arcs

analytiques qui a en 0 un point anguleux d'angle — • Chacim de

ces domaines renferme à son intérieur les conséquents de tous ces
points, y compris les points frontières autres que l'origine. A l'in-
térieur de ces domaines de convergence élémentaires qui corres-
pondent à D, s'en trouvent d'autres qui correspondent à A (n08 8,
9, 10); ces domaines également assemblés autour de l'origine pré-

sentent en 0 un point anguleux d'angle deux fois moindre ( - ) et

de même bissectrice que les précédents; dans ces domaines la con-

vergence des z,f est uniforme (frontière comprise). Enfin, si l'on
remplace R(^) par la branche de fonction inverse représentée par
la série

3-1= R-i(-s) ==-s -ha^4-1-^-...,

on obtient un assemblage analogue de domaines de convergence
simple ou uniforme D' et A' qui offrent une disposition semblable

à celle des domaines D et A moyennant une rotation de -^; les bis-

sectrices des angles en 0 des domaines du premier assemblage
coïncident avec les tangentes en 0 aux courbes limites des
domaines du second. Les domaines D de convergence simple rela-
tifs aux conséquents d'un point et les domaines A' de convergence
uniforme relatifs aux antécédents ont encore des secteurs communs

d'angle îiu sommet -' » leur nombre étant 2jo. De même'pour les

domaines D' et A.
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Remarquons enfin qu'on aura pour les z,^ quand z est dans un
domaine D, une expression asymptotique de la forme

\/ npa-\-Q \n p )

Nous donnons {/lg. 4)une figure schématique de l'ensemble des

Fig. 4.

divers domaines D, A, D', A' dans le cas dep === 2. Nous donnerons
souvent à cet assemblage de domaines le nom ^ étoile relative ou
point double. II est bon de noter au sujet de cette étoile : i° que
les domaines qui la composent sont intérieurs à un cercle dont le
rayon peut être pris aussi petit qu'on le veut; 2° que la forme et la
nature des courbes qui les limitent peuvent être variées d'une infi-
nité de manières et sont sans importance. Il faut seulement retenir le
fait qu'ils sont simplement connexes et la grandeur des angles
qu'ils présentent au point 0.

12. L'analyse précédente ne donne pas une expression asymp-
totique des Zn qui permettent de démontrer l'existence d'une fonc-
tion satisfaisant à l'équation d'Abel. Pour y parvenir nous ferons
précéder l'emploi de la transformation conforme ( < ^ = = ^ ) d'une
autre transformation destinée a faire disparîiîire un certain nombre
de termes de R(^) . Le point double étant supposé à l'origine, nous

XLVII. i4
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poserons

z^ = R(^) =34- a^i^4-1-^ ^-+-l/8p4'î-+-• • •-4- o '̂̂  ai/M-i^1^1 -+-.. .

et nous ferons le changement de variables

w = P(z)=z 4- Xî-s'+.-.-h À/,<s^,
W,==P(^|).

On tire de là les expressions de -s et z\ en fonction de w et w«
sous forme de série entière commençant par les termes w et w^
En portant ces valeurs dans Inéquation z^ =R(-s), on obtient une
relation entre w et w, qui, résolue par rapport à w, sera encore de

la forme
w,= w -+- Ap-i-i w^-»-1 4- A^+iw/^'-h...,

ce qu'on vérifie aisément. Nous chercherons à déterminer les \ de
manière que A^2== ^4.3 =\ .. == A^== o. Nous écrirons donc
a priori

wi= w-i-A^+iW4-1^- Aî^+iw2^-4-1-+-...,
c^est-à-dire

R(^) + X^R^^) +...-+->./, R^(-3) == -s -(-^i-s1-!-...-+- ̂ p^
-(-A/,4-l(^-+- Xî^+.^.-h^^)^1

-+-A.^-4-l(^+...)2/J-^14-....

Les coefficients des puissances de z jusqu'à zP sont identiques
dans les deux membres; en égalant les termes en ^+1, on ob-
tient A .̂| == a^.. L'égalité précédente peut alors s'écrire

(x H- CTp-n^-^l-^- ap+ïZf^-^...+ aï,,<sl/ï-^...)
-+- X^^i + a/,-n^-+- a^zP^1 -h.. .-h as^-s2^-14-.. .)1

4- ^as^i -+- a,,4-i ̂ ^4-...-+- âî^z1? -i -+-.. .)3 -+-...
4- X^^[l4- 0,̂ 1 5^ 4-0^2 3/^1 4-. . .4- a,/^-*4-. . .)^

=<4-Xï^4-...4-X„^4-a^^hl(I4-X^4-...4-X/,^-»)^*-^H^^*.

En égalant les coefficients de zP^"^ zP^3^ ..., ̂  dans les deux
membres, on obtient

^-n4-2 a^-n A» = (/?4- l)a^-nXi,

a,,+34-*»Xîa^-n4- 3a,,-nXs= ——^——ap4-i^j-+- (/? •+- O^p+i^a»

FA-(^Î, ̂ 3, •• • ,̂ -i ) + ka^ ̂ k == */l-(^2î ̂  • • •, ̂ -i ) -^- (/»-+-I) ̂ -n ̂ A,
F^(^i, ̂ 3»...^-i) 4-joa^iX/, = ̂ (Xa, X s , . . . ,̂ -i) -»-(/> -+-1) o/»-»-i^.
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Dans ces équations, les FA et <t^ sont des polynômes en 5.2 ?

À:), ..., X^_i qui dépendent des coefficients a jusqu'à a^p au plus.
On déduit de là en posant cip^ =a(a -yé. o)

( ^—i ) 0X2 ==a/,+i,

(^—2) 0X3 ==ap4-3+îî^iap+i—£^t-î2aXj,

(/? -- À: 4- i) aXA= ^(X,, X a , . . . , X^-i ),

aX^= ^(Xi, ) . 3 ï . . . ,^-i).

On obtient donc de proche en proche les valeurs des coef-
ficients Xa, )^, . . . , \p. Les \ étant ainsi déterminés, le changement
de variables w = P(5), w\ == P(^| ) conduit bien à une relation de
la forme

^i= w — aw/ /-(- l-^-A2^-^-lW2^4- l-^-... == Q(w) ,

le second membre étant convergent dans un cercle de rayon non
nul, ainsi qu'il résulte de la théorie des fonctions implicites. (Nous
avons changé le signe de a pour nous conformer aux notations
précédemment employées.) Effectuons maintenant le changement de

i ^
variables déjà employées w == t~ ̂  ^ w\ = ti i\ Nous obtenons

<i== S(t) = t-^-pa-^- - -h -c— -h....
" i+ -

t P

Nous sommes donc dans le cas où le développement de S(^),
ordonné suivant les puissances descendantes de <, a pour premier

terme à exposant négatif un terme en '- ' Les considérations du
t

n" 10 sur les valeurs asymptotiques de S,,(^) et l'équation d'Abel
sont donc applicables. Si t est dans le domaine D, on a pour

tn =§„(<)
l'expression asymptotique

ta = pan -h — X/i 4- F( t) + £„,
f-fU

F ( t ) satisfaisant à l'équation d'Abel. Si t reste dans un
domaine A [R(r) >> A], on a pour de grandes valeurs de t

¥ ( t ) = t + o [ £ ( t ) ] ,



— 212 —
i

A ces domaines D et A la transformation conforme w ̂  /-^fait
correspondre dans le plan de la variable w un assemblage de
ip domaines D^, D^, ...,D^; A^, A2, ..., A^ dont la disposi-
tion aété décrite précédemment et dans lesquels les fonctions Q,,(w),
résultant de Fitération de R((^), convergent soit simplement, soit
uniformément vers zéro (n° 11) ( < ) . Nous pouvons d^ailleurs sup-
poser celte étoile intérieure au cercle de convergence de la
série w — ̂ w14-. . . par laquelle on fait Pinversion de la fonc-
tion P(^). A cette étoile, la transformation conforme w=P(^) ,
régulière quand n est dans ce cercle, fait correspondre une
étoile présentant une disposition analogue, la transformation con-
servant les angles et même les directions autour de Forigine. Dans
les nouveaux domaines ainsi obtenus D(( ) , D^), ..., D(/»)?
A ( ( ^ , A(_»), ..., A(^) ; les R/<(^) convergent soit simplement, soit uni-
formément vers zéro. Remarquons en passant que cette étoile n^est
pas nécessairement identique à celle qu^on eût obtenue parle pro-
cédé du n° 11, sans faire usage de la transformation auxi-
liaire w = P(^). Quoî qu^il en soit, on aura dans le domaine D^|)
par exemple une expression asjmptotique qui s^obtient en élimi-
nant les variables auxiliaires entre les équations

Wn=\\Zn), W = P ( Z ) ,

1 1

w,,= t n r , w = t~p,

<„= npa-r- -£/i-4- F(/)-+- £,»;

d^où

pw^/ , I
i / npa-^- - £/i-h/(^)-he,,

avec

^-^[v^
/IR^)^/^)-1-/^.

( ' ) Malgiv la présence de termes à exposant fractionnaire dans le dévelop-
pement dr S 0, on peat supposer que D et A restent les mêmes quel que soit le

choix de l'argument de </;. Les domaines W\ par exemple, sont donc les images
i / ï-^^\

d'un même domaine D par les transformations PP = —— V ai =: e ^ /

(0 / /)
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Au sujet de ces formules, diverses remarques sont nécessaires :

i° Pour obtenir l'expression asymptotique explicite de z-n-i il
faut résoudre Inéquation P(^yi) = w,i par rapport à z'n. au moyen de
la série convergente

^/»= W^-+- (JL2 W,2 -+-... H- ^W^-h (A^-MM^4-1 -+-...

1

et remplacer Wn par t^ p = = = — , ^' On peut
|//ia/)-l- - SLn -r- C(3)-h £„

ne conserver-que les D 4- i premiers termes du développement. En
effet, £„ étant un infiniment petit dont l'ordre de grandeur nous
est inconnu, le premier terme Wn n'est connu qu'à une quantité

près de Perdre de \———l——^ ou de -£^» c'est-à-dire d'un

^ (tn^-^y ^7>

ordre inférieur à celui de (^+1, mais d'ailleurs inconnu. II est
donc inutile d'écrire les termes en w^^i ....

2° Nous rappelons que a est le coefficient changé de signe
de ^/H"1 dans le développement de R(s); les coefficients 6, \i et [JL/,
d'autre part, sont des fonctions rationnelles des coefficients de
R(^) jusqu'au terme en zïP.

3° Le choix des radicaux dans ces formules dépend de celui des
domaines D^). Remarquons en outre que la fonction d'Abel F(^)
dans le plan de la variable t n'est pas en général la même pour les

i
différentes déterminations de f ; elle sera là même dans le cas par-
ticulier où S(<) ne contient pas de terme à exposant fractionnaire,
c'est-à-dire si Q(w) ne contient que des termes en w^n. Les/? fonc-
tions d'Abel/(^), relatives à la substitution [s|R(^)] et déduites

de ¥ par la formule FJ I | ===/(^), sont définies et holo-

morphes dans les p domaines D(<) respectivement. Dans les
domaines A(/) elles vérifient la condition asymptotique

•^-i^iTi)-
On démontrera aisément que les domaines A(() peuvent être

choisis de manière qu'elles n'y prennent qu'une fois chaque valeur,
et l'on étendra facilement les propriétés démontrées au para-
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graphe 9 concernant les courbes invariantes et l'itération analy-
tique. On verra par exemple que les conséquents d'un point du
domaine D '̂) sont répartis sur une courbe invariante ayant pour
tangente en 0 la bissectrice de l'angle formé par le contour
de D(/J en ce point.

Exemple : R ( ^ ) = = ^ + ^ — L e point à Pinfini est un point

double de multiplicateur i pour lequel l'entier p == 2. On véri-
fiera que R^(^) converge uniformément vers l'infini dans tout
domaine borné ne contenant aucun point de Paxe des quantités
imaginaires. Dans chacun des deux demi-plans (x >> o) et (x << o)
on a

^n(z) = /-2 n -+-f(z )-+-6»,

/ (z) vérifiant Inéquation d'Abel

/(^;)=/(^)+».

f(z) est holomorphe tant à droite qu'à gauche de Paxe imaginaire.
On montrera, et nous y reviendrons ultérieurement, que cette
droite est une ligne singulière essentielle def(z).

13. Ainsi, étant donné un point double de multiplicateur 4" i,
nous avons appris à trouver des régions du plan pour lesquelles ce
point double est un point frontière et dans lesquelles il y a con-
vergence des conséquents d'un point quelconque vers ce point
double. Nous devons nous demander maintenant si les points ainsi
obtenus, en y ajoutant leurs antécédents, sont les seuls points pour
lesquels les R^(^) convergent vers le point double. Soient tou-
jours, le point double étant rejeté à l'infini,

R ( ^ ) = = - s + ̂ r-^ +... (a réel positif)

et z un point dont les conséquents tendent vers Pinfini ; les Zn
étant à partir d'un certain rang dans le domaine de convergence dé
la série qui précède, on peut supposer qu'il en est ainsi à partir
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de ̂  lui-même, Si Von pose zP= <, z^= ^5 on a

^==.8(^-1),

6' c'
S(t) =s f-+-/?0-4- -̂  -4- -, -h....^ ^

La partie infiniment petite de S(<) a en général des détermina-
tions multiples, mais nous Saurons pas besoin de savoir de quelle
manière il faut choisir les déterminations des radicaux. Il nous

suffit de remarquer que ^ (<)== -[ +... peut être supposée en
t~P

module plus petite que pa- quand on y remplace ( par f, t^ ..., ^.

On aura alors

^i== t -+-jort-+-e pa,

<,== tt+pa^Qi^i

IM^i,
P^./„ == tn-t -4- pa -+- 9,t-i —

d^où

<„= <-1- /i^oa -+- 716 ' - '— 1 0 ' | = r ^

ou, en prenant la partie réelle des deux membres,

M(^)==^(f)-^-/l^a-+-7l6<r£a 10" [Si ,

^(^)>^(<)-4-/i^.

Cette dernière expression est infinie positive en même temps
que n. Si donc lés points tn ne coïncident jamais avec le point à
rinfini, ils demeurent à partir d'un certain rang intérieurs au sens
étroit au domaine D et même au domaine A; on peut ajouter que
Fargument de tu tend vers zéro. Les points ^« seront donc à partir
d^un certain rang constamment intérieurs à Pun desp domaines A(()
qui s'en déduisent par la transformation conforme zP== t'y ce
sera naturellement toujours le même domaine D(^. Les points
chercKés sont donc, d'une part, les antécédents du point double;
d^autre part, les points intérieurs au sens étroit aux domaines A^)
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ou D^) et leurs antécédents. Les points de la seconde catégorie
sont chacun le centre d'un domaine dans lequel il y a convergence
uniforme puisque! y a convergence uniforme dans les domaines
fermés A^). Les points de la catégorie, c'est-à-dire les antécédents
du point double qui sont en infinité dénombrable [on supposera
pour plus de netteté R(^) rationnelle] ne jouissent pas de cette
propriété. Nous allons montrer en effet que les R//(^) ne peuvent
pas former une suite uniformément convergente dans un domaine
comprenant le point double à son intérieur. Supposons cette fois
le point double placé à l'origine. Dans un cercle de centre 0, il y
a des régions où les fonctions R//(^) convergent uniformément
vers zéro. Soit ç un point intérieur à l'une de ces régions. Dans
un cercle y de centre 0 et de rayon p arbitraire, il y a donc des
points Ç — n pour lesquels

H,,(^)==S^o,

quel que soit l'entier /i, les fonctions R^(^) ne, peuvent donc pas
converger uniformément vers zéro dans y. Mais il y a aussi des
régions de Y où les R^(^) convergent uniformément vers l'a cons-
tante zéro. Il s'ensuit que les R,/(^) ne convergent pas uniformé-
ment dans tout le cercle Y.

On peut démontrer la même proposition d'une manière plus
directe et plus instructive. R/<(^) étant toujours supposée ration-
nelle pour plus de netteté, je dis que dans un cercle Y de centre 0
et de rayon p arbitraire, les R,/(^) ne peuvent pas être uniformé-
ment formées. Car si elles l'étaient, elles seraient holomorphes
dans Y quel que soit n ; on aurait donc dans y le développement
convergent (n° 3)

R^(^) = ̂ —nazP+l+ bzP-^-2^- ....

Soit M(r) le module maximum de R,<(<s) sur la circonférence de
centre 0 et de rayon r << p. On a

M^r) > r^+ n9 \a\îr^P^-+-\ b (î^^-n'-h ....

Le second membre devient infini avec n. Donc, dans le cercle Y,
ou bien les fonctions R^(^) ont des pôles, ou bien elles prennent
des valeurs de module infiniment grand avec n. D'autre part, on a
toujours R^(o) = o. Donc dans un cercle quelconque de centre 0
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les R./i(-s) et, plus généralement, une suite quelconque extraite
des R/<(^) ne peuvent pas converger uniformément.

Il en sera de même pour tout domaine entourant un antécédent
du point double. Nous savons en revanche que dans certains
domaines fermés simplement connexes ayant le point double (ou
l'un de ses antécédents) sur sa frontière, il y a convergence uni-
forme.

14. Naus allons étudier maintenant ce qui se passe autour d'un
point double dont le multiplicateur a pour module l'unité avec un
argument commcnsurable à 271. Soit donc

R(^) == sz — Oî^-h... -h û^/^/^-+-...,

m

où s = e =e p, m et p étant des entiers premiers entre eux. On
aura

R,,(3)=^-+-.. .

et en particulier

Rp(s} = z -+- AA^ -+- A/,+i a7^* -+-....

On suppose A^ 7^ o, c'est-à-dire que A^^ est le premier terme
non nul qui suit le terme en z\ on laisse donc de côté pour
l'instant le cas particulier où B./»(^) serait égal à s. Je dis que h est
de la forme ppf 4- i. En effet, en vertu de l'identité

R4RW]=R[B^)L
on aura

(sz-haîZ1-^- ... -}-af^zh-+-...)-+- A ̂ [sz -h ai ̂ '4- .. .a/^^-t- .. .pd- H^7'-'-1

=s[z -^-AA«A•+- ÂA+i^'1"1-+-...] 4- aî [^ -^-ah^h-{-. ..]1

4-aA[^4-. .-l^-ï- K^1-1,

H et K étant des séries entières. En égalant les termes en ^A, on a

OA+A/^^ AA.v-+-aA,

d'Où
A,^(^-*-i)==o.

Comme A^^ 7^ o, on a donc ^A"1 == i, et comme s est racine pri-
mitive de s? == i, h — \ est multiple de p ou A === pp' 4- i.

Ceci posé, la transformation [^[R,,(^)] est, dans un domaine
suffisamment petit auteur de l'origine, une transformation con-
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forme sans points singuliers qui équivaut pour z infiniment petit à
une rotation de F angle n%autourde rorigine. D^autre part, nous
savons que les fonctions itérées de R/»(^) convergent vers zéro
dans pp domaines assemblés autour ,de 0 et forment une étoile ;

ces domaines ont en 0 une pointe d^arigle ̂  • Nous considérons p '

de ces domaines rencontrés' successivementsur une circo'nférence
infiniment petite de centre 0 et assemblés dans un secteur

d'angle î^. Soient 1)°, D*, ..., DP' < , ces p ' domaines que nous

allons transformer successivement par R(^), ^.2(^)^ ..., R/,- < (s).
Nous obtenons ainsi p p ' domaines qui sont désignés par le Tableau
suivant :

/' DO pi . . . D/^'-ï,
D? D{ . . . ?-1,

Vt D^ ... D -̂,1.

Ces domaines peuvent être supposés tous intérieurs au cercle
| z \ ̂  p, les fonctions R,, ( z ) jusque n =p —; i, étant toutes régu-
lières et ne prenant qu^une fois chaque valeur dans ce cercle. 11
s^ensuit que les domaines de ce Tableau sont des domaines
simples ne se recouvrant pas eux-mêmes. Ils sont d^autre part
assemblés autour de 0 et présentent tous en 0 une pointe

d^angle —; » les tangentes à ces pointes en 0 formant un faisceau

isogonal dont les angles recouvrent sans double emploi un inter-
valle égal à 27l. Je dis de plus que ces p p ' domaines sont sans
point commun.

En effet, soit z un point appartenant à un domaine inscrit dans
la première ligne D^. Nous savons queïl,/^^) tend vers zéro et
que son argument a pour limite Fangle a) de Ox avec la bissec-
trice de la pointe du domaine î)(t) au point 0; pour R^(<s),
n notant plus nécessairement multiple de JE?, cet argument aura pour

valeur limite a) +——; la même propriété subsiste pour tous les

domaines du Tableau; il s'ensuit aisément que deux points appât-
tenant à deux domaines distincts 'ont leurs conséquents distinets à
partir d^un certain rang. Ces deux do ni aine s sont donc sans points
communs efc se touchent seulement en 0. Les domaines du Tableau
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forment donc un assemblage étoile de même structure que
PétoUe considérée au début. Les domaines d'une même colonne
forment un cycle, les conséquents successifs d'un point de l'un de
ces domaines étant périodiquement intérieurs aux p domaines du
cycle. Au contraire, deux domaines appartenant à deux colonnes
distinctes sont formés de points qui ne s'équivalent jamais par les
puissances de la substitution [^R(<s)],

Enfin, tous les points du plan dont les conséquents tendent vers
l'origine sont des antécédents des points intérieurs aux domaines
du Tableau, ou de l'origine elle-même. Nous laisserons de côté les
extensions faciles des propriétés démontrées dans les paragraphes
qui précèdent concernant les valeurs asymptotiques de Zu et
l'équation d'Abel. On démontre d'autre part très aisément que
les R,, ( z ) - ) ni aucune des suites infinies qu'on peut en extraire, ne
convergent uniformément dans un cercle de centre 0. Car s'il
existait une telle suite, on pourrait en extraire une autre où tous
les entiers n seraient congrus entre eux (mod/?) et de la forme
\p—q\ les fonctions T\.\p_q(z) =f\(z) convergeant uniformément
dans un cercle de centre 0, il en serait de même des fonctions
Rç [f^p ( ^ ) ] = = R ^ ( < z ) qui sont les itérées d'une fonction de multi-
plicateur -|-i au point double 0. On est donc ramené à une
question déjà résolue. Remarquons aussi qu'on pourrait compléter
l'étoile obtenue par un ensemble analogue de domaines relatifs
aux antécédents d'un point.

Nous avons laissé de côté le cas où Rjo (^)est identique à z. S'il
en est ainsi, les fonctions R^(^) sont périodiquement égales aux
fonctions ^, R(^), Ra(^) , ..., Ry,_i (^), et ne convergent donc
pas vers zéro. Cette circonstance se présente pour les substitutions

ai TC m

du premier degré z=sz==e p z^ et pour celles qu'on en déduit
par ,une même transformation conforme, z ==y(^), z\=f\t)^
f(t) étant holomorphe et nulle, mais de dérivée non nulle pour
( == o. La relation z^ == sz devient alors

/(fi)=^/(Q, (TOÙ t,=¥\sf(t)}.

Cette dernière équation ne sera elle-même de la forme ^ == st
que sîf(st) ==• s / ( t ) , écartons cette hypothèse; on aura alors une
substitution ^ , = = Q ( ^ ) , où Q n'est pas du premier degré, dont



- 2SO -

rilération indéfinie ne conduit qu'à p substitutions distinctes. Par
exemple pour p == 2, on pourra prendre Q ( ^ ) = = . L ( 2 — ^ ( ) , avec
la détermination du logarithme nulle pour t == o. Cette circon-
stance ne peut d'ailleurs pas se présenter si R(^) est une fraction
rationnelle de degré supérieur à i, ou une fonction uniforme
ayant des points singuliers essentiels isolés, car 1 inverse d'une
telle fonction n'est jamais uniforme diaprés les théorèmes de
Picard.

Considérons maintenant le cas d'un point périodique dont le
m

multiplicateur est de la forme e p ; si q est la période, on ramè-
nera ce cas au précédent en considérant la substitution [^|Ry(^)].
On obtiendra ainsi autour des q points du cycle q assemblages de
domaines ou étoiles dans lesquelles les R.,, ( z ) convergent périodi-
quement vers les points du cycle; si z appartient à F un de ces
domaines, \e point Zq appartiendra à la même étoile, mais à
un domaine différent si p >> i ; le point T\.pq appartiendra au
même domaine que z , les points z\pq tendent vers' le point
double correspondant sans sortir de ce domaine ; il y a en quelque
sorte une double périodicité, Pune de position et l'autre d'orien-
tation. Les domaines des q étoiles forment ainsi p groupes ou
cycles {p1^ i); deux points qui appartiennent à des domaines de
deux cycles distincts ne sont jamais équivalents par les puissances
de la substitution donnée.

Il reste à étudier les points doubles dont le multiplicateiir esl
de la forme ^(<x, a étant un nombre réel incommensurable à TC. Nous
ne savons que fort peu de choses sur ces points doubles, dont
Pétude au point de vue qui nous occupe paraît très difficile.
Considérons d'abord une substitution du premier degré z^ == e^z ;
Pitération donne Zn== e^z'y les points Zn sont répartis d'une
manière dense sur toute la circonférence de centre 0 passant par^
et la suite des fonctions R^ (z) admet comme fonctions limites
toutes les fonctions e^z^ où [î est un nombre réel quelconque. Si
Pon pose comme plus haut z ==/(^), ^, ==/(/,) avec /(o) == o,
f (0)7^0, on obtient une nouvelle substitution ( , = Q ( ^ ) avec
Q(o)==o, Q'(o)==== e^, qui en général n'est pas du premier degré
et telle que les conséquents d'un point sont répartis d'une manière
dense sur une courbe fermée analytique entourant le point double.
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Au voisinage du point double, les conséquents d^un point (autre
que le point double) ne tendent donc jamais vers ce point. Mais
la substitution ^ = R (î) == e^z + ... étant donnée, il n^est pas
facile de reconnaître si elle rentre dans la catégorie précédente.
Supposons qu41 n^en soit pas ainsi ; existe-t-il alors des domaines
dont les conséquents tendent vers le point double? Nous ne
pouvons actuellement ni en donner d^exemple, ni prouver que la
chose soit impossible (1).

13. Nous n^avons plus maintenant à étudier que les points
doubles répulsifs dont le multiplicateur est plus grand que i en
module. Si a est un point de cette espèce, il existe un nombre
réel k compris entre i et | s \ "> i, tel que pour tout point z intérieur

au cercle ( \z — a [ ^ p ) , on ait

|^-a|==| R ( ^ ) - a | > Â ' | a — x | .

Si les points ^, z\^ ..., ^_i sont tous intérieurs à ce même
cercle, on aura aussi \Zu .— OL\^> kn'\z — a, quantité qui croît indé-
finiment avec n'y les points Zu finiront donc par sortir du cercle. Il
est clair qu^à part le point double lui-même, les conséquents d^un
point du cercle ne tendent jamais vers le point double. Si R (^ )
est définie et uniforme dans tout le plan et même rationnelle pour
fixer les idées, on aura sur une circonférence de centre a et de
rayon p

M,,(p)>^p,

M,^(p) désignant le module maximum de R/<(;?) supposée holo-
morphe pour \ z — a j ^ p . Si cette dernière condition n^est pas
remplie, R,<(5) a au moins un pôle sur la circonférence ou à
rintérieur. Par conséquent, dans tout cercle de centre a, R,,(^)
prend des valeurs de module indéfiniment croissant avec n. Comme,
d^autre part, on a toujours R,/(a) === a, aucune suite infinie
extraite des R/<(^) ne peut converger uniformément dans un
cercle de centre a.

La fonction inverse de R ( ^ ) î égale à a pour z == a, est déve-

( ' ) Nous donnerons souvent, aux points doubles ou périodiques de mul t ip l i -
cateur éyal à i en module, le nom de points doubles ou prriodiques t/ulij/'érenis.
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loppable pour [ z == a[ suffisamment petit en série entière :

<s-i= R_i(.s)== a 4- -^—a)-^ ) (^ — a)2+....
s

Le point a est donc un point double attractif de multiplicateur -1

pour la substitution [^|R-.i (^)]. Donc, dans un certain domaine
du point a, les antécédents de z obtenus au moyen de la branche
de fonction R_i ( z ) que nous venons de définir convergent unifor-
mément vers a. Il existe une fonction holomorphe et nulle en a,
de dérivée égale à i en ce point qui vérifie l'équation fonctionnelle
de Schroder

d'où

F[R.t(^)1=-F(^),
s

s ¥ ( z ) = ¥ [ R ( z ) ] .

La fonction inverse de F(^), G (z) égale à a pour Z == o et holo-
morphe en ce point vérifie Inéquation fonctionnelle

R[G(Z) ]=G(^Z) .

Nous allons maintenant démontrer un théorème général concer-
nant l'ensemble dérivé des conséquents d'un point, en supposant
toujours pour éviter toute obscurité R(^) rationnelle. Supposons
que cet ensemble dérivé contienne le point double a de multipli-
cateur 5 tel que |s |^i . Si cet ensemble renferme d'autres points
que a (ce qui est certainement le cas, comme nous venons de le
voir, quand \s\ >• i et que z n'est pas un antécédent de a), il en
renferme une infinité qui ont a pour point limite. En effet,
z n'étant pas un antécédent de a aura tous ses conséquents distincts,
sinon z serait l'antécédent d'un point périodique qui coïnciderait
nécessairement avec a, puisque a est un point invariant et limite
de certains conséquents de z. Ceci posé, on aura, dans un cercle
de centre a et de rayon r,

|R(,sï)—ar|<A:|<s--a| ,

A' étant un nombre fini mais plus grand que î ; r doit être supposé
assez petit pour qu'il existe à l'extérieur du cercle un point limite
P des Zni ce qui est possible puisque a n'est pas le seul point

limite. Soient p. un nombre compris entre o et ,, z\ un conséquent
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de s tel que \2), — i x ( <p î puisque les Zn ont jî parmi leurs points
limites, il y a des conséquents de z\ dont la distance à a est supé-
rieure à p. Soit -z\^ le premier conséquent de z\ pour lequel
I^+(A—v-\>ç :) comme |^.(A_<—a|Sp, -on aura t^+p,—Q^^^p-
Le point z\^ est donc intérieur à la couronne (p, Â'p). Soit z\'^ le
premier conséquent de 3 après ^-(-(A pour lequel \z^—aj<<p,
z\' existe puisque a est point limite des Zn. On en déduira comme
précédemment rexistence de z\r'^1 compris dans la couronne
(p, Â"p). On obtient ainsi la suite de points z\^ z ^ ' ^ ' i ^+1^ ...
dont les indices vont en croissant, qui sont donc tous distincts et
tous intérieurs à la couronne (p, A'p). Ils sont donc au moins un
point limite dans cette couronne ou sur son contour. En faisant

successivement p = = = , » . ^ , . . . , . , , ..., on obtient une suite de

couronnes tendant vers le point a et qui contiennent toutes au
moins un point limite des Zn. L/ensemble E'' contient donc au
moins un point.

Nous allons donner, pour terminer, quelques exemples des
diverses sortes de points doubles que nous avons étudiées dans ce
Chapitre.

Prenons R^^^^-h -^ . I lyaun point double attractif, qui est
le point à Pinfîni et deux points doubles répulsifs qui sont les

points a = ——~^ et ^ == ——v—' dont les multiplicateurs sont

respectivement 20 et 2J3. Les z,i convergent vers Finfini pour
|j |^3. En effet, si \z\ ̂ 3, on a

l^ i l^ l^ P-5^4,
1 ^ | ^ | ^ 1 - - 5 > 8 ,

\SH\>ïtt^,

2n+i\> î1^1— 5 > 2î/l-^î— 8 = 8(a»^-i— i)

.. ^> S.î171'"1 == a2^4"1 '> a"'4"2.

On a donc lim Zn == ao pour | z [ ̂  3. Nous étudierons plus tard
cet exemple d^une manière plus complète.

Prenons ensuite R(s) === 5 2 — — Nous avons toujours le point

attractif z == oo, et les deux points doubles répulsifs z = —l ~ , de
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multiplicateurs 1 ± ^/6. Nous trouvons ensuite un cycle (Tordre 2
correspondant aux points racines a et [î, Inéquation

z1-^- s •

et dont le multiplicateur est égal àR'(a) R'( (3) = 4a(3 ===— j . L'étoile

du point a: •I4-V?
se compose des deux domaines Do, Dg placés

de part et d'autre de la parallèle à l'axe imaginaire menée par a et
dont les contours sont tangents à cette droite; Tétoile du point

P == ——— se compose des domaines D( , D3 offrant une disposition

analogue. Les conséquents d'un point z de Do sont les points z^n
intérieurs à Do, z^n+i extérieurs à D<, ^4/^2 intérieurs à Da et
^4/2+3 à DS. Ils tendent vers a ou j3 en restant sur des courbes
tangentes à Faxe réel {fig. 5).

Pig. 5.

Considérons enfin l'exemple un peu plus général R (s ) == ^rf + «.
Les points périodiques d'ordre /î, n étant premier, sont les points
racines de l'équation

U (^-Ra(z)
^n^) — D / - ^

R(Z)-^Z
= s^-d -+-...-+- P,,(a) = o.

P^(a) est un polynôme en (T, ayant comme premier terme

a^"""1 et comme dernier terme l'unité. Les points racines de

l'équation précédente se répartissent en d^—d cycles d'ordre //.
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Soit (^, ^i, ..., ^/<_i) l'un de ces cycles» Son multiplicateur sera

n==l

< = R^R^i).. .^(r,,-,) = U^1 == ̂ (ÎI^-i.
1=0

Le produit des multiplicateurs des différents cycles en nombre
dn—d ,——— sera doncn

d"^ II (^y^-1,

le produit II étant étendu à toutes les racines de U/i(-s) == o, c'est-
à-dire

:±:^-rf[P(a)]rf-i.

Si a est arbitraire, on peut en disposer de manière que cette
expression prenne telle valeur que l'on voudra. Si cette valeur est
plus petite que i en module, il y aura au moins un (<) << i, donc
au moins un cycle attractif d'ordre /i.

CHAPITRE III.

16. Nous étudierons dans ce Chapitre une classe particuliè-
rement simple et importante de substitutions rationnelles, celles
qui transforment respectivement en eux-mêmes Fintérieur et la
circonférence d'un cercle et par conséquent aussi Fextérieur du
cercle. Nous allons chercher Fexpression générale d'une telle subs-
titution en supposant d'abord que par une inversion préalable on
ait transformé le cercle en le demi-plan : I(^)^o. Z==R(^) est
une substitution cherchée, la fonction R(^) qui est évidemment
réelle pour z réel a tous ses pôles sur Faxe réel ; car si elle avait
un pôle ZQ dans le demi-plan supérieur, z décrivant autour de ZQ
une circonférence infiniment petite, Z décrirait un contour exté-
rieur à un cercle de rayon infiniment grand, de manière que
l'argument de z — z ^ ayant augmenté de 277, celui de Z aurait
diminué de s q ^ ^ c / ^ i ) et le lieu de Z aurait des points dans le
demi-plan inférieur,'ce qui est impossible, puisque z reste dans le
demi-plan supérieur. De plus, les pôles de R(s) ne peuvent être
que des pôles simples, car ^.décrivant autour du pôle réel Zn une
demi-circonférence de rayon très petit dans le demi-plan supérieur
de sorte que l'argument de z — ZQ croisse de o à TC, Z décrira une

XLVII. i5
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courbe extérieure à un cercle de très grand rayoa, de manière que

l'argument de Z diminue approximativement de ^TT, si ZQ est un
pôle d^ordre q. Si qï 2^ cette courbe aura des points dans le
demi-plan inférieur, ce qui est impossible. On voit d\ine manière
analogue que l'infini est un pôle simple de R(^)- On a donc

ï{(z)=/cs-^-h—y-A—,v / ^ z — a

les a étant réels; il en est de même des constantes A, A, A , puisque

A == lim K(s)(z — a),

k=^J^

et que R(^) est réelle pour z réel. Je dis ««fin que les A et À' sont
positifs, car, pour ï = x 4- iy voisin de a, la partie principale de
de R(^ ) est

A A ( x — a) A iy

z — a ~~~ (x—a^-^-y'1 (.v—a)'2-^-J2?

qui se réduit pour^c = <7, y ^> o à r-—' On doit donc avoir — ^> o,

donc A ^> o. De même pour z 4- iy^ où y est infiniment grand
positif, on a R ( s) == kiy -\- quantité bornée, par suite, ky ^> o,
donc k • >> o. Bien entendu, k peut être nul, alors Finfini n^est plus
un pôle, donc n^est plus un point double de la substitution.

Réciproquement, toute fraction rationnelle de la forme précé-
dente répond à la question, puisqu^en posant Z = = X + ^ , il
vient

Y=A-r+y———^—— ( Â ^ O , A > O ) ,J ^{x—ay^y^ v - ' " h

\ et y sont donc toujours de même signe et nuls en même
temps.

Nous allons chercher les points doubles de la substitution en
supposant k = o, ce qui doit être regardé comme le cas général ;
autrement, l'infini étant un point double, on posera

Z — a ~ ^ z — a ~ ~ 1

a constante réelle; on aura alors une relation de même forme
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entre T et /, l'infini n'étant plus un point double si a est convena-
blement choisi.

Nous poserons donc
d

R^^A-V-A-
^à z — a

i

et nous aurons à discuter l'équation

^ = R ( ^ = A - y — L -
' / Â^A 2 — a

OU

f(z)== R(^>- z = h - z -^ ̂ -A^ = o.

Faisons varier z de — oo à —h- ce en notant les valeurs de disconti-
nuité a de/"(s); nous avons le tableau de variation suivant :

fW' -y.\\—oo -\~^-\\—^ -^3C—oc -^—30 —30

II y a d'après cela un nombre impair de racines réelles, donc au
moins une, dans chacun des intervalles (a/, â^i), ce qui donne
au moins d,—- i racines réelles et distinctes, et un nombre pair
qui ne peut donc être que o ou 2 dans les intervalles extrêmes
(le nombre total de racines distinctes ou non est d-\- i , y compris
les racines imaginaires).

L'équation a ainsi d — i racines réelles et distinctes respecti-
vement dans les intervalles ( < 7 < , a^), (a.j, 03), . . . , et en outre
suivant les cas :

i° Deux racines imaginaires conjuguées.
Il y a alors une racine simple réelle et unique dans chacun des

intervalles (a/, âty-i-i). Pour chacune de ces racines a,y(^) passe
du négatif au positif, donc f'{^) ^> o ou R (a) ^> i . Les a sont
donc des points doubles répulsifs. Considérons ensuite les deux
racines imaginaires conjuguées, dont les multiplicateurs s e i s ' sont
également imaginaires conjugués. D'après la relation connue entre
les multiplicateurs, on a

i i v^ i-2;+ ^ -———- -4-1=0,
S—l S — — 1 ^uàSi—

l
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le 7 étant étendu aux points doubles réels pour lesquels Sf est

réel et > i. On ne considère que des substitutions de degré ̂ 2,
donc d — i ^ i. En égalant à zéro la partie réelle du premier
membre, on a

(rrr)4-^^)-1-^^0 ^>^
ou

2M4-I-4-P =0

en posant
i

= u -+- IP, -:—— = u — i(».

On a donc u ̂  — -» d'où résulte comme on sait

M==|^|<i.

On a donc deux points doubles attractifs imaginaires conju-
gués.

2° Deux racines réelles distinctes entre elles et des précédentes,
donc au total d-\- i racines réelles et distinctes.

Il y a alors nécessairement soit trois racines réelles et distinctes
dans un intervalle (a/, a/+i ), soit deux racines réelles et distinctes
dans l'un des intervalles extrêmes. S'il y a trois racines a -< a'<< a."
entre aj et a/+i, pour a et a", f(z) est croissante

R'(a)>i, ir«)>i;

pour a\ /(^) est décroissante et R'(a') <; i . S'il y a deux racines
réelles et distinctes dans l'intervalle (a<;, + oo), par exemple, on
aura B/(a)> i et IV(a') <<i(a<;a ') . Dans les deux cas, il y a

d points doubles pour lesquels s est réel et > i, donc —— ^o.

Pour le (d -}- i)10*"6, on aura, en vertu de la relation connue,

I-^^=-I-P (P>o),1 _ YV i

d'où
0<S<1.

Il y a donc un point double attractif et un seul sur l'axe réel.

3° Deux racines réelles confondues soit entre elles, soit avec
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Fune des précédentes, c^est-à-dire en tout d — i racines réelles et
distinctes et une racine double.

Pour la racine double, on a 5 = R\a) == +1. On voit facile-
ment que s ^> i pour les autres.

4° Deux racines réelles confondues entre elles et avec Fune des
précédentes, c^est-à-dire au total une racine triple appartenant
alors à Fun des intervalles (a/, <^y+i) et d — 2 racines réelles dis-
tinctes appartenant respectivement, aux d — 2 autres intervalles
finis. Pour la première, ona5==R/(a)=-)- i , R" (a) == o. Pour les
autres, on a toujours s ^> i.

Résumons ces conclusions en considérant un cercle quelconque
au lieu de la partie supérieure du demi-plan. Nous pouvons dire
que toute substitution rationnelle de degré d > i admettant un
cercle fondamental F possède :

Soit i° deux points doubles attractifs qui sont Fimage F un de
Fautre par rapport à F et d — i points doubles répulsifs situés sur
la circonférence ;

Soit 2° un point double attractif et d points doubles répulsifs
tous situés sur la circonférence ;

Soit 3° un point double de multiplicateur égal à +1 qui équi-
vaut à deux ou à trois points doubles confondus et d — i et d — 2
points doubles répulsifs, tous ces points étant sur la circonférence.

Remarquons que le multiplicateur d^un point double situé sur
la circonférence est toujours réel et positif, ce qui est à peu près
évident a priori. Au contraire, les multiplicateurs des points doubles
attractifs non situés sur la circonférence, s'ils existent, peuvent
avoir des valeurs quelconques réelles ou complexes ( << i en
module).

17. Nous pouvons étendre la notion de substitution à cercle
fondamental en considérant aussi le cas où R( z) permute entre eux
Fintérieur et l'extérieur du cercle, la circonférence restant inva-
riante. Si Fon transforme la circonférence en Faxe réel, on a tout de
suite Fexpression de R(^) en remarquant que — R(^) laisse inva-
riant le demi-plan supérieur :

R(<Q=-/^~A4-^jA^
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les A et /r étant encore positifs. On pourrait faire comme plus haut
la discussion de l'équation R ( ^ ) = = ^ ; mais cela est inutile. Il
suffît de remarquer : i° que les deux demi-plans'étant permutés
entre eux, il n'y a pas de point invariant imaginaire; 2° que les
points doubles situés sur l'axe réel ont leurs multiplicateurs réels
et négatifs pour la même raison; que Z== Ra(^) définit une subs-
titution à cercle fondamental du type déjà étudié.

D'après cela, si R.2(^) est de la première espèce, c'est-à-dire
possède deux points doubles imaginaires, ces points forment un
cycle d'ordre 2 pour R ( ^ ) . Par ailleurs, les autres points
doubles de Ra(^) étant tous réels et répulsifs, il en est de même
pourR(5). La substitution proposée a donc tous ses points inva-
riants sur l'axe réel avec des multiplicateurs réels et négatifs;
elle a en outre un cycle attractif d'ordre 2.

Si Rs(^) est de la deuxième espèce, c'est-à-dire possède un point
invariant attractif sur l'axe réel, tous les autres étant répulsifs et
également réels, R(^) a également un point invariant attractif de
multiplicateur compris entre o et — i (limites exclues) et d points
invariants répulsifs, tous ces points étant réels.

Si Ra(^) est de l'espèce singulière, c'est-à-dire possède un point
double de multiplicateur égal à+ 1 ? R(^) aura sur l'axe réel un
point double de multiplicateur égal à — i [pour lequel Rg\z) == o ].
Les autres points doubles sont réels et répulsifs.

Il y a correspondance entre les diverses espèces pour les deux
types de substitution, sauf en ce qui concerne les substitutions
singulières du premier type avec un point double a où R (a) == -+- \,
R"(a)^o qui n'ont pas de correspondantes dans le deuxième
type.

18. Si R(-s) est une fonction à cercle fondamental, il en sera
de même de R^(^) quel que soit l'entier n'y R,/(^) sera du second
type s'il en est ainsi pour R(^) et si /; est impair.

Il en résulte de suite que tous les cycles d'ordre n sont répulsifs
et formés de points réels dès que n >> a et même pour n = 2,
exception faite des substitutions du deuxième type et de la
première espèce.

D'une manière générale, en composant entre elles des substi-
tutions qui admettent le même cercle fondamental F, dans un
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ordre quelconque, on a encore une substitution qui admet le
même cercle fondamental ; ces substitutions forment un groupe si
on leur adjoint leurs inverses qui, naturellement, ne sont pas
rationnelles.

Les propriétés des points doubles que nous venons d'étudier
caractérisent les substitutions à cercle fondamental et permettent
de les exprimer d'une autre manière.

Supposons que [^, Ï^(^)] admette d — i points doubles a i ,
as, . . ., a^_,, situés sur une circonférence F, de multiplicateurs
réels et >> i, et deux points doubles a, a' de multiplicateurs s et s '
imaginaires conjugués, a et yJ étant l'image l'un de l'autre .par rap-
port à F; les s sont liés par la relation

d-ï

1 T YI t•^.4- 7 ——— -i-i==o.
S — 1 S — 1 ^J Sf

1

qui entraîne, comme nous l'avons déjà vu,

M= s'\<i.

Je dis que la substitution admet r^comme cercle fondamental.
Nous savons en effet que

__i__ ^ ________ i 1ç____r____
R(^)—-2. '~" ( s - — i ) ( c — a ) ~h ( s ' — i ) { z — a ' ) "̂  A<^-— Wz — a/) *

On peut supposer, sans diminuer la généralité, que F est l'axe
réel, donc a, réel, a eÇ ̂  imaginaires conjugués. Posons R(^) === A
dans l'égalité précédente; nous avons une équation en z qui aura
toutes ses racines réelles si A est réel. En effet, cette équation peut
s'écrire

</-i
v . „.,_
Â^(si—\){s—^ z— AÏ^-^^^J-^^^-^

^ ( z ) étant réelle et bornée pour z réel, car c'est une fraction
,/~1 ^ ^ Çfl

rationnelle de la forme —-^-—;—^, où b^>o. D'autre part, les

coefficients des ——— sont positifs puisque s^ "> i , de même .que

le coefficient de ——- qui est é^al à i. Donc, si l'on considère les
z — A l r)
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d — i intervalles déterminés par les d nombres (a,, as,..., a^.,, A),
le premier membre prenant des valeurs infinies de signe contraire
aux deux extrémités d'un intervalle s'annule une fois dans cet
intervalle; donc d— i racines réelles, et comme Inéquation est de
degré d (à cause de la relation entre les multiplicateurs), il y a
bien d racines réelles. Donc R(^) = A a toutes ses racines réelles
pour A réel ; mais Z == R(^) coïncidant avec z pour z == a == a+ bl^
si z décrit un chemin quelconque dans le demi-plan supérieur à
partir de a, Z restera aussi dans ce demi-plan, sinon Z franchirait
l'axe réel au point Z = A et l'équation R (.s) = A aurait une racine
imaginaire. D'autre part, R(^) est à coefficients réels. Donc
Z==R(^ ) définit une substitution à cercle fondamental du pre-
mier type et de la première espèce.

Supposons maintenant tous les points doubles sur la circonfé-
rence, leurs multiplicateurs étant réels et plus grands que i en
valeur algébrique pour d d'entre eux, donc réel et compris entre o
et i pour le (rf+i)161"® comme il résulte de la relation

d

-T*S;——— 4- 7 ———— -+- 1 = 0,
s—l ^ s,—l T

l

qu'on doit supposer vérifiée. Je dis qu'on aura une substitution
du premier type et de la deuxième espèce. Cela revient à démontrer
comme plus haut que R(^) == A a ses racines réelles pour A réel;
cette équation peut s'écrire

d

2Si — ï js — a/ z — A ( — f s — a

On a encore ——— ^>o. Considérons les d intervalles déterminés
Si — » '

par les rf+i nombres (a^ , aa, ..., a^, A) en excluant toutefois
celui, s'il y en a un, qui contient a. Dans les d— i intervalles
restants, le premier membre étant continu sauf aux deux extré-
mités s'annule une fois puisqu'il passe de +00 à —oo; donc
d — i racines réelles et même d. On achève le raisonnement
comme plus haut en remarquant que R(-s), définie par

d

t ^ f ' , V I ^ ^
R(-s)—z s — i s—a j—i^f—i js—Sf9

t
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prend des valeurs de même signe que .z quanta la partie imagi-
naire au voisinage des points doubles à cause de s > o.

Considérons enfin le cas où Pon se donne sur la circonférence
un point double a pour lequel

S == ^(0)== -+-I, 1^(01)^0

et d — î points doubles pour lesquels s ^> i . Les choses sont un
peu moins simples dans ce cas; la substitution R(<s), admettant
les points doubles donnés avec leurs multiplicateurs et du degré rf,
n'est pas entièrement déterminée et dépend d'une constante arbi-
traire. On a en efiet (§2)

fi—i
î / h ^ î i•2;R(^)—3 (^_a) 1 z—ff. ÂHÀ Si— î z — v-i

d—\

h -h 7 ——— -4-1=0.
^Si—\
1

On voit que l reste indéterminée. Si nous supposons les a sur
l'axe réel, pour que R(^) laisse cette droite invariante, il faut
que / soit réel. On a d'ailleurs, au voisinage de a,

R(^)==a-4- (^—a)-+-^ (^—a) î+ . . . ^(a)= ̂ -

Supposer l réel revient à supposer que la tangente à F coïncide
avec la tangente de rebroussement à la courbe qui limite le
domaine de convergence élémentaire relatif à a (§ 10). Sous cette
forme, la condition est invariante par rapport à toute transforma-
tion conforme (1). Si elle est remplie, on voit encore facilement
que R(^) appartient alors à la classe que nous étudions et définit
une substitution singulière du premier type. Le procédé est
toujours le même. On a à démontrer que

d—l
/ h yi î i i•2i{z—a)2 a — a ^à{St—l) z—a/ ^ — A

î

admet d racines réelles pour A réel. Les Si— î étant positifs, on consi-

( 1 ) Cela revient à dire que la direction déterminée par Fargument dé R"(a)
est celle de la tangente en a au cercle.
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déré encore les d — i intervalles déterminés par (a.< ,02 , . . . , a^_ < , A).
Si aucun d'eux ne contient a, on voit qu'ils contiennent tous une
racine. Si l'un d'eux contient a, soit par exemple a , < ^ a < ^ a 2 ,
dans l'un des deux intervalles ( a ^ , a) et (a, 012), le premier membre
passera de +00 à —oc parce qu'il devient infini sans changer de
signe pour z = a. On aura donc d — i et même d racines réelles
et la conclusion s'ensuit.

Nous laisserons de côté le cas o\\ l'on a

R^îO^-hi, R"(ai)=o,

qui donne lieu à une discussion analogue.
Enfin, pour les substitutions du second type, on aura des résul-

tats semblables. Par exemple, si l'on se donne d-\-\ points
doubles sur une circonférence avec s <^ — i en valeur algébrique,
on aura par la formule de décomposition en éléments simples une
expression de R(^) qui donnera une substitution du second type
et de la première espèce.

19. Il peut être avantageux de choisir comme cercle fonda-
mental F le cercle unité |^ |^ i . On passe de ce cercle au demi-
plan supérieur du plan des z par la transformation

^^L?, T^^.
^ — p z — p

p et jâ étant imaginaires conjuguées et jB ayant sa partie imaginaire
positive. La relation Z==B(^) devient alors T=<Ï>(^ ) . Il est
clair que si ^ ( t ) et ^^ laissent invariant le cercle < | ^ i , il en est
de même de <Ï> = ̂ ^^'^. Aux fonctions ^ ^ ( t ) et ^ ^ ( t ) cor-
respondent R'^^) et R^^/s). Un calcul simple montre que R(^ )
correspondant à ^(t) == (t^11 (y}^^^) est donnée par la formule

H^(.g)R^( .3)—|3p
R(.}=

R^(.S}-+- h^(z)—'2^{^)

Si ? est purement imaginaire et égal à bi^ la formule devient

^(z}^(z)-b^
v / R ( i ^ ( ^ ) - + - R ^ ( ^ ) '

Supposons en particulier que T = ^>(t) ait l'origine pour point



— 235 -

double;—-j- étant holomorplie à l'origine, et égale en module a

l'unité pour | ^ | = = i , sera plus petite, en module, que Funité
pour | ( | << i .

Donc ^(<) = - v ) laisse F invariant. Prenons ^ ' ^ ( t ) = W ( t }

et 0 ^ ( ^ ) = ^ ; il leur correspond les fonctions R^^) == X(;?)
et R^ (;.) = ̂  On a alors

H(^i^_^.
/ ; î4-X(5)

Nous allons déduire de cette formule une conséquence impor-
tante à savoir que |^(<)| est supérieur à Funité sur la circonfé-
rence F. On a en efïet

^•^'[-f^y
On trouve pour IV(^) Fexpression

_ \'{z}(z^b^)^-b^^(z)
R(z)='—————[.+^(.)]2—————•

En remplaçant R(^) et B/(/s) par leurs valeurs en fonction
de ^(^) dans Fexpression d e < Ï > ' ( < ) ) on trouve après réductions

———. _ \'(z)(^+^)-r-^(z)^-b9-
{ / [\(z)-biy

Pour 11\ = î , z est réel et ̂ (z} également; on a alors

l*'")!-^"!̂ -

Nous connaissons Fexpression de ^.(^) :

X(^)=/^+/»-^^A^ ( K , A > o ) ;

donc

'^-^^T^'
V ( z ) est donc positive pour z réel. L/expression de l^^)! montre
alors que [ ^ (^ l ^ i . Je dis qu'on n'aura jamais \^'Çt)\==ï. 11
faudrait pour cela que z ou \{z') deviennent infinies. Or quand ,;

vient coïncider avec un pôle a, on trouve que la valeur limite

de ^f^) est égale à \-}-a——— > î . Pour ^==00, on obtient la
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valeur limite i-4-- > i si K n'est pas nul, et 1+^77—r,

s iK=o. "r"
On a donc toujours

\^'(t)\>C>i pour [ f |= r .

20. Les considérations qui précédent permettent de résoudre
le problème limite de l'itération, c'est-à-dire de trouver l'ensemble
dérivé des conséquents d'un point, pour les substitutions des
diverses espèces que nous avons considérées.

Considérons d'abord une substitution du premier type et de
première espèce. Elle admet deux points doubles attractifs que
nous supposerons être, comme dans ce qui précède, l'origine et
le point à l'infini, le cercle F étant 11\ ̂ .1.

Soit Z==R(^) cette substitution. Je dis d'abord que les consé-
quents de tout point situé dans un cercle Y concentrique à F de
rayon plus petit tendent uniformément vers zéro. En effet, le mo-

dule maximum pour \z\ == p de —•'—- étant une fonction croissante^

quand p varie de o à i et égale à i pour \z\ == i, OH a uniformé-
ment

\R(z)\<c\z\ (o<H<i)

dans y. Les conséquents d'un point de Y restent dans y et l'on a

\Zn\ < C"|^[, limZn= 0

uniformément dans y. De même, à l'extérieur de tout cercle de
rayon plus grand que i, Zn tend uniformément vers l'infini.

Inversement, étant donné un ensemble fermé quelconque E, les
antécédents de tout point de E tendent uniformément vers la cir-
conférence pourvu que E ne contienne pas les points doubles o
et oo. Car, s'il en était autrement, il y aurait des antécédents de
divers points de E de rang indéfiniment croissant, extérieurs à la
couronne ( i — < 7 , i+a) et intérieurs, par exemple, au cercle F.
Soient ^/, 5^, ... ces antécédents; on aurait

îW^)=^
R^(^) = y ,

R^, [>(//) J=^.
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Mais les \^(P) [ étant pour p suffisamment grand <^ i —a, il s^en-
suit que R^ (z) <^ C^i — a|, (C <^ i), quantité qui tend vers zéro

avec — ; or les Ç étant des points de E, on a par hypothèse

|^ |>K>o;
il y a contradiction.

On peut préciser davantage la manière dont les antécédents d^un
point se rapprochent de la circonférence.

Considérons la circonférence y de centre o et de rayon p <^ i.
Je dis que si p est suffisamment voisin de i, les différentes branches
de R_| (z) se permutent circulairement quand z décrit Y. Suppo-
sons /• supérieur au module de toutes les racines de R(-s) == o, et
soit y_i la courbe (comprise entre y et F) décrite par une détermi-
nation de R_i (z) quand z décrit y; y-i se ferme quand z a décrit
v fois y; réciproquement, si z décrit v_< une seule fois, R(^) décrit
v fois y dans le sens direct, son argument augmente de 2V7t qui doit
représenter le nombre des zéros de R(-s-) compris à Fintérieur
de y_i, multiplié par 271. Donc ce nombre est au moins i
(puisque v ^ i ) ; donc y_i entoure Forigine et, par suite, puisque
extérieure à y, tous les points racines de R(^) == o. On a v === rf,
degré de R(^), et les d branches de R_< (z) se permutent circulai-
rement quand z décrit y ; ceci subsiste quand on déforme y sans
traverser les points critiques de R_< (z),

Considérons donc la couronne (y, F) ne contenant aucun point
critique de R_i (^), ni par conséquent deR_^(^), et traçons-y une
coupure, par exemple, suivant un rayon; les R_^(^) deviennent
uniformes dans le domaine ainsi obtenu S. Les antécédents 8_i du
domaine S sont des quadrilatères curvilignes juxtaposés dans la
couronne comprise entre y_» et F; les antécédents S_a du
domaine S, c^est-à-dire les antécédents immédiats des S_<, sont
des quadrilatères curvilignes juxtaposés dans la couronne com-
prise entre y_2 et F et ainsi de suite, les courbes v_i, Y_a, ...,
y-//, ... s^enveloppant mutuellement et tendant uniformément
vers F. Je dis que les dimensions linéaires des 8_ra tendent vers zéro

avec —; car la différentielle de Farc du contour de 8_^ étant désignée

par Û?(T_», on a pour un 8_^ et un 5_^_,^ convenablement associés

dv-çn-l) == [ R'(-s)| dv-n,
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z étant un point de o'_/i. Mais nous avons démontré au paragraphe
précédent que R/(;?)| ^> K ^> i sur F et, par suite, dans une cou-
ronne autour de F. Comme les courbes Y_^ tendent vers F, on
aura pour n ^> n1

d(S-n< -Çr ^-(n-l)î

la même relation s'appliquant aux longueurs finies des contours
de S..n e^ S-(/<-i); ces longueurs décroissent donc comme les
termes d'une progression géométrique convergente et tendent
vers zéro. En particulier, les côtés des quadrilatères S_^ juxta-
posés sur la circonférence tendant vers zéro quand leur nombre d11

croît indéfiniment auront pour points limites tous les points de la
circonférence; il en sera de même des domaines superficiels S_^.
Si nous prenons un point m sur la circonférence, dans la partie
de F comprise dans un cercle de centre m et de rayon £ arbitrai-
rement petit, il y aura un domaine S__ra pour n suffisamment grand.

Les mêmes phénomènes se produisent pour l'extérieur du cercle
en raison de la symétrie par rapport au cercle. Donc le /i11'"11' con-
séquent d'un domaine circulaire de rayon aussi petit qu'on le veut
ayant son centre en un point quelconque de la circonférence F
couvrira pour une valeur finie de n toute une -couronne d'épais-
seur finie entourant F. Mais les conséquents d'ordre p de cette
couronne recouvriront tout le plan pour une valeur finie de p^ sauf
peut-être l'entourage des deux points doubles o et oo, cette der-
nière exception ne se produisant que si ces points n'ont d'autre
antécédent qu'eux-mêmes, c'est-à-dire sont des points exception-
nels dont nous avons parlé au Chapitre 1 ; ceci n'aura lieu que
pour B-(^) == A^. Il suit de là que :

i° Le conséquent d'ordre n d^un domaine arbitrairement
petit entourant un point de la circonférence couvrira tout le
plan pour une valeur finie de n [sauf, dans le cas où R-(^) ===A^,
l'intérieur d'un cercle de rayon arbitrairement petit et l'extérieur
d'un cercle de rayon arbitrairement grand de centre o];

2° Le conséquent d'ordre n d^un arc aussi petit qu^on le
veut de la circonférence la recouvrira tout entière pour une
valeur finie de n.

Ainsi l'ensemble dérivé des antécédents d'un point quelconque
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du plan (sauf les deux points exceptionnels s'ils existent) est formé
par toute la circonférence.

Nous connaissons donc l'ensemble dérivé des antécédents et des
conséquents d^un point du plan d'une manière très précise, sauf
en ce qui concerne les conséquents d'un point de la circonférence ;
la recherche de l'ensemble dérivé des conséquents d'un point de r
est un problème de nature arithmétique qui se rapporte à Pap-
proximation des incommensurables et que nous ne chercherons pas
à approfondir ici. Nous montrerons seulement sur des exemples
quelles sont les principales circonstances qui peuvent se pré-
senter.

Considérons donc les conséquents d^un point m de F ; ces points
sont tous distincts à moins que m ne soit Pantécédent d'un point
double où périodique; de tels antécédents sont denses sur Y et
pour chacun d'eux l'ensemble E/ dérivé des conséquents de m
peut être regardé comme formé par les points d\in cycle,. ou
comme ne contenant aucun point suivant qiPon regarde comme
faisant partie ou non de E/ les points où sont confondus une infi-
nité de conséquents. C^est en général le premier point de vue qu41
semble le plus naturel d^adopter.

Je vais démontrer que les points périodiques eux-mêmes sont
denses sur F. En effet, T étant un arc quelconque de F, il existe
une branche de la fonction R_^(,s), pour h suffisamment grand,
qui donne comme image de <r l'arc <r_/, complètement intérieur à o- ;
quand on transforme par R_^ Parc T et Parc (T_^ qui y est contenu,
on obtient comme image de (T_A un arc <r_2A intérieur à G-_^;
Parc o"_2A aura à son tour un transformé o_;i^ et ainsi de suite; les
arcs T_,,A emboîtés les uns dans les autres et de longueurs tendant
vers zéro comme les termes d'une progression géométrique con-
vergente tendent vers un point Ç ; comme on a toujours symboli-
quement

^—(/i-l)/* r= RA ( ̂ --nh \

on a aussi
S =1^(0.

Le point ç fait donc partie d^un cycle dont Pordre est un divi-
seur de h\ Parc Œ étant arbitraire, on voit que tout point de F esjt
point périodique ou limite de points périodiques; il est même tou-
jours limite de points périodiques et de période indéfiniment crois-
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santé puisque! n'y a qu'un nombre fini de tels points dont la
période ne dépasse pas un nombre donné.

On peut remarquer qu'il y a toujours ici des points de période n
quel que soit n ; en effet, comme il n'y a pas de points périodiques

ÏptTC

dont le multiplicateur soit de la forme e ' l , le cas d'exception exa-
miné au paragraphe 3 ne se présente pas et les équations R» (2) =z
n'ont que des racines simples. Le nombre P(^) des points pério-
diques d'ordre n s'obtient alors en faisant l'inversion de la for-
mule

^P(7l)==^-4-I,

Ô/n

où la sommation est étendue aux diviseurs o de n ; cela donne,
comme on le sait,

PW^^W^+^^WÂ

où (A(S) est la fonction arithmétique bien connue égale à ± i ou
à o, suivant que S est un produit d'un nombre pair où impair de
facteurs premiers distincts ou divisible par un carré; on a, en
outre, (JL(i)== i. On obtient ainsi :

n

P(7i)=\u(S)^8Eso (modn),

—:—- étant le nombre des cycles d'ordre n. Cette propriété arith-

métique se rattache aux théorèmes de Fermât et d'Euler.
Nous avons donc dans tout arc de r une infinité dénombrable de

points périodiques pour lesquels par conséquent E' se réduit à un
nombre fini de points. Nous allons montrer qu'on peut trouver
également dans tout arc de F des points pour lesquels E' est formé
par la circonférence tout entière. Considérons une infinité dénom-
brable d'arcs de F, soit <r, <r', Œ", ... que nous écrirons dans l'ordre
suivant tel que chacun d'eux y figure une infinité de fois :

ff, <J', <T, CT', T', (T, 0-', ï^, 0'", CT, Œ', ....

Il y a un antécédent de v contenu dans v1 : soit <r^, le premier arc
qui satisfasse à cette condition; il y a un antécédent de <r_^
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contenu dans o-, soito_^; il y a de même un antécédent de a_^.
contenu dans Œ', soit (T_^; un antécédent de <r_^ dans (T", soit
(T_^ ; nous choisirons ensuite un antécédent de <r_,^ non seulement
intérieur à T, mais même intérieur à <r_^ qui a été déjà introduit
dans (T et ainsi de suite. Nous formons donc le tableau suivant :

3- <J'' (7 7' y" (T 0-' Œ" S " (T ...
x x x

0—,.̂  <T-rt, ï—,^ Œ_^ ^—tis, Œ-rt6 ^/T ^— l̂l ^ <I—'/» • • -

dans lequel les termes de la seconde Hgne désignent des arcs inté-
rieurs à ceux qui sont inscrits au-dessus $ de plus, ceux des <3_^ qui
sont inscrits au-dessous de T s'emboîtent les uns dans les autres 5
enfin, chacun des <r_^ est un conséquent de tous ceux qui sont
inscrits .à sa droite*

Les arcs

emboîtés les uns dans les autres et tendant vers zéro, ont un point
limite ç, intérieur à chacun d'eux. ç a donc des conséquents de
rang aussi élevé qu'on le veut contenu dans ^{K) et cela quel que
soit K.

Il y a ainsi des points de E' dans c-, o-', o-", ... ; si ces arcs ont été
choisis de manière qu^l y en ait une infinité qui soient complète-
ment extérieurs les uns aux autres, E' contiendra une infinité de
points.

Pour fixer les idées, considérons l'infinité dénombrable des arcs

qui ont pour milieux les points d'argument 2TC •- et de longueur — »

en prenant tous les couples d'entiers p et q tels que p <^ y, mais
non premiers entre eux; il y aura des points de E' dans tous les

arcs qui ont pour milieu un point donné 2 TC *- et une lon-

gueur — (N == i, 2, 3, ...); ce point est donc de E' ou limite de

points de E^ il est donc de E^ qui est fermé et qui comprend ainsi
toute la circonférence puisqu'il renferme tous les points d'argu-
ment commensurable à 27T.

Ainsi E7 peut comprendre toute la circonférence ou être formé
d'un nombre fini de points. Des cas intermédiaires peuvent se
produire ; mais il y a lieu de remarquer que IV étant un ensemble

xLvir. 16
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invariant qui comprend les conséquents de tous ses points com-
prendra toute la circonférence s'il comprend un arc aussi petit
qu'on le veut. Si cela n'a pas lieu, E' est partout discontinu. Nous
allons montrer sur un exemple que E' peut être un ensemble par-
fait discontinu. Considérons la substitution Z=.33, et un point ^o

d'argument 9o sur la circonférence F tel que -°- s'écrit dans le sys-

tème de numération à base 3 en n'employant que les chiffres o et a ;
n

-°- appartient donc à l'ensemble parfait P, exemple classique dû a

Cantor d'un ensemble parfait qui n'est dense dans aucun inter-
û

valle. Les valeurs de — correspondant aux conséquents du point ZQ

s'obtiennent en déplaçant la virgule vers la droite et annulant la
partie entière dans le développement qui correspond au point ini-
tial; les nombres obtenus appartiennent toujours à P. Appelons II
l'ensemble parfait de points de la circonférence qui correspond à P ;
les points de E étant de II, il en est de même des points de E^
puisque II est parfait. On peut choisir 9 de manière que E7

soit identique à II. Considérons les nombres qui s'écrivent en
n'employant que les chiffres o et 2 un nombre fini de fois et ran-
geons les en une suite linéaire telle que chacun d'eux y figure une
infinité de fois : a, p, y, o, .... Il suffit de poser

h.
•2'TT

: o, (a)o(P)oo(Y)ooo(8)oooo(s),

en appelait (a), ((î), (y), . . . les suites de chiffres en nombre
limité qui appartiennent respectivement aux expressions de a, [3,
y, ... dans le système de base 3 ; on intercale un nombre croissant
de zéros entre ces groupes de chiffres. On voit facilement que par
ce choix les conséquents de ^o auront pour limites toutes les extré-
mités d'arcs contigus à II correspondant aux nombres a, P, y, ... ;
comme tout point de II est limite de ces derniers points, on
aura E' ==H.

On peut former d'une manière analogue des exemples où E7 est
un ensemble réductible. Mais il résulte de ce que nous avons vu
au paragraphe 15 qu'un ensemble fermé et de plus invariant par
la substitution étant donné sur la circonférence, cet ensemble ne
sera pas en général le dérivé des conséquents d'un point; car Fen-
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semble formé par deux points doubles distincts est bien un
ensemble fermé et invariant et nous savons que si un ensemble E'
renferme ces deux points il en renferme une infinité d'autres.

Ces exemples ^suffisent à montrer que l'étude de Pensemble E'
est un problème de nature arithmétique auquel on pourrait appli-
quer les méthodes de Borel-Lebesgue pour la mesure des ensembles,
et qui appelle de nouvelles recherches ; mais dans tous les cas nous
avons prouvé surabondamment que les points limites des consé-
quents d'un point z de la circonférence sont des fonctions discon-
tinues de z en chaque point de celle-ci.

21. Nous passons maintenant à l'étude des substitutions du
premier type et de la deuxième espèce. Le point double attractif
étant rejeté à Pinfini, nous pouvons poser

R(^)==A:^4-A—V-A— ( A > o , Â->I ) ,

d'où
A

^^SCT^
On a donc sur F axe réel

R'00>À->i.
En posant

on a
Z== R(^)==X-htY,

v 7 i. V A(.r—a)
^^^-ZoF-a)^(a*— a)2 -r- yï

Ar
(a?—a)2-h.y2 '

Y = ^ + ^

On a constamment

m^LrI. \yn\>^\y\.

d'où il résulte déjà que limyra== oo uniformément poury >yo >°*
On a, en outre,

\\\>k'\x\ (k'>i)

quand ] x \ surpasse P. Considérons, par exemple, un rectangle
ayant pour centre Y origine avec des côtés parallèles aux axes et de
longueurs 2P et âYi, r\ étant choisi de manière qu'on ait dans ce
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\[V(Z)\>/.'>!,

ce qui est possible pour '/\ cessez petit puisque IV (^) ^> /i sur Faxe
réel.

Dans toute la région (ô du plan extérieure au rectangle et sur le
contour, on a

|X|> k'\x\
(Â'>I, / />!),|Y|>/:|y|

d'où l'on conclut que le domaine (Di==R((0) est intérieur à (0 et
que les conséquents z ' n d'un point ^ de CO tendent uniformément
vers rinfini. On peut si Von veut déformer le contour du rectangle
de manière a obtenir un contour analytique G à tangente continue
sans que les deux propriétés précédentes cessent d'être exactes. On
voit de plus que les points critiques de R-< ( z ) qui sont les consé-
quents immédiats des zéros de R'(^) seront extérieurs a G. Quand ^
décrit G, les d branches de la fonction R_( (z) reviennent chacune
à sa valeur initiale après que z a fait un tour complet sur G \ les
d courbes ainsi décrites sont intérieures à G puisque les, consé-
quents d'un point de G ou extérieur à G sont extérieurs a G. Elles
ne se coupent pas elles-mêmes ni entre elles puisque les R _ , ( ; )
sont les inverses d'une même fonction uniforme et que G est lui-
même un contour simple. Je dis qu'elles sont extérieures les unes
aux autres. Soit G_< l'une déciles correspondant à une branche
de R_i (z) que nous appelons f{z) et qui est holomorphe à l'inté-
rieur et sur le contour de G; soient, de plus, d un point intérieur à G
et -^ ==y(^'). La variation de l'argument de /(^) — f ( ^ ) sera

zéro ou 2TC suivant que z''_^ est extérieur ou intérieur à G_i ; or elle
est difFé rente de zéro puisque z ' est un point racine de

/(^)-/W==o.

Elle est donc égale à 27:. Donc à un point z ' intérieur à G corres-
pond un point z'_^ intérieur à G_i et un seul, et réciproquement. 11
y a application conforme et biunivoque de l'intérieur de C_< sur
l'intérieur de G.

La même chose a lieu pour les d courbes distinctes C^ C^i.. . G^i.
Ges courbes sont donc extérieures les unes aux autres^ car si un
point ç était par exemple à la fois à l'intérieur de G^i et sur le
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contour Oîi, on aurait à la fois R(S) intérieur à C et R (S) sur G.
Considérons l'intérieur de C avec les courbes Cl1, C^'pC^i (en

prenant par exemple d == 3) et faisons de nouveau l'application de
cette figure sur C_!.i, puis sur C^i, puis sur Cj^. L'intérieur de G
étant applicable d'une manière biunivoque sur l'intérieur de Clip
aux trois courbes C^i, 'G2!, C^i correspondront trois nouvelles
courbes intérieures à C^i et à l'intérieur des premières courbes
l'intérieur des secondes. Soient CLL^ G2.^ G^ ces trois nouvelles
courbes. Nous obtiendrons de même, en faisant l'application de G
sur G2!, les trois courbes G^, Gl,, C^, intérieures à 01\. Enfin en
appliquant C sur G^p nous obtenons Gig, C^, G^ intérieures à Cl3!.
Les courbes CLa limitent ainsi neuf domaines bornés sans point
commun dont l'ensemble constitue la région antécédente d'ordre a
de l'intérieur de C. D'une manière générale, l'antécédent d'ordre k
de l'intérieur de G sera formé par l'intérieur de y courbes :.

c^c^...c^

pouvant se répartir en S^^ groupes de trois courbes respectivement
intérieures aux courbes de rang précédent et extérieures les unes
aux autres. Le domaine antécédent de (0 sera le domaine complé-
mentaire s'étendant à l'infini d'un seul tenant et d'ordre de con-
nexion 3^.

Dans le cas qui nous occupe,, toutes ces courbes coupent l'axe
réel en deux points puisque tous les antécédents d'un point réel
sont réels.

Le domaine ouvert de convergence des R/<(5) vers l'infini est
l'ensemble des points appartenant à tous les domaines

(Ô-,,(CO-i < <D-2< . . . < ^-n)

que nous venons de définir. Il comprend tout le plan sauf les points
intérieurs à une infinité de courbes C_n ; soit P ce dernier ensemble.
Je dis qu'il est parfait et partout discontinu. On a, en effet, les
courbes C _u qui sont intérieures à C :

IR'^K/c^i.

Entre les différentielles des arcs d'une courbe C_// et de sa consé-
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quente immédiate qui est une courbe G_.(//_(), on a la relation

rf<T-^-i) == ûfo-,, 1^(^)1 (^surC-,,),
d'où

d-n<J< p<3?-(n-i).

Entre les longueurs finies des courbes CL,, et CL^_^, on a la
même relation :

^-/l<^ ]L7^—(/t-l)î

d'où

^< Z^5 liln L-» ==0'
^ n == oe

Les longueurs des courbes C_u tendent vers zéro avec — • D'autre

part, toute courbe C_,, renferme des courbes de rangs n -(-1, n -4-2^
n 4- 3,. ... respectivement, dont chacune est intérieure à la précé-
dente ; il y a donc un point intérieur commun qui appartient à P.

Ainsi les points de P peuvent être enfermés à l'intérieur d'un
nombre fini de courbes, à savoir les d" courbes C_n dont chacune
a une longueur aussi petite qu'on le veut pour n suffisamment
grand et qui en contiennent toutes au moins un. 11 s'ensuit que P
est parfait et discontinu en chaque point. D'abord Pest fermé, car
si ç point limite de points a, j3, Y,. .. de P n'appartenait pas à P,
Ç serait pour une certaine valeur de n extérieur à toutes les
courbes C_,i ; h étant alors la plus courte distance de Ç aux
courbes G_,( et les points a, P, y, ... étant intérieurs aux CL/,, la
distance de $ à a, j3, y, .. . serait supérieure ou égale à h ; ç ne serait
doVic pas point limite de P. P est parfait, car a étant enfermé dans
une courbe G!!.̂  et celle-ci renfermant à son intérieur au moins
deux courbes distinctes et extérieures l'une à l'autre C._^i), a sera
contenu également dans l'une de ces dernières, soit CL^+.I). Mais
une autre courbe C^n-^-i) également intérieure à Gi» contient au
moins un point ji de P nécessairement distinct de a et la distance
a? est inférieure au diamètre / de la courbe Cîi^ qui est aussi petit
qu'on le veut pour n suffisamment grand. P est discontinu en
chaque point, car si a et ? sont deux points de P, on peut les
enfermer dans des courbes C_n dont le diamètre soit inférieur
a la demi-distance de a [î; a et p sont alors enfermés dans deux
courbes €_„ et C"_^ distinctes et extérieures l'une à l'autre et toute.
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ligne polygonale joignant a j3 et ayant pour sommets des points de P
aura un côté au moins égal à la plus courte distance de l'une
des courbes C_n à l'ensemble P, ou à la plus courte distance d e
deux courbes €_•».

Dans le cas actuel, l'ensemble P appartient tout entier à l'axe réel
puisque toutes les courbes C_n coupent l'axe réel en deux points.

La chose est évidente a priori puisque nous avons vu au début
de cette analyse que Zn tend vers l'infini quand z est imaginaire et
que l'ensemble P est l'ensemble des points pour lesquels cette con-
vergence n'a pas lieu. On aurait pu se servir de cette remarque
pour construire l'ensemble P. En effet, considérons la plus grande
racine (réelle) A de l'équation R(^)=== z^ comprise entre le dernier
pôle a vers la droite et -h oo, et de même la plus petite racine [A, com-
prise entre le dernier pôle a vers la gauche et — oc, et regardons
l'ensemble des deux demi-droites (X, -+- oo) et (u, — oo) comme cons-
tituant un segment unique contenant le point à l'infini. Dans ce
segment, Zn converge vers l'infini (sauf aux extrémités). Car,
pour ^==X, on a z <^ z^ <:... <Zn < < . . . ? lim z,i= 4-00? et

/»==00

pour z << [JL, z > Zt > z^. . . > Zn - ' . (en valeur algébrique) et

lim Zn == -+- °°.
71= 00

Les points de l'axe réel qui appartiennent au domaine D^ de
convergence vers l'infini sont le segment \y. et ses antécédents,
extrémités non comprises; on a ainsi une infinité dénombrable
d'intervalles sans points communs deux à deux et sans extrémités
communes, contiguës à un ensemble parfait qui est l'ensemble P
dont on prouvera facilement la discontinuité. Mais l'analyse précé-
dente est préférable parce qu'elle s'applique à des cas où P n'est
pas linéaire.

Considérons un point m de P et un cercle c de rayon s ayant
pour centre w. Pour une valeur convenable de l'entier /i, le dia-
mètre des courbes C_n sera inférieur à £ ; le cercle c contenant m
contiendra alors un domaine <^_n limité par une courbe Clî  et qui
est un antécédent de rang n. de l'intérieur «I» de la courbe C,
Le /z1*1"® conséquent du cercle c couvrira donc cA». D'autre part,
Jl, étant le complémentaire du domaine (ouvert) (8, ^p-\-(Sàp
recouvre tout le plan ; comme (Dp pour p suffisamment grand est
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extérieur à un cercle de rayon aussi grand qu'on le veut, cAo^ cou-
vrira tout le plan sauf peut-être l'extérieur de ce cercle; mais <^p
Jl»< contient Xp», si //<</?, et comme cAo renferme un pôle de R(^) ,
contient l'extérieur d'un certain cercle de centre 0. Donc ^p
pour p est assez grand couvre tout le plan. Comme Cn couvre <Ao,
c/i+p couvre tout le plan. Ainsi :

Le n1^ conséquent (Pun domaine aussi petit qi^on le veut
entourant un point de P couvre tout le plan pour une valeur
finie de n.

Tout point de P est ainsi limite d'antécédents d'un point quel-
conque du plan. On voit d'ailleurs immédiatement que P renferme
les conséquents et antécédents de tous ses points. Il contient aussi
les points doubles et périodiques autres que ^==00. On pourra
encore démontrer que P est limite de points périodiques ; qu'il
contient des points tels que l'ensemble dérivé de leurs conséquents
soit identique à P, etc. Il n'y a pas lieu d'y insister, car nous trou-
verons au Chapitre suivant (qui sera publié ultérieurement) des
théorèmes plus généraux.

Il est intéressant de savoir si P est de mesure linéaire nulle, cette
propriété intervenant dans l'étude des fonctions uniformes qui
admettent P comme ensemble de leurs singularités essentielles. Il
suffît pour que cela ait lieu que la somme des longueurs des

courbes C_^ tende vers zéro avec — • Cela arrivera toutes les fois

qu'on aura k >> d [degré de R(^)], condition nullement néces-
saire. Je ne suis d'ailleurs pas arrivé a reconnaître si P peut être de
mesure non nulle.

En résumé, étant donnée une substitution à cercle fondamental
de seconde espèce, les conséquents d'un point quelconque du plan
convergent vers le point double attractif situé sur la circonférence,
en exceptant les points d'un ensemble parfait P partout discontinu
situé également sur la circonférence; cet ensemble, qui est
invariant, jouit de la propriété que chacun de ses points est limite
d'antécédents d'un point quelconque du plan. Dans tout domaine
fermé n'ayant aucun point commun avec P, la convergence est
naturellement uniforme.

22. Considérons maintenant le'cas ̂ singulier où il y a sur la cir-
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conférence un point double de multiplicateur égal à 4- 1 ? comptant
pour deux points doubles confondus. La substitution peut alors se
ramener à la forme

Z = R(z) = z -+-7< — ̂ ^ ,̂

où les a sont réels, les A positifs et h également si les axes sont
convenablement orientés. On a alors

x=^+/.-V-——A—^,
À»à{x—a)^-^y^

Y = y + ̂ à Tx^^iy^Ty^ '

Dans tout domaine borné n'ayant aucun point commun avec
Faxe réel, z,i tend uniformément vers l'infini. En effet, on a pour un
point en dehors de cet axe, par exemple au-dessus :

yn^\>yn> ...>y>o,

Yn tend vers une limite finie ou infinie. Si elle est finie, on a, en
vertu de l'égalité

V^ A
yn^ -yn = yn]^ ̂ zr^r^9

une limite infinie pour Xn- Donc, dans tous les cas, Zn tend vers
l'infini; Zn se trouve donc, à partir d'un certain rang, dans un
domaine limité par une parallèle à l'axe imaginaire et où il y a
convergence uniforme vers l'infini (§ 8) ; Zp étant à l'intérieur d'un
domaine de convergence uniforme, il en est de même de z ' y et
l'on sait qu'une suite de fonctions qui converge uniformément en
tous les points d'un domaine, c'est-à-dire dans des domaines
partiels entourant chaque point, converge uniformément dans le
domaine tout entier,

II y a donc convergence uniforme dans toute partie bornée d'un
domaine défini par y>yo>o ou y <-—yo< o- Nous savons
qu'il y a aussi convergence uniforme dans tout domaine fermé
défini par x ̂  XQ pour XQ suffisamment grand. On pourrait considérer
le domaine lieu des points par lesquels on a l'une de ces trois iné-
galités -et chercher ses antécédents successifs comme au paragraphe
précédent. Nous nous contenterons d'examiner ce qui se passe sur
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l'axe réel. Soit \ le dernier point double à distance finie à droite
des pôles a ; les Zn convergent vers l'infini quand z est intérieur
au segment (X,-(-oo), et réciproquement les conséquents de tout
point z tel que z^ tende vers .l'infini se trouvent à partir d'un
certain rang à l'intérieur de ce segment, exception faite des anté-
cédents du point à rinfini. L'ensemble des points z de l'axe réel
pour lesquels il y a convergence uniforme des R,,(^) vers l'infini
est l'ensemble des points intérieurs au segment (X, -4- oo) et à tous
ses antécédents. Ces segments qui sont tous décrits dans le même
sens [puisque B-'(^) est positif pour z réel] sont alors sans points
communs deux à deux et sans extrémités communes; ils sont con-
tigus à un ensemble parfait P. Je dis que P est non dense, c'est-à-
dire que tout segment contenant à son intérieur un point de P
renferme des antécédents de points de (T. En effet, si z est un
point de P qui ne soit pas un antécédent du point à l'infini, ses
conséquents seront intérieurs une infinité de fois à un segment
borné, par exemple celui qui a pour extrémités le pôle a le plus à
gauche et le point double X. Car si z est a gauche des a, on a

z^—z== R(z)—s = /<—.V——— >o (^<-si),
^—— Z •— d

et si tous les Zn restaient à gauche des a, ils tendraient vers un
point limite unique b tel que b = R(6)? c'est-à-dire vers un point
double et il n'y en a pas à gauche des a. Donc le dernier pôle vers
la gauche ci sera dépassé et l'on aura un Zp intérieur au segment
précité, puisque Zp ne peut dépasser X, extrémité du segment de
convergence <r.

Ceci posé, on a

^-'-STT^-
Donc R/(^)>>i pour z réel et R ' (^)>>Â:>I dans tout segment
borné.

Soit alors s un segment contenant le point z. Si les segments
conséquents s^ ^2, . . . ,5,,,... étaient constamment extérieurs à o-,
ils ne renfermeraient jamais de pôles a et seraient tous décrits dans
le même sens, a,, et 3^ extrémités de gauche et de droite de Sn
étant les conséquents respectifs de a et [i, extrémités de gauche et
de droite de s ' y les longueurs des segments Sn croissent cons-
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tamment à cause de R'(^) > i ; de plus, a^, étant une infinité de fois
intérieur au segment borné (a', X) et jî,, ne dépassant pas X, on aura
une infinité de fois

longueur 5,»-t-i> À: longueur Sn (A:>i) ,

puisque ̂  est tout entier dans le segment (a\ 5^) pour ces valeurs
de n. Il s'ensuit que la longueur du segment Sn croîtrait indéfi-

niment et dépasserait par conséquent celle du segment (a', X). Il y
a contradiction. On doit donc supposer que les s,^ empiètent à partir
d'un certain rang sur le segment ff. P est non dense et chacun de
ses points est limite de segments contigus, antécédents de (T. On
démontrera même sans difficulté que les conséquents d'un segment
contenant un point de P recouvrent chacun tout l'axe réel à partir
d'un rang fini ; il s'ensuit que chaque point de P est limite d'anté-
cédents d'un point quelconque de l'axe réel. Il est encore vrai que
chaque point de P est limite d'antécédents d'un point quelconque
du plan, mais nous laisserons cette démonstration de côté pour
l'instant.

Nous pouvons dire en résumé qu'étant donnée une substitution
de cercle fondamental r ayant sur la circonférence un point
double a pour lequel B/(a)=+ i, R^a)^ o, le domaine de con-
vergence uniforme des substitutions itérées vers a comprend tout
le plan sauf les points d'un ensemble parfait non dense de points de
la circonférence qui forme la frontière de ce domaine et contient le
point a lui-même.

Considérons maintenant le cas où l'on a un point double a avec

IV(a)=-n, R^oQsso.

La substitution se ramène alors à la forme

R^)=^-^^A^ ( A > o ) ,

la constante h de tout à l'heure étant nulle. Les formules

x^-y—^—^
^à(x—a^^--(x — a)1-^- y1

Y=y['+2(-^r^i]
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permettent d'établir comme précédemment que lim z,t = oo quand z
est extérieur à l'axe réel et même uniformément dant toute partie
bornée du demi-plan supérieur ou du demi-plan inférieur, mais
ces deux domaines de convergence sont distincts et les Zu ne peuvent
converger uniformément dans aucun domaine renfermant à son
intérieur un point de l'axe réel. Cela résulte déjà de ce qui a été
dit au Chapitre II (§ 11). On le vérifie ici en remarquant que si z
est réel on a z^ << z si z est à droite des a et z^ >> z (en valeur
algébrique) si z est à gauche des a, par conséquent | Zn^.\ \ <i \ ^n \ ?
quand | Zu \ est suffisamment grand ; Zu ne peut donc tendre vers
l'infini que si z est l'un des antécédents (en infinité dénombrable)
du point à l'infini. Je laisserai de côté ici la démonstration du fait
que les conséquents d'un segment de l'axe réel finissent par le recou-
vrir tout entier, démonstration qui est analogue à celle du para-
graphe précédent.

Nous voyons que les substitutions de ce genre sont un cas limite
de celles de seconde espèce, les deux points doubles attractifs étant
confondus en un seul situé sur la circonférence; nous les appel-
lerons donc substitutions singulières de première espèce. Au con-
traire, celles examinées précédemment [B/( a) ==+ i, W ( a) =o]
doivent être regardées comme des substitutions singulières de
seconde espèce.

Enfin, l'extension des résultats obtenus aux substitutions du
second type, celles qui permutent entre eux l'intérieur et l'extérieur
d'un cercle, est trop simple pour qu'il y ait lieu d'y insister.

Nous remarquerons qu^ ce qui a été dit au Chapitre 1 (§ 6) au
sujet des domaines invariants trouve ici son application, que
notamment l'intérieur et l'extérieur du cercle fondamental qui cons-
tituent deux domaines complètement invariants renferment chacun
la moitié des points critiques de la fonction inverse.

23. Nous allons montrer maintenant que les méthodes utilisées
pour étudier les substitutions ayant un cercle fondamental s'ap-
pliquent à un grand nombre de cas. Considérons par exemple la
substitution (§ lo) :

Z=aî -^5 .

Nous avons remarqué qu'elle admet le seul point double
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attractif ^==00, tous les autres points doubles ou périodiques étant
répulsifs. D'autre part, les Zn convergent uniformément vers Finfini
dans le domaine défini par )5 |^4î ce domaine renferme son con-
séquent et contient d'autre part les deux points critiques de la
fonction inverse

R-i(2)==/^—5

qui sont le point à Finfini et le point z === 5. îl en résulte que
l'analyse du paragraphe 21 est ici applicable. Le domaine de con-
vergence vers l'infini, qui est le domaine limite des antécédents du
domaine initial comprend tout le plan sauf les points intérieurs a
une infinité de courbes C_,/, identiques du point de vue de V Ana-
lysis situs à celle examinées dans ce paragraphe. Les dimensions
de ces courbes tendent encore vers zéro, car on aura sur chacune
d'elles à partir d'un certain rang

|EV(^l>Â'>i.

On peut prendre ici k = 2. En effet, R'(5) = 2^ et, pour | ^ |^ ï?
R(^)^4-^Le domaine antécédent de rang i du domaine initial cô
comprend donc le domaine |B/(5)|^2; sur les courbes C// on aura
donc à partir de n--= ï

\^{z)\>k>i.

11 en résulte que non seulement les longueurs des courbes l_n
tendent vers zéro, mais que la somme de leurs longueurs peut être
rendue aussi petite que Fon veut pour une valeur convenable den.
L'ensemble parfait P des points qui sont intérieurs à une infinité
de courbes C_// est donc ici non seulement discontinu, mais de lon-
gueur nulle. On voit ici que P n'est pas sur une courbe simple, car

il contient les deux points doubles a = — —z—v—9» dont les multi-

plicateurs sont imaginaires : s == 2 a == — i =L i \/1 g ; P étant parfait
renferme des points jâ voisins de a; si Fon calcule les antécédents

de [î au -moyen de la branche de la fonction inverse \1 z <— 5 égale
à a pour z == a, ces antécédents tendent vers a en se groupant sur
une courbe en spirale ayant a pour point asymptote, de manière
que l'argument de {3_/^ — a ait plus de deux valeurs limites dis-
tinctes. Aucune courbe passant en a et contenant les points de P
ne peut donc y avoir une tangente unique. Eir transformant la
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configuration obtenue autour de a, parles substitutions Z==R_^(5),
on obtient des configurations analogues autour des antécédents
de a qui sont denses sur P.

On obtient des résultats semblables sur de nombreux exemples
de polynômes, par exemple de la forme ^+a, si | a \ est suffi-
samment grand.

Voici maintenant des exemples dans lesquels R(^) n'est pas un

polynôme. Il suffit de prendre R(-s) = —^—- (m^ 2). Pour 771 == 2,

on a une substitution a cercle fondamental déjà étudiée. Je dis
qu'il n'en est pas ainsi pour m > 2. En efiet, nous avons le point
double attractif z = o, et les points doubles définis par ^w== — i,
situés sur la circonférence | z \ = i, et qui sont répulsifs, car

2 — ( m — l ) ^ m

R^)=
( - S ^ - ï - 2 ) » "

et prend la valeur m-}-ï pour ^=(—i)^ . S'il y avait un cercle
fondamental, ce serait le cercle \z \ ̂  i et l'on devrait avoir un point
double à l'infini conjugué de z == o, ce qui n'est pas.

Les conséquents d'un point s convergent vers zéro pour \z\ <^ \
et uniformément dans tout cercle de rayon < < i . Car, pour que
| R(^) | soit inférieur à | z |, il suffit que | .sw+ 2 | soit > i, donc
que \z\ <i. Pour \z\ < r< i , on aura [R(.s) | <^k\z\ (/c< i). Les
points critiques de la fonction R_< (^) sont d'une part le point à

l'infini, car, pour Z == o, l'équation -^—— == Z admet une racine

nulle et m — i racines infinies ; d'autre part, les points qui
s'obtiennent en faisant R'(Ç) = o, c = R(î). On n ainsi

n \ { nr — ï\ în

^=^' \c^7n{———) ^K')-

Considérons un cercle de rayon très peu inférieur à i, conte-
nant à son intérieur les points c. Soit F ce cercle; cherchons quel
sera le domaine antécédent immédiat ou tout au moins la partie de
ce domaine qui est d'un seul tenant avec l'origine et qui comprend
par conséquent F à son intérieur; elle comprendra la partie posi-
tive de l'axe réel, car quand z varie de o à +00, R(s) varie de o à o.

( 2 \m

en passant par un maximum égal à [ c j pour z = —~Z~~) 9 donc
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intérieur à F. Ceci étant, considérons le domaine limité par la cir-
conférence F dont on a enlevé un arc au voisinage de z = i ; deux
parallèles à l'axe réel de part et d'autre de cet axe qu'on tracera
jusqu'à la circonférence | ^ [ = = 2 , et qu'on suppose assez rap-
prochées pour que la bande ainsi obtenue à la droite de F ait sa
conséquente intérieure à F; enfin, la circonférence [5 [==2 , en
supprimant l'arc compris entre les deux parallèles. On a ainsi un
contour simple C divisant le plan en deux régions simplement
connexes : une région non bornée (qui est une partie de l'anté-
cédent immédiat de Fintérieur de F) comprenant les points cri-
tiques de R_i(.s), et ayant comme conséquente immédiate une
région qui lui est complètement intérieure ; d'autre part, la région
intérieure à C où toutes les fonctions R_,,(^) sont holomorphes.
L'extérieur de C est un domaine de convergence uniforme vers le
point attractif 2 = o. On se trouve ainsi dans les conditions
d'application du paragraphe 21. Je dis qu'on aura sur les
courbes C_n à partir d'un certain rang

| R ^ ) | > K > r .

En effet, on peut écrire

R^)==—[(^-i)-^] R2^)^1-2.

Supposons qu'on ait pris le rayon du cercle F rigoureusement
égal à i. Si z est sur la courbe G_^( / i ^ i ) , on doit supposer l'argu-

ment de ̂ w compris entre + ̂  et + 3 ̂  (limites exclues), sinon on

aurait

|î-+-^|^, R^)^-^—^,
/5 /à

et z\ serait intérieur à C.

L'argument de — — est alors compris entre — — et -A- '-9 eto zfn s. 1 - 1
l'on a

De plus,

On a donc

(w-')-^; >\/(m-l)î+^-i•
|Ri(^)a">-2[^,.

R'(^)>K>m-i,
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et comme on peut prendre le rayon de F aussi voisin de i qu'on le
veut, l'inégalité précédente a bien lieu quand ce rayon est conve-
nablement choisi.

Ainsi donc, les Zn convergent vers zéro dans un domaine qui a
pour frontière un ensemble parfait partout discontinu. Je ne sais
pas si, dans le cas actuel, la longueur de cet ensemble est nulle,
mais dans tous les cas son aire est nulle, car le rapport des éléments
d'aire d'un domaine limité par une courbe C^etdu domaine con-

séquent sera inférieur à .—_ , et comme chaque G_(/,_ ^ engendre

ffi C_//, on a

^ aires G-,» <^^ paires G-(,-(/»-!)»

et comme m (w^ 3) est < i, ces sommes d'aires décroissent

en progression géométrique ; la conclusion s'ensuit.
Indiquons encore rapidement l'exemple qui suit :

R ( < 3 ) = =
ZÏ

^ -+- '2

Ici, tous les points critiques de la fonction inverse sont intérieurs
au cercle de convergence (\z < i). Ce sont les points z = o et

^3 ̂ Ts' Une circonférence de rayon un peu inférieur à i jouera

ici le rôle de la courbe C. Pour démontrer que | R/ ( ;; ) | est > K > i
sur les C_%, on opère comme précédemment, en remarquant encore

que l'argument de z3 est compris entre ^ et 3TC quand z est sur C,.

On aura ensuite

R/(^ = (À ~ 0 R20Î)Î H <A 'R^)! >s-s-

Donc :
|R^) |>K>i .

L'ensemble frontière du domaine de convergence est partout
discontinu. On a ici trois points doubles répulsifs, dont deux sont
à multiplicateur imaginaire.

En résumé, on peut dire qu'étant donnée une substitution
rationnelle [z R-(^)] possédant un point double attractif, si l'on
peut trouver une courbe qui partage le plan en deux régions, dont
l'une contient le point double attractif et les points critiques de la
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substitution inverse, et telle que la substitution donnée la trans-
forme en une autre qui lui soit complètement intérieure, de manière
qu'elle fasse partie du domaine d'attraction du point double, si en
outre, sur les courbes antécédentes de G, on a à partir d'un certain
rang

|tV(^)|>^>

le domaine total du point double a pour frontière un ensemble
parfait partout discontinu ; cet ensemble est de mesure linéaire
nulle si /' est supérieur au degré d de R (^), de mesure superfi-

cielle nulle S l / t ^ > \ / d .

Nous verrons au Chapitre suivant que certaines des conditions
énoncées ici sont inutiles ou surabondantes,

II n'est pas inutile de faire au sujet de ce théorème quelques remar-
ques complémentaires. D^abord il peut y avoir intérêt à avoir pour les
courbes antécédentes du paragraphe 21 un système de numérotage
qui ne soit pas arbitraire. Si l'on désigne par R.1.0/, R—Vî • • * 5 R^Tl1

les déterminations de la fonction inverse, uniformes et distinctes à
l'intérieur de C, il est naturel de désigner par le groupe de chiffres
(a,, o^, . . . , a./) la courbe C_,, qui dérive de G par la substitution

R. '̂ H-^ fR!0^ [.. .^]1 ; de cette manière on voit de suite que :

i°pour que deux courbes C_n et C../^ (n > n) soient intérieures
l'une à l'autre, il faut et il suffit que le groupe de chiffres ou indice
de .d_u' commence par les chiffres de C_,/; 2° que les indices des
conséquentes de C_// s'obtiennent en supprimant successivement

T , 2, 3, ... chiffres à la gauche de son indice ; 3° que les antécédentes
de CL,< s'obtiennent en ajoutant des chiffres à la gauche de l'indice.
A toute suite intime de chiffres on fera correspondre le point
intérieur commun à toutes les courbes ayant pour indices suc-
cessifs les groupes de i, 2, 3, ... premiers chiffres de la suite; de
cette manière, il y a correspondance biunivoque entre les points
de P et les suites infinies de chiffres en question. A cette suite de
chiffres correspond d'ailleurs le nombre compris entre o et i , tel
que la suite de ses chiffres représentatifs après la virgule dans le
système de numération à base d soit la suite proposée, la corres-
pondance étant biunivoque, sauf pour une infinité dénombrable
<le nombres rationnels qui peuvent s'écrire de deux manières, à
savoir ceux qui peuvent s'écrire de manière à n'avoir que des zéros

XLVII. 17
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à partir d'un certain rang et qu'on peut aussi écrire en remployant
que le chiffre d — i à partir d'un certain rang'.

On voit ainsi que P a la puissance du continu ; , nous n'avons
fait que répéter, dans un cas particulier, la démonstration classique
de cette propriété des ensembles parfaits, mais ici le mode de
représentation adopté pour P est en relation étroite avec les pro-
priétés d'invariance de cet ensemble relativement à la substitution
donnée. En particulier, aux fractions périodiques simples corres-
pondent les points périodiques, aux fractions périodiques mixtes
les antécédents de ces points. Si on laisse de côté les dévelop-
pements qui se terminent par zéro répété indéfiniment, on a une
correspondance biunivoque entre les nombres réels ( o < < ^ i )
d'une part et les points de P d'autre part, à l'exclusion des antécédents
de l'un des points doubles qui ne sont pas représentés. A deux
points de P infiniment voisins correspondent deux valeurs de t
infiniment voisines ; la réciproque n'a pas lieu, la quantité com-
plexe qui correspond à un point de P étant une fonction discon-
tinue de ( pour les valeurs de t à représentation ambiguë, mais
continue partout ailleurs. Si l'on pose z^=if(t\ en convenant
que f(t -f- i) =y(^), on a R (^) ==f(dt). A. l'aide de ces remar-
ques, on démontre immédiatement : i° que tout point de P est
limite de points périodiques; 2° qu41 y a, au voisinage de chaque
point de P, des points tels que l'ensemble dérivé de leurs con-
séquents soit identique à P, etc. (cf. § 20).

Une autre remarque qu'il y a lieu de faire, c'est que l'existence
d'un tel domaine de convergence à frontière partout discontinue
n'est pas un cas singulier, c'est-à-dire que cette circonstance se
produira sans qu'il y ait d'égalités particulières entre les coefficients
de la fonction R ( z ) ; il suffit que ces coefficients varient dans un
domaine convenable. Considérons une substitution rationnelle de
degré d pour laquelle le fait se produit, par exemple une substi-
tution à cercle fondamental de deuxième espèce non singulière et
soit une courbe G qui divise le plan en deux régions jouissant des
propriétés indiquées plus haut, l'extérieur de G contenant les
points critiques de R _ < (^) et le point double attractif. Si l'on fait
varier les coefficients de R (^), les 2 ( r f — i ) points critiques
de R._, (^ ), qui s'obtiennent en égalant à zéro le discriminant de
l'équation R( r ) == ^, varieront d'une manière* continue et resteront
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extérieurs à G pour une variation suffisamment petite des coeffi-
cienis. Comme d'autre p a r t R ( ^ ) est une fonction uniformément
continue de z et des^ coefficients dans le domaine (D extérieur à C,
la propriété consistant en ce que û)< ==R((D) est intérieur à cô
subsistera également; pour une raison analogue, on aura encore
PR/ (z) \ >> K/ > | i sur C et à son intérieur (K/ << K). Je dis que dans
(© les R,^ ( z ) convergeront vers un point double attractif. En effet,
un tel point double existe encore dans (D, puisque les racines de
F équation R Çz) =z elles multiplicateurs correspondants s =!{.' (z)
sont des fonctions continues des coefficients; soient a ce point double

et Zn un point intérieur à G. Les fonctions p . .——— étant bornées
0 1 Rn(z)—2o

dans leur ensemble dans a) et tendant uniformément vers ——— dans
a — ZQ

un petit cercle de centre a intérieur à (ô, tendront uniformément vers
cette même constante dans tout le domaine cô ( ( ) . Donc les R,, (^)
convergent vers a dans (D et finalement dans le domaine ayant
pour frontière Pensemble discontinu P.

On peut préciser davantage quand R(s) est un polynôme : il
suffit que le terme constant de R(^) soit suffisamment grand, les
autres coefficients étant donnés pour que la substitution \z |R(^) j
rentre dans la catégorie précédente. Posons

R(JZ) =Ao-^rf-+-Al^/- l-^-...-^-A^l^-r- t = A ( s ) - ^ - t , R'(^) =A f(5),

f ê t an t un paramétre. I/inégalité [ R' (z) |^K (K> i) définit un
ou plusieurs domaines bornés E, qui sont fixes quand t varie.
Soit M la plus grande distance de ces domaines à l'origine. Nous
prendrons toujours | ^ ) > > M . Ceci étant, pour que Pon ait
|R ( z ) | >> | z |, il suffit que \z\ soit supérieur à la racine positive
de l'équation

|Ao|^ /-|Al|^-1-...-[|Arf-l|4-l].y—|^=o.

Soit /• cette racine; dans le domaine (S) : \z\^r ^> r^ les R/z (^)
convergent uniformément vers l'infini. Si, d'autre part, on prend z

( ' ) STIELTJES, Recherches sur les fractions continues {Annales de la Faculté
de Toulouse, t. VIII, 1894). — MONTEL, Leçons sur les séries de polynômes à
une variable complexe^ p. 20 (Gauthier-Villars, 1910) .
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|^ |=|R(^) |^ |<1-M.

Pour que z^ soit dans un domaine tel que (£), il suffit que
1 ^ 1 — M > /', c'est-à-dire en posant | ( | == o que

|Ao|(p-M^-|Ai|^-My/-i- . . .-[ |Arf-i |-4-i](p-M)-p>o.

Le coefficient de p^ étant positif au premier nombre, ceci aura
lieu quand p sera supérieur à L, L ;> M étant, par exemple, la plus
grande racine positive du premier nombre.

Nous prendrons donc | /.| >> L, et r assez voisin de r pour que
l'inégalité |R'(5) |^K entraîne [R^)^/-', ce qui est possible en
vertu de l'analyse précédente ; (0 contient donc les conséquents
des domaines E et en particulier les conséquents immédiats des
points racines de B/(.s) == o qui sont, avec le point à l'infini, les
points critiques de R_.< (z). De plus, sur les courbes antécédentes
du contour G de (fâ, on a [R ' (^ ) | > K> i, à partir du premier
rang. On est donc dans le cas où la frontière du domaine de con-
vergence vers l'infini est partout discontinue (de longueur nulle
s iK>^) .

24. Nous allons étudier maintenant des exemples de substi-
tutions rationnelles ayant deux points doubles attractifs, dont les
domaines respectifs sont d'un seul tenant et simplement connexes,
et séparés par une courbe comme dans les substitutions à cercle
fondamental de première espèce.

Prenons, par exemple, R(^ )==——— (r f^2) . Nous avons ici

deux points doubles attractifs, le point à l'infini et l'origine. On
constate aisément que le domaine du point à l'infini comprend

i
l'extérieur de tout cercle C de rayon supérieur à 3^~1 et que dans
un tel domaine on a : | Z{ \ ̂ > K/ | z \ (K/ > i). De même, le domaine
de l'origine comprend Fintérieur de tout cercle G de rayon plus
petit que i, dans lequel on aura : | z^ \ << k \ z \ (A* <i i). Les points
critiques de R_| (z) sont le point à l'infini autour duquel se per-
mutent circulairement les d branches de R,.< et les points c == R(Ç),

R7 (Ç) ==——;——— == o, ce qui donne d— i points critiques simples,
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\7Tri
tous intérieurs à C, si l'on prend le rayon de C supérieur à ( -)

Les valeurs de R_, (.s) se permutent circulairement sur les cir-
conférences C et C7. Il suit de là facilement que les courbes
antécédentes de C' sont des courbes simples d'un seul tenant
GLn C_2"? • • • ? telles que C_// soit intérieure à G_(/ /_I) , et com-
prenant toutes l'origine à leur intérieur, de manière que z_n revient
à son point de départ sur CL/?, son 'argument ayant augmenté
de 27T, quand z a fait d" fois le tour de G' dans le sens direct.

De la même manière, les courbes antécédentes de C sont des
courbes qui s'enveloppent mutuellement en comprenant toujours
l'origine à leur intérieur et en restant extérieures aux courbes
CL//. Les domaines antécédents de l'intérieur de G et de l'extérieur
de C' sont ainsi des domaines simplement connexes de plus en
plus grands, limités par les courbes C_/; et CL/; ; nous allons voir
dans un instant que l'écart des courbes C _n et C_n tend unifor-
mément vers zéro.

Pour préciser la manière dont les choses se passent, traçons
dans la couronne (G, C'), où les fonctions R_,/ ( z ) sont analytiques
mais non uniformes, la coupure ab dirigée suivant le segment
de l'axe réel positif \ab contient donc le point double répulsifs = i,
et la branche de R._,^ (^), qui est égale à i pour z = i, reste réelle
pour z situé sur a&, de manière que les segments antécédents de
ab^ obtenus au moyen de cette branche de fonction, sont emboîtés
les uns dans les autres et tendent vers le point double z = i. Nous
désignerons par R^(^), RLÎi^), .'.., Ri^-1^) les branches d de
la fonction R_< ( z ) obtenues successivement en partant d'un point
de la coupure avec la détermination initiale également située sur
cette coupure, et tournant autour de l'origine dans le sens direct.
Au domaine initial S, constitué par la couronne où l'on a tracé la
coupure, correspondent ainsi d domaines 8 _ < que nous affecterons
des indices supérieurs (o, i, 2, ..., d— i) et qui sont constitués
par des quadrilatères curvilignes assemblés dans la couronne
comprise entre C_< et G_i, ces domaines n'ayant pas de points
intérieurs communs, mais deux domaines d'indices y et j 4- i (ou o
et d — i ) étant contigus suivant une ligne transversale antécé-
dente de la coupure ab. Les domaines antécédents immédiats des
S-i, c'est-à-dire les domaines S_2, seront obtenus en faisant l'appli-
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cation de S avec les domaines S_,, quij sont contenus dans l'ordre
on on les rencontre, successivement sur oi°i\ Sfi, 5l2^ .... Ces
domaines 5_2, assemblés dans la couronne (CLa^ 'CLs) auront
pour indices successifs dans l'ordre où on les rencontre

(0,0), (o,i) , ..., (o, d — i ) ,

(1 ,0) (1,1), . . . » ( î , â ? — i ) , (2,0), . . . , ( d — ï , d — \ ) ,

deux domaines successifs étant contigus suivant une trans-
versale antécédente de rang 2 de la coupure ab\ le premier et
le dernier sont également contigus suivant un segment de ab.
D'une manière générale, les domaines S_,, ou, ce qui revient au
même, les points a_n et &_„, seront désignés par un indice formé
de n chiffres (a,, a^, .... a,,), signifiant que le §_„ en question
se déduit de S par la substitution

R(a^[R(a^[R^[...(^)]]].

On voit, comme au paragraphe 23, que : 1° pour que deux domaines
S_,, et §_„' {n' ^> ,/i) soient intérieurs au sens large l'un à l'autre,
il faut et il suffit que l'indice de 5_,^ commence par les chiffres
de l'indice de S_.,/ ; 2° que les indices des conséquents de §_„
s'obtiennent en supprimant successivement i, 2, 3, ... chiffres à
la gauche de son indice ; 3° que les antécédents de 3__^ s'obtiennent
en ajoutant des chiffres à la gauche de son indice. En outre, dans
le cas actuel, deux domaines 8_// sont limitrophes si l'un des indices
se déduit de l'autre en augmentant le dernier chiffre de l'un d'une
unité, avec la convention que si ce dernier chiffre est d — i, on
remplace d — i + i ou d par zéro, en forçant le chiffre précédent
d'une unité, et recommençant au besoin l'opération. Enfin un
domaine 8_,, aura une partie de frontière commune avec un 8_(,<_i)
si le dernier chiffre de son indice est zéro ou d— i, et seulement
dans ce cas.

On voit d'ailleurs clairement comment les domaines S_,^ sont
assemblés en considérant, au lieu de l'exemple étudié, le suivant,
R(-3) == ^/, qui donne

1 2fN7t

z-rt-==. ̂ e dnl (pour z = p > o).

Les domaines 3_/< sont alors limités par des circonférences con-
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centriques et des serments de rayons angulairement équidistants ;
mais du point de vue de VAnalysis situs^ tout se passe comme dans
l'exemple actuel.

Etudions maintenant l'ensemble limite des domaines S_,^ c'est-
à-dire l'ensemble des points intérieurs au sens large à une inimité
de ces domaines. Je dis que les dimensions dé ces domaines tendent

uniformément vers zéro avec -1-. En effet, il suffit de montrer,

d'après un raisonnement déjà employé, qu'on a

\R'(z)\ >K>i

dans ces domaines à partir d'un certain rang. Or cela a bien lieu,
car prenons d'abord le rayon de G égal à i ; on aura alors sur la
courbe CLi :

R^L±±tl et M^

d'où

IR'WI^.

•>
Si d^/^ on a donc | B/(5) |^- sur C_< ; donc

|R^) |>K>i ,

même si le rayon de C est un peu inférieur à i.
Des calculs tout élémentaires que nous omettons montrent que

la chose est encore vraie pour d == 2 ou 3. Les longueurs des con-
tours des domaines 8_/; tendent ainsi uniformément vers zéro

avec —; il s'ensuit que l'ensemble limite des points de la cou-

ronne (C_,<, C.,t) est un ensemble parfait, bien enchaîné, sans"
points intérieurs. A toute suite infinie d'entiers (a< a^ . . .a ,^ . . . )
nous pouvons faire correspondre le point de cet ensemble P qui
est intérieur au sens large aux domaines ayant pour indices ( a < ) ,
(a , a^ ), .... (a< a^ ... a^), .... qai sont intérieurs au sens large les
uns aux autres. A deux suites d'entiers distinctes correspondront
en général deux points distincts, le contraire n'ayant lieu que si
ces deux suites représentent le même nombre compris entre o et i
dans le système de numération à base rf. En effet, il résulte de ce
qui a été dit plus haut que l'ordre de succession des domaines S_^
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est le même que l'ordre naturel des nombres

/al+la!+ +°^
\d ^ ^/

qui correspondent à l'indice (ai 0(2 • . .a/?)- ^1 deux de ces nombres
différent d'au moins deux unités du /^ième ordre, ils correspondent
à deux domaines de rang n sans points communs et sans frontière
commune. Si donc deux nombres t et t ' sont distincts, leurs

valeurs approchées par .défaut à -.; près différant de deux unités

au moins pour une certaine valeur de /î, les points p et // de
l'ensemble P que nous leur faisons correspondre se trouveront
dans deux domaines 3._,; et S^ entièrement séparés^ p et p sont

1\
distincts. Si le nombre t est de la forme —» il lui correspondra de

quelque manière qu'on l'écrive dans le système de base d un même
point/? de P qui est un antécédent du point double répulsif ^==1,
les domaines ï_n auxquels il est intérieur au sens large étant alors
tous contigus suivant une transversale antécédente de la cou-
pure ab. On doit toutefois remarquer qu'aux" deux valeurs t = o
et t === i correspondent le même point z == i.

A deux valeurs de t infiniment voisines correspondront deux
points infiniment voisins, ces deux points appartenant à un même
domaine 3—,, pour une valeur infiniment grande de /i, et les dimen-

sions de §_„ tendant vers zéro avec -•

Ainsi, il y a correspondance continue et biunivoque entre les
points de l'ensemble P et les nombres compris entre o et i. Les
points de P forment une courbe représentée par une équation de
la forme

^=/(^

f(t)-, fonction imaginaire de la variable réelle <, continue dans

l'intervalle (o, i). On a / ( i )==/(o) et l'on peut convenir
que f(f+ t ) == f(t)- On a alors

R(^)=/(û?.Q,

cette propriété montrant que l'étude de l'ensemble des conséquents
d'un point de la courbe se ramène à r^lle des nombres obtenus en
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déplaçant la virgule vers la droite dans la représentation d'un
nombre t (o << t << i) dans le système de numération à base d.

Nous voyons en définitive que, grâce à ^introduction d'une
coupure invariante passant par un point double répulsif ̂  nous
avons pu faire l'étude de la frontière des domaines d'attraction des
deux points doubles ( o et oo ) de la même manière que dans le cas
précédemment examiné où la frontière est discontinue.

Dans le cas actuel, nous avons une séparation du plan en deux
régions simplement connexes par une ligne continue, qui sont les
régions de convergence respectives vers les deux points doubles ;
on voit aisément que tout point de la ligne frontière est limite
d'antécédents d'un point quelconque du plan, sauf le point à l'in-
f i n i . Plus précisément, le conséquent d'ordre n d'un domaine
circulaire aussi petit qu'on le veut ayant pour centre un point de
la frontière couvre tout le plan, sauf l'extérieur d'un cercle de
rayon arbitraire, pour une valeur finie de n.

L'exemple précédent peut être facilement généralisé. Supposons
que deux points doubles attractifs d'une substitution rationnelle
(qu 'on peut toujours supposer être l'origine et le point à l'infini),
puissent être respectivement entourés de deux contours simples
sans points doubles G et G' jouissant des propriétés suivantes : les
conséquents d'un point de G ou intérieur à G sont intérieurs à G,
les conséquents d'un point de G' ou extérieur à G' sont extérieurs
à G ; sur G et G', toutes les déterminations de R_ i ( s ) se per-
mutent circulairement. Il existe alors (Chap. I, § 6) d— i points
critiques de R_<(^) à l'intérieur de G et autant à l'extérieur de C\
il n'y en a donc pas dans la couronne (G, G'). Les antécédentes de
G et G' sont des courbes simples d'un seul tenant, les couronnes
(C_^, G".,,) sont intérieures à celles de rang moindre; nous suppo-
serons qu'on a dans ces couronnes, à partir d'un certain rang,

| R ' ( ^ ) | > A : > I .

L'analyse faite plus haut est applicable dans ce cas; nous allons
montrer qu'il existe encore une coupure invariante dans (G, G'),,
constituée par une ligne rectifîable qui a un segment unique dans

(C-^, C-//»-i)) ou (C^, Cl^.i)).

Soient a un point de G, p le point de CL( le plus rapproché <le a,



q le point de C^i le plus rapproché de jo, et b le point de G' le plus
rapproché de q ; la ligne brisée apqb^ formée de trois segments de
droite contenus respectivement dans (C, C_i), (C_<, CL,), (CL( , C'),
est une ligne simple sans points doubles que nous désignerons
simplement par a&; si z décrit a6, une branche de R _ < ( ^ ) dé-
crit a_< b"_^ formée d^arcs algébriques et contenue dans (C_i, C'_^) ;
on peut joindre aa_\ et bb_^ par des lignes brisées contenues
respectivement dans (G, G_| ) et (G', C^) et ne traversant pas ab\
décrivons alors la ligne sans point double a_^abb_^ R_^(\s)
décrira une autre ligne sans point double formée d^arcs algé-
briques a_2a_i b_^ 6_2î on a

R(a-2)===a.-i , R(6-2)=6-i ;

z décrivant cette dernière ligne, R_((^) décrit a_^a_^ 6_2^--»? et
ainsi de suite ; on obtiendra à la n^^ opération

a—n a-(ft-\} b-(n-t) b-n-i

ligne sans points doubles, avec

R ( a-n ) = »-(/»-. i), R ( b-n ) == 6-^-1).

Les lignes (a_i^ a_({^.^) se dédaisant chacune de celle qui suit par
la substitution [.s, R(^)], on aura

longueur (a-,», a-çn-i}) < - g - >

et, a fortiori^

\a-n—a-(n-\)\ < j^-

La série S | a^n—a_^_^\ étant absolument convergente, on a

ï\ma-n == (*),
R(co) = to, | R'(O))| >i.

D'ailleurs, les longueurs des courbes a_n b_n tendant vers zéro
pour la même raison que a_(n-{} ̂ -ni les points b_n tendent vers
le même point double co. Les lignes aa_i, a_< a^a-» • • • ?
€i-n^^(n+{}i ' ' " ) bb_^ b_^ 6_2, ... constituent par leur réunion
une coopure de la couronne (G, G') invariante par la substi-
tution donnée, ayant un segment unique dans les couronnes
(G_^_I), C^n) (CL^_,p C'_^)î de longueur finie et sans point
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double, qui aura en 10 un point asymptote si R/((o) est imaginaire,
mais jouant dans tous les cas le même rôle que la coupure recti-
ligne de l'exemple précédent. Les domaines des deux points
doubles attractifs 0 et 0' sont encore deux domaines simplement
connexes séparés par une courbe sans point double

z=f(t) (o^i),

f{t) fonction imaginaire de la variable réelle ^, telle que, si l'on
convient que/(^4- i) =f(t\ on ait l'équation fonctionnelle

[/(/)] ==/[^] (rf, degré de R).

Nous ferons encore remarquer que le cas examiné ici n'est pas
un cas singulier, les mêmes circonstances continuant à se pré-
senter si l'on donne des accroissements suffisamment petits, mais
quelconques, aux coefficients de R-(.-3).

23. Nous laisserons de côté pour l'instant les cas, limites des
précédents, où il y a un point double de multiplicateur égal à -{-i,
et nous allons étudier des substitutions dont l'itération conduit a
considérer des domaines d'un caractère différent de ceux examinés
jusqu'à présent. Ces exemples nouveaux se déduisent du reste
facilement des substitutions à cercle fondamental par une trans-
formation algébrique du second ordre.

Proposons-nous le problème suivant : trouver une substitution
rationnelle pour laquelle il existe un ensemble de points complète-
ment invariant formé par un arc de cercle ; cet arc doit donc con-
tenir les conséquents et antécédents de tous ses points. On peut,
au moyen d'une transformation homographique préalable, rem-
placer cet arc par le demi-axe réel positif. Soit Z = R(^) la substi-
tution cherchée ; z et R(^) prennent simultanément des valeurs
réelles positives ou nulles.

Posons w = \/z ; w sera réel pour z réel positif; si z n'est pas
sur O.r, w sera, par exemple, dans le demi-plan supérieur; R-(^)

ou Z étant également extérieur à Oa*, W === ^Z sera en dehors de
l'axe réel; nous prendrons W dans le demi-plan supérieur
comme w. Si w varie en restant dans le demi-plan supérieur, il en
sera de même de W, ces deux points atteignant en même temps
l'axe réel. Il s'ensuit que la fonction W(w) ainsi définie estratiôn-
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nelle. On a, en effet, W =^ y/R((F2) et les points critiques pos-
sibles de cette fonction de w sont les zéros et les pôles de RCw 2 ) .
R(pp 2) devient nul ou infini pour w2=a'2^ a étant réel. Si a est
fini et différent de zéro et si a2 est une racine d^ordre impair
de R.(^ '), on aura

R ( w 2 ) ^ ( ^ 2 _ _ ^ 2 ) ^ l p ( ^ 2 ) [P (02)^0] ,

W = y/R(w2) =(w—a)fî+~îH(w),

H((v) •étant holomorphe et non nul pour w==<7 . Si w décrit un
demi-cercle de rayon infiniment petit dans le demi-plan supérieur
autour de a comme centre, de manière que Parfument de ( w — a )
croisse de o à TC, Parfument de W augmentant d^un multiple

impair de -> W ne reste pas sur Faxe réel. Il faut donc que a2 soit

racine dWdre pair de R(-3),.West alors une fonction uniforme
de w pour w=±a. Même remarque si a^ est un pôle. Enfin, si
Fun des points o ou oo est un zéro ou un pôle de R(^),

^/R(w2) est uniforme en ce point. On a donc

W = R , < ^ ) ,

R( étant rationnelle et cette substitution laissant invariants Faxe
réel et le demi-plan supérieur. On est donc ramené à une substi-
tution à cercle fondamental. Posons alors (§16)

w=/:w4- / i—y—A—,
Â»A w — a

les constantes du second membre étant réelles, A et À' positifs, et

cherchons les conditions pour que, en remplaçant W par y/Z

et ^ par ^ ' z , on obtienne une relation de la forme Z==R(^ ) . Il
faut et il suffit pour cela que les deux expressions conjuguées

AÂ-^+A-V.
^ \/~z—a

—/.v/^+A+y—Â—
^ \ / z 4- a

soient égales et de signe contraire, c^est-à-dire que Fon ait, quel
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que soit z^
i v^ A v^ Aî h -+- y ———— — y ———• = o

^M ^z 4- a "̂̂  v/^ — a
ou

^ Aa
A — 7, ———; = o.
^ ̂  — a2

Pour que ceci ait lieu, il faut que les a soient deux à deux égaux
et de signe contraire (l'un des a peut être nul). Les deux termes

A A' .
———— et ——— fournissent alors dans l'expression précédente unew — a w -+- a r r

contribution égale à ————L- • Si a 9^ o, on devra avoir A == A\
b z —a^ / '

De plus, h = o. L'expression de Ri (w) sera donc

R,(^=^-y-^=4A--v—_],/ A^ w 2—a 1 L -^ w2—û^J

les constantes A, a, k étant réelles, positives ou nulles.
On en déduit

-̂l*-!.-̂ ]'-".).
Telle est l'expression générale des substitutions qui satisfont

aux conditions du problème.
Si l'on se donne z non situé sur la partie positive de l'axe réel,

il lui correspond deux valeurs de w==rh:y/5, en dehors de l'axe
réel; soient w l'une d'elles, w\ == Ri (w), ..., w,i= Ri (w/<_<) , ... ;
les points IT',^ restent du même côté de l'axe réel et tendent vers le
point limite a situé soit sur l'axe réel, soit en dehors, suivant
l'espèce de la substitution R( . Les points Zn==- w^ qui se déduisent
de z par itération de la substitution R(^), ont alors pour limite le
point a2 ; on voit facilement que a2 est toujours réel.

Si R, est de deuxième espèce, avec un point attractif unique sur
l'axe réel, il y a sur cet axe une infinité dénombrable de segments
contigus à un ensemble parfait P à l'intérieur desquels les Wn con-
vergent vers a. 11 leur correspond une infinité dénombrable de
segments situés sur Ox, contigus à un ensemble parfait II sur les-
quels les z,i convergent vers a2. Il est partout discontinu; les
conséquents d'un segment contenant un point dé II finissent par
recouvrir entièrement Ox. Il n'y a rien dans ce cas d'essentielle-
ment nouveau.
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Au contraire, si R« est de première espèce, il y a convergence
pour tout le plan vers le point — c2 ( a === ci étant purement ima-
ginaire), sauf sur la partie positive de l'axe réel qui forme ici la
frontière continue du domaine de convergence. On a donc un
domaine de convergence d'une autre nature que ceux rencontres
jusqu'ici. On trouvera facilement les conditions que doivent véri-
fier les constantes A, a, k pour qu'il en soit ainsi. Si par exemple
on suppose tous les a différents de zéro, ces conditions sont

o<.<., ^2^>..

Nous laisserons de côté la discussion de la position des points
doubles qui ne présente pas de difficultés.

Si maintenant on effectue sur Z et z une même transformation
homographique quelconque, on obtient l'expression générale des
substitutions qui laissent invariants un arc de cercle pq et le
domaine non' borné qui a cet arc pour frontière ; s'il existe un
point double extérieur à /?y, c'est alors un point double attractif
situé sur le prolongement de pq et dont le domaine comprend
tout le plan à l'exception de la coupure pq. Dans tous les cas, on
démontre facilement que la substitution inverse R _ < ( ^ ) admet
d — r i points critiques extérieurs àjo^, les d valeurs de cette fonc-
tion se permutant circulairement sur un contour entourant pq et
voisin de cet arc; il y a également des points critiques sur pq
équivalents à d — i points critiques simples et qui sont tous con-
fondus avec les points p et q (exceptionnellement avec un seul de
ces points, si R est du second degré } . ^ z décrivant l'arc pq^
R(5) décrit d fois ce même arc en marchant dans le même sens
tant qu'on n'atteint pas les extrémités/? et q. On a, entre p et y,
l 'un des quatre systèmes de relations :

(I ) ^(P)==P, R ^ ) = < 7 ,
(il) R ( ^ ) = ^ , K ( y ) = = ^
(III) R ( / ? ) = y , R ( y ) = < ? ,
(IV) R ( ^ ) = < 7 , R ( < 7 ) = ^ .

Tout cela est très facile à vérifier et résulte de ce que R_< (^) ne
peut pas avoir de points critiques intérieurs à pq.

Comme exemple, cherchons s'il existe des polynômes laissant
invariants le segment (-- i , -\- i) de l'axe réel et le domaine exté-
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rieur à ce segment. Soit Z = R ( ^ ) un polynôme répondant à la
question. Si Fon pose

<.=4/E?, w=i/E^Y i -+• z y i+z
on en déduit W==R, (w) , qui laisse invariants l'axe réel et le
demi-plan supérieur; R étant un polynôme, R| doit admettre les
points doubles w=±i correspondant à ^ = = 0 0 ; en outre, ces
deux points doubles doivent être des points exceptionnels n'ayant
d'autres antécédents qu'eux-mêmes. Si l'on pose

w-1 , w-1 T
~? — f c» vir . • == ^ îw + i ' W -+- i

la relation W = R, (^) devient T == P(^ ) ; P(^) ayant pour cercle
fondamental le cercle (| <|^i) avec les points exceptionnels zéro et
l'infini, on a nécessairement

P ( t ) = e^ t"1 (a réel, m entier > o).

Si l'on pose

il vient
t = e1^, T == e^+a) = g«î^

co 4*
w=lang-» W=tang~»

— == coscp, Z == cos*!» == cos(/ntp -t- a).
i -t- w

NOTTS sommes ramenés à chercher la condition pour que
cos(my4-a) soit une fonction rationnelle de cosy. Il suffit que a
soit un multiple de TC. Les polynômes cherchés sont donc ceux qui
expriment rhcoswy en fonction de cos tu = z. On a ainsi une
représentation paramétrique commode qui met en évidence les
propriétés des substitutions itérées.

Je signale enfin qu'il est possible de former des exemples ana-
logues de substitutions ayant un point double attractif avec un
domaine dont la frontière est constituée par une courLe de Jordan
non fermée, cette courbure n'étant plus un arc de cercle mais une
courbe non analytique. A l'inverse des cas traités au début de ce
Chapitre, ce cas est singulier, c'est-à-dire suppose toujours véri-
fiées certaines relations entre les coefficients de la substitution.
Nous reviendrons ultérieurement sur ce sujet.

FIN DU TOME XLV11.


