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Sur les fonctionnelles. multiplicatives
par

T. LEZANSKI (Warszawa)

Introduction

Ce travail est une eontinuation de mon article précédent [2]. Noup
y considérons un sous-espace lindaire fermé. £ de I’espace X conjugné
3 un espace X du type B; un espaee lindaire fermé | d’opérations liné-
aires de £ & Z; enfin un espace linéaire M de fonetionnelles lindaires
dans 8, qui satisfont & Paxiome qui était désigné dans [2] par (F). Cet
axiome sera cité plus loin sous la condition (12). A toute fonctionnelle F
qui appartient & M, nous faisons correspondre une opération Ty lindaire
de £ & £, notamment . )

Trpogs Folve-gy) (e, e X)
(voir [2], Introduction).

Nous étudions ensuite 'éguation p4-Tee=y (p,yeX), en faisant
correspondre & Popération I+ un nombre D(F) qu’on appelle le dé-
terminant de cette équation.

En général, on ne peut pas demander que le nombre correspondant
& Déquation (I+4Tx)I+Tp)p=y soit égal & D(F,)-D(F,), va que la
fonetionnelle ¥ ot, par conséquent, D(F)ne sont pas déterminées par T,

Nous infroduisons ici une sorte de ,mulfiplieation’ des éléments
do M, de mamniére que lon ait

T(Fm-pm):TFm‘TF(m pour Fmﬁ'm (Z=1,2);
nous démontrerons que la fonctionnelle D(F) vérifie 'équation

D(F(l)) D (F(ﬂ)) =D{FV | p@ _|_1;r(1)p(2))
pour tout couple FU, F@ J'éléments permutables de M 2),

L. Considérations générales

Soit 20 un annean du type (B), ¢’est-a-dire un anneau lindaire avee
une norme homogéne [A[j satisfaisant a Dinégalité [A-Bij<C|4|-||Bjl
pour A%, Be2l; regardé comme espace linéaire, cet anneau est un es-

1) M, R. Sikorski a remplacé la condition de permutabilité d’éléments FD,
F® par une autre, moins restrietive.


GUEST


14 T. Letahski

pace de Banach aveo la norme |jA[. Soit #(4) (4e ) une fonctionnelle

lindaire fixée. Posons par définition
a(4)=1,

(1) Un(A)zan—l(A)'A—"

UI(A)‘“_—Av

Un—l(A)'-Ai
1

()= B{T, (4).

a, est alors une fonetionnelle homogéne de degré », continue sur e, U,—
une opération homogéne de degré m, continue sur eb & valenrs en 2[
Posons pour A réels, Ae¥,

(2) D,(4)= ;i;l"a,,(A),
(3) Oy(4)= S 1 Tpald).

Les géries infinies
2K, (A)] eb
n=>0

sont évidemment convergentes dans le cercle |A|<7=[max(L,||4|,IP|NT,
ear, en posant a=1/r, on & par induction

%) - IUn(4)<na™ et

DL AN

la, (4)] < o™
ILemMve 1. Soient A;eU (i=1,2), 4, A,=A,4,, et [[4]l<1/5 (i==1,2);
alors

2(——1)“‘1~(A A, A A, _2 —1yts A”+Z’ "“I%A”;.

n=1 fN==1 Nl

Démonstration. Remarquons d’abord que

i At A A A A A S 45 453

55
On en firve
ZIH( 1 —(A1+A3+A1Aa)n<2-(1 Al Al Al <

En outre il est évident que

EH(_HH

Tl<<oo (i=1,2).
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Développong la série

o

2 (_l)n—l

=1

1
; (A1+A2+A1Az)

oG
en une série double Z‘lap,qA{’Ag. On a
ne=
o«

Z [5,q1 IIA [P Aalff < oo

parce que
Ll

1
2 = (a4l + A4l - 14} <oo.
'n-=1,n'
Les coefficients a, , sont respectivement égaux aux coefficients du
développement de la fonetion
" © 1
D=1 (s +tst)
a=1 "
en série double. Mais pour des valeurs convenablement petites, par
exemple pour |8|<<1/3, [H<1/5, on a

Zm' (_l)m—l

1
7—L(s+t+st)“=1og<1+s+t+st)=1og(1+s)+log (1+2)

Nl
~ Syl s@+2
=1 g=1
done
0 1 oc
DT (A Aot Ay do) = ) 4,047 48
=1 pa=1
_Z(_l)?“l Aﬂ+2( 1)(1—1 _Aq
¢. q f. d. L -

Tatorine 1. Etant donnds A;e™ (5=1,2) tels que 4, 4,~=4,4,,
il eviste un 7,30 tel que D;(4) D, (A) =D, (A, + 4,414, A;) pour A<ty

Démonstration. Pour A2, il existe un >0 tel que Dy A)£0
pour |A<e. L’8lément B=u,(A4)/D;(4) vérifie Dégalité —id + 1B
—(—AA)(AB)=0. Mais pour |A|<1/j4l, I'élément =4 24247247 — ..,
satisfait aussi & la condition —AA-1+AC—AC-(—14)=0. On en déduit
que B=0 (voir [1], p. 544, th, 22). En vertu des définitions (1), (2) et (3),

dDy(4 ZW—‘“ (4)= Zl’”*’@ (Unl4) )—@(21 Unpal4)) =

d n=1 peti

®(U,(4))
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pour
. A <r=[max(l, eI DT
done, en vertu de (4),
dD,(4) 1 (UI(A))

il Dy(4)  \D(4)

=¢(f(_1)’k-lz"—1ﬂ =”21(—1)“‘11?—‘¢(A") pour jA[<r.

=1
En intégrant cetite dernidre égalité terme par terme, on obtient
e 1 o 1
(5} log(Di(4)) =2(—-1)”“)@"E@(A")idi(‘z;(—l)"_lal“.d“) (1A < 7).
=1 =1

La constante -d.’ihtégra.tion est égale 3 zéro puisque Dy(4) =1. De (5)
et du lemme 1 on déduit que, pour

M|<(1 R _L)
510 5 A "Bl

on 8

- 1
log D, (Ar -+ A s o)) = 2 D172 Pldt i)
n==1

—of Siiar= L weas]+o S| = tog Dy Hoe D4

==l =1 .
c. q. f. d.

Introduisons les définitions suivantes: pour Ae?, Be?,
aw(d,B) =1,  au(d,B)=0(4),
Upo(4,B)=TUp{4),

(6)  Upgld,B) =ty o4, B)A—T, 1,(4,B) 4

oy {4, B)=P(B),
Uy(4,B)=U,(B) pour p>0 ou ¢g>0,

tty, 1(4,B)B—T, , 1(4,B)B pour p>0, ¢>0
1
am(A,B)—_-mQS(Um(A,B)) pour p+g>0.

o,, 88t une fonctionnelle continue sur 2 x ¥, homogdne, regpectivement
de degré o, ¢ par rapport & 4 et B; U,, — une opération continue sur
2w, & valeurs en 2, homogéne, respectivement de degré p,g par rap-
port & A et B.
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On prouve par induction les égalités

Tu(A+B)= 3 T, ,(4,B),
() o
a, (A-FB) = E %,H(A,B)

p=0
aingi que leg inégalités

|Upeld, B)|<(pFg)2rierera,

, [%(A,B)]<2p+chtp+q)—1,

¢ étant égal & max(1,|D|,|l4d],|B]).

TatoREME 2. Sotent A,e¥ (i=1,2), 4, A, =4, 4,. 8

{8)

(i==1,2),

2 2[%,M(A1+A2+A1Az)l<°°7
70 =0
alors Dy (A +As+ A4, 4,)=Dy(4,) Di(4,).

Démongtration?). En vertu de la supposition et de (7), Di(4d.),
Di(dy), D (A, +A, 1A, 4,) sont des fonetions holomorphes de la va-
riable 1 dans le cercle |A]<1.-En outve, les séries qui définissent ces fone-
tions sont convergentes pour A==1.

Du théordme 1 on déduit 1'égalité Di(d;)Di(ds}=D; (4,44,
+i4,4,) pour un entourage |i|<e du point zéro, donc pour le cercle
entier |A|<1, et, en vertu du théoréme & Abel, pour |i|=1, c q. % d.

Le probléme suivant s'impose: quelle est la forme générale de la
fonectionnelle D(A) satisfaisante & Dégalité D(4).D(B)=D(4+B-+AB),
A et B étant des éléments permutables de 2, contenus dans wn cerfiain
entourage de l'origine? Une réponse partielle est donnée par le théoréme 3.

Soient @, D,,... des fonctionnelles continues dans 20, homogénes
respectivement de degré 0,1,... On suppose $y(d)=1, $,=9 (voir le
début de 1a premidre partie de ce travail).

THEOREME 3. Supposons quw'il ewiste un 5>0 tel que la série
20 0,(4)

%) Cette démonstration ainsi que celle du théordme 3 est dne & R. 8ikorski.
studls Mathematiea XIV 2
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soit absolument convergente, uniformément dans la sphére ||A[j<6, et que
Péguation
0 % oo -
(20.(4)) = 30,24 +42
k(2 o=
ait liew pour tout A e? tel que A< o |24+A%<O.
Alors @, {A)=a,(4) (Ae,n=0,1,...}5

Démonstration. Soient &,,(4,B) (4e¥U,BeW, p,g=0,1,...) des
fonetionnelles homogénes, respectivement de degré p,q par rapport & A
et B, qui satisfont aux équations

&, (A—l—B)—Z pnn(A,B)  (n=0,1,...,4¢%, BeU).

Ktablissons d’abord les dquations

2

) Bt 04, 49= 3 0,4) 0 (),
W0 DO w49 3 04 B a(4).

Soit 4 e fixd. Pour |Al<C e, ot £ 68t un nombre positif, convenable-
ment petif, on a

(Sro.a)'= 3 o 0041747,
=0 =0

la somme & droite est une série de polyndmes uniformément conver-
gente yers une fonetion f(A) holomorphe dans le cercle {1]<Ce; le coefficient
de A" de la foncfion f(1) est alors égal 4 la somme des coefficients eorres-
pondants dans les polyndmes (224 -++1243).

En comparant les sommes mentionnées anx coefficients du déve-
loppement de Taylor de la fonction

(E P A))

k=0

on parvient aux équations (9) et (10).
Pasgons & la démonsfration des équations

B, (d)=c, (4) (Ae,n=0,1,...).
I a été supposé que Oy(d)=m(4), $;(4)==e,(4) (4e). Suppo-

sons maintenant que les égalitiés &, (4)=a,(4) soient démontrées pour
n=0,1,...,2r—1.
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De ’équation (9) il résulte
Dyr0 (24, A)—Do(A) Py (A)— Pr (4) P(A)

21"

= S O(A) Oy i(A) = 3 Do (24, 49,

Mais @,{4)=1, By (24, A4%) =Dy, (24)==2" D, (4); en outre, F,(A)=
=a,(4) (n=0,1,...,2r—1), ce qui entraine &,, ,(4,B})=a,, ,(4,B)
{Ae?, Be¥, p=0,1,...,2, #=0,1,...,2r—1) ef, par conséquent,

T 2r—1 Fd
(2"—2)€lizf(1-4~)———i§1 ai(A)aM(A)—’gl g (24, A%)=(2" —2) 0z 4) ,

en vertu de l’équation (9).
Pour les indices impairs, la démonstration est analogne ¢t se base
sur Péquation (10).
1. Application

(Ci-dessous, nous donnons une application des considérations pré-
cédentes b la théorie des dquations linéaires dans les espaces du type (B)
(voir [21; les motations employées ici sont conformes & celles de [2]).

Soient: X — un espace du type (B), £ — un sous-espace lindaire
fermé de X, & —un espace linéaire fermé de tramsformations lindaires
de E & Z, qui satisfait aux conditions suivantes:

10§ e S, meX, KeR, My=Kyz, g, pour yeX, alors M eR;
20 Popération I, identique sur &, appartient & R;
3 si K;eR (4=1,2), alors K H,eR.

Considérons une fonctionnelle ¥ lindaire sur K. Pour K eR, on en-
tend par F,|Hyy) le nombre F(K). A toute fonctionmelle ¥ linéaire
sur R faisons eorrespondre une opération lindaire Tpde Z & X, 4 savoir

(11) Trpo= o, (pe- oy

Soit 9N Uensemble de toutes les fonctionnelles T linéaires sur K,
qui satisfont aux conditions:
19 T, est mne opération linéaire de = & 5
2 pour Ke®, g6 B, 2 X, on a
(12) L Fu Ky ooy} =ETapu0.
On déduit de (12)
(13) Fo | By Kogy) =K, TpKopn

(pour la démonstration veir [2], p. 246).
2%


GUEST


24 T. Lezanski

1l est facile de démontrer que 9N est un espace du type (B).
Introduisons une sorte de ,multiplication” des fonetionnelles li-
néaives sur 8; FO ot D étant lindaives sur K, on définit

(14) (FOFO)E)=F® (ETpu).
at

Pour FPeM (i=1,2), FOF® gppartient aussi 4 M. Bn effet,
T(F(l)Flsl)= (F“’F‘Z’)w[v)w'tpy} =F§2{Tpm7ﬁw‘¢y}=1‘m1) Towis

Ty b Tpe éfant des opérations lindaires de B & 5, TpuLpa lest
aussi.

Il a 66 démontré en méme temps que Lpaye,=TpwTpe pour
FDeM (i=1,2).

La multiplieation PMF® egt associative:
(FOF®) FO)(E)=F¥(ETpupw) =FO (KT puT)
= (F(Z’F(s))(KTml,): (F(l) (F(i)pﬂ))) (K).
Lespace M est ainsi un annean du type (B) paree gue
\BD PO = PP (BT )| < |F O K| | T < |F D] B
pulsque [|TH[<HF|} {voir [2], p. 245, condition (i)).
Démontrons maintenant quelques égalités:
(15) F;}Bulnggy,{Kﬂhw Hoapa Y- Ks‘i”?lz}]
Zwu)yg{Fsl)v;{Kl%ﬁ” “Hapeyst Ka‘P?/z}]-
En effet, les deux membres sont égaux i K, TpuK,Thu Kot

8 FOF® = pORPY of TeuK;=K{Tga, (1=1,2), égalité suivante
a lieu: : .

(16) stm{Ff,)v,{Kl Y2 Kawzyl}}=F$:,)va{Fgfyl{K1"l’ﬂa ' Ks"l’zf‘/:l”'
En effet,
F 31)#1{1’1 SPzz)Ug{Kl Vale - Kot} } =¥ falful{K s PraEy 1y ?h]
=FO (K Tpudly) = T (K, Tpo )= (FOFO) (K, Ky) = FO (B, K, T )
=P Ky Ty Ky) =FG [FOL B 91y, Kavats))y ¢ g £ @
Pour FeIMN, posons par définition
PF)=F(I),  a(F)=1,

b

U, (F)=F,
(17

O = (AIF~T, s (B)F,  ay(F)= - 0(T,(5),
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a, ost twne fonctionnelle conbinue sur M, homogene de degré n; U,
est une opération continue de M & M, homogéne de degré n.
Conformément aux définitions de [2], on entend par

I(‘Pl’---ﬂ%)
Dyyen s By,
1a valewr du déterminant |g; o] (4,k=1,2,...,7).

Démontrons le théoréme suivant:
THEOREME 4.

1 Pryeres ¥
tt (F) == ;!FM‘{EM‘...{FW"{I(%’M’%) }}}

(Dans ce gui snit, nous ommetirons les parenthdses { } enfre les F)

Démonstration. 10 a(F)=06(F)= F(I):le,,l{l("”l)}.
daF a af Y

20 Supposons
1 Yiseor Vg . .
ak(F)mmle...va{l(y”.“,yk)} (k=1,...,m—1),

et posons
I,=Ty, Tp= i () Tp—Tp s Tr (p=1,2;...,m—1).
& o

Nous démontrerons que Tp=Tuum (k=1,2,...,n—1). La propo-
sition est vraie pour k=1 puisque T;==Tp=T, . Supposons qu'elle 1'6
soit pour k=1, 2,...,q, g<n—1, et posons Myy=yz - gy pour ¢ eb x fi-
xés. On a

T ragiy 90 ={ Ug(F)) (M) =ty (F) F{ M) —F (M T )

= q_l(F)F(M)“F(M‘TUq—L(F))=  (F)F (M) —F(MT, )
:aq—l(F) Typa— Eyy {Tq—ﬂw ‘P?l}:‘ 1 (T Type—T, 1 Tipn=T ¢z,

e. q. £ d.
On gait (voir [2]), que si

1 LEERRREY £}
T i
20 T1¢Px=Fw[1PW'(P?I}7
3 Ty=aey Ti—Tpa Ty (g=1,2,...,n—1),
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alors

1 N
_ ) VsPrree o) Yoo
T gz ————(q_l)!FW{wm ’F‘,ﬂ,l._..Fw‘_w{_l{I( yrirete 1)}} (g=1,...,m—1).

Yo¥isee s ¥gm
Dang Pexpression

F'Pl”l' . .qun{l("/)ls e s'Pn)},

Yigers
développons le déterminant et
I(%,---,%)
Yise s ¥n
suivant la premiére colonne. En temant compte de ce que la valeur de

Wigeas
F‘hylh * 'FH’W?{I( " ’wﬂ)}
YiseoosVp

ne dépend pas de lordre des By on a, en verbu de la propriété é4ta-

blie de T,
PryerryPu .
Ewlvl' ..F""‘”"{I( )} =F¢1V1[¢1y1} LT LR Yareeos ¥
L " Yayerey ¥,
n y Ya
1yl
+{=Z; (=1 Fﬁv"FWW{wl ?I.;l Foat - Fo i F s s+ Eopni

X{I(%,---:%—u"l’iﬂ:“-M”n)}
yl""7y‘i——l7y’l:+1 ""7yﬂ

:(n—i)!ﬁ‘(]) CI,,,,__;(F)-— (ﬂ’—l)FVL"l‘FW{’Pyl} 'szl'z . 'Fm— o
X{I.(wl’wﬂy . -;%_1)}
Y135Yas-- 3 Yna
= =Dl P —(n—1) (1~ )P { T, sy,
=(n—1)! ey 3 (F)O(F)~(Up_o(F)- F) ()]

o D1 o(F) T (1) ) =l ()

8i les éléments F(I’V,...,F‘”’ de M sont permutables, la fonetionnells

. 1
an(F(I)i * "J'F,(n)): EFWWL‘ N 'FWn{I(wu o 71p")}
a ! 13-+ 1 Un
est symétrique (la démonstration est analo

(21, p- (246)), et w'appuie sur (15) et (16)).g1Ie @ celle du lomme (i)
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Du théordme 4, on déduit que, pour F®,F® permutables, on &

5 n ’
e, (F(l),F(')):( )a;(p(l),_“,]_;!(l)’ F(z)’_”,p(ﬂ))
r Pl i ——

ptermes n-~ptermes
et, par conséquent,
5 1 9 YPiyeeos ¥
Lty (B, )| = ﬂzﬂ;gn. LFD RO Fg,g{z( n }
* Yiseoarlin

1(n
< L [oere g,
1l en résulte que
o0 n
Z; Z:]iap,n—p(F(l)7F(2))!<oo
n=0p=
powr F®,F® permutables, co qui donne, en vertu du théoréme 4, lo
théoréme suivant:
TaRoRIME 5. La fonctionnelle

bed 1 1]”1 yere lwﬂa
D(F)=1+ ¥ —Fyp,...F {I( )}
;%! e b yl!"'!yﬂ ’
Sest-a-dive le déterminant de UVéquation g, +FW{W . q:y]= poe (weX)
(voir [2]) satisfait & Iéquation

D(F(l))D(F(Z’)=D(Fm PO L F® F®),
pour tout couple F, F® & ééments permutables de M.

Remargue Dans mon article [2], dont le présent est une conbi-

nuation, Ia dernidre phrase a été mal rédigée. Voici sa teneur adéguate:

»] am indebted to Prof. 8. Mazur for having suggested this problem

to me. I am greatly obliged to Prof. R. Sikorski for valuable advices,

for complate preparation of this paper, for giving of several proofs and
correction of others®. '
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