Sur les solutions bornées et presque périodiques
des équations et inéquations d’évolution.

Maroo BIROLI (¥) (¥%)

Summary. — We show some existence et unigueness theorems for the bounded and almost periodic
solution of some non linear egquations and inequalities of evolution.

Introduction.

Ce travail coneerne les solutions bornées et presque périodiques des équations
et inéquations d’évolution.

Nous precisons les notations utilisées dang la suite; nous indiquons par H un
espace de HILBERT identifié avec son dual pour le produite scalaire (, ) et par | |
la norme induite par (, ) sur H, par V un espace de BANACH uniformément convexe
réel de norme | |, par V* le dual de V, par {, > la dualité entre V et V* et par
| |* la norme duale sur V*,

Nous supposons gque V sgoit identifié avec un sous-espace dense de H et que
Vinjection de V dans H soit compacte.

Le travail se compose de deux chapitres; le premier concerne les équations et
inégquations d’évolution du ler ordre, le deuxiéme concerne les équations d’évolu-
tion du 2éme ordre.

Le premier chapifre se compose de trois parties:

I) On considere Péquation d’évolution du ler ordre
du
i (&) + Au(t) = ()

ou u(t): R—H et 4 est un opérateur linéaire maximal positif sur H; par une mé-
thode, utilisée par AMERIO pour P'extension des théorémes de FAVARD au cas ab-
strait [2], on donne des conditions sufficientes pour la faible presque-périodicité d’une
solution bornée.

(*) Istituto di Matematica del Politecnico di Milano; lavoro eseguito usufruendo di una
borsa di studio del C.N.R. presso I'Universithd di Parigi.
(**) Entrata in Redazione il 25 giugno 1971.
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II) On considére Véquation d’évolution du premier ordre multivoque non
linéaire
du

T + Adu)3 ()

ot u(t): R—V et A est un opérateur multivogue maximal monotone [10], coercif
et uniformément monotone.

Sous des hypothéses opportunes sur la function /), on démentre que le probléme
consideré a une unique solution #(¢) bornée sur R dang V, telle que

ol0) = ) — 0 (0 e At

soit bornée sur R dans H et que, si f(f) est presque-périodigue dans H, u(f) est
presque-périodique dans V.
On considére dans la suite Péquation du ler ordre multivoque non linéaire

‘%‘ (1) + Ault) + Bu(t) 3 f(1)

ol u(t): R—H, A, B sont des opérateurs multivoques, monotones sur H, aussi non
coercives, et B est strictement monotone, i.e. Vv, we D(B) et fixés x€ Bv, ye Bw

(—y,v—w)=0=>0=1w.

On obtient par une méthode, en partie inspirée par un recent travail de AMERIO-
PROUSE [3], des conditions sufficientes pour Punicité et la presque périodieité d’une
solution bornée.

Cette partie abstraite terminée, on considére le probléme parabolique

u(t, x) € Hy(£2) p.p. sur R
su(t, x)

T Ault, z) + Blu(t, x)) 3 f(t, v) p.p. dans £

ot Qc R” est un ouvert borné de frontiére /" et f§ est un graphe maximal monotone
de RXR avee D(f)= R, [10]. Pour ce probléme on donne une formulation faible;
aingi, supposée f(t)e H-1(£2), on peut étendre les resultats de [6], [13], [14].

III) On considére 'inéquation d’évolution

f{(v’(t), v(t) — u(t)) — {Au(t), o(t) —u(t)) + {Mult), ot) —ult)) —

i — F(t), o) —u(t)>} dt > F{{o(t) —ult)|* — o) —w(t)]}, <t
Yo(t) € Lho(R; V) avee v'(t) € Ln(R; H) et v(t)e K p.p.
w(tye C(R; HYN LL(R; V) avee #(t)e K p.p.
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ot K est un ensemble fermé convexe de V avec 0K, 4: V—V* un opérateur
linéaire borné avec (Av, v>>alvf? VoV, a>0 et M est un opérateur linéaire
borné de C(R; H) N L”(R; H) dans L*(R; V*) (ex. un opérateur du type « retard »).

On obtient par une méthode de point fixe, que utilise le théoréme des contractions,

des condifions sufficientes pour Pexistance d’une unique solution «(f) de I'inéquation
=+1
considerée, bornée dans H et S2-bornée dans V (i.e. St%p { Ju -+ n))zdy <—%—oo>.
R 3
On démontre en suite que, sous des conditions simples sur Popérateur M, si f(f)

est presque-périodique (périodique), la solution w(f) est presque-périodique (pério-
digne) dans H et S*-presque périodique dans V. Dans la suite on considéire Péquation

d
% () + Au(t) + Mu(t) = f(2)

ot A:V — V¥ a les mémes proprietés que dans la partie précédente et M est un
opérateur linéaire borné de C(R; V)N L™(R; V) dans £°(R; H).

On démontre, par le méme procedé de point fixe de la partie précédente, des
conditions sufficientes pour l'existence d’une unique solution w(f) de ’équation con-
siderée, bornée dans V et telle que Au(f) est S2-bornée dans H.

On démontre en suite que, sous des conditions simples sur Popérateur M, si i@
est presque-périodique (périodique), la solution u(f) est presque-périodique (pério-
digue dans V et Au(t) est S2-presque périodique dans H.

On considére, enfin, I'inéquation d’évolution

2

f {(f% () + Ault) + Mult)— (1) , o) -—%(t))} dt>

iy

}%‘{W(tz) —u(ty)|? — [o(t,) — “(11)12} y 4 <ty
Vo(t) e Lh(R; V), %%(t) eli(R; H), v(t)e K p.p.
w(tye C(R; VN EL*(R; V) u{tye K p.p.

ol A et M ont les mémes proprietés de la partie précédente, 4 est autoadjoint dans H
et K est un ensemble fermé convexe dans H, 0cK.

On démontre par une méthode de point fixe, qui utilise le théoréme des mappes
compactes, Uexistence d’une solution bornée (périodique) dans V et telle que Au{t)
est bornée dang H.

Le deuxiéme chapitre concerne les équations d’évolution du 20me ordre non
linéaires. Dans ce chapitre on considére le probléme

u(t, ») € Lio(R; HY(Q))

2 ult, ) € £5.(R; £42)

82%8(:; Ly +8 (%(at; ao)) 2f(t,#)  p.p. dans RxQ
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ot £2c R* est un ouvert borné de frontiére /" et 5 est une graphe maximal mono-
tone de RxX R de domaine R.

On éfend % ce cas un résultat de AMERIO-PROUSE [3], concernant la selution
presque périodique de Péquation des ondes pon linéaire dans le eas ot D{f) est un
interval ouvert (borné ou non borné). On considére enfin le cas dans le quel D{f)=R
et on démontre que les conditions concernantes I'unicité et la presque-périodicité
d’une solution bornée, données par AMERIO-PROUSE [3], peuvent é&fre améliorées.

CHAPITRE ler

EQUATIONS ET INEQUATIONS D’EVOLUTION DU ler ORDRE

I - Equations d’évolution linéaires du ler ordre.
q

Soit 4: D(4) — H un opérateur linéaire maximal positif et f(f): R—~H une
fonction faiblement presque-périodique dans H.
Considérons Péquation

du

(1.1) 7 (O +Auy=7®  pPp

Supposons que (I.1) ait une solution #(¢), uniformément continue dans H sur R
et telle que

t+1

(1.2) ﬁAmmmm<cn @) <C  VieR

Indiquons par A, Pensemble des solutions u(t) de (I.1), telles que

(1.3) ﬁAmmmm<0, w(i)|<C  VieR

fu(t + o) —u(t)] <S;1§ [@(t +o)—u(t)]  VoeR,
et
J{(u) = Sup |«{t)] .
feR

On a le résultat suivant (Th. de minimax et faible presque-périodicité):

TahorEME 1. — La fonctionelle J(u) ¢ un unique point de minimum dans A, (t)
et G() est une fonction faiblement presque périodique dans H.
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Indiquons par A,, Pensemble des solutions de (I.1) telles que

Lyl

(1.4) []Au(mmn <C, |ult)<C VieR
lu(t + o) —u(t)| < Sup [2(¢ + o) —2()| , VYVoeR
teR

ol z() est une fonetion uniformément continue dans H; supposons que /,, == @
et démontrons que la fonctionnelle J(u) a une unique point de minimum dans 4, ,;
la premiére partie de la thése sera ainsi démonftrée.

Démontrons d’abord un lemme:

Levue I. — Soit A: D(4A)— H un opérateur multivogue mazimal monotone [10],
et S: D(8) — L2(ty, t,; H) Vopérateur

D(8) == {v(t)l”(t) € L3(ty, 8y H), 4v(l) € L2, 1y; H)}
S(v(t)) = 4v(t) V(i) e D(S).

L’opérateur S est mawimal monotone sur L2(t,,t,; H).

Pour démontrer la thése il suffit {8], de démontrer que Popérateur I--8 est
surjectif.
Soit v(t) € L2(t,, 1,5 H) et soit

r(t) = (I + 4)"o(t) ,

oit r(t) est bien définie, étant (I-4-4)-1, [10], une mappe lipschitzienne definie sur
Ventier espace H.
Ktant A lipschitzienne sur H, on a

r{tye L2(t,, ty; H)
et
Ar(t)s v(t) —r(t) € L2(ty, ty; H).
Done r(t)e D(S) et on a
(L +8)(r(t)) = »(t) .

La thése est ainsi démontrée.

Démontrons maintenant que, sous les hypothéses faites, la fonctionnelle J(u) a
un point de minimum dans A, ;:

Soit {u.(!)} une suite minimisante pour la fonctionelle J (w) dans A, ;.
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On a Vi, 1, <t

[lAu,opan<c, luml<o  Viely,u]

&y

[t {f - ) — . (t)]| < Su}? [#(t ++ o) —2(1)] VoeR.
fe

Ktant f(¢) faiblement presque périodigue, done bornée dans H, on a

iy

J

g

du,
dt

(W)i <0, .

On peut donc extraire de {un(t)} une sous-suite, que, pour simplicité, indiquons
encore par {u,(?)}, telle que

(I.5) lim* u,(t) = 4(t)

n—>rwD

uniformément sur [f,,1,] dans H

(1.6) lim™* Au,(t) = y(?) dans £2(t;, t,; H)
(1.7) im* @ =) dans oo, b H).

n>o  df o %

Pour le Lemme I, Vopérateur A induit sur £2(¢, {,; H) un opérateur maximal positif
linéaire.

Le graphe de 1'opérateur consideré est donc un sous-éspace fermé, donc faible-
ment fermé, de £2(t, 4,5 H) X L%, 1,; H). On a alors

2(t) = Ada(t) .

On peut affirmer que #{) est une solution de (1.1) et que

[tampan<c, @< VieR

Ji(t + o) —a(t)] < Sup |2t + o) —2(1)] VoeR
R
done Gt ed, ;.
De (I.B) on a
Sup |u(?)] < lim inf Sup |u,(1)] .

teR n-+©  teR

De cette rélation suive que #(t) est un point de minimum pour la fonctionnelle J ()
dans A,,.
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Démontrons maintenant que () est Punique point de minimum de J(u) dans 4, ,.
Nous utilisons un procédé par I'absurde. Supposons qu'il y ait deux differents points
de minimum pour J{u) dans A4, ., 4,(f) et %,().

Observons que A, , est un ensemble convexe, done

OBy
On a

% () — T(t)) + A (E0(0) — () = 0 ,
dont

d .., ~ e
a—tlul(t)—uz(t)] <0,

done |d,(t) — #,(t)] est décroissante.
Etant ,(t) + i,(t) il y a un point # tel que

1711(1_5) _ﬁz(z)] =0> 0

done
[ (8} — do(t) > 0 pour <.
Indiquons
b= “}é{}ii J(u) .
On a
(8 + Fa(1) | 5
@L;”&lem k<1, t<i.
|
Indiquons

wly = B0 F )

et soit {s;} une suite réelle tendente &4 -+ oco.
Etant w(t)ed,, et f(t) faiblement presque périodique, il y a une sous-suite de
{ss}, que, pour simplicité, nous indiquons encore par {s;}, telle que Vt,1t, th<i,

Ii_i.}]il* f(i 8?‘) - fs(i)
j—>ex
uniformément sur R dans H,

Hm* w(t — ;) = w,(t) dans H

>
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uniformément sur [i,,¢,],

lim* Aw(t —8;) = x:(t) dang L2, 1,3 H)

. Ldw dw,(t)
Rl S
lim {£t—s;) 7

lim* dans £2(4,,t,; H) .

Par le méme procédé de la partie précédente, on démontre que
Awy(t) = z,t)  p.p.
On peut alors affirmer que w,(f) est solution de Péquation

duw,
(1.8) —{%U;(i)%rAws(t):fs(t) p-p.

et pour les rélations précédentes on a

41

(L.9) [lwimpean<c,  wwl<c  VieR

(1.10) lwi(t)| <ku  VieR

(1.11) [t + o) —wi(t)]| < Sup #(t + o) —2()] VoeR.
teR

De (1.9), (1.10), (1.11) et étant f(¢) faiblement presque-périodique, on peut extraire
de {s,} une sous-suite, que, pour simplicité nous indiquons encore par {sj}, telle que
Vi, by, <t

H‘{** Fo{t + 85) == () dans H

uniformément sur R

Hm* w(l -+ 8;) = w,{{) dans H
j—>+e

uniformément sur [4, %]

lim* Aw, (T -+ 8;) = %se(t) dans L2(ty, t,; H)

j—>too

dw dw
S ¥ S ) e 58 2t 4, HY) .
}un 7 1) 7 ) dans £2(iy, &3 H)

Par la méme méthode de la partie précédente on démontre que
Aws(t) = () p.p.

On peut alors affirmer que w,,(f) est solution de (I.1).
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De (1.9) et (I.11) on a

41
[awapan<c, wunl<c  VieR

t

[Wss(t -+ 6) — wss(8)] < Sup [2(¢ - 6) — 2(1)] VeeR
feR
done
w(t)ed, ;.
De (1.10) on a

J (W) == Bup [w,.({)|<hu<<p.
teR

On tombe donc dans Pabsurde et la thése est ainsi démontrée.

On a ainsi prouvé que J(u) 2 un unnique point de minimum #(f) dans A;; on
doit maintenant démontrer que i(t) est faiblement presque-périodigue.

Nous ufiliserons un eritére de presque périodicité de BoouNER (étendu par AME-
RrI0 & les fonctions presqué périodigues dans les espaces de BAnNAcH faiblement
séquentielment complets, [4], en particulier uniformément convexes).

CRITERE I. — Soit X wun espace de Banach wniformément convexe réel et soit
g{t): R—> X une fonction continue dans X faible.
La fonction g(t) est faiblement presque périodique si et seulement si pour chaque
suite réelle {I} on peut emtraire une sous-suite {1} telle que
im* g(t -+ 1) = gu(t)  dans g
jrt o

uniformément sur R.

Considérons une suite réelle {I;} arbitraire. Etant {f@(¢ -+ I,)} equicontinue et equi-
bornée dans H, il y a une sous-suite de {I;}, que nous indiquons par {l;}, telle que

(1.12) lim* w(t -+ U)=u() dans H

uniformément sur tous intervalles bornés. Démontrons que {l;} peut étre choisie
de fagon que la limite (I.12) soit uniforme sur R.

Nous utilisons une procedé par Iabsurde. Supposons qu’il n’y a aucune sous-
suite {I;} de {I;}, telle que la limite (I.12) soit uniforme sur R.

Il y a alors, VoeV, une suite {t;} et deux sous-suites de {I}, {;;} et {I,;}, tel-
les que

[(a@(t; + 1) — @t + L), )| >0>0.

Indiquons

t+ =y, by - los = yas
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on a alors

[(@(ye) — Wlpas), ©)|>0>0.

Observons maintenant que on a

41

(L.13) [ +yran<c, it +y)l<0  VieR
3

(I.14) [t + 0 -+ yu) =t + )| < Sup fat + o) ()] VoeR
41

(©15)  [lAdlg+y)ldn<C,  Jut+y)l<C,  VieR
]

(116)  [ult+ 72 +0)—ult +yu)] < Sup it + o)~ 70|, VoeR.

On peut alors extraire de {y,;} et {yzj} deux sous-suites, que, pour simplicité,
nous indiquons encore par {y;;} et {y,}, telles que Vi, 1,, t,<f,

1.17) Hm® f(f+yu) = () dans H

uniformément sur R

(1.18) lim* f(t + ) = (1) dans H

uniformément sur R

(1.19) Hm* 4(t + pus) = i,,(f) dans H

fo®

uniformément sur [4, ]

(1:20) lim* Gt -+ poy) = @y, (1)  dans H

jH—>

uniformément sur [f,,¢,]

(1.21) lim* Ad(t + yy) = Adi,(t)  dans L2ty 1,; H)
jt—>o
(1.22) }E’_{)}i AG(E + o) = A#, (1) dans £2(t,,1,; H)
(1.23) hm* (t + ) = di, (1)  dans C2(ty, &,; H)
) e @1 v dat !
(1.24) lim %t— (t 4+ 745) u“ () dans £2(4,1y; H) .
jt—
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On peut alors affirmer que les fonetions u, () et », (f) sont des solutions des
équations

d

) + A =10 P
d
)+ du )= () DD

Etant f(t) faiblement presque périodique dans H, on peut supposer sans, perdre de

generalité, que
Hm (¢ +13) = }Limmf(t + 115 dans H

it
ol les limites sont uniformes sur R; de cetie relation on a
f‘yl(t) - f'yz(t) = f'y(n .
De (1.13), (I.14), (I.15), (I.16), (1.19), (1.20), (L.21), (I.22) on a

41

(1.25) f |4d, () Pdn<C,  15,H<C VieR

(1.26) 7;11@%(1;}12&9;; <0, |#,h<C VieR

(1.27) ;ﬁ,,,(z +0) =, ()| < Swp i +0)—u(0)] ,  VoeR
(1.28) (8L, (1 4 0) — @, ()] < Sup [i(t + o) —u(t)], VoeR
(1.29) L, (0], [, (0)] <m

ot m est le minimum de J(u) sur 4,
(1.30) [(#,,(0) — ,,(0), v)|>0>0.
Démontrons maintenant que 4, (t) = #,(t). On a

Uiy, (1), Uy, (1) EAa.f,, .

Si alors on démontre que m est le minimum de J(4) dans Awy, de la premiére partie
de la démonstration on peut deduir la thése.
Nous utilisons un procédé par 'absurde; si le minimum de J(u) sur A'.h,y est
mineur de m, il y a une fonction #,(t) telle que
dit,,

= O+ A0 =10 pp.

w(t)edz,,, lot)<m—s  VieR, &>0.
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On peut alors extraire de {yl,-} une sous-suite que, pour simplicité, indiquons encore
par {yy;} telle que Vi, 1, h<t,

(L31) lim* f(t— ) = f(f)  dans H

uniformément sur R

(1.32) lim* Uyt —ypy) =%(t)  dans H

uniformément sur [t,?,]

(1.33) lim?* At (t—yy) = Au(t)  dans £t t,; H)
d = i
(1.34) i = 0, (t— 7)) = '2—7: ()  dans £2(t,,t,; H).

De (1.31), (1.32), (1.33), (1.34) on deduit que ﬁ(t) est une solution de (I.1).
Etant

utyeds,, |t)<m—e  VieR,

on a

wed,, J(ﬁy)<m~s.

On tombe donc dans Pabsurde, puisque m est le minimum de J(u) dans A;.
On a ainsi démontreé que
ﬁy;(t) = ﬁ’y,(t);
alors pour (I.30) on tombe dans I'absurde et la thése est démontrée.
On peut donc extraire de {I;} une sous-suite {I} telle que
Hm* 4(t +1;) = 4,(¢) dans H

>t
uniformément sur R.
Du critére de faible presque-périodicité de BoCHNER on a alors que d(t) est fai-
blement presque-périodique.
Le Th. I est ainsi demontré.
Du Th. I on deduit immédiatement le corollaire suivant:

CoROLLAIRE I. — 8i la solution ii(t) de Déquation (1.1) caractérisée par le Th. I a
trajectoire relativement compacte dans H, 4(t) est presque-périodique dans H.

Nous donnons maintenant un exemple d’application. Nous rappelons que un
systéme symétrique d’équations d’évolution sur R est un systéme de la forme

0

a0 9) = 105 )

o n
o ut, @) + 2 A;
i=1
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{1, )
u(t’ m) [
Uy (t, %)
est une fonction sur RXR”® avee des valeurs dans R? et les A, sont des matrices

symeéfriques réelles p X p.
Considérons 'opérateur sur (£2(Rr))?

D) = toeor < (R, $ 427 iare (o)

i

Av = iA,-aiv(w) .
i=1

On peut démontrer [5], que Popérateur A est antiantoadjoint et done, pour le théo-
réme de STONE, générateur d’un semigroupe de contractions linéaires; 'opératenr A
sur (£L2(R"))? est done un particuliére opérateur linéaire maximal positif.
Appliquons dene le Th. 1.
Supposons que f{t, - ): R— (P(R“))p soit faiblement presque périodique et que il
¥ ait une solution %(t, ) du probléme consideré, felle que

41

14 Femmrdn <, 1) |owny <0 VteR

t

et u(t, -): R — (£3(R"))? soit uniformément continue dans (ﬁﬁ(R”))”.
Pour le Th. I on peut alors affirmer que, indiqué

41

A, = {W(ta w)[fHA“(U) Powyrdn<C, [u(®)|@mm><C  VieR,
t

lu(t 4+ 0) —w(t) | cxmny» < Stﬂzp fw(t + o) —u(t)| gxgmy»  Voe R}

J(u) = Sup |u{t)] wsmmye ,
ieR

la fonctionnelle J(#) & un unique point de. minimim 4, #) dans 4, et Ia fonetion
#t, -): R— (£2(R"))? est faiblement presque périodique.

REMARQUE 1. — Dans le Théoréme I on a congideré le cas non homogéne; pour
le probléme homogéne on a un théoréme qui a une démonstration trés facile,

THEOREME II. ~ Soit A: D(A)—H un opérateur antiautoadjoint; considérons
Véquation homogéne
du

(1.35) (0 Au() = 0.
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Toutes solutions de (1.35) avec ume trajectoire wvélativement compacie dans H sont
presque-périodiques dans H.

Soit #(f) une solution de (I.35) & trajecfoire rélativement compacte.
Observons que VoeR on a

;—Zt {(ult + o) —u(f)) + A(u(t + o) —u(t)) =0
dont

lu{t + o) —u(t)]2=0

Lol
Sl =

dont

[u(t -+ o) —u(t)] = Cst .

La thése suive alors d’une critere de presque-périodicité di & BOCHNER:

OrrtirEe I1. — Soit X wun espace de Banach et soit g(f): R—>X une fonction con-
tinue & trajectoire vélativement compacte dans X; si, Voe R,

Inf |lg(t + o) —g(t) || > p Sup |g(t + o) —g(t) .
teR teR

ol u est une constante positive indipendente de o, alors g(t) est presque périodique
dans H.

Nous terminons enfin en observant gue le Th. II n’est pas valable en général
pour les inéquations d’évolution linéaires.

TutoriME II1. — Soit Kc H un ensemble fermé convewe avec 0 € K.

Supposons qu'il y ait un ensemble D dense dans H, tel que Voe D il y ait 1,>0
réel tel que Ave K.

Considérons Vinéquation & évolution

({;—? {t) -+ du(t), v — u{t)) >0 YreK p.p. sur R

u{tye KM D(4) p.p. sur R

(1.36)

ot A: D(A) — H est un opérateur antiautoadjoint linéaire sur H. Soit u(t) wne solu-
tion presque périodique de (1.36), alors u(t) est une solution de Uéquation

du
=7 () + du(t) =0.
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Posons dans (I.36) v=10

(% (t), u(t)) <0 p.p. sur R

dont

=

fu(t)2<0

[
=

t
done |u(?)] est décroissante ef, étant u(f) presque périodique, on s
|u(?)] = Cst
dont
(%—Qg (1), u(t)) = () p.p. sur R.
On a alers

(% (@) + Au(t), v) >0 VveK

done, pour I'hypothése sur K, on a

(% (t) + Au(1), v) >0 VoeH
dont
Dy =0
7 O - dult) = P-p.

dont la thése.

IT - Equations d’évolution du premiér ordre non-linéaires.

a) Le cas uniformément monotone.

§ 1. — Le probléme de la solution bornée.

Considérons un opérateur 4: D(4) > H, [10], multivoque maximal monotone et
tel que Vv, D(4), w;cdv,, i=1,2

Wy — Wy V3 — ) >l v — 0,2, a>0.
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Pour simplicité nous écrirons cette rélation ou des rélations du méme type

{Av, — Avy, vy — 0> ot — v, |2 a>0.
Nous indiquons par (K)® le vecteur de norme minime dans P'ensemble convexe
fermé K.
Considérons Péquation
du

(IT.e.1.1.) T (t) - Au(t) 3 f(t) p-p-

et le probléme de la solution bornée pour (Il.e.1.1.).
Nous rappelons un théoréme concernant la solution du probléme de CavcHY
par (IT.a.1.1.) [9]:

TrkoREME IV. — Considérons le probléme de Cauchy

(I1.0.1.2.) %(t)“}“ﬁﬂ(ﬁaﬂt} tel0, T
u(0) = v,

on
e, 7 1), T meno, ; B)

et u, e D(4).
Il y a une unigque solution w(f) de (IL.a.1.2.), tel que

a) u(t)e D(A) dans [0, T}
by w{t) est lipschitzienne dans H sur [0, T}

¢) u(t) est dérivable & droite dams [0, T']

d) %(t) -+ Au(t) s £(1) p.p. dans {0, 7]

%u(t) + (du() —f@)° =0  dans [0, TT;

[l

L | <exp (—0(f0) —dwe)l +

e)a

%(r) dt p.p. dans [0, T'].

+fexp (—ali—1)
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Pour le probléme de la solution bornée on obtient le resultat suivant:

THEOREME V. — Soit f)e O(R; H)NL™(R; H) et (df/dt)(t) e L=(R; H); Véqua-
tion (IL.a.1.1.) @ une unique solution u(t) bornée dans V et telle que g(t)=f(@)— (du/dt)(t)c
e Au(t) soit bornée dans H.

On peut supposer sans perdre de generalité 0e A(D), 0e A0,

Démontrons d’abord qu’il y a une solution «(f) de (IT.a.1.1.) bornée dans V et
telle que ¢(t) soit bornée dans H.

Congidérons le probléme

du
(IL.a,1,3,) di
w(0)=0.

() + Au(t) 2 (1)

Pour le Th. IV (IL.¢.1.3.) a une unique solution u,(t) e C(0, I oco; H) telle que

dit,

df
gy

< oxp (— o)) (f(0) — 40)7] + f exp (—(t—) | % )

IT.a.1.4.
(Il.a ) 7

dr <

1
<0, + szexp (—a(t—7)) <Oy 4 Cy(1 + exp (—at)) < C,
0
p.p. dans [0, + oq.
En mulfipliant scalairement 1’équation pour u,(t)

du, ,
R0, wslt)) < D), wo)) — aus(t)2
dont
1d
@ [o(t) < Calatg(8)] — cry?|uo(2) 2

ou y est la constante d’injection de V dans H. Démontrons maintenant que

C
1t(2)] <&—?% pour ¢>0.

On a

1d

IT.a.1.5. o
(IL.a.1.5.) 2l

C
|20 (t)[* < ocy®|uo(?)] ('&f‘z - Iuo(t)l) .
Nous utilisons un procedé par absurde; supposons qu’il y ait un point # tel que

" C
Iuo(t)}>&y—22+5, 4> 0.

2 — dAnnali di Matematica
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Etant w,(t) continue dans H et u,(0)=0, il y a un interval [4,,], tel que

02 2
fuo(t:)] = poc +4d uglt)] > 5%23 +6 te Jty, b].

e (IL.a.1.5.) on a alors
— [ue(#)[*<0  dams [t {] p.p-

done |u,(t)| est decroissante.
On a alors

C
PAGIES O—C-yi +4&  dans [ty 6]

2

dont Yabsurde.
On peut done affirmer que

[uo(t)] < ~——l—6 t=0 p.p.

et, pour la genericité de 4,

O,

[uo(t)| < o

pour i>0 p.p.
Soit maintenant » un entier positif et considérons le probléme

d
—— Z(t) + Aua(t)3 /(1)

Upl{—n)=0.

Ce probléme a une unique solution wu,(f) € C(—n, + 005 H).
Posons

du (t)

galt) = f(8) ——— € Aua(?) .

Par la méme méthode de la partie precedente on démontre que

du,
(IL.4.1.8.) %{t)k@g pp. sur [—m, + oof
0,
(IL.2.1.9.) U ()] < — p.p. sur (—n, 4+ oof

oy®
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et de (I1.a.1.7.)
(I1.2.1.10.) 1g.(8)| < O, .

On prolonge les fonction u,(t) et g.(t) & R par 0. On a alors

(I1.¢.1.11.) gnlt) € Au,(t) p.p. sur R
0
(IT.a.1.12.) [ua(t)] < rx;“ p.p. sur R
d
(IT.@.1.13.) iﬁi“”m <0, p.p. sur R

(I1.a.1.14.) lg.(1)| < C, p.p. sur R;
de (IT.a.1.12) et (Il.e.1.14) on a

(IT.a.1.15.) 2. (8) |} < Cy p.p. sur R.

De (IL.¢.1.13.), (IT.e.1.14.), (IL.a.1.15.) on peut extraire de {u,(¢)} une sous-suite,
que, pour simplicité, nous indiquerons encore par {u,,(t)}, telle que Vi,,1,, {,<t,

(I1.0.1.16.) lim w,(t) = () dans H

n—>r+ O

uniformément sur [{,, ,]

i e Ty du -
(IT.a.1.17.) lnlﬂ*: ¥ (t) = T (t) dans £%(¢,, t2; H)
(11.0.1.18.) Lm®* g, () = g(t)  dans C7(n, b H) .

Etant A maximal monotone, ¢,(t) € Au,(t) et pour le Lemme I, Chap. I, (Il.e.1.186.)
et (11.2.1.18.) on peut affirmer que

(I1.4.1.19.) g(t) e Ault) .

De (I1.4.1.17.), (I1.a.1.18.), (I1.¢.1.19.) on a que u(f) est ume solution du pro-
bléeme (IT.a.1.1.).
De (IT.a.1.16.) et (I1.¢.1.18.) on a

[u(t)| < %; sur R p.

lg(t)<C,  sur R p.p.
dont

lu@®)] < Cs sur R p.p.

On a ainsi démontré la partie de la thése concernante lexistence.
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Démontrons maintenant que la solufion de (IT.e.1.1.) bornée dans H est unique.
Nous utilisons un procedé par ’absurde. Supposons que u,(t) et u,(t) soient deux
solutions differentes de (I1.a.1.1.).

On a alors

d% (11(8) — ua{t)) + (Auy(t) — Auy(t)) 20 .

En multipliant scalairement pour (ul(t)—uz(t)) on a

1d
(T.a120) 5 = talt) — ()] <— st — wa(®) |2 < — o unt) — wa(t)]? <0.

De (11.0.1.20.) on a que |u,(t) — u.(#)] est decroissante.
Etant u,(t) 5= w(t), on a qu’il y a #, tel que
ia() — w @) > 0> 0
et donc

[ur{t) —uy(t)| > 0> 0, t<i.

Soient maintenant t,<t, < et integrons (I1.¢.1.20.) sur (f,,%); on a

’%‘{Wl(tz) — g (ty) |2 — |%s(ty) — uz(ti){g} <~_°‘}’2ﬂ“1(5) — (1) PAE < —oay?@*(fy —11)

dont
% Wl(ii) —uy(t;) 2> “7292“2 —4) + % [y (ts) — ua{t2)12> “ngz(tz —1).

On a alors
ilixgm |t {t1) — Ua(ts)| = + o0

On tombe done dans Pabsurde et Punicité de la solution bornée dans H de (Il.a.1.1.)
est démontrée.
Le Th. V est ainsi demontré.

§ 2. — Le probléme de la solution presque-périodique.

Dans ce paragraphe nous considérons le probléme de la solution presque-pério-
digue pour Péquation (IL.e.1.1.).
On a le resultat sumivant:

THEOREME VI. — Supposons que les hypothéses du Th. V soient valables et que f(t)
soit presque-périodique dans H; il y a une unigue solution de (IL.a.1.1.) presque-pério-
digque dans V.
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T’unicité de la solution presque-périodique de (I1.a.1.1.) suive du Th. V.

Pour Ie Th. V il y a une solution unique »(f) de {I1.¢.1.1.) bornée dans V et telle
que g(t) = f{#) — (du/dt){t) € Au(t) p.p. soit bornée dans H.

Démontrons que u(f) est presque-périedigque dans H.

Soit ¢ un nombre réel arbifraire et indiquons

i};—zp [t + o) —f(t)] = M(a) .
On a

g-t (ult + 0) — ult)) -+ (Au(t + o) — Au(t) 5{(t + o) — (8).

En multipliant scalairement I'équation pour (u(t+ o) —u(f)) on a

(IL.a.2.1.) Iu(t + o) — w0} < {F{E + o) —f(2), u(t + o) —u(t)) —

Zdt
—afu(t + o) —uft)|*<|f(t + o) — K )Hmm)-ua£~ay2iu(t+a>—-ﬂ<t>i'-’<

aputt+ )~ )] () — jut + o) — ().

Supposons qu’il y ait un point #, tel que
M (o)
ay?

[u(t + o) —u(f)| <

et démontrons que pour ¢>1%, on a
M(o)

oy® +0

lu(t -+ o) —u(t)| <

Nous utilisons un procedé pour 'absurde; supposons qu’il y ait un point #, tel que
I>1 et

[uff + o) —ud)|> 22 15
xy

Etant w(t) continue dans H sur R, il y a alors un interval {t,,1,], tel que

it o) —ute)] = 45

|u(t + o) —

De {(I1.a.2.1.) on a alors

2 7 I%(i +o)—u®)*<0  dans [t,1,]
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dont |u(t + o) —u{t)| est decroissante dans [¥,%,]; on a alors

u(t + 0) — ()] < %@M dans [t 15].

On tombe done dans absurde; on a aingi démontré que pout t>1

 M(o)
%y

[u(t + o) —u(t) < +6.

Démontrons maintenant que, Vac R, il y a I<a tel que

(i -+ o) — ()] < ﬁf) + 8

Nous utilisons un procedé par Vabsurde; supposons que pour t<a

n (0")

[u(t + o) —u(t {> + 6

En intégrant (I1.e.2.1.) sur [{, ¢], on a alors

2 {jula + o) (@) — |u(t +0) —u(t)} <

i M u
<o [utn + ) — i) (50— [ty -+ 0) — ) an <o T2 da—1).
On a alors
1 P a— 2_15.0‘_) —
§]u(t-}—a)——u(t)| >y e & (@ —1)
dont

tiin; lu(t -+ o) —u{t) = +oo.

On tombe done dans Pabsurde, étant %(f) bornée dans H; la thése est ainsi démontrée.
e (I1.e.2.2.) on a

M(o‘) s

[u(t 4 o) —u(t)| <

sur R et, pour la generecité de d, on a

M(c)

(I1.2.2.3.) [u(t 4 o) —u(t)| < o
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Etant f(f) presque périodique dans H, de (11.2.2.3.) on deduit que u(t) est presque-
périoedique dans H.

On a enfin
M(o)
ay?

aljult + o) —u(t)[[*<<g(t -+ o) —g(1), u(t + o) —u(t))> < C,

dont u(l) est presque-périodique dans V. Le Th. VI est ainsi démontré.

§ 3. — Exemples.

Soit £2c R* un ouvert borné de frontiére I” regulidre.
Congidérons I’équation parabolique non linéaire

2
(T.a3.1) -a—tu(t, @) — du(t, z) 4 B(u(t, ) 3 13, ») p.p. RxQ

u(t,2)ir=0 p.p. R

ol § est un graphe maximal monotone, de RxR.
On peut démontrer, [9], que Popérateur

D(— 4) = {u() e B}(2) N HY(Q)} — Au(z) =—

et ’opérateur

D(B) = {u(»)|u(z) € D(B) p.p. sur Q, u(z)e L}Q),
Jw(z) € f(u(x)) p.p. sur 2 et w(z)e LQ)}

Bu@)) = {wi@)[w(e) € (2), w(z)efu®) p.p. dur Q}  Vu(@)eD(F)

sont maximal monotones sur £3(£2) et on peut aussi démontrer, que Popérateur
— A+ § est maximal monotone.

Soit f(¢, -) bornée dans £3(£2) sur R et dérivable dans £2(£2) avec une dérivée
bornée dans £2(0) sur R.

Pour les Th. V et Th. VI on a alors qu’il y a une unique solution u(t, z) de
(IL.@¢.3.1.) sur Rx Q, telle que u(t, -) est bornée dans H)(8) et, indiqué par

gty 0) = — "D 1 tut, ) 4 fit, ),

glt, ) — Au(t, -) est bornée dans £2(02) sur R.
On démontre [9],

—fAu(t, z)g(t, x)dr>0 p.p. sur R.
Q2
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On a alors que Au(i, -) est bornée dans £3(£2), done u(f, -) est bornée dans Hz(Q).
Du Th. VI on a que, si f{#, -) est presque-périodique dans £2(0Q), u(f, -) est presgue-
périodique dans Hy(Q), donc, étant u(l, -) bornée dans H(2) sur R, u(f, -) est
faiblement presque périodique dans H2{Q).

Dans ce cas, donc, les Th. V et VI améliorent, bien que sous des hypothéses
plus fortes, les resultats de [6].

Indiguons maintenant par v la normale extérieure & £ sur I, par y un deuxiéme
graphe maximal monotone de RX R et considérons le probléme

Bu(at; &) — Ault, 2) + ult, @) + Bult, ) 2 f(¢, ©) p.p. s RXQ
(IT.0.3.2.) .
_'“_"5;—57(”(75, z)) p.p. sur Rx[I".

On peut démontrer, [9], que Popérateur

DA - T) = {u(w) e H2 ), Q@g_i}:v) ey(u(z)) p.p. sur F}
(—4 »{—I)u(w):——gazgéf)+u(w) Yu(x)e D(— A + 1)

et Popérateur § défini comme & la partie précédente sont maximal monotones sur
£2() et on peut aussi démontrer, [9], que — A -~ I-}f est encore un opérateur
maximal monotone sur £2(£).

Soit f(f, -) bornée dans £2(2) sur R et dérivable dans £2(2) avec une dérivée
bornée dans £2(£2) sur R.

Pour le Th. V on peut alors affirmer, qu’il y a une unique solution w(f, #) de
(11.4.3.2.), telle que u(f, -) soit bornée dans H(Q) et, indiqué

gty 0) = — 288D 4 fut, n)—utt, ) 110, 0), 90 9)— Ault, ) + ult, o)

est bornée dans £2(0) sur R.
On démontre, [9],

J'{— Ault, @) + u(t, »)) g{t, #)dw >0 p.p. sur R.
2

On a alors que — Au(t, - )+ u(t, z) est bornée dans £2(£2), done, [9], u(t, -) est bornée
dans H2(Q) sur R,

Pour le Th. VI, si f(, -) est bornée dans £2(Q) sur R, u(, -) est presque-pério-
digue dans H(Q) et, étant bornée sur R dans H*(Q), est presque périodique faible-
ment dans Hz{).
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Voyons maintenant deux exemples, qu’on peut ramener & la formulation (I1.4.3.1.),
et (I1.4.3.2.)

1) Considérons (I1.¢.3.1.) et soit

=0 rela, bf
_ == e 00, 0] ¥ ==
PO=Y Zqo, vl r=b
=0 réla, b].

On verifie facilement, [9], que f§ est un graphe maximal monotone de Rx R. Dans
ce cas {{1.4.3.1.) equivale au probléme

au(;; D dut o) =ft,m)  sur fa<ult,)<B} pD.
Bu(%m) —du(t, 2) <ft, @)  sur {u(t, @) =a} p.p.
a“_(g«;@ — Au(t, @) > f(t,®)  sur {ult, x) = b} p.p.

a<u(t, x)<b p.p. sur xR
u(t, 2)r =0 p.p. sur R.

2) Considérons (I1.a.3.2.) et soit

pry=0.
=0 7€ la, b[
= J— o0, 0] P
Y=Y 0, ool reb
=0 réla, b].

On vérifie facilement, [9], que § et y sont des graphes maximal monotones de R X R.
Dans cet cas (IL.4.3.2.) equivale au probléme

g
”(;; o Au(t, ) + u(t, @) = f(t, )  p.p. sur Rx Q

a‘ug—; D0 qo. (o)t o) eRxT, a<ut, ) < b
ou(t, x)
>

ou(at; ) <0 q.0. {(t, »)|(t, ») e RX T, u(t, x) = b} .

<

q.0. {{t, »)|(t, ) e RX T, u(t, ) = a}
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b) Cas strictement monotone.
§ 1. — Le probléme de la solution presque-périodique.

Soient 4: D(A) -+ H et B: D(B) —~H deux opérateurs multivoques maximal
monotones.

Nous supposons que B soit strictement monotone, ie. si v, we D{B), = € By,
yeBw

(Z—y,v—w)=0=>v=w.

Considérons Péquation
du
(I1.5.1.1.) v {ty + Au(t) 4+ Bu{t)s f(t) p.p.

et pour cetite équation le probléme de la solution presque périodique.

THRoREME VIL. — Soit «{t) une solution de (IL.b.1.1.) & trajectoire rélativement
compacte et telle qu’il y ait une ¢'(t) € Ault) of

70) = ) —g() — e () € Bu
avec
£+l | du 2 I 2
(I1.5.1.2.) f(i—cft—(n)\ + g’ ()] )dn<0 VieR.

t

Soit f(t) preque périodique dans H; u(l) est Punique solution & trajectoire rélativement
compacte, qui satisfait & (I1.b.1.2.), et u(t) est presque périodigue dans H.

Y

Démontrons ’unicité de la solution & trajectoire rélativement compacte de
(11.b.1.1.), qui satisfait (I1.5.1.2.).

Nous utilisons un procedé par V’absurde; supposons qu’il y a deux solutions u,(f)
et u,(t) differents de (11.5.1.1.) qui ont ceftes propriéiés.

Soient

gi(t) € Aus(t) 91(t) € Buy(t) P.p.
g2(t) € Auy(t) , g2(t) € Bun(1) p.p.
telles que

duy

5 O+ a(t) + g1ty =ft)  p.p-
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J (1

t

du2

du(n)

\ +lgim)*dn <0

- () + ga(t) + ga(t) = f(t)  p.p.

f({d%(??)§+!gz ) an<c.

On a alors
%(ul(t) _uz(t}) + (91@ — g3 3)) (gl 1) —gs(t )) =0.

En multipliant cette rélation scalairement pour (u,(t)—uz(t)), on a

(ILb.1.3. 2 0(0) — )< — (9100) — g4 (0), wt) — () <0

De (I1.b.1.3.) on a que |uy(f) —u,(f)| est decroissante.
Etant u,(t) 7 uy(8), il y a & tel que

lua (@) —us(f)| > 0> 0
dont
[, (8} — ()| > 0> 0 t<%.
Indiquons

Ny = litrilﬂ_inf [264(t) — us(£)2<< + o0

N, = li;rn_)_sgp Ju () — u,(B)2<< + o0 .

e (I1.b.1.3.) on a que, choisi un entier % < { et un entier positif arbitraire m,
on a

Ny — N, = —2[(g1() — gh(t), () — w,(0)) dt <

n—1 3

<=2 3 [(gh0 +m)— 20 + )y walf ) —walf + ) iy .

j=n—m
0

Démontrons maintenant le lemme suivante:

Lemyze I1. — Soit X wn espace de Hilbert identifié avec son dual pour le produite
scalaire { , ), et soit | |, la norme induite de (, ), sur X.
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Soit 8: D(S) —X un opérateur multivoque maximal monotone sur X et K, et K,
deux ensembles rélativement compactes de X dans D(S).

Supposons que 8 soit strictement monotone et sotent Xy et Xy dewwr scotions de
8K, et 8K, (pour la définition de section cfr. [10]).

Soient v, we D(8), tels que

v —w|,>0>0; ve K, well,,

il y a alors une constante ¢ > 0, qui depende uniquement de o, telle que pour z € 2, N Sv,
yeX,NBw, on a
(—y, v—w), >0 .

Pour démontrer le lemme nous utilisons un procedé par Pabsurde.
Si la thése est fausse, il y a deux suite {v,} et {w,} dans K, et K, telles que

(IL.b.1.4.) [V — thp], >0 >0
et telles qu’'il v a #,€2yN 8o, y,e2, N Sw,

(I1.b.1.5.) Lim sup (B — Yny Un—Ws) =0 .

n—rwo

Etant K, et K, rélativement compacte, on peut supposer, sans perdre de gene-
ralité, que
lim v, =7, lim w, == w dans X.

n—>w n—->c0

Etant X, et X, bornées dans X, on peut supposer, sans perdre de generalité

lim*z, =z, Lim* g, =y dans » .
PP

Etant S maximal monotone, [10], on a
zeflv, yelSw.,
On a de (ILb.1.4) et (IL5.1.5.)
[p—wl,>0>0, (B4, 20— W) =0.

On tombe done dans P’absurde, étant § strictement monotone.
On peut maintenant términer la démonstration du théoréme considéré.
Observons, que pour j<%—1<i—1, on a

(f‘“ﬂ?’ ) — el + ) 0> 0.
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Observons que les fonetions w;(j-+n) et w,(j-+#) ont des trajectoires contenues
dans deux ensembles rélativement compacts fixés, Vi<n—1, et que

1 1

2
f du, <0 f
@

Tt(j+n)

o

iy, dn<C Vj<i—1.

;ﬁ(?+n)

Lesg deux suite {ul(j—l—n)} et {uz(j+17)} sont donc rélativement compactes dans
£2(0,1; H) donc dans £2(0,1; H).

Observons que 'opérateur § induit de B sur £2(0,1; H) est, pour le Lemme I
du Chapitre I, maximal monotone et on peut facilemment vérifier que cet opérateur
est strictement monotone sur £2(0, 1; H).

Observons enfin que {g;(j+n)} et {g,(j-+7)} sont des sections de S{u,(j-+)} et

S{uli+m} et
1 1
[l +mpan<e [l +mlan<c  j<n—1.

En applignant le Lemme II, on peut déduir que

1

@6 +m =g+, wi +m) —wsli + ) dn>0>0  Vi<m—1

[§]
dont

N, —Ny<—20(m —1).
De cette rélation, étant m positif arbitraire, on déduit que
N,= 4 o0.

On tombe donc dans Pabsurde et la thése est ainsi démontrée.

Démontrons maintenant que «(f) est presque périodique dans H.

Pour démontrer la thése nous utilisons un critére classique de presque périodicité
df a BocHNER:

CrITERE XII. — Soit X un éspace de Banach et soit g(t) une function continue de
R dans X.

La fonction g(t) est presque périodique dans X si et seulement $i pour toutes suites
réelles {1}, il y a une sous-suite {1} telle que

im gt+1)=g,#  dans X

F—>rdco

uniformément sur R,
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Soit {I;} une arbitraire suite réelle; on a

1
0
t+1

flg’(t +1; +n)|2dy =ﬁg’(n +1L)Pdn< 0

1

2
dn =f

t

du
== (1 +1)

dont
1

1
f 4T, ey = f 1§70 + 1)y < €
[1] t

et les fonctions #(t-1-1;) ont les valeurs dans un ensemble rélativement compact de H.
Indiquons

gt +1)={gt+1 +n)}: R—>L0,1; H)
gt +1) = {g"t +1; +n)}: R—£x0,1; H).

Il y a alors une sous-suite de {I,}, que, pour simplicité, nous indiquons encore par
{1}, telle que Vi1, t,<t,

(I1.h.1.6.) Hm w(t + &) = u,(t) dans H

j—to
uniformément sur [, ¢,]

(I1.0.1.7.) Hm* g'(t +1;) = ¢.(2) dans £2(t,, t,; H)

jot

et de (IT.5.1.7.)
(I1.5.1.8.) lim* §'(t +-1,) = §(t)  dams £2(0,1; R)

i—>f o
sur R.
Démontrons maintenant que il y & une sous-suite de {l].}, {l;}, telle que

lim u(t + 1) = u, (1) dans H
§->t0
uniformément sur R.

Nous utilisons un procedé par I'absurde. Si la thése est fausse, il y a une suite
{t;} et deux sous-suites de {I;}, {l;} et {,;}, telles que

(11.5.1.9.) [w(t; 4+ ly) —u(t; + 1) [ >0> 0
(I1.5.1.10.) lim f(f + ly) = lim f(t + 1)

ol les limites sont uniformes dans H sur R.
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Indiquons &+ L=y, t;+ Ls=19.5 on 2 p.p. sur R

1 +1

d 2 d
”%(Hwﬁn) dn=f

2
SOty |a<0  i=1,2
t

+1

1
[t vo+mpan=[iw +papan<o i=1
0

1 ++1
ﬁg”(t + i +n)Pdy =ﬁg”(n +yaPdn<C  i=1,2
¢ ¢

et les fonctions u(t-+y,,) eb u(f-+y,;) ont les valeurs dans un ensemble rélativement
compact fixé de H et de (11.5.1.9.)

[u(y) —u(ye)|>0> 0.

De les rélations précédentes on a qu’il y a deux sous-suites de {y1} et {ys;}, que,
nous, pour simplicité, indiquons encore par {y.}, {3}, telles que V1,1, f,<t,

(ILb.1.11Y jlignm w{t 4 o) = u,, (1) dans H

uniformément sur [t,,4,], i=1,2

. au du,, .
(I1.b.1.12.) }ﬂ:% {t+vy)= dty (t) dans £3(t,,t; H), i =1,2
(I1.5.1.13.) 71}_{9: g’ +v45) = gy, dans £3(t,,8,; H), i=1,2

ALbL14)  Hm*¢'(t+ye) = gh(t)  dams £, 1; H), i=1,2
G

De (I1.b.1.11)), (I1..1.13.), (11.5.1.14.) et du Lemme I du Chapitre I, suive

gr(t)€Au,(t)  i=1,2 p.p.
gn(t)EBu,(t)  i=1,2 p.p.
et de (IL.5.1.10.) suive
(I1.b.1.15.) Bm ft+ya) =) i=1,2
uniformément sur R dans H.
De (I1.5.1.11.) on 3
(11.5.1.16.) [14,,(0) — 14,,(0)| > 0> 0 .
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De (I1..1.11.), (I1.b.1.12.), (I1.b.1.13.), (I1.b.1.14.), (IL.b.1.15.) on a que u,(f) et
u,(t) sont des solutions du probléme

d
22 () + Ault) + But)ef,)  pp.

De (IL.b.1.11.) suive que u, (t) et ., ({) ont les valeurs dans un ensemble rélativa-
ment compact fixé dans H et de (I1.51.12.) et (11.5.1.13.) on a que

1
du?c
J“W & +mn

flgéi(t+n)l2dn<0 p.p. sur R, i=1,2.
¢

2
dy>C p.p. sur R, i=1,2

De la partie précédente, concernante l'unicité, on a alors
ay (1) = oy, (1) sur R.

Pour (I1.5.1.16.) on tombe dans Pabsurde et la thése est démontrée.

On a alors que u(f) est presque périodigque dans H.

Par une méthode analogue, en utilisant (I1.5.1.8.) et du Critére I, on démontre
que g{t) est faiblement §8%-presque périodique.

§ 2. — Un exemple d’application du Th. VIL

Considérons le systéme d’équations d’évolution sur R~
y q

oult,®) &, oult, x) -
-—v-érquzA, 5, + B(u(t, ) = 1@, @)

i=1

est une fonction de RxR» dans Rr, les A, sont des matrices symetriques pXp
réelles et

Bi(ult, #))
ﬂ(u(t, 00)} — ( ........ )

ot B, ..., B, sont des graphes maximals monotones de RXR.
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Considérons les opérateurs sur (£2(R=))»

D) = fotootor e (R, $4.5 e ]
Ap = 2A, 8( ) VoeD(A)
= {v(x) e (£x(R)?, Jw(x)ep(v(z)) p.p. dans R w(z) e (L1(R"))?}

Bo = {w(s{:){w(m) €fv(z) p.p. sur R, w(z) e (L3(R™)7} YveD(B).

On peut facilement vérifier que 4 est linéaire antiautodjoint done maximal mono-
tone sur (Slz(R"))”, [5], et [ est maximal monotone et strictement monotone sur
(£2(R~))7, [9]. Appliquons le Th. VIL

Supposons que f(, -): R— (£¥(R"))? soit presque périodique dans (£2(Rn))»
qu'il y ait une solution w(t, x), telle que «(t, -): R — (£2(R"))? a trajectoire réla-
tivement compacte dans (£2(R®))? et

t+l

(I1.5.2.1.) f |- Au(n) [esmmyody < C
t
#+1 d .
U 2
I1.6.2.2. — dn<C.
( ) f ar ! [eamsy 7
#

Du Th. VII on a que u(f, #) est I'unique solution du probléme consideré & tra-
jectoire rélativement compacte dansg (Qﬂ(Rﬂ))P et vérifiante (11.5.2.1.), (I1.0.2.2.); on
a enfin que u(t, -): R—> (£2(R"))? est presque-périodique dans (L2(Rn))e.

¢) Sur un probléme parabolique non linéaire particuliére.

Soit 2 c R* un ouvert borné de frontidre I' et § un graphe maximal monotone
de RXR aveec D(f)=R
Considérons le probléme parabolique non linéaire

(IL.c.1.) aat” ) — Au(t, @) + B(ult, ®)) 5 f(t,#)  p.p. sur RxQ

wlt, ) =0 sur RxI" p.p.

Dans [6] et au point a) de ce chapitre on a obtenu des resultats concernantes
le probléme de la solution bornée et presque périodique pour (IT.c1.).

3 — Annali di Matematica
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Les resultats sont valables sous des hypothéses fortes sur f(f, #); le bt de cet
paragraphe est obtenir des resultats sur ces problémes sous des hypothéses plus
faibles sur f(t), en utilisant une opportune formulation faible de (Il.c.1.).

DEriNtTION 1. — On dit que une fonction u(t, z) est une solution faible de (I1.c.1.) si

(1) w(t,w) e E?oc(R5 Hé(g))

a
(2) 5 (1) € Lhu(R; L)) + Cha(R; H(Q))
3) il y a une section o(t, x) de p(u(t, »)) (pour la définition de section (efr. [10]),
qui est dams L1 (R; £4(Q)), telle que

loc

d
2 () — Au(®) + olt) = 1)

dans €& (R; £1(92)) + L2 (R; H ().

loc

Avant d’examiner le probléme de la solution faible bornée et de Ia solution faible
presque périodique de (I1.c.1.), nous démontrons un lemme, que nous utiliserons.
(TPexprime & H. BREZIS mes remerciements pour m’avoir donné verbalment la mé-
thode de démonstration du Lemme IV, que, avec plusieurs indispensables précau-
tions, est utilisée pour la démonstration du Lemme III).

LEMME III. ~ Indiguons par

la régularisée de Yoshida de B et soit {u; (x)} (}1_1)& An=10) une suite des fonctions,
sur un ouvert @ borné, telles que u, (x) € LY(Q) e

lim w; (2) = u(x) p.p. dans Q

et

fﬁzu (1, () s, () dr < C .
14

Il y @& une sous-suite que nous indiquons par {Bin, (42, (0))}, telle que

11}_151: B (12, (7)) = 0(@)
dans £1(Q) et
o(z) € B(u(x)) p.p. dans Q.
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Pour démontrer que la solution ﬂln(uln(w)) est rélativement compacte dans la

topologie faible dans £X(Q) nous utilisons un critére de compacité, dit &4 DUNFORD

et PETTIS, [11]:

CrITERE IV. — Soit {o.(2)} une suite des fonctions dans £1(Q), telle que

lim f|a,,(x)|dm =0 EcQ

m(E*—>0
f|a,,(x)|dx< C.
Q

uniformément pour n.
La suite {o,(x)} est alors faiblement rélativement compacte dans LX(Q).

On a

flﬂz(uz Ndo< [ Irlw@)las+ [ |(u)|de.

{req|lug, @<1} {eeqllug, @I>1}

Nous rappellons, [10], que on a |B, (2)|<|f°®%)| pour z€ R; étant D(f)=R, on a
ISHP Br.(2)] < Suplﬁ°(z |<
z <1 z \1

ou O, ne dépende pas de n.
On a done

|82, (w2,(@)) |[dow < C; mis (Q)

{wEQ]luﬂn(xHSI}

On a

 Bra(va, (@) [de < f |Br (12, () ||ua, ()| dow =

{weq|lug, @)1=>1} {zeQliug, @121}
= f B (w2, () uz, (@) de <J B (a, () wa, (w)dx < C .
{zeQllug, @ 1=>1} a
On a done

[182.(w @) dw < 0,
Q

uniformément pour n.
Démontrons maintenant que, pour Ecq@,

lim f]ﬂz (ua,(2))|de =0

mis (£)->0

uniformément pour ».
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Soit ¢ > 0 une nombre réel; on a

[Bnwe@)do< [ @i+ [ f, ()

E {wer18), (up, @) <e} {we |18, (uz, @) 1> 0}

dont

f B (1, ()| o< s (B) g +

+ |83, (s, () | dw < 10is (E)) g + B, (102,()

{weEliBy, (uz, ()| >0} {zeE||8; ,(uz,,(=)]>e}

1

Tixé ¢> 0 arbitrairement, on peut choisir

o> Sup |B(»)|> Sup [B(2);

—2c/e,2¢/el [—2c¢/e,2¢/€l
on a alors

f B, (3,(@) | do < mis (E) 0 + 5, fﬁzn(m,.(w)) us,(#)dw < mis (B) g + 7
P Q

dont, pour la généricité de g, on a la thése.
Du critére de DUNFORD-PETTIS on a alors qu'il y a une sous-suite {8, (us, (#))}

de {B; (u; (x))}, telle que

(I1.e.3.) lim* B, (42,,(2)) = o(x) in CHQ) .

np—>+®

Démontrons maintenant que o(x) € ﬁ(u(m)) p.p. dans Q.
Fixé ¢> 0 arbitraire, est possible déterminer 7c @ tel que

M@—T)<e.

lu(x)| < N p.p. sur T
et tel qu’on peut supposer, sans perdre de generalité

lim uy, (#) = u(x)

nEp—ro

uniformément sur 7.

Soit maintenant
Ed

ja(e) = | fatn) dn

0

et indiguons par j(z) une fonction convexe s.c.i. définie sur R, avec j(0)= 0, telle
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que f(2) soit la sous-différentielle de j(2). On a, [8],

(I1.¢.5.) 311_13;1 i) 4 §(z) VzeR.
Soit maintenant v{a)e L°(T); on a

G2 (V(®)) — iy (U2, (2)) > By (92, (0)) (0() — 1, ()

dont, en intégrant sur T

J (0, (0(@)) — 1 (030,(00)) 4> [ By (0,2)) (00) — 3, 2} B

4

On a pour (I1.c.3.), (IT.c.4.)

(IL.c.6.) lim f B () (0() — gy (7)) de :f o@)(v(@) — u(@)) do .

Rt o

L’intégral au premier membre peut se découper dans

J 510 0@) ~ it (0()) 22 [ (710, (8(0)) — 1y (W0}

Ed

Considérons le premier intégral; pour (IL.c.5.) on a

Hm  (jie (0(®)) — o (1(2))) == §(v(@)) — j(u(@)) .

ny—>+w

On a

- Iﬁo(u(m))n”(w) - u(m)! <— ]ﬁiﬂlk(u(w)) [ I?J(.Z) — M(%‘)! <]lnk(”(w)) - :ilnk(u(w)) <

< Bans (0(@)) lo(@) — u(@)] < |8°(v(@)) [Jv(2) — u(@)] .

Donce
!jﬂ-nk (’0(.’1))) - ?ﬂnk(u(m)) |

sont uniformément bornées, done

(ILe.7.) | (20 (000)) — iy (@) ) e = f (i(o(@)) — i(u(@))do .

L ] Fi

Par la méme méthode on a que

fjlnk(%(m)) —_ jl'ax(ulnk(m)) }

sont uniformément bornées.
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Pour le lemme de FATOUT on a alors

(If.c.8.) hm 0 sup f ?zﬂ,c (w(@)) — Jan, (v, (@ ))d""g <

< lim sup f}ﬁ“(u(m})]{u(aﬁ) — Uz () |doc = 0 .

A=t

e (IL.e.8.), (I1.e.7)), (11.c.8.) on a

(IT.¢.9.) f(j(v(m)) dx fa v(x) —u(z)) do .

Soit maintenant A c 7' arbitraire; indiquons

w, weR zeAd
v(x) = rzel.
wi{x) , ¢4

On 3 de (ILe.9.)
fj(w)— ju(@)) do > f o{@)(w —u(x)) do

4

dont
jw) — j(u(@)) > o(@)(w — u(z))

p.p. dans 7, done p.p. dans @, donc o(x) € f{u(z (x)) p.p- dans Q.
Par la méme méthode on démontre le lemme suivante:

LeMME IV. - Soit {u,(x)} une suite de fonctions définies dans Vouvert borné Q,
telle que u.{w) s L{Q) et

Hm u,.(z) = u(z) p.p. dans ¢ .

B>+

Soit maintenant ¢.(@) € fu.(x)) et

Jacrn(m) un{®)de <O .

Q
Il y a une sous-suite {o, (¥)} de {o.(x)}, telle que

lim* o, (%) = o(x)

N>t ®

dans £1(Q) et o(z) € p(u(x)) p.p. dans Q.

Démontrons maintenant les suivants resultats sur la solution faible u(f, #) bornée
ou presque périodique de (IT.c.1.).
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TukorkiME VIIL. — Soit f(f): R — H-Y(82) bornée dans H-Q2); il y a une solution
faible de (I1.c.1.) bornde dans £2(L2) et S2-bornée dans Hy(£2).

Soit f(t): R — H-1(Q) presque périodique dans H-(2); il y a une solution faible
de (I1.c.1.) presque périodique dans £2(82) et S*-presque périodique dans H(£2).

Indiquons par {, ) la dualité entre H(2) et H-1(Q).
De [7] suive que le probléme

uﬂ.(t7 w) & £1200(R; H&(Q))

d 2 -1
'd_iul(t) € £Iac(lz; H (Q))

d
(2wt v) —{duD), o> + Baua(), > = <0, v>  pp. VoeHy(2)
a une solution wu,(f, ) equibornée dans £3(£2) et S2-equi-bornée dans Hy((Q).
Si £(2) est presque périodique dans £2(£2), les u,(¢, #) sont equi-presque périodiques

et équicontinues dans £2(Q) et S2-equi-presque périodiques dans H(£2).
On a Vi, i, 4<i,

[<atante), mp ar<c.

Du Lemme III on a

(I1.0.10.) liILl:k uz (8) = u(t) dans £2(ty, t,; £2(2))
(IL.e.11.) Lm* () = u(t) dans £%(4,, ty; Hs(9))
(IL.c.12.) Hm™ u,(f) = u(t)  dans S*(Hy(Q))

(01‘1 S:(H(Q)) indigue P’espace des fonctions w(f): R — HL(Q), telles que

1

[ Bmin<c  po.

doté de la norme
1

10 s = Sup. [ [2007) [rsenln)
teR ;
(I1.¢.13.) }_1.)113:; Ban(ua, (1)) = o(t)  dans L, t,; £4Q))
avee o(t, x) € f(u(t, #)) p.p. dans [t,1,]x 2, dont

(I1.e.14.) 31&1: 4 w5, () = —
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dans £2(t,, t,; H(2)) + €44, t,; £1(Q)) pour une opportune sous-suite de {u,(t, 2)},
{uy, (2, z)}. De (IL.e.10.), (IL.c.11.), (IL.c.12.), (I1.c.13.), (IL.c.14.) on a que wu(f, )
est solution faible de (IL.c.l1.).

Si f(t) est bornée dans H1(£2), on a done que u(f, ) est bornée dans £2(£2) et
82-bornée dans H(2); si f(f) est presque périodique dans H-(£), de (IL.c.10.),
(I1.c.12.) on a que u{t, x) est presque périodique dans £2(02) et S2presque périodi-
que dans H(£2).

III - Sur les perturbations des inéquations d’évolution linéaires.
§ 1. — Sur les perturbhations M c£(C(R; H) N L™ (R; H); L°(R; V¥)).
Soit A: V-+V* un opérateur linéaire borné, tel que
(Av, vy >alv|? YoeV,a>0,
et M un opérateur linéaire borné de C(R; H) N £°(R; H) dans L°(R; V*), tel que
| Mo@) [eompn <p[v() |toma — #>0

Vo(t)e C(R; Hyn £ (R; H); soit, enfin, f(t) e L2 (R; V*),

Indiguons par K un ensemble fermé eonvexe de V avee 0 e K et considérons
Pinéquation

(TT1.1.1.) f {0 (1), v(t) — u() + <Au(t), v(t) — u(t)y +
+ {Mult), v(t) — ult)y — {f(0), v(t) —ult))} dt>
>H{[v(t) —u) P — o) —wt)l},  h<t
Vo) e Lho(R; V) avee v'(H)efh(R; H)  v())eK p.p.
wl) e C(R; HYNLL(R; VINC(R; HY  w(t)eK p.p.

Le biit de ce paragraphe est obtenir un résultat concernant I'existence et l'unicité
de la solution bornée et de la solution presque périodique de I’inéguation d’évo-
lation (IIL.1.1.).

TaEOREME IX. — Indiquons par y la constante d’injection de V dans H; supposons
wlay <1 et f{t)eL=(R; V¥),
11 y a une unique solution bornée dans H et S*-bornée dans V de (111.1.1.).
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Démontrons d’abord deux lemmes que nous ufiliserons:

LevuE V. - Supposons verifiées les hypothéses du Th. IX et supposons M = 0;
il ¥y a une unique solution bornée dans H et S*-bornée dans V de (I11.1.1.).

Nous utilisons la méthode de pénalisation. Soit §: V- V* un opérateur de
pénalisation pour K et considérons Péquation, posé f=dJ(v—Pv), VoeV (P pro-
jection sur K),

(I11.1.2.) —Z% (t) + Au(t) +% pu(t) = 1)  p.p.

Cette équation a, [7], une solution wu,(f), telle que

(IT1.1.3.) (1) < C

1
(I11.1.4.) J lus(n)|2dn < C
(1.5 = [, wapan<c

ot C ne depende pas de &¢.
De (I1T.1.5.) on a

+1

(TIL.16.) : [tpuimimzan<o.

Considérons maintenant un interval [4,¢,] et démontrons que la suite {us(t)}
est rélativement compacte dans C=(,, ¢,; H).

De (IT1.1 6.) on peut supposer sans perdre de géneralité

= (1Bt [H)r <K
)] <

pour <&, au moins d’exfraction de sous-suites.
De (I11.1.2.) on a

(o) — o (£2)[* <[ FE) | * [ (t) — we(t0) | +- [ Avae ()] * | aan(t) | —

boi =t
& s

CBus(t), welt) —us(t)y < V¥ [ uslt) — wa(ty) |-+ [ Aus(@)* Juelt) | —

oy b gy [ e

Bualt), Prerio(t) — elta)) < @) [*[0(t) — welta) | + | Aue(t) [* [e(ts) | +

1
+ e {Bus(t)y Prrte(ty) —us(8)) < IFCE I e (2) —wae(t) | 4 | Aua(t) 1 [ ots(ty) ”'}‘%”ﬂue(t) I*K.
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dont il ¥y a 4, tel que pour 0<<d<d, on a

lu(ty + 0) —ult)| <o

o fixé arbitrairement.
On 3

id
5 77 [0ald + 0) — (1) |2 < CF(t + 0) — F(0), welt + 0) —wal1))
dont il y a §, tel que pour 0<d< g, on a

(I11.1.7.) [1:(t + 0) — u.(t)| <20

dans [, t1.
De (I11.1.4,), (I11.1.7.) on a qu’il y a une sous-suite de «,(¢), que, pour semplicite,
nous indiquons encore par u,(f), telle que

(111.1.8.) 181_%1 () = ue{2) dans £=(iy, t.; H) .

e (II1.1.4.) et (IT1.1.6.) on a qu’on peut supposer, sans perdre de generalité,

(ITL.1.9.) ii.{?: us{1) = u(t) dans £2(t,,,; V)
(IIT.1.10.) hng Pus{ty =10 dans £3(1,,t,; V)

dont u(f) e K p.p. dans [, 1,).
Soit maintenant o(t) e L2, ty; V) avec o'(t) € L2(ty, t,; H), o(t)eK p.p.; de
(II1.1.2.) on a
(ITT.1.11.) f {C0"(0), 0(1) — (1)) + CAuD), (t) — 20)) —
—<f(8), v(t) — uo(t }dt> 2{‘77 (t2) — Us(a)[2 — [0(t1) — ta(1)] }

e (IT1.1.8.), (J11.1.9.) on a
(I112)  [{@'0) + Au®) — 1), v(0) — u(t)} de>F{loa) — ulta)[* — o) — ()]}

dont u(f) est solution de (IT1.1.1.) et on a

41
(IL.1.13.) |u(t)j<0jnu(n)nzdn<o VieR

t

dont la thése.
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L’unicité de le solution de (III.1.1.) verifiante (111.1.13.) peut étre démontrée
par les mémes méthodes utilisées dans le travail de PA.: « Rend. Acc. Lincei »,
serie VIII, vol. XLVIII, fasc. 4, 1970.

Levume VI, — Considérons les inéquations d’évolution

(IT1.1.14.) f 2<v’(t) + Au(t) — f(1), v(t) — u(t)) di>
" > 3{olt) —ult) P — o) —u(®)},  ti<ts
Vo(t)e Lo (R; V) avec v'(t) e Lho(R; H) v(t)e K p.p.
w(t)e C(R; HYN L (R; T) u(t)e K p.p.

2

(IT1.1.15.) f W'() + Au(t) —f,(t), o(t) —u(t)>dt>

> FH{[ota) —w(t) | — () —w(t) ]2} <ty
Vo) e b (R; V) avee v'(t) e Lh(R; H), v(t)eK p.p.
w(t)e OR; HyN Lh.(R; V) w(t)e K p.p.

ot f1(t), fa(t) € L=(R; V*).
Il y a une unique solution u(t), (u,(t)) de (I11.1.14.), ((IIT.1.15.)) bornée dans H
et S%-bornée dans V et on a

(I1L.1.16.) ee(t) — %t [ £ ;) <%; () — () [eomi -

Indiquons

wn(t) + )

w(t) = 9

Fixons ¢, t, arbitrairement avec #,<{,.
On peut supposer sans perdre de generalité que w(t)eV.
Détinons w,(?) par les rélations

(IT1.1.17.) { Ny (t) + w(t) = w(t)
Wy(ts) = w(ty) .
On a, [8],
(IX1.1.18.) ]%I_I)lo* wy(t) = w(t) dans £2(¢;, 4,3 V)
(I11.1.19.) Hm w,(t) == w(i) dans £2(t,, t,; H)

n—0

{wg(t), wy (1) —w(@)y <0 wy(t) e L2(ty, 1,3 H), wy(t)e K p.p. dans [t,, t,].
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Posons dans (IT1.1.14.) et (IT1.1.15.) o(f) = w,(?); on a

f<w,, ) -+ A1) — fu(t)y 20y(8) — 1a(0)> > {fen(t) —a(t2) | — o) — )|}

j(w;;(t) + Auy(t) — folt)y wa(t) —us(t)) di > %‘{[wn(tz) — Uy(ts) > — |10y (ts) _Mz(tl)"l} :
De ces deux rélations on a

(TTL1.20) [ {200, w,() —w(®) + CAuwlt), wod) —wu(®) +

- CAu(B), wylt) — a(8)> — (FolB)y wa{t) — wy (1)) — <Falt)y wy(t) — wa(2)0} dE >
> %{{(Wn(tz) — Ua(fa) ]2 + [ (t2) ""uz(tz)iz] - an{tl) — Uy ({)|? + [e0n(ty) “‘uz(tl)ﬂ} s

dont, en passant 4 la limite dans (II1.1.20.) pour » >0, on a pour (IIL.1.18.),
(111.1.19.)

f {KAma(t), w(t) —1(®) + CAua(t), (0) = (1)) —

— {ful®)sw(t) — uy (1)) — {falt), w(B) —uo(t >} dt >
> %{{1’“’@2) — 1ty (8a)]2 + [w(fs) — ua(2s)] ] [ wlty) — w(t:)[? + [w(t) — uz(tl)fz]}

dont

f.{— (A (1) — Aug(t), (D) —45(1)) + <hr(t) —Falt), () —us(0))} >
" > 3 {lus(t) — wa(ta) 2 — fa(t) — walt)|7} -
On a donc
(IT1.1.21.) f{—a{}ul(t)—uz(t)} + a8y — FaO) ¥ wa () — ua(2) |} di >

" > {ua(ts) — ua(ts) 2 — Ja(ts) — walt) %} -
Indiquons

M =Sup [£(0) —Fu(0)]*

et démontrons que

M
Sup [ () — w(Ol <=
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Pour démontrer la thése, il suffit de démontrer que V>0

M
SuD [t3(6)— s(t)] ﬁ; +4.

De (I11.1.21.) on a

i

(I11.1.22.) f (%; — |u(t) — @az(i)[) oy ([ () — uy(2) | dE >

A,

" >‘%{W1(iz)_uz(iz)ia“iul(tz)*“’“z{tl){z} .
Démontrons d’abord que, s'il y a un point f, tel que
. . M
[u2(E) — s (8)] <\(;5/' + 4
on a

(I1L.1.28.) ) — i<+ ¢

vV

Nous utilisons un procedé par P’absurde et supposons qu’il y a {>7 tel que
” - M
(D) — ) > = 4 6.
oy
Btant u,(t), u,(t) € O(R; H), il y a un interval [f, &[, tel que
. . M
[ (E) — vty = — + &
@y
M T
[y (8) —ua(t)| > ;; +4é 1€ M, ta] -

De (I11.1.22.) suive que |us(t) — u,(8)|%, et done ju,(t) — u,(f)|, est décroissante dans
[f,, %], dont

fe(7) _uz(m &\ii‘lg + & sur [Zu Zz];

on tombe done dans Pabsurde et la thése est ainsi démontrée.
Démontrons maintenant que, VaeR, il y a i<a tel que

(I11.1.24.) ial®) — ua®)] <L 4 5.
ay
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Nous utilisons encore un procedé par I’absurde ef supposons que pour {<a on a

M
(1) — us(t)] > oy +9;

de (IIT.1.22.) on a

1 1
3 [:(1) — u,(2)|? >:2‘ 1y (a) —

(w/ ) > Cy{a—1)

dont

Hm ju,(8) —u,(t) P = + oo

o0

On tombe done dans Pabsurde étant u,(f), w,(f) e L™(R; H).
De (111.1.23.), (I11.1.24.) on a

M
[ (f) — ua(?)] é;}; + 9 P.D.

dont la thése.
Démontrons maintenant le Th. IX.
Considérons I'inéquation d’évolution

(IT1.1.25.) f ot 1) 4+ Me(t)—F(t), v(t) — u(t)> di>
> ${Jo(ts) — ulty)]* — o(t) — u(t 0%
Vo(tye LhJ(R; V) avec v'(t) el (R; H), »({t)e K p.p.
w(t)e O(R; HYN £5L,.(R; V) u(tye K p.p.
ol
JOeL™(R; V*) et at)e OR; HYN L (R; H).

T’inéquation (I11.1.25.) a une unique solution u.(t) e C(R; H) N L°(R; H).
Congsidérons la transformation

(I11.1.26.) T+ (1) — u(t) .

Du Lemme VI on a

1
(%, () — u,,(t) n51°°<R;H><;‘Qj | Me(2) — Mzy(t) || g0 svt) <:—"y [2:(t) — 22(t) e (s -

Btant pfey <1, la transformation 7T est alors une contraction sur £7(R; Hyn
N C(R; H) ot a done un unique point fixe u(f). Observons maintenant que une
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fonction de C(R; H) N £*(R; H) est une solution si et seulement si est un point
fixe pour la transformation T.

On a aingi démontré que linéquation (IT1.1.1.) a une unique solution dans
L2°(R; H). Posons v{t)==0 dans (II1.1.1.}; on a

1

[, uirp an=<c,

ou C, est une constante qui ne depende pas de £, dont u(f) est S%-bornée dans V.
Le théoréme IX est ainsi demontré.
Un immediate conséquence du Th. IX est le suivant Th. X:

THEOREME X. ~ Soient les conditions du Th. IX vérifides; supposons que f(t) soit
périodique de période T et que M transforme des fonctions de C(R; HYn L=(R; H)
périodiques de période T dans des fonctions de L™ (R; V*) periodiques de période T.

La solution w(t)eL”(R; H) de (II1.1.1.) est Dunique solution périodique de pé-
riode T dans £°(R; H) de (I11.1.1.).

Observons que si on pose v(¢) périodique de périede T, P'inéquation d’évolution
(I11.1.1.) est invariante pour les translations de T, dont suive que u(f) e L°(R; H)
unique solution dans £¥(R; H) est périodique de période 7.

L’unicité de la solution périodique de période T dans £°(R; H) suive du Th. IX.

Considérons maintenant le probléme de la solution presque-périodique de
(II1.1.1.).

TuEOREME X1. — Soient les conditions du Th. IX vérifiées; supposons que f(t) soit
presque périodique dans V* et que M transforme des fonctions presque périodiques
dans H dans des fonctions presque périodiques dans V*,

La solution u(t) e L™(R; H) de (I1L.1.1.) est presque périodique dans H et S-pre-
sque périodique dans V.

Soit M = 0; dans cet cas (IIL.1.1.) a une unique solution presque périodique
dans H et 8%-presque périodique dans V. Dans les cas considerd la transformation T
transforme des fonctions presque périodiques dans H dans des fonctions presque
périodiques dans H et S2-presque périodiques dans V.

En se rappelant que les fonctions presque périodiques dans H sont un sous-espace
fermé de £7(R; H) et que T est une contraction sur C°(R; H), on deduit que T a
un point fixe dang Pespace des fonctions presque periodiques dans H.

L’inéquation (II1.1.1.) a donc une solution presque périodique dans H et S2-
presque périodique dang V.

T’unicité de cette solution suive du Th. IX étant une fonction presque périodique
dans H bornée dans H.
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§ 2. - Exemples d’application des théorémes IX, X, XI.

Pour les exemples nous nous réferons & les inéguations avee retard.
Soit B: H - V* un opérateur linéaire borné de H dans V* avec

[Bol*<ulo]  VoeH, p>0

et soit w(t) une fonction mesurable, non negative sur R.
Soit maintenant »(t) e O(R; H) N L°(R; H) et indiquons

Mo(t) = Bo(t —o(t)) .
11 est facil de vérifier que M: O(R; HYN (R Hy - L”(R; V*) est linéaire of
[ Mo(t)gemrs <pv() ge @m -

Considérons inéquation d’évolution avec retard
2
(I1.2.1.) J W' (1) + Ault) + Bu(t —o(t)) —f(t), o(t) — () dt >
" > 1{(o(t) — u(t)|—o(t) —u(t)},  h<ty
Vo(t) € L (R; V) avec v'(1) e L (R; H), v(t)eK p.p.

w(t) e Lh(R; V)N C(R; H) u(t)e K p.p.

Supposons play <1 et f(1)L”(R; V*); en appliquant les Th. IX, X, X1 on a:
@) il y a une unique solution bornée dans H et S2-bornée dans V de (IIL1.2.1.);

b) si w(f) est périodique de période T et f(t) est périodique de période T, il y a
une unique solution de (I11.2.1.) périodique de période T, bornée dans H.

¢) si w(t) est presque périodique et f(f) est presque périodique dans V*, il y
a une unique solution de (IT1.2.1.) presque périodique dans H et S*-presque pério-
digue dans V.

Particularisons maintenant (I11.2.1.); posons
V= HYQ), H = 2

K = {v(z)|v(x) € H{(RQ), v()>0 sur I' p.p.}

ot 2c R» est un ouvert borné de frontiere I
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Definissons A par la rélation

aw(w) 8‘1}(93)

=1

{Aw, v) ——J { ~§- w(m)v(w)} Yw, ve HYL)

{Bw, v> wf a{x) m( )fv(x)dw Yw, ve HY(2)

et indigquons encore par B 'opérateur défini par la fermeture du graphe de B dans
HXV*
Supposons a,(z) € £7(£2) et

3 5w 0ol < it o

avee pfoy <1.
Soit f(t) une fonction de R dans (H(Q))* avec f(t) € £® (R; (Hl(.Q))*):

a) dans le cas considéré, il y a une unique solution w(f, z) de (IT1.2.1.) telle
que u(f, -) est borné dans £2(£2) et S:-bornée dans HY(Q) sur R.

b) dans le cas considéré, si w(t) est périodique de période T et f(f) est pério-
dique de période T dans (HY{(2))#, il y a une unique solution de (IIL.2.1.) u(t, z),
telle que u(t, -) € £L”(R; £2(2)) et u(t, -) est périodique de période T;

¢) dans le cas considéré, si o(f) est presque périodique et f(1) est presque
périodique dans (HY(£))*, il y a une unique solution de (II1.2.1.) u(t, #), telle que
u(t, -) est presque périodique dans £2(Q) et Si:-presque périodigue dans HYD).

Observons que, si f(f) € £%(02) p.p., (IT1.2.1.) est formellement equivalent au
probléme unilatéral

9 r %
M(Tt;aa) - Au(i’ 33) + %(t’ w) + z az(a") a%g; m) = f(tf .'L‘) P.p. sur Rx$
=1 i

u(t, ) >0 p.p. sur RxTI"

A

oult, w)> 0 p.p. sur RxTI"

on
ou(t, x)

w(t, ®) — o 0 p.p. sur RxI’

ou par » nous indiquons la normale & I" exterieure a 0.

4 ~ Annali di Matematica
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§ 3. — Sur les pérturbations M cL(C(R; V)N EL2(R; V); £=(R; H)).

Soit A: V —V* un opérateur linéaire borné autoadjoint comme opérateur non
borné sur H et tel que

(A, v) >a|v]? VveV, a>0.

On peut donc supposer sang perdre de generalité (Av, v) == |o|=.
Supposons que Pespace D(4) = {vjveV, Ave H}, normé par [Av|, soit un sous-
espace fermé de V, que s’injecte avec compacité dans ¥; il ¥ a une base de V,
qui est une base orthonormale de H, composée par des vectors propres de A dang H.
Soit M un opérateur linéaire borné de C(R; V) N £L°(R; V) dans L”(R; H), tel
que Vo) e OR; VYN L2 (R V)

1 Mo(t) oo irsm < plo(t) | Lo mimy u>0

et soit f(t)et? (R; H).

Considérons Péquation d’évolution
du
(IIL.3.1.) Fr (8) + Aul(t) + Mu(t) = f(t) P.p.
Notre biit est maintenant obtenir un résultat concernant Pexistence et unicité
de la solution bormée et de la solution presque périodique de ’équation d’évolu-
tion (I11.3.1.).

TuoriME XII. - Indiguons par v' la constante d’injection de D(A) dans V et
supposons pfy < 1.

Soit ftyeL°(R; H); il y a une unique solution de (IIL3.1.) bornée dans V et
82-bornée dans D{(A4).

Démontrons d’abord un lemme:

Lemwe VII. — Supposons que les hypothéses du Th, XII soient verifides et sup-
posons M =0; il y a une unique solution de (111.3.1.) borné dans V et S>-borné
dans D(4).

Nous utilisons la méthode de FAEDO-GALERKIN. S0it {05, ..., Vs, -..; 12 base de V
composée par des vectors propres de 4 dans H, qui est une base orthonormale de H,
et indiquons par V, lespace engendré par les vectors {v, ..., Cn

Considérons systéme approximant

di,

(1) + Aua(t) = Ful0)

%

walt) = Sa)v,  fult) = X (7(0), 0)

i=1 §=1
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Ce systéme a, [7], une solution %.(f) borné dans V, et continue dans V.. On a

(ITL.3.2.) (i), A)) + | A< (100, Aut)
dont

d
(ITL.3.3.) & A0, wa(0)> < O] [ (D) — | A, (D)2

De (II1.3.3.) on a

(IIL.3.4.) 5 5 LD < (01— a0 420

Indiguons SRup ()| = € et démontrons que
C
%n(t <=5,
| Hly
Démontrons d’abord que si
<8, 6>,

on a

(I11.3.5.) [ u.(2) !K}g +46  t>1.
Nou utilisons un procedé par I'absurde; supposons qu’il y ait un point #>1, tel que
- C
lua@>— + 6.
4
De la continuité de w,(f) suive qu’il y a un interval [f,1,], tel que
, o}
unt) = — + 6
7
‘ C .
\l“n(t)ll>,}7 + 0 telh, b].
De (I11.3.4.) on deduit que [u,(t)]?, donc [u.(?)], est décroissante, dont

‘

i

lua(t)| <— + 0 tell, ]

dont Pabsurde, et la thése est ainsi démontrée,
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Démontrons maintenant que, VacR, il y a i<a, tel gque

¢

(I11.3.6.) lua(®) < >

+ 6.

Nous utilisons encore un procedé par I’absurde; supposons que

Y
{jun(i)]!>7—/—,—i—6 t<a

On a
(@) — (0% < — 28| dunm)ldn
13
dont
lu.(t)2>28C(a —1)
dont

lim [#a(t)] = + oo

F>m 0

On tombe donc dans absurde et la thése est démontrée.
De (I11.3.5.) et (I11.3.6.) on a que

(I11.3.7.) Ja(t) ] < :/9,' + 4 VieR
done

y C
(I11.3.8.) (1)) < ;7 VieR.

De (I11.3.4.) et (I11.3.8.), en intégrant, on a

tt1
(I11.3.9.) f |Aun(n)j2dn<C,  VieR

£

done de ’équation considerée on a

+1

(I1L.3.10.) J

£

2
%(n)idn<02 VieR.
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De (111.3.8.), (I11.3.9.), (II1.3.10.) on a qu'on peut extraire de {u,(!)} une sous-
suite, que pour simplicité, indiquons encore par {u.(f)}, telle que

(I11.3.11.) ™™ 4, (2) = u(t) dans £=(R; V)
(IT1.3.12.) Hm* Au,(t) = Au(t) dans L. (R; H)
(ITL.3.13.) limt Pl @ g e (R ).

n—>o0 dt dai
De (111.3.11.), (I11.3.12.), (¥I1.3.13.), étant

Lm f,(1) = (1) ~ dans £i.(R; H),

on a que u(f) est solution de 'équation

du
S0 + du(t) = f(t)
et que
c
(T11.3.14.) u@)] < "
(I11.3.15.) f{Au(n)]"’*dn< ¢; p.p. sur R,

4
De (I11.3.14.), (IT1.3.15.) on a que

t+1

(111.3.16.) f

1

du 2
Eg(ﬁ)l dp<C, p.p. sur R,

de (I11.3.15.) et (I11.3.16.) on a que u(t)e C(R; V).
Démontrons maintenant le Th. XII.
Soit z2(t) e C(R; V) N L°(R; V) et considérons ’équation

dw

7 O +Aut) + M) = (1) p.D-

Du Lemme VII on a que cette équation a une unique solution u.(f) € O(R; V)N
NL*%(R; V). Considérons la transformation sur O(R; V)N L2(R; V)

T 2(t) — u, (1)

et démontrons que, dans les hypothéses faites, cette transformation est une con-
traction.
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Soient #(t), 2, e C(R; VYN L(R; V); on a

d
Zunt) + Au, () + Ma) = 1) DD,

d
7 () + Ak, (1) 4 Mzy(t) = f() pP.p-

dont

d
7 (ue,(1) — 2, (1) + A, (1) —w, (1) = M{2,(1) —2(t))  p-p.

Dy Lemme VII on a

[[90,,(8) — 2, (8) | £= o7 <§ [21(t) —2a() e im0y

et, étant u/y’'< 1, la thése est ainsi démontrée.
La transformation 7 a done un unique point fixe sur O(R; VN L(R; V) et
tel point fixe est solution de Péquation

(I11.3.17.) ‘%‘ (t) -+ Au(t) + Mu(t) = f(t),

mais toutes solutions de (IIL1.3.17.) dans C(R; V) N L°(R; V) sont un point fixe

pour 7. On peut donc deduir que u(f) est Punique solution de (III1.3.17.) dang

CR; VINEL®(R; V) ef, du Lemme VII, on a que Au(f) est S%-bornée dans H.
Une immédiate consequence du Th. XIT est le suivant Th. XIII:

TarorEME XIII. — Soient verifides les hypothéses duw Th. XII; supposons que
f(t) soit périodique de période T doms H et que M transforme des fonctions périodiques
de période T de L°(R; VYN COR; V) dans des fonctions périodiques de période T
de L°(R; H).

La solution u(t)e C(R; VYN L2(R; V) de (111.3.17.) est périodique de période T et
est Pumique solution périodique de période T de (I11.3.17.).

Dansg les hypothéses faites 'équation est invariante pour des translations de T,
alors #(f) est périodique de période 7.

L’unicité suive immediatement du Th. XTII.

Considérons maintenant le probléme de la solution presque périodique pour
(IT1.3.17.).

TakorEME XIV. — Soient verifides les hypothéses du Th. XII; supposons que f(f)
soit presque périodique dans H et que M transforme des fonctions presque périodiques
dans V dans des fonctions presque périodiques dans H. La solution w(t) € O(R; V) N
NEL2(R; V) de (II1.3.17.) est Punique solution de (YIL.3.17.) presque périodique dans V
avee Au(t) S-presque périodigue dans H.
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Posons M == 0 et considérons Péquation

du

) +Au(t)=f(t)  p.p.

On a
(% (ut +7) —u®) + A(ult + ) —u(t) =f(t +7)—ft)  p.p. VTeR,
dont pour le Lemme VII

(I11.3.18.)

-+ ) — ()] < 2 Sup e + ) — 0l

donc u(f) est presque périodique, dont Au(f) est S2-presque périodique dans H.

La transformation T est donc une contraction sur les sous-espace de O(R; V) N
NEL2(R; V) composé par les fonctions presque périodiques, dont- T a un point fixe
unique dans cet egpace.

On peut done déduir que Péquation (IT1.3.17.) a une unique solution u(f) presque
périodique dans V avec Awu(t) S2-presque périodique dans H.

Considérons maintenant le cas de I'inéquation. Dans la suite nous supposons
que K soit un ensemble fermé convexe, avec 0 € K, dans H et que, indiqué par
pv=v— Pygv (Pg projection de v sur K dans H) VoeH, on ait

(4w, fo) >0, VoeD(4).
Soit M un opérateur linéaire de C(R; V,) N £°(R; V) dans L°(R; H) (ou par
C(R; V,) nous indiquons 1’espace des fonctions faiblement continues dans V).
Nous supposons que, Vo(f) e C(R; V;) N L2 (R; V), on ait
1 Mo@) g0 mm <p|o®)eompy, — u>0.
Nous supposons aussi que si {v,(@)}c OR; V)N E2(R; V) et
Hm*»,(t) = o(1) dans V
uniformément sur chaque interval [¢,1,], on ait

Hm™ Mw, (1) = Mo(t) dany H

uniformément sur chaque interval [#,%,]. Notre biit est de démontrer le résultat
suivant:
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TatorEME XV. — Seit f(f) e L=(R; H). Considérons Dindquation

(I11.3.19.) J () 4+ Ault) -+ Mu(t) — f(£), v(t) — u(t)> dt >

>3{Jo(t) — w(ty) P — o) — w1}, i<t
Vo(t) e Ln (R; V) avec v'(t) € L, (R; H), v(t)e K

wt)eCR; VN>R V), ault)eK.

Si uly'<1, il y a une solution u(t) de (II1.3.19.) avec Au(t) S2-bornée dans H.

Démontrons d’abord trois lemimes.

Levmur VIIL. — Considérons, fiwé e> 0, le probleme

(I11.3.20.) ?g {t) + Ault) + %ﬁu(t) = (1)
#(0)=20.

Il y a une solution de (I11.3.20.) bornée dans V avee Au(f) S*-bornée dans H
sur Ri.

Nous utilisons la méthode de FAEpo-GALERKIN; indiquons par {v,, v,, ..., v} la
base orthonormale de H, qui est une base de V, composée par des vectors propres
de 4 dans H.

Considérons le systéme d’approximation

au 1
=5 (0 + Au(t) += P.pu(t) = Pof(t)

ot V, est Pespace engendré par les vectors {v, ..., v.; et P, est la projection de H
sur V,.
I1 v a une solution u,(f); en multipliant scalairement Péquation pour Aua(t),
on a
1d

5 5 lua(®1* + [dun()]2 < <fl0), Auw(0))

d’olt, si €= Sup |f(t)l,

(I11.3.21.) 3 d% 6 (8)] 2 (7(0)] — | Aun®)]) | Aunit)] < (1F(0)] — 3" () ]) [Aun(?)] -
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On a alors par la méme méthode du Lemme VII
¢
(I11.3.22.) lua{t)]] < ’7 , p.p. sur R .

En intégrant (111.3.21.) on a de (I11.3.22)

#+1
(I11.3.23.) f |Au,(p)2dy<C,  p.p. sur R,

4

ot 0, dépende uniquément de C.
De (111.3.22.), (111.3.23.) on a

t+1

(I11.3.24.) f i

2
dn<C, p.p. sur R,

du,
ar
oi 0, dépende uniquément de C et de &.

Les éstimations (IT1.3.22.), (1I1.3.23.), (I11.3.24.) permettent de passer & la limite
et obtenir la thése.

Leyme IX. — Oonsidérons le probléme, fixé e > 0,
« du 1
(I11.3.25.) 7 O +Au) +—pu) =f(t)  pp.

Il y o une solution de (I11.3.25.) bornée dans V, u(t) avec Au(t) S*-bornée dams H.

Considérons le probléme
du 1
2 O FAu) +-pu =), w—m=0
ol n est un entier positif.

Cet probléme a une solution w,(t), telle que, indiquée encore par u,(f) sa pro-
longée 2 R par 0, on a

(I11.3.26.) Jua(®)] < ;G— p-p.
1
(I11.3.27.) f [ Au, () |2 < C; p.p.
t
+1
a |2
(I11.3.28.) }th ua{n) | dn< 0, p.p.
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Les éstimations (111.3.26.), (1I11.3.27.), (111.3.28.) permettent de passer & la limite
pour n-—>-+ co et prouver ainsi la these.

Levve X. — Considérons Vinéguation

k23

f@'(t) + Au(ty —1(8), o) —u(t)> dt> F{jo(t) — u(ty) P— [o(t) —u(@)?},  ti<ty

1

Vo(t) e L5 (R; V) avee v'(t) e Lh (R; H), v(t)e K

w(t)e Lo (R; V)N C(R; H) u(t)c K.
Celte indquation o une wunigue solution u(f) bornée dans V et avec Au(t) S*-bornde
dans H.

Indiquons par u,(f) une solution bornée dans V et avec Aw,(¢) 82-bornée dans H
du probléme

7 1
(I11.3.29.) SO +Aul) +puv) =) D
On a
(I11.3.30.) )] < g P
1
(IT1.3.31.) f |Au(p)2dy<C;  p.D.

t

Fixons t,, t, arbitraires avec #,<{,.
On peut supposer sans perdre de generalité

(I11.3.32.) lim* Au,(t) = Au()

e—0
dans £2(4,, t,; H),
(I11.3.33.) Hm™ ue{t) = u(t)

&>

dang £%(f, 4,; V).
En multipliant (111.3.29.) pour #,(f) et en intégrant, on a

(I11.3.34.) %f(ﬁue(t), (1)) dt < C,
done
1 1
(IT1.3.33.) p J‘lﬁue(t) 2dt = P f]u(t) — Pru(t)|2dt< 0.
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De (111.3.34.) et (II1.3.35.), étant f: H — H monotone, on a
(111.3.36.) K ua(t) = fut) = 0

dans £2(4,, %,; K), done u(t)e K dans [4, ]
De (I11.3.35.) on deduit que pour presque chaque fixé ¢ € [#;, %1, au moins d’ex-
traction de sous-suites,

est bornée pour &< gl(l).

On peut alors supposer, sans perdre de generalité, que (]L/\/}s_)/?ua(t‘l)<kt1 pour
e<elly).

De (111.3.29.) on a

d 1
(IIL.3.37.) 7 Yelt +8) + Aus(ty + ) + P Bus(ty +8) =t +9) .

En multipliant scalairement pour u, (¢ - s) —u. (&), (II1.3.37.), on a, pour s> 0,

z

¥
ey +5) — )< K5 + Kot [nnlean) —

0

——f }8 {Bus(ty -+ 8), Ue(ty + 8) — te(t,)> ds < Ky + K, st —
]

——f 1E(ﬂfus(t1 + 8), Prtte(ty + 8) — ta(ty)> ds < K5 + K, st —
1]

-f % Bty -+ 8)y Prthe(ty) — uo(t;)> ds < K8 + Kst -+ Kt’f 71:5 1Bus(t, +8)|ds.

Fixon ¢ > 0 arbitraire; on peut choisir §,, qui depende de C, ¢ et K, , tel que

[ue(t, + 8) — us(t)| <o

pour 0< 88y, 0<<s<elty).
De (I11.3.29.) on a pour >t

blue(t + 8) — w0 < [welty + 0) —walt)|* -+ [<fs -+ 8) (s, u(s + ) —u(s)> ds
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done il v a p> 0, qui depende de € et g, tel que
[t + 8) —u{t)| <2¢

pour 0<d<dy, 0<e<e(l), h<i<h+ 0.
On peut découper, maintenant, ’interval [{,%,] par des intervalles partiels de

by

mésure inférieure & o par des points {fs, ..., ¢, tels que

\—}"g [Buc(ty)| < K

pour £< g {(boujours au moins d’extraction de sous-suites), oit g, depend uniquément
da ¢ et on peut affirmer que on a pour <0, &, t--de[t, 1], 0<d< §, ou §, de-
pende uniquément de o,

(et -+ 8) — ue{t)| <20 .
Rappellons le lemme suivant, qui a la méme démonstration du Th. de Ascorr-
ARrzELA vectoriel:

LeMME XI. — Soit {v,(t)} une suite de C(0, T'; H); supposons quil y ait une swite
{t.} dams [0, T, telle que {v(t.)} soit rélativement compacte dans H, N'm, et que, fizé
o> 0 arbitraire, il 4 a O, et &,, qui dependent de o, tels que

5t + 8) —v.{t)| <o

0<8<8,, O<ec<e, t-+0,ic[0,T].

La suite {v,(t)} est rélativament compacte dans C(0, T; H).

On peut alors supposer, sans perdre de generalité,

(I11.3.38.) lime() = ()  dans O, 3 H)
done
(I11.3.39.) lgnm* ws{t) = u(t) dans V

uniformément sur [4, &1
Observons que de (IT1.3.29.) on a

(111.3.40.) f(ﬁx(t) + Aue(t) —f(2), o(1) — uelt)> dt > %{i’”(tz) — e(ty) 12— |v(ty) — ue(tx)ig}

¢

ol v(f) € L2ty ty; V) avec v'(f) € L2(ty, ty; H), v(t) e K dans [4, ]
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De (111.3.40.), {111.5.32.), (111.3.39.), en passant & la limite pour ¢ >0, on a
que u(#) est solution de I'inéquation considerée et

(IT1.3.41.) el <l po.

’

41
(I11.3.42.) f |[Au(m)|Pdn<C, DD

i

L’unicité peut étre démontrée par une méthode standard (Birorr M.: « Rend,
Ace. Linecei», serie VIII, vol. XLVIII, fase. 4, 1970).

Nous sommes maintenant en condition de démontrer le Th. XV.

Seit 2t} e O(R; V)N L®°(R; V) ef considérons Pinéquation

(I11.3.43.) f 2«#@) + Au(t) + Me(t)—1(t), v(t) —u(t)>di>
" > 3{lo(ts) —u()P— o) — w1}, fi<ts.

Indiquons par «.(t) la solution de (II1.3.43.) bornée dans V et avee Au(t) 8-
bornée dans H. Soit

1

1I1.3.44. D>——— (.
( ) v —uly')

Considérons la transformation 7': 2(f) — u.(f) définie sur le convexe de L
NCR; V)

(I11.3.45.) K= {e()}2(t) € LoelR; V) N O(R; V), |2(0) <D} .

(B; Vin

Nous considérons L2 (R; VYN C(R; V) doté de la topologie définie par la con-
vergence uniforme dans V faible sur chaque interval borné. Observons que X est
un ensemble convexe fermé borné pour la topologie considerée. Tl est facil de voir
que TH cX.

Considérons {2,(f)} c X et la suite {u, ()}; démontrons que {u, (t)} est rélative-
ment compaete pour la topologie considerée.

Posons dans (I11.3.43.) v(f) =u, (t,)eKNV; on a

(IL.3.4.6.) f(A“zn(s) + Man(s) —1(s), v.,(h) —u,, (5 ds > § |u, (k) —u,,(B)]%.

On a du Lemme X
1
f}AuM(s)Pds <0 p.p.

¢

ou €, depende uniquément de D et de C.
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On peut done affirmer que, fixé ¢> 0, il y & §,, qui depends uniquément de
D et de C, tel que

e, (b + 0) — w0, (B)P<e  0<8<6,.

Par un procedé standard, [7], on obtient pour ¢>1,

iuZn(i + 6) " um(t)

< ft b+ 8) — ()2 + B[ <fls + 8) — f(5), oyl - ) — s, (8)) ds

Par le méme procedé du Lemme X on peut affirmer qu'il y a una sous-suite de
{uzn(i)} que, pour simplieité, nous indiquons encore par {u%(t)}, telle que

Tim™ w, (f) = u(t) dans V

>+

uniformément sur [t,, 6], Vi, <t.

Done on peut affirmer que THK est compact. De la méme fagcon on démontre
que T est continue sur J pour la topologie considerée. On peut donc affirmer
(HukunARA M.: « Jap. J. of Nat.», t. 20 (1950) pag. 1-4), que T a au moins un
point fixe dans XK.

La thése est ainsi démontrée.

De la méme facon on démontre le théoréme suivante.

THBOREME X VI. — Soient valables les hypothéses du Th. XV et soit f(t) périodique
dans H de période T et M tramsforme des fonctions périodiques de période T de
CR; V)N L2 (R; V) dans des fonctions périodiques de période T dans £°(R; H);
il y a une solution u(t) périodique de période T de (I11.3.19.).

§ 4. — Exemples d’application des Th. XII, XIiIl, XIV, XV, XVIL

Soit B un opérateur linéaire borné de V dans H, tel que
\Bol<pu|v], VveV, 7%<1

et o(f) une fonction mesurable et
Mo(t) = Bo(o() oit)e O(R; VYN E2(R; V).

Considérons P'équation d’évelution

du

S+ Au) + Mu() =) P

(IIL.4.1.)
ou f(#) e L7 (R; H).
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En appliquant les Th. XII, XIII, XIV, on a:

a) Véquation (111.4.1.) a une unique solution u(f) bornée dang V avee Awu(t)
82-bornée dans H;

b) si w() est périodique de période T et f(t) est périodique de période T,
u(t) est périodique de période T

¢) si w(f) est presque périodique et (¢} est presque périodique, () est pre-
sque périodique.

Particularisons maintenant (I11.4.1.); indiquons

=Hy(Q), H=£(Q)

ou £2c R* est un ouvert borné de frontiére I reguliére.
Definisgons 4 par la rélation

(Aw, v) = 2 o w) 87)( )d‘v Vo, we Hy(Q),

gl axi
@
Bo(z) = ﬁ aiz) %o(@) Voe Hy(Q)
i=1 o,
ou ax)eL”(0) et
S _ e lad
nggp ai($)<(mis‘g)é ' y,<1 .

Soit enfin f(t) = f(¢, -) ou f(t, #) € £°(R; £2(Q)):

a) dans le cas considéré il y a une unique solution «(i, ) de (I11.1.4.} tel que
u(l, -} soit bornée dans H.{Q) et S2-bornée dans HQ);

b) 81 w(t) est périodique de période T et f(f) est périodique de période T,
u(?, -} est périodique de période T';

¢) si o(f) est presque périodique et f(f) est presque périodique dans £2(Q),
u(f, -) est presque périodique dans H}(£) et S-presque périodique dans H2(fQ).

Observons que, dans cet cas, (IIL.4.1.) peut 8’écrire

8% (o(t), @)

o, = f{t, @) p.p. sur RxQ

"""" a @+ 2l
u(t, &) =0 sur RxI p.p.
Soit B: H—-V comme & la partie précédente et supposons que cw(f) soit une

fonction mesurable sur R qui transforme des intervalles bornés dans des inter
valles bornés.
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Soit f(f) e L=(R; H) et considérons 'inéquation d’évolution
73
(IT1.4.2) j @'(t) + Au(t) + Bu(w(t) — 1), v(t) — ult)> dt>
u
> %{i”(tz) —u(ty) 2 —lo(t) — u(t,_}]z} , <ty
Vo(t)e G (B; V) avec v'(t) € L. (R; H), v(t)e K

wt)e OR; V)N L= (R; V), u(t)eK
ot K est un convexe de H avec 0K, tel que, si fv=0v—Pyv, VoecH,
(4v, fry>0, Vve D(4).

En appliquant les Th. XV, XVI, on a:

a} il y a une solution de (I11.4.2.) avec Awu(f) S*-bornée dans H;

b) si w({t) est une fonction périodique de période T et f{f) est périodique de
période 7, i1 v 2 une solution de (I11.4.2.) périodique de période 7.

Particularisons (I11.4.2.); on a

V=HyQ), H = *(Q)
K = {v(w)jv(x) e Hy(Q) v(x)>0 p.p. sur £}
ou 2cR" est un ouvert avec frontiére /' reguliére.

Definissons 4 e B comme 3 la partie precedente et soit f(¢, #) € £L(R; £2(0)).
On a:

a) dans ce cas il y a une solution u(f, 2) de (I1I.4.2.) bornée dans H(£2) et
S=-bornée dans H2(0Q);

b) si w(t) est périodique de période T et f(f, -) est périodique de période T,
il y a une solution de (I11.4.2.) S>-bornée dans H?*({2) périodique de période 7.

Observons que (I11.4.2.), dans cet cas, est formellement équivalant au probléme

2u(t, ) ou(m(t), =)
ot o

o,

— Ault, @) + 21 ad®) — fit, )
p.p. dans {(t, @)u(t, )>0 dans 2}

u(t, ©) =0 P.p. ailleurs.
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CaariTrE 11

SUR LA SOLUTION BORNEE ET PRESQUE PERIODIQUE
DES EQUATIONS NON LINEAIRES
D’EVOLUTION DE DEUXIEME ORDRE

§ 1. — Le cas général.

Seit Q¢ R* un ouvert borné de frontiére I’ et § un graphe monotone de RXR
de domaine [a,b] ou Ja, b {¢ <0< b fini dans le premier cas, fini on non fini
dans le deuxieme cas).

De [12] suive que, dans le cas D(B)= la, b[, B coincide avec une fonction f(z)
croissante sur la, [, i.e.

82 { B(z) dans les points de continuité pour ()
2

[B(e), Bizh)] dans le points de discontinuité pour f(z).

11 a done un sens parler de continuité de § dans le points intérieurs & D(f). On dit
espace de D’énergie

E(Q) = Hy(Q) x £4(Q)

et on pose pour y(t, x) € H(L) p.p. avee dy/ot, ) € L2(2) p.p.

2 }
L) '

Considérons le probléme d’évolution du deuxiéme ordre

. Bl
190 e = {!{y(t) I3@ +”%

o — ou(t, @)
(1.1) ot? ulty @) — Adult, ) + p ( ot ) 2 f(t, ») p.p. dans Rx 0
u(t, @) = 0 p.p. dans RxI"

que, par une forme vectorielle, on peut écrire

d*u d
T O+ 400+ (5 0) 210 pp.

du
dt?

(1.2)

u(t) € Lo R; B(Q)) (el ) pp.

5 ~ dwnali di Matematica
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ot A est Popérateur defini par

r owiw) av(w)
A, v = ,% dw, o,
£2
Yw, v e Hy(2) ({,) dualité entre Hi(2) et H-1(£2)) et § est I'opérateur maximal
monotone multivoque, indnit par le graphe maximal monotone de RXR f{z)
sur £2(82).
AMERTIO ¢ PROUSE [8], ont démontré dans le cas D(f)=]e, b, le résultat suivant:

THEOREME XVII. — Supposons que le graphe maximal monotone f(z) sur RXR
soit strictement monotone et que 0= 0 et [(2) soit continu dans 0.
Supposons que f(i) soit presque périodique dans L2(£2) et quw'il y ait une solution u(%)

de (1.2), telle que
1
du 2 l | 2
(1.3) PRl J+ fAu(t 4 1) it dn<C  p.p. sur R.
Pe)
0

La fonction u(t) est Dunique solution de (1.2) satisfaisanie (1.3) et est presque pério-
digue dens E(Q) avee Au(t) S*-bornée et faiblement S*-presque périodique dans L3},

Notre bfit est maintenant étendre le résultat du Th. XVII au cas D(f)=[a, bl
Supposons done D(f) = [a, b] (a, b fini) et démontrons le resultat suivant:

THEOREME XVII. — Supposons que le graphe maximal monotone B(z) sur RXR
so0it strictement monotone et 0= 0 avec f(2) continu dans 0.

Supposons que f(t) soit presque périodique dans £2(9) et que il y ait une solution
w(t) de (1.2) satisfwisante (1.3).

La fonction w(t) est Vunique solution de (1.2) satisfaisante (1.3) et u(t) est presque
périodigue dans B(Q) avec Au(t) faiblement S:-presque périodique dans £2(£).

Démontrons d’abord V'unicité.
Supposons que u,(t) et u,(f) soient deux solutions de (1.2) satisfaisantes (1.3).

Observons, [3], que de (1.3) suive que u,(f) et u,(¢) sont uniformément continues
et & trajectoires rélativement compactes dans E(£).

On a
1) + 4w + (di‘ m) S/ .
N -
dd:? (&) + Aug(t) + (% (t)) sy pp
Indiquons
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On a done

‘%2—2 (ws(8) — ua()) + A (ua(t) —us(1)) + (0a(t) —gu()) =0 D.P.
dont
(1.4) 5;‘0% T (8) — () | ey < — (Ga(T) — 9a(2), wa(t) —uy(8)) <O .

Si a,(t) = u,(t), il y a un point 7, tel que
fer(®) —us(@) |z > 0> 0.

De (1.4) suive que [u,(t) — us(t) |20, done Juy(t) — us(f)| sy, €5t décroissante; on a
done

(1.5) 91 (8) — 5(8) | e > 0 t<i.

Considérons maintenant les suites {u,(j+n)}, {w.(j+n)}, #€[0,1], j entier mi-
neur de i—1.
Démontrons que

2 !

o s du, . du, .
lim inf E;(? —i~77)——d—t—(3+n)]

Gt

>0>0.
£2(0,1:£2(2)

Nous utilisons un procedé par Pabsurde et supposons que la thése soit fausse.
Dans cet cas il y a une suite {j,}, tel que

(1.6) lim —% (Jn + 1) =0.

20, 1;£302) o

du, .
d—(?n+?3)

Observons maintenant que de (1.3) on peut supposer sans perdre de généralité

. dii; .
(ntm) =" ) i=12

1.7 lim* Y%

fn—r— dib
dans £2(0, 1; £2(0Q)).
Etant {u(Gutm)} et {u(j.—+n)} equicontinues dans E(L2) et avec des trajectoires
contenues dans un fixé ensemble compacte de E(£2), on peut supposer

(1.8) Hm w, (. +n) =iy i=1,2

dans £°(0,1; E(9Q)).
De (1.3) suive

1

[l + ) baan=<c  p.

0

1
fﬁgz(t + ) bady<C  Dp.p.
L}
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On pent alors supposer sans perdre de generalité
(1.9) jli_I}_li 9illn + 1) = Gln) i=1,2

dans £2(0, 1; £2(0)).
De (1.7) et (1.8) suive que. [10],

1.10) d:(mep (%;-’ (n)) p.p. dans [0, 1].

De (1.7), (1.8), (1.9), (1.10) suive

j; (T(t) — %) + A(@ (1) — %) =Gt —F(#)  p.p. dans [0, 1].
De (1.6) on a
%m:%(t} p.p. dans [0, 1].
Done
d;—%(t —%(t):o p.p. dans [0, 1],

dont (ﬁl(t)—?}ig(t)) = w, ol w,; est un vector, qui ne depende pas de ? et

g;(ﬁl(t)“ﬂz(t)) =0  p.p. dans [0,1].

On a alors

Aw; = — (§a(t) — Fa(1)) p.p. dans [0,1].
Par le méme procedé, utilisé dans [3], on a
w; =0.
De (1.6) et (1.8) on a alors

m (30 + 97) — a(fn + 7)) =0

dans £2(0,1; E(Q)).
Mais de {1.5) on a

Hm oy (f. + 1) — 0, +7) eeasey>0> 0.

Fp—>—c0



Marco Birori: Sur les solutions bornées ece.

69

On tombe donc dans P'absurde et on démontre que

o Gllduy au, . “
1 f 1— T | >0>0.
Py tj @ UM =g U e
11 y a done une sous-suite {j.}, telle que
1 a i
Uy Uy . g o
Rt — 2, ) >=.
(” @ et g Gt n) 3

L]

Observons maintenant que le deux suites

du, . du, .
{-d? (e + ?7)} {E{ (e + ??)}

sont rélativement compactes dans £2(0,1; £2(R)) et que les suites {g:(ju+n)} eb
{g2lix+m)} sont bornées dans £2(0, 1; £2(02)).

L’opératenr f, induit par le graphe maximal monotone § de RXR sur

£2(0, 15 £2(Q)), est maximal monotone et strictement monotone [8].

Du Lemme II du Chapitre I (IL.b.), on a

1

j.(gl{jk + 1) — 920 + )y il + 1) — (G + M) er@dy>0"> 0

L]

olt o' depende de ¢, mais ne depende pas de .

En intégrant (1.4) on a

3

fu(ts) —uy(ts) ”21;(9) — g (t;) —ualty) ”i«m <—2f (91(75) — {1}, d{_l_l? (&) —

123

ou th<t,.

Posé

() iz s (%20 s <M

o

du, du,
M2M<"‘J\ (gl(t) _gz(t)y ‘}%‘ (t) - ‘Z%: (t))ﬁi(!})dt <

—c0
1

[ (gt

< —

k=1

L]

du,
dt

. . du, . du,
J (o m =i+, G G — 2 G+ )

£y

(z)) dt
el(e))

dn <— no’
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ou n est un arbitraire entier positif. On fombe donc dans I'absurde et 'unicité de
la solution u(f) de (1.2) satisfaisante (1.3) est démontrée.

Démontrons maintenant que wu(f) est presque périodique dans £2(£).

Nous utilisons le Critére III du Chapitre I (I1.h.). Considérons done une suite
de nombres réelles {I;} et considérons la suite {u(t--1,)}. Etant w«(f) uniformément
continue et 4 frajectoire rélativement compacte, il y a une sous-suite, que nous
indiquons par {u(t—}—lj'.)}, telle que

(1.11) Jim {0 +1) = f()

uniformément sur R dans £2(0Q)

(1.12) Hm w(t 4 1) = u,(t)

F—>tc

dans £2(R; B(2)).

Démontrons, maintenant, qu’on peut choisir la suite {Zi} de facon que la limite
(1.12) soit uniforme sur R dans E(£2). Nous utilisons un procedé par Pabsurde; si
la thése est fausse, il y a une suite {f,} et deux sous-suites de {I,}, {I} et {L}

telles que
Lty + 1) —ulte + U) |y > 0> 0 VE>0.

Indiquons &+ L, = yi,, t+ b, = ps,; on peut écrire
(1.13) [(yr) — U(ys,) |y > 0> 0 Vk.
Considérons les fonctions {u(t-+y,)}, i=1,2; observons que les fonetions {u(t-+ )},
i=1,2 sont equicontinues et on les valeurs dansg un ensemble rélativement com-

pacte; on peut extraire donc de {u(t+ Vks)}’ t=1, 2, deux sous-suites, que, pour
semplicité, indiguons encore par {u(H« y,ci}}, telles que

(1.14) k]_l)grr%o w(t + yr,) = Uy,,(1) 1=1,2
dans £2(R; E(9Q)).
De (1.3) on a
1 d .
f”d%‘(t + +n)l dn<C
B(S)
° i=1,2

1
f 1966 + 72, -+ ) bl < €
0
ou
du

du
o=~ ) au + 1y p (G 0)-
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On peut alors supposer sans perdre de generalité

Fvve @_ _ du?z
(1.15) lim” e (- ye) = 57 () im13
(1.16) kgﬁ gt + vr,) = ¢5,(8)
dans £} (R; B(2)) et dans £ (R; £(2)) respectivement.

De (1.14) et (1.16) on a

(1.17) gw(t)Eﬁ('%i (t)) p.p. i=1,2.

Observons qu’on peut supposer, étant f(f} presque périodique,
(1.18) Tm f0 ) =fl)  i=1,2

dans £*(R; £2(9)).
De (1,15), (1.16), (1.17), (1.18) on deduit que

2,
du,,

d
o )+ (52 0)s 400
u,(t) € C(R; B(Q))

i=1,2

et que w, () satisfont les rélations (1.3).
On a alors de la premiére partie de la démonstration

Uy, () = u,, (f) .
De (1.13) et (1.14) on a

[9,,(0) —%,,(0)| > 6> 0

done on tombe dans Pabsurde et la thése est démontrée.
On a done qu'on peut extraire de {u(i+1,)} une sous-suite {u(t-+1)} telle que

Jim wt +1) = wi(t)

dans £°(R; E(£2)), dont, pour le Critére III (Chap. I) on a que u(t) est presque
périodique dans E(Q).

Par une méthode analogue, en utilisant le Critére I, on a que Au(f) est faible-
ment S*presque périodique dans £2(0),

Donnons maintenant un exemple d’application du Th, XVIIL

Soit p(2) une fonction strictement monotone sur [a, b] (a < 0 < b).
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Indiquons f(2) == w(z) + f'(z) o

0 8i z€la, O]
fiR)=1§ 1—00,0] sie=a

[0, oo siz=5h.

I1 est facil de vérifier [8], que f(2) est un graphe maximal monotone de RX R
et qu’il est strictement monotone., Supposons, maintenant, y(z) continue dans 0;
on peub alors appliquer le Th. XVIIIL.

Dans ce cas le probléme (1.1) est equivalente au probléme

ama(tt; z) Au(t, z) + (% u(t, w)) sf(t,x)  p.p. dans {(t, ®)|a <u(t, ) <b}
asua(:; @) _ Ault, ) — f(t, ) < p(a*) p.p. dans {(t, w)ju(t, z) = a}
azua(; ) At 2y —1(t, @) <) p.p. dans {(t, x)u(t, x) = b} .

§ 2. — Le cas D(f)=R.

Considérons, maintenant, le probléme (1.2) dans les cas D(f) = R et montrons
que, dans ce cas, les conditions pour la presque périodicidé et unicité d’une solu-
tion bornée, données par AMERIO-PROUSE [3], peuvent étre ameliorées.

TukorEME XIX. - Supposons que  soit une graphe maximal monotone de RX R,
strictement monotone avec D(f)= R et soit f0 =0 avec 8 continu dans 0.

Supposons que f(t) soit presque périodique dans £2(Q) et qu'il y ait une solution
u(t, ) uniformement continue & trajectoire rélativement compacte dans E(2) du pro-
bléme (1.2).

La fonction u(t, ) est Punique solution de (1.2) uniformement continue o trajectoire
rélativement compacte dans F(Q) et u(t, x) est presque périodique dans E(L2).

Démontrons d’abord la partie concernante I'unicité.
Nous démontrerons cette partie pour une formulation affaiblie du probléme (1.2).
Supposons que u,(f, ®) eb wu,(l, x) soient deux solutions du probléme.

Il y a ult,o) et (R; B(Q)) et olt, ) € f(Oult, x)/0t) dams L} (R; L1(R)) tels que

loc

ff{u(t, @) —?z-%—-g;—m — u(ty, @) Av(t, ) + o(t, z)v(t, 2) — f(t, 2)0(t, w)}dt de =0
i Q2

Yo(t, z) € O2(Jiy, 1. X 2), Vi, <1,
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iy
2.1) f f a(t, @) Bu{;&; ?) Gtdw< € + Mty —1t,)
R

ot C et M sont des constantes indepéndantes de t,, 1,.

Soient oy(t, @) et o,(t, #) les sections de f((0/et)u,(t, z)) et B((0/ot)us(t, @) caracté-
risées par notre probléme.

Supposons que u,(t, z) et u,(f, #) soient uniformement continues et avec une tra-
jectoire rélativement compacte dans E(£2) et que

(2.2)  [walte) —wata) |2y — [9a(ts) —walty) |2y <
<—2 f f (0ult, @) — 0, ) (a”;i DN gaa ez,
ey

Démontrons que w,(t, #) = (!, #) dans E(£2). Nous utilisons un procedé par
Pabsurde. Supposons que la thése soit fausse; il y a donc un point 7 tel que

Hul(i) — Uy(F) leay=0>0.

De (2.2) on deduit que [u (f) — u,(?)|}3q est decroissante, donc [u,(f) — u,()] g
est decroissante, dont

s (2) = Uy(1) || mey > 0 t<t.

Considérons, maintenant, les suites {u,(j+ )} et {u(j+ )}, 7€[0,1], olt § est un
entier mineur de {—1.
Démontrons que

lim m:fj

-

d’ul . duz . ‘
du, __au, >0>0.
7 G-+ a G+mn) 01,84

Nous utilisons un procedé par Pabsurde et supposons que la thése soit fausse.
Dans cet cas il y a une suite {7’,,}, telle que

(2.3) lim

Fn—>—0c0

du, . du, . U
au . s =0,
i (0n +n) dt Un + ) £2(0,1,L2)

Observons que, étant w,(f) (i=1,2) uniformément continue et & trajectoire réla-
tivement compacte dans E(Q), on peut supposer, sans perdre de generalité,

(2.4) Jm wy(j, + ) = @iy dans £=(0,1; B(Q)), i=1,2,
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dont
Hm wi(f + 7, ) = Wiy, ) p.p. dans [0,11x 02, i=1,2.
_1,";-)-—(13

De (2.1) on a

1
| [otn+m, 2wl + 5, mydw st i=1,2.
o £

Du Lemme IV on a
(2.5) 1im* o,(ju + 7, #) = 641, ©) t=1,2
dans £([0, 1]x 2) et

(2.8) &:{n, x) € B(@:(n, x)) 1=1,2

p.p. dans [0, 11X 0.
De (2.4), (2.5), (2.6) on deduit que

o

@) f f { (8, 2) —ialty ) 22D (1,1, ) — (1, @) Av(t, @) +
*e + (64(8, @) — Go(t, @) (2, m}} dide =0 Volt, 2) € 0210, 1[ x 2) .

De (2.3) on deduit

o . -
«a-z(ul(n, &) —fy(n, ©)) =0 p.p. dans [0, 1]x 02

LI .
e (@, @) — y(n, 2)) = 0 p.p. dans [0,1]x Q2.
On a alors
fy(n, @) —Ua(n, @) = w(x)  p.p. dans [0,1]x R

dont
Awlx) = &,(t, ) — 6,(t, x) € L) p.p. dans [0,11x Q2.

Par le méme procedé de [3] on a alors

w(xr) =0.

De (2.3) et (2.4) on a

512739 {220 + 1) — 820l + M) 0,100 = O .
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Mais, étant [u,(8) — uy(t) | ;0> 0, t<?, on tombe dans P’absurde; la thése est ainsi
démontrée.

On 2 done
liminf!—u G +n— (y+77) >0>0.
jor—o g dt £2(0.1;£22)
Tl y a donc une suite {j,} telle que
lim j, == — o0
k—>rw
. 3
du 2 g
(2.8) (H ’(k+ )— (2k+n) d?:z) >3
L2
L]
(2.9) dim w5, ) = 4dn) dans £2(0,1; B()), 1=1,2.

Dn Lemme II on a alors

~

1
. oy . 2,

ff(%_(h + 1y @) —02(Jr + 7, a})) (altl (Jx +1, 2) ‘“a—@: {7z +n, w)) didr>0'> 0.

02

Posé [u ()| sy %) sy <M’s o0 a

CAM < — 2ff01 t, @ ))(a;’?(t w)—%—iz(t,m))dtd:c<

- 0

1
. _ _ 5 du, .
<—2Y f f (0ix + 0, @) — 330 + 77, @) (-gg (t, @) — 2 w)) dtde <— 2no’
k=1
02

ol n est un arbitraire entier positif.

On tombe done dans 'absurde et Punicité de la solution uniformément continue
et & trajectoire rélativement compacte dans F{(Q) de notre probléme est démontrée.

Démontrons maintenant que w(f, #) est presque périodique dans H(Q).

Nous utiliserons le Critére I1I.

Indiguons part {l;} une suite réelles et considérons la suite {u(t--1,)}.

Btant «(f) uniformément continue et & a trajectoire rélativement compacte il y a
une sous-suite de {u(f+-1,)}, que nous indiquons par {u(t 1))}, telle que

(2.11) Jim f(¢ 1)) = fu(t)
uniformément sur R dans £2(0) et

(2.12) Lm u(t + 1) =ut)  dans £ (R; E(Q)).

jt o
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Démontrons maintenant qu’il est possible de choisir {l;} de fagon que (2.12) soif
valable dans £°(R; E(2)).

Nous utilisons un procedé par I'absurde. Si la thése est fausse, il y a deux suites
{.} et {I.} de {1} et une suite {t,}, telles que

fu(t, + 0) —ulte + 1) |z > 0> 0.
Indiquons £, 41, =y, i=1,2; on a
{2.13) lu(ye) —ulye) e >8> 0.

Considérons les fonctions {u(t+ yki)}, t==1, 2; cettes fonctions sont equicontinues et
ont les valeurs dans un enserble rélativement compacte; il y a done une sous-suite
de {u(t+y:)} (i=1,2), que, pour simplicité, nous indiquons encore par {u(t-+ )}
(=1, 2), telle que

L w(t < 94,) = u,,(t) i=1,2

Lo 8

dans £2(R; E(2)).

Posé
2 d

gl =— o ()— 4t + 10 e (57 0)
on a

du 1d

(g( b5 at (t ))E’(Q)< 34 1u(t e+ (f(t )s dt )ﬁ:(m
dont
J (o, 5 @) ar<c + 26—y

dont

123

d .
J(ot 70, G+ pma), ar<o+d—t) i=12.
el

t
Du Lemme IV on a alors
(2.13) B gt + 95y @) =gl @) i=1,2

dans !

loe

(R; £(8)) et

(2.16) Bt x)ep ( {t, m)) p.p-
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Etant f(t) presque périodique, on peut supposer, sans perdre de generalité,
(2.17) Um f(t+yu) = fit)  i=1,2
dans £°(R; £(9)).

De (2.14), (2.16) et (2.17) on deduit que les fonctions «,(f, z) (i =1, 2) verifient
la rélations

218) [ [ty ) 2L 00 20100)+ 00,2101, 2)—ott, 00106, )} o=
t 2

Vo(t, @) € 07 (Ity bl X Q) .

De (2.14) on a que u,(f, #) (i=1, 2) est uniformément continue dans E(2) sur R
et a valeurs dans un ensemble rélativement compacte de E{(02).

Observons que, fixés ¢, ¢, et &> 0 arbitraire, on peut trouver un ensemble
Qclt, 61X 02, tel que

m{[t, L] X2 —Q) <e

U, .
a;" (t, =) i=1,2

. ou
Hm (47 @) =

uniformément dans @

8
tgu(t, z) <N dans @ p.p., i=1,2.

On a alors

0 . 0
(2.19) fgyc(t, x) % thy (L, @) didw <}c£1;£10 fg(t + Vigs @) P Ut + yrgy 2)dide < O +M(t,—ty).
e ¢

Soit maintenant {Qﬂ} une suite d’ensemble @, tels que

mis ([t 6] X2 —Q,) >0,  Q.CQuus.

On a du lemme de FaTour

23
2 . 0
{2.20) ffgw(t, x) —a-iu,,‘(t, w)dtdwghg&glf fgw(t, @) 5 Uy (b, Z)dtde < C + M (1, —1;) .
4R

en
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On a aussi

lu(ty + yx,) —u(ty + yz,) Hi(Q) — flu(ty + Vi) — (s -+ Vi) ”i:(!?) <
ty
d
=<~2f(9(t + i) = gLt + vi)), g7 (W vi) —ult + i) e d

dont

| Uy () — Uy, (15) “2(9) - Huy,(t1> — thy, (1) wag) <

d
<“2f(gy1(t7 @) — gy, (t, 7)) o (W, (ly @) — 1, (1, ) A1 dae

Gn
dont
(2.21) J2t, (£) — (8} |00y — 21y, (E1) — (1) ”fw)) <
0

3
0
< msz(g?,l(t, x) — gy, (t, 2)) (E (T, ) — = (A m)) dtdw .
t 2

De (2.18), (2.19), (2.20) et (2.21) pour la premiére partie du théoréme on a
Uyt &) = t, (T, @) p.p. dans Rx£2.

Mais de (2.13) et (2.14) on a

[#,,(0) ~ 2, () |z > 0> 0.

On tombe donc dans ’absurde et la these est démontrée.
On 4 ainsi que pour le Critére IIT, u(t, #) est presque périodique dang £2(0).
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Remargue. — Dans les exemples des Théorémes X, XIII, XVI, ont été déduits des résul-
tats semblables a ceux obtenus, par des méthodes différentes, par V. ComiNcIOLI, qui a aussi
donné des méthodes d’approximatisn numeriques pour ces problémes,




