
Sur les solutions born6es et presque p6riodiques 
des 6quations et in6quations d'6volution. 

M ~ c o  BmOLI (*) (**) 

Summary. - We show some existence et uniqneness theorems/or the bounded and almost periodic 
solution o] some non linear equations and inequalities o/ evolution. 

Introduction. 

Ce t ravai l  coneerne les solutions born6es et presque p6riodiques des 6quations 

et  in6quations d '6volution.  

Nous precisons les nota t ions  utilis6es clans la suite;  nous indiquons par  H u n  

espace de H/LBERT identifi6 avec son dual pour  le produi te  scalaire ( , ) et  par  [I 

la norme indui te  pa r  ( , )  sur H,  pa r  V un  espace de BA~ACH uni form6ment  convexe 

r6el de norme [I ][, par  V* le dual de V, par  ( , > la dualit6 entre  V e t  V* et par  

]] ][* la norme duale sur V*. 

Nous supposons que V soit identifi6 avee un  sous-espace dense de H e t  que 

l ' injeet ion de V dans  H soit compacte .  

Le t r ava i l  se compose de deux chapi t res ;  le premier  concerne les 6quations et 

in6quations d '6volut ion du l e r  ordre, le deuxi~me concerne les 6quations d '6volu- 

t ion du  28me ordre.  

Le  premier  chapi t re  se compose de trois par t ies :  

I)  On consid~re l '6quat ion d '6volut ion du l e r  ordre 

~ (t) ~- Au(t)  = ](t) 

off u(t): R - + H  et  A est un  op6rateur  lin6aire max ima l  posit if  sur H ;  pa r  une m6- 

rhode,  utflis6e pa r  A3~glO pour  l 'extension des th6or~.mes de F A ¥ ~ ] )  au  cas ab- 

s t ra i t  [2], on donne des conditions suflicientes pour  ta faible presque-p6riodicit6 d 'une  

solution born6e. 

(*) Istituto di Matematica del Politecnlco di Milano; lavoro eseguito usu~ruendo di una 
borsa di studio del C.N.R. presso.l'Universit~ di Parigi. 

(**) Entrata in Redazione il 25 giugno 1971. 
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I I )  On consid~re l'~.quation d'~volution du 

lin4aire 

du 
d~ (t) + Au(t)  ~ ](t) 

premier  ordre mult ivoque non 

off u(t): R - >  V e t  A est un  op~rateur multi~-oque maximal  monotone [10], eoercif 

e t  un i formement  monotone.  

Sous des hypotheses  opportunes sur la funct ion J(t), on d~montre que te probl~me 

consider6 a une unique solution u(t) born4e sur R clans V, telle que 

(t du g(t) = ~ ) - - - ~  (t) ~Au( t )  

soit born4e sur R dans H et que, si ](t) est presque-pSriodique dans H,  u(t) est 

• * ° e presque-permdiqu dans V. 

On consid~re darts la suite l '~qu~tion du l e r  ordre mult ivoque non lin4aire 

du 
- ~  (t) -[. Au(t )  ÷ Bu(t)  ~ J(t) 

off u(t): R - ~  H, A, B sont des operateurs mult ivoques,  monotones sur H,  aussi non 

coercives, et  B e s t  s t r ic tement  monotone,  i.e. Vv, w ~ D ( B )  et fixes x e B v ,  y e B w  

( x - - y ,  v - - w )  = 0 ~ v =  w . 

On obt ient  par  une m~thode, en pa t t ie  inspir4e par  un  recent  t ravai l  de A~rE~IO- 

PR0~SV, [3], des conditions sufficientes pour  l 'unicit~ et la presque p~riodicit5 d 'une 

solution born4e. 

Cette pat t ie  abstr~ite termin~e, on consid~re le probl~me p~rabolique 

u(t, x) ~ H~(~(2) p.p.  sur R 

~(t ,  x) Au(t, x) + ,8(~(t, x)) ~ ](t, x) p.p. da.ns ~9 
~t 

off ~9 c R *~ est un  ouvert  born~ de f font i~re /~  et  fi est un  graphe maximal  monotone 

de R × R  avee D ( f i ) =  R, [10]. Pour  ce problgme on donne une formulat ion faible; 

ainsi, suppos~e J( t )eH- l ( f2 ) ,  on peu t  ~tendre les resultats de [6], [13], [14]. 

I I I )  On consid~re l ' in~quation d'~volution 

t ,  

f {@'(t), v(t) - -  u(t)} - -  (Au( t ) ,  v(t) - -  u(t)} ~- (2tlu(t), v(t) - -u ( t ) )  - -  

t l  
- - ( ] ( t ) ,  v(t)--u(t))}dt>½{Iv(t2)--u(t~)l~--lv(t~)--u(t~)l '~} , t~<t2 

Vv(t) ~ £~oo(R; V) avec v'(t) ~ E~oo(R; H) et v(t) e K  p.p. 

u(t) ~ C(R; H)  ~ £~o,(R; V) avec u(t) ~ K p.p. 
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off K est un ensemble ~erm4 convexe de V avee 0 e K, A: V--> V* un op~rateur 

lin~zire born~ ~vee (A+,+)>~[/+I] ~ V+~V, ~ > 0  et M est un opSrateur lin6aire 

born4 de C(R; H) ~ £~(R; H) duns ~®(R; V*) (ex. un op~rateur du type (< retard ~)). 

On obtient par une m4thode de point fixe, que utilise le thdor~me des contractions, 

des conditions suificientes pour l'existunce d'une unique solution u(t) de l'in6quation 
t + l  

consider6e, born6e duns H e t  S~-born6e duns V ~(i'e" Sup .(ltu(t-F~)tl~d~<4-c~]../ 
teR t 

On d4montre en suite que, sous des conditions simples sur l'op4rateur M, si ](t) 

est presque-pSriodique (p~riodique), lu solution u(t) est presque-p4riodique (p4rio- 

diquc) duns H et S~-presque p4riodique duns V. Duns la suite on consid(re l'4quation 

du 
~-7 (t) + A~,4t) + i u ( t )  =/(t)  

off A: V-+ V* a l e s  m~mes propriet4s que duns la pattie pr~c~dente et M est un 

op4rateur lin~aire born4 de C(R; V) n £®(R; V) duns ~ ( R ;  H). 

On d~montre, par le m~me proced4 de point fixe de la purtie pr~c~dente, des 

conditions sufilcientes pour l'exist~nce d~une unique solution u(t) de l~qua.tion con- 

sider~e, born~e d~ns V et telle qne Au(t) eat S~-born@ duns H. 

On d4montre en Quite que, sous des conditions simples sur l'op4r~teur M, si ](t) 

est presque-p~riodique (p~riodiqne), lu solution u(t) est presque-p~riodique (p~rio- 

dique duns V e t  Au(t) est S~-presque p4riodique duns H. 

On consid~re~ enfin, l'in4quation d~volution 

(t) + 

t l  

Au(t) -t- Mu(t)--](t) , v(t)--u(t)~ I dt>~ 

dv 
Vv(t)e£~o~(R; V)~ -~t(t)EE,o¢(R;H), v ( t )eK p.p. 

u(t) ~ C(R; V) n ~=(R; V) u(t) ~ K  p.p. 

tl ~ t~_ 

~(t, x) + C~oo(R; ~t(.o)) 
a 
~ ( t ,  x)+ ~oo(R; ~(9)) 

~u(t, x) , . /au( t ,  x)~ 
3 f(t, x) p.p. duns R × Y2 

off A et M out les m~mes propriet4s de lu purtie pr@6dente, A est uutoudjoint duns H 

et K est un ensemble ~erm4 convexe duns H, 0 E K. 

On d4montre par une m4thode de point fixe, qui utilise le th~or~me des muppes 

compactes, l'existence d'une solution born~e (p4riodique) duns V et telle que Au(t) 
est born4e duns H. 

Le deuxi~me ch~pitre concerne les ~quations d~4volution du 2~me ordre non 

lin~aires. Duns ce chupitre on consid~re le probl~me 
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oh [2 c R ~ es~ un ouvert  born6 de fronti@e 7" et/~ est une gr~phe maximal  mono- 

tone  de R × R de dom~ine H. 

On 6tend b c e  cas an  r@sultat de A ~ I o - ~ o v s E  [3], concerna.nt la~ solution 

presque p6riodique de l '6qu~tion des ondes non lin6~ire d~ns le ea~s off D(/~) es~ nn  

in terval  ouver t  (born6 ou non born@. On consid~re enfin le a~s da~ns le quel D ( f i ) : R  

et  on dSmontre que les conditions concern~ntes l 'unicit~ et 1~ presque-p6riodiait6 

d 'une  solution born~e, donn6es p~r A M ~ o - P ~ o ~ s E  [3], peuvent  ~tre ~m~lior~es. 

CttAPITR:E l e r  

]~QUATIO~S E T  IN]~QUATIO~S D' ]~VOLUTION DU le r  O R D R E  

I - l~quations d '6volut ion  lin6aires du ler  ordre. 

Soit A:  D ( A ) - ~ H  un op6r~teur lin6ah~e m~xim~l positif et ](t): R - - ~ H  une 

fonetion faiblement presque-p6riodique dans H.  

Consid6rons l '6qu~tion 

dU 
(I,1) d~ (t) + Au(t) = f(t) p.p 

Supposons qua (I,l) ~it une so]ution ~(t), uniform6ment  continue d~ns H sur R 

et tel]e que 

(L2) fl/~(~)l~@< c, /~(t)l<C vteR 
t 

Indiquons par  A~ Pensambla des solutions u(t) de (I.1), talles qua 

(I.s) 

~t 

t+l 

ftAu(vll~dv<¢ , lu(t)l<C 
t 

Iu(t + ~)-u(t)l <s~p l~,(t + ~)-~(t)j 
t ~ R  

J(u) = Sup lu(t)j . 
teR 

V t ~ R  

V~ ~ R,  

On ~ le r6sultat  suivant  (Th. de minimax et  faible presque-p6riodicit6): 

T ] ~ o ~ E  I. - La  ]onctionelle J(u) a un unique point de min imum dans A1 ~(t) 

et ~t(t) est une ]onction ]aiblement presque pdriodique dans H. 
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Indiquons par A~j l 'ensemble des solutions de (I.1) telles que 

(~.t) 
t+l 

.iIAu(~7)l~d~ ~ C,  [u(t)I<C V t e R  

!u(t + ~)--u(t) l  <Sup [z(t + ~)--z(t)] , 
teR 

V a e R  

oh z(t) est une fonetion uniform~ment continue duns H ;  supposons que A~.s ¢ 

et  d4montrons que lu ~onctionnelle J(u) u une unique point de minimum duns A~.~; 

lu premiere purtie de lu th~se seru uinsi d~montr~e. 

D4montrons d~ubord un  lemme: 

L ] ~  I. - Soit A :  D ( A ) - ~  H un opdrateur multivoque maximal monotone [10], 

et S:  D(S) --> ~(t~, t~; H)  t'opdrateur 

D(S)  = (v(t)Iv(t)e ~2(t~, t~; H), Av( t ) e  ~:(t~, t~; H)} 

S(v(t)) -~ Av(t) Vv(t) e D(S) .  

Y2opdrateur S est maximal monotone sur ~(t~, t2; H). 

Pour d~montrer la thgse il suffit [8], de dSmontrer que l'opgr~teur I - ~ S  

surjectif. 

Soit v(t) ~ ~(t~, t2; H) et soit 

est 

r(t) ~- (I  + A)-iv(t)  , 

oh r(t) est bien d~finie, ~t~nt ( I~-A)  -1, [10], une m~ppe lipschitzienne definie sur 

l 'entier espace H. 

]~,tunt A lipschitzienne sur H, on u 

r(t) ~ ~(t~, t2; H) 

et  

A r ( t ) ~ v ( t ) - - r ( t ) ~ 2 ( t ~ ,  t~; H ) .  

Done r( t )~/)(S)  et  on a 

(I ~ S)(r(t)) = v(t) .  

Lu th~se est uinsi d~montr~e. 

D~montrons m~intenunt  que, sous les hypotheses fuites, lu fonctionnelle J(u) a 

un  point de minimum duns A~j~ 

Soit {u~(t)} une suite minimisunte pour lo fonctionelle J(u) duns A~.~. 
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O n  ~ ~ t  1 , t  2, t l ~ t 2  

f l A u • ( v ) ? d v < C ,  !u(t)I<C Vte[t,,t~] 
Q 

]u~,(t + a)- -u~( t ) ]<  Sup [z(t +a)  --z(t)l V a e R .  
t eR  

I~un t  ](t) faiblement presque pSriodique, donc born@ duns H, on u 

t~ 

f du. ~d~ <~ C1 
~ T  (v) 

tl 

On peut  donc extraire de {u~,(t)} une sous-sl~te, que, pour simp]icit6, indiquons 

encore par {u~(t)}, ~elle que 

(I .5)  n m *  u~(t) = a(t)  

uniform6ment sur [tl, t~] dans H 

(1.6) lim/~ Aug(t )  = z(t) duns ~(t~, t~; ~) 

(I.7) lim* gu~ (t) d5 ~-+~ dt ---- ~ -  (t) duns ~'~(t~, t~; t t ) .  

Pour le Lemme I,  l 'op6r~teur A indui t  sur £:(tl, t~; H) un op6ru~em" maximal  positif 

lin6~ire. 

Le gr~phe de l 'op4rateur consider6 est done un sous-6spaee ferm6, done fuible- 

merit ferm6, de £~(ti, t2; H) X £~(t~, t~; H). On ~ ~lors 

z(t) = A(e(t). 

On peut  affirmer que ~2(t) est une solution de (I.1) et que 

donc 5(t) e A, / .  
De (I.5) on a 

t+l 

f[A~(vlP~v<C, /~(t)t<C V t e R  

Ig(t + c0--g(t)l  < Sup [z(t + e)--z( t )  I V ~ e R  
R 

Sup ]u(t)l <~ lira inf Sap ]u~,( t )  I . 
t e R  n-+o~ t eR  

De cette r61ation suive que ~(t) est un  point de minimum pour la fonctionnelle J(u) 

dans A~/. 
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D6montrons ma in tenan t  que ~(t) est l 'unique point  de min imum de J(u) dans A,.f. 

l~ous utilisons un  proc6d6 par  l 'ubsurde. Supposons qu'il y air deux differents points 

de min imum pour  J(u) duns A~.f, ~l(t) et  ~( t ) .  

Observons que A~.~ est un  ensemble convexe, done 

~(t)  + ~(t)  
eAz~. 

2 

On a 

dt (~dt)- (,~(t)) + A(a~(t)- ~,~(~)) = 0 ,  

dont  

d 
d~ ]~(t) - -  ~(t)]  o- < O, 

done I~l( t )--~(t)]  est d6croissante. 

]~tant ~ ( t ) ¢  ~2(t) il y a un  point  i tel  que 

done 

Indiquons  

On a 

Indiquons  

l~(Z)--~(Z)] = q >  o 

l(,x(t)--(t~(t)l>~ pour  t < i .  

tt = /vIin J(u) .  
u~A::,! 

~l(t) + ~( t !  < k~ 

2 i 
k ~ l ,  t < t .  

~(t)  + ~(t )  
w(t) - 2 

et  soit {s~} une suite r6elle ¢endente ~ + oo. 

E t a n t  w(t)~A~/ et ](t) faiblement  presque p6riodique, i] y u une sous-suite de 

8 ) {sj}, que, pour  simplieit6, nous indiquons encore par  { is, telle que Vt~,t~, tl<t~ 

lira* ] ( t  - -  s~) ~ -  ],(t) 
j - - > ~  

uniform6ment  sur R dans H,  

lim* w(t--s~) -~ w~(t) duns H 
j - -~ ca 
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unfform~ment sur Its, t~], 

l i m * A w ( t - -  s~) = z,(t) 

lim* dw dw.(t) 

dans g2(t,, t~; H) 

dans £-~(t~, t~; H) . 

Par  le m~me proc~dg de la partie pr~c~denfe, on d~montre que 

Aw.(t)  = z~(t) p.p. 

On peut  Mors affirmer que w.(t) est solution de l '~quation 

~Ws 
(I.S) h~ (~) + Aw~(t) = ].(t.) p.p. 

et  pour les r61ations pr~cSdentes on a 

(1.9) 

(1.10) 

(I.11) 

t + l  

flAw°(~)l'd~<¢, !w.(t)l<C Vt~R 

Iw.(t)l </ ,~ V t e R  

lw~(t + ~) --w.(t)I < Sup lz(t + ~) --z(t)l 
teR 

V~eR. 

De (I.9), (1.10), (I.11) et 6taut  ](t) faiblement presque-p6riodique, on peut  extraire 

de {sj} une sous-suite, que, pour simpliei~ nous indiquons encore par  {sj}, ~elle que 

Vtl ~ t~ ~ h <~ t2 

lim* ],(t -~ st) = ](t) darts H 
j - -o+m 

uniform6ment sur R 

lim* w.(t @ s~) .... w.,(t) dans H 
j-->+co 

uniform~men¢ sur [t~, t~] 

lim* Aw.( t  + s~) = g.~(t) 
j-.->+ c~ 

lim* dw~ dw.. ; - -~  -~ -  (t) = - ~ -  (t) 

dans ~(t l ,  Q; H) 

dans g2(tl~ t~.; H ) .  

Par  la m~me m6thode de la partie pr6c6dente on d6montre que 

Aw~.(t) = Z,.(t) p.p. 

On peut  alors affirmer que w,,(t) est solution de (I.1). 
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De (1.9) et  (1.11) on a 

donc 

De (1.10) on a 

t + l  

f lAw.(~)l~@<C, lw.(t)I<C 

t 

Vt ~ R  

lw..(t + ~) - -  w.(t)I < Sup [z(t + or)--z(t)l 
t eR  

w,(t) e A~,~. 

J(w.A = Sup tw.(t)[ < kg < / ~ .  
teR 

Va ~ R  

On tombe doric duns l'a, bsurde et la th~ae est ainsi d6montr6e. 

On a ainsi prouv6 que J(u) a u n  unique point  de minimum ~(t) dans A~; on 

dolt maintenant  d6montrer que ~(t) est faiblement presque-p6riodique. 

2Zoua utiliserons un  crit~re de presque p6riodicit6 de Boo~I~EI~ (~tendu par A ~ -  

n lO ~ les fonctions preaqu6 p6riodiques dana les espaces de BA~AC~I faiblement 

s6quentielment complets, [4], en particutier uniform6ment convexes). 

C R I T ] ~ R E  1 .  -- Soit X un  espaee de Banach uni/ormdment convexe rdel et soit 

g(t): R - ~  X une fonction continue dans X ]aible. 

Za  ]onction g(t) est ]aiblement presque pdriodique si et seulement si pour chaque 

suite rdeIle {Is} on peut extraire une sons-suite {l~} telle que 

lim* g(t + l~) = g~(t) ~ n s  Z 
,i--> + co 

uni]ormdment sur R.  

Conaid6rons une suite r6elle {t~} arbitraire. ]~tant {4(t + lj)} equicontinue et  equi- 
! 

born6e dana H, il y a u n e  sons-suite de {l~}, que nous indiquons par {lj}, telle que 

(1.12) lim* u(t + l~)= us(t ) darts H 
j-->+co 

uniform6ment sur tous intervalles born6s. D6montrons que {l~} peut  ~tre choiaie 

de fagon que 1~ limite (1.12) aoit uniforme aur R. 

~ o u s  utilisons une proced6 par l~ubsu~de. Supposons quail n~y a aucune sous- 

suite {l'j} de {l~}, telle que la limite (I.12) soit uni~orme sur R.  
r ! 

I1 y a alors, Vv ~V, une suite {ts} et deux aous-suitea de {lj}, {llj } et { l J ,  tel- 

les que 

I(~(t~ + ~.)-~(t~ + ~) ,  v) I> o > 0.  

Indiquons 
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on u ulors 

](e(;,1,) - ~(;,~.), v) l>  e > 0 .  

Observons mainten~n~ que on u 

(I.13) 

(I.14) 

(I.15) 

(I.16) 

t+l 

flA (,  + < c ,  l (t + < c v t e R  

t e R  

t+l 

f [A(e(fl + ~,~)]~d~]< C,  [u(t + ),~;)I<C, V t e R  
t 

lu(t + 7 .  + a) - u ( t  + ~'~)1 < Sup I~(t + ~) - ~(t)I ,  
t e R  

V a e R .  

On peu$ ulors extruire de {7~} et (y~} deux sous-suites, que, pour simplicitY, 

nous indiquons encore par  {~j} e~ (y~}, telles que Vt~, t~, t~<t~ 

(I .17)  lira* ](t + YlJ) ~-- ]~/~(t) da, ns  H 
j--->+ o~ 

uniform6ment  sur R 

(1.18) lim* ](t -~ y,j) = ]vjt) duns H 
j+---->¢~ 

uniform~men~ sur R 

(I.19) lira* 5(t ~- y~j) ~ ~y~(t) duns H 

uniform6ment  sur [t~, t2] 

(I:20) lim* ~(t ÷ Y2J) := ~v,(t) duns H 
j+--->¢o 

uniform6ment  sur [tl, t~] 

(I.21) lim* Ag(t  + yl~) = A~v,(t) duns £2(tl, t~; H)  

(I.22) lim* A~t(t + 7~) = A~ , ( t )  duns £2(tl, t~; H)  

. d~ 
(I.23) lim -=- (t ÷ 71J) = (t) duns £2(t~, t~; H)  

(I.24) lim d~ (t + Y2~) d ~  J+~¢~ ~ : - ~ -  (t) duns £~(tl, t2 ; H )  . 
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On peut  alors affirmer que les ~onctions u,,(t) et u~:(t) sont des solutions des 

4quations 

dur~ 
dt (t) ÷ Au~,(t) -~ ]r~(t) p.p. 

d U y ,  

dt (t) -~ Au,,(t) = ]v,(t) p.p. 

]~tant ](t) faiblement presque p4riodique dans H, on peut  supposer sans, perdre de 

generulit~, que 

l im ](t + l~,~) = l im ](t -t- l~) dans H 
~+--->c~ i+--->¢~ 

off les limites sont uniformes sur R;  de cette relation on 

]r,(t) =]r~(t )=],( t ) .  

De (I.13), (I.14), (I.15), (I.16), (I.19), (I.20), (I.21), (I.22) on 

t+ l  

t 

(I.26) 

(I.27) 

(I.2S) 

(T.29) 

t+ l  

f!A~,(~)l~d~7<C, tzTv,(t)I < C V t e R  
t 

]~,(t + a) --~,,(t)l  < sup ]~(t + a) - -~(t )I ,  
t ~ R  

la~(t + ~ ) -  ~,o(t)l < sup [~(t + G)-~(t) l ,  
t~R 

V a ~ R  

Va e R  

off m est le minimum de J(u) sur As 

(I.3o) 1(~,(o) - e~,(o), v) l>  e > o .  

D~montrons m~inten~nt que z~l(t ) = ~,(t) .  On 

~r,(t), ~ , ( t )  e A~.s, • 

Si alors on d~montre que m est le minimum de J(u) d~ns A~.,y, de 1~ premiere partie 

de la d~monstration on peut  deduir 1~ th~se. 

Nous utilisons un proc4d4 par l 'ubsurde; si le minimum de J(u) sur A~z r e s t  

mineur de m, il y a une fonction ~,(t) telle que 

au~ (t) + A~gt) = lgt) p.p. 
dt 

u~(t)eA~.,v, luv( t ) l<m--e V t e R ,  e >  O. 
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On pent  ulors extruire de {y,} une sous-suite que, pour simplieit6, indiquons encore 

par {~'1~} telle que Vt~,t~, t~<t2 

(1.31) lim* ],(t - -  7~J) = ](t) duns H 
#---*+ a~ 

uniform6ment sur R 

(1.32) lim* u~(t --y~j) ---- ~t(t) duns H 
j - - + +  co 

uniform6mcnt sur [t~, t2] 

(1.33) l im*Auv( t - -y~j )  ---- Au(t)  duns C2(t~, ~2; H) 
j --->+ a~ 

(1.34) lira* d = du ~ ~ u v ( t - - y ~ )  = ~ (t) duns E2(t~, t2; H) .  

De (1.31), (1.32), (1.33), (1.34) on deduit  que u(t) est une solution de (I.1). 

]~tant 

o n  u 

u( t )eA~, t ,  [ ( t ) lKm--s  g t e R ,  

u e A , ,  J ( ~ t , ) A m - - e .  

On tombe donc duns l 'ubsurde, puisque m est le minimum de J(u) duns Af. 

On a Mnsi d6montre4 que 

~y~(t) ---- fir,(t); 

ulors pour (1.30) on tombe duns l 'ubsurde ct la th~se est d6montr6e. 

On pent donc extraire de {l~.} une sous-suite {l~} telle que 

lim* ~(t + l~) = ~(t) duns H 
i--->+ co 

uniform6ment sur R. 

Du erit~re de faible presque-p6riodicit6 de BOCn-NE]~ on u ulors que ~(t) est fai- 

blement presque-p6riodique. 

Le Th. I e s t  uinsi demontr6. 

Du Th. I on deduit  imm~diatement  le corollaire suivunt: 

COI~OLLAIRE I. - -  Si la solution ~t(t) de l'dquation (I.1) earactdrisde par le Th. I a 

tra]eetoire relativement compacte dans H, ~t(t) est presque-pdriodique dans H. 

Nous donnons muintenunt  un  exemple d'upplicution. Nous ruppelons que un 

syst~me sym4trique d'6quations d'6volution sur R est nn  syst~me de 1~ forme 

~t u(t, x) + ~ A , - -  u(t, x) = l(t, x) 
i=i ~xi 
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off 

u(t, x) = 
u~(t, x)/ 

est une fonction sur R × R  ~ avec des v~leurs dans R~ et  les A, sont des matrices 

sym~triques r4elles p ×p .  

Consid~rons l 'op~rateur sur (£~(R~)) ~ 

D ( A )  -= v(x)lv(x ) e (~ (R ' ) )  L ,~  A , ~ x  V(X ) e (~(R~)) ~ 

Av = Z A ~ x  V(X ) . 
i = ~  

On peut  d~montrer [5], que l 'op4rateur A est an t iautoadjo in t  et done, pour  le th~o- 

r~me de STo~E, g~n4rateur d 'un  semigroupe de contractions lin~aires; l 'op4rateur A 

sin" (~(R~)) ~ est done un  p~rticuli~re op4rateur lin~a.ire maximal  positif. 

Appliquons done le Th. I.  

Supposons que ](t, • ): R - >  (~(R~)) ~ soi$ faiblement  presque p~riodique et  que il 

y ai~ une solution ~(t, x) du probl~me considerS, teUe que 

t+ t  

j" !IA~(~I!I~(~,(Ro,)'a~ < ¢ ,  II~(t)11 (~.~o,), < C 
t 

V t e R  

et  ~(t, .):  R--> (~(R~))~ soit uniform~ment continue dans (~(R~)) ~. 

Pour  le Th. I on pent  alors affirmer que, indiqu4 

t+ l  

A~ = {lu(t, x)[f !lAu(v)l[~(c,<R~))~d~<C, i'u(t)l[(c,<~))=<C V t e R ,  
t 

t eR  

J(u) = Sup Hu(t)It<~,~.~))~, 
t~R 

Va e R }  

1~ fonctionnelle J(u)  ~ un unique point  de. minimim ~(t, x) duns AI et  la fonction 

~(t, • ) : R -+ (~2(R"))~ est faiblement presque p6riodique. 

I~.E~[ARQUE I. -- Darts le Th~or~me I on a consider~ le cus non homog~ne; pour  

le probl~me homog~ne on a un  th4or6me qui u une d6monstr~tion tr~s facile. 

Tttl~OR]~E II .  - Soit A :  D ( A )  ---> H un  opdrateur antiautoad]oint; considdrons 

lYquation homog~ne 

(L35) du d-[ (t) ~, Au( t )  ---- O . 
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Toutes solutions de (I.35) avee une trajectoire rglativement compacte clans H sent 

presque-p6riodiques clans H. 

Soit u(t) une solution de (I.35) ~ trujectoire r41utivement compacte.  

Observons que V a e R  on a 

(u(t + ~ ) - ~ ( t ) )  + A(u( t  + ~) - -u ( t ) )  = 0 
dt 

dent  

l d  
d-t fu(t + ~) - , , ( t ) ] ~  = o 

dent  

]u(t + a) - - u ( t )  I = C s t .  

La  thbse suive Mors d 'une  critgre de presque-pgriodicit6 dfi ~ B o c ~ E g :  

CRIT]~RE I I .  - Soit X un espace de Banach et soit g(t): R - + X  une ]onetion con- 

tinue d trajeetoire rglativement eompaete dans X ;  si, V a e R ,  

t I n f  llg(t + ~) - g(t)]] • > t* s u p  Hg(t + ~) - g( )~[~, 
teR t~R 

oCt tt est une constante positive indipendente de (~, alors g(t) est presque pdriodique 

dans H. 

~ o u s  te rminons  enfin en observant  que le Th. I I  n ' es t  pus vMuble en g6n6rM 

pour  les in6quutions d '6volut ion lin6Mres. 

T ~ O ~ r E  Ill. - Soit K c H un ensemble ]erm6 eonvexe avee O e K .  

Supposons qu'il y ait un ensemble D dense dans H, tel que Vv ~ D il y ait £v > 0 

rdel tel que Avv e K. 

Considdrons l'indquation d'~volution 

(I.S6) [( ) (t) + Au(t) ,  v - -  u(t) > 0 

u ( t ) e K n D ( A )  10.P. sur R 

Vv e K !o.10. s~r R 

oct A :  D(A)--> H est un opdrateur antiautoadjoint lingaire sur H. Soit u(t) une solu- 

tion presque pdriodique de (1.36), alors u(t) est une solution de l'dquation 

du t) -~  ( + Au(t) = 0 .  
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Posons  darts (I.36) v = 0 

dont  

1 d u(t~ ~ 0 

p.p. sur R 

donc ]u(t)] est d6croissante et, 6rant u(t) presque p6riodique, on 

lu(t)j = Cst 

dont  

) -~(t), u(t) = 0 p.p. sur R .  

On ~ alors 

dt (t) A-Au(t), 

donc, pour  l 'hypoth~se sur K, on 

~ -  (t) + Au(t) ,  v > 0 

dont  

du 
d--[ (t) ÷ Au(t) = 0 p.p. 

Vv e K  

Vv ~ H  

dont la th~se. 

I I  - ]~quations d '~vo lut ion  du premier  ordre non- l in~a ires .  

a) L e  c a s  u n l f o r m d m e n t  m o n o t o n e .  

§ 1. - Le probl~me de la solution born~e. 

Consid6rons un op6rateur A :  D(A)-~H, [10], mult ivoque maximal  monotone et 

tel que Vv~ED(A), w~Av~,  i ~  1, 2 

<wl--w~, v l - v . )  >~llvl-v~[l ~, ~> o. 
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Pour simplieit4 nous ~crirons eette r~lation ou des r~lations du mgme type 

<Avl--Av~, vl--v~} ~c~!IvI--v2!l ~, ~> O. 

Nous indiquons par (K)" le vecteur de norme minime dana Fensemble eonvexe 

ferm~ K. 

Consid4rons F4quation 

(II.a.l .1.)  du d'-t (t) + Au(t) 3 ](t) p.p. 

et le probl&me de la solution born4e pour (ILa.l .1.) .  

l~ous rappelons un th4or~me concernant la solution du probl~me de CAuc}tY 

par (II.a.l .1.) [9]: 

Tttl~oIuh'~ IV. - Considdrons le probl~me de Cauehy 

(II .a. l .2.)  

o/t 

l du 
-d-[ (t) + Au(t) ~ ](t) 

u(O) - Uo 

t e [0, T] 

d/ 
/(t) e C(O, T; H ) ,  ~ (t) e ~1(0, T; f/) 

et uo e D(A).  

1l y a une unique solution u(t) de (II.a.l .2.),  tel que 

a) u(t)eD(A) dans [0, T] 

b) u(t) est lipschitzienne dans t l  sur [0, T] 

e) u(t) est ddrivable ~ droite dans [0, T] 

du 
d) -~ (t) + Au(t) ~ ](t) p.p. duns [0, T] 

d+ 
a-[ u(t)  + (A u ( t )  - -  ](t)) ° = 0 a~ns [0, T]; 

du < exp 
I 

e) -~[(t) ( - - ~ t ) l ( l ( O ) - - A u o ) ° l  + 

t 

O 

p.p. dans [0, T]. 
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Pour le probl~me de ls solution born6e on obtient le resultat suivant: 

T]t~OR~lU-E V.  - Soit ](t) E C(R;  H) r~ £~(R; H)  et (df/dt)(t) ~ £~(R; H); lYqua- 

tion (II.a.l.1.) a une unique solution u(t) bornde dans V e t  telle que g( t )=]( t ) - - (du/d t ) ( t )~  

e Au( t )  soit bornde dans H.  

On peut supposer sans perdre de generMit6 0 e A(D), 0 e A0. 

D6montrons d'abord qu'il y a une solution u(t) de (II.a.l.l .) born6e duns V et 

telle que g(t) soit born6e dans H. 

Consid6rons le problbme 

] ~ (t) + Au(t) ~ 1(t) 
(II.a,l,3,) 

t u(O) = o .  

Pour le Th. IV (II.a.l.3.) a une unique solution uo(t)e C(0, ~-c~; H) telle que 

t 

duo ,, d] 
(II.a.l.4.) ~ (*J < oxp (-~t)l(l(o)- Ao)ol +fexp ( -  ~(t-~)) ~ (T) I d~<. 

o 

t 

< C~ + C2fexp (--~.(t--v)) < C~ + C2(1 + exp (--~t))< C~ 
0 

p.p. dans [0, -t- c~[. 

En multipliant scalairement l'6quation pour uo(t) 

dont 

duo 
(t), uo(t)> ~< <](t), uo(t)} - ~li~o(t) ll ~ 

l d  
2 dt ]~°(t)]~ < C~lu°(t)] - -  ~°'lu°(t)]~" 

off y est la constante d'injec~ion de V dans H. D6montrons mMntenant que 

]Uo(t)] ~< a-~ pour t~>O. 

On a 

(II.a.l.5.) (. ) 2 a t  [u° ( t ) l~<  ~ r ' l u ° ( t ) [  c~ _ ]u°(t)] . 

~Tous utilisons un proced6 par l'ubsurde; supposons qu'il y uit un point ~ tel que 

C2 
lUo(~)f > - -  + ~ 8 > o.  

2 - AnnaZi dl Malematica 
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]~tant uo(t) continue duns H et u0(0)= 0, il y a un interval  [t~, t2], tel  que 

C~ C~ 
[~o(t~)l - -  - -  + O ]Uo(t)l > '~ + O t ~ Its ,  t~].  

De (II .a. l .5.)  on a alors 

d_ IUo(t)[~<o 
dt 

done luo(t)] est decroissunte. 

On ~ alors 

~2 

dont  l 'nbsurde. 

duns [tl~ t.] p.p.  

dans [tl, t~] 

On peu t  done affirmer que 

]u0(t)l< C2_~÷(~ t>~O p.p. 

e~, pour  18 genericit6 de 6, 

C~ 
]u0(t)l < - -  pour  t~>O p.p. 

Soit  m~intenant  n u n  entier  positif et  consid6rons le probl~me 

[ ~ u,(t) + Aug(t) ~ l(t) 
( I I .a . l .7 . )  

l 
a~ 

u ~ ( - - n )  = O .  

Ce t)robl~me a une unique solution u~(t)~ C(-- n, -~- c o; H). 

P o s o n s  

du~(t) ~ Au~(t) .  
g~(t) =/( t)--  dt 

Par  la m~me m~thode de la part ie  precedente on d~montre que 

(II.a.l.S.) dt (t) <C3 p.p.  sur [ - -~ ,  + c<~[ 

Co 
(II .a . l .9 . )  ]u,(t)]<--- = p.p.  sur I - -n ,  + c ~ [  

~ 7  2 
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et de (II.a.l.7.) 

(II.a.l.10.) Ig~(t)l < C~. 

On prolonge les fonction un(t) et g~(t) ~ R par 0. 

( I I . a . l . l l . )  g~( t) e A u,( t) 

C2 
(II.a.1.12.) i un(t)] ~< - -  ztF 2 

(II.a.l .13.) d un(t) Q 

(II.a.l .14.) {g~(t)] < C, 

de (II.a.l.12) et (II.a.l.14) on a 

On a alors 

p.p. sur R 

p.p. sur R 

p.p. sur R 

p.p. sar R;  

(ZI.a.1.15.) I[u~(t)]] <C5 p.p. sur R.  

De (II.a.].13.), (II.a.1.14.), (II.a.l.15.) on peut  extraire de {un(t)} une sous-suite, 

que, pour simp]icit6, nous indiquerons encore par {un(t)}, telle que Vtl, t~, t~<t2 

(II.a.1.16.) l im u,(t) --~ u(t) dans H 
n - - ~ - +  oo 

uniform6ment sur [t~, t~] 

_ ** dun d~ 
(II.a.1.17.) limso+oo" --:-(tt (t) = ~-  (t) dans £¢°(tl, t2; H) 

(II.a.1.18.) lim**g~(t) = g(t) dans £~($1, t2; H ) .  
n . - - >  0o 

]~tant A maximal  monotone~ g,(t) e Au,(t)  et pour le Lemme I, Chap. I7 (II.a.1.16.) 

et (II.a.l.18.) on peut  affirmer que 

(II.a.1.19.) g(t) ~ A u(t) . 

De (II.a.l.17.)~ (II.a.l.18.)~ (II.a.l.19.) on ~ que u(t) est une solution du pro- 

blame (II.a.l.1.). 

De (ILa.l.16.) et (II.a.l.18.) on 

C~ 
] u ( t ) [ < -  sur R p. 

Ig(t)] ~< C4 sur R p.p. 

dont  

Ilu(t) I[ < c~ sur 2 p.p .  

On a ainsi d6montr6 la p~rtie de la thSse concernante l'existence. 
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D6montrons muintenunt  clue la solution de (II .a. l .1.)  born6e duns H est unique. 

~ous  utilisons un  proced6 pu t  l 'absurde.  Supposons que u,(t) et  u~(t) soient deux 

solutions differentes de (II .a. l .1.) .  

On a alors 

d__ (u~(t) - -  u~(t)) + (Au~(t) - -  Au~(t)) ~ 0 
dt 

En mult ipl iant  sculairement pour  (ux(t)--u~(t)) on u 

l d  
( ILa . l .20 . )  -2 ~ Iu~(t)--u2(t) l~.--zc]lu~(t)--u~(t)! t~<--~y~lu~(t)-  u~(t)l~ < 0  • 

De (II .a. l .20.)  on u que lul(t)--u~(t) t e s t  decroissante. 

]~tunt ul(t)V: u~(t), on u qu'i l  y u t, tel  que 

I~l(t) - u~(~)l > e > 0 

et  donc 

l U l ( t ) -  u~(t)l ~ e > 0 ,  t < ~ .  

Soient muintenunt  t~<~t2<~Z et  integrons (II .a. l .20.)  sur (t~, t~); on u 

t~ 

u2(t~) ]'-} ~<-- ~y2]tu}t ) __ u~(t) I~ dt < - -  ~72 e~(t~ - -  t~) u~(t~)l  2 lu~(t~) 
tz 

dont  

½ Iu~(tl) - -  u~(t~)] ~ > ~y~ e:(t~ - -  t~) + ½ I u~(t2) - -  u~(t~)l ~- > ~:72 e~(t~ - -  t~). 

On ~ ulors 

lira lu~(t~)-- u2(t~)[ = -? co .  

On tombe donc duns l 'absurde et  l 'unicit4 de lu solution born4e duns H de (II.a.l .1.)  

est d4montr6e. 

Le Th. V e s t  ainsi demontrg. 

§ 2. - Le probl~me de la solution presque-p~riodique. 

Duns ce parugraphe nous consid6rons le probl~me de lu solution presque-p6rio- 

dique pour  t '6quation (II.~.1.1.). 

On a l e  resul tut  suivunt:  

TI~ORglv~ WI. - Supposons que les hypotheses du Th. V soient valables et que ](t) 

soit presque-pe'riodique duns H;  il y a une unique solution de (II .a. l .1.)  presque-pdrio- 

dique darts V. 
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L'unici t6 de ls  solution presque-p6riodique de (II .a. l .1.)  suive du Th. V. 

Pour  le Th. ¥ il y s une solution unique u(t) de (II .a . l .1.)  born6e duns V et  telle 

que g(t) = ](t) - -  (du/dt)(t) ~Au( t )  p.p. soit born6e dsns H.  

D~mont, rons que u(t) est presque-p6riodique dsns H.  

Soit a u n  hombre  r4el srbi t ruire  e t  indiquons 

On s 

Sup II(t + a ) - ] ( t )  l = M(a) . 
t eR  

d 
dt (u(t -4- a) - -  u(t)) A- (Au(t  -f- a) - -  Au(t) )  ~ ](t ~-- a) - -  ](t) . 

En  mul t ip l isnt  scalsirement l '4qust ion pour  (u ( t - [ -a ) - -u ( t ) )  on 

l d  
(II.a.2.1.) 2 dt lu(t + a) --u(t)l'-<~ <](t + a) - -  ](t), u(t A- a) - -  u(t)} - -  

-o:llu(t + (~) -u(t ) l l~  < I](t + a ) - ] ( t ) t  lu(t + a ) -u ( t ) l - o :~ lu ( t  + a) - u(t)I" < 

~((r) _ u(t + ~) --u(t)i) e 

Supposons qu'il  y s i t  un  point  ~, tel  que 

[u(~ + z) -u(~)]  < M(~) -~-y~ + ~ ,  ~ > 0  

et  d6montrons que pour  t>~,  on a 

M((~) + 
[ u ( t ÷ a ) - - u ( t ) l < - -  ~ .  

~ ous  utilisons un  proeed6 pour  l 'absurde;  supposons qu'il y s i t  un point  ~, tel que 

E t a n t  u(t) continue dana H sur R,  il y a slors un  interval  [t~, t~], tel que 

lu(t~ + ,~)-  u(t~)] = M((~___)) + 
ay2 

M(z) 
[u(t + z ) -  u(t)l > ~ + ~, t e  Its, t2]. 

De (II.a.2.1.) on ~ slots 

2 dt 
d~ns It1, t~] 
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dont  i u ( t +  a ) - - u ( t )  I est decroissante dans [tl, t~]; on ~ alors 

Iu(t -~- a) - -  u(t) 1 <~ M(a_) -~ ~ darts [t~, t~]. 

On tombe donc dans l 'absurde;  on ~ ~insi d~montr~ que pout  t>~t 

M(~) 
lu(t + ~ ) - - u ( t ) t <  ~ + a .  

D~montrons ma/n tenan t  que, V a c R ,  il y a Z~<a tel que 

M(~) 

icons utilisons un proced6 par  l 'absurde;  supposons que pour t<.<a 

[~(t + o) --u(t)l > M(~) + a.  

En  int~grant (II.a.2.1.) sur [t, a], on a ~lors 

1 
{tu(a + a) - -  u(a)l~-- tu(t + a) - -  u(t)l~ } < 

< ~ I'~(~ + ~') - u(~)l \ \ -  Iu(~ + ~) - u(~)I a~ < ~r o ~ a(a - t). 

On a ~lors 

dont  

1 ]u(t + a)--u(t) l~>--~7 -~7y~ o (a--t) 

l im lu(t -[- a ) - - u ( t )  1 = + c~z. 
t---->~ 

On tombe  done duns t 'absurde,  4t~nt u(t) born@ darts H ;  ta th~se est ainsi d6montr6e. 

De (II.a.2.2.) on 

M(~) 
lu(t + ~) - u ( t ) l  < ~ + 

stir R et, pour  lu generecit6 de 0, on 

M(~) 
(II.a.2.3.) [u(t + ~) - -  u(t)[ < - -  
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l~tunt ](t) presque p6riodique duns H, de (II.a.2.3.) on deduit  que u(t) est presque- 

p6riodique duns H.  

On a enfin 

~liu(t Jr a)-u(t)lI2<(g(t + o)-g(t) ,  u(t + a) - u(t)} < C4 - -  

dont  u(t) es~ presque-p4riodique duns V. 

M(s) 

Le Th. VI est ainsi d6montr6. 

§ 3. - Exemples .  

Soit [2 c R"  un ouver t  born6 de frontibre F reguli~re. 

Consid6rons t~6quution purabolique non lin6aire 

(II.a.3.1.) 
u(t, x) - Au(t, x) + [3(u(t, x)) ~ /(t, x) 

u(t, X)lr = 0 p.p.  R 

p . p . R × D  

off /~ est un gruphe muximul monotone,  de R × R. 

On peut  d6montrer~ [9], que l 'op6ruteur 

~u(x) 
D(-- A) = {~(x) e Ho~(S~) n H~(t~)} --  A~(x) = - - L - ~ ,  u(x) + D(-- ~) 

et  l 'op6ruteur 

D(fi) = {u(x)]u(x)eD(fl)p.p. sur [2, u (x )e  £~(52), 

3w(x) efl(u(x)) p.p. sur 9 et w(x)e c2(9)} 

fl(u(x)) = {w(x)lw(x) e £2(9), w(x) e fl(u(x)) p.p.  dur  O} Vu(x) e D(fl) 

sont m~ximul monotones sur £~(t9) et  on peu t  aussi d~montrer,  que l 'op~ruteur 

- - A  + fl est maximal  monotone.  

Soit ](t,. ) born@ duns ~(/2) sur R et d4rivable duns ~(/2) uvec une d4riv6e 

born4e duns £~(/2) sur R. 

Pour  les Th. V e t  Th. VI on a alors quail y u une unique solution u(t, x) de 

(II.a.3.1.) sur R × 9 ,  telle que u(t, .)  est born6e duns H~(tg) et,  indiqu~ par  

g(t, x) - -  3u(t,  x) 
~t ~- LJu(t, x) + ](t, x) , 

g( t , -)--Au(t ,  .) est born6e duns E~(~9) sur R. 

On d6montre [9], 

- f  Au(t, x)g(t, x)gx> 0 p.p. sur R .  
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On u ulors que Au(t,  .) est born~e duns ~(~Q), donc u(t, .) est born~e duns H~(t)). 

Du Th. ~ on ~ que, si f(t, • ) est presque-p~riodique duns £~(~Q), u(t, • ) est presque- 

pSriodique duns H~(D), donc, 4tant  u(t, .) born4e duns H~(.Q) sur R,  u(t, .) est 

fuiblement presque p~riodique duns H~(~9). 

Duns ce cas, donc, les Th. V et VI um~liorent, bien que sous des hypotheses 

plus fortes, les resultats  de [6]. 

tndiquons  muintenunt  par  v lu normute ext~rieure £ ~ sur F, par  y un deuxi~me 

gruphe maximal  monotone  de R ×  R et eonsid~rons le probl~me 

(II.a.3.2.) 

~u(t, x) 

~t 
Au(t, x) + u(t, x) + ~(u(t, x)) ~ ](t, x) 

~u(t, x)er(u(t ' x)) p.p.  sur R × F .  

p.p.  sur R×~9  

On peu t  d6montrer ,  [9], que l 'op6rateur  

~u(x) } 
D ( - - A  + I ) =  u(x) eH~(O),  --~-v ey (u(x ) )  p.p. sur /" 

~ u ( x )  
(-A + ~ ) ~ ( x ) = - Z ~ + ~ ( x )  W(x)eD(--A +~) 

et t 'op~ruteur fi d4fini comme £ lu purt ie  pr~c~dente sont muximul monotones sur 

£~(/2) et  on peu t  uussi d~montrer,  [9], que -- /1  ~ - I - ~  fi est encore un  op~ruteur 

muximul monotone  sur ~(t9).  

Soit ] ( t , .  ) born4e duns £~(~Q) sur R et d4rivable duns ~(tQ) uvec une d4riv4e 

born~e duns ~(tg) sur R. 

Pour  le Th.  V on peu t  ulors uflirmer, qu' i l  y u une unique solution u(t, x) de 

(II.a.3.2.),  telte que u ( t , .  ) soit born4e duns HI(~Q) et, indiqu4 

~u(t, x) 
g(t, x) - ~t + Au(t, x) --  u(t, x) + ](t, x) ,  g(t, x) - -  Au(t,  x) + u(t, x) 

est born4e duns ~(~Q) sur R. 

On d4montre,  [9], 

f(--Au(t, x) + u(t, ~))g(~, x)~>o p.p.  sur R .  

On a alors que - -  Au(t,  • ) + u(t, x) est born~e duns ~(£2), donc, [9], u(t, .) est born~e 

duns H2(t9) sur R. 

Pour  le Th. VI, si ](t, • ) est born~e duns ~2(Q) sur R,  u(t, • ) est presque-pSrio- 

dique duns Hi(D) et, ~tunt born4e sur R duns H~(~9), est presque p~riodique Iaible- 

merit duns H~-(t~). 
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et 

Voyons main tenan t  deux exemples, qu 'on peut  ramener  ~ la formulat ion (II.a.3.1.), 

(II.a.3.2.) 

1) Consid~rons (II.a.3.1.) et ~oit 

A t )  = 

= 0 re]a ,  b[ 

= ]--  ~ ,  O] r = a 

= [ 0 ,  + c ~ [  r ~ - b  

= 0 r ~ [a, b ] .  

On verifie fucilement, [9], que fl est  un  gruphe muxim~l monotone  de R X R. Duns 

ce cas (II.a.3.1.) equivule uu probl~me 

8u(t, x) 

8t 

8u(t, x) 

~t 

~u(t, x) 

8t 

a < u ( t ,  x)<b 

u(t, x)lr  = 0 

Au(t ,  x) = ](t, x) 

au(t,  x) < ](t, x) 

Au(t, x) > / ( 6  x) 

sur {a < u(t, x) < b} p.p.  

sur {u(t, x) = a} p.p. 

sur {u(t, x) = b} p.p. 

p.p.  sur t 2 x R  

p.p. sur R. 

2) Consid6rons (II.a.3.2.) et  soit 

A r )  = o .  

= 0  

= ]--  ~ ,  O] 
;,(r) = 

= [0, + c~[ 

= 0  

r 6 ]a, b[ 

r ~ = ~  

r -~ b 

r ~ [a, b].  

On v~rifie facilement,  [9], que fl e t  ~ sont des gr~phes maximal  monotones de R X R. 

Duns cet cas (II.a.&2.) equivale au probl~me 

8u(t, x) 

Of 

~u(t, x) 
- -  - - 0  

87, 

8u(t, x) 
~r > 0 

8u(t, x) 
8v < 0 

Au(t, x) + u(t, x) = ](t, x) p.p.  sur R x 

q.o. {(t, x)I(t , x) e R x F ,  a < u(t, x) < b} 

q.o. { ( t , x ) i ( t , x ) e R x I '  , u ( t , x ) = a }  

q.o. {(6 x)l(t, x ) e R  xT',  u(t, x) = b}. 
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b) Cas s t r i c t e m e n t  mono tone .  

§ 1. - Le probl~me de la solution presque-p~riodique. 

Soient A : D ( A ) - + H  et B : D ( B ) - ~ H  deux op6r~teurs multivoques maximal 

monotones. 

~ous supposons clue B soit strictement monotone, i.e. si v, w c D(B), x ~ By, 

y E B w  

( x - - y ,  v - - w )  = 0 ~ v = w . 

Consid6rons P6quation 

(iI.b.l.1.) du d--t (t) + Au(t) + Bu(t) ~ ](t) p.p. 

et pour cette 6quation le problbme de la solution presque p6riodique. 

TI~:~o]z~)~ VII. - Soit u(t) une solution de (II.b.l.1.) h trajeetoire rdlativement 

compacte et telle qu'il y air une g '( t )~Au(t)  et 

du 
g"(t) = f ( t ) -  g ( t ) - - ~  (t) e Bu(t) 

avec 

t + l  

(II.b.l.2.) ~ lg'(~)t ~ d~<C V t e R .  

Soit f(t) preque pdriodique duns H; u(t) est l~unique solution ~ trajevtoire rdlativement 

compaete, qui saris]air h (II.b.l.2.), et u(t) est presque pdriodique dans H. 

D6montrons l'unicit6 de la solution ~ trajectoire r61ativement compacte de 

(II.b.l.1.), qui satisf~it (II.b.l.2.). 

Nous utilisons un proced6 par l~absurde; supposons qu'il y a deux solutions u~(t) 

et u~(t) differents de (II.b.l.1.) qui ont certes propri6t6s. 

Soient 

teUes que 

g~(t) e Au1(t) , g'~(t) c Bu~(t) p.p. 

g~(t) eAu2(t) , g'~(t) eBu~(t) p.p. 

~Ul ii 
dt (t) ~- g~(t) ÷ gl(t) = ](t) p.p. 
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On ~ ulors 

t-F1 

du~ ~ t " 
d--t (t) + g2( ) + g~(t) - .  ](t) 

t+ l  

p.P. 

d (u~(t)--u~(t))  ÷ (g;(t)--g~(t))  + (g'~(t)--g~(t)) -----O. 

]~n mul t ip l ian t  cet te  r61a~ion scul~irement pour  (u~(t)--u~(t)),  on 

d " ' t '  
( I I .b . l .3 . )  d-t lug(t)--u~(t)]2<~--(g'~(t) - -g2(  J, u~(t)--u~(t)) ~ 0 .  

De (II .b. l .3.)  on u que lu~(t)--u2(t)] est  decroissunte. 

]~tant u ~ ( t ) #  u~(t), il y ~ ~ tel  que 

dont  

Indiquons  

[ u , ( t ) - - u ~ ( t ) l > q >  0 t<~.  

N 1 = l im inf  [ul(t)  - - u ~ ( t ) ] 2 <  -[- z<) ,  
t --->+ ¢~ 

N~ = lira sup l u l ( t ) -  u~(t)p< ÷ c~ .  
t--->-- ¢0 

De (II .b. l .3.)  on ~ que, choisi un  entier  n < t et  un  entier  posit if  ~rbitr~ire m, 

o n  

2 ¢ 1 -  ~ ,  : - 2 f (g; (t) - g~(t), ul(t)  - -  u2(t)) dt < 

1 

~-:L f 
< - 2  y. (gl(J + v) - g'~'(i + ~), u~(J + v) - u~(j + ~)) d~.  

j = n - m  0 

D6mont rons  muin tenunt  le l emme suivante :  

Z E ~ E  I I .  - Soit  X un  espace de Hitbert identifid avec son dual pour le produite 

scalaire ( , )~ et soit I Ix la norme induite de ( , )5 sur X .  
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Soit 8: D(~) ~ - X  un opdrateur multivoquc maximal monotone sur X et KI et K2 

deux ensembles rdlativement compactes de X dans D(•). 

Supposons quc S soit strietement monotonic ct soient ~1 et ~-.2 ~ deux sections de 

SKI et SK2 (pour la dd]inition de section err. [10]). 

Soient ~, w E D(S), tels que 

il y a alors une constante (~ ~ O, qui depende uniquement de ~, telle que pour x ~ ~ N Sv, 

y e X~ n Sw, on a 

( x - - y ,  v - - w ) ~ > a .  

Pour  d~montrer  le l emme nous utilisons un  proced6 p~r  l~ubsurde. 

Si la, th~se est  fnusse, il y a deux suite {v~} et  (w~} darts K~ et  K2 telles que 

( ILb . l .4 . )  Iv,, --w~t~>~ e > O 

et  telles qu ' i l  y a x ,  e Z~ n Sv, y~e..~ n Sw, 

(IZ.b.l.5.) lira sup (x~ - -  y~ ~ v~ - -  w~) ~- 0 .  
n - - - >  ~ 

t~tunt K~ et  K:  r4lut ivement  eomp~cte,  on peu t  supposer,  sans perdre  de gene- 

ralitY, que 

lira v~ ---- v ,  l im w~ = w duns X. 
n - - > o o  n - . ~  o~ 

]~tunt Z~ et Z~ born4es dans X,  on peu t  supposer~ sans perdre  de generalit4 

l im* x~ =- x ,  lira* y~ = y d~ns x .  

]~tunt S m~xim~l  monotone ,  [10], on 

x ~ S v  ~ y ~ S w .  

On a de (ILb. l .4 . )  e t  ( I I .b . l .5 . )  

I v - w I ~ > ~ >  0 ,  ( x ~ y ,  v ~ w ) ~  = o .  

On t o m b e  done dans  l~absurde, 6rant  S s t r i c tement  monotone.  

On peu t  maintena.nt  ~6rminer 1~ d6monstra¢ion du  th6or~me consid6r6. 

Observons~ que pour  ~ < ~ - - l < ~ t - - l ~  on a 

1 

0 
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Observons que les fonetions u~(j+~) et u~_(~+v~) ont des tmjeetoires contenues 

duns deux ensembles r41~tivement compacts fixes, V j < n - - 1 ,  et que 

1 1 

~t~(i + v) ¢ .1 [ dt (i + v) < ¢ 
{) o 

Les deux suite {u~(j-[-~)} et {u~(j+V)} sont done r4lutivement compuetes duns 

~ ( 0 ,  1; H) donc duns £~(0, 1; H). 

Observons que l'op~ra,teur S indui t  de B sur fi~(0, 1; H) est, pour le I~emme I 

du Ch~pitre I ,  maximal  monotone et on peut  fueilement v~rifier que cet op~rateur 

est s tr ietement monotone sur ~(0,  1; H). 

Observons enfin que {g:(J-~V)} et (g:(] ~)} sont des sections de S{u~(]+~)} et 

s{u~(i+v)} et 

1 1 

(} o 

En appliquunt le Lemme II ,  on peut  d4duir que 

dont  

1 

f (g';(j + v ) - g ; ( j  ÷ ~), u~(j + v) -u~( i  ÷ v)) ~zv ~ > o 
o 

~¥1 --  2¢2 ~ - - 2 a ( m  -- 1) . 

v j < ~ - i  

De eette r~lution, 4t~nt m positif urbitraire, on ddduit  que 

On tombe donc d~ns l'a, bsurde et 1~ th~se est uinsi d~montr6e. 

D4mon~rons muintenunt  que u(t) est presque p4riodique d~ns H. 

Pour d~montrer la th~se nous utilisons un eri¢~re classique de presque p~riodicit~ 

dfi ~ BOCffN:EI~: 

CRI:r~:E I I I .  - Soit X un dspace de Banach et soit g(t) une ]unction continue de 

R dans X .  

La  ]onction g(t) est presque pdriodique dans X si et seulement si pour toutes suites 

r~en~s {~}, i l  y ~ un~ sous-suit~ {~:} tal~ que 

lira g(t + l'~) = e~(t) 
j---+÷~ 

duns X 

uni]ormgment sur R .  
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Soit {lj} une arbitr~ire suite r6elle; on 

i t + *  

f du ~d~ f du -od~ h7 (t + ~ + v) = ~-  (v + b) 
0 t 

1 t + l  

0 t 

dont  
1 t + i  

0 t 

< C  

et les fonctions u(t+l¢) ont les vateurs d~ns un ensemble r61ativement compact de H. 

Indiquons 

~'(t + l~) = {g'(t ÷ lj + ~)} : R -+ £-o(0, 1; H) 

~"(t + z,) = {g"(t + l~ +v)}: R-~ ~-o(0, 1; ~ ) .  

I1 y ~ Mors une sous-suite de {l~.}, que, pour simplicit6, nous indiquons encore par 

{lj}, telle que Vtl,t2, tl<t-o 

(II.b.].6.) l im u(t + l~) = u,(t) dans H 
j--++¢o 

uniform6ment sur [tl, td 

(II.b.1.7.) lira* g'(t + lj) ---- g~(t) 
j---->+ ¢0 

et  de (II.b.1.7.) 

(II.bA.S.) Jim* ~'(t + l~) = ~z(t) 
j--->+ co 

duns £-o(tl, to; H) 

dans £2(0, 1; R) 

sur R. 
I 

D6mon~rons main tenant  que il y a une sons-suite de {lj}, {l~}, telle que 

l im u(t + l~) = uz(t) d~ns H 
j -->+a~ 

uniform6ment sur R. 

~ous  utilisons un proeed6 par l '~bsurde. Si la th~se est fausse, il y ~ une suite 

{tj} et deux sous-suites de {/j), {llj} et {l-oil, telles que 

(II .b. l .9 . )  

(II.bA.10.) 

[u(tj + l.)--u(tj +l-oJ)l>q> 0 

l im]( t  + 1,j) = l im ](t +l-oj) 
j---->co ]--+¢o 

oh les limites sont uniformes dans H sur R. 
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Indiquons t, + ~, = 71~, t ,-~ l~, = 73,; on a p.p. sur R 

1 t + l  

fl I' -d-[ (t + 7 .  = + y . )  dn < 0 i = 1, 2 

o t 

I t+l 

f ]gt(t -{-7i;-[-~)I2d~ = f lgt(~ _~ ,tj)[2d~ ~. C $ =  1,2  

o t 

1 t + l  

flg"(t + +.,t '-a.  =fig"(. + v = z 
o t 

et les fonctions u(t+7~ ) et u(t+7~) ont les va.leurs d~ns un ensemble r61ativement 

compact fix6 de H e t  de (II.b.l.9.) 

[u(~ , , )  - u(~,~.~) j > e > o .  

De les r61ations pr6c4den*es on a qu'il  y a deux sous-suites de {7~,} et {70~}, que, 

nous, pour simplicit6, indiquons encore par {Ta,}, {72~}, telles que Vt,,t~, t~<t~ 

( I I .b . l . l l . )  l im u(t + 7~J) = un(t) dans H 
~-.->+ co 

uniform~ment sur [t~, t~], i ---- 1, 2 

(II.b.l.12.) 
. du dur, 

im - -  (~ + y , )  = (t) dans £~(tl, to; H), i = 1, 2 

(II.b.l .13.) lira* g'(t + 7~J) = g~,(t) 
j-++eo 

(II.b.1.14.) lim* g"(t + 7iJ) = g~,(t) 
1--->+~ 

dans ~2(tl, t2; H), i = 1, 9 

dans ~( t i ,  t2; H), i = 1, 2 

De (II.b.l.11.), (ILb.1.13.), (II.b.1.14.) et du Lemme I du Ch~pitre I ,  suive 

g¢,(t) e Auv,(t ) 

gv",(t) e Buv,(t) 

i = 1 , 2  p.p. 

i = 1 , 2  p.p. 

et de (II.b.l.10.) suive 

(II.b.l.15.) lira f(t + 7,j) = f~(t) i = 1, 2 
j-->+¢o 

uniform~men?~ sur R dans H.  

De (II.b.l.11.) on 

(II.b.l.16.) fur,(0) --%,(0) 1 > ~ >  0 .  
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De (II.b.1.11.), (II.b.1.12.), (II.b.1.13.), (II.b.1.14.), (II.b.1.15.) on ~ que u~,(t) et 

~tn(t ) song des solutions du probl~me 

d u  

d-~ (t) + Au(t) + Bu(t) E ].~(t) p.p. 

De (II.b.1.11.) suive que uw(t) eg u.+~(t) ont les vMeurs dans un  ensemble r61utiva- 

men* compact  fix6 duns H e* de (II.b.1.12.) et  (II.b.1.13.) on u que 

1 

-d-~ (t + v) > c 

o 

1 

Ig;,(t + V)t~d~] < C 

o 

p.p.  sur R,  i---- 1, 2 

p.p. sur R, i = 1, 2. 

De la p~rtie pr6c6denge, concernante l'unieig6, on a alors 

%~(t) = %( t )  sur R .  

Pour  (II.b.1.16.) on gombe d~ns l 'absurde et  lu th~se est d6mongr6e. 

On a ~tors que u(t) est  presque p~riodique duns H.  

Pa r  une m6*hode a, nalogue, ell ugflisant (II.b.1.8.) et  du Crig~re I ,  on d6mongre 

que g(t) es* fuiblement S~-presque p6riodique. 

§ 2. - Un exemple d'applieation du Th. VII. 

Consid6rons le syst~me d'6qu~tions d '6volution sur R ~ 

~u(t, x) ~ ~u(t, x) 
- ~ 7 -  + y- A~ ~x--~- + ~(~(t, x)) = 1(t, x) 

i = l  

off 

u(t, x) . . . . .  
\u~(t, ; 

est une fonction de R × R  ~ duns R~  les A~ song des matrices symetriques p × p  

r~elles eg 

~(~(t, x)) = %(u( t ,  ~))/ 

off ill, ...,fi~ song des graphes muximals monotones de R ×  R. 



MARCO BIROLI: Sur les solut',:on~ borndes eve. 33 

Consid6rons les op6rateurs sur (£~(R"))~ 

! D(A) = [v(x)lv(x) ~ (£2(R"))% 

_a~ = ~ A,~(--- ~- w eD(~) 

D(~) = {v(x)lv(x) e (~(R-))~, ~w(x)ef l (v(x))  p.p. aans R" w(x)e (£~(R")),} 

f lv= {w(x)iw(x)efiv(x) p.p.  sur R.,  w(x)~(~(R,))  ~} Vv¢D(fi) .  

On peu t  facilement v6rifier que A est lin6aire ant iautodjoint  donc maxima,1 mono- 

tone sur (£~(R'))~, [5], et  /3 es$ maximal  monotone et  s t r ic tement  monotone sur 

(£2(R~))v, [9]. Appliquons le Th. VII .  

Supposons que ](t, . ) :  R-+(£2(R~)) ~ soit presque p6riodique duns (£2(R~))v et  

qu'il  y air une solution u(t, x), telle que u(t, . ) :  R - ~  (£~(R')) ~ a ¢rajectoire r61a- 

t ivement  eompacte da, ns (f~(R~)) ~ e$ 

t + l  

(II.b.2.1.) f IiAu(~t)lt~£,,..)).d~ < e 

t + l  

f du 2 d~<~C. (ii.b.2.2.) ~ (V) (£,(R.)), 

t 

Du Th. VI I  on ~ que u(t, x) est l 'unique solution du probl~me consider6 ~ tra- 

jectoire r61~tivement compacte d~ns (~(R'*)) ~ et  v6rifiante (II.b.2.1.), (tI.b.2.2.); on 

a enfin que u(t, .): R - >  (£2(R~))~ est presque-p6riodique duns (£*(R~)) ~. 

c) S u r  un p r o b l $ m e  p a r a b o l l q u e  non  l inJaire  par t icu l i$re .  

Soi$ f2 c R ~ un  ouvert  born6 de frontibre /" e t /3  un  graphe maximal  monotone 

de R X R  ~vec D(/3)= R. 
Consid6rons le probl~me purabolique non lin6aire 

(II.c.l.) 
~t u(t, x) -- Au(t, x) + fi(u(t, x)) 3/(t, x) 

u(t, x) = 0 sur R × F p.p.  

p.p. sur R×D. 

Duns [6] e t  au point  a) de ce chapitre  on a obtenu des resultats concernuntes 

le probl~me de 1~ solution born6e et presque p6riodique pour  (II.c 1.). 

3 - A n n a l i  d i  M a t e m a t i c a  
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Les resnltats sont v~l~bles sous des hypotheses fortes sur ](t, x); le bfit de cet 

pur~gr~phe est obtenir des result~ts sur ces probl~mes sous des hypotheses plus 

~ibles  sur ](t), en utilisunt une opportune formulution ~nible de (II.c.1.). 

D]~FI~tTI0~'~ I. -- On dit que une ]onction u(t, x) est une solution ]aibte de (II.c.1.) si 

2 
(1) u(t, x) e ~,oo(R; Ho~(~9)) 

du 
(2) ~ (t) e ~,~oo(R; c~(~)) + ~,~oo(R; ~-~(9)) 

3) il y a une section a(t, x) de fi(u(t, x)) (pore" lu d4finition de section (cfr. [10]), 

qui est dans ~o~(R; ~(~9)), telle que 

du 
g--~ (t) --  Au(t) + ~(t) = / ( t )  

d~s  ~oo(R; ~(9)) + ~oo(R; n-~(~)). 

Avant  d~examiner 18 probl~me de la solution f~ible born4e et de lu solution fuible 

presque p4riodique de (II.c.1.), nous d~montrons nn  lemme, que nous utiliserons. 

(J~exprime ~ H. B~I~zIs rues remerciements pour m~avoir donn~ verbulment la m~- 

rhode de d~monstmtion du Lemme IV~ que, ~vec plusieurs indispensables pr~eau- 

tions~ est utilis~e pour 1~ d~monstra, t ion du Lemme III ) .  

L E ~  I I I . -  Indiquons par 

I. - (I + ~ ) - ~  ~ > o 

la rdgularisde de Yoshida de fl et soit {u~(x)} (lira ~ : 0) une suite des ]onctions, 

sur un ouvert Q bornd, telles que u~(x)~  ~I(Q) et 

l im u~.(x) = u(x) p.p. dans Q 

et 

f ~o(u~o(x)) u~.(x) dx < c . 
Q 

I1 y ~ ~ e  so~s-s~itc que n o ~  indiq~ons p ~  {~o~(u~o~(~))}, te~le que 

lira* ~.~(u~(x)) = o(x) 

dans ~I(Q) et 

(r(x) efl(u(x)) p.p. dans Q.  
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Pour  d6montrer  que lu solution fl~(u~.(x)) est r61utivement compucte  dans lu 

topologie fuible duns ~(Q) nous utilisons un crit~re de compucit6, dfi ~ DIYNFOICD 

et P:ETTIS, [11] : 

CI~IT~RE IV. - Bolt {a~(x)} une suite des ]onctions clans ~(Q),  telle que 

l im ([a~(x)ldx = 0 EcQ 
m(E)-->O d 

J~ 

f l~(x)ldx< c. 
Q 

uniform~ment pour n. 
Za suite {a~(x)} est alors ]aiblement rglativement eompaete dans g~(Q). 

O n  u 

I~.(ua~(x))!d~ + f I~a.(u~(x))ldw. 
{ ~Q[lu,,ln( )[>1} 

l~ous ruppellons, [10], que on u Iflgz)i<l~°(z)l pour  z e R ;  6runt D(fl)=R, on 

Sup Jfi~o(z)t < Sup I~o(z)t < c~ 

off C, ne d6pende pus de n. 

On u donc 

f ]fl~(u~(x))[dx <~ C~ mis (Q) 

{x~qltu~n(~)l<<.l} 

On u 

{xeQlIu2n(X) I ~ l }  {x~Q[ lu,~n(w) l >1} 

= f 
{x~Q[Tu~n(x)[~l} a 

On a donc 

Q 

uni form6ment  pour  n. 

D6montrons  m a i n t e n a n t  que, pour  E cQ, 

l im f ]fi~.(u4(x))[dx 
mis (E) -+0 

E 

----0 

un i form6ment  pour  n. 
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Soit ~ > 0 une nombre  r6el; on a 

dons 

f l & d u a o ( x ) ) l d x  < mis (E) e + 

f J + [flx°(u~.(x)) I d z < m i s  (E)o + Ifl~..(u~.(x))l~ lu~o(~)l ~x .  

Fix6 s > 0 a rb i t ra i rement ,  on peu t  choisir 

~> Sup I/~(z)l> sup l&~(z)]; 
[-2c/~,2c/e1 [--2c[e,2¢]~] 

on a alors 

f ,fi~.(u~.(x)) ]dx<mis (E,Q + ~ f fl~.(u~.(x,)u~.(x)dx<mis (E)9 + 2 
2 Q 

dont,  pour  la g6n6ricit6 de s, on ~ la th~se. 

Du  crit~re de DU~FORD-PETTIS on a alors qu ' i l  y a une sous-sui¢e {fl;.,~(ux~(x))) 
de t e , e  que 

(II.c.3.) lim* fl~(u~(x))= a(x) in gl(Q). 
nlz --e-I- co 

D6montrons  m a i n t e n a n t  que a(x)ef t (u@))  p.p.  dans Q. 

Fix6 e > 0 arbi t ra i re ,  est possible d6terminer  T c Q tel  que 

M ( Q - -  T) < s .  

[u (x ) l<N p.p.  sur T 

et tel  qu 'on  peu t  supposer,  sans perdre  de generalit6 

un i form6ment  sur T. 

Soit m a i n t e n a n t  

l im u~.~(x) = u(x) 

0 

et  indiquons par  j(z) une fonction convexe s.c.i, d6finie sur R,  avec j(0)~--0, telle 
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que fl(z) soit 1~ sous-diff6rentielle de j(z). On u, [8], 

(11.o.5.) lira ix(z) ~ j(z) V z E R .  
4-->0 

Soit m~intenant~ v(x) ~ £~(T); on 

i~(v(~))  - 7~.~(~(~))  > fl~(u~o~(~)~ (v(~) - u~(~) )  

donL en int6grant sur T 

f(j~(v(x)) - j~(~(~)))d~ > f~o~(~,~(~))(~(x)- ~ (x ) )~ .  

On a pour (II.e.3.), (II.cA.) 

(II .c.6.)  , lin~+~ f f l ~ . ~ ( u ~ , ~ ) ( v ( x ) - - u ~ , ( x ) ) d x = , f ( 7 ( x ) ( v ( x ) - - u ( x ) ) d z .  
T 

L'int6gral  au premier membre peut  se d6couper dans 

T T 

Consid6rons le premier int6gral;  pour (II.c.5.) on 

lira (~,,~(v(x)) - -  j~.~(u(x)) ) = j (v(x)  ) - -  j (u(x))  . 

On 

< ] ~ ( v ( x ) ) I t v ( x )  - u(x)t < 1 3 o ( v ( x ) ) l l v ( x )  - u(x)l. 

Donc 

sont uniform6ment born6es, done 

'2 T 

Par  1~ m~me m6thode on ~ que 

sont uniform6ment born6es. 
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Pour le lemme de FATOVT on ~ alors 

(It.,.S.) 

< ]!ires+up j!fi°(u(x))liu(x) - -  ua,~(x) ldx ~- O. 

De (II.~.6.), (II.c.7.), (Ii.c.S.) on 

(II.~.9.) f(j(,(x)) - > 
T T 

Soit mainten~nt  A c £' arbitrMre; indiquons 

On a de (II.e.9.) 

dont  

v(x) = [ w, w e R  

u ( x )  , x ~ A  

x z A  
x E T .  

f i(w) - j (u(x) )  dx > f a(x)(w-- u(x)) dx 
A A 

j(w) - j(u(x)) > o(x)(w - ~(x)) 

p.p. dans T, donc p.p. dans Q, donc a ( x ) ~ ( u ( x ) )  p.p. dans Q. 

Par  1~ m6me m6thode on d6montre le lemme suivante:  

LEY~E IV .  - Soit {u.(x)} une suite de ]onetions dd/inies dans l'ouvert bornd Q, 

telle que u~(x)~ £~(Q) et 

lira u~(x)----u(x) p.p. dans Q.  

Soit maintenant a,(x) E fl(u~(x)) et 

f ~ ( x ) u ~ ( x ) d x <  C . 

q 

I1 y a une sous-suite {a~(x)} de (a~(x)}, telle que 

lira* a~(x) = a(x) 
n~-->+ co 

darts ~I(Q) et a(x)ef l (u(x))  p.p. clans Q. 

D6montrons muinten~nt  les suivants resultats sur la~ solution faible u(t, x) born6e 

ou presque 96riodique de (iI.c.1.). 



MARCO BIRoLI: Sur les solutions borndes eee. 39 

TH~OR~)m VIII.  - ~oit /(t): R - ~  H-~([2) bornde duns H-~(~); il y a unv solution 

]aible de (II.c.1.) bornde dans £~(~) et S~-bornde dans H~([2). 

Soit ](t): R - >  H-~(~) presque p~riodique duns H-~(/2); il y a une solution faible 

de (II.e.1.) presque pdriodique duns ~ ( ~ )  et S~-presque pdriodique duns H~o([2). 

Indiquons par <, > la dualit6 entre H~(~2) et H - - 1 ( ~ ¢ ~ ) *  

De [7] suive que le probl~me 

~(t, x) e C~oo(R; ~o~(~)) 

d 

p.p. Vv e//1(t2) 

u une solution u~(t, x) equiborn6e duns ~2(Y2) et S*-equi-born6e duns H~(~9). 

Si ](t) est presque p6riodique duns ~(D), les u~(t, x) sont equi-presque p6riodiques 

et 6quicontinues duns £~(Y2) et S2-equi-presque p6riodiques duns H~(D). 

On U Vti~t 2~ ti<t2 

t2 

|<fi~(u~(t)), u~(t)> a t  < c . 

t l  

Du I~emme I I I  on a 

(II.mlO.) lim** uz.(t) = u(t) 
~ --->co 

(II.mll.)  lira* uB~(t) = u(t) 
n --B-co 

(II.e.12.) lim** u~.(t) = u(t) 

duns ~ ( t l ,  t2; ~(/2)) 

duns S~(H~(D)) 

off S2(H~o(D)) indique l'espuce des fonctions w(t): R ~ H ~ ( t 9 ) ,  telles que 

dot6 de la norme 

(II.c.13.) 

t+i 

t 

p.P. 

t e R  
t 

lim* f l~.(u~.( t ))  = a ( t )  duns ~(t~, to; ~(9))  

avec a(t, x)~tS(u(t, x)) p.p. d~ns [t~, t,~] X f J, dont 

(II.e.14.) lim* d d 
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dans £2(t~, t:; H-~(~2)) + £~(t~, t~; £~(~Q)) pour une opportune sous-suite de {u~(t, x)}, 

{u~,~(t, x)}. De (II.e.10.), (II.e.il.),  (II.e.12.), (II.e.13.), (II.e.14.) on ~ que u(t, x) 

est solution faible de (II.c.1.). 
Si ](t) es* born6e darts H-~(zQ), on ~ done que u(t, x) est born6e clans ~(~Q) et 

S~-born6e dans H~(/2); si ](t) est presque p6riodique d~ns H-x(D), de (~I.e.10.), 

(II.c.i2.) on a que u(t, x) est presque p6riodique dans ~(Q) et S~-presque p6riodi- 

que d~ns H~(t9). 

I I I  - Sur les perturbations d e s  i n 6 q u a t i o n s  d'6volution lin6aires. 

§ 1 .  - Sur les perturbations M ~ £ ( C ( R ;  H)  n ~ ( R ;  H); ~ ( R ;  V*)). 

Soit A: V-> V* un op6rateur lin6aire born6, tel que 

(Av, v} >~[[v[]~ Vv+V, o~> o, 

et M un op6rateur lin6aire born6 de C(R; H) (~ g*°(R; H) dans g~(R; V*), tel que 

Vv(t) G C(R; H) n £~'(R; H); soit, enfin, ](t) ~ £~o°(R; V*). 

Indiquons par K un ensemble Ierm6 convexe de V ~vec 0 ~ K et consid6rons 

l'in6qu~tion 

(IiLI.I.) 
~2 

f {(v'(t), v ( t ) - -u ( t ) }  + (Au(t) ,  v ( t ) - -u ( t ) }  + 
t~ 

+ (Mu(t ) ,  v(t) - -  u(t)} --  (](t), v(t) - -  u(t))} dt> 

> {{l~(t~) - -  ~(t.)l ~ - -  Iv(t~) - -  u(t~)}~}, 

Vv(~) e ~Lo(R; V) avec  v'(t) ~ ~[oo(R; H)  v(t) e K  p.p.  

2 . u(t)eC(R;H)n~,oo(R, V) n ~ ( R ; / t )  u(t)eK p.p .  

I~e bfit de ce paragraphe est obtenir un r6sultat concernant l'existence et l'tmicit6 

de la solution born@ et de 18 solution presque p6riodique de l'in6quation d'6vo- 

lution (1II.1.1.). 

T l ~ o l ~  I X .  - Indiquons par y la constante d'injeetion de V darts H;  supposons 

~/**y<l et ] ( t ) E ~ ( R  , V*). 

I1 y a une unique solution bornde dans H et S~-bornde dans V de (III.l.1.). 
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D6montrons d'~bord deux lemmes que nous utiliserons: 

L E ~ m  V.  - Supposons  verifides les hypotheses du Th.  I X  et supposons M ~ 0; 

il y a une unique solution bornde dans H et S'~-bornde dans V de (III.1.1.). 

x~'ous utilisons lu m6thode de p6nalisation. Soit fl: V-+ V* un op4rateur de 

p~n~tis~tion pore" K et consid6rons l '6qu~tion, pos6 f5 - - - -J (v- -PKv) ,  Vv  ~ V (PK pro- 

jection sur K), 

d~ +_1 
(111.1.2.) -dr (t) + Au(t) ~ flu(t) = l(t) p.p. 

Ce?~te 4quation a, [7], une solution %(t), telle que 

(111.1.3.) 

(111.1.4.) 

(III.1.5.) 

off C ne depende pas de s. 

De (III.1.5.) on 

(111.1.6.) 

lu,(t)t < C 

t + l  

f llu~(~) 11 ~d~ < c 

t 

t + l  

t 

t+~  

t 

C 

C.  

Consid6rons main tenant  un interval [t~, t~] et d6montrons que la suite {%(0} 

est r61ativement compaete d~ns ~( t~ ,  to; H). 

De (111.1 6.) on peut  supposer sans perdre de g6nera4it6 

! ([]fl(u~(t~))If*) ~ < K 

Iluo(t~)li < K  

pour ~ ~eo, au moins d 'extruction de sous-suites. 

De (III.1.2.) on 

l d  
2 ~ lug(t) - -  u~(t~) p < i l l(t)I]* I[u~(t) - -  u~(t~)lI ÷ I[Au~tt)I i* l lu , ( t~) l [ -  

1 
(~u,(t), u~(t)- u~(tl)} < H/(t)[1" ltu~(t)- u~(tl)Ii ÷ llAu~(t)tl* tlu~(tI)It- 

1 
- -  - (flu,(t),  PKu,( t )  - -  u,(tl)} < I] ](t)l]* flu,(t) - -  u,(t~)ll + IlAu,(t) if* tl u~(tl)II + 

5 + Z <~u.(t),P~uo(tl)-u.(tl)}<ll/(tx)[l*!lu~(t)-u,(t])ll+[lau~(t)ll*Hu~(tl)]l+ llflu~(t)ll*K. 
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don t  il y n (~o te l  que pour  O <  ~-<<5o on 

lu(t~ 47 O) - -  u(tJl  < a 

fix6 a rb i t rMremen t .  

On 

1 d iu~( t 47 a) - -us( t ) l~<<f( t  47 ~) - - ] ( t ) ,  us(t q- a)--u~(t)> 
2 dt 

don t  il y a ao te l  que pou r  O<(~<ao  on 

(II I .1.7.) lus(t 47 ( } ) -  u,(t)[ <2~ 

duns [t~, t2]. 
De (III.IA.), ( I I I .1 .7 . )  on u qu ' i l  y u une  sous-sui te  de %(t)~ que,  pour  semplicit~, 

nous  ind iquons  encore  pa r  us(t), tel le que 

( I I I . l . S . )  l i ra  u~ ( t )  = us(t) 

De  (III.I.4.) e t  ( I I I .1 .6 . )  on a q u ' o n  p e u t  supposer ,  suns pe rd re  de general i t6,  

( I I I .1 .9 . )  lira* u,(t) = u(t) 

( I l IA. tO.)  l ira fiu~( t) = 0 

duns  E~(t,, tz; V) 

duns  ~a(tl, t~; V*) 

don t  u(t) e K p .p .  duns It,, ta]. 

Soit  muingenun t  v(t) e g2(t~, t=; V) 

(III.l.2.) on a 

avec  v'(t) e g 2 ( t , , t 2 ; H ) ,  v(t) e K  p.p . ;  de 

(III.1.11.) f {<v'(t), v(t)-us(t)> ÷ <Aus(t), v(t)- us(t)> - -  

t l  

- -  <fit) ,  v(t) - -  us(t)>} d t  > ½{Iv(t~) - -  u s ( t i t  ~ - -  i v ( t 1 )  - -  us( t J  I=} • 

De (III . l .S.)~ ( I I I .1 .9 . )  on a 

(III.1.12.) 
t~ 

f {<v' (t) 47 a u ( t )  - -  ](t), v(t) - -  u(t)>} dt > ½{Iv(t=) - -  u ( t j t  2 - -  lv(t,) - -  u(tJ l  =} 

t l  

d o n t  u(t) es~ solu$ion de ( I I I . l . t . )  e?~ on 

( I I . l . i 3 . )  

don t  i s  th~se. 

l u(t)l < e f  Ilu(~)Ii~g~ < c 
t 

Vt eR  
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L'unicit6 de le solution de (111.1.1.) verifiunte (111.1.13.) peut  6tre d6montr6e 

par les mSmes m6*hodes utilis6es darts ]e travail  de I'A. : (( Rend.  Ace. Lineei ~), 

serie VII I ,  vo]. X L V I I I ,  fase. 4, 1970. 

L E ~ E  VI. - Considdrons les ingquations d'dvolution 

(111.1.14.) 
t~ 

f @'(t) + Au(t)  - -  ]i(t), v(t) - -  u(t)} dr> 
Q 

> ½{Iv(t~) - -  u(ts)l ~ -  lv(t~) - -  u(tl) 12}, tl <~ t2 

2 
Vv(t)efi,oo(R; V) aveo v '( t )er~oc(R;H) v ( t ) ~ K  p.p. 

u ( t ) ~ C ( R ; H ) ( ~  r~oo(R; V) u ( t ) e K  p.p. 

(111.1.15.) 

t2 

f (v'(t) + Au(t)--]~(t) ,  v ( t ) - -u ( t ) }d t>  
t l  

> ½ {l~(t~) - u(t~) I ~ - Iv(t~) - u(t~)l ~} t 1 < t~ 

2 . l 2 . Vv(t)~g,oo(R, V) avee v (t)ar,o~(R, H),  v ( t ) ~ K  p.p. 

2 
u ( t ) e C ( R ; H ) n  r~oo(R, V) u ( t ) e K  p.p. 

o~t ]l(t), ]~(t) e r~(R; V*). 
I l  y a une unique solution u,(t), (us(t)) de (III.1.14.), ((III.1.15.)) bornde dans H 

et S2-bornde darts V et on a 

( I I I . 1 . 1 6 . )  

Indiquons 

1 
11 u~(t) - -  us(t)[i ~ ( R ; ~ ) < - - ~  [J~ Ii(t) - -  ]~(t)I[ =¢o,~0~,, 

u~(t)  + u~(t)  
w ( t )  = 

2 

Fixons tl, t2 arbi trairement avec t l< t  2 . 

On peu~ supposer sans perdre de generalit6 que w(tl)E V. 

D6finons wT(t ) par les r61ations 

(III.1.17.) 

On a, [8], 

( I I I . l . l S . )  

(III.1.19.) 

{ vw~(t) + w . ( t )  = w ( t )  

w~( t l )  = w(t~)  . 

l ira* wT(t) = w(t )  
7-->0 

lim wT(t ) = w( t )  
7--+0 

<w~(t), wT(t ) - -  w(t)> < 0 

darts rs(ti, t2; V) 

dans rico (ti, t2; H)  

w~(t) e r-°(tl, t2; H),  wT(t ) e K  p.p. darts [tl, t2]. 
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Posons  dans  (III.I.14.) e t  {III.l.15.) v(t)-~w~(t);  on 

f<w~(t) + A ~ ( t )  - -  f~(t), ,%(t) - -  ~( t )>  de > ~ (Iw,(t~) - -  ~(z~) [ ~ - -  Iw,(t,) - -  ~(t~)l '} 
f:t 

f<w~(t) + Au~(t) - -  ]~(t), w,~(t) - -  u2(t)> dt > ½- {[w~(t2) - -  u2(t2)] 2 - -  I ,%(t,)  - -  u~(t~)l ~} • 

t l  

De  ces deux  r61ations on  

t l  

( I I I .1 .20. )  f { 2 < ~ ( t ) ,  w , ( t ) - - w ( t ) }  ÷ <Auz(t), w,(t)--u~(t)> ÷ 
t l  

4- <nu,{t), w~(t) - -  u2(t)> - -  <t~(t), w,(t) - -  u~(t)> - -  <]~(t), w~(t) - -  u2(t)}} dt> 

> ½ {[Iw~(t~) - u~(t~.)t o + Iw,(t~) - u~(t~)l ~] - [ lw,(t~) - ul(t~) ? + lw, ( t~)  - u~(t~)l-~]}, 

dont ,  en p~ssant  ~ 1~ l imi te  d~ns (III .1.20.)  pour  ~ - ~  O, on ~ pour  ( I I I . l .18 . ) ,  

( I I I . l . 1 9 . )  

f {<Aul(t), w(t) - -  ul(t)} ÷ <Au~(t), w(t) - -  u2(t)> - -  

t~ 

- -  <]~(t),w(t) - -  ul(t)} - -  <I~(t), w(t) - -  u~(t)}} dt > 

> ½ {[Iw(t~) - u~(t~)l 2 + Iw(t~) - u~(t~)l ~] - [lw(t~) - u~(tl)I ~ + l ~ ( t a  - ,t~(t~)l']} 

don t  

t! 

f {--  <Au~(t) - -  Au~(t), u~(t) - -  u~(t)> ÷ </~(t) - -  ]~(t), u~(t) - -  u~(t)>} dt > 

~' > ½ {I u~(t~) - u~(t~)l ~ - l~ ( t~)  - ~ ( t~) l  ~} • 

On u done  

(ni.~.21.) 

~2 

f { -  ~ il u l ( t )  - u~ ( t ) i ?  ÷ !i11(t) - ?~(t)11" l iui( t)  - ~ ( t ) I i }  a t  > 

" > ½{lul(t~) - u2(%)] ~ - Iul(t~) - u2(tl)] ~} • 

I n d i q u o n s  

M = S u p  lib(t) - -  t2(t)II* 

e t  d6mont rons  que 

M 
s i p  t u , ( t ) -  u2( t ) l  < ~ . 
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Pour  d6montrer  la th6se, il suffit de d6montrer  que Va > 0 

Sup ludt)--u~(t)I <M + a . 
~7 

De (III.1.21.) on 

( I I I . I .22.)  

~2 

' ,  > -~ {Iu~(t~) - -  u~(t~)i~ - -  l u d t 3  - -  u d t 3  I~} . 

D6montrons d '~bord que, s'il y a un point  ~, tel  que 

M 
lu,(~) - -  u~ (t)l <:=°= + a 

on 

a/r 
(III,1.23.) ]udt)--udt) I < =  + a t>~, 

~zy 

Nous utilisons un  proced6 par  l 'absurde et supposons qu'il  y a [ >  ~ tel  que 

M 
l u d ~ ) -  ud~)I > - -  + a .  

]~tant udt), udt)~ C(R; H), il y ~ un  in terval  [[~, [~[, tel  que 

l u d ~ , ) -  u d , ) l  = _ M + a 

o~y 

M 
I~dt) --**,dt) j > -= + a t e ]G  ~ ] .  

~y 

De (111.1.22.) suive que tudt)--udt)l~ , et  donc ]ud t ) - -ud t ) ] ,  est d6eroissunte duns 

It1, i~], dont  

M + a s u r  [~1, T~]; lul(t) --u..(t)l : - -  
~y 

on tombe donc duns l '~bsurde et lu th6se est ainsi d6montr6e. 

D6montrons mainten~nt  que, V a e R ,  il y u ~<a  tel  que 

(111 .1 .24 . )  lud~) - -  ud~)l  < -~-~ + a .  
ay 
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Nous utilisons encore un  proced6 par  l ' absnrde  et  supposons que pour  t<a on a 

___+ lug(t) -u~(t)] > ~;  
~7 

de (111.1.22.) on a 

dont  

1 1 ~) dt> Cda--t) 

t 

lira l u l ( t ) - -  u~(t) i  ~ = + c~  . 
t-->-- co 

On t o m b e  done duns l ' absurde  6rant  u~(t), u~(t)e ~ ( R ;  H).  

De (111.1.23.), (III .1.24.)  on a, 

lug(t) - u~(t)l <__M + 

dont  1~ thSse. 

DSmontrons  main~enant  ]e Th. 1X. 

Consid~rons l ' in~quat ion d '6volut ion 

(iii.1.25.) 

off 

p.p.  

~2 

f @'(t) + Au(t) + Mz(t)-- ](t), v(t)-- u(t)} dt> 

~' > ~ {lv(t~) - -  u(t~)I ~ - -  Iv( t0  - u(tO 1 ~} 

2 . v'(t)e~oo(R;H), v ( t )eK p.p.  Vv(t) e £~oc(R, V) avee 

u( t )eC(R;H)n~oo(R;  V) u( t )eK p.p .  

](t) ~ £~(R; V*) et z(t) ~ C ( R ;  H) n C~(R; H ) .  

~co 
I? in6quat ion  (111.1.25.) ~ une unique solution u,(t)eC(R; H ) n _  (R; H). 

Consid6rons ]a t r ans fo rmat ion  

(II I .1 .26.)  T: z(t) --*- u~(t) . 

Du I~emme V I  on a 

Uz~( t )  (R;HI " i 

]~tant # / ~ y < l ,  la t r ans format ion  Y est  ~lors une  contract ion sur £~(R;  H ) n  

C(R; H) e t a  done un  unique poin t  fixe u(t). Observons m M n t e n a n t  que une 
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fonction de C(R; 11)n  ~ ( R ;  11) est une solution ai et seulement si est un point 

fixe pour lu trunsformution T. 

On u Mnsi d6montr6 que l'in6quution (III.1.1.) u une unique solution duns 

~ (R;11) .  ]Posons v( t )=  0 duns (1II.1.1.); on a 

t + l  

$ 

off C2 est une consta, nte qui ne depende pus de t, dont u(t) eat S~-born6e duns V. 

Le th6orSme IX est uinai demontr6. 

Un immediute cons6quence du Th. IX eat le suivunt Th. X: 

TI~OR~VrE X.  - Soient les conditions du Th. I X  vdri]ides; supposons que ](t) soit 

pdriodique de pdriode T et que M trans]orme des ]onetions de C(R; H ) n  ~ ( R ;  H) 

pdriodiques de p6riode T dana des ]onctions de ~ ( R ;  V*) periodiques de pdriode T. 

Ea solution u(t)E~°~(R; 1t) de (III.l.1.) est l~unique solution pdriodique de pd- 

riode T duns ~ ( R ;  11) de (III.l.1.). 

Observons que si on pose v(t) p6riodique de p6I~ode T, l'in6quution d'Svolution 

(III.1.1.) est invuriunte pour les trunslutions de T, dont suive que u(t)E ~ ( R ;  H) 

unique solution duns ~®(R; H) es~ p6riodique de p4riode T. 

L'unicit4 de lu solution p6riodique de p6riode T duns ~ ( R ;  H) suive du Th. IX. 

Consid4rons muintenunt le probt~me de lu solution presque-p4riodique de 

(III.l.1.). 

T~I]~OR~E XI. - Soient lea conditions du Th. I X  vgri]iges; aupposons que ](t) soit 

presque pdriodique duns V* et que M trans]orme des ]onctions presque pdriodiques 

duns H darts des fonctions presque pdriodiques dans V*. 

JLa solution u(t) ~ f~(R; H) de (III.l.1.) est presque pgriodique dans H et S2-pre - 

sque pdriodique darts V. 

Soit M =  0; duns ee t eus  (III.l.1.) u une unique solution presque p6riodique 

duns H e t  S2-presque p6riodique duns V. Duns les cus consider6 lu trunsformation T 

trunsforme des fonctions presque p6riodiques duns H duns des fonctions presque 

p6riodiques duns H e t  S2-presque p~riodiques duns V. 

En se ruppelunt que les fonctions presque p6riodiques duns H sort un sous-espuce 

ferm6 de £~(R; H) et que / '  est une contruetion sur ~ ( R ;  H), on deduit que T u 

un point fixe duns l'espuee des fonctions presque periodiques duns H. 

L~in6quution (III.l.1.) u donc une solution presque p6riodique duns H e t  S ~- 

presque p6riodique duns V. 

L~unicit6 de cette solution suive du Th. IX 6runt une fonction presque p6riodique 

duns H born6e duns H. 
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§ 2. - Exemples d'application des th6or~mes IX, X, XI. 

Pour les exemples nous nous r6ferons g les in6quations avee retard. 

Soil B:  H - +  V* un op6rateur lin6aire born6 de H duns V* avee 

/'~Bvi[*<~,Ivl Vv e l f , / ~ >  o 

et soil a)(t) une fonetion mesnrable, non negative sur R. 

Soil main tenan t  v(t) ~ C(R; H) n E~(R; H) e~ indiquons 

My( t )  = B y ( t - -  o~(t)) . 

ILl est faeil de v6rifier que M:  C(R; H) n £~(R; H) -~ E~(R; V*) est Iin6aire et 

]l Mv(t) lie®¢mv*, <#l~v(t)1] e¢~a;m- 

Consid6rons l ' in6quation d'6volution avec retard 

ta 

(<v'(t) + Au(t)  + Bu(t  - -  w(t)) - -  ](t), v(t) - -  u(t)> dr> (111.2.1.) 

** > ½{Iv(t=)- u(t=)l ~ -  Iv ( t , ) -  u(t~)t~}, t~<t= 

Vv(t) e ~o~(R; V) avee v'(t) e EI~o~(R; H), v(t) e K  p.p. 

u(t) e g~o¢(R; V) n C(R; H) u ( t ) e K  p.p. 

Supposons #/~7 < 1 et ](t)e F.~(R; V*); en appliquant les Th. IX,  X, XI  on a: 

a) il y ~ une unique solution born6e duns H et S~-born6e duns V de (III.2.1.); 

b) si w(t) est p6riodique de p6riode T e t  f(t) est p6riodique de p6riode T, il y a 

une unique solution de (III.2.1.) p6riodique de p6riode Y, born6e duns H. 

c) si oa(t) est presque p6riodique et ](t) est presque p6riodique d~ns V*, il y 

a u n e  unique solution de (II1.2.1.) presque p6riodique duns H et S2-presque p6rio- 

dique duns V. 

Particularisons ma~intenant (III.2.1.); posons 

V = H~(~) ,  H = e~(~) 

K = {v(x)[v(x) e l i ' ( f2 ) ,  v(x)>0 sur /" p.p.} 

off a9 c R" est un  ouvert  born6 de fronti~re F. 
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Definissons A par lu r61ution 

q (Aw, v) L~w(x)~v(x)+w(x)v(x)} d x a x ,  ax, 
Q 

Vw, v ~ H~(f2) 

= ~a~(x) Vw, v eH~(~) 

et indiquons encore par B l 'op6ruteur d6fini par 1~ fermeture du gruphe de B duns 

H x V * .  

Supposons adx) e £~ (Q) et 

,=1 ~ (mis ~2) 

uvec ff/~7 < 1. 
Soit ](t)une fonction de R duns (H~(~9)) * uvec [(t)E £~(R; (H1(~9))*): 

a) duns le cus consid6r6, il y u une unique solution u(t, x) de (III.2.1.) telle 

que u(t , . )  cst born6 duns £~(~) et S2-born6e duns H~(~9) sur R. 

b) duns le cus consid6r6, si w(t) cst p6riodiqne de p6riode T e t / ( t )  est p6rio- 

dique de p~riode T duns (Hi(Y2)) *, il y a une unique solution de (III.2.1.) u(t, x), 

telle que u( t , - ) e£~(R;  £2(~9)) et u(t, .) est p6riodique de p6riode T; 

e) duns le eus eonsid6r6, si o~(t) est presque p6riodique et ](t) est presque 

p6riodique duns (H1(~9)) *, il y a une unique solution de (III.2.1.) u(t, x), telle que 

u(t , .  ) est presque p6riodique duns £~(Q) et S~-presque p~riodiqne duns Hi(D). 

Observons que, si ](t)~ £~(£2) p.p.,  (III.2.1.) est formeUement equivalent uu 

probl~me unil~t6rul 

au(t, x) _ Au(t, x) + u(t, x) + ~ a,(x) au(t, x) 
at ~x~ 

- ](t, x) p.p.  sur R × ~9 

u(t, x) >10 p.p. sin" R × F  

~u(t, x,~ > 0 
an 

p.p. sur R ×/~ 

3u(t, x) 
u(t, x) ........ ~-~- = o p.p. sur R × F 

oh par n nous indiquons la normale h F exterieure a Y2. 

4 - A n n a l i  d i  i l l a t e m a t i c a  
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§ 3. - Sur les p4rturbations M~ £(C(R; V) (~ ~ ( R ;  V); ~ ( R ;  H)). 

Soit A: V--> V* un op6rateur lin6aire born6 autoadjoint comme op6rateur non 

born6 sur H et tel que 

On peut donc supposer sans perdre de getieralit6 (As,  v> =: []vlf :. 

Supposons que l'espace D(A)----(vlv ~ V, As  E H}, norm6 par ]Av], soit un sous- 

espace ferm6 de V, que s:injeete avec compacit6 duns V; il y a u n e  ba,se de V, 

qni est nne base orthonormale de H, compos6e par des vectors propres de A duns H. 

Soit M tin op6rateur lin6gire born6 de C(R; V) n £~(R; V) duns ~ ( R ;  H), tel 

que Vv(t) ~ C(R; V) (~ ~ ( R ;  V) 

!] My(t)I1~(, ; , )<# ]iv(t)]i e~ (R;v) 

et soit ](t) e g~oo(R; H). 

Consid6rons l'6quation d'6volution 

#>0 

(IiI.3.1.) du a~ (t) + Au(t) + Mu(t) =/(t) p.p. 

Notre bflt est maintenant obtenir un r6sultut eoncernant l'existence et l'unicit6 

de la solution born6e et de la solution presque p6riodique de l'6quation d'6volu- 

tion (111.3.1.). 

TI~O ~cm XII. - Indiquons par y' la constante d'in~ection de D(A) duns V et 

supposons /~/~'< 1. 

Soit ](t)~E~°(R;H); il y a une unique solution de (iII.3.1.) bornde darts V et 

S~-born~e darts _D(A ). 

D6montrons d'abord un lemme: 

L ~ m  VII. - Supposons que les hypotheses du Th. X I I  soient veri]i~es et sup- 

posons M:= 0; il y a u n e  unique solution de (II$.3.1.) bornd duns V e t  S2-bornd 

duns D(A). 

lXTous utilisotis la m6thode de FAEDo~GALE~,KI>-. Soit {v~, ...~ v,,  ...} in base de V 

compos6e par des vectors prol0res de A duns H, qui est une base orthonormale de H, 

et indiquons par V~ l'espace engendr6 par les vectors {v~, ...,v~}. 

Consid6rons syst~me ~pproximant 

dun 
d-Y (t) + Au~(t) = L(t) 

i=l i=1 
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Ce syst6me a, [7], une solution u~(t) born6 duns V,, et continue dans V~. On 

(III.3.2.) 

dont 

(III.3.3.) 

De (III.3.3.) on a 

(III.3A.) 

(~u, ,( t) ,Au~(t)}  +lAu.(t)l~<~(](t),Au~(t)) 

d 
~(Au~( t ) ,  u.(t)}<I](t)llAu~(t)l --[Au~(t)[ ~. 

1 d liu~(t)l!2<(t](t)i_7,[lu~(t)il)lAu~(t)l.i 
2 dt 

Indiquons SRu p I](t)I = c et d6montrons que 

tlu.(t) lt<~,'. 
D6montrons d 'abord que si 

on 

(111.3.5.) 
c 

l!u~(t)H< ~- + ~ t>~. y' 

~ o u  utilisons un proced6 par l 'absurde; supposons qu'il  y ~it un  point ~>t, tel que 

y'  

De lu continuit6 de u.(t) suive qu'il y a un interval It1, t2], tel que 

De (III.3.4.) on deduit  que Hu~(t)ll2 , doric [[u.(t)ll, est d6croissunte, dont 

dont Fubsurde, et lu th~se est Mnsi d6montr6e. 
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D6montrons  mu in t enan t  que, Va e R,  il y ~ ~<a ,  tel  que 

L!u~(b II <~, + a. (III.3.6.) 

Nous utilisons encore un proced6 par  l ' absurde;  supposons que 

C 
liun(t)]l > - + a t < a  

7' 

On u 

dont  

dont  

a 

~ (li~.(~)II ~ - ] ! u . ( ¢ ) [ l  ~} < - 2~flA~¢=(~)l @ 
t 

H uo(t)I1 ~ > 2 ~ v ( a  - t) 

lira ilu~(t)ll = + c o .  
t - - > - -  co 

On t o m b e  donc duns l 'ubsurde  et  lu th~se est d6montr6e. 

De (III .3 .5.)  et  ( I II .3 .6.)  on u que 

C + 8  V t e R  (III.3.7.) llu~(t) 1[ < r-~ 

donc 

C 
( I I ! .3 . s . )  llu,,(t)[] < 27., V t e R .  

Y 

De (1II.3.4.) et (III .3.8.) ,  en int4grunt,  on u 

t+l 

( I I I .3 .9 . )  f lAu~(~7) I~'d~ < CI 
t 

Vt e R  

donc de t '4qu~tion consider~e on a 

(111.3.1o.) f ~u~ 
t 

< C2 Vt eR .  
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De (III.3.8.), (III.3.9.), (III.3.10.) on a qu'on peut  extraire de (u.(t)} une sous- 

suite, que pour simplicit6, indiquons encore par {u,dt)}, telle que 

(III.3.11.) ]im** u~(t) = u(t) dans ~ (R; V) 
n - - - )< o  

(III.3.12.) lim* Au~(t) = Au(t) dans g~o~(R; H) 
n --->co 

(III.3.13.) lim* du,~(t) _ du(t) dans g~o~(R; H) .  
~ dt dt 

De (III.3.11.), (III.3.12.), (III.3.13.), 6tant  

l im ],(t) = ](t) dans ~oo(R; H) ,  
n ~->co 

on a que u(t) est solution de l '6quation 

et que 

(111.3.14.) 

(III.3.15.) 

du 
d--t (t) + Au(t) = ](t) 

C 
llu(t)][ < 

t + l  

fIAu(~7)I~&7<.C~ p.p. sur R .  
t 

De (III.3.14.), (III.3.15.) on a que 

t + l  

(III.3.16.) f d~t(~)[2&t<C~ p.p. sur R ,  

t 

de (III.3.15.) et (III.3.16.) on a que u(t)~ C(R; V). 

D6montrons Inaintenunt le Th. XII .  

Soit z(t) e C(R; V) 5~ ~ ( R ;  V) et consid6rons l '6quation 

d--[ (t) + Au(t) + Mz(t) -~ ](t) p.p. 

Du Lemme VII  on a que cette 6quation a une unique solution u~(t)~ C(R; V) 

(~ ~ ( R ;  V). Consid6rons la t ransformation sur C(R; V) (~ ~ ( R ;  V) 

I ' :  z(t)-~uo(t) 

et d6montrons que, dans les hypoth6ses faites, eette t ransformation cst une con- 

t ract ion.  
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dont 

Soient z~(t), z2(t) ~ C(R; V) (3 £~(R; V); on 

d 
d--t u~(t) + Au~,(t) ~- Mz~(t) : ](t) p.p. 

d 
dt u~(t) -~ Au~,(t) + Mz~(t) -~ ](t) p.p. 

d 
d~ (%~(t) -- u~,(t)) -~ A(u~(t) -- u~,(t)) .... M(zz(t) -- z~(t)) P.p. 

Du Lemme VII on 

I!u~(t) --  u~o(t)[l~(R;v, < ~  I[z~(t) --zz(t)[[c~(.;~, 

et, dtant  /z /y '~  1, la thbse est ainsi d4montrSe. 

La  t ransformation T a donc un unique point fixe sur C(R; V ) n  ~ { R ;  V) et  

tel point fixe est solution de F~quation 

(III.3.17.) 
du 
d-~ (t) -~ Au(t) -~- .Mu(t) = ](t), 

mais routes solutions de (111.3.17.) darts C(R; V) n £~(R; V) sont un  point fixe 

pour T. On peut  donc deduir que u(t) est l 'unique solution de (111.3.17.) duns 

C(R; V) n £~(R; V) et, du Lemme VII,  on ~ que Au(t) est S~-born6e d~ns H. 

Une immddiate  consequence du Th. X I I  est le suivant Th. X I I I :  

T H ~ 0 ~ f E  X I I I .  - Soient verifides les hypotheses du Th. X l i ;  supposons que 

f(t) soit pdriodique de pdriode T dans H et que M trans]orme des ]onctions pdriodiques 

de pdriode T de ~ ( R ;  V) (~ C(R; V) dans des ]onctions pdriodiques de pdriode T 

de ~ (R; H). 

]Sa solution u(t) ~ C(R; V) ~ ~ ( R ;  V) de (111.3.17.) est pdriodique de p~riode T et 

est l'unique solution pdriodique de p~riode T de (III.3.17.). 

Darts les hypotheses faites t '~quation est invariante pour des translations de T, 

alors u(t) est p~riodiqne de p~riode / ' .  

L'unicit~ suive immediutement  du Th. XII .  

Considdrons main tenant  ]e probl~me de la solution presque p4riodique pour 

(III.3.17.). 

T m ~ o ~ x ~  XIV. - Soieut veri]i~es les hypotheses du Tit. X I I ;  supposons que ](t) 

salt presque pdriodique dans H et que M trans]orme des ]onctions presque pgriodiques 

dans V darts des fonctions presque pdriodiques dans H. La solution u(t) e C(R; V) n 

~ (R; V) de (III.3.17.) est l'unique solution de (1II.3.17.) presque pdriodique clans V 

avec Au(t) S~-presque pdriodique dans H. 
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Posons M = 0 et eonsid6rons l '6quution 

du 
d-~ (t) ~- Au(t) = J(t) p.p.  

On u 

: (u(t + z) --u(t)) + A(u(t q~ ~) --u(t)) = ](t -~ T)--](t) 
dt 

p.p. Vz e R ,  

dont  pour  le I~emme ¥ I I  

(!I1.3.18.) 
1 

ilu(t + ~ ) -  u(t)ll < ~Sup l](t + ~)--/(t)l;  

done u(t) est presque p6riodique, dont  Au(t) est S2-prcsque p6riodique duns H. 

Lu t ransformut ion T e s t  donc une contract ion sat  les sous-espace de C(R; V) 5~ 

(~ £~(R; V) compos6 par  les fonctions prcsque p6riodiques, d o n t  T u un point  fixe 

unique duns eet espace. 

On peut  donc d6duir que l '6quation (Ili .3.17.) u une unique solution u(t) presque 

p6riodique duns V avec Au(t) S2-presque p6riodique duns H.  

Consid6rons main tenan t  le cus de l ' in6quation. D~ns lu suite nous supposons 

que K soit un  ensemble ferm6 convexe,  uvec 0 e K, duns H et  que, indiqu6 par  

fly = v - - P K v  (B x project ion de v stir K duns H) Vv e H~ on uit 

(Av, f l y ) > 0 ,  Vv~D(A) .  

Soit M un  op6rateur lin6aire de C(R; V~) n £~(R; V) duns £~(R; H) (off par  

C(R; Vz) nous indiquons l 'espuce des fonctions fniblement continues duns V). 

Nous supposons que, Vv(t) e C(R; V~) (~ £~(R; Y), on air 

Nous supposons aussi que si {%(t)}c C(R; Vs) (~ ~ ( R ;  V) et 

lim*v~(t) = v(t) duns V 
n .~->co 

uniform6ment  sur chaque intervM [tl, t~], on air 

lim* M%(t) = My(t) duns H 

uniform6ment  sur chuque in terval  [tl, t2]. Notre  bflt est de d6montrer  le r6sultat  
suivant:  
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T m ~ o ~ m  X V .  - Soit ](t) e ~ ( R ;  H). Considdrons l'indquation 

t~ 

f (v'(t) ÷ Au(t)  4:-Mu(t)--](t) ,  v ( t ) - - u ( t ) } d t >  (III.$.19.) 
t~ 

> ½{Iv(t,) --  u(t~)l 2 - -  Iv(t~) --  u(tl)l ~} , t~<t~ 

Vv(t)CE~o¢(R; V) avec v'(t)CE~oo(Ri H),  v ( t ) c K  

u(t) e c(R; ~5)n ~-(R; g), u ( t ) ~ K .  

Si t t /Tf~ 1, il y a une solution u(t) de (III.3.19.) avec Au(t) S~-bornge dans H. 

D~montrons d'~bord trois lemmes. 

L E ~ E  VIII .  - Considdrons, ]ixd e > O, le problemv 

(III.3.20.) du 1 d--t (t) + Au(t)  + . flu(t) = f(t) 

u(o) = o .  

I l  y a unv solution de (III.3.20.) bornde dans V avec Au(t) S2-borndv clans H 

sur R+. 

Nous utilisons 1~ m&hode de FAEDo-G~ERKI~; indiquons par (%, %, . . . , v~}  1~ 

b~se orthonormale de H,  qui est une base de V, compos~e par des vectors propres 

de A d~ns H.  

Consid~rons le syst~me d 'approximation 

(t) + Au(t)  + 1  P.flu(t)  = P.]( t )  

u(O) = o ,  u(t) ~ V~ 

off V. est l 'espace engendr~ p~r les vectors {%, ...,v~} et P~ est 1~ projection de H 

sur Vn. 

I1 y ~ unc solution u~(t); en malt ipl iant  scM~irement l '4quation pour Au.(t) ,  

o n  a 

d'ofl ,  si C = SRup I](t)t, 

(III.3.21.) 

l d  
-2 d--t tlun(t) II~ + tAut(t)]2 "~ (](t), Aun(t)} 

l d  
I~un(t) l/)lAu~(t)l 2 i t  ] [u~( t ) ] l~<( l ] ( t ) l -  I A u n ( t ) l ) ] A u ~ ( t ) ] < ( l f ( t ) l - - 7 '  E ' 
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On a alors par  la m~me m~thode du Lemme VII  

C 
(III.3.22.) ]lu,~(t)I] < y , ,  p.p. sur R+.  

En  int~grant (III.3.21.) on a de (III.3.22.) 

t + l  

(Iii .3.23.) f lAu~(~)['d~<C~ p.p. sur R+ 
t 

off C~ d6pende uniqu6ment de C. 

De (III.3.22.), (III.3.23.) on 

t + l  

(III.3.24.) -d~-(~/) d*l<C~ p.p. sur R+ 

t 

oft C~ d6pende uniqu6ment de C et  de e. 

Les 6stimations (III.3.22.), (III.3.23.)~ (III.3.24.) permet tent  de passer ~ la limite 

et obtenir la th6se. 

I~]~V[E I X .  - Consid~rons le probl4me, ]ixg e > O, 

(III.3.25.) du 1 d~ (t) + Au(t) + ~u(t) = f(t) p.p. 

II y a u n e  solution de (III.3.25.) bornde dans V, u(t) avec Au(t) S2-bornde dans H. 

Consid4rons le 9robl~me 

,~u 1 flu(t) = f(t) , u ( -  n) = o d--[ (t) + Au( t )  +-s  

off n e s t  un  entier positif. 

Cet probl~me a une solution u,(t), telle que, indiqu4e encore par u~(t) sa pro- 

long~e ~ R par 0, on 

C 
(III.3.26.) Itu~(t) !I < 7°-7 p.p. 

t -b l  

(III.3.27.) f]Aun(~)l~d~<C1 p.p. 

t 

t + l  

d 12 
(~H.a.2s.) f ~tu~(~) d~<C2 p.p. 

t 
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Les 6s t imat ions  (III .3 .26.) ,  ( III .3.27.) ,  ( I II .3 .28.)  p e r m e t t e n t  de passer  £ la l imite  

pore  ~ n- ->- /c<~ e t  p r o n v e r  ainsi  la th6se.  

I~E~¢~rE X.  - Consid&ons l'indquation 

f <v'(t) + Au(t)  - -  ](t), v(t) - -u ( t ) )  d t> l{[v(t2) - -  u(t2)[ s - -  Iv(t~) - -  u(t~)]2}, 

t l  

2 ° 
Vv(t)e£~oo(R; V) avee  v'( t )~g,odR,  H),  v ( t ) e K  

2 u(t) E£~odR, V ) n  C ( R ; H )  u ( t ) ~ K .  

tl ~ t2 

Cette indquation a u n e  unique solution u(t) born& dans V e t  avec Au(t) S~-born& 

dans H. 

I n d i q u o n s  pa r  u~(t) une  solut ion born6e  darts V e t  avee  Aug(t) S~-born6e dans H 

du probl~me 

du 1 
( I I I .3 .29 . )  d-'t (t) -~ An(t)  d- flu(t) = ](t) p.p .  

Oil a 

( I I I .3 .30 . )  

( I I I .3 .31 . )  

C 
lluo(t)l! < 

td-1 

f lAu (v)lsan < cl 
t 

p.p .  

p .p .  

F ixons  tl, t2 a rb i t ra i res  avee  t~4t~. 

On p e u t  supposer  sans pe rd re  de general i t6  

( I I I .3 .32.)  lira* Au~(t) = Au(t) 

dans  fi~(tl, t~; H), 

(III.3.33.) lira** u~(t) = u(t) 
~-->0 

dans  fi ~ (tl, t~ ; V). 

E n  mul t ip l ian~ (111.3.29.) pou r  us(t) e t  en  in t6gran t ,  on a 

(111.3.34.) 

done 

(III.3.35.) 

t~ 

gl 

t~ t~ 

t, tx 
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De (III.3.3~.) et  (Iii .3.35.),  ~t~nt 8: Jg--+H monotone,  on 

(III.3.36.) lira* flus(t) = flu(t) = 0 
e-~.0 

da.ns £2(t~,t~; K) ,  done u ( t ) e K  d~ns [tl, t~]. 

De (III.3.35.) on deduit  que pour  presque chuque fix6 t e Its, t~]~ au moins d~ex - 

t rac t ion  de sous-suites, 

llfiu~(t)] ~ llu~(t)_p~u~(t)]~ 

est born~e pour  ~<~so(t). 

On pea t  ~lors supposer, sans perdre  de generalitY, que (1/V'~)fiu~(tl)<~kt~ pour  

s < s(t~). 

De (1II.3.29.) on 

(III.3.37.) 
d 1 
-~ u,(h + s) + Au~(t~ + s) + - fu , ( t l  + s) = ](h + s) . 
ds e 

En multipli~nt sealairement pour  u~(t~+ s)--u~(t~), (III.3.37.), on ~, pour  s ~  0, 

T 

lu(tz -k s ) - -u( t~) l~<K3s + K~s½ lAu~(77)l~dv - -  

0 

0 

0 

/ /1 
0 0 

Fixon a > 0 arbi t raire;  on pea t  choisir 80, qui depende de C~ a et Kt~, tel  que 

lu~(tl + ~) - -  u,(tl))] < 

pour  0 < 8 < ~ o ,  0 < s < s ( t l ) .  

De (1IL3.29.) on a pour  t~>tl 

t 

½1u~(t + a) --u~(t)J2< ½ lug(t1 + a) --u~(tl)i ~ + f (/(8 + 8) - /(s), u(s + 8) - -  u(s) } as 
t l  
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done il y a @ > 0, qui depende de C et a, tel que 

!u(t + ~)--u(t)! <2~ 

pour  0<($-<<($o, 0<S<eo(fa) ,  t , < t < t ~ + e .  

On peut  d~couper, ma, intenant ,  l ' interval  [t~, t~] par  des intervalles partiels de 

m6sure inf6rieure ~ e par  des points {t3,... ,t~} tels que 

~lfl u~(t,)I-<.K 

pour  e<eo (toujours au moins d 'extract ion de sous-suites), oit So depend uniqu6ment 

da a e t  on peut  affirmer que on ~ pour  s<O, t, t+(5~ [t~, t~], 0 < ~  < 3o, o~I ~o de- 

pende uniqu6ment  de a, 

iu,(t + ~) --u,(t)l <<2a. 

l%appellons le lemme suivant,  qui ~ la mSme d6monstrat ion du Th. de AscoLI- 

A~zEIA veetoriel:  

LEM~E XI .  - Soit {%(t)} une suite de C(0, T; H) ;  supposons qu'it y ait une suite 

{t,~} darts [0, T], telle que {v~(t~)} soit rdlativement eompacte dans H, Vm,  et que, fixd 

a >  0 arbitraire, il y a 8o et eo, qui dependent de a, tels que 

ivo(t + ~)--v~(t)l < • 

0 < 3 < ~ o ,  0 < e < e o ,  t + ~ ,  t E [0, -T]. 

Za  suite {v~(t)} est rdlativament compacte clans C(0, T;  H). 

On peu?~ alors supposer, suns perdre de generalit6, 

(III.3.38.) 

done 

(111.3.39.) 

lira u~(t) = u(t) dans C(t~, t,; H)  
~--->0 

lim* us(t)  = u( t )  dans V 
e--+o 

uniform6ment  sur [tl, t2]. 

Observons que de (111.3.29.) on a 

(111 .3 .4o . )  

~2 

f@'(t) + Au~( t )  - -  f ( t ) ,  v( t )  - -  u~(t)~ a t >  ~ {iv(t~) - -  ~( t~)!~  - -  Iv(t~) - -  u,(t~) j~} 

o4 v(t) e ~(t l ,  t~; V) avec v'(t) e ~(t l ,  t~; H),  v(t) e K  dans [t~, t~]. 
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De (111.3.40.), (111.3.32.), (111.3.39.), en p'asssnt ~ 18 limite pour  s--~0, on 

que u(t) est solution de l ' in6qu~tion consider6e et 

C 
(111.3.41.) flu(t) [! < 

~+1 

( 1 1 1 . 3 . 4 2 . )  f iAu(v)I°aV < 
t 

p.p. 

P.P. 

L'unici t6 peut  6tre d6montr6e put  une m6thode stundurd (BmoLI M. : (~ Rend.  

Ace. Lincei ~), serie VI I I ,  vol. X L V I I I ,  fssc. 4, 1970). 

~ous  sommes m~intena.nt en condition de d6montrer  le Th. XV. 

Soit z(t) ~ C(R; VI) n ~*(R; V) et  consid6rons Pin6qust ion 

(111.3.43.) 
t~ 

f (v'(t) + Au(t) + Mz(t)--](t), v(t)--u(t)}dt>~ 
t l  

> {Iv(t ) - - i v ( t O  - tl<~t2. 

Indiquons p~r u.(t) 1~ solution de (111.3.43.) born6e d~ns V e t  ~vee Au(f) S *- 

born6e duns H. Soit 

1 
(111.3.44.) D > C. 

y'(1 --/z/7 '  ) 

Consid6rons 1~ t runsformution T:  z(t) -->u.(t) d6finie sur le eonvexe de £,~¢(R; V) n 

n C(R; V~) 

(111.3.45.) ~ -- {z(t)lz(t ) e £,°:o(R; v) (~ C(R; vs), Ilz(¢)]I<D} . 

Nous eonsid6rons .Io~(R, V) n C(R; Vs) dot6 de 1~ topologie d6finie p~r lu con- 

vergence mfiforme duns V faible sur chaque in terval  born& Observons que J~ est 

un ensemble convexe ferm6 born6 pour  lu topologie consider6e. I1 est fucil de voir 

que TJ~ ¢ J~. 

Consid6rons {z,(t)}cJ~ et lu suite {u~.(t)}; d6montrons que (u (t)} est r61ative- 

merit compucte pour  18 topologie eonsider6e. 

Posons duns (III.3.43.) v(t) ~ u (t~) ~KCh V; on 

(11.3.4.6.) 
t 

f (Auz~(s) + Mz~(s)--](s), v~(tl)--u..(s)}ds>½ lu~,(&)--u,~(t)[ 2 . 
t .  

On 8 du Lemme X 

~,+I 

f IAu~(s)!~as < C~ 
t 

off C1 depende uniqu6ment  de D et de C. 

P.P. 



62 MARCO BIa0LI: Sur les solutions borndes eee. 

On peut  doric affirmer que, fix6 e > 0, il y u $o, qui depends uniqu6ment de 

D et de C, tel que 

Par  un proeed6 standard,  [7], on obtient pour t~ t l  

t 

iu~.(t + a) - -  u~.(t)l ~" < lu~o(t~ + ~) - -  u~(t~)l  ~" + 2 f <l(s + ~) - l(s), u~(s  + ~) - ~,,(s)> ds . 
tx 

Par  le m~me proced6 du Lemme X on peut afilrmer quail y a u n a  sons-suite de 

{u (t)} que, pour simpticit6, nous indiquons encore par  {u (t)}, telte que 

lira* u~(t) = u(t) duns V 

uniform6ment sur [tl, t~], Vt~ <t2. 
Done on pent  affirmer que T--~ est compact. De la m~me fagon on d6montre 

que T e s t  continue sur 35 pour la topologie consider6e. On peut  donc affirmer 

(E~'KVHA~A M.: (( Jup.  J .  of l~a.t. ~), t. 20 (1950) pug. t-4), que T a au moins un 

point fixe duns 35. 

Lu th~se est uinsi d6montr6e. 

De la m~me fagon on d6montre le th6orbme suivante. 

T m ~ o ~ ] ~  XVI. - Soient valables les hypothdses du Th. X V  et soit ](t) p~riodique 

duns H de p~riode T et M trans]orme des ]onctions pdriodiques de pdriode T de 

C(R; VI) ~ ~ (R; V) dans des ]onetions pgriodiques de pdriode T dans ~ ~(R; H) ; 

il y a une solution u(t) pgriodique de pdriode T de (III.3.19.). 

§ 4. - Exemples d'application des Th. XII, XIII, XIV~ XV~ XVI. 

Soit B u n  op6rateur lin6aire born6 de V duns H, tel que 

lBvl<#llv][, V v e Y ,  ~ < 1  

et ~(t) une fonction mesurable et 

My(t) = Bv((o(t)) 

Consid6rons l '6quation d'6volntion 

du 
( I I IA. i . )  d~- (t) + Au(t) + Mu(t) = ](t) p.p. 

oft ](t) ~ ~¢°(/t;/~). 

Vv(t) ~ C(R; V) n £~(R; V), 
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En  uppliqnunt les Th. XI I ,  XI I I ,  XIV, on u: 

a) F6quution (111.4.1.) a une unique solution u(t) born6e duns V uvee An(t)  

S~-born~e duns H ;  

b) si o(t) eat p6riodique de p6riode f et ](t) est p6riodique de p6riode T, 

u(t) eat p6riodique de p6riode T; 

c) si ~o(t) est presque p6riodique et ](t) est presque p6riodique, u(t) eat pre- 

sque p6riodique. 

Particulurisons muintenunt  (III.4.1.); indiquons 

ou ~9 c R ~' est un ouvert born6 de fronti6re F reguli6re. 

Definissons A par ls r61ution 

ot~ a~(x) e ~ (~9) e t  

<Aw'v>=f   w(x) v(x)dxi=l ~Xi ~Xi 

~v(x) 
Bv(x) = ~ ax~ 

Vv, w E Ht(9) ,  

Vv e ~/~(~9) 

a~(x) ~u(o~(t), au(t, x) An(t, x) + ~ x) 
at ~=~ ~x~ --  ](t, x) p.p. sur R × Q 

u(t, x) = 0 sur R × Y  p.p. 

Soit B:  H - - . V  eomme ~ lu pat t ie  p%egdente et supposons qne co(t) soit une 

fonetion mesuruble sur R qui trunsforme des intervulles borngs duns des inter 
vulles born6s. 

Soit enfin /(t) = ](t, • ) off ](t, x) a ~°(R;  C2(Q)): 

a) da.ns le eus eonsid6r6 il y u une unique solution u(t, x) de (III.1.4.) tel que 

u( t , .  ) soit bornge duns H~(.Q) et S~-born~e duns H~(~2); 

b) si (o(t) est p@iodique de p@iode T et ](t) eat p@iodique de p6riode T, 

u(t, .) est p@iodique de p@iode .T; 

c) si o~(t) est presque p@iodique et f(t) est presque p@iodique duns g~(.O), 

u(t, • ) est presque p@iodique duns Ho~(D) et S2-presque p6riodique dana H~(D). 

Observons que, duns cet cas, (Iii.4.1.) pent s'6erire 

~lSup a~(x) < . . # . ~ . ½ ,  # < t .  
-= (mls tz) 7' 
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Soit ](t) e ~ ( R ;  H) et consid6rons l ' in6quution d'6volution 

t~ 

(m .4 .2 )  + Au(t) -~ Bu(~o(t)) --](t), v(t)--u(t)}dt>~ 

a > l{iv(t~ ) --u(t~)I 2 -  Iv(t~)- u(tl)12}, tz<~t2 

2 Vv(t)e~oo(R, V) ~vec v'(t)~£~o~(R;H), v ( t )eK 

u(t) e C(R; Vs) n £~(R; r), u(t) e K  

off K est un convexe de H ~vec 0 e K,  tel que, si fly : v - -PKv,  Vv e H, 

(Av, flv)~O, VvED(A).  

En uppliqu~nt les Th. XV, XVI,  on ~: 

a) il y ~ une solution de (III.4.2.) ~vec Au(t) S~-born6e d~ns H;  

b) si oo(t) est une fonction p6riodique de p6riode T et ](t) est p6riodique de 

p6riode T, il y ~ une solution de (III.4.2.) p6riodique de p6riode T. 

Purticulurisons (III.4.2.); on 

V = /Z~ ( ~ ) ,  H = ~ (~ )  

K = {v(x)tv(x ) eH~(Y2)v(x)>O p.p. sur ~r2} 

ou Y2 c R ~ est un  ouvert  avec fronti~re /" reguli~re. 

Definissons A e B comme ~ 1~ p~rtie precedente et soit f(t, x)~ £~(R; C~(D.)). 

On ~: 

a) dans ce egs il y a une solution u(t, x) de (IIL4.2.) born6e dans H~(~9) et 

S~-born6e dans H2(~9); 

b) si o~(t) est p6riodique de p6riode T et ](t, • ) est p6riodique de p6riode T, 

il y a une solution de (IIL4.2.) S*-born6e dans H~(tg) p6riodique de p6riode / ' .  

Observons que (III.4.2.), dans cet cas, est formellement 6quiwlan t  au problSme 

~u(t, X) ~u(t, x) + ~ ~,(x) ~u(~(t), x) _ ](t, x) 

p.p. clans {(t,x)Iu(t,x)> 0 d~ns /2} 

u(t, x) = 0 p.p. ailleurs. 
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CIIAPITI~E I I  

SUR LA SOLUTION BORN]~E ET PI%ESQUE P]~IBIODIQUE 

DES ]~QUATIONS NON LIN]~AIRES 

D']~VOLUTION DE DEUXI]~ME ORDRE 

§ 1. - Le  cas  gSngral.  

Soit ~Q c R" un  ouvert  born6 de f ront i~re/~ et /~ an  graphe monotone de R X R 

de domuine [a, b] oa ]a, b[ (~ < 0 < b fini duns le premier BUS, fini oa non fini 

ds.ns le deuxi~me cus). 

De [12] saive que, duns le c~s D(fi)----]a, b[, fi coincide uvec une fonction fl(z) 

croissante sur ]a, b[, i.e. 

~(z) = [fi(~-), fl(z÷)] 
duns les points de contimlit4 pour fl(z) 

duns le points de discontinuit6 pour fi(z). 

I1 ~ donc un sens purter de continuit6 de fl d~ns le points int6rieurs ~ D(fl). On dit  

esp~ce de l'Snergie 

et on pose pour y(t, x )eHl( f2)  p.p. uvec ~y/3t(t, x)e  £~(f)) p.p. 

= ]!,:~,~ + . 

Consid6rons le probl~me d'6volution da  deuxi~me ordre 

(1.1) 

I~'- (~u(t,x)) 

u(t, x) = 0 

/(t, x) p.p. duns R × f2 

p.p. duns R × F 

que, par ane forme vectorielle, on pea t  6crire 

(1.2) 
(t) + Au(t) + fl (t) ~ /(t) 

d2u u(t) e ~ L ( R ;  E(~9)) ,  ~ (t) e ~ ( ~ )  

P.p. 

P.P. 

5 - ~ d n n a l i  d i  M a t e m a t i c a  
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off A est l 'op6rateur defini par 

= (4"  v(x) 
~2 

Vw, v ~Ho~(9) ( ( ,  } dualit6 entre Ho~(9) et H-1(/2)) et  fl est l 'op6rateur m~ximul 

monotone mult ivoque,  indui t  pnr 18 graphe maxima4 monotone de R × R  fl(z) 

sur £~(/2). 

A~cE~Io e PR0VSE [3], ont d6montr6 d~ns le cas D('fi)=]a, b[, le r6sultat suivant:  

Tm~oR~]~ XVII .  - Supposons que le graphe maximal monotone fl(z) sur R x R  

soit strietement monotone et que 0 ~ riO et fi(z) soit continu dans O. 

Supposons que ](t) soit presque pdriodique dans ~(f2) et qu'il y ait une solution u(t) 

de (1.2), telle que 

1 

(1.3) -d-[(t + + [~Au(t +r/)l!~,(~)d~<C p.p. sur R.  

o 

La ]onetion u(t) est t'unique solution de (1.2) satis/aisante (1.3) et est presque pdrio- 

clique darts E(Q) avec An(t) S~-bornde et ]aiblement S2-presque pdriodique dan, ~ (~) .  

~o t r e  bfit 8st m'~intenant 6tendre te r~sult~t du  Th. XVI I  ~u cas D(fi) ~ [a, b]. 

Supposons donc ~9(/~)= [a, b] (a, b fini) et d6montrons le resultat  suivant:  

T~I~O~CrE XVII .  - Supposons que Ie graphe maximal monotone ~(z) sur R ×  R 

soit strictement monotone et 0-~ riO avee fl(z) continu clans O. 

Supposons que ](t) soit presque pdriodique dans ~ ( ~ )  et que i l  y air une solution 

u(t) de (1.2) satisfaisante (1.3). 

La ]onction u(t) est l'unique solution de (1.2) satis]aisante (1.3) et u(t) est presque 

pdriodi~ue dans E(9)  avee An(t) ]aiblement S:-presque pdriodique dans £~([2). 

D6montrons d'~bord l'unicit6. 

Supposons que u~(t) et u~(t) soient deux solutions de (1.2) sa~tisfais~ntes (1.3). 

Observons, [3], que de (1.3) strive que u~(t) et u~(t) sont uniform4ment continues 

et ~ tr~jectoires r61utivsment compuc~es d~ns E(.Q). 

On 

d~u~ ~dul ) 
dt ~ (t) + Au~(t) + fl \ dt (t) ~ ](t) p.p. 

d~u~ ~ + Auo(t). + fl ( d ~  (t)) ~ ](t) p.P. 

Indiquons 
d.-u  ldu  ) 

gl(t) ~= ]( t ) - - -~2 (t) - -Au1( t )~f i  k d t (t) 

idu  ) 
grit) ~- ](t) - - -dr-  (t) --Aug(t) El3 \ dt (t) . 



MArco BncoLI: Sur  les solutions borndes eve. 67 

On ~ donc 

dont  

(1.4) 

~t~ (u~(t)  - us ( t ) )  + A(~,,~(t) - -  us ( t ) )  + (g~(t) - -  as ( t ) )  = 0 p.p.  

l d  
'2 d t  ]lug(t) - -  u~(t)[]~(~) <- -  (g~(t) - -  g~(t), u~(t) - -  u~(t)) < O . 

Si ul(t):/: us(t), il y ~ un  point  t, tel  clue 

llul(~) - u~(~)lJ~(.)> e > 0 .  

De (1.4) suive que Ilul(t)-u~(t)ll~(,),  done llu~(t)-u~(t)llE(~), est d6eroiss~nte; on 

done 

(1.5) /]u~(t) - -  u~(t)1]~,~)>~ ~ t <~. 

Consid6rons main tenan t  les suites {Ul(j-~-V)}, {u~(j~-V)}, ~ e [0, 1], j entier mi- 

neur  de ~--1 .  

D6montrons que 

lim infl/dul tins I (o,1;~,(~)) 
. . . .  II a t  (i + ~ ) - - ~ ( i + ~ )  ~ > ~ > 0 .  

~ous  utilisons un  proced6 pur l 'absurde et  supposons que In th~se soit f~usse. 

Dans cet c~s il y ~ une suits {j.}, tel  que 

. I] du~ du~ 'I (1.6) t im - -  - -  (~, + ~ )  = 0 .  

Observons muin tenant  que de (1.3) on peut  supposer sans perdre de g4n~rulit6 

(1.7) lim* dui  d ~  

4~ns  c~(o, 1;  C~(tg)). 

]~t~nt {u~(i~+V)} et  {u~(j.+V)} equicontinues dans E(/2) et  ~vee des tr~jeetoires 

contenues d~ns un fix6 ensemble compacte de E(/2), on peut  supposer 

l im u~(j~ q- V) : (~,(~7) i : 1, 2 
i n - - c o  

(1.8) 

d~ns ~(0, 1; ~(~9)). 

De (1.3) suive 

1 

0 

1 

f llgs(t + 7 )  C 
0 

p.p. 

p.p. 
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On peut  ~lors supposer sans perdre de gener~lit6 

(1.9) lim* g,(j~ + ~) = g~(v) 
jn---~--¢O 

dans ~(0 ,  1; £2(Y2)). 

De (1.7) et  (1.8) suive queo [10], 

(:l.10) g~(~) ~ fl (~d-/(~7)) 

De (1.7), (1.8), (1.9), (1.10) suive 

d ~ 
dt--~ ((~(t) - -  (t~(t)) + A ((q(t) --'~t~.(t)) = ~ ( t )  - -  ~ ( t )  

De (1.6) on 

Done 

d~l d~7~ 
d~- (t) = - d / ( t )  

i = 1 , 2  

p.p. darts [0, 1]. 

p.p. dans [0, 1]. 

p.p. dans [0, 1]. 

dill d ~  
- ~  (¢) - -  -~- (t) -- 0 p.p. d~ns [0, 1], 

dont  (~21(t)--fi2($))----w~ off wj est  un vector,  qui nc depende p~s de t et  

d 2 
tit-- ~ ( ~ ( t ) - - ~ ( t ) )  = 0 p.p. d~ns [0, 1]. 

On ~ ~lors 

Par  le m6me proced6, utilis6 darts [3], on 

De (1.6) et  (1.8) on a ~lors 

p.p. dans [0, 1]. 

Wj = 0 .  

(ul(j~ + v) - u~(j. + v ) ) = o  Jim 
jn--->--oO 

d~ns ~'(0, 1; E(£2)). 

Mais de (1.5) on 
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On tombe done d~ns l '~bsurde e t  on d6montre que 

I] du~ du: ] 
l iminf  - -  (j -~ (J -~V) > a >  0 .  

I1 y ~ donc une sous-suite {~}, telle que 

1 

o 

Observons m~inten~nt que le deux suites 

[du~ +V)t 
~/t (~ dt (~ 

sont r61~tivement comp~ctes d~ns ~(0 ,  1; ~(/2)) et que les suites (g~(j~-~)} et 

(g~(]~-~)} sont born6es d~ns ~(0 ,  1; ~(~9)). 

L 'op6rateur  fi, indui~ par  le gr~phe m~ximul monotone fl de R × R  sur 

~(0 ,  1; ~(/2)),  est  m~xim~l monotone et s t r ictement  monotone [8]. 

Du  Lemme I I  du Ch~pitre I (II.b.), on 

1 

j'(g~(j~ + ~) - g~(j~ + v), u~(j~ + v) - u~(j~ + v))~.~.~,/~ >,~' > o 
0 

o/1 a' depende de a, m~is ne depende p~s de k. 

En  int6grant  (1.4) on 

t~ 

t l  

o~ t~<t2. 

l:'os6 

]lug(t)/I~(.,, Ilu~(t)!l~(., < 
O n  9~ 

_2M<_f (g l ( t )_g~( t )du l  duo -dt ( t ) -  -d~ (t))£,(a)dt < 
~ v a  

1 

( ) 
0 

~ - -  ~t(~ p 
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off n e s t  un urbitrMre entier positif. On tombe  donc duns l 'ubsurde et l 'unicit6 de 

lu solution u(t) de (1.2) satisfMs~nte (1.3) est d4montr4e. 

D4montrons mMntenunt  que u(t) est presque p~riodique duns ~(f2). 

l~Vous uti]isons le Crit~re I I I  du Ch~pitre I (II.b.). Consid~rons done une suite 

de nombres r6elles {/~} et consid~rons lu suite {u(t-Ft~)}. ]~t~nt. u(t) uniform6ment 

continue ct { trujeetoire r61utivement comple te ,  il y u une sous-suite, que nous 

indiquons p~r {u(t-F1])}, telle que 

(1.tl) lira t(t + v) = h(t) 
i - - ~ + ~  

uniform~ment sur R d~ns ¢-~(.O) 

(1.12) lira u(t ÷ lj) = ut(t) 
3"---->+ ~ 

duns ~o~(R; E(f2)). 

D6montrons,  mMnten~nt,  qu 'on peut  choisir 1~ suite {/'~} de f~9on que 1~ limite 

(1.12) soit uniforme sur R duns E(K2). ~¢ous utilisons un proced6 par l '~bsurde; si 

lu th~se est fausse, il y u une suite {t~} et deux sous-suites de {l~}, {lk~} et {l~,}, 

telles que 

I]u(t~ -}- l~) --u(t~ -[- l~.)il.(a)>~(~> 0 V k >  O. 

Indiquons t~ ~ l~ ---- ~%, t~ ~- l~, ----- y~;  on peut  ~crire 

(1.13) 

Consid6rons les fonetions {u(t-F y~,)}, i :  1, 2; observons que tes fonctions {u(td-7~,)}, 
i----1, 2 son~ equicontinues e~ on les vMeurs duns un ensemble r61~tivement com- 

p l e t e ;  on peut  extrMre done de {u(tZFy~,)}, i : 1 ,  2, deux sous-suites, que, pour 

semplieit6, indiquons encore par {u(tq: ?~,)}, telles que 

(1.14) 

d~ns ~Tc(R; E(9) ) .  

De (1.3) on u 

off 

lira u(t + y~,) : ur,(t) i : 1, 2 
k--e-+¢o 

i 

I du + y k , ÷ 7 )  d~<C 

o 

I 

f llg(t H- y~, -F ~)[l[,~,d~ < C 
o 

i----i, 2 

a~u (t) - - n u ( t )  + f(t) e[~ - ~  (t) . g(t) -- dt 2 
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On peut  alors supposer sans perdre de generalit4 

(1.15) 

(1.16) 

d u  d'tZv~ 
lira+* -d-[ (t q- yT,,) = ~ (t) 

lira g(t + y~,) = g,~(t) 
?z--->+ co 

i = 1 , 2  

duns £~oo(R; E(Y2)) et duns £~oo(R; D(/2)) respectivement. 

De (1.14) et (1.16) on a 

) (1.17) gn( t )e f l \  dt (t) p.p. i = 1 , 2 .  

Observons qu'on peut  supposer, 6runt ](t) presque p6riodique, 

(1.18) l im ](t + ~a) = ]~(t) i = 1, 2 
/c ---.*+ ¢o 

dans ~¢°(R; [:2(t9)). 

De (1.15), (1.16), (1.17), (1.18) on deduit  que 

d2uv, _ lduv, ) 
dt ~ q- Aur'(t) + fl ~-dt- (t) 

/ 

u~,(t) e ¢(R; ~(9)) 

~Mt) 
i = 1 , 2  

et que ur,(t ) satisfont les r41ations ( 1 . 3 ) .  

On ~ Mors de la premi6re partie de 1~ d6monstr~tion 

u , , ( t )  = u~(t). 

De (1.13) et (1.14) on 

!!uAo)-u~,(o)l! > ~> o 

done on tombe dans l'~bsttrde et lu th6se est d6montr6e. 

On ~ done qu'on peut  extr~ire de {u(t+l~)} une sous-suite (u(t+l])} telle que 

lira u(t q- 1;) = uz(t) 

darts ~ ( R ;  E(t9)), dont,  pour le Crit6re I I I  (Chap. I) on a que u(t) est presque 

p@riodique duns E(~2). 

Par  une m4thode analogue, en uti l isant le Crit6re I ,  on ~ que Au(t) est f~ible- 

ment  S~-presque p&iodique darts £2(~). 

Donnons mMntenunt  un exemple d'appHeution du Th. XVII I .  

Soit ~(z) une fonction str ictement monotone sur [a, b] (a < 0 < b). 
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Indiquons fl(z) = ~p(z) -[- fl'(z) o~ 

f l ' ( z )  = 

0 si z e ]a, b[ 

] --  c¢, 0] si z = a 

[0, + c~[ si z = b .  

I1 est facil de v6rifier [8], qua fl(z) est un graphe maximal monotone de R × R  

et qu'il est s t r ic tement  monotone.  Supposons, maintenant ,  ~(z) continue duns 0; 

on pout  alors appliquer le Th. X V I I I .  

Duns ee cas le problbme (1.1) est equivalente au probl~ma 

) 3~u(t, x) Au(t, x) -f- ~ ~ u ( t ,  x) ~ ](t, x) 
~t ~ 

p.p. duns {(t, x)Ia < u(t, x) < b} 

~u(t ,  x) Au(t, x) --](t ,  x) < F(a +) 
~t 2 

p.p. duns {(t, x)lu(t , x) = a} 

~2u(t, x)  z lu( t ,  x)  - -  ](t ,  x)  < F(b- )  
~t ~ 

p.p. duns {(t, x)lu(t , x) = b} . 

§ 2.  - Le cas  D(fl)--= R .  

Consid6rons, muintenant ,  le probl~me (1.2) duns les cas D(f i )= R et montrons 

qua, duns ce cas, les conditions pour  la presque p6riodicid6 at unicit6 d 'une solu- 

t ion born6e, donn6es par  AZ~ERIO-P~OUSE [3], peuvent  ~tre amalior6es. 

Tm~O~l -~  X_tX. - Supposons que fl soit une graphe maximal monotone de 1~ × R~ 

strietement monotone avec D( f l )=  R et soit flO = 0 avec fi continu duns O. 

Supposons que ](t) soit presque pdriodique dans ¢.2(t2) et qu'il y ait une solution 

u(t, x) uni]ormement continue d trajeetoire rdlativement eompacte duns E(~2) du pro- 

blame (1.2). 

Za ]onetion u(t, x) est l'unique solution de (1.2) uni/ormement continue ~ trajectoire 

reTativement compacte duns I~(~) et u(t, x) est presque pdriodique duns E(~) .  

D6montrons d 'abord la part ie  concernante runicit6.  

~ o u s  d6montrerons carte part ie  pour  une formulation uffaiblie du problbme (1.2). 

Supposons que u~(t, x) et  u~(t, x) soient deux solutions du probl~me. 

Zl y a u(t, x) e ~oo(R; E(9 ) )  et ~(t, x) et~(au(t, x)/~t) darts ~oo(i~; m(t~)) tels que 

1f{u ,, x , _  ~:v[t, x) 

~t ~ 

/ 
u(t, x) Av(t, x) A- a(t, x)v(t, x ) - -] ( t ,  x)v(t, x) ld t  dx 

Vv(t, x) z C~(]t~, t.[ x ~) ,  Vt~<t2 

= 0  
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et 

(2.1) a(t, x) ~ dtdx <~ C ~- M(t~ - -  tl) 

t I l~ 

oit C et M sont des constantes indepdndantes de tl, t2. 

Soient al(t, x) et as(t, x) les sections de fi((8/3t)ul(t, x)) et fl((8/St)u~(t, x)) earuct6- 

ris6es par notre probl~me. 

Supposons que u~(t, x) et u~(t~ x) soient uniformement continues et avee une tra- 

jeetoire r61ativement compacte duns E(/2) et que 

t~ 

\ -~ 8t x / d t d x  t~<~t~. 

D6montrons que ~h(t, x ) =  u2(t, x) duns E(t)). I~ous utitisons un proced6 par 

Fabsurde. Supposons que lu th~se soit f~usse; il y a done un point ~ tel que 

De (2.2) on deduit que ][ul(t)--u~(t)l]~(a I e s t  decroissante, donc [lul(t)--u2(t)[[B(, ) 

est decroissante, dont 

llu~(t)-u,(t)H~(.)> ~ t<~. 

Consid6rons, muintenant, les suites {u~(j-~-~)} et {u~(j + ~)}, ~ e [0, 1], o~ j e s t  un 

entier mineur de ~--1. 

D6montrons que 

' d u ~  . ~ ) "  
lim inf du~ (j _~ ~) >~a> O . 

Iqous utilisons un proced6 par Fabsurde et supposons que 1~ th~se soit fuusse. 

Duns cet cas il y a une suite {j.}, telle que 

(2.3) lira d ~  (in -~ du 2 1 = O. 

Observons qu% 6rant u~(t) (i = 1, 2) uniform6ment continue et ~ tr~jectoire r61~- 

tivement comp~cte duns E(~9), on peut supposer, sans perdre de generalit6, 

(2.4) lim u~(j~ + ~) = ~(~) duns ~ ( 0 ,  1; E($9)), i = 1, 2, 
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dont  

lim u,(j,, + ~, x) = 5~(~7, x) p.p. duns [0,1] ×/2, i = 1, 2. 

De (2.1) on u 

1 

0 

i = 1 , 2 .  

Du Lemme IV on 

(2.5) lim* a~(j= + ~, x) = ~(~, x) 
in--->-- co 

/ = 1 , 2  

dans O([0, 1] X 9 )  e~ 

(2.6) 8 @ ,  x) e ~(~,(V, x)) 

p.p. duns [0, 1] X/2. 

De (2.4), (2.5), (2.6) on deduit  que 

i - ~ 1 , 2  

(2.7) 

1 

(4~(t, x) --  5~(t, x)) 8t: (~Jt, x) - -  ~ ( t ,  x)) Av(t ,  x) + 

° °  } 
+ (#i(t, x) --  (~(t, x)) -v(t, x) d tdx  - -  0 Vv(t, x) e C~(]0, 1[ x/2) . 

De (2.3) on deduit  

• (al(v, x ) -  a~(v, x)) = 0 

82 
~t- ~ (~1(~, x) - ~ ( v ,  x)) = o 

p.p. duns [0, 1] x /2  

p.p. duns [0, 1] x / 2 .  

On u ulors 

~(~ ,  x ) - - ~ ( v ,  x) = w(x) p.p. dans [0, 1] x /2  

dont 

A w ( x )  - #l(t, x)  - -  (~2(t, x) ~ ~1(/2) p.p. duns [0, 1] x / 2 .  

Par  le m~me proced6 de [3] on u ulors 

w(x) = o .  

De (2.3) e$ (2.4) on a 

~ rz,--),-- ¢o 
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~Iuis, 6tarot IIu~(t)-u~(t)ll~(a)>~, t<t, on tombe duns l 'ubsurde;  la th~se est ainsi 

d6montr6e. 

On a done 

tim inf ~ du~ ~) _ dUo_a~ [ 
~7 (~ + (~ + ~ )  > ~ >  o.  ~-+-o~ ~ o  t,(oa;~,(a)) 

I1 y a doric uric suite {j7¢} telle que 

l im j~ = - -  c~ 
~¢ --O-co 

1 

o 

(2.9) l im u,(i~ + V) = g~(V) darts g¢°(0, 1; E(f2)), i = 1, 2. 

Du Lemme I I  on a alors 

1 

{~u~ ~u~ ) 
0 .  

Cos6 Ii~(t)Ii~(.), i lu~(t)G(.)<M',  on a 

- - t M '  <- -  2 . (~l(t, x ) - -~d t ,  xl) [ y f  (t, x)----~y (t, x) etch< 
--a~ Q 

1 

) < - - 2 ~  (a~(j~-+~7, x)--a:(j~+~,x)) ( t , x ) - - ~ ( t , x )  dtdx< 
k = l  

O 9  

O~l n e s t  un  arbitr~ire ent ier  positif. 

On tombe  done duns l 'absurde et Punicit6 de la solution uuiform6ment  continue 

et g t ra jectoire  r61ativement compacte  duns E(t9) de notre  probl~me est d6montr6e. 

D6montrons mMntenant  que u(t~ x) est presque p6riodique duns F.(~). 

~ous  utiliserons le Crit~re I I I .  

Indiquons par t  {1,} une suite r6elles et consid@ons la suite {u(t + l~)}. 

]~tunt u(t) uuiform6ment  continue et g t rajectoire r61ativement compacte il y a 

une sous-suite de {u(t + lj)}, que nous indiquons par  {u(t + l~)}, telle que 

(2.11) lira ](t + l~) = ]~(t) 
j--->+o~ 

uniform6ment  sur R duns E~(Q) et  

(2.12) l im u(t + l~) = uz(t) duns ~,:o(R; E(f2)). 
j - ->+  co 
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D6montrons muintenunt  qu'il est  possible de choisir {/:.} de fugon que (2.12) soit 

rulable  duns ¢_~ (R;  E(/2)). 

Nous utilisons un proced6 par l 'ubsurde. Si lu th6se est fausse, il y a deux suites 

{/~} et {/~0} de {/~} et une suite {t~:}, telles que 

Indiquons t, -~ l~, ---- ~%, i -~ 1, 2; on a 

(2.13) 

Consid6rons les fonetions {u(t+ ~%)}, i =  1, 2; certes fonctions sont equicontinues et 

ont les vuleurs duns un ensemble r61ativement compacte;  il y u donc une sous-suite 

de {u(t + ~%)} (i-~ 1, 2), que, pour simplicit6, nous indiquons encore par {u(t + y~,)} 

(i-~ 1, 2), telle que 

lim u(t 4- yT~) = u~,(t) i = 1, 2 
k - ~ -  co 

duns ~.~°o(R; E(Q)). 

Pos6 

on 

dont 

dont  

d~u (t)-- Au(t) + ](t) e fi -~ (t) g(t) -~ dt ~ 

~2 

du 
f (g(t),-~(t)) d t4C  + 
t l  

M(t~--tl) 

t~ 

i = t ,  2. 

D u  Lemme IV on a alors 

(2.15) 

duns g~oo(R; D(52)) et 

(2.16) 

lira* g(t ÷ y~,, x) = g~,(t, x) 
~ ---~.+ ¢~ 

[ ~ 
g~(t, x) ~ fl ~-~[- (t, x)) 

i = I~ 2 

p.p. 
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]~tunt f(t) presque p6riodique, on peut  supposer, sans perdre de generulit6, 

(2.17) lira ](t + y~,) = IN(t) i = 1, 2 

duns g~°(R; ~(g2)). 

De (2.14), (2.16) et (2.t7) on deduit  que les fonctions ur~(t , x) (i ~ 1, 2) verifient 

lu r61ations 

(2,1S) f f {%,(t, x) ~2v(t' %,(t,x) "Av(t,x) + v(t, x)gv,(t, x)--v(t, x) fdt, x)} dtdx = O 
tx Y~ 

Vv(t, x) e ¢7(1t~, t~[ x . q )  . 

De (2.14) on a que uv,(t , x) (i ~ 1, 2) est  uniform6ment continue duns E(g2) sur R 

e t a  v~leurs duns un ensemble r61ativement compacte de E(~) .  

Observons que, fix6s tl, t2 et s >  0 urbitraire, on peut  t rouver  un ensemble 

Q c [t~, t2] x zg, tel  que 

~([t~, t~] ×t2-  Q) <~ 

lim ~u 3Uv, k._+ -~ (t + Tk,, x) = --~- (t, x) i = 1 , 2  

uniform6ment duns Q 

t8 -~u(t, x) l <)" duns Q p.p.,  i = 1, 2. 

On ~ alors 

(2.19) f g(t f gv,(t, x ) ~  ur,(t , x)dtdx ~<~im 

Q Q 

+ yk,, x) ~ u(t + yk,, x)dtdx < C +M(t~--t l) .  

Soit muintenunt  {Q~} une suite d 'ensemble Q, tets que 

mis ([tl, t~] × g2 - Q , )  --~ o , Q. c Q.+~ . 

On a du  lemme de FA~ovT 

(2.2o) ff f gv,(t, x) ~ uv,(t , x) dtdx-<, lim_+~f g~,(t, x) ~t ur'(t' x) dtdx <~ C + M(t~ - -  tl). 

t l  ~ Qn 
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On ~ aussi  

<-2 f (g(t + 
tX 

d o n t  

d (u(t + ~.) -- u(~: + ~))c,(~2, dt y~.~) - -g ( t  + y,~,)), 

i] u~,lt~) - -  % ( t j  I[L(~) - l [ % ( t J  - uvltJ/!~(~) < 

,~). a 

@n 

d o n t  

(2.21) 

--.uw(~ , x ) )d tdx  

~2 

<--2 f f (g:,lt, x)--g,~(t, x)) (~ u,lt, x) --~tu,,(t, x)) dtdx . 
t ~ .Q 

De (2.18), (2.19), (2.20) et  (2.21) pour  ls  premi6re  pur t ie  du  th6or6me on 

u~,~(t, x) = urn(t, x) 

M~is de (2.13) et  (2.14) on 

p.p.  d~ns R x f2. 

l iu~, lo)  - % I o ) ! b ( - ) >  a > o .  

On t o m b e  done  d~ns ] ' gbsurde  et 1~ th~se est d6montr6e.  

On  ~ ~insi que  p o u r  le Crit~re I I I ,  u(t, x) est  p resque  p6r iodique dans  r2(~). 
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