
Sur les solutions statistiques des 6quations de Navier-Stokes. (*). 

C. ~OIAS et G. Pt¢oI)i (Pisa.) 

R ~ s u m ~ .  - Ze but de cet article est de donner une preuve nouvelle de notre thdor~me d'existence 
des solutions statistiques des gquations de 2v'avier-StoI~es (voir [6], § 3), qui, en m~me temps, 
]ournit des pro~ridtds suppldmentaires int~ressantes et utiles de ces solutions. 

I .  - I n t r o d u c t i o n .  

1.1. On considSrera le probl~me aux limites 

(1.1.1) 
I % ~ - -  u ~ u ~  -- g r a d p + g  

3u pA 
i=] ~x~ 

div u = 0,  u~ ~ 2  = 0 

dans ]0, oo)×f2,  off [2 est un  domaine born4 de R .  ( n = 2 , 3 )  ~ fronti~re 8~ de 
classe C 2, v nne constante  > 0 et 

sont fixds. A (1.1.1) on u t tachera  les espuces de Hi lber t  

(1.1.2) [  vl = d i v  = 0 } ,  

~ V :  l '~dh~renee dans (L2(~Q)) ~ de 2V ~, 

aux prodlli ts se l l , i res  induits  de (H~(~Q))" (off llh]I~:(~)~-- ~(grad h)*dx), resp. (L*(~))" ; t~ 
en outre  on d~signera par  _~-1 le dual  de 2Y 1 plong5 d~ns (~'(Y2)) * et  par  (u_,  u+) 
(u~ e £V ~)  la du~lit5 respective.  

1.2. P a r  dSfinition une solution statistique de (1.1.1) est une f~mille {#t}0</<o~ 
de mesures de probabilit~s d~finies sur les ensembles boreliens de N, qui v~rifie les 
conditions suivantes:  

(1.2.1) f~(u) d#t(u) est mesurable  snr (0, o~) 

(*) Entra~a in Redazione il 2 aprile 1975. 
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quelle que soit la fonctionnelle ~ ( u ) >  0 continue sur N, 

T 

0 

quel que soit T e (0, oo) et 

(1.2.3) 
0 

quelle que soit la fonctionnelle r6elle q~(t, u) d6finie sur [0, o~)×N 1 jouissant des 
propri6t6s suivantes:  

(i) ~b[(t, u) existe, est continue sur [0, co)×N1 et 

sup lt ,4 < oo, 
{t,u} 

(ii) qS(t, u) est diff6rentiable an sense de l~r6chet duns _AT, c~est-£-dire il existe 
~b'(t, u) e N telle que 

1 
pour '~, ~e~,  T1, Ilvll - 0, 

(iii) ¢'~(t, u) est continue est born6e comme fonction de [0, oo)X2¢ ~ duns N ~, 

(iv) ¢(t,  u)----0 pour t assez grand.  

Duns (1.2.3),/~ est une mesure de probabilitY, aussi d6finie sur les ensembles bore- 
liens de N, no tamment  la donn6e initiale de la solution stat ist iqne envisag6e. 

Duns [6] § 3 (voir a~ssi les §§ 4-5) nous avons pronv6 Fexistence d 'une  solution 
stat ist ique de (1.1.1) pour toute  donn6e initiale satisfais~nt 

fIl ll  < (1.2.4) 

les solutions statistiques construites duns [6] (voir [6] §§ 3-5, [7] §§ 6-7 et [5] § 5) 
jouissent 4es diverses propri6t6s suppl6mentaires, dont  une forme d6finitive sera 
donn6e duns ce travail ,  par une methode nouvelle plus directe que celles utilis6es 
d~ns [4], [6], [5]. 

1.3. Duns le but  d'6noncer le r6sultat principal de cet article, convenons d'ap- 
peler solution individuelle de (1.1.1) toute  fonction u(t) d6finie sur [0, oo) ~ valeurs 
duns N jouissant des propri6t6s suivantes: 
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(j) u(t) est continue de [0, co) dans N muni  de la topologie faible, 

(jj) comme fonet ion £ valeurs duns 2~ --~, u(t) est absolument  continue, c'est- 
'~-dire il existe une fonct ion 

u'(t) e U 
Te(0,co) 

telle que (d~ns 2V -~) 
t 

u(t) = u(O) ÷ fu'(~) d~ 
0 

(jjj) on 

(1.3.1) 

LX0, T;  5y-1) 

pour  tou t  v e [0, oo), 

t t 

Q to 

pour  tou t  (t>~to et  tou t  to) en dehors d 'un  ensemble de mesure  nulle 
e c (0, o~) et  

(jr) 1~ f~Inille 

{f i t=  6~(t) (l~ mesure de Dir~c concentr6e en u(t))}0<t<o o 

est une solution s ta t is t ique de (1.1.1) 6videmment  /~ donn6e initiale ~,(0)" 

D~ns le bu t  de f~cilitier 1~ lectnre ind6pend~nt  de cet article, nous allons montrer ,  
d~ns ]e § 3, l 'exis tence d 'une  solution individuelle de (1.1.1) pour  tou t  u(0) e h r donn6 
d'av~mce, bien que cela r6sulte des r6sultnts eonnus d6j~ (voir [10], Ch. I,  § 6 et [6], 
§ 34). 

1.4. Soit main tenan t  B c 2V un ensemble borelien quelconqtie; notons que les 
s t ructures  boreliennes de _~T muni  de sa topologie for te  et de 5 r mtlni de sa topologie 
faible coincident.  Pour  totit  to ~ [0, oo) on poseru 

(1.4.1) B(to) = {u(to) : u(t) est une  solution individuelle 4e (1.1.1) telle que u(0) e B}, 

c'est-~-dire, B(to) est l 'ensemble b~l~y6 par  les valellrs ati moment  to des solutions 
individuelles de (1.1.1) qui pa r ten t ,  au moment  t = 0, de B;  6-¢idemment B(0) =- B. 
L 'ensemble  B(to) est mesurable par  rappor t  ~ n ' impor te  quelle mesure borelienne 
stir 2V (voir le § 4), pour  tou t  to ~ [0, oc). 

1.5. Nous sommes g mgme d '6noncer notre  r6sul tat  principal:  

TK~OR~E.  -- Pour toute donnde initiale # vdr~fiant (1.2.4) il existe au moins une 
solution statistique {#t}o<t<¢o de (1.1.1) jouissant des propridtds supplementaires sui- 
vantes: 
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(j) La  ]onction, dd]inie sur [0, co), par fv(u)d#(u)  pour t ~ - 0  et f~p(u)d#t(u) 
pour t E (0, ~ ) ,  est continue, quelle que soit la ]onctionelle ~,(u) dd]inie et bornde sur N,  
continue darts ta topotogie ]aible (de N) sur tout bornd de N. 

(jj) Pour tout t ~ [0, c~) et tout ensemble borelien B c N on a 

(1.5.2) #,(B(t)) > # ( B ) .  

(jjj) Pour tout re(O, ~ )  on a 

t 

J I. i=1 x~ 
0 

quelle que soit la ]onetionelle rdelle @(u) dd]inie sur N 1 et jouissant des propridtgs (ii) 
et (iii) de l'alinda 1.2. 

I1 est facile ~ v~rifier que si une  fumil]e {#t}0<t<oo de mesm'es de probubilit6, d6fi- 
hies sur les ensembles boreliens de N, u les propri6t6s (j), (jjj) ci-dessus et (1.2.2), 
Mors elle est une  solution stat is t ique de (1.1.1) ~ donn6e initiule # (voir par  exem- 
ple [6], § 3.3.a). Ainsi dans le § 5 nous nous rSserverons de d6montrer  l 'existence 
d 'une  famille de ce type ,  d ' abord  duns le cas off le support  de # est born6 clans hL 
Puis en uti l isant  (jj) nous 6curterons cet te  restr ict ion.  

Enf in  ment ionnons que dans le § 6 nous donnerons des eorolluires du th6or~me, 
dont  certains pr6sentent  nn  inter@t intrins~que evident  (voir, par  exemple,  les pro- 

positions des ulin6as 6.4-5). 

1.6. Cet nrticle, bien que commenc6 dans 1969, a 6t6 uehev6 en 1974~ pend~nt  
que le premier  auteur  6fair h6te, duns le cadre 4u (( Senior Fulbr igh t -Hays  Program ~), 
all ~( Com'~nt Ins t i tu t e  of M~thematie~l Sciences, ~ e w  York Univers i ty  ~). 

2 .  - P r e l i m i n a i r e s .  

2.1. Pour  simplifier l~ nota t ion on posera 

et 

t )  

(pour 

~9 
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Soit A l ' ex tens ion  de Friedrichs de l ' opera teur  

- -  ~J ]{u ~ (Co(~Q))~: d iv  u - ~  0} . 

C 'es t  le senl op6ra teur  au toad jo in t  > 0  clans ~Y tel  que le domaine  ff)~½ de A ½ coin- 
cide ~ e c  lv~ et I ~ 1 =  ll~ll pour tout ~ l ~ .  Un t h 6 o r ~ e  profo.d de Cat- 
tabriga-Solonnikov-Vorovieh-Yudovich (voir [1]) en t ra ine  que le domaine  ID~ de A 
coincide avec iV ~ (3 (H~(~Q)) '~ et  que 

i = l  i = l  

pour  tou t  u e ~D a , 

o f  k~ est  uue const~nte  convenable  d6pendant  de f2. 
W co Enfin,  en ~-ertu du l e m m e  de Rellich, A -~ est  compact .  Soit doric { ~}~=1 une  

base  o r thonormale  d~ns 2V telle que A w . ~  2mwm pour  tou t  m ~  1, 2, ... e t  2~ ~< 
<~2-<..-;  6v idemmel i t  2.~>0 et  ~ - - >  oo. D~ns la suite ce t te  base  {w,~},~°~=~ sera 
fix6e et,  ell outre,  on d6signer~ par  P~  1~ project ion or thogonale  de £V sur l 'esp~ce 
engendr6 pa r  wi, w~, . . . ,  w~ (m-~ 1, 2, ...). 

2.2. Pou r  u, y e n  ~ on d6signe par  B(u,  v) l '616ment de N -~ d6fini pa r  

(2.2.1) /" ~ ~v~ 
<B(u, v), w> = t ~ u~--w~dx 

9 

o f  w e N -1 est  arbi tr~ire.  En  ver tu  du th6or~me de Sobolev, qni assure Ho~(~2) c L6(Q) 
(off l ' inclusion est  continue),  la d6fiuition (2.2.1) est consistente.  De plus, en ut i l isant  
les interpolat iol is  (voir [11]) 

u ~-> g r a d  u~: ID~(~+0~, ~-> (L6/(8-2°)(~2))  - 

(o f  0 ~[0, 1]), on d6dui t  arUSSit6t de (2.2.1) l ' e s t ima t ion  

(2.2.2) r(B(u, v), w>l < k ~ l A ~ u f  • fA~vr fA'wl 

off k2 est  une  cons tan te  d6pendant  seu lement  de ~ ,  t andis  qne a, fi, 7>~0, 0 <.so < ½, 

rain {fi, 7} 4½ < m a x  {fl, 7} <1 ,  a d- fi + 7 = 5/4 et  u, v, w e N 1 sont d '~il leurs ~rbi- 
t ra i res .  

D~ns la v6rification de (2.2.2) on utilise aussi  la propri6t6 immed ia t e  

(2.2.3) < B ( u , v ) , O = O  pour  tous  u, v e N  1 . 
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Enfin en d6signant pa r  P la project ion or thogonale  de (L2(Q)) ~ sur N e t  en posan t  
J(t) = Pg(t) ,  on aura  

](t) e.L~(O, ~ ;  N) .  

De plus, l '~qnat ion (1.5.3) peu t  s '~erire 

(2.2.~) 
t 

ot~ ~b est  une fonetionnelle  %elle jouissant  des proprig%s (ii) et (iii) de l 'al in4a 1.2. 
Duns 1~ suite la classe de ces fonctionnelles sera designSe par  g~.a. 

2.3. Une fonetionnelle  %elle ¢(u) dgfinie sur N ~ (o~ 2)~, N, AY -1, etc.) sera 
n o m m 4 e  eyl indrique si il exis te  m e  {1, 2, ...} tel  que 

(2.3.1) ¢(P~u)  -~ ¢(u) . 

La sous-classe de 3~na formge par  les fonetionnelles eylindriques e 3~a sera dgsignge 

pa r  5~o "d. 
Spit ¢ e 3 ina et  soit 

~ = sup {II¢'(u> II= ~ e N~},  

Alors 

1 

0 

1 

0 

et  pa r  suite • pen t  se prolonger  en une  fonctionnelle  cont inue sur N -1 (qui en ont re  
est  nn iquemen t  determin4e),  car N ~ est  dense duns N -~. On d~signera unssi pa r  ¢ 
ee t te  extension qui v~rifiera 

(2.3.2) I ¢ < ~ ) - ¢ ( v > l < k ~ l I ~ - ~ l l ~  pour tous ~ , ~ e x - 1 ,  

Spit m a i n t e n a n t  (pour m = 1, 2, 3, ...) 

¢.~(u)  ~°~ ¢ ( P . u )  off  u e N -~ . 

Alors ¢~(u) ( m =  1, 2, ...) jouissent des propri~t4s su ivantes :  
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(i) ¢~(u) est eylindrique,  ayan t  une diffgrentielle de F r@he t  ¢,'~(u) cont inue 

et  born4e sur t ou t  N;  

(ii) era(u)-~¢(u) sur 2g -t,  unfform~ment  sur t o u t  born6 de 5r; 

(iii) ¢',~(u)->¢'(u) darts 2/~ (pour tou t  u e N  ~) et 

s~p {[l¢;~(~)ll" -~ = i ,  2, 3, . . . ,  u + i W }  < oo.  

D£)m~STI~ATIO~.- Comme P ~ N c 3 T  L l 'exis tenee de ¢'~ est gvidente et  on a 

(2.3.3) ¢;,(u) = P ~ 0 5 (  P ~ u  ) pour  u ~ N .  

Comme P,~u -+ u dans 5 r-~ (resp. ST, resp. 5T1) d~s que u ~ 5T-~ (resp. N, resp. N -~) 
et ¢(u) et  ¢'(u) sont continues (de 2g-~ dans R, resp. 2V ~ dans 2V 1) les eonvergences 

ei-dessus r6snl tent  aussit6t.  En  ont re  

(2.3.~) IiP=~ll < llu]l 

d'o~ par  (2.3.3) on obt ient  

pour  tou t  u e 3r~ 

ll¢&~(~)II <ll¢'(u>ll ~k~ 

pour  tous m =  1, 2, 3, . . . ,  u~2g  1. F ina lement  si B est une  boule ferm6e de 3 r, B 
sera compacte  dans N -1. Pa r  suite, en ver tu  du th6or6me de Dini, 

(2.3.5) l IP ,~u-  uHN_I-+ 0 uni form~ment  sur B ,  

car 

(1--P~+I)uIIN-I= sup I<(1--_P~+l)u, v>l = sup I<(1--Pm)u, (1- -Pm+i)v>]< 
IIv[I~l I Iv[ l~ l  

I I ( 1 -~ )~ l f~ -~  sup I1 (1 -~+~)~ / I  = IEc~-P~)~II~-~ 
I Iv I l~ l  

pour  tou t  m = 1, 2, . . . .  (2.3.5) donne la convergence uniforme dans la propri~t~ (ii). 

2.4. Pou r  r > 0, soit 

B, = {~ ~ N:  I~1 <r}  ; 

alors sur tou t  B, fix6, la topologie faible de 2V coincide avec la topologie induite  par  2g -~ 
c'est-£-dire avee eelle indui te  par  la dis tance 
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p a r  sui te  un  e n s e m b l e  B dans  IV sera  bore l i en  si e t  s e u l e m e n t  si B n B r seru bore l i en  
duns  l ' e spaee  m e t r i q u e  Br,  m u n i  de  la d i s t a n c e  d, p o u r  t o u t  r > 0. 

3. - Solutions individuelles. 

3.1. 

(3.1.1) 

On consid~re dans  P ,~Y (m = 1, 2, ...) l ' 6qua t ion  diff6rentiel le  

du~ 
dt ~- vAu,~ ~ P~B(um, u,~) --= P,~] p o u r  t e [ 0 ,  c~) .  

On d6s ignera  p a r  S(m)(t)um la v a l e u r  en t e [0, ~ )  de  lu so lu t ion  de (3.1.1) qui  uu 

m o m e n t  t = 0 es t  6gMe £ u~.  
D e  (3.1.1) on d6dui t  auss i t6 t  

(3.1.2) 2 at - 1 -~ I I~ *~ l l~= ( i 'um)<k ' l~ t<~+~  tlu'll~ pp, dans (O, oo) 

(off k4 =- v r ~ i m a x  lf(t)l) e t  p a r  su i te  
O<t<oo 

k~ 
(3.1.3) I,S'(")(t)u,~p < e x p  [ - -  ~',~]]u.,~[ ~ -I- -.~ 

p o u r  t o u t  t e [0, c~) e t  

(3.1.4) 
t 

f 1 k~ Ct_t.) 

te 

p o u r  tous  O<to<t< c¢; p o u r  tels  to, t il en  rdsul te  donc  

(3.1.5) 
t 

~o 

lqous a.llons u jou te r  m a i n t e n a n t  a u x  e s t ima t ions  (3.1.3-5) aussi  l ' e s t i m a t i o n  

(3.1.6) ,( iV d(,~(")(t}u~, S~(to)U~) <ks(t--to) • ]u~.] ~ ~- t--to Jr ~ff (]u..I ~-~ 1)¼ 

pour  tous  0 < to < t < c~ ; ici k5 es t  urge c o n s t a n t e  c o n v e n a b l e  ( d 4 p e n d a n t  s e u l e m e n t  

de  t2, v e t  ]). 
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D]~:~IO~STRATIO~-. -- On a pour  u~,(t)~ S(")(t)u~ et t>~to~>0, la relation 

t t 

to to 
t t 

to t ,  

Mais en ve r tu  de (2.2.2) nous avons (pour u, v e hT~) 

(3.~.7) IIP,~B(~, ~)11~-'< liB(u, ~)11~-~: 
= sup I<B(u, v), w>] <;%lA~u]. I[~11 <k~lul ½" llu[?" ]]~11, 

: ;w l [~ l  

d 'o~ en uti l isant (3.1.3-5), 

t 

~(~(t), u~(to))<~flI~(~)ll a~+ 
to 

t 

to 

< k~(t- to)~ (lump + t -  to 

< ks(t-- %)¼ (lu~,[ ~ d- t--to 

t 

to 

t t 

k4 2 dr) ~ 
$Q $o 

] ½ 

off ks-k7 sont des constantes convenables dependant  seulement de ~ , y  et ]. 

3.2. ~ous  sommes main tenan t  ~ mgme de prouver  la suivante 

PROt'OSlTIOr¢. -- Pour tout uo ~ N il existe au moins une solution individuelte u 
de (1.1.1) g donnde initiale Uo. 

RES{ARQUE. - La proposit ion est bien eonnue lorsqu'on eonsid~re des solutions 

usuelles ~u sens de LEI~AY [9] on HOPF [8]; voir aussi L Ions  [10], Ch. I ,  § 6. Le fMt 

que les solutions usuelles, modifi6es convengblement  s u r u n  ensemble de mesure 
nulle des t, v~rifient aussi la propri~t6 (jv) de l'Min6a 1.3 a 6t6 prouv6 dans [6] § 3.4. 

Nous donnerons la preuve de la proposit ion pour  faciliterl 'exposition. 

D~O~ST~ATIO~. -- Posons u,~(t)= S(m)(t)P,~u o ( m =  1, 2, ...; t>~0). En  ver tu  de 
(3.1.3), (3.1.5) nous avons 

T 

(3.~.1) vraio<,<Tm~x I~,~(t) 1 ~ + f  Ir ~,~(t)If ~dt < k, 
0 
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pour  toua m =  1, 2, ..., off ks est  une constante  d6pendant  de T e  (0, co) et v, tP, ]. 
Uti l isant  cet te  r61ation et (3.1.6) on montre  aussit6t  (par le proc6d6 diagonal) que de 
route  sous-suite de la suite {u.~(t)}~=~ on peut  entraire une sous-suite {u~,(t)}~=~ qui 
soft (pour tout  T e  (0, oo)) : 

(c~) faiblement  eonvergente duns L2(0, T; 2q ~) et  L~(0, T; 2V) (c'est-~-dire par  
rappor t  £ sa topologie a(L~(0, T; ~'), L~(0, T; N)),  

(c2) convergente duns 2V -~, uniform6ment  sur [0, T], 

(03) fo r tement  convergente duns JL2(0, T; N),  

(c,) convergente dana ~V, pp. duns [0, T ] .  

(La convergence (c~) s 'obt ient  par  le lemme de compacit6 de [10], Oh. I, § 5.) Soft 
u(t) la fonetion limite (dana N -~) de la suite {u~,(t)¢~l}. Ev idemment  elle v6rifie 

(3.2.2) d(u(t), ~t(to))<ks(t--to)[ (]Uo[2 + t--to + 11~ ([Uo]~ + 1)[ 
\ ,all 

pour tous 0 <~to ~<t ~< co; ici k5 est  la const~nte qui intervient  duns (3.1.6). I1 est  facile 
v6rifier, en uti l isant (3.2.1), que u(t)e N pour  tou t  t e [0, co) et  que 

(3.2.3) 

(3.2.4) 

k~ (voir (3.1.3)), luCt)[ ~ < exp [ -  ~ l t ]  [uo [~ q- @,~----~ 

T 

I]u(t)]l~dt<~tUo[2+~-~T pour  tout  T e ( 0 ,  oo) (volt  (3.1.4)). 

o 

I1 est  anssi facile ~ v6rifier que lea propri6t6s (j-jj) de l 'alin6a 1.3 sont v6rifi6es par  
u(t). Quant  ~ (1.3.1), on remarque d 'abord  que 

t t 

t ~  I%( )1 +  fll%( )II d ½1%(to),2+ 
to to 

(quels que soient 0 ~.t0 < t  < co) et  puis, qu'en ver tu  des eonvergences (el), (c3) et  (e4) 
ci-deasus, il r6sulte 

tc to 

pour  tons to, t e n  dehors d 'un ensemble de mesure nulle e c (0, co), O.~to<t< co. 
Cela entraine (1.3.1) car, en ve r tu  de la propri6t6 (j) de l'alin~a 1.3, la. fonetion ]u(t)l~ 
est inf6rieurement semi-continue. 
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I1 nous reste  ~ v6rifier la relat ion (voir (2.2.4)) 

(3.2.5) 

t 

to 

(O<t< ~) 

pour  ¢ + 3 ~a. E n  ve r tu  des r6sultats de l 'alin6a 2.3 il suffira de v6rifier (3.2.5) duns 
le cas o~ ¢ eat cylindrique.  Alors (voir (2.3.1)) nous aurons, pour  un  certuin 

m e{1,  2, ...}, 

D ' au t r e  pa r t  il eat clair que 

(3.2.7) 
t 

+ u , . , ( . ) ) ,  - = 

quels que soient te(O, zo), re, j=1 ,2 , . . . ;  de plus, en ve r tu  de (3.2.6), nous pou- 
vons n6gliger les entit6s P . j  duns (3.2.7) d~s que mj>m. Comme u,~(t) ---~u(t) duns 
N -~ (uniform6ment  sur tou t  interval le  compact  c [0, c~)) ent ra ine  P,~u,,~(t)--~_P,~u(t) 
duns 2V ~ (uniformdment  sur tou t  intervalle compact  c [0, c¢)), on voi t  aussit6t  que 
pour  d6duire la relat ion (3.2.5) de (3.2.7) il rest  e ~ vdrifier la convergence 

(3.2.8) 
t t 

0 0 

Posons v,(,) = u,~,(T), w,(~) = ¢'(u~(~)) et w(,) = ¢'(u(~)) (0 <~ <t) .  De (3.2.6) nous 
obtenons l lw¢(~)-w(,) l  I -+0  un i fo rmement  sur [0, t] et  par  suite 

t 

f <B(vs, vj), w~} 
0 

t 

dT--f  <B(v~ vJ)~ w>dTl< 
o t 

<fHvJll [[   
0 

t 

O~v~t 
0 

qui t end  vers 0 (voir (3.2.1)). Ainsi (3.2.8) peu t  gtre remplacde pa r  

t 

0 
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Pour  prouver  ceci, remarquons  d ' abor4  qu 'en  at i l isant  (2.2.2-3) il v ient  

t 

0 

t 

0 
t t 

Tenant compte de (3.2.1). (3.2.4) et 

nous obtenons 

m a x  l~taw(~)l < ~£ ma~ II¢'(~(~))11, 
O~<v~<t O~<~<t 

t 

0 

en ve r tu  de la convergence (eJ. Ceci finit la preuve.  

3 . 3 .  

les relat ions 

(3.3.1) 

(3.3.2) 

Remarquons  qu 'en ve r tu  de (1.3.1), route  solution individuelle u(t) v6rifie 

lu(t)p < exp [ -  ~,%(t- to)] b(to) P + ~,~ki~ 

t 

fllu( )ll d < 1 lu(to)p + ~ (t--to) 
to 

quels que soient 0 <to < t  < 0% to en dehors 4 ' un  ensemble de mesure nulle e c (0, ~ ) .  
Cet ensemble exceptionnel  e est celui qui in terv ient  4~ns (1.3.1) on, en t enan t  compte  
de la preuve  de (1.3.1), dans la convergence (c4) (voir l 'alin6a pr6c6dent).  

En uti l isant  les relations (3.3.1-2) et  le fuit  que u(t) est cont inue de [0, ~ )  dans N -x 
on d6duit,  pa r  le m~me argumen$ comme dans l 'alin6a 3.1, que 

(3.3.3) + , - , o +  (1<0+ 

pour  tous 0 <to <t < oo. 

4. - F a m i l i e s  de so lu t ions  ind iv idue l l e s .  

4.1. Soit K un  sous-ensemble born6 de 2¢, fe rm6 dans ~V-< D6signons par  dx(t, u) 
1~ distance 4~ns [0, o o ) × h  r-1 (metris6 par  

dist(It~, u~}, {t~, ~} )  = (Its-- t~I + a ( ~ ,  ~ ) )  
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de {t, u} e [0, ~o)×N-~ ~ l 'ensemble  

(4.1.1) ~ --  {{~, v} e [0, co) × N-~: v e K(~), ~ e [0, c~)} 

(pour ta d6finition de K(z) ,  voir l 'alin6a 1.4). 

L E ~ E .  - Pour toute suite (m~}~ d'entiers--~ ~z et route suite {u~}~ relativement 
compacte duns iV, telle que 

la suite 

dE(0, us) ~ 0 .  

converge vers 0, unilormdment sur tout intervalte compact c [O, o¢). 

I)]~MOI~STt~ATION. -- Pour  abr6ger la nota t ion  on posers  u~(t)----S(~)(t)P,suj; en 
outre,  en supposant  le eontruire,  nous 9ouvons uussi supposer que 

(4.1.2) dK(t~, uj(t~)) >s  o~ t~ e [0, T] 

e t  off T, e > O sont fix6s convenablement .  E n  ve r tu  des relations (3.1.3) et  (3.1.6) 
e t  du  fair  que les ensembles born6s duns N sont re l~t ivement  compacts  duns N -~, 

t ~o nous pouvons extr~ire de la suite {uj( )}~=1 une sous-suite, qu 'on d6signeru de la m~me 
muni~re, qui soit eonvergente  duns 2¢ -~, un i form6ment  sur tou t  intervulle compact  
de [0, c~). On d6montre  exae tement  comme d~ns l'~lin6a 3.2 que l~ fonet ion l imite 
u(t) est une sohltion indi~ziduelle de (1.1.1) ~ donn6e initiale uo 6gMe ~ la l imite,  duns 
IY -1, des us(0) ~ P~ju~, donc des u~ aussi. Puisque dx(0 , u~) -+0 i l r6sul te  qu'i l  exi- 
ste z~e[O, c~), v j - ~ 0  et v ~ e K ( ~ )  tels que d(u~,v~j-+O. Mais vj=v~(T~.) off v~(t) 
est une  solution individuelle telle qtte vj(0)~ K.  P a r  (3.3.3), nous avons 

d(uo, cA0)) <d(uo, us)+ d(u, v~) + d(,~(T,), cA0)) --~O. 

Par  cons6quent u0 e K et  par  suite u( t ) e  K(t)  pour  tou t  t e [O, oc]. I1 r6sulte 

e<dx( t , ,  uitj))<d(uj(t~), u(tj))< max d(uj(t), u(t)) --> O, 
O ~ t ~ T  

ce qui contredi t  (4.1.2). Ceci finit lu preuve  du lemme. 

4.2. Soit, de nouveau,  K un  sous-ensemble re lut iv6ment  compact  de N, ferm6 
duns N -1. E n  reprenunt  lu d6monstrut ion du lemme de l 'alin6u pr6c6dent,  £ quelques 
chungements  mineurs pros (par exemple,  en uti l isant,  au lieu de (3.1.3-6), les relu- 
t ions (3.3.1-2)), on prouve  sans peine aussi le suivante 
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LE)[~E. - L'ensemble ~. (volt (4.1.1)) est ]ermd clans [0, c ~ ) × N  -~ et pour toute 
t oo  co  suite {u~.( )}~=~ de solutions individuelles, telle que {u~(0)}~=~ soit born& clans ~ et 

a~(o, u~(o)) -+ 0, o n  a 

(4.2.1) dist({t, u~(t)}, ~ )  = dK(t , u~(t)) --> O, 

uni]ormdment sur tout intervalle compact e [0, co). 

4.3. Soit C(0, oo; iV -~) l 'espace des routes les fonctions v(t) d6finies sur [0, oo) 
vuleurs d~ns 2¢ -~ et continues de [0, oo) dans 2~ -~. Dnns C(0, oo; N -~) on in t rodui ra  

la dis tance 

[1+ 
~ = 1  0 < ~ < ~  O < v < ~  

par  rappor t  ~ laquelle C(0, ~ ;  N -~) devient  un espace met r ique  complet .  Pour  
R e (0, c~), soit ~ le sous-espace de C(0, c~; N -~) form6 par  les solutions individuelles 
u(t) de (1.1.1), v6rifiant [u(0)] </~. Le lemme de l 'alin6a 4.1 mont re  que ~n est ferm6. 
E n  outre  l 'applicat ion 

po: ~ a ~  u(t) ~ u(O) e -Y-~ 

est continue.  Ainsi si B c { u e N :  lul<R} est borelien (d~ns 1¢ on N -~, puisque la 
s t ruc ture  borelienne indui te  sur iV par  celle de IY -1 coincide avec 1~ s t ruc ture  bore- 
lienne de _Y), po~(B) est un ensemble borelien de 3]~ et par  suite, puisque 3C~ est un  
espace metr ique  polon~is (c'est-~-dire, met r ique  c o m p l c t e t  s6par~ble) et  1'appli- 

cat ion 

Pro: 3~'a~u(t)~-->u(to) e N - ~  (otk toe(O, o¢)) 

est continue, B(to)=pt°(Pol(B))  est un ensemble souslinien, done universel lement  
mesur~ble, c'est-~-dire mesurable par  n ' impor te  quelle mesure borelienne sur N 
(voir [2], Appendice).  Si B e s t  mainten~nt  un sous-ensemble borelien quelconque 

dans ~Y et si nous posons 

B . =  B n {u e ~V: ]ul < N  

alors on aura,  pour  tou t  t E (0, ~ )  

B(t) = ~J B~(t), 

done, vu  que par  ce que nous ~vons d6j~ prouv6 B~(t) est universel lement  mesurable,  
B(t) est universel lement  mesumble.  Ainsi nous avons d6montr6 1~ propri&6 suivante:  

LE~E. - Soit B un  ensemble borelien clans N.  Alors pour tout t ~ (0, oo), t'en- 
semble B(t) (volt (1.4.1)) est universellement mesurable. 
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5.  - S o l u t i o n s  s t a t i s t i q u e s .  

5.1. Supposons que la mesure  tt consider6e duns les a lin6as 1.2 et 1.5 g le suppor t  
born6 d~ns N, e'est-~-dire~ supp # c {u ~ AT: [u I <R} (o~ R 6 (0, c~) est eonvenable-  
merit choisi). 

D6finissons les mesures boreliennes /~(~) et #~) (pour r e = l ,  2, ...; t e [0, co)) par  

(5.1.1) #=)(~) = ~(P;l(o~ n ~ A T ) ) ,  ~ ) ( ~ )  = ~<~)(~(~)(t) -~ o~) 

pour  tou t  ensemble borelien o)c AT; ev idemment  # ~ ) =  #(~) ( m =  1, 2, ...) et 

(5.1.2) f¢  d/tlm) : 

pour  tous m =  1, 2, ... et  t e  [0, co), quelle que soit lu fonctionnelle r6elle borelienne 
d6finie sur AT. De (3.1.3) il v ient  faci lement  que 

(5.1.3) suppW)cK0 = I~eAT: I~I~<R~+ 
l 

pour  tons m =  1, 2, ... et  t~ [0 ,  c~). De plus route  fonet ionnel le  r6elle ¢(u) d6finie 
sur iV et cont inue par  la topologie in4ui te  par  N -1 la fonet ion 

t -+ re(u) d#Im)(u) 

est continue, un i form6ment  in m = 1, ~, ... ~ sur tou t  interval le  compact  duns [0, oo). 
C'est une cons6quence imm6diate  de (5.1.2-3), du fair que K0 est compact  duns 27 -1 
et  de (3.1.6). 

5.2. Soit C(Ko) l 'espace des fonctionnelles r6elles continues sur K0 duns la topo- 
logie indui te  par  N -1 (ou d 'une  mani~re 6qnivalente,  continues par  r appor t  £ 1~ topo- 
logie faible de AT; voir l 'alin6a 2.4). Pa r  rappor t  ~ la norme usuelle, C(Ko) est un  
espace de Banach  s@arable.  Soit doric ~ une pa t t ie  d6nombrable dense duns C(Ko). 
Pour  ¢ e ~ fix6e, par  le th6or~me de Ascoli-Arzel{~ on peut  ext ra i re  une sous-suite 
(#(~)}~1 telle que ( r e ( u ) d # ~ ) ( u ) } ~  soit convergente,  un i form6ment  sur tou t  inter- 
valle compact  duns [0, oo). Pa r  le proc6d6 diagonal on pen t  m~me s 'arranger  que 
la suite ci-dessus air les propri6t6s de convergence indiqu6es~ quelle que soit ¢ e ~;. 
E n  ve r tu  dn fair que ~ et dense duns C(Ko) et #~) sont des mesures de probabili t6 
il r6sulte que 

existe~ uni form6ment  sur tou t  interva]le compact  de [0, ~ ) ,  et cela quelle que soit 
¢ ~ C(Ko) (on m~me qnelle que soi~ la fonctionnelle r6e]le ¢ d6finie duns AT et cont inue 
par  r appor t  ~ la topologie induite  par  AT-~). 

2 1  - A n n a l i  di Matemat ica  
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Pour  t ~ [0, c~) fix6, la l imite (5.1.4) definit nne  mesnre de l~adon snr Ko et  par  
suite par  le th6orSme de Riesz-Kakutani  on obt ient  une mesnre borelienne #t (sur Ko 
muni  par  la topologie induite  _Y-~, donc aussi) darts iV, telle que 

(5.1.5) f ¢  d#t = !ira f ¢  d#~ ~,) 
J--> OO 

quelle que soit la fonctionnelle r~elle ¢ d4finie sur N e t  continue par  rappor t  g la 
topologie induite  par  2¢ -1. l~emarquons q u e e n  ve r tn  de l 'uniformit5 de ]a conver- 
gence (5.1.4) on d~duit que (5.1.5), comme fonct ion en t, est cont inue sur [0, oo). 
l~emarquons aussi que par  la definition de #, on a 

(5.1.6) s u p p # t c K o  pour  tou t  t e [ 0 ,  c~). 

I1 est  ~ussi 6vident que # o = #  car 

= 

en ve r tu  du fair que P~u--> u aussi dans B r-~. 

5.3. >7ous allons prouver  que la fa,milie {#~}0<t<oo obtemle darts l 'alin6a pr6e6dent 
est la solution s tat is t ique (pas n6c6ssairement unique) dont  l 'existence est afferm6e 
par  le th6or~me de l 'alin4a 1.5. >Iotons qne la condit ion (j) de ee th6or8me est 6vi- 
demmen t  remplie. Pour  v6rifier la condit ion (jj) du th~orgme, prenons une pa t t ie  
K re la t ivement  eompacte  de X ,  ferm6e dans N -1, et  d~finissons, pour  p = 1, 2, ... 
et  {t, u}e[O, oo)X..A r-~ 

[ 1 si dE(t , u ) > l / p  
~(t, u) 

pdx(t , u) si dK(t , u) < l i p  

(voir l 'alin6a 4.1). En  ve r tu  du lemme de l 'alin6a 4.1 il existe an  ~ > 0 tel  qne u e Ko 
et  dK(0 , u) < ~ en t ra inen t  

1 

O<.t~to 

oit toe (0, o~) est  fix6. ~ v i d e m m e n t  

K ' =  {u: u ~  Ko, dK(0, u) < ~} c K  (~ Ko 

et  pour  u ~ K ~ K o  on 9~ 

(5.3.1) m~x  ~ ( t ,  s ( ' , ) ( t ) l%u)  < - .  
o<t<to P 
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P a r  cons@quent 

K .  

= f ~%(to,S(~')(to)P.,.u)d/~(u)-~ - f ~,(to, ~q(")P..u)d/~(u)<~ 
Ko a K"  K o \ K "  

1 
< P #(Ko ~ K ~ ) + #(Ko\K')  < Pl- +/u(go \K ' )  <<. Pl- + # ( N ~ K ) ,  

d 'ofl  en fa i sant  d ' abo rd  j--~ oo et puis p--> ~ ,  nous obtenons 

/~to({U e N:  dK(to, u) > 0}) < # ( £ V ~ K ) ,  

e 'es t-~-dire  

~°({@t e N:  ~ ( t0 ,  u) = 0}) > ~ ( K ) .  

IVIais en v e r t u  du l e m m e  de l 'ulin6a 4.2, l ' ensemble  

{uaN: d~(to, u)= o} 

coincide avec K(to), et pa r  cons6quent  nous avons pronv6 (1.5.2) dans le c~s off B = K 
est  born@ duns N e t  ferm6 duns N -1. 

Soit m a i n t e n a n t  B ~ne pa r t i e  borel ienne que]conque de N.  Comme lu mesnre  # 
est  borel ienne snr l 'espuce me t r ique  eomple t  ~Y elle est %guli~re (voir [3], Ch. I I I ,  
§ 9, Ex .  22) donc il existe une  suite K1 c K2 ¢ ... de par t ies  eompactes  de ~V telle que 

#(Kj)  S # ( B  n Ko). I1 en %sul te  #to(B(to)) >#to(K~(to)) >tt(Kj) --> #(B ~ Ko) = tt(B), 
ee qui finit 1~ v6rific~tion de lu condit ion (jj) du th6or~me. 

5.4. Nous v@rifions m a i n t e n a n t  les propri@t@s (1.2.2). Dans  ce but r emarquons  
que [P~u] ~ et IiP~ul{ ~ sont des fonctionnelles (en u} continues pa r  r a p p o r t  £ la topo-  
logie indui te  pa r  N -1, et eela quel que soit m =  1, 2, 3, .. . .  P a r  cons6quent 

(5.4.1) 
f [P,~ul ~ d/~(u) = Jim f IP,,~u]2d/~)(u) 

~---> co 

o/1 les l imites sont uniformes pour  t dans des interval les  compac ts  de [0, co]. I1 r@sulte 

donc aussi  

T T 

0 0 
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Or int~grant par rapport  ~ #(m~) les in~galit~s (3.1.3) et (3.1.5) olk on prendra t = T, 
t o =  0) on obtient  uussitet  

T 

0 T 

0 

off klo~/q0(T) est une constante,  qui d@end de #, /2, et T mMs est ind4pendante 
de m et m;. Ainsi (5.1.1-2) donnent  

T 

0 

pour tout  m = 1 , 2 ,  .. . .  Or [P~u[~/ lu] ~ et l]P~u[!~/# IIulf~; ainsi en appliqu~nt 
plusieures lois le th4or~me de convergence de Beppo Levi, on d~duit facilement la 
propri~t6 (1.2.2). 

5.5. Nous Mlons main tenant  6tablir la relation (1.5.3) (sous la forme plus eom- 
pacte (2.2.4), dana le cas o~ ¢ est une fonctionnellc cylindrique de 3 i'd. Ainsi on sup- 
posera que ¢ v4rifie les conditions (2.3.1) et (3.2.6) uvec un re(e{1, 2, ...}) adequate.  
Cel~ etant ,  commengons par  remarquer  qn'en deri~cant (par rnpport  ~ t) 1~ relation 
(5.1.2)) (o~t on prendra m =  ma) il vient faci]ement (compte tenu  de (3.1.1)) 

f 
=f(P,~j]- ~,Au--.P~,B(u, u), ¢'(u)) a#Im,)Cu), 

&off. 

(5.5.1) 
t 

o - ( i ,  

Prenons mj plus grand que l 'entier m qui apparaisse darts (2.3.1) et (3.2.6). Alors 
dans (5.5.1) l 'entit4 P ~  est superflue. En  outre les fonctionnelles (en u) 

¢(~), {(~, ¢'(~))) et (], ¢'(~)) 

d&pendunt de u par l'interm~diMre de P~u sont continues p~r r~pport ~ I~ topo- 

logie de N -1. Ainsi pour d~duire de (5.5.1) la relation (2.2.4) il nous faut  seulement 
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p r o u v e r  qu'en plus 

(5.5.2) 
t t 

f [f<~+, :>, 0~<:)> d,v+~:>(~)] d~-+f If<B<:, :>, +'<+>d.:+)] d~. 
o 0 

Soit  l ~ 1, 2, . . . .  Alors  

bz(u, v, w) = (B(Pzu ,  P~v, ¢ ' (w)} 

es t  e v i d e m m e n t  con t inue  sur  N - ~ ×  N - ~ ×  X -~, cela en v e r t u  de (2.2.2) et  du  fair  que 

p o u r  tons  0 < z ¢ < l ,  l =  1 , 2 ,  ... e t  u E i Y  -1. P a r  cons6quen t  

(5.5.3 
t t 

f[fb~+, ~, u)a.v,>+)] a~ +f [fb~+, ~, u).~+)] a~ 
0 0 

ce q m  m o n t r e  que p o u r  d4duire  (5.5.2) nous  avons  besoin  ~ 4 w l u e r  les diff4rences 

en t re  les t e r m e s  c o r r e s p o n d a n t s  de (5.5.2) et  (5.5.3). E n  t e n a n t  c o m p t e  de (2.2.2-3),  

cela r ev i en t  ~ ~valuer  les enti t~s 

t 

0 

t 

0 

Or on a ]A¢'(u)  I ~<~,~ll¢'(u)H <]{~11, doric 

t 

0 

p o l / r  ~ - ->  

en v e r t u  de (1.2.2) et  du  th~or~me de conve rgence  d o m i n @  de Lebesgue.  Ainsi  il 

nous  res te  s eu lemen t  g d ~ m o n t r e r  le fair  sn ivan t  

(5.5.4) y~,,, --> 0 u n i f o r m ~ m e n t  en j ,  lo rsqne  1 --> ~ .  

A cet  effet,  soit  b ~ =  ( u ~ N l :  llull •p}, p =- 1, 2, 3, . . . .  C o m m e  b~ est  c o m p a c t  dans  

et  I n - - P ~ u [ " ~  0 p o u r  t o u t  u ~ ,  le th~or~me de Din i  nous  d o n n e  

(3.5.5) s ~ . z = m a x [ u - - P ~ u  I -+0 lo rsque  t --~ c~.  
uEb~ 
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Ainsi 

t 

~/#.,< kll f [s~.~ f lA~u[d#($~:)(u) ÷ f ](1--POuI" ]A~u]d#(/~:)(u)]d~:< 
0 b~, 2~\b~, 

t 

0 b~, ~V\b~ 
t 

0 2¢ N \ b ~  

(off on a utilis5 dTabord (5.1.3) et  louis les ~voluations de 17alin@a 5.4). 
De  ce t te  muni~re nous avons  ob tenu  

( 1) 
(5.5.6) 7~.~< ~ %.~+p , 

off kl~ est  une cons tan te  (ind6loendante de p~ 17j = 1, 27 3, ...). I1 eat mani fes te  que 
(5.5.5-6) en t ra lnen t  (5.5.4). 

5.6. I1 faut  se eonvuinere moin tenon t  que le re la t ion (2.2.4) est  v6rifi6e pour  
tou te  ¢ e 3 ~=d. Pour  cela prenons lo suite {¢~}~'=~ c 3 ~"d de fonctionnelles cylindriques 
a t tach6es ~ ¢ conform6ment  ~ 17alin6u 2.3. Lo re la t ion (2.2.4) est verifi6e pour  chaque 
¢ = ¢~, m = 1, 2, 3, . . . .  Le loassage ~ lo l imite  se fuit comme duns 10 p reuve  donn6e 

pour  lea solutions individuelles,  en j ' a lopuyant  nur les lorolori6t6a (1.2.2) et  (5.1.6) 

des lu fumille {ttt}o<t<~ et  sur les lorolori6t6s (ii) et (iii) de Yulin60 2.3. 
I1 noun res te  ~ 6corter  la res t r ic t ion que le suppor t  de lu donn6e init iale # est 

born6e dons ~ .  Soit d o n c #  une mesure  de prob~bil i t6 dons N sotisfaiaant  lo condi- 

t ion (1.2.4). Soit la mesure  ~ d6finie pa r  

v~(~o) = #(co n { u e N :  q - -  1 < Iu[ < q}) 

on co est  un ensemble  borelien duns ~V et q = i, 2. ... .  Pour  ~a(£V) = 0 loosons #a = 0 

et  pour  f~( )V)>0 loosons #~=u~(N)- lv~.  Pour  ee dernier  can, soit {#q.t}0<t<oo la 
solution s tut is t ique ~ donn~e initiule #a, que nous uvons const rui t  duns les ulin~us 

10rgcSdcnts. Si # ~ =  0 on looseru #q,~= 0. Soit ma in t enu t  

o o  

(5.6.1) t t t =  ~ vq(N)#q.~. 

~ v i d e m m e n t  #t est  une mesure  de lorobobilit67 boreliennc donn 2/. I1 eat uunsi ~vident  
que la fami]le {ttt}0<t<~ sutisfoit la prolori~t@ (jj) du th@orgme de t'alin@a 1.5. I1 nous 
res te  doric ~ vSrifier les lorolori~tSs (j) et (jjj) du mgme thSorgme et les relat ions (1.2.2). 
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Comme il est  facile g v6rifier que la d6finition (5.6.1) et  les propri6t4s (1.9.2) pour  #t 
en t ra lnen t  les conditions (j) et (jjj) du th6or6me, nous nous bornerons  g v6rifier (1.2.2). 

5.7. Soit pour  m o m e n t  # = #~ et  s o i t  {{'{"~1)}}~---1 la suite des famil le  {#(~')}o<,<~ 

qu 'on  a utilis6 pore" la cons t ruc t ion  de la solution {#t}o<t<~ (dans le eas pr6sent ,  de 
la solution {#~,t}o<t<~)- En posant, dans (3.1.34), m = m ~ ,  u~= .P%u,  to= 0 et 
en in t~grant  pa r  r appo r t  g # nous obtenons  

(5.7.1) 

k~ 

t 
- 2 

0 

quels que soient j = 1, 2, 3, . . . ,  t~  (O, oo). En  remplagan t  dans (5.7.1) les fonction- 

neneS I~I ~ ~t  II<I ~ > r  I P , <  ~, reap.  tlP,~I] ~ (Z = 1,  2, ...), i l  n o n s  e s t  p e r m i s  d e  > s -  
ser g la l imi te  darts (5.7.1) et p~r consequent  d 'ob ten i r  

f f k: 
t 

0 

f luI~dz(u) + ~ t. 

Iei ,  en f~isant  1--> 0% nous pouvons ,  en uppl iquant  plusieures lois le th6or6me de 
Beppo Levi,  d6dnire enfin 

(5.7.2) 
] f  k~ 

t 

0 

quel que soit t e (0, ~ ) .  En  r emplagan t  duns (5.7.2) les mesures  ut(O < t < ~ )  pa r  

tt~,t(O < t <  ~ ) ,  cn mul t ip l i an t  pa r  %(N) et  en somm~nt  en q ~  1, 2, . . . ,  nous obte-  
nons pour  les mesures  u t d6finies pa r  (5.6.1) exac t emen t  les relat ions (5.7.2). 

Ceci ach6ve lg p renve  du th6or6me de l 'al in6g 1.5. 

6. - Propri6t6s suppl6menta ires  des so lut ions  s tat is t iques .  

6.1. D6puis ce m o m e n t ,  pa r  solution s ta t i s t ique  de (1.1.1) £ donn6e initiale /~, 
nous sous-entendrons une solution du t y p e  que fonrni t  le th6or6me de l 'al in6a 1.5, 

la p reuve  duquel  nous ~vons d6di6 tou t  le § 5. 
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6.2. PI%OPOSITI01~. - Soit {#t}0<~<~ une solution statistique de (1.1.1) 5 donnde 
initiale tC dout le support est bornd duns N.  Alors le support supp ttt de ttt est born~ 

duns ~ ,  uni/orm~ment en t e (0~ o~). 

]3)]~0~STlCATI05r. -- Soit R e (0, oo) te l  que 

supp g c {u e ~v: [u[ < n } .  

Alors en ve r t~  de (3.3.1) on aura ,  pour  tou t  t>O, 

doric 

{ u {u~N: [uI</~}(t)c ueN: ]ul~<R~+u~A~ J K0) 

1 = / ~ ( { u ~ :  tul <R>) <#~({u~N:  lul <R}(t) <#~(Ko)<1 

ce qui m on t r e  que s u p p f t t c K o ,  quel que soit r e ( 0 ,  oo). 

6.3. 1)~0POStTIOI'~. -- Soit {#t}0<t<oo une solution statistique de (1.1.1) ~ donn~ 
initiale #, dont le support est bornd dans .N ~. Alors il existe un t~ > 0 tel que pour tout 
t e [0, h], le support supp #t de #t est bornd duns 2t ~ et tit est uniquement determinde. 

:D]~OI~STRAT:[OI~. -- Soit R e  (0, oo) tel  que 

supp ~ c {u e ~1: iiuiI < R } ( u  K) 

~lors il est  b ien connu (voir [13], [14] ou [6]) qu' i l  existe un t > O et  un  R tels que 

{~ + iw: ]lull <Ri(t) c {u e :¥~: lluII <n~} (~  K~) 

pour  tou t  t e [0, h], et  qu 'en  outre,  rou te  solution individuelle,  p a r t g n t  de K sera 

un iquemen t  d6termin@ sur l ' in te rva l le  <~ du  t emps  >> [0, tl]. Le fair  que supp it, c K~, 
r6sulte eomme  duns l 'a l in6a 6.2. Quan t  g l 'unici t6 de #t, pour  t 6 [0, t~] on proegde 
ginsi: soit B c N ~ onver t  dans N 1. I1 est  anssi connu (volt  de nouveau  [13] on [6]) 

que si on a choisi t~ assez pet i t ,  alors, pour  tou t  t e [0, t~) fix6, 

B ~ =  {u e K :  la solution individuelle qui p a r t e  de u est  duns B au  m o m e n t  t} 

est  onver t  duns K ,  pa r  r appor t  ~ 18 topologie indui te  pa r  N 1. Ainsi B~ et K ~ B ~  
sont boreliens duns N 1, donc aussi duns N. I1 r6sulte 

] = #(B t )  + #(K~Btg) <#t(B~(t)) + #t((K~BtK)(t)) <#t(B) -+ # , (N'~B) = 1 ,  
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ce qui entruine #t(B)--~ #(B~) qui est uniquement  determin4 par  # et B. I1 dSconle 
ais~ment que #~ est uniquement  determin~e snr tout  ensemble ~erm4 (d'ubord de ~Y~ 
et pnis) de ~Y, d'o~ par lu r4gularit4 de #t, il r4sulte que #t, est uniquement  d4terminSe. 

6.4. PROPOSITION. - Les propridtgs suivantes sont ~quivalentes: 

(i) Toute solution individuelle de (1.1.1) est uniquement dgtdrminde par sa donnde 
initiale. 

(ii) Toute solution statistique de (1.1.1) est uniquement d~terminde par sa donn~e 
initiale. 

(iii) Toute solution statistique de (1.1.1) a donnde initiale une mesure de Dirac 5~° 
est de la ]orme 

(6.~.1) {~.(~)}0<t<~ 

ott u(t) est une solution individuelIe de (1.1.1) ~ donnde initiale uo. 

DI~M0XSTRATI0~. -- I1 est munifeste que (ii) entr~ine (i) et (iii~. D 'aut re  part  si (i) 
n 'est  pus vruie on aur~it deux solutions individuelles distinetes v(t) et w(t) qui par tent  

1 ] d 'une  m4me donn6e u o c N .  Alors la fa.mille {~ , ( , )+  ~b~o(,)}o<t<~o serait nne solu- 
t ion stat ist ique de (1.1.1) ~ donn6e initiule ~0 qui n 'es t  pus de I~ forme (6.4.1). Par  
eons6quent, (iii) entraine (i). I1 nous reste £ d6montrer que (i) entraine (ii). Cette 
preuve est uppurentie ~ eelle donn6e dsms l'ulin6u 6.3. Esquissons-lu. ~ 'nnieit6 
des solutions individuelles entraine le fuit (en ver tn  du lemme de l'ulin6u 4.2) que 
si B e N  est ferm6 duns N e t  si 

B t =  {u~2¢: 1~ solution individnelle qui purte de u est duns B a u  moment  t} 

alors B t e s t  uussi ferm~ duns iV. Comme dans l 'alin~a 6.3 on conclnt que # t (B)=  tt(B t) 
est uniquement  determin~ par  # et B e t  par  suite que #t est uniquement  determin~e 
sur tout  ensemble ferm@ de N, done uniquement  determin@e comme mesure bore- 
lienne. 

6.5. COROLLAIRE. -- Supposons que la dimension n duns (1.1.1) est egale ~ 2. Alors 
la solution statistique de (1.1.1) est uniquement determinge par sa donnde initiale #. 

En effet, duns Be eus les solutions individuelles sont uniquement  dgterminge par 
leurs donnges initiules (volt [12] on [10], Ch. I,  § 6). 

6.6. Les propriSt~s des ~linSas 6.2-3 ont  ~t~ obtennes dSj£ d~ns [6], § 5 d 'une 
ma.niSre plus difficile, en n'utilisa.nt point lu propri~t~ (jj) (duns l 'a . l in~ 1.5) des 
solutions st~tistiques. Les preuves des propositions des alineus 6.4-5 ont 5t~ esquis- 
sSes (duns le cadre monins ud~quate fournit  par la d~monstrat ion d'existence donn~e 
duns [6] § 3) duns l~exposition [5]. 
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