Sur les solutions statistiques des équations de Navier-Stokes. ().

C. Foias et . Prop1 (Pisa)

Résumé. — Le but de cet article est de donner une preuve nouvelle de motre théoréme d ewistence
des solutions statistiques des équations de Navier-Stokes (voir [6], § 3), qui, en méme temps,
fournit des propriétés supplémentaires intéressantes et utiles de ces solutions.

1. — Introduction.

1.1. On considérera le probléme aux limites

ou B ou
—9;——11Au~|~i§1ui%— =-—gradp-t+g

z

(1.1.1)
divu =0, u/o2=0

dans ]0, co) X £2, ot Q2 est un domaine borné de R, (n=2,3) & frontiere 3Q de
classe €2, » une constante > 0 et

g€ L(0,00; (L2(2))")
sont fixés. A (1.1.1) on attachera les espaces de Hilbert

Ni={ue (H)(Q))": divu=0},
N =Tladhérence dans (L))" de N1,

(1.1.2)

aux produnits scalaires induits de (Hy(£2))" (o0 [h]%y0= f(grad h)*dw), resp. (L(2))";
Q2
en outre on désignera par N—* le dual de N* plongé dans (D'(2))* et par {u_, u.)

(u, € N*) la dualité respective.

1.2. Par définition une solution statistique de (1.1.1) est une famille {u}, i o
de mesures de probabilités définies sur les ensembles boreliens de N, qui vérifie les
conditions suivantes:

(1.2.1) f B(u)du(u) est mesurable sur (0, oo)

(*) Entrata in Redazione il 2 aprile 1975.
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quelle que soit la fonctionnelle @(u) >0 continue sur N,

o<

T
(1.2.2) vrai max | ||u|% du. () —f—f [f{]u”?vxdy,(u)] dt < oo

quel que soit T'e(0, co) et

oo

(1.2.3) f{ﬂ— D(t, w) du,(uw) -+

0

+ <— yAu -+ Z’ui—gg—v— g, DU, u)>]dy,(u)} dt— f B0, ) dp(w)

quelle que soit la fonctionnelle réelle @(t, ) définie sur [0, oco)X N jouissant des
propriétés suivantes:

(i) D,(t, ) existe, est continue sur [0, co) X N1 et

sup |1, w)|(1-+ fus*) < oo,

(i1) D, u) est différentiable au sense de Fréchet dans N, c’est-d-dire il existe
@ (t,u)e N telle que
1

m[@(t,u—]— v) —D(t, u) — <D, (, u), v>| >0 pour u, ve N, [v|y—>0,

(iii) @;(t, u) est continue est bornée comme fonction de [0, oo) X N* dans N?,

(iv) D(t, u)==0 pour ¢ assez grand.

Dans (1.2.3), ¢ est une mesure de probabilité, aussi définie sur les ensembles bore-
liens de N, notamment la donnée initiale de la solution statistique envisagée.

Dans [6] § 3 (voir aussi les § 4-8) nous avons prouvé Pexistence d’une solution
statistique de (1.1.1) pour toute donnée initiale satisfaisant

(1.2.4) [l dpn < oo

les solutions statistiques construites dans [6] (voir [6] §§3-5, [7] §§ 6-7 et [5] §5)
jouissent des diverses propriétés supplémentaires, dont une forme définitive sera
donnée dans ce travail, par une methode nouvelle plus directe que celles utilisées
dans [4], [6], [5].

1.3. Dans le but d’énoncer le résultat principal de cet article, convenons d’ap-
peler solution ‘ndividuelle de (1.1.1) toute fonction u(f) définie sur [0, oo) & valeurs
dans N jouissant des propriétés suivantes:
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(j) u(t) est continue de [0, oo} dans N muni de la topologie faible,

{jj) comme fonction & valeurs dans N-!, u(t) est absolument continue, c’est-
a-dire il existe une fonetion

w(tye U I¥0,T;N-Y
Te(0,00)

telle que (dans N 1)
£
u(t) = u(0) 4 fu’(r) dr  pour tout Te[0, o),
0

(jij) on a

12 2
(1.3.1) Hu®lx+v j (@) 3 dr <3 utte) |3 + f (), u(x)>dv
tq to

pour tout (i>%, et tout f#,) en dehors d’un ensemble de mesure nulle
eC (0, o) et

(jv) la famille
{ps= 0,4 (la mesure de Dirac concentrée en u(t))}o.ico

est une solution statistique de (1.1.1) évidemment & donnée initiale J,4,.

Dans le but de facilitier la lecture indépendant de cet article, nous allons montrer,
dans le § 3, 'existence d’une solution individuelle de (1.1.1) pour tout #(0) € N donné
d’avance, bien que cela résulte des résultats connus déja (voir [10], Ch. I, § 6 et [6],
§ 3-4).

1.4. Soit maintenant Bc N un ensemble borelien quelconque; notons que les
structures boreliennes de N muni de sa topologie forte et de N muni de sa topologie
faible coincident. Pour tout ¢, € [0, o) on posers

(1.4.1)  B(t,) = {u(t,): u(t) est une solution individuelle de (1.1.1) telle que u(0) € B},

c’est-a-dire, B(t,) est 'ensemble balayé par les valeurs au moment #, des solutions
individuelles de (1.1.1) qui partent, au moment ¢ = 0, de B; évidemment B(0) = B.
L’ensemble B(f,) est mesurable par rapport & n’importe quelle mesure borelienne
sur N (voir le §4), pour tout t,€[0, oo).

1.5. Nous sommes & méme d’énoncer notre résultat principal:
THEOREME. — Pour toute donnée initiale u vérifiant (1.2.4) il ewiste au moins wune

solution statistique {u}y_,.. de (1.1.1) jouissant des propriéiés supplementaires swi-
vantes:
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(i) Lo fonetion, définie sur [0, oo), par fqp(u) du{u) pour t=10 et f'zp(u) dug(u)
pour t e (0, oo), est continue, quelle que soit la fonctionelle y(u) définie et bornée sur N,
continue dans la topologie faible (de N) sur tout borné de N.

(jj) Pour tout t € [0, oo) et tout ensemble borelien Bc N on a
(1.5.2) pi(B(1) > pu(B) .

(ji]) Pour tout t€ (0, o) on @

t
(1.5.3) f@(u)d‘ut(u)—l—f [(-mwéui%_g, q)'(u)> dm(u)] dv :f@(u) du(u),
0

quelle que soit la fonctionelle réelle D(u) définie sur N* ot jouissant des propriéiés (ii)
et (iil) de Palinéa 1.2,

Il est facile & vérifier que si une famille {4}, ..., de mesures de probabilité, défi-
nies sur les ensembles boreliens de N, a les propriétés (i), (jjj) ci-dessus et (1.2.2),
alors elle est une solution statistique de (1.1.1) & donnée initiale u (voir par exem-
ple [6], §3.3.a). Ainsi dans le §5 nous nous réserverons de démontrer l'existence
d’une famille de ce type, d’abord dans le cas o le support de y est borné dans N.
Puis en utilisant (jj) nous écarterons cette restriction.

Enfin mentionnons que dans le § 6 nous donnerons des corollaires du théoréme,
dont certains présentent un interét intrinseque evident (voir, par exemple, les pro-
positions des alinéas 6.4-5).

1.6. Cet article, bien que commencé dans 1969, a été achevé en 1974, pendant
que le premier auteur était hote, dans le cadre du « Senior Fulbright-Hays Program »,
an « Courant Institute of Mathematical Sciences, New York University ».

2. — Preliminaires.
2.1. Pour simplifier la notation on posera

)= u]yuedN), |v]=[v]nveN?)
et

(u, ) :fz”i”’d” (pour u, v e(Iﬁ(.Q))”) ,
P 1

((u, v)) :fZgradiaigradvidw (pour %, ve(H},(Q))").
S i3
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Soit A Pextension de Friedrichs de loperateur
— Al e (0(Q): divu =0} .

C’est le seul opérateur autoadjoint >0 dans N tel que le domaine D, de A coin-
cide avec Nt et |Atu|= |u| pour tout we N:. TUn théoréme profond de Oat-
tabriga-Solonnikov-Vorovich-Yudovich (voir [1]) entraine que le domaine D, de 4
coincide avec Nt N (H*2))” et que

n n
BTV N gy < |Aw) <k D %] gy DOUT tout ue D, ,
i=1 i=1

ol %k, est une constante convenable dépendant de 0.

Enfin, en vertu du lemme de Rellich, 4~ est compact. Soit done {w,}>_, une
base orthonormale dans N telle que Aw, = A,w, pour tout m=1,2,... et A<
<Ay <...; évidemment 2;>0 et A,— oo. Dans la suite cette base {w,}r , sera

fixée et, en outre, on désignera par P,, la projection orthogonale de N sur Pespace
engendré par Wy, Wey ..., Wn (M=1,2,...).

2.2. Pour #,ve€ N! on designe par B(u, v) ’élément de N-! défini par

(2.2.1) {Blu,v),wy=| > ui—g%w,dx

ii=1

olt w € N-1 est arbitraire. En vertu du théoréme de Sobolev, qui assure Hy(£2) c L¥(Q)
(ott Vinclusion est continue), la définition (2.2.1) est consistente. De plus, en utilisant
les interpolations (voir [11])

>t D gopat> (LHC2D(Q))»
wi>grad u;: Dyuenpi—> (LIE20(0))
(o B e(0,1]), on déduit aussitdt de (2.2.1) Pestimation
(2.2.2) [KB(u, v), wh| <ky|A%u|- [4Pv]- |47 w]|
ou k, est une constante dépendant seulement de Q, tandis que «, 8, y>0, 0 <a < §,
min {f, y} <d <max {f,y} <1, a+ -+ y="5/4 et u,v, we N* sont d’ailleurs arbi-

traires,
Dans la vérification de (2.2.2) on utilise aussi la propriété immediate

(2.2.3) {B(u,v),v>=0 pour tous u,ve Nt.
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Enfin en désignant par P la projection orthogonale de (L*(@))" sur N et en posant
f(t) = Pg(t), on aura

ft)e L*(0, co; N) .

De plus, 'équation (1.5.3) peut s’écrire

t
(224) [D@)dpw) +f{f[v((u, () + (Blu, ), D'(w)> —
0 —(f(), 95’(%))] duf(u)}dr = f D(w) du(w)

ou @ est une fonetionnelle réelle jouissant des propriétés (ii) et (ili) de I’alinéa 1.2.
Dans la suite la classe de ces fonctionnelles sera designée par 3¢

2.3. Une fonctionnelle réelle ¢(u) définie sur N* (out D,, N, N1, etc.) sera
nommée cylindrique si il existe me {1,2,...} tel que

(2.3.1) H(Ppu) =pu) .

La sous-classe de 3™ formée par les fonctionnelles cylindriques € 3™ sera désignée
par 304,
Soit ¢ € 39 et soit

ky=sup {|¢'(w)]|: uc N} .
Alors

b))l < | [(u—v, D( [put (1—0)9] )} a6 =

1 i
:”@_v, 81 ([pu 3 A—0)1] )>|d0 <o — v,
0 I
et par suite @ peut se prolonger en une fonctionnelle continue sur N-! (qui en outre
est uniquement determinée), car N! est dense dans N-1. On désignera aussi par ¢
cette extension qui vérifiera
(2.3.2) |p(u) — ¢(v)| <ks|u —v|y. pour tous u,ve N1,
Soit maintenant (pour m=1,2,3,...)

Pn(t) & $(P,u) ol ue N-1.

Alors ¢,(u) (m=1,2,...) jouissent des propriétés suivantes:
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r
m

(i) ¢nm(u) est cylindrique, ayant une différentielle de Fréchet ¢
et bornée sur tout N;

(#) continue
(ii) Pm(u) —P(u) sur N-1, uniformément sur tout borné de N;
(iii) @y, (u) —¢'(w) dans N* (pour tout ueN?) et

sup {|@,,(w)]:m=1,2,3,..., ue N} < oo.

DEMONSTRATION. —~ Comme P, N c N2, Uexistence de ¢, est évidente et on a

(2.3.3) $n() = Pogr( [Put])  pour wed.

Comme P, u—u dans N~! (resp. N, resp. N) dés que uwe Nt (resp. N, resp. N-1)
et ¢(u) et ¢'(u) sont continues (de N-! dans R, resp. N! dans N?) les convergences
ci-dessus résultent aussitét. En outre

(2.3.4) |Pnu] <]u] pour tout ueN*

d’olt par (2.3.3) on obtient
em(m) ]| <] (w)]| <Fs

pour tous m=1,2,3,..., v N'. Finalement si B est une boule fermée de N, B
sera compacte dans N-1. Par suite, en vertu du théoréme de Dini,

(2.3.5) [Py —u]y-—0 uniformément sur B,

car

“ e —-Pm+1)u”N‘l = sup [{(1— Py}, v)| = sup KA —Pplu, (1 — Pl

ll<1 Ill<1

<[ —Pous sup [(1—Pr)o] = (1= Pous-

pour tout m=1,2,.... (2.3.5) donne la convergence uniforme dans la propriété (ii).
2.4. Pour r>0, soit
B,= {ueN: |u|<r};

alors sur tout B, fixé, la topologie faible de N coincide avec la topologie induite par N—!
¢’est-a-dire avee celle induite par la distance

A, v) = | — 0|y (w,vEN-Y;
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par suite un ensemble B dans N sera borelien si et seulement si B N B, sera borelien
dans Pespace metrique B,, muni de la distance d, pour tout » > 0.

3. — Solutions individuelles.

3.1. On considére dans P,N (m =1, 2,...) Péquation différentielle

dau,,

(3.1.1) =

A+ vAUy -+ PpB(ty, 4,) = P,f pour te[0, co).

On désignera par S™(f)u, la valeur en t€[0, oo) de la solution de (3.1.1) qui an
moment ¢ = 0 est égale & u,,.
De (3.1.1) on déduit aussitdt

1 dlu,,|? _ 5
3 }Zt‘ + v)un|? = (f, um)<k4luml<ﬁ‘;ﬂ+§ﬂum

(3.1.2)

2 pp. dans (0, co)

(ol %, = vrai max |f(t)]) et par suite
O<i<<oo
2

(3.1.3) | 8™ (#)thn|* < exP [— ¥4, ] || * + ;%—z

pour tout te[0, oo) et

ks

1)21

t
(3.1.4) fHS(’“’(r) Un|2dT< % IS (to) tm|* 4 =5 (E—10)
to

pour tous 0<f,<t< co; pour tels f,, ¢ il en résulte donc
12
1 A 1
(3.1.5) 8 (T)u|? dv <= exp [—vAito]|un|* + 5 (E—t+ 7 |-
v 7"'2-1 Al
2

Nous allons ajouter maintenant aux estimations (3.1.3-5) aussi 'estimation
1 1\#
(3.1.6) A8 ()t y 8™ (Ho) U ) < Tos(t—10)* (Iumlz +i—t+ }T) (|9 |? -+ 1)%
1

pour tous 0<f,<t< co; ici k; est une constante convenable (dépendant seulement
de 2, v et f).
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DEMONSTRATION. — On & POUr wy,(t) = 8™ () u, et t>1,>0, la relation

Aot (8), (1)) < f | At ()]

\/_

< j Juz)

Mais en vertu de (2.2.2) nous avons (pour 4, ve N?)

t
(1= )+ [ [ PuBlua(), 0 (1) v

| \1/6471 (t—1t,) -+ f | P B(tn(7)y %(T))| 52T

(BLT) [ PB, vy | Blu, )y =
— sup [<B(u, o), wd| <ol dtul- [o] <Fufuli- Jul}- o]
d’ol en utilisant (3.1.3-5),
[

At (2), (o)) < Hu(r v+ S =) —l—kJ.Hu VBt ()t <

\/

<(t—t,)t (f[]u szr) t——to )+ k, (f”u(r szr) (ﬁu (1) dr)

$
<t (t—t@*(}umlwt—toﬂ) Ittt (il b () 41—+ ) <
<ks(t—1,) (Iuml +t"'t0 ) (lumlz‘l—l)

ol k;-k, sont des constantes convenables dependant seulement de Q,v et f.
3.2. Nous sommes maintenant & méme de prouver la suivante

PROPOSITION. — Pour tout u, € N 4l existe au moins une solution individuelle u
de (1.1.1) & donnée initiale wu,.

REMARQUE. — La proposition est bien connue lorsqu’on considére des solutions
usuelles au sens de LERAY [9] ou Horr.[8]; voir aussi Lions [10], Ch. I, §6. Le fait
que les solutions usuelles, modifiées convenablement sur un ensemble de mesure
nulle des ¢, vérifient aussi la propriété (jv) de lalinéa 1.3 a &té prouvé dans [6] § 3.4.
Nous donnerons la preuve de la proposition pour faciliterl’exposition.

DEMONSTRATION. — Posons w,(t) = 8™ (#) Puy (m=1,2,...; t>0). En vertu de
(3.1.3), (3.1.5) nous avons

I

(3.2.1) vrai max ]um(t)[z—[—jﬂ%m(t) [2dt <Fs
T
0
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pour tous m=1,2,..., ou kg est une constante dépendant de T (0, co) et », 2, f.
Utilisant cette rélation et (3.1.6) on montre aussitoét (par le procédé diagonal) que de
toute sous-suite de la suite {u,(t)}~_, on peut entraire une sous-suite {u,, (£)};r_; qui
soit (pour tout T € (0, o0)):

(e;) faiblement convergente dans L0, T'; N') et L*(0, T; N) (c’est-a-dire par
rapport & sa topologie o(L”(0, T; N), L0, T'; N)),

(¢;) convergente dans N-!, uniformément sur [0, T'],
(¢;) fortement convergente dans L*0, T; N),

(¢,) convergente dans N, pp. dans [0, T].

(La convergence (¢,) s’obtient par le lemme de compacité de [10], Ch. I, §5.) Soit
#(t) la fonction limite (dans N-1) de la suite {umj(t);”;l}. Evidemment elle vérifie

(3.2.2) A(u(t), uty)) < Fos(t—1o)t (]u.,{z +i—tot 5 ) (o2 + 1)

pour tons 0 <, <f< oo;ici k; est 1a constante qui intervient dans (3.1.6). Il est facile
3 vérifier, en utilisant (3.2.1), que u(t) e N pour tout ¢e [0, oo} et que

2

(3.2.3) lw(?)|?<exp [—~v/11t][uo|2—{—;%~2 (voir (3.1.3)),

ka

(3.2.4) f[]u(t 1|2dt< [uo|? + pour tout T € (0, 0o) (voir (3.1.4)).

Il est aussi facile & vérifier que les propriétés (j-jj) de P’alinéa 1.3 sont vérifiées par
u(t). Quant & (1.3.1), on remarque d’abord que

i

[, (D)2 + anum 27 = 3 |tm, (o) [? +f(f(7)a“m,(f)) dr

to

(quels que soient 0 <t,<t<< co) et puis, qu’en vertu des convergences (¢;), (¢;) et (¢)
ci-dessus, il résulte

¢ i
e+ o[ fu | <t 4 [(0), () de
tq to

pour tous f,, { en dehors d'un ensemble de mesure nulle ¢c (0, oo0), 0 <f, <t < oo.
Cela entraine (1.3.1) car, en vertu de la propriété (j) de I’alinéa 1.3, la fonetion |u(f)|
est inférieurement semi-continue.
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11 nous reste & vérifier la relation (voir (2.2.4))

t

(3.2.5)  $ud) + [ [»((ur), ¢'(w(m))) + <Blute), u(r)), ¢'(u(r))> -
) -—(f(1)7¢’(u(f)))]dt=¢(uo) (0<t< o0)

pour ¢ € 3% En vertu des résultats de P’alinéa 2.3 il suffira de vérifier (3.2.5) dans
le cas ou ¢ est cylindrique. Alors (voir (2.3.1)) nous aurons, pour un certain
me{l,2,...},

(3.2.6) #'(u) = Pogi([Putd) = Pug'w)

D’autre part il est clair gue

t
(B.2.1)  ${atmy () +[ [{(tm (), /(0 (1))) +
to
+ <B(uw(7)7 um;(‘”))y Pma¢’(um1(7))> - (f(T)y sz¢,(um1(7)))] dr = ¢(—P7n:“0>
quels que soient t€ (0, oo), m,j=1,2,...; de plus, en vertu de (3.2.6), nous pou-
vons négliger les entités P,,,J dans (3.2.7) dés que m;>m. Comme U, (1) —u(t) dans
N-1 (uniformément sur tout intervalle compact ¢ [0, co)) entraine Pmumj(t) ~ P ul(t)

dans N' (uniformément sur tout intervalle compact C [0, o)), on voit aussitdt que
pour déduire la relation (3.2.5) de (3.2.7) il reste & vérifier la convergence

i

t
(3.2.8) f (Bt (1), U (7)), ' (1 (1)) > 7 —> f (B(ulr), u(r), ¢' (w(r))>dx .
0

0

Posons v,(t) = Uy (7), w;(7) = ¢'(un (7)) et w(z)= ¢'(u(r)) (0 <7 <?). De (3.2.6) nous
obtenons [lw,(r) —w(7)| — 0 uniformement sur [0, ] et par suite

L y
U(B(vf, v;), W) AT —(}f(B(v,-, v;), u:) dr] <

KIS

t
<f”v,-”2[[wj—wlldr<( max ng(z)—w(r))fﬂv;(r)“ﬂdr
asr<t
iH] 1]
qui tend vers 0 (voir (3.2.1)). Ainsi (3.2.8) peut stre remplacée par

6,-=Jj<B(vj, 05)— B, u), w) dr( 0.
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Pour prouver ceci, remarquons d’abord qu’en utilisant (2.2.2-3) il vient
t i

8,< | [1KB(s, w), u—1v |+ [<Bo: —u, w), w[] v <i[([os] + [u])l4dw]lu — ojdr<

1] 0

< max Latuco)) (o 9] o - wpac)?

1B £/
Tenant compte de (3.2.1). (3.2.4) et

max [Atw(r)] < max |¢/(u(n)],
[IE £ o<T<t

nous obtenons

6,~<k9( flv,-(r) —u{1)]? dr)*—> 0,
0

en vertu de la convergence (¢;). Ceci finit la preuve.

3.3. Remarquons qu’en vertu de (1.3.1), toute solution individuelle u(?) vérifie
les relations

A
(3.3.1) u(t)* <exp [—rA(—t)llu()* + 57
t 1 A
(3.3.2) f u(@]*ar < futo)]* -+ 3 (=t
to

quels que soient 0 <?,<? << oo, {, en dehors d’un engemble de mesure nulle ¢ c (0, o).
Cet ensemble exceptionne! ¢ est celui qui intervient dans (1.3.1) ou, en tenant compte
de la preuve de (1.3.1), dans la convergence (¢) (voir l’alinéa précédent).

En utilisant les relations (3.3.1-2) et le fait que u(?) est continue de [0, oo) dans N—*
on déduit, par le méme argument comme dans Palinéa 3.1, que

o
(3.3.3) a(u(t), u(to))<k5(t~to)*((lul2+ t—1y+ %) (lug|2+ 1)

pour ftous 0<#,<i < oo.

4. — Familles de solutions individuelles.

4.1. Soit K un sous-ensemble borné de N, fermé dans N-1. Désignons par dg(t, u)
la distance dans [0, co) X N—! (metrigé par

Aist({ts, ui}, {tay 2}) = (lta — ] + d(us, Us))
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de {t, u} €[0, co) X N~ & Vensemble
(4.1.1) R = {{r, v} [0, co) X N-1: ve K (1), T€[0, o)}
(pour la définition de K(r), voir ’alinéa 1.4).
LEMME. — Pour toute suite {m;}>, d’entiers — oo et toute suite {u};2, relativement
compacte dans N, telle que
dg (0, u;) =0
la suite

{dg(t, 8700) P, u)}52,
converge vers 0, uniformément sur tout intervalle compact c [0, co).

DEMONSTRATION. — Pour abréger la notation on posera wu(t)= ;S’("‘f’(t)Pm’u,; en
outre, en supposant le contraire, nous pouvons aussl supposer gue

(4.1.2) d(tsy us(t) e on ,€[0, T]

et ot T, ¢ > 0 sont fixés convenablement. En vertu des relations (3.1.3) et (3.1.6)
et du fait gue les ensembles bornés dans N sont relativement compacts dans N1,
nous pouvons extraire de la suite {u,(¢)};>, une sous-suite, qu’on désignera de la méme
maniére, qui soit convergente dans N1, uniformément sur tout intervalle compact
de [0, o). On démontre exactement comme dans I’alinéa 3.2 que la fonction limite
#(t) est une solution individuelle de (1.1.1) & donnée initiale u, égale 4 la limite, dans
N-%, des 4,(0) = P, u;, done des u; aussi. Puisque dg(0, u,) — 0 il résulte qu’il exi-
ste 7;€[0, co), 1;—0 et v;€ K(t;) tels que d(u;,v;) —>0. Mais v;==v;(r;) ot 2,(2)
est une solution individuelle telle que v,{0) e K. Par (3.3.3), nous avons

(g, v5(0)) <d(uo, us) + d(uy, v;) + d(v,(7), v,(0)) =0
Par conséquent u,€ K et par suite u(?) € K(t) pour tout ¢e [0, co]. Il résulte

e<dg(ts, wils)) <d(u;(t;), u(t;)) < max d(u;(t), u(t)) >0,

o<t<T
ce qui contredit (4.1.2). Ceci finit 1a preuve du lemme,

4.2. Soit, de nouveau, K un sous-ensemble relativément compact de N, fermé
dans N-1. HEn reprenant la démonstration du lemme de ’alinéa précédent, & quelques
changements mineurs prés (par exemple, en utilisant, au lien de (3.1.3-6), les rela-
tions (3.3.1-2)), on prouve sans peine aussi le suivante
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LEMME. — L'ensemble K (voir (4.1.1)) est fermé dams [0, co) X N~1 et pour toute
suite {u,(t)};2, de solutions individuelles, telle que {u,(0)};2, soit bornée dans N et
dz(0, u,(0)) >0, on @

(4.2.1) dist({t, us(t)}, B) = dg(t, us(t)) -0,

uniformément sur tout intervalle compact C [0, oo).

4.3. Soit 0(0, co; N) I'espace des toutes les fonctions »(f) définies sur [0, oo)
& valeurs dans N1 et continues de [0, oo) dans Nt Dans C(0, oco; N-2) on introduira
la distance
8(va(2), va(2)) = 212—1’ max d(v,(t), vs(7)) [l—l— max d(v,(7), 1;2(1))]—1
pe

0<T<p o<t<p

par rapport & laquelle C(0, oo; N-1) devient un espace metrique complet. Pour
R e (0, oo), s0it Ly le sous-espace de (0, co; N—1) formé par les solutions individuelles
u(t) de (1.1.1), vérifiant |u(0)| <E. Le lemme de I’alinéa 4.1 montre que X5 est fermé.
En outre Papplication

Dot Lg3 u(t) —>u(0)e N-?

est continue. Ainsi si Bc{ue N: |u| <R} est borelien (dans N ou N—%, puisque la
structure borelienne induite sur N par celle de N-1! coincide avec la structure bore-
lienne de N), p; *(B) est un ensemble borelien de Xz et par suite, puisque Xz est un
espace metrigue polonais (c’est-a-dire, metrique complet et séparable) et I'appli-
cation

Py, Lpaut)>u(t)e Nt (ol £,€(0, o0))

est continue, B(f,)=p, (P, (B)) est un emsemble souslinien, donc universellement
megurable, c’est-d-dire mesurable par n’importe quelle mesure borelienne sur N
(voir [2], Appendice). Si B est maintenant un sous-ensemble borelien quelcongue
dans N et si nous posons

By=BN{ueck: |u/<R}

alors on aura, pour tout fe (0, oo)

oo

B(ty= U B,(t),

p=1

done, vu que par ce que nous avons déja prouvé B,(f) est universellement mesurable,
B(t) est universellement mesurable. Ainsi nous avons démontré la propriété suivante:

LEMME. — Soit B un ensemble borelien dans N. Alors pour tout t (0, oo), Uen-
semble B(t) (voir (1.4.1)) est universellement mesurable.
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5. — Solutions statistiques.

3.1. Supposons gue la mesure u considerée dans les alinéas 1.2 et 1.5 a le support
borné dans N, c’est-a-dire, supp uc {ue N: [u| <R} (ot Re (0, o) est convenable-
ment choisi).

Définissons les mesures boreliennes u™ et ui™ (pour m=1,2,...; te[0, oo)) par

(5.1.1) g (w) = (PN P,N)), p™(w)=u" (8" @) w)
pour tout ensemble borelien wc N; evidemment ,uf)"”): y‘m) (m=1,2,...) et
(5.1.2) [paum = [$(5™t) Pu) dputw)

pour tous m=1,2,... et [0, oo), quelle que soit la fonctionnelle réelle borelienne
définie sur N. De (3.1.3) il vient facilement que

k2
(5.1.3) supp,uﬁ'”)cKoz{ueN: |u]2<R2+;ﬁ§}
1

pour tous m=1,2,... et 1[0, co). De plus toute fonctionnelle réelle @¢(u) définie
sur N et continue par la topologie induite par N—! la fonction

t=> [$(u) du(w)

est continue, uniformément in m =1, 2, ..., sur tout intervalle compaet dans [0, oco}.
(’est une conséquence immédiate de (5.1.2-3), du fait que K, est compact dans N2
et de (3.1.6).

5.2, Boit O(K,) espace des fonctionnelles réelles continues sur K, dans la topo-
logie indunite par N1 (ou d’'une maniére équivalente, continues par rapport & la topo-
logie faible de N; voir P'alinéa 2.4). Par rapport & la norme usuelle, C(K,) est un
espace de Banach séparable. Soit done T une partie dénombrable dense dans C(K,).
Pour ¢ & T fixée, par le théoréme de Ascoli-Arzeld on peut extraire une sous-suite
{52, telle que { f B(uw) du™ (u)}e> | soit convergente, uniformément sur tout inter-
valle compact dans [0, co). Par le procédé diagonal on peut méme s’arranger que
la suite ci-dessus ait les propriétés de convergence indiquées, quelle que soit ¢ € G.
En vertu du fait que B et dense dans C(K,) et 4™ sont des mesures de probabilité
il résulte que
(5.1.4) lim J¢(u)d,u(ugma>)

j—> o0
existe, uniformément sur tout intervalle compact de [0, oo), et cela quelle que soit
¢ e C(K,) (ou méme quelle que soit la fonctionnelle réelle ¢ définie dans N et continue
par rapport & la topologie induite par N-1).

21 — Annali di Matematica
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Pour t [0, o) fixé, la limite (5.1.4) definit une mesure de Radon sur K, et par
suite par le théoréme de Riesz-Kakutani on obtient une mesure borelienne u, (sur K,
muni par la topologie induite N-1, donc aussi) dans N, telle que

(5.1.5) [9 = 1im [pduimo

j—>o0

quelle que soit la fonctionnelle réelle ¢ définie sur N et continue par rapport & la
topologie induite par N-1. Remarquouns que en vertu de Puniformité de la conver-
gence (5.1.4) on déduit que (5.1.5), comme fonction en ¢, est continue sur [0, o).
Remarquons aussi que par la definition de u, on a

(.1.6) supp u;C K,  pour tout 1&[0, oo).

Il est aussi évident que u,= u car
[ apw) = [t @™ ) = [$(P,w) dutn) - [dw) dutwy

en vertu du fait que P, u—u aussi dans N

5.3. Nous allons prouver que la famille {#}o.,.., Obtenue dans Palinéa précédent
est la solution statistique (pas nécéssairement unique) dont Pexistence est affermée
par le théoréme de 1’alinéa 1.5. Notons que la condition (j) de ce théoréme est évi-
demment remplie. Pour vérifier la condition (jj) du théoréme, prenons une partie
K relativement compacte de N, fermée dans N-?, et définissons, pour p=1,2, ...
et {t, ut €0, co) X N

1 81 dg(t, u)>1/p
(Pp(t, %) =

pglt,w) S dglt,u)<1fp

{voir I’alinéa 4.1). En vertu du lemme de l'alinéa 4.1 il existe un > 0 tel que u € K,
et dg(0, u) < 7 entrainent

max di(t, 8 (t).P,,u) <

1
o<t<t, p?
ot o€ (0, oo) est fixé, Kvidemment
E'— {u:ue Ky, de(0, v) <7} CE N K,

et pour ue K'N K, on a

1
(5.3.1) max @,(t, s (8)P,,u) <5.

0=y
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Par conséquent

[#lter 0 A0 = [ g, S72(00) Prr) Al =
Ko

= [ @alty 8@ Prt) du) + | 9alta, BOIP ) dptw) <

Ey0 K’ KE\K’

1 1 1
< ﬁﬂ(Ko NEK')+ p(ENK') < > + pENK) < p + p(N\K),
d’ou en faisant d’abord j-—> co et puis p -+ oo, nous obtenons

w,({ue N dg(ty, u) > 0}) <u(N\K),

c’est-d-dire

th,({w € N: dg(ty, u) = 0}) > p(K) .
Mais en vertu du lemme de ’alinéa 4.2, ’ensemble
{ueN:dg(ty, u)= 0}

coincide avee K(i,), et par conséquent nous avons prouvé (1.5.2) dansle cas ot B= K
est borné dans N et fermé dans N-1,

Soit maintenant B une partie borelienne quelconque de N. Comme la mesure u
est borelienne sur 1'espace metrique complet N elle est réguliére (voir [3], Ch. III,
§ 9, Ex. 22) done il existe une suite K, c K, c ... de parties compactes de N telle que
WK A (BN K. T en résulte p, (Blty)) >, (K;lte)) >u(K,) — u(B N Ky) = p(B),
ce qui finit la vérification de la condition (jj) du théoréme.

5.4, Nous vérifions maintenant les propriétés (1.2.2). Dans ce but remarquons
que |P,u|? et | P,u|? sont des fonctionnelles (en ) continues par rapport & la topo-
logie induite par N-1, et cela quel que soit m=1,2,3,.... Par conséquent

f Pl dp(u) = lim f P2 dam) (1)

(5.4.1) fHPm’Msz,utW) — J1.1)12 f Hpmuuzdu(tmj)(u)

ol les limites sont uniformes pour ¢ dans des intervalles compacts de [0, co]. Il résulte
done aunssi

(5.4.2) fT [ f “Pm%“zdm(m] 1= lim fT [ f ”Pmullzdy(t’"ﬂ(u)] ar.
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Or intégrant par rapport & ‘u(mf) les inégalités (3.1.3) et (3.1.5) ot on prendra ¢ = T,
t,==0) on obtient aussitdt

o<I<T

T
max [1Papauron + | | f |2l duieion| at <

T
< max ﬁulgdﬂ‘f"’)(u) + f UH%WM&””(%)] dt <y

o<
0

ol Jyo= kio(T) est une constante, qui dépend de w, 2, et T mais est indépendante
de m et m;. Ainsi (5.4.1-2) donnent

T
max f]P,,,uP du,(w) —}—f [f”Pmu
o<t<T y

pour tout m==1,2,.... Or |P,ul* 7 |ul* et |P,ul|* 7 |u]|?; ainsi en appliquant
plusieures fois le théoréme de convergence de Beppo Levi, on déduit facilement la
propriété (1.2.2).

‘-’dyt(u)] dt <y,

5.5. Nous allons maintenant établir la relation (1.5.3) (sous la forme plus com-
pacte (2.2.4), dans le cas oll ¢ est une fonctionnelle cylindrigue de J®4_ Ainsi on sup-
posera que ¢ vérifie les conditions (2.3.1) et (3.2.6) avec un m(e{l1, 2,...}) adéquate.
Cela etant, commengons par remarquer qu'en dérivant (par rapport a t) la relation
(5.1.2)) (ou on prendra m= m,) il vient facilement (compte tenu de (3.1.1))

% f g = f (P, f— v A8 () Py —
— Py, BS™(t)u, S™(0)u), 53[50 Pyt > dps(or) =
:f<Pme—’VA%——_Pm,B(u, %), ¢,(u)>d1u$mj)(u) ’

d’olt
(65.51)  [gau+ f { [P 8 @)+ B, w), P 0> —
' —(f, ijgb’(u))]dygm!)}dr = [$(Pr,0) dpu(w).

Prenons m, plus grand que P’entier m qui apparaisse dans (2.3.1) et (3.2.6). Alors
dans (5.5.1) entité P, est superflue. En outre les fonctionnelles (em u)

P(u), {(“’ ¢l(u>)} et (f, ¢’(u))

dépendant de u par Vintermédiaire de P, sont continues par rapport & la topo-
logie de N-1, Ainsi pour déduire de (5.5.1) la relation (2.2.4) il nous faut seulement
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prouver qu’en plus

11

$
(5.5.2) ”fa; w, ), ¢ (u)> dMgmN(u)]dr —>”J<B(u, ), ¢’(u)>duz(u)] dr
0 0
Soit 1=1,2,.... Alors
bi(u, v, w) = (B(P,u, P,v, ¢'(w)>
est evidemment continue sur N-1x N-1xX N-1, cela en vertu de (2.2.2) et du fait que
4% Pyl <A ] -

pour tous 0 <a<l, I=1,2,... e6 uc N1 Par conséquent

|2 4
(5.5.3) Of [fbl(u, u, u)dy‘,’”!)(u)] dr »OJ Hb,(u, u, u)dy,(u)] dv

ce qui montre que pour déduire (5.5.2) nous avons besoin a évaluer les différences
entre les termes correspondants de (5.5.2) et (5.5.3). En tenant compte de (2.2.2-3),
cela revient & évaluer les entités

i

vu=[ [ [14¢ W] 1P —ul- | At uaur )] ar

0

b
v=[ [ [14¢'w)-|Pu—ul- | Atuldu,(w)] dv .
[
Or on a |A¢'(u)| <A} |¢'(w)| <kuy, done
¢
;vl<3cuj [f\n—Pm]]u]éﬂu}]*dﬂ,(u)] dr—>0 pour [ oo
0

en vertu de (1.2.2) et du théoréme de convergence dominée de Lebesgne. Ainsi il
nous reste seulement & démontrer le fait suivant

(6.5.4) ¥;,—> 0 uniformément en j, lorsque {— co.

A cet effet, soit b,= {ueN': [u| <p}, p=1,2,3,.... Comme b, est compact dans
N et [u— P,u| 0 pour tout ue N, le théoréme de Dini nous donne

(3.5.5) &y = Max [u— Pu| —0 lorsque [ —>o00.

*€bp
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Aingi
i

| [ |tulauter @ + [0 = 2o Ltoiaori ] v
0 by N\Ub»

11
<At f [e | dpmo ) 4 (B2 + ktv2ap?) f ] dmm]dr
0

by N\bs

11
1 . 1
< knf [%,‘lf“’““ dﬂ(rm")(u) -+ 13 fllull zdﬂgm’)(“)] dr< k;z (533».1#]‘310(75);‘r + 5 klo(t))
0 N N\bp
(ol on a utilisé d’abord (5.1.3) et puis les évaluations de 1'alinéa 5.4).

De cette maniére nous avons obtenu

. 1
(5.5.6) Vin <k (8,,_;—{—];),

ou k;, est une constante (indépendante de p,l,j=1,2, 3,...). Il est manifeste que
(5.5.5-6) entrainent (5.5.4).

5.6. Il faut se convaincre maintenant que le relation (2.2.4) est vérifiée pour
toute ¢e I™. Pour cela prenons la suite {¢,}o>_, ¢ 3¢ de fonctionnelles cylindriques
attachées & ¢ conformément & 1'alinéa 2.3. La relation (2.2.4) est verifiée pour chaque
=1, m=1,2,3,.... Le passage & la limite se fait comme dans la preuve donnée
pour les solutions individuelles, en j'appuyant sur les propriétés (1.2.2) et (5.1.6)
des la famille {u}, ;e €6 sur les propriétés (ii) et (iii) de l’alinéa 2.3.

Il nous reste & écarter la restriction que le support de la donnée initiale y est
bornée dans N. Soit done g une mesure de probabilité dans N satisfaisant la condi-
tion (1.2.4). Soit la mesure v, définie par

v(w) = u(wN{ueN: ¢ —1<lu/<g})

on o est un ensemble borelien dans N et ¢=1,2,.... Pour y,(N)=0 posons u,=0
et pour »,(N)>0 posons u,=v,(N)"'v,. Pour ce dernier cas, soit {u,}ocico 1@
solution statistique & donnée initiale u,, que nous avons construit dans les alinéas
précédents. Si y,==0 on posera gu,,= 0. Soit maintenat

oo

(5.6.1) pe= 2N ) s -

n=1

HEvidemment p, est une mesure de probabilité, borelienne dans N. I est aussi évident
que la famille {u}, <., Satisfait la propriété (jj) du théoréme de 'alinéa 1.5. Il nous
regte donc & vérifier les propriétés (j) et (jjj) du méme théoreme et les relations (1.2.2).
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Comme il est facile & vérifier que la définition (5.6.1) et les propriétés (1.2.2) pour u'

entrainent les conditions (j) et (jjj) du théoréme, nous nous bornerons & vérifier (1.2.2).

3.7. Soit pour moment u= g, et soit {{u{"’}};2, la suite des famille {7}, _, _,
qu’on a utilisé pour la construction de la solution {,u,}o <i<e (dans le cas présent, de
la solution {4, }o<icoo)- En posant, dans (3.1.3-4), m=m;, Un=Pnu, t,=0 et
en intégrant par rapport & g nous obtenons

flu]zdpg'”f)(u)<exp [-—Mlt]flejul‘zd,u( ) f}:

f [ f ]2 dulms (uw dr] f [P |2 du(w +vk;1t

quels que soient j=1,2,3,..., t€(0, o). En remplacant dans (5.7.1) les fonection-
nelles |u|® et ||u||? par |[P,ul?, resp. |Puf? (I=1,2,...), il nous est permis de pas-
ser 4 la limite dang (5.7.1) et par consequent d’obtenir

(5.7.1)

k?
[P dusan <exp t—vis 1 1o aan +
1

i
. [
f[f”P, u”zd,ur(u)]dz<];f}ude(u)—i—v%lt
0

Tci, en faisant ! — oo, nous pouvons, en appliquant plusieures fois le théoreme de
Beppo Levi, déduire enfin

Jul® duo(w) < exp [—vmj Juf*dpa() - 2;2

f [ [t ar < [uaue + o

quel que soit ¢ (0, c0). En remplagant dans (5.7.2) les mesures u,(0 << {<C co) par
g0 <t < o0}, en multipliant par v, (N) et en sommant en ¢=1,2,..., nous obte-
nons pour les mesures u, définies par (5.6.1) exactement les relations (5.7.2).

Ceci achéve la preuve du théoréme de Palinéa 1.5.

(5.7.2)

6. — Propriétés supplémentaires des solutions statistiques.

6.1. Dépuis ce moment, par solution statistique de (1.1.1) & donnée initiale p,
nous sous-entendrons une solution du type que fournit le théoréme de ’alinéa 1.5,
a la preuve duquel nous avons dédie tout le §5.
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6.2. PROPOSITION. — Soit {#}ocicoo Une solution statistique de (1.1.1) d donnée
initiole p, dont le support est borné dans N. Alors le support supp u, de y, est borné
dans N, uniformément en t e (0, oo).

DEMONSTRATION. — So0it B € (0, oo) tel que

suppuc {ueN: lu|<R}.

Alors en vertu de (3.3.1) on aura, pour teut 10,

{ned: I“I<R}(t>6{ueN: IukR%ﬁZ}(gKﬂ)

done
1=p({ueN: ju| <R}) <pi{{uecN: |u| <B}?)) <p(K,) <1
ce qui montre que supp u,C Ky, quel que soit 1& (0, oo).

6.3. PRrOPOSITION. — Soit {f}ocico Une solution statistique de (1.1.1) 4 domné
initiale u, dont le support est borné dans Nt. Alors il existe un t,> 0 tel que pour tout
te[0, ], le support supp u, de p, est borné dans N* et u, est uniquement determinée.

DEMONSTRATION, — Soit Re (0, oo) tel que

supp uc {ue N': |u] < R}= K)
alors il est bien connu (voir [13], [14] ou [6]) qu’il existe un ¢ >0 et un R tels que

(we N Jul| <BMC {ue N*: |u] <R} Ky

pour tout te[0,%], et qu'en outre, toute solution individuelle, partant de K sera
uniquement déterminée sur Uintervalle « du temps » [0,1,]. Le fait que supp 4, ¢ Ky,
résulte comme dans P’alinéa 6.2. Quant & Punicité de g, pour #€[0,#] on procede
ainsi: soit Bc N ouvert dans N'. Il est aussi connu (voir de nouveau [13] ou [6])
que si on a choisi ¢, assez petit, alors, pour tout ¢ e [0, %) fixé,

B = {ue K:la solution individuelle qui parte de u est dans B au moment 1}

est ouvert dans K, par rapport & la topologie induite par Nt. Ainsi Bf et K\Bx
sont boreliens dans N, donc aussi dans N. II résulte

1= p(Bl) -+ u(ENBl) <pry(Be(®) + i (ENBR)®) <p(B) + p(N\B) =1,
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ce qui entraine u,(B)= u(BL) qui est uniquement determiné par u et B. Il découle
aisément que u, est uniquement determinée sur tout ensemble fermé (d’abord de N
et puis) de &, d’olt par la régularité de y,, il résulte que p, est uniquement déterminée.

6.4. PROPOSITION. — Les propribiés suivanies sont équivalenies:

(1) Toute solution individuelle de (1.1.1) est uniquement détérminde par sa donnée
initiale.

(ii) Toute solution statistique de (1.1.1) est uniquement déterminée par sa donnde
initiale,

(ii1) Toute solution statistique de (1.1.1) a donnée initiale une mesure de Dirac ‘5%
est de la forme

(6.4.1) {Outocicoo

ot u(t) est une solution individuelle de (1.1.1) & donnée initiale u,.

DEMONSTRATION, — I1 est manifeste que (ii) entraine (i) et (iii). D’autre part si (i)
n’est pas vraie on aurait deux solutions individuelles distinctes »(t) et w(#) qui partent
d’vne méme donnée u,e N. Alors la famille {}0,,+ 30, ocic0r Serait une solu-
tion statistique de (1.1.1) & donnée initiale J, qui n’est pas de la forme (6.4.1). Par
conséquent, (iii) entraine (i). Il nous reste & démontrer que (i) entraine (ii). Cette
preuve est apparentie & celle donnée dans ’alinéa 6.3. Hsquissons-la. L’unicité
des solutions individuelles entraine le fait (en vertu du lemme de P’alinéa 4.2) que
si BC N est fermé dans N et si

B'= {ue N:la solution individuelle qui parte de u est dans B au moment ¢}

alors B est aussi fermé dans N. Comme dans ’alinéa 6.3 on conclut que u,(B)= u(B")
est unignement determiné par u et B et par suite que u, est uniquement determinée
sur tout ensemble fermé de N, donc uniquement determinée comme mesure bore-
lienne.

6.5. COROLLAIRE. — Supposons que la dimension n dans (1.1.1) est egale a 2. Alors
la solution statistigue de (1.1.1) est uniquement determinée par sa donnée initiale u.

En effet, dans ce cas les solutions individuelles sont uniquement déterminée par
leurs données initiales (voir [12] ou [10], Ch. I, §6).

6.6. Les propriétés des alinéas 6.2-3 ont été obtenues déja dans [6], §5 d’une
maniére plus difficile, en n’utilisant point la propriété (jj) (dans Palinéa 1.5) des
solutions statistiques. Les preuves des propositions des alineas 6.4-5 ont été esquis-
sées (dans le cadre monins adéquate fournit par la démonstration d’existence donnée
dans [6] § 3) dans exposition [5].
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