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SUR  QUELQUES COMBINAISONS LINEAIRES
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DE  NEVANLINNA*>

N OBU SH IG E  TOD A

(Received  Sept.  29,  1970)

1.  Introduction.  SoitzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  f(z)  une  fonction  algebroϊde  a n  branches  dans  le

plan  I z \ < °o  definie  par une equation  irreductible

( 1 )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  A0(z)fn  +  Aι(z)fΛ'1  +   +  An(z)  =  0

oύ  les fonctions  A
o
,  ,A

n
  soαt  entieres  sans  zeros  communs  a  toutes  telles  que

au  moins  un rapport entre elles est transcendant  c'est- a- dire,  f(z)  est transcendanet.

Cartan  [1]  a  conjecture  que, dans  le  cas oύ  il  n'y a que λ  relations  lineaires,

homogenes  independantes a coefficients  constants entre les fonctions  A
o
,  , A

n
, pour

q  valeurs  distinctes,

ί = l

II  Γa demontre  quand  λ, =  0  et  λ =  n — 1.  La  relation  (2)  entraine  Γinegalite

suivante

( 3)  ŷ l δ(α,./*) gj n +  X +  1
a

tout  de suite.

D 'autre  part,  recemment  Niino  et  Ozawa  ont  conjecture  que si  f(z)  est

entiere,  c'est- a- dire,  A
0
(«) =  l  et s'il  y  a 2n — 1  valeurs  distinctes  finies  {aL}\ lΐ

x

telles que

alors,

*)  Ce travail  a έte fait  en partie  avec  l'aide  de la  fondation  de Sakkokai  (The Sakkokai
Foundation).
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1)  il y azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n — 1 valeurs  dans {a^jlϊ1
  (soient al9  ,an^λ)  qui sont  exceptionnelles

au  sens  de Picard;

2)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  δ(an,f)   =  S(an+ Uf)   =

et

3)  s'il y a une  autre  valeur  deficiente  a2n au sens  de Nevanlinna,

Us ont demontre  cette  conjecture  quand n =  2, 3 et 4 dans  [5, 6] et on a donne
quelques  resultats  plus  generals  dans  le cas oύ n = 2 ([9]).

Analoguement,  on peut  donner  deux  conjectures  dans  le  cas du  systeme.
C'est- a- dire,  soient  f=   (/

0
, *  ,fn)  un  systeme  transcendant  dans  le  plan  et

X=  [F t}teI  un  ensemble  de  combinaisons  lineaires  des  fonctions  fQ>  , /
n
,

homogenes  a coefficinets  constants  et  lineairement  independantes  n +  1  a  n + 1 .
On  peut  esperer  demontrer  Γinegalite

(2')  (g- Λ- λ
ί = l

quand  il  n^existe  que λ, relations  lineaires,  homogenes  independantes a  coefficients
constants  entre  les fonctons f0,  , /

n
, oύ [Fί}f

=1
  est un  sous- ensemble  quelconque

de X, done,  Γinegalite

(3')

Au  lieu de la conjeture  de Niino- Ozawa,  on espere  demontrer  que, s'il y a une
combinaison  dans X  (soit  i*\) telle que

B(F1)  =  1

et  s'il y a 2n — 1 d'autres  enmbinaisons  dans X  (soient F2,  F2n)  telles que

Σδ(F
(
)>2«- 2,

i=2

alors,
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1)  il  existezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  n — 1  combinaisons  dans  {Ft}?=
2
  (soient  F

2
,  *  , F

n
)  telles  que

Fu  F29  Fn  sont  proportionnelles  les  unes  les  autres  par consequent,  on a

δ(F,)  =  l  (ί =   l , . . . , τ i ) ;

2)  les  autres  combinaisons  Fn+1,  F2n  sont  aussi  proportionnelles  les  unes

les  autres  et  done

3)  s'il  y a une autre combinaison F  dans £F exceptionnelle au sens de Nevanlinna,

La  conjecture  de  Cartan  est  tres  difficile  a  demontrer,  par  consequent,  plus

faiblement,  on peut  esperer  demontrer  la  proposition  (4) :  Γinegalite

entraine

λ  =  n -   1.

Dans  ce memoire,  on demontre, d'abord, que si cette derniere proposition  (4) est

vraie,  Γanalogie de la conjecture de Niino- Ozawa est aussi vraie.  De plus, on considere

sur  la  conjecture  de Cartan  dans  quelques  cas  specials.  Puis,  en  les  appliquant,

on  demontre  la  proposition  (4)  quand  n =  3,4,5  et  la  conjecture  de  N iino

- Ozawa  quand  n — 5  et  6.  On donne  tous  les  resultats,  d'abord,  dans  le  cas  du

systeme,  et ensuite  les  applique  aux  fonctions  algebroϊdes.  On utilise  les  symboles

usuels  de  la  theorie  de  Nevanlinna- Selberg  librement  ([4], [7]).

2.  Preliminaires.  Soit  f={f 0,  ,/ »)  un  systeme  dans  le  plan  oύ  les

fonctions  /
0
,  , /

n
  sont  entieres  sans  zeros  communs  a  toutes.  On  dit  que  ce

systeme  est  transcendant  si

r̂ oo  lo gzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  V

oύ  T(r,f)  est  fonction  caracteristique du systeme /   definie par Cartan [1].



70  N. TODA

QuandzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  n = l,  on  sait  que

(5 )  T(r,f)  = T{r,fjfγ)  +  Oflog r)

(voir  [1]).

Soit G  une combinaison des functions/
0
, • • • ,/„ lineaires, homogenes a  coefficients

constants  non  tous  nuls,  alors,  on  utilise  les  notations

δ(G)  et"  Θ,(G)  (p^l)

comme  dans  le  paragraphe  2  dans  [9].
On  utilise  les  lemmes  suivants  souvant  par  la  suite.

LEMME  1.  Soit  f=   (/
0
,  , / J  un  systeme  dans  le  plan  et  A  une  (n +  1,

n +  l)- matrice  rέguliere.  Si

alors,  on a

\T(r,f)- T(r,F)\<O(l)

oύF=(F0,'.- Fn)  {voir [1]).

LEMME 2.  Soit f={f a,  ,fn)  un sy steme  dans le plan.  Alors, pour tout
iΦj,fj^0,  on a

(voir  [8]).

T(r,ft/ f,)  -   O(l) <  T(r,f)

3.  Cas  de  systemes.  Dans  ce  paragraphe,  on  donne  quelques  resultats  aux
relations  intimes avec  les conjectures  citees dans Γintroduction dans le cas du  systeme.

THέoREME  1.  Soit  / =   (/
0
,  , / J  un  systeme  transcendant  dans  le  plan

fini  a  n — 1  relations  linέaires,  homogmes  indέpendantes  a coefficients constants
entre  les  fonctions  f0,  • • • /». SHI y  a  un  ensemble  X=  {FJ^x  de  combinaisons
des fonctions f0,  , /

n
, linέaires  homogenes a coefficients constants,  linέairement

indέpendantes  n +  1  a  n +  1  telles  que

01(Ft)>0  {i =  l,  -   ,N)
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et

oύ  2n^N^oo  et  s'il  y  a  une  combinaison dans  X  [soit Fx)  telle  que

Θ1(F1) =  1,

alors,

1)  il  y  a  n — 1  combίnaίsons dans  X  (soient F
2
, —  , Fn)  telles  que

Ft  = aiFx  [at Φθ  et  constante  i  =  2,  , n)

par  consequent ̂on  a

θι(Fi)  = 1  (* = 2 , .  ,rc);

2)  il  y  a  au  moίns  un  systeme  de  n  cσmbinaisons dans  X—  {Fi}?^  (soient
ts-  - iFt),  l^k^p  (^oo))  telles  que

Ft, — a\F\x  (a% Φθ  et  constante)

par  consequent, on  a

3)  soit  X'  Vensemble des  combinaίsons qui  ne  sont pas  proportionnelles  les
V

unes  les  autres  dans  X—  {Fi}?^  — \^J  {F£}?
=1
, alors,  on  a

DέMONSTRATION.  D'apres  Γhypothese  qu'il  y  a  n — 1  relations  lineaires,
homogenes  independantes  a  coefficients  constants  entre  les  fonctions  /

0
>  >/

n
>  il

y  a  deux  fonctions  dans  fo>  ,fn  (soient  f0  et  fx)  qui  forment  une  base  des
fonctions  /

0
,

  #
/

n
  Par  consequent,  on peut  supposer  que  tous  les  elements  F

dans  X  peuvent  etre  representes  par f0  et  fx  :

(6)  Fi  = atf0- βJι  (£ =  1,
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oύzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ch et 8i  sont  des constants  non tous  nuls  pour  tout  i =  1,  , N.

On  peut  demontrer  facilement  qu'en  utilisant  (5) et de la definition  de  T(r9f)

( 7 )  T(r,f)  =  T{r,fx/ f0)  +  O(log r).

D e  (6) et  (7), on a

( 8 )

oύ  Λi/ A =  oo  si

Soient

=  Xi  (i =  1,  , N)  et  / j/ Zo =  # .

On  note que F , et Fs  sont  proportionnelles  si et  seulement  si  x% = x$.
D'abord,  on demontre  1).  II suίiit  de prouver  qu'il  existe  n — 1  valeurs  dans

{Xi}i=2  qui  sont  egales  a  xλ.  En  eίfet,  s'il  en  existe  n  (soient  xiιf  , xin),
Fu  Fiιf  Fin  sont  proportionnelles  les unes  les autres,  de  sorte  que, d'apres  les

lemmes  1 et 2, on a

oύ  F=  (F19Ftl9  - FiJ, qui est absurde,  parce  q u e /  est transcendant. S'il  n'existe

que  /  valeurs  dans  {xiitLz  qui sont  egales a xγ  {0^l^n  — 2)  (soient  xiι9  ,  xit)9

on a

Θ1(F1)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA =  fiJFJ =  θ t e , ^) =  1  (y =  1,  ,  Z).

Soit  i0 Φl9i ϊ9  , it  quelconque,  alors,  il  n'existe  qu'au  plus  n — 1  valeurs

dans  {Xi}ίi   telles que

En  effet,  s'il  existe n  telles  valeurs,  on a  comme  precedent,

T(r,f) =

qui  est absurde  parce  que f  est  transcendant.

Si
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on  a  trivialement

P ar  consequent,  soitzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  {xjk}kU  le  sous- ensemble  de  {.r>}f
=1

 — {x19xiιy  xtι]  qui

consiste  en  toutes  les  valeurs  distinctes  les  unes  les  autres,  alors,  on  a

c'est - a- dire,

et

N'

k= l
,  g) +  Σ

  Θ
( ^v  )̂ > 2,

qui  est  absurde,  parce  qu'ici,  {xi,Xjk}kU  sont  distinctes  les  unes  les  autres  et

d'apres  le  theoreme  2.4  [3]

Cela  veut  dire  qu'il  existe  n — 1  valeurs  dans  {xt}?= 2  qui  sont  egales  a  xx

(soient  x29  X3,  , xn),  de  sorte  que

Ft  = - Pj- Fi  (i =   1,  , n)  quand  βι  Φ 0,

Ft  =   —  Fx  (i  =   1,  , w)  quand  A  =  0.
α

N aturellement,  βi/ βι  ou rt»/ Λi  =̂  0, oo.

Puis,  on  demontre  2).  Si,  pour  tout  i0  ( ^w  +  1),  il  n 'existe  qu'au  plus  n  —2

valeurs  dans  {Xi]f= n+i  qui  sont  egales  a  xio,  on  a,  en  utilisant  1),  de  Γhypothese

du  theoreme,
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C'est- a  dire,

(n -   1) ]Γ ®(xjk,  # ) > 2n -   1 -   Λ =   n- 1.
k= i

;v g) > 1>

qui  est  absurde comme dans la demonstration de 1) de ce theoreme.  En consequence,
on  a  etabli  2).

On  peut  demontrer  3)  facilement  par  1) et 2).

COROLLAIRE  1.  Si  Fx  est  lacunaire  (resp.  exceptionnelle  au  sens  de
Picard),  F2,  , Fn  le  sont  aussi : s'il  y  a  une  combinaison  lacunaire  (resp.
exceptionnelle  au  sens de  Picard)  dans  X  sous  les  conditions  du  theoreme  1,
il   y  en  a  n  qui  sont  lacunaires  (resp. exceptionnelles  au  sens  de  Picard).

Comme cas  particulier,  on a  le

THέOREME  2.  Soit  f=   (/
0
,  , / J  un  systeme  transcendant  dans  le  plan

fini  a n — 1 relations  lineaires- ,  homogenes  indέpendantes  a  coefficients constants
entre  les fonctions  f0,  , /

w
. S'il  y  a  un ensemble  £F=  {Ft}^   de combinaisons

linέaires  des fonctions  /
0
, • • • ,/ „, homogenes a coefficients constants,  linέairement

indέpendantes  n +  1 a  n +  1  telles  que

(i  =   1, —  , JSΓ)

et

(11)  Σ,θ1(Fi)=2n,

oύ  2n^N^°°,  alors,  il  se  repartit  en  un  certain  nombre  de  classes  (soit c,
qui  est ^  2) jouissant  des  proprietes  suivantes:

(A)  Chaque  classe  comprend  n combinaisons',
(B)  les  rapports  mutuels  d'une  meme  classe  sont  constants',
(C)  les  fonctions  caractέristiques  des  rapports  mutuels  de  deux  classes

distinctes  quelconque sont  equivalentes  a  T(r,f).

DEMONSTRATION.  Comme  dans  la  demonstration  du  theoreme  1,  on  peut
supposer  que f0  et / Ί  forment  une base des fonctions f09  , /

n
 d'apres  Phypothese

qu'il  y  a  n — 1  relations  entre  les f0,  ,fn.  Done,  on a de (5) et de la definition
de  T(r,f),
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(12)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  T(r,f)~T(r,fJf>)  (r- >«>),

et  on  peut  representer  tous  les  elements  de  £F par /<, et  / Ί   comme  suivant:

oύ  les  cίi  et  βt  sont  constants  non  tous  mils  pour  tout  i  =  1,  > N.
Soient

=   x%  et

oύ  α:f =  oo  si  /Si =  0.  Alors,  de  (12),  on  a

(13)  β
1
( F

1
) = θ (

Λ
:

t t
^ ) .

On  introduit  une  relation  " ^ "  dans  Γensemble  £ ?:  Soient  F
f
  et  Fj  deux

elements  dans  2s  alors,  on  dit  que

Fi  = Fj  si  et  seulement  si  F%/ Fi  =   constante.

Alors,  cette  relation  " ^ "  est  une  relation  equivalente  dans  £F  On  classifie  £?
par  cette  relation.  Soient  £F

P
  (/> =  1,  , c ( ^ oo))  toutes  les  classes  classifiees  par

cette  relation.
On  demontre,  d'abord,  que  chaque  £F

P
 comprend  n  combinaisons.  En  effet,  si

une  classe  comprend  au  moins  n +  1 combinaisons, an peut demontrer  facilement  que

T(r,f)  =   O(l)

d'apres  les  lemmes  1  et  2,  qui  est  absurde  puisque  le  systeme  f  est  transcendant.
Cela  veut  dire  que  toutes  les  classes  comprennent  au  plus  n  combinaisons.

D 'autre  part,  supposons  que  chaque  classe  £F
D
  comprend  lv  combinaisons

(l^lp^n;  l^p^c).  Alors,  en  utilisant  que

si  Fι  et  Fj  sont  contenues  dans  une  meme  classe,  de  (11)  et  (13),  on  a

*ff)   = 2 nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
p - l

oύ  [jCi P}
Cp=i   est  le  sous- ensemble  de  {Xi\ f=i  qui  contient  toutes  les  valeurs  distinctes

dans  fcciJJLi.  S'il  y  a  au  mojns  un p0  (l^po^c  et  fini)  tel  que
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on a

p= l

c'est- a- dire,

qui  est absurde,  parce  quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Xi,{p  =  1,  , c)  sont  distinctes  les unes  les  autres  et

d'apres  le  theoreme  2.4  [3],

Cela  veut  dire  que,  pour  tout  p,

Maintenant,  il  ne faut  que  demontrer  (C).  Soient  £F
P
 et  £F

α
 deux  classes

distinctes  quelconque et

Puisque

Fp/ Fq* =  cjkFPl/ FQι  (cJk Φ 0, constante  j , k =  1,  * ,
p
w),

il  suffit  de demontrer que

(14)  T(r,FJFJ~T(r,f)  (r- >«,).

Considerons  un systeme

F  =  (FPι,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  , F
Λ
, F

β l
),

alors  en vertu  de Γhypothese  d'independance  lineaire  w +  1 a n +  1  des  elements

de  2s  d'apres  le  lemme  1, on a
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(15)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  T(r,f)^T(r,F)  (r- oo).

D'autre  part,  on  peut  demontrer  facilement  que

(16)  T(r, FJFJ  -  O(l) <  T(r, F ) < T(r, F,,/ *
1
,,) +  O(l)

grace  au  lemme 2.

En  combinant  (15) et (16),  et /   etant  transcendant,  on a (14).

N . B. 1.  Les  theoremes  1 et 2 sont valables quand meme on change "θ" en "δ ".

N . B. 2.  Dans le theoreme 2, si N< oo, alors  c < oo et N = en.  Specialement,
si  Pordre  inferieur  du  systeme/   est  ίini, N<oo  en  utilisant  un resultat  recent
de  Weitsman  [12]  quand  on  utilise  "δ "  au  lieu  de "θ".

N . B. 3.  Quand n =  2 et si "0χ"  est  change  en
  c<

δ", Phypothese  qu'il  y a une
relation  lineaire,  homogene  a  coefficients  constants  entre  /

0
,  f\   et /

2
  n'est pas

necessaire  (voir  [9]).

Comme  consequences  directes  du  theoreme  2,  on a les

COROLLAIRE 2. Si 3? cσmprend  une  cσmbinaison  exceptionnelle  au sens
de  Picard  (resp.  lacunaire),  il   comprend  n  combinaisons  exceptionnelles au
sens de Picard  (resp.  lacunaires).

COROLLAIRE 3. Si £F contient  une  combinaison  (soit Fλ)  telle  que

*[F X) =  1

et si

le  systeme f  est  d'ordre  positif  fini  entίer  ou  infini  et a croissance  regulίere.

DέMONSTRATION.  On  peut  supposer  que Fγ  appartienne  a SFi  Alors,

p= l

et
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, g) =  l.

D 'apres  υn resultat  dans  [2] dans  le cas  d'ordre  fini  et  grace  a  celui  dans
[10]  dans  le cas d'ordre  infini,  g  est a  croissance  reguliere  et d'ordre  positif  entier
quand  Pordre de g  est fini.  M aintenant, de (12), on  a

T(r,f)~T(r,g)  (r- >oo),

de  sorte  que Γon a ce resultat  tout  de suite.

COROLLAIRE 4.  Soit  f  = (f0,  ,fn)  un  systeme  transcend ant  dans  le
plan.  S'il y  a 2n combinaisons Fv  ,F2n des fonctions  f0,  ,fn,  linέaίres,
homogenes a coefficients  constants,  linέairement  indέpendantes  n +  1  a  n +  1
telles que

h(F%)  =  1  (ί =  1, . . . , 2n),

alors,  elles  repartissent  en deux  classes jouissant  les propriέtέs  (A),  (B) et  (C)
dans  le  thέoreme 2.

En  effet,  en vertu  du  theoreme 3  dans  [8], il  y  a  entre  f09  • /„ n — 1
relations lineaires  homogenes  independantes a coefHcients  constants  en consequence
on  a ce corollaire du theoreme  2 tout  de suite.

THέOREME 3.  Soient  f=   (/
0
,  , /

n
) un  systeme  transcendant  dans  le

plan  et £f =  {F} un ensemble de combinaisons des fonctions f0,  ,fn,  linέaires,
homogenes a coefficients  constants et linέairement  independantes  n +  1 a n + 1.
S'il  n'y a entre  les fo,"  ,fn  que % relations  linέaires,  homogenes  indέpendantes
a  coefficients  constants  {X<n),  et s'il y a n +  λ +  1 combinaisons dans  £F {soient
F19  - ,Fn+λ+1)  telles que

alors,  pour  toute  F  appartenant  a ζF— {F
ί
}?=

1

λ+ 1
,  on a

δ(F)  =  0.

DέMONSTRATION.  D 'apres  Γhypothese,  il n 'y a entre  les F19  ,Fn+1 que
λ  relations  lineaires,  homogenes  independantes  a coefHcients  constants  aussi.  Done,
on  peut  supposer  que Fλ,  , F

n +
i _

λ
  forment  une base  de F19  «  , F

n + 1
.  E n

utilisant  le lemme  4 ou 4' dans  [8], si on represente F par Fλ, —  , F
w + 1

_
λ
,  on peut

demontrer  facilement  qu'aucun des coefficients  n'est  nul, de sorte que Fl9F29  9Fn+1^κ
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e tzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  F  so n t  l i n e a i r e m e n t  i n d e p e n d a n t e s  w +  1 - λ a w  +  l - λ . S i

δ ( F ) > 0,

alors,  on a

Par  consequent,  il y a au moins une relation  lineaire,  homogene a  coefficients
constants  entre F19  , Fn+1- λ  d'apres  le  theoreme  fondamental  de Cartan  [1], qui
est  absurde  parce que ί\ ,  , Fn+1- \  sont  lineairement  independantes.  Cela  veut
dire qu' il  faut

δ(F)  =  0.

Comme une consequence de ce theoreme, on a le

THέOREME 4.  Soient  f  = (f0,  ,fn)  un  systeme  transcendant  dans  le
plan  et  £Γ=  {FJίLi  un  ensemble  de  combinaisons  des fonctions  /

0
,  , /

n
,

linέaires,  hσmogenes a coefficients constants, lineairement  independantes  n +  1
a  n +  1 telles que

δ(F
£
)  =  1  (/  =  1,  , 2n -  1)

et

δ (F
2 n

)> 0,

oύ  2n^N^oo.  Alors,  on a

S(F2n) = 1  et  $(Ft) =0  [i^2n +1).

DέMONSTRATION.  D'apres  le theoreme 3 dans  [3], il  y  a  n - 1  relations
lineaires,  homogέnes  independantes  a  coefficients  constants  entre  les  fonctions

/o>  " >Λ
Done,

grace  au corollaire  du theoreme 2 dans  [8].  De plus, en vertu de l'hypothese, on a
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N

par  consequent,  en appliquant  le theoreme 1,

et  d'apres  le theoreme  3, on  a

,)  = 0

4.  Quelques  cas  specials de la conjecture  de Cartan.  D ans ce paragraphs

on  considere  quelques  cas particuliers  sur la conjecture  de  Cartan  que  Γon  applique

apres.  D 'abord,  on ameliore  un lemme  donne par Cartan  [1].

LEMME  3.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Soient  f  — (/
0
,  ,fn)  un systeme  dans  le plan,  £F =   {Ft}

Q

ί= i un
ensemble  de  combinaisons  lineaires  des  functions  f0,  , /

n
, homogenes  a

coefficients  constants  et  linέairement  indέpendantes  n +  1 a n +  1 et

v(z)  =   max  log\Fβιlz)  FβqJz)  \
(βU".,β q.n)

oύ  βu  / S
α
_

n
  sont  des  nombres  differents  quelconque  entre  1 et  q.  Alors,

on a

(q -  n)T(r,f) ̂  ~  j  '' v(re*)dθ +  O(l).

DέMONSTRATION.  D 'apres  le lemme  dans  [1] et de la definition  de  T(r,f),
pour  chaque  valeur  de z  et quelque  soit  / , on  a

(q -  n)  log \ fά(z)  I ̂  viz)  + {q- n) log K

K  etant  un nombre  positif  dependant  des FL.
D Ό u,  on  a

(q -   n)u(z) ^  v[z)  + {q- n)  log X

oύ

u[z)  =   max  lpg|/ , ( z) |
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et  en  integrant

v(reiθ)dθ  +  (q -   n)(\og  K- u(0)).

E n  utilisant  ce  lemme,  on a  le

THέOREME  5.  Soient f—  (/
0
,  , / J  un  systeme  dans  le plan  \ z \ <  oo  ά

X  relations  linέaires,  homo genes  independantes  a  coefficients  constants  entre
les fonctions  fO9  ,fn  cm plus  (X<n)  et  X  = {Fe}eeIun  ensemble de combinaisons
lineaires  des fonctions  f0,  ,fn,  homgenes a coefficients constants et  lineairement
independantes  n +  1 a  n +  1.  Si  nHmporte quelles  n — X  combinaisons dans  X
sont  lineairement  independantes,  on  a,  pour  q  combanaisons  Ft  (i =  1,  , q)
quelconque  dans  X,

q
  -

 n ~ 7Γ^λτ)
T ( r > / )

 < Σ^n - , (r, 0, Ft) +  Sir)

oύ  Nn- λ  et  S(r)  sont  les  notations  utilisees  dans  [1].

DέMONSTRATlON.  D 'apres  Phypothese  qu'il  n 'y a  que λ  relations  en tre  les

fonctions  /
0 >

  ,/
n
> on peut  supposer  que les  /

0
,  ,fn- \  forment  une  base  de

/ o>"  yfn  Prenons  un point  z  quelconque  et  fixe  dans  le  plan  fini.  Supposons que

Prenons  n 'importe  quelles  n — X  combinaisons  de  F19  , Fn9  par  exemple,

F17  , F
n
_

λ
,  alors,  elles  sont  lineairement  independantes  et  il  y  a  une  autre

combinaison  (soit  F)  dans  {F
£
}f=i  telle  que  F19  • •   , F

n
_

λ
,  F  sont  lineairement

independantes  d'apres  l'hypothese.  On a par un calcul  simple

oύ  c  est  constante.  Considerons  ce  fait  pour  toutes  les  combinaisons  de n — X de

F19  , Fn,  alors,  le  nombre  des combinaisons  est

et  le  nombre  des combinaisons  qui ne contiennent  pas Fi  (i =  1,  , n) est
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Done,  le  nombre  des  combinaisons  qui  contiennentzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Ft  (z =  1,  , n)  estzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

pλzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  =   n  C n- χ  — n- ι  C n- λ

Considerons  Γidentite

Π  s  11 ,̂...,

oύ  [Jb^  , t\n_λ)  c  [b\ ,  ,  t\ ).
En  utilisant  le  lemme  3,  on  a,  comme  dans  la  demonstration  du  theoreme

fundamental  de  Cartan  [1],

pλ(q  -   n)T(r,f)  ^pλ  ξN n- λ{r .  0, Ft)  +  nCΛ- χT(r,f)  +  S(r),

c'est- a- dire,

(q -   n)T{rJ)  ^  Σ,Nn.λ(r,   0, F,) +   ^

Maintenant,

pλ  n- X'

par  consequent,  on  a  etabli  ce  theoreme.

N . B.  Soit  λ  =  0,  alors,  ce  theoreme  reduit  au  theoreme  fundamental  de
Cartan  [1].

COROLLAIRE  5.  Si  f  est  transcendant,  on  a

THέoREME  6.  Solent  f  et  X  comme  dans  le  theoreme  5.  S'il  y  a  λ  +  1
combinaisons dans  X  qui  sont proportionnelles  les  unes  les  autres  (soient  Fu

•   , Fχ+i), alors,  on  a, pour  q combinaisons FH  (i =  1,  , q) quelconque dans  X,
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(q- n- X-  l)T(r,f)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA rg £  ̂ -   0' *"*) +  S(r).
4 =  1

DEMONSTRATION.  Enlevons  F19  ,Fλ a X, alors  le reste  est  un  ensemble

qui  satisfait  a Γhypothese  du  theoreme 5 et  n 'importe  queues  n - f- 1—λ  combinaisons

y  compris  F
λ + i

  dans  X—  {Fi}£ =1  sont  lineairement  independantes.  Soient  Fjt

(i =  1,  ,  q)  q combinaisons  quelconque  dans X.

1)  Le  cas oύ

{Fit}u  n {F ,}̂
1
 =  Φ

On  a du theoreme 5

tout  de suite et on  note  que

/ ϊ
e t

2)  Le  cas  contraire.  Soit

{Fλt}f=1G{Fh}U

oύ  pt==ΞX +  1 et  λί €  (1,  , λ +   1).  Prenons  un  point  z  quelconque  et  fixe  dans

le  plan  fini.  Enlevons  {F
λi
}frί  a  [FJt]Ui   et soit

Suppososns  que

\Fn(z)\^\F,,(z)\^...^\F,M_(z)\

Considerons

FVl{z),-   - ,FVn{z)

et  ajoutons  F
λ p
 si elles  ne  la contiennent  pas  ou FVn+ι(z)  si  elles  la contiennent.

Alors,  n 'importe  queues  n + 1 — X  combinaisons  y  compris  Fλq  dans  Γensemble

obtenu  sont  lineairement  independantes  et  comme  dans  la  demonstration du
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theoreme  5, considerons  Γidentite

ΠzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ckW.t  ,  "  ,FVt  , Fλ
x»  1  λ

n^n- λ

t  , Fλ\ \
1  n—λ

Ensuite,  en  utilisant  le  lemme  3  comme dan la  demonstration  du  theoreme
5,  on a

px(q  -   n- p)T(r,f)  + pλ(p  -   l)N(r9  0, Fλp)

^pχ91ΣN»- χ(r>  0, F J +  A(P ~  l W( r , 0 Λ)

+   n- 1Cn- χN{r,0,Fλr)+S{r)

oύ  on a  utilise  que

N(r,  0, F
λ(

)  =  N(r, 0, Fλf)  (i =  1,  , p -   1).

D Ό ύ,  on a

/ )  +  (p -   l)W(r, 0, Fλp)

r,0,Fj,)  +   " - ' f
 n'λ  N(r,0,FJ  + S(r).

En  utilisant que

N{r,0,Fλ,)<T(r,f)  + O{ϊ)  et

on  a :
1)  le cas oύ p^n/ (n  — λ) .

λ  n  —

^ V ) (
r
^ )  =  Σ  (̂nO^J +  S(r)

2)  le cas oύ p > n/ (n -   λ) .

±(q- n-  p)T(r,f)  ̂ ±N(r,  0, FSt) +  S(r),
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ce  qui  etablit  le  theoreme.

COROLLAIRE  6.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Si f  est  transcendant,  on a

TπέoREME  7.  Soient f  et  X  comme  dans  le  theoreme  5.  Si  n'importe
quelles  n — \  — l  (gr 1)  combinaisons dans  X  sont  Uneairement  independantes,
on  a, pour  q  combinaisons Ft  (i =  1,  , q)  quelconque appartenant  a  X,

-
  n -   n- χ]- l  )

 T{r'f)  ~ tίNn- λ{r'  °'
Fι)

DέMONSTRATlON.  On peut  demontrer  ce  theoreme  comme  dans  la  demon-
stration  du  theoreme 5.

COROLLAIRE  7.  Si f  est  transcendant,  on a

oύ  λ +  I  ̂   n -   1.

5.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Application  1.  On applique  les  rέsultats dans  le  paragraphe  precedent
a  resoudre  la  notre  proposition  (4)  citέe  dans  ^introduction  dans  quelques  cas
particuliers.

THέEOREME  8.  Soient f  — {fwfvfvfz)  un  sysieme  transcendant  dans  le
plan  et  £F=   {Fι}f=Q un ensemble de combinaisons lίnέaires  des fonctions  /

0
, ••  , /

3
,

homogenes a  coefficients constants  et  Uneairement  indέpendantes  4  ά  4  telles
que

et

N

i= 0

oύ  δ ^AΓ^oo .  Alors,  ίl  y  a deux  relations  linέaires, homogenes  ίndependantes
a  coefficients constants  entre  les  fonctions  fo,fi,f2  et  /

3
.
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DέλίONSTRATION.  D'apres  le  theoreme  fondamental  de  Cartan  [1],  il  y  a
au  moins  une  relation  entre  leszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  fo>  >fz-   Supposons  qu'il  n'y  ait  qu'une.  Si
n'importe  queues  deux  combinaisons  dans  £F  sont  independantes.  on  a  grace  au
corollaire  5

qui  est  absurde.  Cela  vela  dire  qu'il  y  a  au moins une paire de deux  combinaisons
dans  £F qui  sont  proportionnelles.  Maintenant, le  nombre  des  relations  lineaires,
homogenes  independantes  a  coefficients  constants  entre  les /

0
,  f$  est  egal  a un,

de  sorte  que,  en  vertu  du  corollaire  6,  il  faut  que

N

Σ
i= 0

qui  est  aussi  absurde.  Cela  signifie qu'il  y  a  deux  relations  lineaires, independantes
a  coefficients  constants  entre  les  /

0
>  >fz:

  λ =  2.

N . B. 1.  En  combinant  ce  theoreme  au  theoreme  1,  on  a  une  generalisation
d'une  reponse  [5] pour  la  conjecture de Niino et  Ozawa  quand n =  3.

N . B. 2.  Si  λ =  1,  on  a

t
) ^ 5  =   3 +  1 +  1.

ι = 0

THέOREME  9.  Soient  f=  (fQ9  , /
4
)  wn  systeme  transcend ant  dans  le

plan  et  £ ?=  {F
f
}fLo  *#* ensemble de  combinaisons lineaires  des functions  f0,  ,/ *,

homogenes ά  coefficients constants  et  line airement  independantes]  5  α  5  telles
que

S(Ft)>0  (i =  O,  ,2NΓ)

iV

t= 0

oώ 7^N^oo.  Alors9  il  y  a trots  relations  linέaires  homogenes  independantes
a  coefficients constants entre  les fonctions  fo>  * *  , /

4
.
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DέMONSTRATION.  Soit  λ  le  nombre  maximum  des  relations  lineaires

homogenes  independantes  a  coefficients  constants  entre  les  fonctions  /<>,  , /
4
.

D'abord,  en  utilisant  le  theoreme  fondamental  de  Cartan  [1],  d'apres  Phypothese,

1)  Supposons  que  λ  =  1.  Alors,  on  peut  demontrer  facilement  Γinegalite

suivante  (voir  le  lemme  4  dans  le  paragraphe  6  aussi) :

ΣW)  f  =  6<7,

qui  est  absurde.  Cela  signsfie  que

2)  Supposons  que  λ  =  2.  On  peut  considerer  les  cas  suivants.

a)  II  y  a  trois  combinaisons  dans  S*  qui  sont  proportionnelles  les  unes  les

autres.  Dans  ce  cas,  en  vertu  du  corollaire  6,  on  a

qui  est  absurde.

b)  N 'importe  queues  deux  combinaisons  dans  £F  sont  independantes.  Dans

ce  cas,  d'apres  le  corollaire  5,  on  a

qui  est  absurde.

c)  Les  autres  cas.  On  peut  demontrer  facilement,  en  utilisant  la  methode

comme  dans  la  demonstration  du  theorme  2  dans  [8],  que

Σ
t=0

qui  est  absurde.

De  a),  b)  et  c), on  peut  conclure  que
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D 'autre  part ,  d'apres  PhypDthese  que /   est  transcendant,  il  faut  que  grace  au

lemme  2

P ar  consequent,  on  a

λ  =   3.

N .  B.  E n  combinant  ce  theoreme  au  theoreme  1,  on  a  une  generalisation  du

theoreme  2  dans  [6]  qui  est  une  resolution  de  la  conjecture  de  N iino  et  Ozawa

quandzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  n  =   4.

THέOREME  10.  Soient  f—  (/ „,  , /
5
)  un  systeme  transcendant  dans  le

plan  et  £ F =  [F t]fLo ^ ^  ensemble  de  combinaisons  lineaires  des  functions  f0,  , /
5
,

komogenes  a  coefficients  constants  et  lineairement  independantes  6  a  6

δ ( F , ) > 0  (£  =   0,   • • - , / / )

et

ou  9 ^ AΓ ^ o o .  Alors,  le  nombre  maximum  X  de  relations  lineaires,  homo genes
independantes  a  coefficients  constants  entre  les  fonctions  fo,  >f5  est  quatre.

DέMONSTRATlON.  G race  au  theoreme  fondamental  de  C artan  [1],  on  a,

d'abord  d'apres  Phypothese,  que

1)  Supposons  que  λ  =   1.  Alors,  on  peut  demontrer  facilement  que,  coinme

dans  la  demonstration  du  theoreme  9 — 1),

qui  est  absurde.  Cela  veut  dire  que
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2)  Supposons  que  λ= 2 .  Comme dans  la  demonstration  du  theoreme  9 — 2),
en  considerant  tous  les  cas,  on  a

0Σ
i=0

qui  est  absurde.  Cela  veut  dire  que

3)  Supposons  que  λ =  3.  On  considere  comme  suivant.

a)  Le  cas  oύ  il  y  a  4  combinaisons  dans  £F qui sont  proportionnelles  les  unes
les  autres.  Dans  ce  cas,  en  vertu  du  corollaire  6,  on a

qui  est  absurd.

b)  Le  cas  oύ  n'importe  queues  deux  combinaisons  dans £F sont  independantes.
Dans  ec  cas,  en  vertu  du  corollaire  5,  on  a

qui  est  absurde.

c)  Les  autres  cas.  On peut donner, comme dans la demonstration du theoreme
2  dans  [8], que

N

t= 0

qui  est  ansurde.

De  a), b)  et  c), on  conclut  que
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D'autre  part,  cΓapres  Phypothese  que /   est  transcendant  et  grace  au  lemme 2,
il  faut  que

Par  consequent,  on  a

λ  =   4.

N .B.  En  combinant  ce  theoreme  1,  on  a  une  reponse positive  et  plue  generate
pour  la  conjecture  de  Niino  et  Ozawa  quandzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  n — 5.

6.  Application  2.  Dans  ce  paragraphe,  on  considere  sur  la  conjecture  de
Niino  et  Ozawa  dans  le  cas  du  systeme  et  donne  une  reponse  postive  pour  n =  6.

LEMME  4.  Sotent  f=(fO9  9fn)(rϊ^6)  un  systeme  transcendant  dans  le
plan,  £?=  [Ff]  £L

0
 un  ensemble  de  combinaisons lineaires  des  functions  f0,  ,fn,

homo genes  a  coefficients constants  et  lineairement  independantes  n + 1  a  n + 1
telles  que

δ ( F , ) > 0  (ί =   O,  .  ,iSΓ)

et

N

i= 0
Σ.*(Ft)>2n- l

oύ  2n — l^N^oo>  λ  le  noπibre  maximum  de  relations  lineaires', homo genes
independantes  a  coefficients constants  entre  les  fonctions  f0,  ,jΓ

n
.  Alors,  on

peut  demontrer  que

DEMONSTRATION.  Grace  au  theoreme  fundamental  de  Cartan  [ 1 ] et  d'apres
Phypothese,  on  a

1)  Supposons  que  λ =  1.  On  considere :

a)  le  cas  oύ  il  y  a  deux  combinaisons  dans  £F  qui  sont  proportionnelles  les
unes  les  autres.  Dans  ce  cas,  grace  au  corollaire  6,  on a
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qui  est  absurde.

b)  les  autres  cas.  Comme dans  la  demonstration  du  theoreme  2  [ 8 ],  on peut
prouver  que

t —υ

qui  est  absurde.  De  a)  et  b), on  obtient  que

2)  Supposons  que  λ =  2.  On  considέre :

a)  le  cas  oύ  il  y  a  trois  combinaisons  dans  £F  qui  sont  proportionnelles  les
unes  les  autres.  Dans  ce  cas,  d'apres  le  corollaire  6,  on a

n

t = 0

gui  est  absurde.

b)  le  cas  oύ  il  y  a  deux  paires  de  combinaisons  dans  £F qui  sont  proportion-
nelles  les  unes  les  autres.  On  peut  demontrer  facilement  comme  d'habitude

qui  est  absurde.

c)  les  autres  cas.  On  peut  donner  aussi  facilement  Γinegalite

4 = 0

qui  est  absurde.  De  a), b)  et  c), on  peut  conclure  que
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En  utilisant  ce  lemme, on a  le

THEOR^ME  11.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L'analogie  de  la  conjecture  de  Niino  et  Ozawa  est  vraie
quand  n = 6.  C'est- ά- dire, soient f=(f0,  • • • >/ %)  un systeme  transcendant  dans  le
plan  et  £F=  {Ft}l

2

=1  un  ensemble  de  combinaisons  lineaires  des  functions
fo> * *  >/β>  homogenes  a  coefficients  constants  et  lineairement  independantes  7
a  7  telles  que

(17)  f ] δ ( F
4
) > l l .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 =  1

Alors,  il  y  a cinq relations  lineaires, homogenes  independantes a coefficients
constants entre  les fonctions  f0,  ,/*

6
. Par  consequent, S'il  y  a une combinaison

dans  £F  (soit i<\) telle  que

on  a  une  reponse positive  pour  l'analogie  de  la  conjecture  de  Niino  et  Ozawa
quand  n =  6.

DEMONSTRATION. Soit λ  le nombre maximum de relations  lineaires, homogenes
independantes  a  coefficients  constants  entre  les  fonctions  fQ,  , /

6
.  On  prouve,

d'abord,  que λ =  5.  D'apres  le  lemme  4, on sait  que

1)  Supposons  que λ =  3.  On considere :

a)  le  cas oύ n'importe  queues  6—3 =  3  combinaisons  dans  £? sont  lineairement
independantes.  Dans  ce cas, on a  du corollaire  5

qui  est  absurde.

b)  le  cas oύ  il  y  a  4  combinaisons  dans  £? qui sont  proportionnelles  les  unes
les  autres.  En vertu  du corollaire  6, on a  Pinegalite

=   1 0 < l l ,
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qui  est absurde.

c)  les  autres  cas.  On peut  demontrer  comme  dans  la  demonstration  du
theoreme  10, 3)—c),  que

ETO ^ 9 < 11,
4 =  1

qui  est sbsurde.  De a), b) et c), on conclut que

2)  Supposons  que λ= 4. Alors,  il y a  trois  combinaisons  dans  £? qui forment une
base  deszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Fx,  ,Fl2.  Soient  F

1 ?
F

2
  et F

3
  telles  combinaisons.  Representons  les

autres  par FUF2  et  F
3
:

F,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA =  a^F,  +  a2jF2  +  aZiFz  ( i =  4,  ,  12).

D'apres  Γhypothέse  et en utilisant  le theoreme  fondamental  de  Cartan  [ 1 ],
pour  tout i =  4, «  ,12, au moins  un des (Xlj9a2j  et a3j  est egal  a  zero.  II y a au
plus  quatre  "/ '  tels que

au  =  0  ou  a2j  =  0  ou  a3j  =  0

d'apres  l'hypothese  que λ =  4. Par consequent,  il y a au moins  un j \  tel  que

aιh  Φ 0, a2jι  Φ 0 et a3jl  =  0

et  au moins  un j2  tel  que

oilh  =  0, a2h  Φ 0 et a3j2  #  0

par  exemple.  C'est- a- dire,

Fh  =  aιόiFλ  + ^
2 j l

F
2
  +  0,

En  eliminant  F
2
, on  a
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oύzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  CL Φ 0,  β  Φ 0  et  y Φ 0.  De  plus,  JF\ , i^
 2
  et  2̂

3
  sont  lineairement  independantes.

Par  consequent,  Fl9  Fj2,  F3  et  Fh  sont  lineairement  independantes  3  a  3.

D'autre  part,  d'apres  Γhypothese  (17), on  a  facilement

,) +  h(Fu) +  B(Ft)  +  B(Ft)  +  δ (F J  >  3 .

Cela  veut  dire  que,  grace  au  theoreme  fondamental  de  Cartan  [1],  il  y  a  une

relation  lineaire,  homogene  a  coefficients  constants  entre  F19 Fj2  et  F2,  qui  est

absurde.  Cela  signifie  que

Mais,  maintenant, /   est  transcendant, en  consequence,  en  vertu  du  lemme  2,

Done,  on  a  λ =  5.

Quant  au  reste,  en  combinant  le  fait  obtenu  maintenant  au  theoreme  1,  on

obtient  tout  de  suite.

7.  Cas  de  fonctions  algebroϊdes.  Tous  les  resultats  obtenus dans  les  paragr-

aphes  3 -̂ 6  s'appliquent  en  particulier  aux  fonctions  algebroϊdes  dans  le  plan  en

vertu  du  lemme  suivant:

LEMME  5.  Soit  f(z)  une fonction  algebroϊde  definie  par  ( 1) .  Alors,  on  a

\T(r,f)- T(r,A)/ n\<O(l)

oύ  A= ( Λ
0
,  ,Λ

n
)([ll]).

Par  exemple,  on  peut  donner  des  reponses  positives  pour  la  conjecture  de

Niino  et  Ozawa  quand  n =  5  et  6  des  theoremes  10  et  11  respectivement.
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