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I N T R O D U C T I O N .  

x. On s'accorde assez @n~ralement ~t consid+rer un nombre y commefonction de 

la variable x, quand fi route valeur num~rique de x correspond une valeur bien d&er- 

rain& de y. Lorsqu'on impose ~. cette correspondance certaines conditions de continuit+, 

d+rivation, etc., on obtient des classes de fonctions jouissant de propri&~s pr&ises. C'est 

l'&ude de ces propri&~s qui constitue le principal objet de l'Analyse moderne. 

La notion de fonction ainsi comprise a &6 progressivement &endue dans plusieurs 

directions (par exemple en ce qui concerne l'unfformit+) et en particufier au point de 

vue de ce qu'on dolt prendre pour variable. Depuis longtemps, on a consid&+ des 

fonctions de deux, de trois, ou m~me de n variables num~riques. Les autres g~n&ali- 

sations sont plus r&entes. Ainsi, M. LE Roux a &+ amen+ fi &udier les fonctions dont 

la valeur d+pend non plus de n, mais d'une suite infinie de variables ind+pendantes 

(xvm) **). MM. VOLTERRA (XV) et ARZELk (V) paraissent avoir &+ les premiers ~t &u- 

dier syst+matiquement les fonctions dont la valeur d~pend de la position et de la forme 

d'une ligne variable. M. HADAMARD (XI) a consid~r~ une classe particuli~re de fonc- 

tions dont la variable est la forme d'une fonction ordinaire. 

Nous nous placerons dans ce M+moire h u n  point de vue tout :l fait g~n~ral qui 

embrasse ces diff+rents cas. 

Pour cda, nous dirons qu'une op3ration fonctionnelle U est d+finie dans un en- 

semble E d'~l+ments de nature quelconque (hombres, courbes, points, etc.) lorsqu'~t tout 

61+ment A de E correspond une valeur num&ique d&ermin6e de U: U(A). La re- 

cherche des propri&+s de ces operations constitue l'objet du Calcul Fonctionnel. 

*) T h & e  p re sen t& /1 la Facuk~ des Sciences de Paris pour obtenir  le grade de Docteur  ~s Sciences. 

**) Les chiffres romains  renvo ien t  ~l la bibliographie rejet~e ~t la fin du M~moire. 

Rend. Circ. Maum. Palermo, t. XXII (z9o6).- Stampato il 28 maggio z9o6. z 
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Le prdsent travail est r pre~ni~re tentative pour dtablir systdmatiquement quelques 

principes fondamentaux du Calcul Fonctionnel et les appliquer ensuite i~ certains exemples 

concrets. 

2. Dans ce but, il a d'abord fallu g6n6raliser la th6orie des ensembles lin~aires qui 

a fait faire tant de progr6s A ceUe des fonctions d'une variable. On pourrait objecter que 

pendant longtemps la th6orie des fonctions a pu se passer de la consid6ration des en- 

sembles ponctuels. Mais l'6tude pr6alable des ensembles s'impose avec bfen plus de 

force dans le Calcul Fonctionnel. Rien en ett'et (au d6but, du moins) ne vient jouer, 

dans le Calcul Fonctionnel, le r6le de l'intervalle dont la consideration a suffi pendant 

si longtemps aux analystes pour la th~orie des fonctions. 

L'utilit6 de cette 6tude pr6alable des ensembles 6tant admise, une difficult6 se pr~- 

sentait. La premiere g6n~ralisation qu'il dtait nature] de se proposer est celle de la notion 

de fonction continue. Or, si on veut l'~tendre A des op6rations dont la variable soit un 

~l~ment de nature quelconque, il faut d'abord savoir ce que l'on doit entendre par 61~- 

ments voisins ou par limite d'une suite d'bl6ments. Cela parait impossible: on a l'ha- 

bitude de donner une d~finition sp6ciale de la limite pour chacune des categories d'~- 

16ments consid6r6s jusqu'ici: points, courbes, etc. J'ai tourn~ la difficult6 par une m6- 

thode analogue A celle qui permet dans la th6orie des groupes abstraits de raisonner 

sur un mode de composition non d6fini explicitement. 

Apr~s avoir d6velopp6 ce point de rue, je remarque que presque toutes les d6fi- 

nitions classiques de la limite (reals non routes) peuvent se traduire de la mani~re sui- 

vante: Pour la cat6gorie d'616ments consid6r6e, on peut faire correspondre A tout couple 

d'616ments A, B, un hombre (A, B ) ~  o, ayant des propri~t6s tr~s analogues ~t celles 

de la distance de deux points et tel que: I ~ B coincide avec .4 si (A, B ) - - o  et 

2 ~ B tend vers A si (A, B) tend vers z6ro. En adoptant cette hypoth~se illOinS g6n~- 

tale, mais cependant tr~s 6tendue, on obtient des r6sultats plus pr6cis et plus nombreux. 

La voie que nous venom d'indiquer nous a conduit i~ Ia gdu&alisation de presque 

tous les thdor~mes sur les ensembles lindaires et sur Ies fonctions continues (du moins, de 

ceux qu'on peut dnoncer d'une rnanibre inddpendante de la nature des ddments que l'on 

consid~re). 

I1 fallait d'abord voir comment transformer les 6nonc6s des th6or6mes pour qu'ils 

conservent un sens dans le cas g6n6ral. I1 fallait ensuite, soit transcrire ]es d6monstra- 

tions dans un langage plus g~n6ral, soit, lorsque cela n'6tait pas possible, donner des 

d6monstrations nouvelles et plus g~n~rales. I1 s'est trouv6 que les d6monstrations que 

nous avons ainsi obtenues sont souvent aussi sin]pies, et quelquefois m~me plus sim- 

ples, que les d~monstrations particuli~res qu'elles rempla~aient. Cela tient sans doute 

ce que la position de la question obligeait ~t ne faire usage que de ses particularit6s 

vraiment essentielles. D'ailleurs, nous n'avons eu besoin dans cette PRES~I~RE PARTIV. que 

des notions les plus ~16mentaires (en dehors de la d~finition et des propri6t6s de la 

puissance d'un ensemble). 

Dans la S~.cOlqDV. PARTIE nous avons appliqu6 les r~sultats g~n~raux ainsi obtenus, 
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diverses categories d'~l~ments, chacune d'une nature d&ermin&. La seule difficult~ 

consistait ,-t montrer que chacune de ces categories se trouvait r@ondre aux conditions 

g~n~rales n&essaires pour la validit~ des th~or~mes de la PRE~II~RE PART~e. Cela fail, 

il ne restait plus qu'~i ~noncer ces th~or&nes dans chaque cas. Nous attirons en particu- 

lier l'attention sur la d~finition que nous avons donn& de <~ l'&art ~ de deux courbes, 

de deux fonctions holomorphes~ etc. It semble que ce soit par ce seul moyen qu'on 

puisse (en g~n~ralisant ainsi la notion d'intervalle) s'affranchir un peu de la consid& 

ration des ensembles. 

Chemin faisant, nous avons pr&is~ la d~finition de deux courbes et compl&~ un 

th~or~me important de M. ARz~Lk sur les ensembles ~ compacts ~ de courbes. 

D'ailleurs une table des mati~res indique en d&ail les divisions adopt&es. 

J'ose esp&er que les propositions nouvelles que j'ai pu obtenir dans le cas des 

courbes par exemple, justifieront l'utilit~ des consid&ations g~n&ales dont je les a id& 

duites. Mais si la preuve restait 2t faire de cette utilit~ pour les applications, die r6sub 

terait manifestement de l'usage qui a &~ d@'t fail des cas particuliers classiques; par 

exemple par M. ARZELk en ce qui concerne les ensembles de fonctions (vI~ wI 0 et par 

M. L~. Roux pour l'espace ~ une infinit~ de dimensions (xix). 

8. Pour plus de nettet6, les propositions que je crois nouveUes sont les seules im- 

prim&s en italiques. Quelques-unes d'entre dies ont d'ailleurs &~ d~j~ pr6sent&s /t I'A- 

cad~mie des Sciences les 2I Novembre I9o4, 2 Janvier, 27 F&rier~ 20 Mars et 27 

Novembre i9o5, ou publi&s sons une autre s dans une Note des Transactions of 

the American Matbematical Society (xxvi 0. Enfin, pour ne pas &re trop long, j'ai laiss~ 

de c6t~ des recherches se rapportant ~i d'autres parties du Calcul Fonctionnel et que 

j'avais publi&s ailleurs (xxw 0. 

Je ne veux pas terminer cette IlqTRODUCTmS sans exprimer la reconnaissance que 

je garde fi mes maitres pour les encouragements qu'ils n'ont cess~ de me donner. Je 

dois remercier tout particuli~rement M. HADA~IARO qui a bien voulu s'int~resser au 

d&eloppement de ce travail et dont les pr&ieuses remarques m'ont amen~ ~t en per- 

fectionner en bien des points la r~daction. 
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PREMIt RE PARTIE. 

INTRODUCTION DE LA NOTION DE LIMITE 

DANS LES ENSEMBLES ABSTRAITS. 

C H A P I T R E  I. 

Notions g~n~rales sur les ensembles  d'6Mments d'une elasse (L). 

4. Ob/et du Caloul FonotionneL--Consid~rons un ensemble E form~ d'~l~ments quel- 

conques (nombres, points, fonctions, lignes, surfaces, etc.) mais tels qu'on en sache 

discerner les 61~ments distincts. A tout ~l~ment .4 de cot ensemble raisons correspondre 

un nombre dStermin~ .U(3) ;  nous d~finissons ainsi ce que nous appellerons une opal- 

ration fonctionnelle uniforme dons E. 

L'~tude de ces operations est l'objet du Calcul FonctionneI. II est ~t presumer que 

les propri~t6s de chaque op6ration d~pendront, d'une part des propri&~s de l'ensemble 

dans lequel die est d6finie, d'autre part de la nature de la correspondance qui d~finit 

l'op~ration, c'est4-dire de la correspondance (non univoque) entre les ~l~ments de E 

et certains nombres qui sont les valeurs de l'op~ration. On voit donc que le calcul 

fonctionnel comprend n~cessairement une th~orie pr~liminaire des ensembles. 

5. Th6ori8 des enssmbles.--Les r~sultats qu'on obtiendra dons une telle th6orie seront 

d'autant plus 6tendus qu'on s'adressera h des ensembles plus g~n~raux. Pour obtenir la 

plus grande g~n~ralit~ possible, il y aurait donc lieu de chercher d'abord des r~sultats 

applicables ~t des ensembles abstraits, c'est4-dire dont on ne sp~cifie pas la nature des 

~l~ments. 

Les r~sultats los plus importants qui ont ~t~ obtenus jusqu'ici dans cet ordre 

d'id~es sont ceux qui concei'nent los notions (introduites par M. G. CANTOR)de puis- 

sance d'un ensemble et d'ensemble ordonn6. 

Pour la PREMIERE PARTIE de ce travail, je n'aurai ~ supposer connus (on dehors 

des notions math~matiques les plus ~l~mentaires) que ces r~sultats, et m~me seulement 

les plus simples d'entre eux *). En particulier, je n'aurai pas ~ utiliser la th~orie des 

ensembles tin,aires et des s continues qui apparaitra, au contraire, comme un 

corollaire tr~s particulier de notre th6orie g~n6rale. 

6. La notion de Iimite clans los ensembles abstraits.--Les r~sultats les plus connus et 

en fait les plus importants de la th~orie des ensembles sont ceux que l'on d~duit de la 

notion de limite d'une suite d'~l~ments. Or, on n'introduit jamais cette notion qu'apr~s 

avoir abandonn~ l'~tude des ensemblcs abstraits et en sp6cifiant bien nettement la nature 

des ~l~ments que l'on consid~re. C'est le m~me fait qui se produisait lorsqu'on d~velop- 

~ Voir par exemple II, pages i, 2; et m, pages 27, 28. 
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pait s~par6ment les theories des groupes de mouvements, de substitutions, de transfor- 

mations, etc., off chaque cat6gorie d'616ments donnait lieu ~l un mode de composition 

parfaitement d~fini, mais dont la d~finition variait d'une cat6gorie ~l l'autre. On ne put 

arriver ~t une th6orie commune qu'en s'abstenant de donner une d~finition g~n6rale de 

ce mode de composition, mais en recherchant les condkions communes aux d6finitions 

particuli~res et en ne retenant que celles qui &aient indbpendantes de la nature des 

~16ments consid&& (xxiv). C'est aussi d'apr~s le m6me point de vue qu'on a &6 amen6 

~l simplifier l'&ude des forces, des vitesses, des rotations, etc., en les faisant pr&~der 

d'une th~orie des vecteurs. Cette id6e se retrouve un peu modifi6e dans l'usage qui tend 

se r6pandre des d6finitions , descriptives ~ particuli~rement pr&onis&s par M. DRACH 

(XXI). Tetles sont, par exemple, les d6finitions de la mesure d'un ensemble qui ont &~ 

propos&s par M. BORV.L *) et M. LEBESGUE (IV, page 102); la dbfinition de l'aire in- 

troduite par M. HADAMARD dans ses Lemons de G~om&rie t~16mentaire (ARMAND COLIS, 

1898), etc. Mais il y a cette diffbrence que dans la d6finition , descriptive )~ on 6nonce 

des propri&~s caractdristiques de l'&re que l'on veut ddfinir (iv). Au contraire, dans la 

th6orie des groupes abstraits, le mode de composition est suppos6 d6fini ~ l'avance dans 

chaque cas particulier; mais on ignore volontairement cette d6finition pour ne retenir 

que certaines conditions g6n&ales qu'elle remplit mais qui ne la ddterminent pas. 

En procbdant ainsi, il arrive que certaines d~monstrations sont rendues plus diffi- 

ciles puisqu'on se prive d'une representation plus concr&e. Mais ce que l'on perd ainsi, 

on le regagne largement en se dispensant de r6p&er plusieurs fois sous des formes dif- 

f6rentes les m6mes raisonnements. On y gagne souvent aussi d'apercevoir plus nette- 

ment ce qui dans les d&nonstrations &ait v6ritablement essentiel et de les simplifier 

ainsi en les d6barrassant de ce qui ne tenait qu'~t la nature propre des 616ments con- 

sid6r~s. C'est ce que nous allons essayer de faire pour le Calcul Fonctionnel et en par- 

ticulier pour la th6orie des ensembles abstraits. 

7- Si l'on examine avec soin les diverses dbfinitions classiques de la limke d'une suite 

de nombres ou d'une suite de points ou d'une suite de fonctions, etc., on remarque 

imm~diatement que toutes ces d~finitions satisfont ~t deux conditions I et II que l'on 

peut ~noncer ind~pendamment de la nature des ~l~ments consid&~s. Ce sont ces condi- 

tions qui nous suffaront tout d'abord pour g~n~raliser certaines propositions de la Th~o- 

rie des Fonctions. 

Dor~navant, nous nous limiterons donc ~ l'~tude des ensembles tir~s d'une classe (L) 

d'dldments de nature quelconque mais satisfaisant aux conditions suivantes: on salt di- 

stinguer si deux r162 de la classe (L) sont distincts ou non. De plus, on a pu donner 

une dr de la limite d'une suite d'dl~ments de la classe (L). Nous supposons donc 

qu'dtant choisie au hasard une suite infinie d'glr (distincts ou non) de la classe (L), 

on puisse dire d'une facon certaine si cette suite . 4 ,  . 4~ , . . . ,  . 4  , . . .  a ou non une limite 

*) ~ Darts tous les cas, elle proc~de de la m~me id& fondamentale: d~finir les ~l~ments nouveaux 

c~ que l'on introduit it l'aide de leurs propri&~s essentieUes, c'est4-dire de ceUes qui sont strictement in- 

c( dispensables pour les raisonnements qui doivent suivre ~ (I, page 48). 
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.4 (d'ailleurs unique). Le procddg qui permettra de donner la rdponse (autrement dit la 

dgfinition de la limite) est d'ailleurs absolument quelconque, assujetti seulement it satisfaire 

aux conditions I e t  II dont nous avons parlg et qui sont les suivantes : 

I) Si chacun des glgments de la suite infinie A ,  A2, . . . ,  A ,  . . .  est identique it 

un mgme dlgment A,  la suite a certainement une limite qui est A.  

II) Si une suite infinie 21 ,  A 2 , . . .  , A  , . . .  a une limite A, toute suite d'glhnents 

de la premikre suite pris dans le mdme ordre: A , , ,  A . , ,  . . . ,  A .p ,  . . .  (les hombres 

entiers n ,  n=, . . . ,  n# iront donc en croissant) a une limite qui est aussi A.  

8. Les d~/~nitions uaue//es de /a th~orie des enaemb/e8 ponotuela ~tendue8 aux ensembles 

abstrai ts.-  II nous est actuellement possible, dans l'hypoth~se o~ nous nous sommes 

plac+s, de g~n~raliser les d~finitions qui sont ordinairement adopt~es dans la th6orie des 

ensembles ponctuels. 

Nous consid~rons donc un ensemble quelconque E d'~l~ments d'une classe (L) off 

l'on salt d~finir conform+ment aux conditions I et II~ la limite d'une suite d'~l+ments. 

Nous dirons qu'un ~l~ment A de la classe (L)es t  un glgment limite de E lorsqu'il 

existe une suite infinie d'~l~ments de E: A,,  A2~. . . ,  A . , . . .  qui sont distincts et tendent 

vers A. Nous appeUerons ensemble dgrivd d'un ensemble E et nous d~signerons par la 

notation E' l'ensemble des ~l~ments limites de E. Nous dirons qu'un ensemble est fermg 

lorsqu'il contient son ensemble d~ri%; qu'il est parfait lorsqu'il coincide avec son d~ri%. 

Enfin, consid~rant un ensemble donn~ H comme ensemble fondamental, nous dirons 

qu'un 61~ment A d'un ensemble quelconque E, form6 d'~l~ments de H, est intdrieur it 

E au sens gtroit lorsque A est un ~l~ment de E qui n'est limite d'aucune suite d'~l+- 

ments distincts A,,  A=, . . . ,  A ,  . . .  appartenant ~ H sans appartenir i E. 

Ces d~finitions sont usuelles dans le cas particulier des ensembles ponctuels. Nous 

introduirons encore avec M. LINDF.LOF (H, page 4) la notion d'g:l~ment de condensation 

d'un ensemble. Mais nous donnerons une d+finition diff+rente de la sienne (qui ne se 

prate pas ~. la g~n~ralisation actuelle), quoique ~quivalente dans le cas off il se place, 

celui des ensembles ponctuels. Nous appellerons glgment de condensation d'un ensemble 

E, un ~l~ment limite de E qui est aussi un ~l~ment limite de tout ensemble obtenu 

en supprimant de E une infinit+ dgnombrable (II, page 2) d'+l~ments. On volt qu'un en- 

semble ne peut donner lieu ~t un ~l~ment limite que s'ii poss~de une infinit& d'61+ments 

distincts et qu'un ensemble ne peut donner lieu ~t un +l~ment de condensation que s'il 

poss~de une infinit+ non d+nombrable d'61~ments. 

9. Los ensembles oompaots.--Nous verrons par la suite qu'il y a utilit~ ~i introduire 

une nouvelle notion, celle d'ensemble compact qui joue le m~me r61e dans la th6orie 

des ensembles abstraits que la notion d'ensemble limit+ dans la th+orie des ensembles 

ponctuels. Nous dirons qu'un ensemble est compact lorsqu'il ne comprend qu'un hom- 

bre fini d'616ments ou lorsque toute infinit+ de ses 6l~ments donne lieu i au moins 

un 616ment limite *). Lorsqu'un ensemble est i la fois compact et ferm~ nous l'appel- 

~ Voir plus loin un exemple d'ensemble compact (n ~ 86) et d'ensemble non compact (n ~ 85). 
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lerons ensemble extr6nal; cette d6nomination se justifiera plus loin (n ~ II) .  Le r61e 

de l'ensemble extr6mal clans la th6orie des ensembles abstraks est assez semblable A 

celui de l'intervalle dans la th6orie des ensembles lin6aires. I1 y a aussi une grande 

analogie entre les ensembles compacts et les ensembles limitds ponctuels. Cette analo- 

gie est raise en 6vidence par les remarques suivantes qui r~sultent imm6diatement de 

la d~finition: Tout ensemble contenant un ensemble non compact est non compact. Toute 

partie f u n  ensemble compact est compacte. Tout ensemble form~ f u n  nombre fini d'ensembhs 

compacts est un ensemble compact. L'analogie se retrouvera d'ailleurs constamment par 

la suite. 

Si on consid~re une suite d'ensembles E ,  E ,  . . . ,  E ,  . . .  formgs d'gl~ments d'un 

mdme ensemble compact E, chacun fermd, contenu dans le pNcMent et possMant au moins 

un gldment, il y a ndcessairement un glgment commun d tous ces ensembles. 

En effet, il y a au moins un ~l~ment M d a n s E , M  dansE2,  etc. S'il y a une 

infinit~ d'~16ments distincts dans la suite M ,  M ,  . . . ,  soient M~,, M~,, . . .  ceux-ci. 

L'ensemble E &ant compact, cette derni~re suite a au moins un ~l~ment limite M;  

comme elle est contenue dans E,p ~ partir de M ~ ,  M sera un ~16ment limite de E,,e et 

par consequent appartiendra ~ l'ensemble ferm~ E,,~. Ainsi M apparfient A E ~  et par suite 

~l E , ,  E , ,  . . . ,  E~.  Comme cela a lieu quelque soit p, il en r~sulte que M est commun 

~l t ous l e s  ensembles E ,  E , . . .  Si, au contraire, il n 'y a dans la suite M ,  M , . . .  

qu'un hombre fini d'~l~ments distincts, c'est qu'il y a an moins un 61~ment M qu! est 

r6p&6 une infink~ de lois dans cette suite, soit M ~ M,,, ~:~ M~:---~ Alors M est 

contenu, quelque soit p, dans E ~  et par suke dans E ,  E , ,  . . .  ~ E,,~. I1 est donc commun 

tous le s  ensembles E ,  E~, . . . ,  E ,  . . .  *). 

Les op6rations continues. 

xo[ I1 nous est maintenant possible de d4finir la continuit6 d'une fonction dans un 

ensemble abstrait. Nous dirons qu'une op4ration fonctionnelle V uniforme dans un 

ensemble E d'614ments d'une classe (L)  est continue dans E, si, quel que soit l'616ment 

d de E limite d'une suite d'bl6ments A ,  d2,  . . . ,  A ,  . . .  de E, on a toujours: 

V(A)  - -  lim V(A,,). 
~1~oo 

Au contraire, nous ne pouvons pas encore g~n~raliser la notion de continuit~ uni- 

forme. Nous verrons plus loin comment on peut l'introduire en consid&ant des classes 

d'~l~ments moins g~n~rales que la classe (L)  (voir n ~ 47). 

I I. Nous g~n~raliserons d'abord un r~sultat ind~pendant de la notion de continuit~ 

*) La d6monstration pr&6dente est un exemple caract6ristique du genre de d6monstration que nous 

emploierons constamment par la suite. Toutes les fois que nous aurons affaire h un ensemble extr6mal, 

nous aurons toujours /t extraire une suite d'616ments de l'ensemble, tendant vers un ~l~ment de Fen- 

semble. Pour se rendre compte de la transformation qu'il faut effectuer sur les d~monstrations ordi- 

nalres relatives aux ensembles ponctuels, volr la d~monstrafion correspondante de M. BAIRE (m, page I8), 
oil il utilise la division d'un intervaUe en intervalles moifi6s, ce qui n'est pas g6n6ralisable. 
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et qui a ~t6 6nonc6 d'abord par WEIERSTRASS pour les ensembles ponctuels, puis par 

M. ARZEL~ pour les ensembles de courbes *). 

TH~OR~ME. - -  Etant dounde une opdration U uniforme dans un ensemble extra'real 

E, il existe an moins un dldment A de E tel que la limite supdrieure **) ~ (finie ou non) 

de U dans E soit dgal d la limite supdrieure de U dans tout ensemble K d'dgments de 

E auquel 21 est intdrieur at, sens gtroit [en considgrant E comme l'ensemble fondaJ~ental 

(n ~ 8)]. 

Le th6or~me est 6vident si E ne comprend qu'un nombre fini d%16ments ou si U 

atteint sa limite en un ~l~ment d6termin6 de E. 

Dans le cas contraire, on pourra trouver, quel que soit n, un 61~ment . 4  de E tel 
I 

que U ( A . ) ~  ~ ,  *% 6tant 6gal ~. ~ - - - - ,  si ~. est fini, ou A n, si y. est infini. 
n 

Un m~me 61~ment B ne peut ~tre tel que U ( B ) ~ x  pour une infinit~ de valeurs 

de n, sans quoi l'on aurait U(B)--~y., ce qui est contraire A notre hypoth~se. I1 y a 

donc une infinit~ d'616ments distincts dans la suite 21,  A , ,  . . .  , A ,  . . .  , et comme 

E est compact, cette infinit~ a au moins un 616ment limite A. En d~finitive, il y a 

une suite .4., ,  A . , ,  . . . ,  extraite de la premiere et qui tend vers un ~l~ment A de 

E~ car E est ferm& 

Je dis que 21 satisfait ~t la condition annonc6e. 

En effet, si K est un ensemble auquel 21 est int+rieur au sens &roit, les 61tments 

de la suite 21.,, 21.~, . . . ,  sont tous des 616ments de K ~t partir d'un certain rang q 

(sans quoi 21 serait limite d'une suite d'616ments de E n'appartenant pas ~t K). Mais 

alors la limite sup+rieure y. de U dans K est au moins ~gale ~t U ( A . ~ ) ~  ~,,~ quel 

que soit p ~ q. On a donc ~ "~ y. ~ ~..~, ~.,,~ tendant vers b'-. D'ofl ?. = F'. 

Le th+or+me precedent s'6noncerait de la m~me mani~re pour la limite inf6rieure. 

On en d6duit imm+diatement l'important corollaire suivant : 

COROLLAIRE.--Toute opdration COZ~TI~UE dans un ensemble extrgmal E: I ~ est bornge 

dans cet ensemble; 2 ~ atteint en au moins un aliment de cet ensemble sa limite supdrieure, 

et en au moins un dldment de cet ensemble sa limite inffrieure. 

Ainsi, lorsqu'un ensemble E est extr+mal, toute operation continue y atteint chacun 

de ses extrema. C'est cette circonstance qui nous a s adopter la d6nomination d'en- 

semble extr6mal qui se trouve encore justifi+e par la suite (n ~ 51). 

On peut donner un corollaire plus &endu en un certain sens que le corollaire 

pr6c+dent en consid6rant les op+rations semi-continues sup6rieurement ***). Nous dirons 

*) Voir v, page 347. M. ARZEL.k y suppose en outre que E est un ensemble continu au sens que 

j'indique un peu plus loln (n ~ I2), condition qui n'est pas n~cessaire. 

**) On appelle limite sup6rieure d'un ensemble de nombres, une quantit6 [~ telle que tout hombre 

de rensemble soit au plus 6gal ",i y. et que, quel que soit ~ ~> o, il y ait au moins un nombre de l'en- 

semble sup~rieur /t ~ . -  ~. Lorsqu'un tel nombre ~ n'existe pas, on dit que la limite sup6rieure est 

infinie. 

***) Cette d6finition est une g~n6ralisation de celle qui a 6t~ propos6e par M. BAIRE (m, page 7 0  

pour les ensembles ponctuels. 
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qu'une operation U uniforme dans un ensemble E est semi-continue sup6rieurement 

dans E si, quel que soit l'~l&nent A de E limite d'une suite d'61+ments de E distincts: 

A ,  A2, A; ,  . . . ,  A ,  . . . ,  U(A)  est au moins Sgal k la plus grande des limites *) de 

la suite U ( A ) ,  U(A,),  U(A3), . . .  , U(A,) ,  . . . .  

COROLLAIRE.- Ton.te opgration semi-continue supdrieurement dans un ensemble ex- 

trgmal E:  I ~ est bornge sup~rieurement dans E; 29 atteint en au moins un glgment de 

E sa limite supgrieure **). 

La d~monstration est la m~me que pr&+demment; mais on ne peut plus rich 

dire sur la limite inf~rieure. 

I2.  Tt t~OR~ME.--Si  U est une op&ation continue darts un ensemble continu E, U 

prend en au moins un glgment de E toute valeur comprise entre deux quelconques des va- 

leurs prises par U. 

J'appeUe ensemble continu, un ensemble tel qu'&ant donn~s deux quelconques de 

ses 61~ments A, B, on peut extraire de E un ensemble F dont chaque ~l+ment cor- 

respond ~t un point de l'intervalle (o, I)  sur un axe o t et inversement. L~ corre~pon- 

dance est suppos+e telle que si deux +l~ments A ,  A 2 de F correspondent ~t deux 

points t ,  t ,  A, tend vers A, quand t I tend v e r s t  1. Le th~or~me pr&~dent a &~ 

d~montr~ pour les fonctions de lignes par M. ARZEL~. (V, page 348). Sa d~monstration 

se g6n6ralise imm+diatement au cas actuel et revient ~t consid~rer dans F, l'op&afion 

U comme une fonction de t. 

Les sdries d'opdrations continues. 

I8. Convergenoe uniforme et quasi-uniforme.- Consid&ons une suite d'op+rations 

continues dans un m~me ensemble E ;  soient: 

U, U~, U, . . . ,  U.,... 
Lorsque cette suite est convergente en tout point de E, la limite d~finit une op& 

ration uniforme dans E, soit U. I1 est souvent utile de savoir si cette limite est ou 

non une op+ration continue dans E. II n'y a aucune raison pour qu'il en soit toujours 

ainsi. 

Un cas tr~s g~n+ral off l'on est assur~ de la continuit+ de U est celui off la con- 

vergence de la suite est uniforme. Nous dirons qu'une suite d'op+rations quelconques 

uniformes dans E converge uniformdment dans E vers une operation U si, quel que 

soit le nombre ~ ~ o, on peut trouver un entier p tel que n ~ p entraine 

[ U ( A ) -  U(A)I ~ ~ en tout ~l~ment A de E. 

*) l~tant donn6e une suite infinie de nombres tq , u~ . . . .  , u , ,  . . . ,  la plus grande des limites 

de cette suite est un nombre )~ tel que, quel que soit s, on puisse trouver un entier p de faqon clue 

l'on ait u, < )'-t-" E pour n Dp  et qu'il existe un entier m > p  pour lequel u , ,~>) , -  s. S'il n'y a 

aucun nombre k satisfaisant ~t ces conditions, on dit que la plus grande des limites est infinie. 

**) Ce th~or~me est utilis6 par exemple dans la recherche des g6od~siques, car la longueur d'une 

courbe est une fonction semi-continue inf+rieurement de la courbe elle-m~me (n ~ 9S). (Voir aussi xvn). 

R~d.  Circ. Matem. Palermo, t. XXII  (i9o6). ~ Stampato il u 9 maggio x9o6. 2 
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On d&nontre facilement que si une suite d'op&ations U ,  U ,  . . . ,  continues 

dans un ensemble quelconque E converge uniform&nent vers une op&ation U, celle-ci 

est continue dans E. 

I4. Mais la limite peut &re continue sans que la convergence soit uniforme. On a 

donc &~ anaen~ .a chercher une condition moins restrictive pour la convergence. 

M. ARzt~Lk est parvelm Jl r&oudre le probl~me par l'introduction de la convergence 

quasi-uniforme. Sa d~monstratiou assez compliqu& ne s'applique qu'aux fonctions d'une 

variable 0x). Mais M. BoRer. a donn~ ensuite une d&nonstration plus simple (H, page 

4 2) qui se g~n&alise imm~diatement aux ensembles d'61~ments d'une classe (L) avec 

une l~g&e modification n&essit& par notre hypotMse plus g~n&ale. 

Nous dirons qu'une suite d'op&ations U ,  U ,  . . . ,  U ~ . . . ,  uniformes dans un 

ensemble E converge quasi-uniformbnent vers une op&ation U, lorsque, &ant donn~s le 

hombre e ~ o et un entier quelconque N, on peut d&erminer, une lois pour toutes, 

un entier N ' ~  N tel que, h tout +l~ment d de E, on puisse fake correspondre un 

entier n~ tel que 

N ~ na L N', I U ( A ) - -  U,,~(A)I < ~. 

Lorsqu'il y a convergence uniforme, il y a aussi convergence quasi-uniforme. D&s 

lors, le thtortme que nous avons 6nonc6 plus haut est une consequence du suivant: 

Lorsqu'une suite d'opdrations U, , U= , . . . ,  U ,  . . .  continues dans un ensemble quel- 

conque ]ormd d'dldments d'lme classe (L)  converge quasi-uniformdment dans E vers une 

op&ation U, celIe-ci est continue dans E. La d&nonstration est la gtn&alisation directe 

de celle de M. BoREr @, page 42). Ce th~orhme admet une r&iproque, mais cdle-ci 

ne s'applique qu'~. un ensemble E extrtmal. 

I1 suffit de g&&aliser la seconde dtmonstration de M. BOReL (tI, page 43-44); ce- 

pendan b pour dtmontrer qu'une certaine quantit~ n a d&erminte en tout 6l&nent A 

de E est born& dans E, il est impossible de diviser comme lui en intervalles de lon- 

gueurs d&roissantes. Mais s i n e  n'est pas bornt, on peut former~ puisque E est extrdmal, 

une suite d'~ltments de E: d ,  d=, d3, . . .  qui tendent vers un ~lbment de E et tels 

que nA~ tende vers l'infini avec p. Le reste de la d~monstration s'ensuit. 

On peut cependant donner un 6nonc6 de la r&iproque applicable ~t un ensemble 

quelconque. En la combinant avec le thtorOme direct, on obtient la proposition suivante: 

Pour qu'une suite d'opgrations U ,  U=, . . . ,  U , . . .  continues dans un mgme en- 

semble E formd d'd&nents d'une classe (L) converge vers une op&ation continue dans E, 

il faut et il su~t que cette suite 

formd d'ddments de E. 

Ii suffit de montrer que si 

de E: A ,  A ,  . . . ,  A ,  . . . ,  

converge quasi-uniformdment dans tout ensemble extrdmal 

un 616ment d de E est limite d'une suite d'L16ments 

o n  a :  

U(A) - -  lim UCA). 

Or l'ensemble F form6 des 616ments A, A ,  A , .. est extr6mal. On peut donc 

lui appliquer la r&iproque d@i d6montr& dans ce cas. 

15. Los opdrations ~galement continues. --Consid6rons une famiUe~ d'op6rations con- 
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tinues dans un m6me ensemble E form~ d'~l~ments d'une classe (L). Dans un grand 

nombre de questions de l'Analyse, il serait utile de savoir si la famille ~ est telle que 

de toute infinit~ d'op&ations de ~ distinctes, on peut tirer une suite Uz, U2, . . . ,  

U,,, . . .  qui converge uniform~ment vers une limite U n&essairement continue dans 

E. Nous dirons qu'une telle famille ~ est compacte. 

M. ARZELk qui a montr~ comment le fait de savoir qu'une famiUe est compacte 

simplifierait bien des d&nonstrations de l'Anaiyse, est parvenu ~ r~soudre cette question 

dans le cas o6 les 61~ments de E sont des nombres (v, page i). 

I1 utilise pour cela la notion d'dgale continuitd inu'oduite par M. ASCOLI (XXlI). 
Comme nous nous plagons ~ un point de vue bien plus g~n&al que ces deux auteurs, 

nous allons donner une d~finition de l'~gale continuit~ ind@endante de la notion d'in- 

tervalle. Nous reconnaitrons ensuite qu'elle coincide avec la d~finition de M. ARZELk 

dans les ensembles consid~r~s par lui. La d6monstration de M. ARZELk est compliqu~e 

et ne se g~n&alise pas '5 notre point de rue actuel. Nons donnerons une d&nonstration 

diff~rente dont la marche g~n&ale est au fond la meme que celle de M. HILBERT pour 

l'existence des g~od~siques (xx). Mais M. HILBERT n'avait pas vu que sa mgtbode pou- 

vait se g~n~raliser beaucoup plus loin que celle de M. ARZELk, tandis que son rgsultat 

est au contraire une consfiquence immediate du th~or~me de M. ARZELk. 

Nous dirons que des operations uniformes dans un meme ensemble E form~ d'~l& 

ments d'une classe (L), constituent une famille ~ d'op&ations ~galement continues en A 

dans E, si, ~tant donn~ un nombre ~ ~ o et une suite quelconque d'bl~ments de E: 

A I, A2, . . . ,  A ,  . . . ,  ayant pour limite un ~l~ment A de E, on peut trouver un 

entier p tel que l'in~galit~ n > p entraine 

u(A)I < 
quelle que soit l"opdration U de la famille ~ .  

I1 est d'ailleurs bien entendu que le nombre p ind~pendant de U peut au contraire 

varier avec la suite A ,  A , . . .  , A ,  . . . .  Ii r&ulte imm+diatement de la d+finition, et 

comme il le fallait, que des op6rations dgalement continues dans E sont en pardculier 

chacune continue dans E. Inversement~ si des op6rations en hombre fini sont conti- 

nues dans E, elles sont ggalement continues dans E. Mais cette remarque n'est plus 

exacte pour une infinit+ d'op+rations distinctes. 

Pour arriver au but que nous nous sommes propose, nous d+montrerons une s+- 

rie de propositions int+ressantes en elles-m6mes, mais impliquant pour E et ~ des 

hypotheses diff&entes. En les combinant dans le cas off toutes ces hypothbses sont 

simukan+ment r6alis~es, on obtient le r&ultat cherch& 

16. I ~ LEMME. - -  La limite U d'une suite convergente U., U,, . . . ,  Or,, ...  d'o- 

p+rations 6galement continues dans un ensemble E, est une operation continue dans 

E. De plus, si E est extr~mal, la convergence est n&essairement unfforme dans E. 

En effet, si on consid~re un 61+ment quelconque A de E, limite d'une suite d'+- 

l~ments de E: A ,  A~, . . .  , _d, . . . ,  on a 

i (-Z)I < pour n > 
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quel que soit q. Si on fait croltre q ind~finiment, on aura ~t la limite 

1o( .4)  - u(`4 . ) l  _L ~, pour n > p. 

Cela prouve que U est continue en tout +16ment `4 de E. 

De plus, on volt que si les op}rations d'une famille ~ sont ~galement continues 

dans E, il en sera de m~me des op+rations de la famille ~ , ,  fortune par l'ensemble de 

operations limites dans E d'une suite infinie d'op+rations de ~ (s'il y en a). 

Supposons maintenant que E soit un ensemble extr~mal. Si des op+rations ~gale- 

ment continues U ,  U~, . . .  convergent vers une limite U dans un ensemble extr~mal 

E~ la convergence est n~cessairement uniforme. Sans quoi, on pourrait trouver un 

nombre ~ ~ o tel que, quel que soit n, il y ait un +l+ment `4  de E et un entier p, ~ n 

pour lesquels 
1u~.(`4.) - -  u(`4.)l > ~; 

et puisque E est extr~mal, on peut supposer que A ,`4, ~ . . .  tendent vers un ~l~ment 

A de E. On aura donc: 

I up, (`4.) - -  u(`4..)l _~ I up, (`4,) - -  vp. (`4)1 + Iu(`4)- -  u(`4.)l + Iu(`4)- -  up.(`4)l. 

Puisque Up.(`4) tend vers U(A) et que les op6rations U ,  U , . . .  sont ~galement 

continues, on pourra trouver k' et k" de fa{on que le dernier terme soit inf~rieur ~t 

pour n > k' et que les deux premiers soient inf6rieurs chacun ~t ! pour n > k". 
3 3 

On aura donc pour n > k' + k": 

I up. (`4.) - -  u(`4.)l _L~. 

Nous arrivons donc bien ~t une contradiction. 

17. 2 ~* LEM~tF.. ~ Consid~rons une suite d'op+rations U ,  U ,  . . .  convergente 

dans un ensemble D. Sices  operations so,at +galement continues dans l'ensemble F 

form+ des +16ments de D et de son ensemble d+riv+ D', la suite consid6r~e est aussi 

convergente dans F. 

I1 suffit de d6montrer que la suite est convergente en tout +l~ment .4 limite d'une 

suite d'~l+ments de D : `4 ,  A,,  . . . ,  `4., . . .  Or, on peut, &ant donn6 ~ > o, trouver 

p tel que: 

1 ~ ( ` 4 ) -  v~ (`4.)i < T '  

pour n ~ p, quei que soit q, puisque les op6rations sont ~galement continues. Pre- 

nons une va}eur d6termin+e de n ~ p, par exemple n " - p  + I. Puisque la suite 

U, (A~+,), U, (A~+,), . . .  est convergente, on peut trouver un entier r tel que l'on ait: 

I v.+,(`4~+,) - -  u,(`4~+,)l < T '  

quel que soit k. 

Alors on aura~ quel que soit l'entier k, 

Iv,+,(`4) - v,(`4)l & IU,+,(`4) - -  u,+~(`4~+,)l + IUr+,(`4~+3 - -  U.(`4~+.)I 

+ I U , ( ~ + , ) -  U,(`4)t < ~. 
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D'apr~s un th6orbme de CAUCHY, cela prouve que la suite U (A), U2(A), . . .  

est convergente. 

18. 3 ~m~ LEMME. - -  Pour que des op&ations continues dans un m6me ensemble 

extr~mal E forment une famiUe compacte ~ ,  il faut qu'elles soient 6galement continues 

et bornbes dans leur ensemble. 

Sices op&ations n'btaient pas born&s dans leur ensemble, il y e n  aurait une: 

U quel que soit n, dont la valeur absolue serait sup&ieure ~t n en quelque 616ment 

A d e E .  

Puisque la famille ~ est compacte, on peut supposer que U ,  U2, . . .  convergent 

uniform~ment vers une op&ation U continue dans E, et que U (A.) tend encore vers 

l'infini. Alors on aura 

I U ( & ) I  L__ I U . ( & ) -  U(-4,)I + [U(&)[. 

Lorsque n crolt indbfiniment, le premier terme du second membre tend vers z&o; 

le second reste fini puisque U est une op&ation continue dans un ensemble extr~mal 

(n ~ i i). I1 est done impossible que le premier membre crolsse ind~finiment. 

De m~me, si les op&ations de ~ n'6taient pas ~galement continues, on pourrait 

trouver une suite d'61~ments de E: A ,  A ,  . . . ,  tendant vers un bl~ment A de E, et un 

hombre ~ tels que, quel que soit n, il existe une op&ation de ~ :  ~ et un entier 

p. > n pour lesquels: 

- > 

Comme la famille ~l~ est compacte, on peut dire en somme qu'il existe une suite 

d'~16ments de E:  A' ' . .  ,, A, ,  . tendant vers un 61~ment A de E, et une suite d'op&a- 

tions de ~ : U' ' ,, U',, . . .  qui convergent uniform~ment vers une op&ation U, de fa~on 

que l'on ait: 

( .)1 > i u , ' , ( . 4 ) -  u" .4' 

(I1 suffit d'extraire convenablement ces deux suites des suites A~,, Ap,, ... et U ,  U,, ...). 

Mais alors : 

I U;, CA) - -  V' .4' __ - -  U" (A')I - -  - -  ( . ) 1 Z  IU(-4") + IU',(~) W ( ~ l  + ICr(-4) U(.4;)I 

et, prenant n assez grand, on voit comme pr&~demment qu'on pourra rendre le second 

membre inf&ieur ~ s, d'ofi la contradiction annonc&. 
O" I Afin d'arriver au thfior6me obneral, j'bnoncerai une derni~re proposition qui est 

d~montr~e plus loin sous une autre forme (n ~ 66). 

Si l'on consi&re pour chaque valeur enti~re de n, une suite infinie S de nombres 

x I"l, ,x ('1, , . . .  x~ I, . . . ,  compris pour chaque valeur de p, quel que soit n, entre deux 

hombres fixes ),~ et tzp, on peut extraire de la suite S,, S~, . . .  une suite S,,, S,,, . . .  

d'indices croissants tels que x~"q ~ tende vers une limite x~, quel que soit le hombre fixe 

p quand nq croit ind6finiment. 

19. Nous sommes maintenant en mesure d'6noncer le tMor6me g6n&al suivant: 

TH~OR~Mr..- Pour que des opgrations continues dans un mgme ensemble extrgmal 

E [ormg d'dldments d'une classe (L), qui appartiennent ?tun mgme ensemble ddnombrable 
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D ou d son ddrivd D', forment une fa,zille co,tpacte ~ ,  il faut et il s ~ t  que les opd. 

rations de ~ soient dgalement continues et borndes dans leur ensemble en tout ddment de E. 

La condition est n&essaire d'aprSs le dernier Lemme. Pour d6montrer qu'elle est 

suffisante, il suffit de d~montrer que, de route suite infinie d'op&ations de ~ : U ,  U~, . . .  

on peut extra[re une suite qui converge uniform6ment dans E vers une op&ation qui 

sera n&essairement continue dans E. 

En effet, appelons A ,  d ,  . . .  la suite des d lC:ments de ['ensemble d6nombrable D 
qn) et consid&ons la suite S des nombres x(x"'~ U ( A ) ,  . . . ,  x; = U(A~) ,  . . .  

Puisque les op&ations de ~ sont born&s dans leur ensemble en tout ~16ment de D, 

.I,) sont, pour chaque valeur de p, compris, quel que soit n, entre deux ces nombres xp 

hombres fixes ).p et Fp. D'apr~s la derniSre proposition que nous avons rappel&, on 

pourra donc extra[re de la suite S ,  S~, . . .  une suite S.,, S.~, . . .  d'indices croissants, 

telle que x)"q ~ z U.q (dp) converge vers une certaine limite x~ et cela quel que soit p. 

Cela veut dire qu'on peut extra[re de la suite U ,  U , . . .  une suite d'op&ations 

U., ,  U.~, . . . ,  U.q, . . .  convergente en tout 61~ment de D. 

D'apr6s le deuxi6me Lemme, cette suite d'op&ations sera aussi convergente en tout 

~16ment de E; d'aprhs le premier Lemme la convergence sera uniforme, et par suite 

la limite continue dans E. 

I ~re R E M A R Q U E .  ~ Si l'on ne suppose plus que l'ensemble E est extr6mal, la d6mon- 

stration pr&~dente prouve encore quelque chose. Elle prouve que si les op&afions de 

sont 6gaflement continues et born6es dans Ieur ensemble en tout 61~ment de E ~ D -J- D', 

on pourra extra[re de toute infinit6 d'op~rations de ~ une suite qui tend vers une op& 

ration continue dans E. Mais on ne saura passi  la convergence est uniforme. D'ail- 

leurs, on peut citer des exemples off, dans ces conditions, la convergence est non uni- 

forme. Elle sera toujours uniforme dans tout ensemble extr~mal contenu dans E. 

2 ~me R E M A R Q U E .  - -  I1 pourrait sembler que la condition E ~ D + D', off D est d6nom- 

brable, est une condition introduite artificiellement dans le seul but d'assurer l'exactitude 

du r6sultat. Nous verrons plus loin que c'est au contraire le cas g6n6ral qui se pr& 

sente dans les applications (n ~ 45, 52) �9 

2o. L'op#ration Iimite 8up#rieute d'un ensemble d'op#rations. - -  Consid&ons une fa- 

mille ~ d'op6rations uniformes dans un ensemble E. En chaque 616ment d de E, 

nous pouvons d6finir un nombre L (d )  qui soit la limite sup&ieure des valeurs e n d  

des op6rations de ~ .  Si les op6rations de ~ sont born&s dans leur ensemble en tout 

616ment de E, nous d&erminerons ainsi une op6ration uniforme dans E, que nous 

appellerons la limite sup6rieure de ~ .  

THkOR~.ME.- [~tant donnde une famille e~ d'opdrations borndes dans leur ensembh 

et dgalement continues dans un ensemble quelconque E, la limite sup&ieure de ~ est une 

opdration continue dans E. 

Ce thSor~me a &6 d~montr6 par M. ARZEL.k (V, page 9) dans le cas off les 616- 

ments sont des points d'une droite. Sa d6monstration se g~n6ralise imm~diatement au 

cas actuel en se souvenant que notre d6finition de la continuit6 rend inutile l'emploi 

des intervalles. 
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21. REMARQ_UE.- Nous  avons vu dans ce qui pr&6de comment  on peut arriver 

g4n4raliser certains th6or&nes connus dans les classes si &endues que nous avons appel&s 

classes (L) .  N6anmoins le petit hombre  des hypothhses que nous avons faites sur les 

classes ( L )  ne nous permettra  pas de poursuivre cette extension. On  s'aper~oit bien 

ri te que certaines propositions fondamenta/es de la th6orie des ensembles lin6aires et 

des fonctions continues, dont  l '6nonc6 mis sous forme convenable pent garder un sens 

pour les classes (L) ,  que ces propositions, dis-je, ne sont plus vraies pour  toute classe 

(L) .  Par  l~t-m4me &houe  toute tentative de g6n6ralisation des propositions ult6rieures 

auxquelles eUes servent de base. 

Les ensembles  ddrivds. 

22. Nous  donnerons en exemple l 'une des plus importantes d 'entre elles: l'en- 

semble d6riv6 d 'un ensemble lin6aire est ferm6. Cette proposition est elle applicable /t 

des ensembles d'61~ments d 'une classe (L)  quelconque ? L a  rdponse est nr 

Consid~rons en effet la classe ( C )  des fonctions d 'une variable x d~finies dans un 

intervalle fixe J :  o ~ x L I e t  convenons de dire qu 'une suite de telles fonct ions:  

f ,  (x) ,  f~ (x ) ,  . . .  tend vers une fonction f ( x )  si, pour chaque valeur x de l'intervalle J,  

f . ( x )  a une limite finie f ( x ) .  Cette d~finition satisfait bien aux conditions I e t  II du 

n~ 7. Donc cette classe ( C )  est une classe (L) .  Cependant  l 'ensemble d6riv6 d 'un en- 

semble quelconque d'~l~ments de la classe ( C )  n'est pas n&essairement ferm& 

*) I1 suffit de consid~rer l'ensemble E des fonctions continues dans jr. L'ensemble E P des fonctions 

limites de fonctions continues est l'ensemble des fonctions de classes o ou I au sens de M. BAIItX 

(nI, page r26). Or on salt qu'il y a des fonctions de classe 2 (m&ne citation), c'est-~-dire qu'il y a 

des fonctions limites de fonctions de E' et n'appartenant pas ~i E. 

~ .  I_imitos do fonotions I imitos.-  Nous nous &arterons un moment de notre sujet pour signaler 

une proposition /t laquelle l'exemple pr&~dent donne un certain inter&. 

Consid&ons un ensemble de fonctions f~P) (x) d~finies darts Hntervalle Je t  teUes que : i ~ la suite : 

f(,')(x), f$2)(x), . . .  f~P)(x) . . . .  

ait une limite d&ermin& f,, (x) et ceci quel que soit n; 2 ~ la suite: 

f~ (x), f= (x) . . . . .  f , (x) ,  . . .  
air une limite d&ermin& f (x) .  

D'apr~s ce qui pr&~de, il ne sera pas toujours possible de trouver deux suites d'entiers n~, 

n 2 . . . . .  p , ,  p . . . . .  teUes que l'on a.it: f ( x ) =  limflP0(x3 
r~ooa n r ~ s" 

Cette remarque justifie l'int6r& qui s'attache au th6or~me suivant : 

TH~OR~ME. --  Consid~rons des fonctions f~P) (x), f,, (x), f ( x )  ddfinies dam un mdme intervaUe J, quels 
que soient les entiers n, p et telles que: 

(I) f ( x )  = limf, (x), f ,  (x) = limf~P I (x). 
~ o o  p~oo 

S'il est en gdndral impossible de cbo#ir des entiers n , ,  p~ tels que l'dgalitd 

f ( x )  = llmrI/'r ) (X) 
r ~ o J  nr  

soit vlrifide en tout point de J, du moins est-il tou]ours possible de les ddterminer de far que cette lgalitl 

soit vlrifile en tout point de J sauf en un ensemble de points de mesure nulle**). 

*) Duns la PF, Em~iaE PARTII~, les sujets qui exigent des connaissances un peu sp&iales sont imprim~s en petits caract~res. 

*') Voir pour la signification de r expression: n, page x6. 
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Pour le d~montrer,  je m'appuierai sur deux remarques prCffiminaires : z ~ Supposons pour simpli- 

tier que l'intervalle J soit l ' interwdle (o, ~) : Si on consid~re une suite d 'ensembles  de points de ] :  E E , 

E~, . . .  ayant pour mesures I - - m  1, I - - m  a, . . . ,  [ 'ensemble des points communs  "a tous ces en- 

sembles a u n e  mesure au moins 6gale ~t I - -  (m, -t- m~ @ . . . ) .  2 ~ M. BOR~L a d~montr~ (zI, page 37) 

que, quel que soit le nombre fixe ~ > o, l 'ensemble de points off le reste de rang n d 'une sSrie con- 

vergente de fonctions de x dans J e s t  en valeur absolue plus grand que s, est un ensemble dont  la 

I 
mesure tend vers z~ro avec - -  

n 

Soient alors ~ et ~ deux hombres  quelconques compris  entre o et I ;  on peut t rouver un entier 

q tel que la mesure de l 'ensemble de points o6 lf--f.] < ~ -  soit sup6rieure ~ I - - - -  pour n~>q--I. 
2 

Puis, on pourra trouver, q 6taut fix6, un hombre  r tel que la mesure de l 'ensemble des points off 

[ f~ - - f~ ) [<~-  soit aussi sup6rieure /t I - - - - ' 2  En tout point commun  aux deux ensembles pr6c6- 

dents, on aura lf--f~l[ < ~ et l 'ensemble de ces points communs  a u n e  mesure  au moins  6gale /t 

:)  I I - ~ - @  = I - - ~ .  I1 en est donc de m6me a fortiori de l 'ensemble des points tels que 

i f  - < s. 

Ceci 6taut, donnons  ~ s e t  ~r deux suites successives de valeurs s , ,  s~, . . .  ; (r, ,  (r2, . . .  Quel  

que soit r, on pourra d~terminer des entiers n , ,  p~ tels que l 'ensemble G, des points o~ l 'on a 

i f _ f ~ l [  < ~ ait une mesure sup6rieure fi I - ~ .  Appelons maintenant  H ,  l 'ensemble des points 

communs  /t G~, G . . . .  G~.  2 . . . .  , G . . . . . . .  Sa mesure est au moins ~gale 5 z - -  (% + % . ~  -t- ' . ' )  

et en chacun de ses points on a if--f~r'~+qq)[ < ~_~, quel que soit l 'entier q. 

Or supposons qu 'on ait choisi, comme cela est possible, les hombres  s~ ,  ~, de fagon que les 

s r tendent  en d6croissant vers z6ro et que la s6rie a~ q -  "2 -~- "" soit convergente.  Par exemple,  admet- 

g glpr+q)[ I 
tons qu 'on ait s ~ = % =  r ~ .  Alors on volt qu 'on  aura en t o u s l e s  points de H~ : 

< (r--~ q) ~ ~J ~ J n r + q  

quel que soit q, donc en tout point  de H~ la suite f~P0, ~fp~) j . ,  , . . .  converge vers f .  D~s lors, l 'ensemble 

H des points ou cette suite converge a une mesure au moins  ~gale /t celle de H~ quel que soit r,  

c'est-~i-dire au moins 6gale ~i i - -  7.2- -[- (r  @ I)* ~- " ' "  ' quel que soit r. Aut rement  dit, l ' ensemble  

H a m6me mesure  que ]. 

~4. RF.~ARO.U~s. - -  i ~ I1 y a un cas particulier important,  off on peut s 'arranger pour que l 'ensemble 

H co'incide avec l 'intervalle J. C'est  celui oh f~/~ (x) tend uniformdment vers f ,  (x), quel que soit n. En 

effet, darts ce cas, on peut choisir pour toute valeur de t~ un entier p ,  tel que l 'on  ai t :  

f.(x)=flp.)(x)._~_ s . ( x )  avec ls . (x) l  < I, 
n 

quel que soit x. Alors on aura :  

f(x) = l i m f .  (x) et o = lim 5. (x) , 

d'otl : .=~  n = ~  n 

f(x) = llmfl, p") (x). 

z ~ Si les 6galit6s ( I )  n'6taient pas v6rifi6es n+cessairement partout, mais l '6taient chacune dans un 

ensemble de mesure ~ m (rn hombre  fixe), on pourrait  s 'arranger  pour que l 'ensemble H rut aussi de 

mesure ~___ m. En particulier, si les 6galit6s ( i )  6taient chacunes v+rifi6es sauf dans un ensemble de me- 

sure nulle, la d6monstrat ion pr6c+dente prouverait  encore qu 'on peut s 'arranger pour que H coincide 

avec J sauf  en un ensemble de mesure nuUe. 

Appliquons la remarque I ~ en prenant pour les f ,  (x) des fonctions continues quelconques. On 
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salt qu'on pourra prendre pour ies f]0 (x) des polynomes avec convergence uniforme de f~pl vers f , .  

Done, d'apr6s ~o les fonctions Iimites de fonctions continues sont aussi limites de polynomes. Appliquons 

maintenant notre th4or4me en prenant pour f,~ une fonction de premi&e classe; d'apr6s ce que nous 

venons de dire, on pourra prendre pour les f~;l des polynomes. Done les fonctions de classe 2 

sont limites de polynomes sauf en un ensemble de rnesure nulle. Appliquons maintenant la remarque 

2 ~ en prenant pour f ,  une fonction de classe 2. D'aprhs ce qui pr4c4de, on pourra prendre pour les 

f~;l des polynomes, la convergence avant lieu dans J saul en un ensemble de mesure nulle. Doric les 

fonctions de classe 3 sont aussi des limites de polynomes sauf en un ensemble de mesure nuUe. Plus 

g~n~ralemenL route fonction f ( x )  rentrant dans la classification de M. BAIRE ( I I I ,  page I26) peut ~tre con- 

sid~r,~e comme la limite d'une suite de polynomes sauf en un ensemble de mesure nulle *). Si la suite de 

polynomes converge partout, f (x)  est de classe o ou ~. Si la suite des polynomes converge partout 

uniform~ment, f ( x )  est de classe o; c'est-~-dire continue. I1 suffit m~me que la convergence air lieu 

partout quasi-uniform~ment. 

C H A P I T R E  I I .  

D~finition de la limite par le voisinage. 

25. Nous avons d6j~t remarqu6 plus haul que l'extr4me g6n6ralit4 des classes (L) 

ne permet pas de leur 6tendre un grand nombre des propri6t6s des ensembles lin6aires. 

Pour obtenir des propri&6s plus nombreuses, il y aurait lieu d'imposer de nouvelles 

restrictions ~t la conception des classes (L). Ii faudrait les choisir de fa~on ~l satisfaire 

aux conditions suivantes: I ~ ces restrictions devraient pouvoir s'6noncer ind6pendamment 

de la nature des 616ments consid6r6s; 2 ~ elles devraient 4tre satisfaites par les classes 

d'616ments qui interviennent le plus fr6quemment dans les applications; 3 ~ elles devraient 

fournir la g6n6ralisation cherch4e des thtor6mes sur les ensembles lin6aires et les fonc- 

lions continues. 

26. Or nous avons observ6 (n ~ 22)  que si l'on consid6re une classe (L) quelconque, 

l'ensemble d6riv6 d'un ensemble d'414ments de cette classe n'est pas toujours ferm6. C'est 

pourtant une propri&6 qu'il aurait 4t6 assez naturel d'admettre, en la traduisant sous la 

forme suivante: Lorsque des ~16rnents d . ,  A ,  ... d'une classe (L) sont chacun limite d'une 

suite d'616ments (par exemple : d --- lira d~ p}) et tendent vers une limite A, cet 416ment 
p=~o 

d est lui-m4me limite des derniers 416ments (par exemple : d = lira A ~ ) .  L'exemple 

que nous avons donn6 (n ~ 22)  n o u s  montre que cette propri6t6 n'est pas une con- 

s~quence de la d~finition des classes (L). It prouve aussi qu'elle peut n'4tre pas v4ri- 

fi4e, m~me parmi des classes (L) qui se pr4sentent d'elles-m4mes dans la Th4orie des 

Fonctions. 

27. Cependant la propri6t6 pr6c6dente est compatible avec un grand nombre de 

d6finitions de la limite (particuli6rement les limit, s dites uniformes). I1 y aurait donc lieu, 

�9 ) J ' a i  ~uonc~ ce th~or~me dans les Comptes Rendus du ao mars i9o  s : Sur la **o~ion d'~cart duns le calcul fonctlonnel. 
M. LI~ESGTJIS a obtenu ce m~me th~or~me r applicat ion de sa d~finifion de l ' in t~grale .  

R ~ d .  Circ. Matem..Palermo, t. X X l l  (~9o6). ~ Stampato  il 2 9 maggio  ~9o6. 3 
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soit d'&udier ce qui se produit quand on impose cette propri&~ comme condition sup- 

pl~mentaire il la d~finition de la limite, soit d'introduire une condition suppl&nentaire 

qui entrain~t cette propri&~ comme consequence. Or l'examen des cas d@i connus o{~ 

cette propri&~ a lieu nous montre que c'est cette derni~re circonstance qui se produit 

sous la forme suivante: 

Consid&ons une classe (V) d'~l~ments de nature quelconque~ mais tels qu'on sache 

discerner si deux d'entre eux sont ou non identiques et tels, de plus, qu'fi deux quel- 

conques d'entre eux A, B, on puisse faire correspondre un nombre (A, B ) =  (B, A ) ~  o 

qui jouit des deux propri~t~s suivantes: I ~ La condition n&essaire et suffisante pour 

que (A, B) soit nul est que A e t  B soient identiques. 2 ~ II existe une fonction posi- 

tive bien d&ermin& f(e)  tendant vers z&o avec ~, telle que les in~galit~s (A, B ) / "  e, 

(B, C ) f  ~ entrainent (d ,  C)z~/f(~),  quels que soient les 616ments A, B, C. Autre- 

ment dit, il suffit que (A, B) et (B, C) soient petits pour qu'il en soit de m~me de 

(A, C). Nous appellerons voisinage de A et de B le nombre (A, B). 

Ceci ~tant, nous pourrons dire qu'une suite d'~l~ments de la classe (V):  A ,  A2, . . .  

I 
tend vers un ~l~ment A, si le voisinage (A,,, A) tend vers z&o avec - - .  Si une suite 

n 

A ,  A=, . . .  a une limite A, elle ne peut en avoir qu'une, car si B ~tait limite de la 

I 
m~me suite, les nombres (A, A.) et (B, A )  seraient infiniment petits a v e c - - ,  donc 

1l 

aussi (.d, B) (2 ~m~ condition). Alors (A, B) serait nul et par suite les ~lSnents A, B 

ne seraient pas distincts (I ~ condition). 

De plus, cette d~finition de la limite satisfait bien aux conditions I e t  II que nous 

avons impos&s en g~n&al ~ toute d~finition de la limite (n ~ 7) et cela grfice aux con- 

ditions i ~ et 2 ~ impos&s ~t la d~finition du voisinage. 

28. N~anmoins toute d~finition de la limite satisfaisant aux conditions I e t  II, ne 

peut etre d~duite de la notion de voisinage. I1 nous suffira pour le prouver de d~mon- 

trer le th~or~me suivant. 

TH~oR~ME.--L'ensemble dgrivg d'un ensemble d'dgments d'm~e cIasse (V) est un 

ensemble feting. 

En effet, revenons aux notations employbes plus haut. Puisqu'ici la limite est d& 

duite du voisinage, on pourra faire correspondre ~ chaque entier n u n  entier q,, tel que 

I I . On aura donc: (A,  Aq.) < -~- ,  et un entier p. _~ n tel que: (Aq,,, A~") < ~ -  

(A, A,p., , < f (  I ) 7  

et par suite A ~  '1 tend vers A quand n tend vers l'infini. 

Si maintenant nous revenons :i l'exemple de la classe (C) donn~ plus haut, nous 

voyons qu'il fournit une classe (L) off il est impossible de construire une d+finition 

quelconque du voisinage telle que la d+finition de la limite qu'on en d+duirait coi'ncide 

avec celle qui avait ~tb adopt&. Ca b e n  partant de cette derni+re~ on obtient un en- 

semble d+riv+ non ferm+. 
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C'est donc vraiment se limiter que de consid6rer en particulier les classes (V') 

parmi les classes (L)  et nous pouvons esp~rer obtenir ainsi de nouvelles g~n~ralisations. 

Nous nous bornerons donc maintenant k l'6tude des classes (V), c'est-~t-dire de 

celles des classes (L)  off la d~finition de la limite est d~duite de celle du voisinage. 

29. TM~ORf~ME.- L'ensemble P des ddments de condensation *)d'un ensemble con- 

densd E formd d'dldments d'une classe (V)  est un ensemble parfait ou nuI **). 

En effet, on peut d'abord montrer que P est un ensemble ferm~ sans supposer 

que E soit condens6 et m~me pour une classe (L)  quelconque. Car si .4 est un ~l~- 

ment quelconque limite d'~l~ments . 4 ,  .4~, . . .  de P, c'est d'abord un 61~ment limite 

de E puisque P est contenu dans E' qui est ferm~ d'apr~s le th6or~me pr6c~dent. De 

plus, si l'on enl~ve de E un ensemble d~nombrable, les 61~ments . 4 ,  .4~, . . .  reste- 

ront ~16ments limites de rensemble restant E (sans lui appartenir n~cessairement)puis- 

qu'ils sont 61~ments de condensation de E. Donc 21 est aussi ~16ment limite de E' 
x) 

qui est aussi fermi. D~s lors .4 est encore 616ment limite de E ,  c'est bien un 61~ment 

de condensation. 

/Vlontrons maintenant que tout 616ment de P appartient ~t P'. En effet, soit 2 / u n  
I I 

~l~ment de P, et E l'ensemble des ~l~ments B de E tels que n + I < (B, A ) ~  n " 

I1 y a une infinit~ de ces ensembles qui sont non d6nombrables, sans quoi il y aurait 
I 

un entier q tel que l'ensemble des 61~ments B de E v6rifiant (A, B) ~ - -  soit d6- 
- - q + i  

nombrable et par suite ~/ ne serait pas un 616ment de condensation. Ainsi, parmi les en- 

sembles E ,  il y e n  a une infinit6 qui sont non d6nombrables: E~,, E ~ ,  . . .  pris dans 

l'ordre des indices croissants. Comme E est condens4 l'ensemble non d6nombrable E,,~ 

donne lieu A au moins un 61~ment de condensation `4.~. `4,,~ est d'ailleurs distinct de 
I 

.4 puisqu'il est limite d'6l~ments B tels que (`4, B) soit sup6rieur ~t - -  Or on 
n p -Jf - I" 

volt facilement que (`4~, .4) tend vers z6ro, donc .4 apparfient ~i P'. 

~o. THEORI~ME.- Soit E un ensemble condensd formd d'ddments d'une classe (V). 

L'ensemble D des ddments de E qui ne sont pas des dIdments de condensation de E est 

un ensemble ddnombrable ***). 

~I. COROLLAIRE. ~ Tout ensemble fernid et condensd formdd'ddments d'une classe (V)  

est la somme d'un ensemble ddnombrable et d'un ensemble parfait ou nul sans ddments 

communs. 

3~.. TH~.OR~ME.- L'ensemble D de ceux des ddments d'un ensemble compact E d'd- 

*) Voir les d~finitions donn6es plus haut (n ~ 8). Nous verrons plus loin (n ~ 43) un cas tr~s g~n6ral 

oh un ensemble quelconque est touiours condens4 c'est-h-dire qu'une infinit~ non d6nombrable quel- 

conque de ses ~l~ments donne toujours lieu h au moins un 616ment de condensation. 

**) La d~monstration suivante est la g6n6ralisation de la d6monstration r6cemment donn6e par 

M. LINDF.LOF pour le cas oh les 616ments de E sont des points de respace. Voir BOREL (II, pages 5, 6). 

Je n'ai insist6 que sur les points de sa d~monstration qui demandent quelques pr6cautions pour ~tre 

g~n~ralis~s. 

***) M6me remarque que pour le th6or6me pr~c6dent. 
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Idments d'une classe (V) qui n'appartiennent pas ~ l'ensemble E' ddrivd de E est ddnom- 

brable *). 

En effet, si A est un 6l~ment de D, appelons K~ la limite infbrieure ~ o du voi- 

sinage de A avec les bl~ments de E'. Le hombre ?.~ est positif, sans quoi A serait un 

61~ment limite de E ' e t  par suite appartiendrait ~ E'. 
I 

Je dis que le hombre des blbments de D pour lesquels on a ~.~ ~ - ~ ,  est fini. 

En effet, dans le cas contraire, on pourrait en prendre une infinit6 : A~, A~, . . . ,  Ap, . . .  

tous distincts et tendant vers une limite B. Alors, en prenant p assez grand on aurait 

B) < - ~ -  < ~.%, ce qui est impossible, puisque B, limite d'~l~ments de E, appar- 

tiendrait ~t E', contrairement ~ la d~finition de ?.~p. 

Ainsi, il y a un nombre fini d'~l~ments A de D:  A "1 A c~) A cp') tels que 
n ' n 9 " " " ' n 

~, ~ I _ _ .  
- -  n 

Si l'on consid~re la suite d~nombrable: 

,4., AT,' .4,;, .aTe, .4,, .4,.p., 

on voit que tous les  ~l~ments de D y sont inscrits chacun au moins une fois. Donc D 

est d~nombrable. 

En particulieb on volt que si E est ferm6, E se d&ompose en son ensemble d& 

riv~ E' et un ensemble d~nombrable D. 

COROLLAIRE I . -  Si rensemble ddrivd E' d'un ensemble compact E formd d'dldments 

d'une classe (V) est ddnombrable, l'ensemble E est lui-mgme ddnombrable. 

83. COROLLAIRE II.--Un ensemble extrdmaI quelconque F formd d'ddments d'une classe 

(V) peut gtre considdrd comme l'ensemble dgrivd d'un ensemble d'ddments de la classe (V). 

Du moins, cette proposition se trouvera exacte quand la classe (V)  sera telle que l'on 

puisse toujours y trouver un ~16ment dont le voisinage avec un 616ment arbitrairement 

donn6 soit inf~rieur ~t un nombre positif quelconque donn& Cette condition bien natu- 

relle est satisfaite dans tous l e s  exemples concrets que nous &udierons par la suite. 

Supposons donc cette condition remplie ; on aura F = D + F ' ,  D &ant un en- 

semble d~nombrable d'~l~ments: 

.'/,~ .'/=~ . . . ~  . 4 ,  . . . .  

A chacun d'eux, A ,  correspond comme pr&~demment un nombre positif K~." 

Quel que soit p on pourra par hypoth~se trouver un +l+ment de la classe (V) :  B I~l 
n 

I 

te l  que ( A ,  B~ ~) < ~--~. Nous avons ainsi des ~16ments B ~. d&ermin6s pour toute 

valeur enti~re de n e t  de p. Appelons E ?ensemble des 61~ments de F '  et des ~l+ments 

*) Pour la d6monstration dans le cas off E est un ensemble ponctuel, voir, par exemple, r, page 

36. La seconde partie de cette derni~re d6monstration s'appuie sur ce que des intervalles de longueurs 

born&s, recouvrant le segment (o, z) et dont les milieux n'appartiennent pas /t deux intervalles, sont 

n&essairement en nombre fmi. EUe ne saurait donc se g6n6raliser ici. 
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B c~J. Je dis que F est l'ensemble d~ri% de E. En effet, tout ~l~ment de F est ~vi- 
n 

demment ~l~ment limite de E. R~ciproquement, consid&ons une suite v d'blbments de 

E tendant vers une limite C. Je dis que C appartient ~ F. En effet, s'il y a dans 

cette suite une infinitb d%lbments B ~p~ correspondant ~t une m6me valeur de n, c'est 
n 

~vident. De m~me aussi, s'il y a u n e  infinitb d'~lbments de F', car F'  est ferm~ et 

contenu dans F. Reste le cas off il n 'y aurait dans X qu'un nombre fini d'~l~ments 

de F' et un nombre fini d'bl~ments B Ipl. pour chaque valeur de n. Alors il y aurait 

une infinit~ d'~l~ments distincts B Ip). correspondant ~i des valeurs croissantes de n: 

B?f  B(P~ I 
' " "  " ' nq ' . . . .  

En prenant q assez grand, on aurait : ,.rB'Pq',,q, C ) ~  ~ et (A.~, B~Pf) < ~ [puisque 
L .  

B'P~ '.q tend vers C et qu'on a: (A.q, B ) ' )  .~ ~ < ; d'off: (A. , ,  C) < f ( Q .  

Comme f(~) tend vers z~ro avec ~, on voit que C serait limite d'~l~ments de D, 

c'est-s dans F', donc encore dans F. 

a4. Appelons sph~roide de centre A et rayon O l'ensemble de tous les +l~ments B 

tels que l'on ait : (A, B) % ?. Nous dirons qu'un ~l+ment C est intgrieur ~ ce sph~- 

roide, si l'on a: (A, C) < ?. 

T n ~ o ~ . -  Si un ensemble feting F appartient ~t un ensemble compact E formg 

d'dgments d'une classe (V), on obtiendra F en supprimant de E les ddments im'~IV.U~s 

a cbacun des spbdroides dun certain ensemble dgnombrable de spMroides *). 

En effet, soit G l'ensemble compl~mentaire de F, c'est-s l'ensemble des fig- 

ments de E ne faisant pas partie de F. A tout +l~ment A de G, nous pouvons faire 

correspondre un hombre 0.4 qui sera la limite inf~rieure du voisinage de A avec chacun 

des ~l+ments de F. Le hombre ? . ~ ) o  ne pourra ~tre nul, sans quoi A appartiendrait t 

F comme limite d'~l+ments de F. 

Nous allons maintenant former une suite d~nombrable d'~l~ments de G: 

AI, ' 1 , . . . ,  , A,  , . . . ,  A~ , . . . ,  , , " ' ,  , . . .  

I I 
teUe que i ~ on ait ?a,). 2x__ n , . . .  , ~ ~.)  "~-~-__ quel que soit n; 2 ~ si A est un ~l~ment 

I 

de G tel que : p.~ ~-~-n-, on ait l'une des in~galit~s (A, AI,). ~.,~./I__n ' " "  (A, Al~"r~...~-~-. 

Pour montrer que cela est possible, supposons la suite fortune jusqu'~t All2? ~ et 
I 

appelons en g~nfiral I (~ l'ensemble des ~l~ments B de E tels que: (B, A~ I) ~ -n-" 
A n 

Prenons alors un +l+ment A de G (s'il en existe) tel que f~a ~ I - -  et qui ne fasse 
n 

part ied '  aucun des ensembles Ia(,), . . .  , I (p,_~l..~,_, Nous pourrons le prendre pour 

A 71. Puis, prenons, s'il en existe, un ~l+ment A de G tel que pa 2x __I et qui ne 
n 

*) La d6monstration suivante est une g~n6ralisation de ceUe qui a 6t6 donn6e pour le r or, E 

est un ensemble de points du plan, par M. ZOV~TTI (xxni,  page 5)- 
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fasse partie d'aucun des ensembles / ~ , , ) , . . . . ,  I)f2T ?, I i,,).. Nous l'appellerons AC,:l; et 

ainsi de suite. Nous formerons ainsi de proche en proche une suite A "1,, , A c2). , . . .  qui 

peut-&re ne contiendra aucun terme, mais qui n'en contiendra sfirement qu'un nombre 

fini. En effet, d'apr6s leur formation, iis sont tous distincts. Si donc il y en avait une 

infinitb, on pourrait en extraire une suite B ,  B=, . . .  ayant une limite B e t  alors 
I 

pour q assez grand on aurait (Bq, Bq+p) < y quelque soit p, c'est-s que Bq+ e serait 

int6rieur ~i IBq, contrairement ~t l'hypoth~se. 

La suite &ant ainsi form& comme nous l'avions annonc+e, il est alors facile de 

voir que F est l'ensemble des ~l+ments de E qui ne font pattie d'aucun des ensembles 

Q, ,  Q , ,  " ,  L : : ,  Q , ,  " ,  " ,  

ce qui d~montre la proposition. 

88. Appelons ensemble limitg un ensemble tir~ d'une dasse (V) tel que le voisinage 

de deux +l+ments quelconques de cet ensemble reste inf&ieur ~. un hombre fixe. Dans 

le cas des ensembles lin~aires, nous verrons que cette d+finition co~ncide avec celle d'en- 

semble compact. Dans le cas g~n&al, nous pouvons seulement ~noncer la proposition 

suivante : 

THkOR~ME.- Tout ensemble compact formg d'glgments d'une classe (V)  est limitk 

En effet, dans le cas contraire, on pourrait trouver, quel que soit n, deux &l+ments 

A. ,  B de E tels que ( A ,  B ) ~  n, et, puisque E est compact, on peut supposer que 

A. ,  B tendent vers deux limites respectives A, B. Or, pour n assez grand, on aura: 

( A ,  A) < 2(A, B), (A, B) < 2(A, B), 
d'ofi : 

(A. ,  B ) < f [ 2 ( A ,  B)] = k. 

Ainsi, pour n assez grand on aura: 

( A ,  B ) < k  et ( B ,  B ) < k ,  
d'ofl : 

(A. ,  B )  < f ( k ) ,  

ce qui conduit ~t une in~galit+ impossible n ~ f ( k ) .  

36. TH~OR~ME.~Soit E un ensemble extrgmal formg d'glgments d'une classe (V). 

S'il existe une suite indgfinie G d'ensembles I ,  I=, . . .  telle que tout gl&nent de E soit 

intgrieur au sens gtroit d run au moins de ces ensembles I ,  on peut extraire de G u n  

nombre fini de ces ensembles formant une famiUe H ]ouissant de la mgme proprigtg 

que G *). 

En effet, supposons que le th~or6me soit inexact. Alors il existera au moins un 

+l+ment de E: A qui n'est pas int&ieur ~t I au sens &roit. Mais Ax est int&ieur au 

*) Ce th~or~me est une g~n6raIisation d'un th6or6me de M. BOREL, 6nonc~ pour les ensembles 

lin~aires (I, pag. 42), puis &endu par lui aux ensembles de points de l'espace ~t n dimensions (xrv, 

page 357)- Mais ses d6monstrations ne se g6n~ralisent pas au cas actuel. Nous d6montrerons plus loin 

ce th6or6me pour certaines classes (/I) m~me dans le cas off G n'est pas d6nombrable (n ~ 42). 
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sens &roit ? tun des ensembles /2, 13, . . .  ; soit Iq, le premier d'entre eux (q, ~ I). 

I1 y a au moins un 6_16_ment de E, s o i t d ,  qui n'est int6_rieur au sens &roit ~l aucun 

des ensembles I i ,  / 2 , . . .  , /.1. Appelons Iq~ le premier des ensembles I~,.,,  Iq,§ 

auquel d~ est int&ieur au sens 6_troit et ainsi de suite. Nous formons de la sorte une 

suite infinie d'616ments A ,  A~, . . .  appartenant ~. E, tous distincts et tels que A,~, ne 

soit int4rieur au sens &roit ~t aucun des ense,nbles I ,  I ,  . . . ,  I~,, . . . ,  I~,. Cette suite 

a au moins un 616ment l i m i t e d  appartenant ~ E. Soit d m_ lira d ,  9. Or .4 est int6- 

rieur au sens 6troit ~t l'un au moins, irk, des ensembles de la suite G. II est donc im- 

possible qu'il y air dans la suite d , , ,  d,,~, . . .  une infinit6 d'6_16_ments d',~, d ' , , ,  . . .  

qui ne soient pas int6_rieurs ~ I k au sens 6_troit. Sans quoi, on appellerait Bp un 616ment 

de E coincidant avec d',p si celui-ci n'appartient pas ~i I k ou un 616ment de E n'appar- 

tenant pas ~.,I~ et tel que (Bp, d,~)  < ~ dans l autre cas. Alors d seralt Imalte dune  

suite B ,  B . . .  d'416ments de E non dans Ik, ce qui est impossible. Ainsi les 616- 

ments de la suite A, , ,  d,,~, . . .  sont tous int6rieurs a I k au sens &roit ~. partir d'un 

certain rang. Cela est manffestement contradictoire a v e c l a  fa~on dont nous avons 

form6 la suite . 4 ,  .d , . . .  

Les classes (/1) normales. 

87. Apr6s avoir &udi6 les propri&6s des ensembles et des op&ations portant sur 

des classes (L), il nous a 6t6 utile de nous borner au cas des classes (V)  pour pour- 

suivre nos g6n6ralisations. De m6me, nous allons maintenant restreindre une lois de 

plus le champ de nos recherches sans en arriver encore & sp&ifier la nature des 616_- 

ments consid6r6s. 

Donnons d'abord quelques dhfinitions. Nous dirons qu'une suite d'616ments d , ,  

A 2 , . . .  d'une classe (/1) satisfait aux conditions de CAUCHY lorsqu'~, tout nombre ~ ~> o 

on peut faire correspondre un entier n tel que i'in6galit6 ( A ,  d.+p) ~ ~ soit v4rifi4e 

quel que soit p. I1 est 6vident que si une suite tend vers une limite, elle satisfait aux 

conditions de CAUCHY. D'autre part, si une suite satisfait aux conditions de CAUCnY et 

fait partie d'un ensemble compact, elle a un 616ment limite 6videmment unique. Mais 

si l'on salt seulement que la suite v6rifie les conditions de CAuctI'r on ne peut affirmer 

qu'elle tende vers une limite; tout ce qu'on peut dire, c'est que si cue a un 616ment 

limite, elle n'en a qu'un. 

Nous dirons alors qu'une classe ( Y) admet une gdndralisation du thdorbme de CAUCHY 

si route suite d'ddments de cette classe, qui satisfait aux conditions de CAUCHY, a un 

ddment limite (ngcessairement unique). 

Nous appellerons ensuite dasse sdparable une dasse qui puisse &re consid6r6e d'au 

moins une fa~on comme l'ensemble d6riv6 d'un ensemble d6nombrable de ses propres 

616ments. 

Enfin, on a int6r& ~t consid&er comme nous l'avons d6-j,~t fait (n ~ 33) parmi les 

classes (V) celles qui sont teUes que, pr6s d'un 616-ment donnh, il existe des 616ments 
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dont le voisinage avec celui-ci soit aussi petit que l'on veut sans &re nul. Autrement 

dit, tout ~l~ment de la classe sera fil&nent limite. Comme d'autre part la r&iproque 

est vraie par d~finition m&ne de la classe, nous dirons que de telles classes sont par- 

faites *). 

Ceci &ant, nous nous bornerons maintenant ~t l'&ude des classes (V) NORMALES, 

c'est-a-dire par~aim, sdparables et admettant une gdn&alisation du thdor~me de CAUCHY. 

Cette limitation n'a du reste rien d'artificiel, elle provient directement de la comparai- 

son des classes (V') avec les ensembles lin&ires et nous verrons plus loin que toutes 

les classes particuli~res que nous examinerons rentrent clans cette cat~gorie g~n&ale des 

classes (V) normales. Ce dernier fait pourrait m~me amener ~t se demander si route 

classe (V) n'est pas n&essairement normale. I1 n'en est rien comme le montrent les 

exemples suivants : 

a8. Prenons une classe d'~l~ments represent& par les points d'une droite et appelons voisinage de 

deux d'entre eux la longueur de l'arc de cercle que limitent les deux points correspondants darts une 

transformation par inversion. Nous avons ainsi une dasse parfaite (K). Cependant, si l 'on prend une 

suite d'~l~ments correspondants ~ des points s'~loignant ~t l'infini, il est ~vident que l'on aura une 

suite de CAu'cHY sans ~l~ments limites. On peut donner un exemple dans lequel le voisinage ne soit 

pas d~fini d'une fa,~on aussi artificielle, n sufilt de prendre la classe des nombres en se plagant au 

point de rue des arithm&iciens qui se d~fendent la consideration des nombres irrationnels. En prenant 

pour voisinage de deux nombres rationnels, la valeur absolue de leur difference, on obtient encore une 

classe parfaite (V) pour laquelle il existe une infinitfi de suites v~rifiant les conditions de CAUCHY sans 

avoir d'~l~ments limites. 

Passons maintenant aux classes s~parables. On peut qualifier ainsi les ensembles lin~aires en con- 

sid~rant la droite ind~finie comme l'ensemble d~riv~ de l'ensemble des points d'abscisses rationnelles. 

Mais il n'en est pas de m~me pour route classe parfaite (V). 

Prenons par exemple la classe des fbnctions (continues ou discontinues) d'une variable x dans 

1' intervaUe (o, I). En appelant voisinage de dcux filfiments f (x) ,  g(x), la limite supfirieure (finie ou non) 

de I f ( x ) -  g(x)l darts l'intervalle (o, I), on volt qu'on obtient une classe (V)parfaite. Cette classe n'est 

pas s~parable. En effet, si die l'&ait, on pourrait former une lois pour toutes une suite de fonctions 

f~ (x), fa (x), ... telle que tout filament de la classe soit la Iimite uniforme d'une suite f,q (x), f,t 2 (x) . . . .  

extraite de la pr&~dente. Alors les ~l~ments de la classe ~tant d~finis par des conditions dfinombrables, 

la puissance de la classe serait an plus ~gale ~ celle du continu (I, page 126). Or on salt que c'est le 

contraire qui a lieu (I, page I25). On peut remarquer que les exemples pr&~dents nous prouvent que 

la puissance d'un ensemble parfait tir~ d'une classe (/7) n'est pas n&essairement la puissance du continu 

comme cela a lieu pour les ensembles linfiaires, mais qu'eUe peut lui &re inf~rieure (premier exemple) 

ou sup&ieure (deuxi&ne exemple). 

89. Ces remarques fakes, limitons-nous maintenant A l'&ude des classe (F') normales. 

Tout d'abord, pour arriver ~t nous rendre compte de la structure de teUes classes, 

nous g~n&aliserons une question propos& par M. HADAMARD (XlI). La question pro- 

*) Une classe s~parable est n&essairement parfaite, mais la r&iproque n'est pas &idemment vraie. 

Ii y a donc lieu de s~parer les deux hypotheses d'autant plus que certains th~or~mes s'appliquent aux 

classes parfaites sans les supposer s~parables. 
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prement dite sera ~tudi6e plus loin (voir n ~ 58). Nous l'~tendrons au cas g~n~ral 

actuel de la fagon suivante : 

Consid~rons une classe (V). Supposons qu'on ait pu former des ensembles partiels 

1r contenant chacun au moins un ~l~ment et tels: I ~ que tout ~l~ment de la classe ap- 

partienne 'a l'un des ensembles k~, 2 ~ que deux 8i~ments quelconques d'un m~me en- 

semble k~ aient un voisinage inf6rieur ~ e. Consid~rant les k~ comme autant d'individus, 

on peut dire avec M. HADA~IARD que ['ensemble ~ ,  qui a ces k~ comme 61~ments, 

(< num&re ~ Ia classe consid&&e. Nous nous proposons de rechercher la puissance de ~ .  

Nous alions trouver ici une nouvelle analogie avec les ensembles Iin~aires. Si l'on 

prend la classe des points d'une droite, le probl&me consiste ~ trouver la puissance de 

l'ensemble des intervalles de longueurs ~ ~ et qui recouvrent la droite ind~finie. Or 

il est ~vident qu'on peut les choisir de fa~;on que cet ensemble soit d~nombrable quoi- 

que infini. 

4o. De m~me, grant donnge une classe (V)  sdparable, on peut, quel que soit ~, r 

les ensembles k~ de fa~on que ~ soit dgnombrable. 

En effet, soient ~o et ~ deux nombres tels que f ( @  ~ ~ et f ( ~ ) <  o~. Puisque la 

classe est s~parable, on peut en extraire une suite d'616ments A ,  A, ,  . . .  dont l'en- 

semble d~riv~ soit la classe toute enti~re. Appelons alors KI~ ~) l'ensemble des ~l~ments 

A tels que: (A, A ~ ) <  o~. La suite KI '~, 

deux ~l~ments quelconques A, B de K'~ ~, 

de la classe appartiendra pour une valeur 

K~), . . .  sera dSnombrable; de plus, pour 

on aura: (A, B ) ~  ~; enfin tout 61~ment A 

donn6e de ~ ~i l'un au moins des K~ ~1. L'en- 

semble des Kl~ e/ constitue donc l'ensemble ~l, cherch+. On peut m~me ajouter que tout 

~l+ment d est int~rieur au sens +troit ~ Fun au moins des ensembles ~,1, KI21, . . . .  ILl 

suffit de prendre dans A ,  A~, . . .  un 61~ment A,,, tel que (A, A.,)  ~ ' ~ ;  alors A 

est int6rieur au sens 6troit ~i K~ ~0. 

4x. La m~me m4thode prouve qu'6tant donn4 un ensemble E appartenant ~l une 

classe s4parable (V), on peut former une infinit6 dbnombrable ~ d'ensembles K, d'4- 

16ments de E tels que tout 414ment de E soit int6rieur au sens 4troit ~t l'un au moins 

des K~ et que le voisinage de deux 616ments quelconques de K~ reste inf4rieur ~i ~. On 

peut se demander s'il existe des ensembles E tels que l'ensemble ~i~ soit non seulement 

d6nombrable, mais fini. 

TH~OR~ME.- Pour que l'ensemble ~ [correspondant d un ensemble E tird d'une 

classe (V)  NORMALE] pnisse dtre choisi, quel que soit ~, de fa~on it ne comprendre qu'un 

nombre fini d'~ldments, il faut et il suffit que E soit compact. 

La condition est n6cessaire. En effet, dans le cas contraire, on pourrait extraire 

de E une suite infinie S d'~16ments distincts B ,  B , . . .  sans 616ments limites. Si ~ 

est fini, il y aura n&essairement un ensemble partiel K, auquel appartiennent une infi- 

nit~ d'616ments de la suite S. On volt aiors qu'on pourra former de proche en proche 

une infinit6 de suites S d'6[~ments de S, telle que S,,+, soit contenu dans S et que 

l'&art de deux 616ments de S soit inf6rieur A fi~-. Si donc j'appeUe B~ pl, B~I , . . .  les 
n 

fil6ments de la suite S pris dans le m~me ordre que dans S, on voit que la suite B( '1, 

R~d. Cir~. Matem. i~al*rmo, t. XXII  (~9o6) . - -S tampato  il z 9 maggio t9o6. 4 
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B(2) , . . .  , B ( ~ ) , . . .  sera une suite d'~l&nents de S distincts et tels que l'on ait 

R(n+pl. ~ ~ I 
(By ' ,  _ + p ,  ~ - q u e l  que soit n. Puisque E est tir~ d'une classe (V) normale, il 

faudrait donc que la suite S eut un 61&lent limite. 

R&iproquement, supposons E compact. Alors l'ensemble F ~ E q - E '  est extr&~al. 

Pour une valeur donn~e de a, nous savons qu'on peut former une suite d'ensembles 

partiels K,.~ , --~/'(~1, . . .  telle que leur ensemble r6ponde aux conditions d'un ~ relative- 

ment ft. F. En particulier, tout 614ment de F est int&ieur au sens &roit ~ Fun des 

/.("m R'~2) ensembles ~('~ A "(~ Donc, on peut extraire de cette suite ..~ , ~ . ~ ,  ..~ , ..~ , . . . . . . .  un 

nombre fini de termes K ~ J , ' , . . . ,  K(( >~ jouissant de la m4me propri&& (voir n ~ 36). 

Si nous appelons maintenant H~% I l'ensemble des 61~ments de E qui appartiennent ~i 

K~qk ) (lequel est dans F), on voit qu'on aura un nombre fini d'ensembles r41<) H(qr) 

form6s avec des 616ments de E et tels : I ~ que tout 616ment de E soit int&ieur au sens 

&roit dt au moins l'un d'eux, 2 ~ que deux 414ments quelconques de l'un d'eux aient un 

voisinage ~ ~. 

II nous est maintenant facile de g6n&aliser le th4orhme du n ~ 36. 

4~. TH~OR~ME.~Soit E un ensemble d'ddments d'une classe normale (I1). Pour que 

de route famille H DENOMBRABLE OU NON *) d'ensembles I tels que tout ddment de E soit 

int&ieur au sens dtroit d au moins run d'eux, on puisse extraire un hombre fini d'en- 

sembles I formant une familIe G jouissant de la m&ne propridd que H, il faut et il 

sujfit que E soit extrdmal. 

Nous avons d6montr6 (n ~ 36) que la condition est suffisante dans le cas off H 

est d6nombrable. 

Pour le cas g6n6ral, remarquons que, si E est extr6mal, on peut former, quel que 

soit ~, des ensembles K~ en hombre fini satisfaisant aux conditions indiqu6es plus haut. 

Si le th6orhme n'est pas vrai pour E, il y a au moins un de ces ensembles tels que ses 

~16ments ne soient pas int6rieurs au sens 6troit ' , tun nombre fini d'ensembles I. Pour 
i 

- - -  appelons celui&t K ("1 et so i td , ,  / 'un de ses 616ments. Puisque E est extr6mal, 
n 

on peut extraire de la suite . 4 ,  d=, . . .  une suite d,,,,  d.~,  . . .  qui tend vers un 

616ment .4 de E . . 4  est int&ieur au sens &roit ~t un intervalle I :  I o et on prouve 

facilement que pour p assez grand tout 616ment de K('9 ~ est aussi int6rieur au sens &roit 

/o, ce qui amhne bien ~t une contradiction. 

La condition est aussi n4cessaire. En effet, supposons que E ne soit pas ferm6, il 

existera une suite d'616ments B ,  B ,  . . .  de E, qui tendent vers un 616ment B n'ap- 

partenant pas ~t E.-Or,  consid&ons les ensembles / form6s chacun des 616ments d de 

E tels que (d ,  B ) ~  ~ .  Tout 616ment de E est int6rieur au sens &roit ~. l 'un au 
n 

moins des / .  Mais si l'on consid6re un nombre fini de ces ensembles / ,  iI y aura 

certainement des termes de la suite B ,  B ,  . . .  qui ne leur appartiennent pas. 

*) Dans le cas off E est un ensemble lin6aire, on obtient la g6n~ralisafion du th4or~me de 

M. BOREL (voir la note d u n  ~ 36) ~tendu par M. LEBESGUE au cas off la famille H est non d6nom- 

brable. Sa d6monstration (IV, page lO5)ne se g~n~ralise pas au cas actuel. 
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De m4me, supposons que E ne soit pas compact; il existera une suite S d'616ments 

de E:  B ,  B~, . . .  sans 616ments limites. Si nous consid4rons un 614ment A quelcon- 

que de E, nous pourrons d4finir un hombre tL~ ~ o tel que (A, B )  ~ L4, quel que 

soit l'616ment B distinct de A et pris dans la suite S; alors d sera int6rieur au sens 

&roit ,~ l'ensemble /~ des 616ments C de E tels que (C, A ) %  t~.~. I1 en r4sulte que 

tout 616ment B de E est int4rieur au sens &roit ~i l'un au moins des intervaUes /.4, ~" 

savoir I 8. Si de la famille H des intervalles IA, on en extrait un nombre fini formant 

une familie G, il sera impossible que G contienne E, car il y a dans tout intervalle 

I s un 414ment au plus de la suite S. 

48. TH~OR~ME.- Tout ensemble non dinombrable E formd d'~Idments d'une classe 

(V)  normale est condensL 

Soit E une infinitb non d~nombrable d'~l~ments de E, il s'agit de d~montrer que 

E donne lieu ~ au moins un ~l~ment de condensation�9 En effet, quel que soit e on peut, 

comme nous l'avons vu, trouver une suite ddnombrable d'ensembles k'('~ ~ k'("~ 

telle que tout ~l~ment ~te E se trouve dans Fun d'eux et que le voisinage de deux 

~l~ments de Fun d'eux soit % ~. II y a doric au moins un de ces ensembles qui con- 

tient une infinit~ non d~nombrable d'~l~ments de E .  En prenant successivement ~ = I, 
I I 

- - ,  , nous pourrons ainsi former une suite d'ensembles H I'~ H ~ telle �9 . �9 , ~ . . .  

2 ~ " "  n 

que H I'~ contienne une infinitb non d~nombrable d'fil~ments de E ,  soit contenu darts 

H ~ .... /, et que deux quelconques des bl~ments de H ("1 aientunvoisinage inf~rieur ~ 
n 

Alors, si on prend deux ~l~ments quelconques A ,  A~ dans H I"l, chacune des suites 

A , A ~ ,  ; A '  ' . .  . . .  , ,  A~, . a une limite A qui est la m~me. Doric E donne lieu ~t un 

~l+ment limite A et c'est un +l+ment de condensation, car, si on enl&e de E une in- 

finit~ d~nombrable d'+16ments, il restera encore des ~l+ments dans chacun des H ("1 et A 

sera encore 61+ment limite de l'ensemble restant de E .  

44. REMARQ.UE.- En combinant le th6orhme pr&6dent avec celui d u n  ~ 3~ on 

obtient l'6nonc6 suivant : 

Tout ensemble fermd F formg d'glgments d'une classe (V)  normale est la somme cl'un 

ensemble dgnombrable et f u n  ensemble parfait ou nul sans dldments communs. 

45. TH~OR~UE. - -  Soit E un ensemble quelconque formd d'eldments d'une classe sdpa- 

rable (V);  il existe un ensemble ddnombrable d'dlgments de E tel que tout gldment de E appar- 

tienne, soit it cet ensemble D, soit it son ddrivd D'. Lorsque E est fermd, on a : E - - D + D ' .  

Lorsque E est parfait, E ~ D'. 

En effet, quel que soit n, on peut former une infinit6 d+nombrable d'ensembles 

H,") H (~1 H (~1 form& d%l~ments de E tels que dans chacun d'eux le voisi- 
n ~ " ' "  ~ n ' " ' "  

I 

nage reste inf~rieur ~ - -  et que tout ~l~ment de E soit dans l'un des ensembles de 
n 

cette suite. Dans chacun de ces ensembles H I~. il y a au moins un ~l+ment A7 I. Quand 

on donne ~i n e t  p des valeurs enti6res quelconques, on obtient un ensemble d+nom- 

brable D d'+l~ments A ~1. appartenant ~i E. Or il est manffeste que tout 61~ment de E ap- 

partient k D ou ~ D'.  
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L'inverse n'est pas en g~n&al exact; mais si E est ferm~ tout ~lbment de D -1- D' 

appartiendra ~t E;  donc dans ce cas E ~__ D --[- D'. De plus E' ~ D' -l- D" ~__ D'. 

Si m~me E est parfait, on aura E ~ E' d'ofl E ~ D'. 

Observons d'ailleurs que, rbciproquement, si E, D sont deux ensembles form,s 

d'~l~ments d'une classe (V), tels que l'on ait: E ~--- D -~- D', l'ensemble E est n&es- 

sairement fermi. Si E ~ D' (D &ant une partie de E), E est parfait. 

La continuit6 d6finie au moyen du voisinage. 

46. TH~OR~ME.- Considgrons une opgration U ddfinie dam un ensemble E formd 

d'glgments d'une clam ( V). La condition ngcessaire et su~sante pour que U soit une opgration 

continue dam E est que, si A est un aliment quelconque commun d E et d E', on puisse 

faire correspondre d tout hombre ~ ~ o un nombre "~ tel que l'indgalitd (A, B) ~ r,~ 

entrar [ U ( A ) -  U(B)[ < s pour tout dgment B de E. 

I ~ En effet, d'apr6s la d~finition que nous avons donn& de la continuit+ de U, si U 

est continue en A et si A ,  A~, . . . ,  A ,  . . .  tendent vers A, U(A,,) tend vers 

U(A). Soit maintenant ~ un hombre positif quelconque; si on ne pouvait d~terminer un 

nombre "~ tel que l'in6galit6 (A, B) ~ ~.4 entraine ]U(A) - -  U (B)[ ~ ~, on pour- 

rait d&erminer, quel que soit n, un bl6ment B de E tel que: 

I 
(.4, B,,) < 7 '  10(-4) - -  U(B.)I 

Lorsque n croit ind~finiment, la premi6re in~galit~ montre que B tend vers B et, 

d'apr~s l'hypoth6se, U ( B )  tendra vers U(A), ce qui amine une contradiction avec la 

seconde in~galitC 

2 ~ Si, quel que soit ~, on peut d&erminer "~a tel que (A, B) ~ - ~  entralne 

[U(A) - -  U(B)[ ~ ~, on voit qu'on pourra prendre p assez grand pour que si la suite 

B ,  B ,  . . .  tend vers B, l'in~galitb n > p entraine: ] U ( A ) -  U(B)[  ~ ~. I1 suffira 

de prendre p assez grand pour que n ~ p entraine (A, B ) ~  ~ .  

Cela prouve que U(B,,) tend vers U(A). 

47. Ce thfior~me nous fournit une seconde dbfinition de la continuitb d'une op& 

ration. Cette d~finition est celle qui est g6n&alement adopt~e pour les exemples concrets 

habituels. Elle est d'ailleurs moins gbn&ale que la premibre, puisqu'elle n'a de sens 

que lorsqu'on peut d~finir un voisinage. 

Mais l'introduction du voisinage est absolument n~cessaire si l'on veut ~tendre la 

notion de continuit~ uniforme. 

Nous dirons qu'une op6ration U est uniformgment continue dam un ensemble E 

formb d'bl~ments d'une classe (/I)  si, &ant donnb un nombre positif~, on peut choisir 

un nombre positif ~ tel que, pour deux 61~ments quelconques de E : A, B, l'in~galit~: 

(.4, B ) ~ ,  entralne I U ( A ) -  U(B)] ~ ~" 

I1 r~sulte &idemment de cette d~finition que toute operation uniform~ment continue 
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dans un ensemble E est continue dans E. La r&iproque est vraie dans un cas tr~s g& 

n~ral. 

TH~OR~ME.- Toute opgration continue darts un ensemble EXTR~MAL E formg d'glg- 

ments d'une classe (V)  est uniformdment continue dans E. 

En effet, dans le cas contraire, on pourrait trouver un nombre ~ ~ o tel que, 

quel que soit n, il y ait deux ~l~ments A. ,  B de E v6rifiant: 

I 
(& ,  B) < - - ,  IU(&)-  V(B.)I ,. 

n 

De la suite A ,  A 2, . . .  on pourrait extraire une suite A ~ , , A ~ ,  . . .  ayant pour 

limite un 616ment A de E. Alors Be. aurait la m~me limite A, puisque (Ap., A) et 
I 

(Ap., Be,,) &ant infiniment petits avec - -  il en est de m~me de (A, Bp.). Or on a: 
n 

IU(A~,,) - -  U(Bp,)I ~ IU(A~,) - -  U(A)I + IU(A) - -  U(Bp,)I. 

I 
Les deux quantit6s du second membre tendent vers z6ro avec - - .  Ii est donc 

n 

impossible que le premier membre reste _~ ~. 

48. Los o#rations ~ga/ement eontinues. - -  Lorsque l'on consid~re des operations con- 

tinues dans un ensemble E form+ d'61+ments d'une classe (V), on peut ~noncer les con- 

ditions qui d+finissent leur +gale continuit+ (n ~ 15) d'une fa;on qui fait intervenir le 

voisinage et qui est parfois plus commode. 

Soil ~ une famille d'op+rations continues dans un ensemble quelconque E form6 

d'~l+ments d'une classe (V). Si cette famille est telle que, ~t tout nombre , > o, on 

puisse faire correspondre un nombre ~ > o de fa;on que l'on ait: 

J U ( A ) -  U(B)] < 

pour toute operation U de ~ et pour tout couple d'+l+ments A, B de E v+rifiant 

(A, B) ~ "~, [es operations de ~ sont ~galement continues dans E. Cela r~sulte imm& 

diatement de la d+finition du n ~ I5;  on volt en m6me temps que chacune des op+ra- 

tions de ~ sera uniformgment continue. 

Inversement, cette condition sera v+rifi& par route famille ~ d'op+rations 6gale- 

ment continues dans un ensemble extrdmal E form6 d'616ments d'une classe (V). En 

effet, dans le cas contraire, on pourrait trouver un nombre ~ ~> o, tel que, quel que soit 

n, il existe deux 61+ments A. ,  B de E et une operation U de ~ pour lesquels: 

I 
( A ,  B.) < - - ,  I U . ( A ) - -  U (B.) t "~ ~. 

n 

On peut m~me supposer que la suite A~, A~, . . . ,  A, ,  . . .  a une limite A dans 

E, puisque E &ant extr+mal il suffirait dans le cas contraire de remplacer A ,  A~, . . .  

par une suite convenablement extraite de la pr&~dente. Alors (A, A )  et ( A ,  B )  
I 

seront infiniment petits avec - - ,  donc aussi (A, B ) .  I1 en r+sulte que la suite B , B.,  . . .  

tend aussi vers A. Mais, puisque les operations de ~ sont +galement continues, on 

pourra d&erminer deux nombres fixes p, p'  tels que l'on air: 
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- -  pour n ~ p, h u q ( & )  - v < 2 

- -  pour n ~ p', I~(B, ) - -  V~(A)I < 2 

et ceci quel que soit l'enfier q. D~s lors on aura, pour n ~ p-~-p ' ,  

[U.(A ) - -  U ( B . ) [  .~  [U.(A.)  - -  U.(M)[ + [U.(A) - -  U.(B )1 ~ --y + 2 

d'ofl la contradiction annonc&. 

Les conditions que je viens d'indiquer sont celles qui servent :i M. ARZELk pour d& 

finir l'~gale continuit6 dans les cas qu'il a consid6r~s. On volt que nos r~sultats sont 

un peu plus &endus, m~me en consid~rant les m~mes ~l+ments que lui, puisque notre 

d+finition d u n  ~ 15 comprend des cas off il n'y a pas continuit+ ~gale au sens de 

M. ARZELk et qui se pr~sentent lorsque E n'est pas extr+mal (voir un exemple au n ~ 54). 

Dans le cas off E est form6 des ~l~ments d'une classe s6parable, la condition im- 

pos& ~t E dans le th~or6me g6n&al (n ~ I9) , que l'on air E ~ D - [ - D ' ,  D &ant d& 

nombrable, se trouve remplie d'eUe-m~me. Ce th6or~me devient donc le suivant: 

TH~OR~ME.--P0ur que des opgrations continues dans un mgme ensemble extrdmal 

E, formg d'dlgments d'une classe (V) sgparable, forment une famiIle compacte ~ ,  il faut 

et il su:fit que les opgrations de ~ soient, en tout dldment de E, dgalement continues et 

bornges. 
49. Introcluo6on de I'~oart.- Lorsque nous appliquerons les r+sultats g~n&aux de la 

PREMI/~Rn PARTIE A des exemples concrets, nous reconnaitrons d'abord que, dans chaque 

cas, on peut faire correspondre ~t tout couple d'+l~ments A, B un hombre (A, B ) ' ~ o ,  

que nous appellerons l'gcart des deux glgments et qui jouit des deux propri&+s suivantes: 

a) L'&art (A, B) n'est nul que si A et B sont identiques, b) Si A, B, C, sont trois 

+l~ments quetconques, on a toujours (A, B ) ~  (A, C)-a t- (C, B). 

Lorsqu'on peut d+finir l'&art de deux +l+ments quelconques d'une certaine classe, 

nous dirons que celle-ci est une classe (E). 

II est facile de voir que le hombre ainsi d~fini satisfait aux conditions impos&s 

la d~finition du voisinage. En effet, la condition I ~ du n ~ 27, sera remplie d'elle-m~me 

et la condition 2 ~ sera remplie, en prenant par exemple f ( s )  = 2 r si l'on tient compte 

de la condition b) actuelle. 

Ainsi, l'gcart est un voisinage qui jouit d'une propri&+ particuli6re, ou, si l'on veut, 

toute classe (E) est une classe (V). Dans la plupart des d~monstrations des th+or6mes 

connus, la propri&+ b) de l'&art intervient dans les raisonnements. Cependant la th~orie 

d&elopp& dans ce Chapitre montre qu'elle n'est pas indispensable et qu'il suffit de se 

servir du voisinage sans avoir besoin pour cela de compliquer notablement le raison- 

nement. 

50. Une exception doit &re fake cependant pour le th~or~me que nous aUons &ablir 

maintenant; l'hypoth~se qu'on op~re sur une classe (E) intervient en effet d'une ma- 

nitre essentielle dans la d~monstration. Malgr~ cela, il est pourtant vraisemblable que 

l'~nonc~ reste exact pour routes les classes (V). 
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Ce th~or~me est la r&iproque du th~or~me que nous avons donn~ au d~but 

(n ~ I I) concernant le maximum d'une op&ation continue. J'attire 1' attention sur le 

mode de d~monstration et aussi sur la r&iproque elle-m~me qui me parait donner dans 

certains cas une forme pr&ise a un principe g~n&al ~nonc~ d'une fagon un peu vague 

par M. HILBERT (XX, page I37): 

(~ Tout probl6me du Calcul des variations possbde une solution, pourvu que certaines 

hypoth6ses restrictives convenablement choisies relatives /t la nature des conditions aux 

limites donn~es soient remp[ies, et n&essairement aussi pourvu que ce que l'on entend 

par le mot solution @rouve une g~n&alisation conforme au sens, ~t la nature des choses ~. 

5I. TH~ot~slE. h L a  condition ngcessaire et suofisante pour que route opgration con- 

tinue dans un ensemble E d'dlgments d'une classe (E), I ~ soit bornge dans cet ensemble, 

2 ~ y atteigne sa limite supgrieure, est que cet ensemble E soit extrgmaI. 

Nous avons d~j~t prouv~ que la condition est suf~sante. 

Nous montrerons maintenant que si l'ensemble E n'&ait pas extr~mal, on pour- 

rait former au moins deux op&afions continues dans E: l'une non born&, l'autre 

born& mais n'atteignant pas sa limite sup~rieure. Observons qu'il suffit d'obtenir la pre- 
U ~ 

mitre U, car alors on pourra prendre pour la seconde: g ~ I-{- U~ qui n'atteindra 

jamais sa limite sup~rieure: I. 

i ~ Supposons d'abord que E ne soit pas fermi. I1 y a donc un ~16ment A, limite 

d'+l+ments de E et n'appartenant pas ~i E. AIors il suffira de prendre pour valeur de 

U(B) en chaque &l+ment B de E: 

I 

U(B) --- (A, B) " 

Cette op&ation est &idemment non born&. EUe est bien d~finie en tout $l~ment 

B de E; de plus elle est continue, car si B e t  C sont deux ~l~ments de E, on a: 

(.4, B) - -  (.4, C) 
I U ( B ) - -  U(C)I = (A, B)(A,  C) " 

Or, en prenant B fixe et ~ aussi petit que l'on veut et en particulier plus petit 

que (.4, B), comme on a: 

1(.4, c) - -  (.4, B)I < (B, C), 
l'in6galit6 : (B, C) ~ r entralnera: 

1(.4, B) - -  (.4, C)I < ~, (.4, B).(.4, C) > (.4, B)[(.4, B) - -  ,]. 

Donc, si o~ est un nombre > o aussi petit que l'on veut, il suffara de choisir 

de fa~on que: 

B) 

pour que l'in~galitb: 

(B, 

e t  
$ 

B ) -  q < 

entraine [ U ( B ) -  U(C)I < c0. 

2 0 Consid6rons de m6me le cas off E serait non compact. Alors on pourrait trouver 

dans E une suite infinie S d'~l~ments de E distincts 

A ,  A2, . . . ,  A ,  . . .  
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tels que la suite S n'ait aucun 61+ment limite. Pour former une op6ration U continue 

et non born& dans cet ensemble E, nous ferons d'abord quelques remarques sur la 

suite S. 

Soit ~p la limite inf&ieure des &arts de dp avec tous les autres +l&nents de la 

suite S. Le nombre ~p ~ o n e  peut &re nul, sans quoi on pourrait extraire de S une 

suite tendant vers Ap. 

Nous d&omposerons alors E en ensembles partiels de la mani+re suivante. Appe- 

ions E t l'ensemble des 61hnents B de E tels que: (B, Ap) ~ ~p, en nolnmant % le 

plus petit des deux nombres ~-- et -- '3 Soient aIors B u n  616ment de Ep, et C u n  

616ment de E ;  on aura: 

( I )  (de ,  dq) ~ (dp, B) -~- (C, A )  + ( B ,  C). 

Or, quels que soient p et q on aura, d'apr~s la d~finition m6me de ~ et ~:  

(Ap, d.;) %.~i,  et (d~, d )  %. ~q, 
dou:  

sp + ~q 

(G, G) G 
D'autre part, d'apr~s la d6finition de E~ et E :  

(G, B) (4, --; 
- - 3  - - 3  

l'in6galit6 devient donc: 

D'ofi : 

(B, C) + 
2 3 

~j, D I- ~q 
(B, C) "-. 6 

Ainsi, l'&art de deux ~16ments quelconques, Fun dans E~, l'autre dans Eq, reste su- 

p6rieur ~ un nombre positif fixe. Cela prouve que: I ~ Ep et Eq n'ont aucun +16ment 

commun; 2 ~ aucun 616ment limite de E~ n'appartient ~t Eq, ni inversement. Enfin, si 

l'on consid6re une suite d'616ments B ,  B 2 , . . .  appartenant respectivement ~t des en- 

sembles Ep~, Ep~, . . .  tous distincts, il est impossible qu'une telle suite air une limite. 

En effet, dans ce cas on pourrait d'abord, en ne consid&ant au besoin qu'une suite 

extraite de la suite donn&, supposer que les indices p , , p 2 , . . ,  vont en croissant. Or, 

on aurait, en appelant C la limite de cette suite d'616mentg 

(C, dp~) ~ (C, B )  + ( B ,  Ap.), 

I 
et puisque par hypoth6se ( B ,  d ; . ) ~ - ~ - ,  on voit que les deux termes du second 

I 
membre tendraient vers z&o avec - - .  Or ceci est impossible puisqu'alors il y aurait 

n 
une suite dpi ,  dp2, . . .  extraite de S e t  tendant vers une limite C. 

Ceci &ant, nous formerons l'op&ation cherch6e U de la mani~re suivante. Nous 

prendrons : 

U(B) G (B, .4 Z = __ 
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lorsque B e s t  un 61&uent quelconque de Er,  et nous prendrons U(B)=o  quand B n'est 

dans aucun des ensembles E I , E 2, ... c'est-~-dire est dans l'ensemble G ~ E - - E - - E  2 . . . .  . 

On volt d'abord que U sera une op&ation bien d&ermin& en tout ~l~ment de E. Elle 

n'est pas born&, car on a: 
u(~4~) = p. 

Elle est pourtant continue dans E. I1 suffit de montrer que si des 616ments de E 

distincts : C,, C2, . . .  tendent vers un 616ment C de E, on a: 

U(C)-- lim U(C ). 
n=oo 

En effet, observons d'abord qu'il n'y a pas, d'apr~s ce qui pr&~de, une infinit+ 

d'~l~ments de la suite C ,  C,, . . .  appartenant ~. des ensembles Ee distincts. Alors: 

I ~ Ou bien C est dans G, c'est-~-dire que l'on a, quel que soit p: 

(C, .4~) > ~p. 
Or : 

( c . ,  .4p) ~ (c,  .4p) - (c, c..) = ~ + [(c, ~4p) - ~p - (c,  c ) ] ;  
d'autre part, on aura, pour n assez grand: 

(c, c )  < (c,  .4p) - ~p, 
d'ofl, en combinant ces deux in~galit~s: 

( C ,  Ap) > %. 
Donc, ~t partir d'un certain rang C,, est dans G. Alors on a: 

u ( c . )  = o, u ( c ) =  o, 
d'ofi : 

U ( C )  --- lim U(C.)  ; 

2 ~ Ou bien C est dans E~ et on a: (C, A p ) ~  ~p. Alors deux cas se pr6sentent: 

a) (C, d ~ ) < ~ p ;  on volt comme pr&6demment qu'~ partir d'un certain rang C. 

est constamment dans Ep. Alors: 

IU(C) - v(c . ) l  = I(c., ~4~) - (c, .4~)1 p L (c,  c . ) - - ; .  

Donc: P - -  ~P 

U(C) - -  lira U ( C . ) .  
~ o o  

b) (C, Ap)--~p.  Alors, h partir d'un certain rang il n'y a plus dans la suite C,, 

C= , . . .  que des +l&~aents de G: C.,, C .= , . . .  et des 6ltments de E~: C~,, C~, . . . .  

On voit comme pr&~demment que: 

U ( C )  = lim U(C~r). 

D'autre part, on aura: 

u ( c )  = o, u(c.3=o, 
d'ofl: 

D'ofi, en combinant: 

U(C) = l i ra  U(C.r). 
r~oo 

U ( C )  - -  lira U ( C  ). 

Ainsi U est bien une op&ation non born+e, continue en tout ~l~ment de G. 

Rend. Circ. Ma~em. Palermo,  t. XXII (,9o6).--Stampato il u9 maggio x9o6. $ 
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DEUXII~ME PARTIE. 

APPLICATIONS DE LA THI~ORIE GI~NI~RALE. 

52. La m&hode que nous aurons ~ employer pour appliquer la th6orie g6n6rale 

aux cas particuliers obtenus en sp&ifiant la nature des 614ments, s'indique d'elle-meme. 

Dans tousles  exemples qui suivront, nous commencerons par dbfinir la classe d'616ments 

sur laquelle nous aurons ~ opbrer; en particulier nous donnerons une r6gle permettant 

de discerner les 616ments distincts, ce qui n'est pas toujours aussi simple qu'on pourrait 

le croire (voir n ~ 76-77). Puis nous montrerons qu'on peut consid&er la d4finition ordinaire 

de la limite de ces ~16ments comme rentrant dans la d4finition que nous avons donn& 

l'aide de l'dcart (cas particulier du voisinage, n ~ 49). Nous prouverons enfin que la 

classe (E), ainsi obtenue, est normale (n o 37). Ceci fait, il n'y aura plus qu'it rgpdter 

Ies thdorkmes gdndraux de la PREMIkRE PARTIE dno~lcds dans le langage qui correspond d la 

clam konsiddrde. Enfin, nous donnerons dans chaque cas une condition n&essaire et 

suffisante pour qu'un ensemble soit compact (n ~ 9). Cela revient ~ remplacer la d6fi- 

nition g~n&ale de l'ensemble compact par une d6finition d'une apparence moins abstraite, 

mais particuli6re ~t chaque cas. 

CHAPITRE III. 

Les ensembles  lin6aires et les fonctions d'une variable. 

58. Prenons comme 61~ments les points d'une droite (ou les nombres qui repr6- 

sentent leurs abscisses). On sait discerner les ~16ments de cette classe qui sont distincts. 

Si l'on appelle &art de deux d'entre eux leur distance, on voit que cette d~finition 

r6pond bien aux conditions a), b), impos6es ~ la notion d'&art, n ~ 49- De plus, la 

d~finition ordinaire de la limite d'une suite de points coincide avec celle qu'on d6duit 

de cette d4finition de l'&art. 

La classe (E) ainsi d6finie est normale. En effet, le th6or~me de CAt;CHY (n ~ 37) 

a 4t~ d4montr~ pr~cis4ment dans ce cas. D'autre part, on sait que l'ensemble des points 

d'une droite peut 4tre consid6r4 comme l'ensemble d4riv6 de l'ensemble d6nombrable 

des points d'abscisses rationnelles. 

On sait d'ailleurs que tout ensemble fin&ire limit4 et comprenant une infinit~ de 

points, donne lieu ~t au moins un point limite. Inversement, nous avons d~montr6 (n ~ 35) 

que tout ensemble compact tir4 d'une classe (V) est limit& Par suite, dans le cas des en- 

sembles lin6aires, la notion d'ensemble compact se confond avec celle d'ensemble limit& 

Si maintenant nous appliquons nos thgor&nes ge;ndraux, nous retrouvons la plupart 

des thgorkmes classiques de la thdorie des ensembles lindaires et des fonctions continues d'une 

variable. (Voir par exemple I, II). 
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54. Nous devons m~me remarquer que nous obtenons ainsi un peu plus. En effet, 

dans la th6orie classique, on est naturellement amens ~. se borner aux ensembles de 

points d'un m~me intervalle et on oublie que les ensembles illimit6s ont quelquefois des 

propri4t4s diff&entes. Au contraire, nous avons vu dans la th4orie g4n4rale que les 

propri6t6s particulihres des ensembles compacts intervenaient constamment dans les d4- 

monstrations et d'une fa~on apparente. 

ainsi, par exemple, consid&ons des fonctions f , ( x ) ,  f=(x), . . .  continues pour 

route valeur de x et qui convergent quel que soit x vers f (x ) .  A queue condition f (x)  

est-elle continue? M. ARZELk (n ~ I 4 ) n e  s'est pas occup6 de ce cas; si l'on g6n6ralise 

son r4sultat sans pr4cautions, on serait tents de dire: pour que f (x)  soit continue, il 

faut et il suffit que~ &ant donn6s deux nombres positifs a et AT, on puisse en trouver 

un troisihme N ' ~  N, tel que, pour toute valeur de x, il existe un entier n v4rifiant 

les in4galit6s 

N / n  I N ' ,  [ f .~(x) - - f (x ) l<~.  
n 

Or, ce serait une erreur; il suffit pour le voir de prendre f .  ( x ) - - e  ~+~' D'ail- 

leurs la difficult+ se 16ve comme dans le cas g~n&al. Pour que f ( x )  soit continue, il 

faut et il suffit que !a convergence soit quasi-uniforme (n ~ I4) dans tout intervalle limitd. 

De m~me, on pourrait &re tents de gbnbraliser un autre r&ukat de M. ARZWLk 

(n ~ zS) en ~nonqant ainsi la condition n&essaire et suflisante pour que des s 

continues quelque soit x soient telles que, d'une infinit~ quelconque d'entre elles, on 

puisse extraire une suite convergente : il faut et il suffit que, ~o ces fonctions soient bor- 

n~es dans leur ensemble, 2 ~ ~. tout nombre z >  o on puisse faire correspondre un nom- 

bre ~ tel que l'in+galit+ i x ' - - x " l  < "~ entralne pour toutes les fonctions f ( x ) :  

I f (x ' )  - -  f ( x " ) l  < ~. 

Or aucune de ces deux conditions n'est n&essaire, comme le montre l'exemple des fonc- 
I 

t ions). (x) ~---x ~ + ~ - ,  off n prend toutes les valeurs enti~res positives. Au contraire, de 

nos th6or&mes g~n&aux nous pouvons conclure que la condition n&essaire et suffisante 

est que les fonctions doivent &re born~es et 6galement continues en tout point x pris 

isol~ment (voir n ~ 15). De plus, s i c e s  conditions sont i'emplies, la convergence sera 

uniforme dans tout segment limit& 

55. RF.MARO_OE.- La plupart des th6or~mes classiques sur les ensembles linbaires 

et les fonctions d'une variable s'&endent imm~diatement aux ensembles de points de 

I'espace ~. 2, 3, . . . ,  n, . . .  dimensions et aux fonctions de 2, 3, . . . ,  n, . . .  variables. 

C'est m~me pour la piupart d'entre eux la seule g6n6ralisation qu'on en avait- fake. 

L'analogie qu'on avait ainsi observ~e est beaucoup plus profonde si l'on se place 

notre point de vue g~n~ral. 

Pour obtenir ces th~or~mes, il suffit de proc~der comme plus haut en appelant 

&art de deux ~l~ments ( x ,  x , ,  . . . ,  x )  et (x~, x~, . . . ,  x ' )  la quantitS : 

r  - + - . .  + - x ' , y .  
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C H A P I T R E  I V .  

Les ensembles de fonctions continues et les fonctionnelles. 

56. Prenons comme 616ments variables les fonctions de x uniform6ment continues 

dans un intervalle d6termin6 J. Nous consid4rerons bien entendu comme distinctes deux 

fonctions dont la diff6rence n'est pas partout nulle dans jr. 

I1 y a ici deux d6finitions classiques de la limite, nous n'envisagerons que la limite 

dite uniforme *). Nous pouvons consid6rer cette d6finition comme une cons6quence de 

la d6finition suivante de l'6cart de deux fonctions f ( x ) ,  g(x)  uniform4ment continues 

dans jr: Cet gcart ( f ,  g) est le maxinuon de f f ( x ) - -g ( . r )J  dans f. Cette d6finition 

bien naturelle semble avoir 6t6 employee pour la premiere lois d'une mani~re syst~ma- 

tique par WEIERSTRASS. Elle satisfait bien aux conditions g6n~rales a), b) du n ~ 49. 

La classe (E) ainsi d6finie est normale. En effet, on sait d'abord qu'elle admet une 

g6n6ralisation du th~or~me de C~tUCHY relatif ~l la convergence d'une suite. D'autre 

part, on peut former, une fois pour toutes, une suite S de fonctions uniform~ment 

continues dans J :  

L ( x ) ,  . . .  

telle que toute fonction continue dans jr en soit la limite uniforme. Par exemple, on 

peut prendre pour former la suite S, l'ensemble fividemment d~nombrable des fonctions 

continues qui prennent des valeurs rationnelles en chacun des points de division de J 

en q parties ~gales (q ~tant arbitraire) et qui sont lin~aires dans chacune de ces divi- 

sions. Alors, ~tant donnfie une foncfion f ( x )  continue dans jr, si l'on prend dans cet 

ensemble la fonction f,,q (x) qui prend en chaque point de division une valeur ~gale 
I 

la valeur approch6e par d6faut de f ( x )  ~. --q- pr6s, on voit facilement que la suite 

] "  (x), f,~(x), . . .  f.,~(x), . . .  extraite de S converge uniform~ment vers f ( x )  **). 

Cette remarque peut s'~noncer de la fa~on suivante, en posant 

u (x) = f~(x), . . . ,  u (x) = f q ( x ) - - f q _ , ( x ) ,  . . . :  

On peut former, une lois pour toutes, une sgrie de fonctions uniformgment continues 

clans J: 
(x) + .  + . . .  + .  + . . .  

telle qu'en groupant convenablement ses termes on puisse Ia faire tendre uniformdment 

vers n'importe quelle fonction continue dans J. 

57. D'apr~s notre d6finition de la limite, le th~or~me d'ARzELk sur les fonctions 

*) On dit qu'une fonction f ,  (x) tend uniformbment vers f ( x )  dans ], s i t t  tout nombre s > o on 

peut falre correspondre un entler p tel que l'in~galit6 n > p  entraine: ]f~(x) h f(x)] < ~ pour route 

valeur de x de Hntervalle J (voir n ~ zt). 

**) On pourrait aussi proc6der comme au n ~ 72 en utilisant le d6veloppement d'une foncfion con- 

tinue en s~rie de polynomes (n, page 50). 
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continues (qui se d~duit dans le Chapitre pr&Sdent de nos th~or~mes g~n~raux) nous 

permet d'affirmer que la condition n&essaire et suffisante pour qu'un ensemble de 

fonctions uniform~ment continues dans J soit compact est que ces fonctions soient en 

chaque point de J born&s et ~galement continues. Nous n'avons plus maintenant au- 

cune difficult~ ~. appliquer nos th~or&mes g~n~raux aux ensembles de fonctions conti- 

nues dans J en nous souvenant que la limite dont il s'agit dans ce qui suit est la limite 

UNIFORME. 

TH~OR~ME.- l~tant donnd un ensemble quelconque E de fonctions uniformdment 

continues dans J, on peut extraire de E une suite ddnombrable d'ddments telle que tout 

aliment de E appartienne ~ cette suite ou soit un de ses dldments limites (n ~ 45). On 

salt aussi que l'ensemble d6riv6 de E est ferm6 *). 

THkORi~ME.- 5i ce mdme ensemble E est non ddnombrable, il donne lieu ~ au 

moins un aliment de condensation (n ~ 43). Remarquons que la d6finition g~n6rale des 

~l~ments de condensation peut se traduire ici de la fa~on suivante: Un 616ment f ( x )  

est un ~l~ment de condensation de E si, quel que soit ~ > o, il y a une infinit6 non 

d~nombrable d'~l~ments ~?(x) de E tels que f ( x )  - -  ~ < ~(x) ~ f ( x )  + ~. 

TH~.ORf~ME.- Soit F u n  ensemble FERMk de fonctions uniformdment continues dans 

un intervalle J. I ~ On peut tou]ours ddcomposer cet ensemble en un ensemble ddnombra- 

ble et un ensemble parfait ou nul (n ~ 44). 2~ Si F fait partie d'un ensemble B de fonc- 

tions qui sont en chaque point de J dgalement continues et borndes, on pourra extraire de 

B une suite d'ddmentsf. (x), f~(x), . . .  et former une suite de hombres positifs r  ~ ,  . . .  

telles que l'on obtienne F e n  supprimant de B les fonctions f ( x )  qui vdrifient L'UNE des 

indgalitds suivantes : 

f t ( x ) - - ~ < f ( x ) < f ~ ( x ) + , ,  . .  , f . ( x ) - - ~ < f ( x ) < f . ( x ) + , ,  . . .  (n ~ 34). 

TH~ORkME.- Soit B u n  ensemble rr.tM~ de fonctions ggalement continues et bornges 

en tout point d'un intervalle J. S'il existe une famille H d'ensembles I de fonctions de B, 

telle que toute fonction de B est intdrieure au sens gtroit dt run au moins de ces ensem- 

bles, on peut extraire de H u n  hombre fini d'ensembles I formant une famille O ]ouis- 

sant de la mdme proprigtd que H. La rgciproque est vraie (n ~ 42). 

58. En particularisant la question que nous avons r+solue au n ~ 39, on obtient le 

probl6me pos6 par M. HADA~ARD en ces termes: , Soit E l'ensemble des fonctions 

continues entre o et I, ayant des valeurs d&ermin&s aux extr~mit6s, ou remplissant 

des conditions analogues. Divisons E en ensembles pa#tiels k, tels que deux fonctions 

quelconques appartenant ~t E aient un &art moindre que ~. Consid6rant les k, comme 

autant d'individus, on peut dire que l'ensemble ~ , ,  qui aces  k, comme ~16ments, nu- 

m~re 1'ensemble E. C'est cet ensemble ~l~ dont il conviendrait d'&udier les propri&6s 

et en particulier la puissance ~. 

La th~orie g6n6rale appliqu~e ici nous permet de donner ~t ce probl~me une solu- 

*) Nous savons (n ~ 22) qu'il n'en serait plus ainsi, si l'on avalt pris la d6finition de la limite 

darts son sens ordinaire, c'est4t-dire sans la supposer n&essairement uniforme. 
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tion complete en ce qui concerne la puissance, et m~nle il nous es t  indiff&ent de sup- 

poser ou non que les valeurs des fonctions soient ou non donn&s aux extr6mit&. La 

r~ponse est la suivante: Qael que soit un ensemble E de fonctions uniformdment continues 

dam un intervaIle ], on peut toujonrs choisir sa dicomposition en ensembles k~ de fa~on 

que ~ soil d&ombrable (n ~ 4o). Pour que ~ non seulement soit dgnombrable mais se 

compose d'un hombre fini de termes quel que soit ~, il faut et il sujfit que les fonctions 

appartenant ~ E soient en cbaque point de ] born&s et ggalement continues (n ~ 41). 

Dans les deux cas, on pourra choisir les k, de fa~on que chaque ~lbment de E soil 

int&ieur au sens &roit ~ au moins l'un d'eux. De plus, nous connaissons un moyen 

effectif de d&erminer les k, dans le cas g+n&al et cela ind+pendamment de E. 

59. Les op&ations portant sur des fonctions continues sont sp&ialement appelbes 

des fonctionnelles par M. HADAMARD (XI). Un exemple important de fonctionnelle con- 

tinue est la fonctionnelle lin&ire: 
c.b 

U(f )  = j~ m ( x ) f ( x ) d x ,  

off m(x) est une fonction born& intbgrable dans l'intervalle (a, b). 

Nous pouvons appliquer encore ici nos th+orbmes g~n~raux sur les op&ations. 

THb.OR~ME.- Soit U une fonctionndle continue dans un ensemble ferm+ B de 

fonctions de x born~es et ~:galement continues en tout point d'un intervalle J. Cette 

fonctionnelle: 1 ~ est born~e dans B; 2 ~ y atteint au moins une lois sa limite sup&ieure 

(n ~ I I). Rdciproquement, si cette circonstance a lieu pour toute fonctionnelle continue dam 

B, Bes t  un ensemble fermg de fonctions ggalement continues et born&s en tout point 

de ] (n ~ 5I).  

TH'kOR~ME.--P0ur qu'une suite de fonctionnelles U ,  U, ,  . . . ,  continues dam un 

champ quelconque E de fonctions de x unifor,dment continues dans ], converge vers une 

fonctionnelle continue dans E, il faut et il suffit que la convergence soit quasi-uniforme 

dam tout ensemble fermg formg de fonctions ggalement continues et born&s appartenant 

d E (n ~ 14). 

THeORiZE. - -  Considgrons une famille ~ de fonctionnelles continues dam un en- 

semble fermg de fonctions dgalement continues et bornges en tout point f u n  intervalle ]. 

Pour que de route infinitg de fonctionnelles de ~ ,  on puisse extraire une suite qui con- 

verge uniformgment, il faut et il su~t que les fonctionnelles de ~ soient bornges et gga- 

lement continues en tout d&nent de l'ensemble de fonctions (n ~ 48). 

CHAPITRE V. 

Les ensembles  et les fonctions de points de l 'espace 

~t une infinit6 d6nombrable de dimensions.  

60. Un grand nombre des ~l~ments qui interviennent en math~matiques sont d& 

terminus chacun compl~tement par une suite infinie de nombres r~els ou complexes: 

Par exemple, une s~rie de TAYLOR est d&ermin~e par la suite de ses coefficients sous 
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la forme : 

( i )  f ( x )  = a o 21-- a x Jr- . . .  -Jr- a (x) + . . .  

Une fonction continue de x entre o et I e s t  d&ermin& par la suite des valeurs 

qu'eUe prend aux points d'abscisses rationnelles, par la formule d'interpolation de 

M. BOREL (II, page 80): 

~(x) = limq=~ p~__o~= M m ( x  ). 

De m~me, un hombre irrationnel est d~fini par une suite de nombres rationnels; 

et ainsi de suite. 

On peut donc consid&er les nombres de la suite qui d~finit chacun de ces ~l& 

ments comme les coordonn&s de cet ~l~ment envisag~ comme un point d'un espace 

(Eo) ~ une infinit~ d~nombrable de dimensions. Ii y a plusieurs avantages ~ op~rer 

ainsi. D'abord l'avantage qui se pr&ente toujours quand on emploie le langage g~om& 

trique si propice ~t l'intuition par les analogies qu'il fair naitre. Ensuite cda permet 

d'obtenir des propri&~s g~n&ales applicables ~ routes ces categories d'~l~ments: celles 

qui r~sukent non de leur nature propre, mais de leur d&ermination par un ensemble d& 

nombrable de nombres. I1 reste d'ailleurs bien entendu qu'5 route suite infinie de nom- 

bres ne correspond pas n&essairement un de ces ~l~ments. Par exemple, l'expression 

(I)  ne d~finit f ( x )  que si la suite ao, ai, . . . ,  a ,  . . .  satisfait ~ certaines conditions. 

6I .  Nous allons donc maintenant s abstraction de l'origine de la suite de nom- 

bres qui d~finit un de ces ~l~ments et consid&er simplement cette suite: 

Xi}  Xa} � 9  } X~i ~ � 9  

comme d~finissant un point d&ermin6 x de l'espace. 

Nous dirons que deux points x, x' de (Eo) coincident, lorsque leurs coordonn&s 

sont respectivement 6gales, et dans ce cas seulement. 

Pour pouvoir appliquer dans le cas pr&ent les th6or~mes g6n&aux obtenus pr& 

c~demment, il nous suffira de montrer que la clam des points de (E~,) ddfinit une classe 

(E) normale. 

62. ~cart de deux points de ( E o ) . -  On pourrait d~finir de bien des mani~res l'&art 

de deux points: 

X :  X l ,  X ~ ,  . . .  ~ Xn~ . . .  

X '  : X'i , X'2 , . . .  , X'n , . . . .  

Mais pour g6n&aliser utilement le cas de l'espace ~t un nombre fini de dimensions, 

il faut s'arranger pour que, si l'&art (x, x') tend vers z6ro, chacune des quantit6s 

x x - x ' t ,  x~ - -x ' , ,  . . . ,  x - - x ; , ,  . . .  tende vers z&o. 

Une question importante se pose, 2t savoir s'il ne serait pas utile de choisir cette 

d~finition de fagon que cette suite infinie de diff&ences tende uniformgment vers z&o. 

Nous verrons plus loin (n ~ 68) qu'fl est pr+f&able de ne pas s'imposer cette condition 

qui semble assez naturelle. Quoiqu'il en soit, nous adopterons la d~finition suivante de 

l'&art, dont le choix sera jusfifi~ par la suite. 
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Nous appeUerons &art des deux points x, x', le nombre bien d6fini: 

iX I - -  X[I I IX2 - -  X;[ I IXn - -  X; I  

(x, x ' )  = ~ + Ix, - x;I + 2! ~ + Ix, - x;I + " ' "  + ~ .  ~ + Ix,, - x,;I + " ' "  

Le second membre est &idemment convergent quds que soient x,,  x ' ;  x=, x'~; . . .  

On voit qu'il est toujours ~ o lorsque x et x' sont distincts. De plus, on a, quel 

que soit n:  
Ix" - x" ix. - x'.l i x , , -  x;;I 

i + Ix'. - x;;I -~  ~ + Ix. - x;I + ~ + Ix. - .,"J ' 

comme il est facile de le v&ifier. 

Donc on a pour trois points qudconques x, x', x" :  

(x', x") __~ (x, x') + (x, x"). 

Ainsi le nombre que nous venons de dfifinir satisfait bien aux deux conditions g& 

n&ales que nous avions impos&s ~t la d~finition de l'&art (n ~ 49)- 

68. Limito d'un point do ( E ~ ) . -  De la d~finition de l'&art r~sulte la d~finition de 

la limite d'un point de l'espace (E~). 

On dit qu'un point x I"~ de l'espace (E~) tend vers le point x de (E~,), quand n 
I 

croit ind~finiment, si l'&art (x ~"1, x) tend vers zfiro avec - - .  Mais on peut donner 
n 

une d~finition 6quivalente faisant intervenir directement les coordonn&s, au moyen du 

th6or~me suivant : 

TH/~OR/~MF..- La condition ngcessaire et SUFrISaNTE pour qu'un point de (E~) 

X (hI . aA'O .An) ..In) 

tende vers un point : 
X : X ,  X 2~ . . .  , X p ,  . . .  , 

+.1 tende vers xp quand n croit inddfiniment. est que, quel que soit p, xe 

En effet, supposons d'abord que cette derni~re condition soit r&lis&. Je vais mon- 

trer que (x, x I"l) tend vers z+ro. Pour cela observons qu'on a: 

Ix, - xT ' l  I I+-  x> 
(2) (x, x'"') "~x + Ix, - x<?t + "'" + p t x + Ix~ - x~"'l + rp, 

en appelant r e l'expression ind+pendante de n :  

I I 

9 = (p + , ) t  + (p + 2)t + " ' "  

I 
Cette derni~re quantit~ tend vers z&o avec 7 - ;  on peut donc fixer un hombre p 

Le nombre p &ant ainsi fixg, il est ma- ind6pendant de n, tel que l'on ait r e < - 7 "  

nifeste que la somme des p termes qui le pr&~dent dans l'in~galit6 (2) tend vers 

z&o quand n croit ind~finiment. On peut donc trouver un nombre q tel que leur 

somme soit inf&ieure 5, --* pour n > q. En r~sum6, nous obtenons un nombre q tel 
2 

que l'on ait : 

(x I"), x) < ~, pour n > q; 

ce qui d6montre que la condition suppos& &ait bien suffasante. 
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D~montrons qu'elle est nbcessaire. L'expression de (x, x I'/) montre que l'on a pour 

toute valeur de p:  

- xl"'l  < p V(x,. x"). 
+ Ix,- xT'l 

Donc le premier membre tend vers z~ro lorsque, p restant fixe, n croit ind~fini- 

ment. Ceci ne peut arriver que si .px ~'~ tend vers x~ pour route valeur fixe de p. 

64. Cette proposition permet de montrer que la classe (Eo) admet une g6n&ali- 

sation du th6or~me de CAUCHY: 

T H ~ O R ~ E . -  La condition ndcessaire et suffisante pour qu'une suite infinie de points 

de respace (E~,) : 
X (~), X (2), . . .  , x(n)~ . . .  

ait une limite, est qne, quel que soit le nombre ~ ~ o, on puisse ddterminer un nombre n 

tel que l'on air: 
< 

quel que soit l'entier p. 

La condition est 6videmment n&essaire. 

Inversement, supposons la condition r&lis&. On aura: 

D'o~ : 

I 
en supposant ~ < ~ . .  Ayant 

I ~ql 
~ < - ~ .  et " < %  

I - - ~ q l  

co ~tant donn~ A l'avance; alors , d&erminera n e t  on aura: 

x'"' - - q  xT+~' [ < % 

quel que soit p. D'apr~s un th~or+me bien connu de CAucnx, 

suite des hombres: 

X(O X(2) in) 
q ,  q ~ . . . ,  Xq ~ . . .  

1 7'- 4""1 
I -{- x ~"1-  x~"+el I < *q! 

q 

x(,) i,,+p) ~ q ! - - x q  [ < - - ,  
q I - - ~ q !  

une lois fix+ q, on pourra prendre ~ de fa{on que 

il en r~sulte que la 

a une limite xq lorsque n crolt ind~finiment. Et ceci a lieu quei que soit q. D'apr~s le 

th~orbme pr&~dent, cela prouve que la suite x~*~, . . . ,  x~ . . .  a une limite d&ermin~e 

X :  X , . . .  , X q ,  . . .  

Les  e n s e m b l e s  de p o i n t s  de l ' e space  (Eo). 

65. Du fair que l'on peut d~finir l'&art de deux points de l'espace (Eo) ~, une 

infinit~ dbnombrable de dimensions, il r6sulte que les points de cet espace forment une 

classe (E). Nous compl&erons de plus l'assimilation ~t la thborie g~n&ale par le th~o- 

rbme suivant : 

Rend. Circ. MaUm. Palerrao, t. XXII (19o6) . -  Stampato il 30 maggio x9o6. 6 
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TH~OR~ME.-  Les points de l'espace (Eo) forment une dasse (E) normale. 

Nous savons d6jA qu'ils fonnent une classe (E)  admettant une g~n6ralisation du 

th~or6me de CAUCHY sur les suites convergentes. Cette chsse ( E ) e s t  ~videmment par- 

s I1 suffit de montrer qu'on peut la consid~rer comme 1'ensemble d~riv6 d'une suite 

d6nombrable de ses ~1&nents. Pour cela remarquons d'abord que l'ensemble des nom- 

bres rationnels de signe quelconque est un ensemble d~nombrable qu'on peut mettre 

sous la forme d'une suite: 

C x ,  C 2 ~  . . .  ~ C n ~  �9 . .  

Consid~rons alors l'ensemble D des points de l'espace (E~,) qui ont des coordon- 

n&s de la forme: 

X x ~ "  ~ n l ,  X 2 ~ Cn 2~ �9 . . , X p  - - -  Cnp ,  X p +  l ~ 0 ,  X p +  2 ~ 0 ,  . . �9 

off p, n,, n2, . . . ,  np sont des entiers positifs quelconques. Cet ensemble est +videm- 

ment d~nombrable et on volt facilement que tout point de (E~) est limite d'une suite 

d'6l+ments de D. 

66. Los ensomb/es aompaots.--La notion d'ensemble compact prend une signification 

g~om&rique tr6s simple dans le eas d'un ensemble de points de (E~). Pour l'indiquer, 

nous dirons d'abord qu'un ensemble de points de (E~,) est contenu dans un domaine fini, 

si l'on peut trouver une suite de nombres ~ o: M ,  M , , . . .  tels que l'on air pour 

tout point (x, ,  . . . ,  x , ,  . . . )  de l'ensemble: 

Ix, I L M , ,  Ix~ILM~,..., I x . I / M ~ , . . .  

THt~ORf3ME.--La condition ndcessaire et sujfisante pour qu'un ensemble E de points 

de l'espace (Eo) soit compact est que cet ensemble soit contenu dans un domaine fini. 

En effet, supposons l'ensemble E compact; s'il n'&ait pas dans un domaine fini, 

on pourrait trouver n tel que l'ensemble des coordonn&s de rang n des points de E 

ne soit pas born& Autrement dit, il faudrait que, quel que soit p, on puisse trouver 

un point x (pl de E tel que, en appelant x ~p~. sa coordonn6e de rang n, on ait: 

x (~1 > P. 
tt 

Or ceci est impossible si E est compact; car, de la suite des points de E :  x ('1 , 

x ('), . . .  on pourrait extraire une suite x (p~), x (p2~, . . .  ayant une limite x. Et alors les 

nombres x (~,~ ,.(p,I qui croissent ind~finiment comme p , ,  p , ,  auraient une 
tt ~ 4"tl ~ ~ ~ * " " ~ 

limite finie x.. 

Inversement, supposons que E soit dans un domaine fini. Alors, ou bien il n 'y a 

qu'un nombre fini d'616ments et dans ce cas E est compact par d6finition, ou bien il 

y a un nombre infini d'616ments distincts. Consid&ons un ensemble infini E contenu 

dans E. L'ensemble de ses coordonn+es de rang I e s t  born~ par hypoth6se. Donc: ou 

bien il y e n  a une infinit+ qui sont ~gales ~t un m6me nombre x I , ou bien on peut 

en trouver une infinit+ qui sont distinctes et tendent vers un nombre d&ermiu~ x x . 

Dans les deux cas, on pourra extraire de E une suite de points de (Eo):  

X ( X )  X ( 2 )  ~ X (n), 

..~.1 . .  ait une limite d&ermin+e x,. De cette pre- telle que la suite x(, '), x(,'), . . .  , ~ , ,  . 
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mitre suite, on pourra extraire une autre suite de points ranges dans le meme ordre: 

telle que les coordonn&s du deuxi6me rang aient une limite d~termin~e x=, les coordon- 

n~es du premier rang continuant ~t tendre vers x .  Et ainsi de suite. On arrivera ~t 

former une suite de points de E : 

X(x,P) X(2,P) . . .  ~ X(n'P~ . . .  

contenue dans les suites pr~cLdemment form6es et telle que les coordonn~es de rang 

au plus +gal A p aient respectivement des limites d&ermin~2es : x ,  x, ,  . . . ,  xp. 

Alors, consid&ons la suite de points de E distincts: 

(Z) x "), x I~'~), . . . ,  x I"'"), . . . .  

A partir du rang p, et ceci quel que soit p, cette suite est form6e d'616ments de la 

suite a c''p~, x (~'p), . . . ,  x ("'p), . . .  pris dans le m~me ordre. Donc ses coordonn6es de 

rang p tendent, quel que soit p, vers un hombre d&ermin6 xp. Autrement dit, la suite 

(X) est une suite d%l~ments de E qui sont distincts et ont une limite d&erminLe: le 

point de coordonn+es 

X ~  X 2~ . . . ~ Xp~ . . . .  

La proposition est ainsi d~montr~e *). 

Applications des thdor~mes gdndraux. 

67. I1 n 'y a plus maintenant aucune difficult6 ~t appliquer aux ensembles de points 

de l'espace (E~) les th~or~mes 6nonc6s pour les ensembles tir6s d'une classe (E)  nor- 

male. 

TH~OR~ME.- Consid#ons un ensemble QUELCONO_UE E de points de respace (E~,) 

it une infinitg dgnombrable de dimensions: I ~ on peut extraire de E un ensemble ddnom- 

brable de points, D, tel que tout point de E appartienne, soit d D, soit it son ddrivg D' ; 

2 ~ rensemble E' ddrivg de E est fermg; 3 ~ l'ensemble E est ddnombrable ou sinon donne 

lieu ?t au moins un point de condensation. 

TH~OR~ME. - -  Si un ensemble E de points de l'espace (Eo) est dam un domaine fini, 

l'ensemble de ceux de ses points qui ne sont pas des points limites de E est ddnombrable. 

TH~OR~ME.- Soit E un ensemble de points de respace (E~,) qui est fermg et con- 

tenu dam un domaine fini D: I ~ il existe un ensemble d~nombrable G de sphgroides 

tels qu'on obtienne E en enlevant de D l e s  points int#ieurs d chacun de ces spMro~des ; 

2 ~ E peut gtre dgcomposg en un ensemble d~nombrable de points et un ensemble parfait 

ou nul sans points communs avec le pr&gdent ; 3 ~ il existe au moins un ensemble K de 

points de (Eo) dont l'ensemble dgrivg coindde avec E. 

TH~ORkMr<- Pour qu'un ensemble E de points de respace (Eo) soit feting et con- 

*) M. MONTEL est depuis longtemps en possession de la condition suffisante qui lui a servi pour 

~tablir certaines propositions 6nonc6es dam une Note des Comptes Rendus (xxv). 
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tenu dans un domaine fini. il faut et il su~t qne de toute famille G d'ensembles I de 

points de E telle que to.t point de E soit intdrie.r au sens dtroit tt Fun au moins des 

ensembles I, on puisse extraire un hombre fini de ces ensembles I formant une famiIIe H 

jouissant de la mdme propriSd que G. 

Tn~oR~ME.-  Tout ensemble parfait de points de (E~,) posskde la puissance du 

continu. 

On peut encore ici r~soudre une question analogue ,~ ceUe qui a &+ posse par 

M. HADAMARD pour les ensembles de fonctions continues (n ~ 39)- 

Soit E un ensemble de points de l'espace (Eo); d&omposons E en ensembles 

partiels k, tels que deux points quelconques de l'un d'eux aient un &art moindre que 

,, et soit ~ l'ensemble des k,. Quels que soient E et ~, on peut toujours opdrer cette 

ddcomposition de far que ~ soit ddnombrable. Pour que, quel que soit ,, on puisse dd- 

composer E en nn hombre fini d'ensembles k~, il faut et il su f t  que E soit contenu dans 

un domaine fini. 

68. REMARO_UE.- C'est ici le lieu d'observer qu'on aurait pu &re amen6 ~ choisir 

une autre d+finition de la limite d'une suite de points de l'espace (Eo). I1 semble au 

premier abord qu'il aurait ~t+ plus naturel, en m~me temps que plus ad+quat aux ap- 

plications, d'adopter la d6finition suivante: Une suite de points x ~  x ('~, . . . ,  x c"~, . . .  

tend vers un point x lorsque, &ant donn6 un hombre ~ > o, on peut trouver un 

entier q tel que l'on air: 

i~ ")-xp[<~, pour n > q ,  

qud que soit le rang p des coordonn6es consid&~es de x I"l et de x. 

I1 y aurait certainement lieu d'&udier une th6orie des ensembles et de la continuit6 

dans l'espace (E~) fond6e sur cette dbfinition qui peut pr6senter parfois des avantages 

(XVlXI). Cependant, elle se pr&e moins bien aux applications de nos th6or~mes g+n~raux. 

En effet, on volt que pour d~duire cette d6finition d'une d6finition convenable de l'~cart, 

on est amen+ A appeler &art de deux points x, x' la limite sup6rieure de [ x p -  x'pl 

quand p prend toutes les valeurs enti~res possibles. Cette dd'finition semble beaucoup 

plus simple que celle que nous avons adopt6e; eLle a pourtant l'inconv~nient de ne pas 

s'appliquer A deux ~l~ments I quelconques. Plus exactement, elle pourrait donner une valeur 

infinie h l'&art de deux points dont les coordonn6es sont finies (mais non born6es). 

Un autre inconvenient de cette re&bode est qu'on ne volt plus nettement quelle 

est la signification g+om&rique qu'il faut attacher h la notion d'ensemble compact. En 

effet, il est facile de former un exemple d'un ensemble de points de (Eo) qui est con- 

tenu dans un domaine fini et qui n'a pourtant aucun 616ment limite au sens de la 

deuxi~me d~finition. On pourrait peut-&re esp&er qu'il y a un 616ment limite lorsqu'on 

impose A l'ensemble d'etre, non plus seulement infini, mais non d~nombrable. Ou bien 

encore en restreignant la d+finition que nous avons donn~e d'un domaine fini et en 

disant que le domaine sera fini si toutes les coordonn6es sont en valeur absolue inf6- 

rieures A un mgme hombre fixe. Aucune de ces restrictions ne peut pourtant restituer 

sa validit+ au th6or6me en question. II suffit en effet de consid&er l'ensemble de tous 
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les points distincts dont les coordonn~es sont toujours ~gales "t o ou I. Cet ensemble 

a la puissance du continu (il n'est donc pas d~nombrable)et toutes les coordonn&s de 

ses points sont born~es dans leur ensemble; il n'a pourtant aucun point limite au sens 

de la deuxi&me d&finition. I1 en a au contraire au sens de la premiere. 

Les fonct ions d'une suite infinie de variables  ind6pendantes.  

69. Conform6ment ~t nos d~finitions g6n6rales, nous dirons qu'une fonction d'une 

suite infinie de variables x ,  x~, . . . ,  x ,  . . .  : 

f ( x , ,  x = , . . . ,  x , . . . )  

est continue, si f (x l f ,  ,,It,, x~), --2 , " "  , . . . )  a pour limite f ( x ,  x2, . . . ,  x ,  ...) torsque 

x~P~ ~'(~ x cp) tendent simultan6ment, mais ind@endamment, vers x,, x~, , 
I } ~'2 ~ " " " ' *t ' " " " " " "  

x ,  . . .  quand p croit ind~finiment. Nous pouvons encore ici appliquer nos th~orSmes 

g~n&aux : 

TH~OR~ME. - -  Si une fonction d'un point de l'espace (Eo) d une infinitd ddnombrable 

de dimensions est continue dans un ensemble limitd et fermd de points de cet espace, cette 

fonction : I ~ est born&; 2 ~ atteint en au moins un point de E sa limite supdrieure. Rt- 

ciproquement, si cette propridtg a lieu pour routes les fonctions continues dans un ensemble 

E, cet ensemble est limitg et fermi. 

TH~OR/~ME.- Toute fonction continue dans un ensemble extrdmal de points de 

l'espace (Eo) est uniformdment continue dans cet ensemble. 

TH~OR/eaE.-  La condition n&essaire et su~sante pour qu'une sdrie de fonctions con- 

tinues en tout point d'un ensemble extrdmal de points de l'espace (Eo) converge vers une 

fonction continue, est que la convergence de cette sdrie soit quasi-uniforme. 

THf.OR~ME. - -  Soit ~ une famille de fonctions continues dans un ensemble limitd et 

fermi de points de l'espace (Eo). Pour que, de route infinitg de fonctions de ~ ,  on puisse 

extraire une suite qui converge uniformdment, il faut et il suffit que les fonctions de 

soient dgalement continues et borndes en tout point de l'ensemble. 

C H A P I T R E  V I .  

Fonct ions  ho lomorphes  ~t l'int6rieur d'une m ~ m e  aire. 

70. Consid&ons dans le plan complexe des ~, une aire quelconque 9 ~t contour 

simple ou multiple. Nous allons &udier les ensembles dont les ~16ments sont des s 

tions holomorphes en tout point intdrieur ~ 9" Pour &iter des restrictions dans les 

~nonc& que nous aUons obtenir, nous ne nous pr6occuperons pas de ce qui se passe 

sur le contour de 9 "  Autrement dit, nous consid&erons comme identiques deux fonc- 

tions holomorphes /t l'int&ieur de 9 qui ont m~me valeur en tout point int+rieur ii 9 "  

Pour appliquer nos th+or~mes g+n&aux, nous montrerons qu'on peut d+finir un 

&art. Supposons qu'on ait d&ermin+ une suite d'aires limit&s 9 , ,  9 2 ,  " "  9 . ,  " '"  

chacune int&ieure aux suivantes et ~i ~ ,  de fa~on que toute aire ~ '  int&ieure ~t ~ se 
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trouve aussi int6rieure aux aires de cette suite 3. partir d'un certain rang *). Pour d6finir 

l'&art de deux fonctions f e t  g holomorphes it l'int&ieur de 9 ,  nous appelons u n le 

maximum fini de I f ( : 0 -  g(z)] quand Z varie dans 9 .  ou sur son contour. La s&ie 

U I U 2 I U n 

i + + 2 ! i  " " +  n ! i  "'" 

est certainement convergente; sa somme sera par d6finition l'&art (f,  g) de f et de g 

dans ~ .  On volt que si I f ( z ) -  g(z)] a une limite sup6rieure finie u quand Z varie 

de faqon quelconque A l'int6rieur de ~ ,  l'&art sera inf~rieur ~t e u Mais l'6cart 
I + U "  

aura une valeur finie ~ e m~me dans le cas contraire. 

En se servant des remarques faites pour les points de l'espace (Eo) au n ~ 62, on 

volt encore que la d6finition que nous venons de donner satisfait bien aux conditions 

impos~es ~t celle de l'&art (n ~ 49). 

Conform6ment /t la th~orie g6n6rale, nous dirons donc que, 6rant donn6es deux 

fonctions holomorphes ~. l'int&ieur de ~ :  f (z )  et f . (z) ,  la fonction f ( z )  est la limite 
I 

de f~(a~) si leur &art tend vers z&o avec - - .  
n 

Pour se rendre compte de la signification de cette d6finition, il suffit de remarquer 

que la condition ngcessaire et su.lTisante pour que l'gcart (f ,  f,,) ten& vers zgro est que 

f . (z )  ten& uniform~ment vers f ( z )  darts route aire ~ '  intdrieure a ~ .  

-'"' de [ f ( z ) - - f . ( z ) i  dans En effet, si cette condition est remplie, le maximum % 

1 quel que soit l'enfier fixe p. D'apr6s un raisonnement em- ~p  tend vers z6ro avec - - ,  
n 

ploy6 plus haut (n ~ 63) , cela sufl:it pour que l'4cart 

r  I 

( f '  f ~ ) - - 1 0  l- u(x ~, -~- "'" + } 7 - 1  + u~ " - - ~  + "'" 

ait aussi pour limite z&o. Inversement, si l'Scart tend vers z6ro, il en est de m4me 

(") quel que soit l'entier fixe p, d'apr~s l'in6galit6: de up 

I .qt_ u~"' < P!(f' f~)" 

Donc f . ( z )  tend uniform~ment vers f(~0 dans chaqne aire c~e et par suite dans toute 

aire ~ '  int&ieure fi ~ .  Mais il n'est pas certain que la convergence de f .(<) vers 

f (z)  soit uniforme dans ~ .  On en verrait un exemple en prenant pour ~ le cercle 

IX]/" I et en posant .f,, (Z) ~ Z" , f(z)=~o. It nous semble pourtant pr6f6rable d'adop- 

ter notre d6finition plut6t que celle d'apr~s laquelle on consid&erait seulement f(aD 

comme limite de f~(z) quand f . ( z )  tend vers f ( z )  uniform6ment dans route raire ~ .  

*) Par exemple, si ~ est limit6e par un contour convexe simple, on prendrait pour ~ .  l'homoth6ti- 
n 

que de ~ dans le rapport ~ relativement ~ un point fixe pris ind~pendamment de n 5 l'int~rieur de ~.  
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I 
Car on serait amen~ ~ ne pas toujours consid&er une fonction telle que I - -  Z' comme 

limite de son d&eloppement de TAYLOR clans son cercle de convergence. 

71. Ainsi donc, nous allons &ablir notre th~orie des ensembles de fonctions ho- 

lomorphes fi l'int&ieur de 9 en consid~rant une fonction comme limite d'une autre, 

lorsque la valeur de la seconde tend vers la premiere uniform~ment ?t l'int&ieur de route 

aire int&ieure 'a ~ .  
O .t Pour pouvoir appliquer nos th~or6mes oen&aux de la PREmkRE PARTm, nous dg 

montrerons que la dasse des fonctions holomorphes a l'intgrieur d'une mgme aire ~ est 

une dasse (E) normale. 

Nous savons qu'on peut la consid&er comme une classe (E). Montrons qu'elle 

admet une g&n6ralisation du thfior~me de CAUCHY. 

TH~ORkMV..- Pour qu'une suite de fonclions: 

f1 (~), k (Z), . . . ,  f .  (~), . . .  

holomorpbes a l'interieur d'une aire ~ soit uniformgment convergente dans route aire 9 '  

compl~tement inldrieure gt 9 ,  il faut et il sufft qu'd tout hombre ~ > o, on puisse faire 

correspondre un entier n tel que l'on ait, quel que soil p" 

U., L+p) < *. 

I1 n'y a aucune difficult6 A montrer que la condition est n&essaire. Pour montrer 

qu'elle est suffisante, appelons u~ '~' le module maximum de [f.(z 0 - - f . (z ) ]  dans 9q" 

Donnons-nous maintenant une aire 9 '  int&ieure ~t ~ .  On pourra prendre q assez 

grand pour que 9 '  soit aussi compl&ement int&ieure/t 9q" Ayant ainsi fix~ le nombre 
~.O 

q, choisissons un nombre ,  > o, inf~rieur A 
q!0 + o')  

Par hypoth6se on pourra trouver un entier n tel que l'on air: 

( L , ,  L )  < ~, 
quel que soit p. Or, 

I U~ n'n+p) 

q-T x 2 I- u~ "'"+p' < ( f ' '  f.+e)" 
Donc 

I U~ n'n+p) I O~ 

q!  I + U~ "'"+p) < q!  I + OJ' 

OU 

U~ ""+p, < CO. 

Autrement dit, &ant donn~ co ~ o, on peut trouver un entier n, tel que l'on ait en 

tout point de 9 q :  

[L - L+p (01 < o,, 

quel que soit l'entier p. Par cons+quent la suite f,  (Z), f= (Z), . . .  est bien uniform6ment 

convergente dans ~ ' .  

72. D6montrons maintenant que les fonctions holomorphes ~t l'int6rieur d'une 

m~me aire ~ forment une classe s+parable. 



48 MAURICE FRI~CHET. 

TH~:OR~'tE. -- On pettt ddterminer, nne fois pour tontes, une suite S de polynomes 

Px(z), P,(K), . . . ,  P,,(K), . . .  telle que route fonction holomorphe ~ l'int&ieur de ~ soit 

limite d'au moins une suite extraite de S~ et cela nniform;ment dans route aire limit(e 

9 '  int&ieure ~ 9" 

Nous nous appuierons sur ce th~or8me bien connu que route fonction f (~)holo-  

morphe ~t l'int~rieur de ~ est la somme d'une s&ie de polynomes (avec convergence 

uniforme dans toute aire ~ '  int~rieure ;l ~ ) .  Alors, quel que soit n on peut d&erminer 

un polynome Q,(K) tel que l'on ait dans tome l'aire ~ , ,  contour compris 

I 

If(z) - -  Q, (~)1 < 2--~" 

Mais en rempla~ant les parties r&lles et imaginaires des coefficients de Q.(~) 
i 

par leurs valeurs rationneUes approch&s ~i moins de -7- pr6s, on pourra toujours for- 

met (en prenant q assez grand) un polynome R, (K) a coefficients rationnels tels que 

l'on air dans l'aire limit& 9, ,  et sur son contour 

- < s 
2 n  

I dans 9 ,  et par suite R,(K) tend uniform4ment Donc on aura If(K) - -  R, (K)I < 7 

vers f ( ;0  dans toute aire limit& 9 '  int6rieure ~t 9"  D'ailleurs, la suite R. (K), R~(K), . . .  

est extraite de l'ensemble E des polynomes de la forr e: 

"'" + i  b ~  b ' K ' +  "'" , 

q q 

off q et k sont deux entiers positifs; ao, a ,  . . .  a~, bo, b ,  . . .  b~ des entiers positifs 

n6gatifs ou nuls. I1 suffit 6videmment de d6montrer que l'ensemble _E est d6nombrable. 

D'aiUeurs cet ensemble est la somme des ensembles Eq,~ de ceux de ces polynomes qui 

correspondent 5, des valeurs fixes de q et de k. I1 suffit donc de d4montrer (u, page 2) 

que chacun des ensembles Eq, k est d6nombrable. Or cela r6sulte de ce que les polyno- 

rues de E+k pour lesquels laol + la,I + "." + [a~l + [bol + . . .  + Ibkl = r sont en 

nombre fini pour ch'que valeur de r et qu'on obtient Eq, k prenant successivement 

r--l~ 2~ .... 

78. THeOReMS.- La condition ndcessaire et su.fisante pour qu'un ensemble de fonc- 

tions holomorpbes dt l'intdrieur de ~ soit un ensemble compact est que les fonctions de 

cet ensemble soient en module borndes dans leur ensemble dans toute aire limitde 9 '  intd- 

rieure dt 9" 

La condition est n&essaire d'apr~s un raisonnement enti&ement analogue ~ celui 

d u n  ~ 18, en consid&ant l'aire limit& ~ '  comme un ensemble extr6mal de points du 

plan. 

Pour d6montrer que la condition est suffisante, il suffit de d6montrer que si l'on 

consid~re une infinit6 I de fonctions holomorphes ~t l'int+rieur de ~ et born&s dans 
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toute aire ~ '  int~rieure ~i ~ ,  on peut extraire de I une suite qui converge uniform~- 

ment dans chacune de ces aires ~ '  *). 

Or on peut extraire de ~ une suite S de points intgrieurs ~t ~ : ~ ,  % ,  ..., % ,  ..., 

telle que tout point int~rieur ~ ~ appartienne ~t la suite S ou ~t son ensemble d~ri% 

( no 45). Soit r,, la limite inf6rieure de la distance de % aux points non int6rieurs ~. 

~ .  Appelons I" un cercle de centre % et de rayon ? ~ - -  r . Tout  point 

int~rieur ~ ~ est int~rieur ~ l'un au moins des cercles I" ; et inversement, tout point 

de I',,, ou de son contour, est intgrieur ~ ~ .  Dans chacun des cercles C une quelcon- 

que des fonctions f (~ )  de I e s t  d~veloppable en une s~rie de TAYLOR qui converge 

uniform~ment dans F ,  contour compris: 

f ( z )  ---- ao,, + a , ,  (Z - -  0%) + . . .  + %,,,(Z - -  0%)~ + . . .  

Alors, A chaque fonction f(~) ,  on peut faire correspondre un point .4 de l'espace 

(E~,) ~t une infinit6 d6nombrable de dimensions, ~t savoir le point ayant pour coordon- 

n~es l'ensemble d6nombrable de nombres:  

( I )  ao, t ,  a , ~ ,  a 2 , t ,  . . .  ; a o , 2 ,  a , a ,  a 2 , 2 ,  . . .  ; ao ,  n ,  a t , n ,  . . .  * * ) .  

Par suite, A l'ensemble I de fonctions f ( z )  correspond un ensemble G de points 

A de (E~). Cet ensemble est limit~, car on a, quel que soit le point A, 

en appelant M un nombre sup~rieur au module de toute fonction f ( z )  de I en tout point 

d'un cercle C'  de centre ~ et de rayon ?' > ?,, et ~ r .  D~s lors, l'ensemble 6; est 

compact (n ~ 66) et on peut prendre une suite de ses points A ,  A ,  . . .  ayant une 

limite B. En appelant 

les coordonn6es de .4q et 

celles de B, on aura: 

a(q) atq} a(q) 
o , t  ' ~,i ~ " " " ' p~n ' " " " 

bo,,, b . . . ,  b~,,, . . .  

bp,, = l ima Cq) 
q~r p,n 9 

quels que soient p, n. I1 en r~sulte en particulier que l'on a :  

M. 

*) Ce th4orhme a 4t6 d6moutr4 par M. ARZELK (X, page 6) lorsqu'on ajoute ~t notre hypoth~se 

les conditions: I ~ que les fonctions de I sont born4es, non seulement dans les ~' ,  mais dans tout 

(ce qui est moins g4nhral); 2 ~ que les d4riv4es de ces fonctlons sont aussi bornhes darts 3 ,  ce qui e s t  

inutile. M. MONTEL a hnonc4 sans dhmonstration (xxv) que si des fonctions sont rhgulihres dans ~ ,  

coutinues sur le contour et born6es dans leur ensemble dans ~,  on peut en extraire une suite qui con- 
verge unlformhment dans ~,. 

**) Ces nombres ne sont pas ranghs de fagon ~t sulvre l'ordre d'un seul indice comme au Chapi- 
tre V. Mais il suffit de savoir qu'on pourrait le faire. 

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXII (t9o6). --Stampato il 30 maggio t9o6. 7 
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par suite, pour chaque valeur de n la s6rie: 

bo, . + b  ( ~ - - ~ ) +  . . .  + b ~ , , ( < - - ~ y +  . . .  

converge vers une fonction %(<) holomorphe ~t l'int&ieur de C' .  Soient d'autre part 

f ,(<), f=(<), . . .  les fonctions de I qui correspondent fi A ,  A:, . . .  Je vais d~montrer 

que cette suite de fonctions a une limite. En effet, on a dans tout cercle r,,: 

IJ;(Z) - -  ~,,(<)l < .a'2", - -  bo,,,I + . . .  + la~q'~ - -  bp,,l(e,)' 

LXP./ + ""] 
$ 

En prenant p assez grand, le dernier terme sera ,~ ~ -  ; p &ant ainsi choisi et fix~, la 

I 
somme des p + I premiers termes tend vers z&o avec - - ,  on peut donc trouver h 

q 

tel que cette somme reste inf&ieure ~, ~ pour q > h. En r6sum~, f~ (~) tend unifor- 
2 

m6ment vers 9, (<) dans r contour compris. 

Comme tout point int&ieur ~t ~ est int&ieur i au moins un cercle r , ,  on volt 

d'abord que l'on a bien extrait de I une suite f , ,  f , ,  . . .  convergente en tout point 

int&ieur ~t ~,. De plus, la limite f(<) est une fonction holomorphe en tout point int~- 

rieur ~ ~ puisqu'elle coincide avec r dans i" quel que soit n. Enfin, la conver- 

gence est uniforme dans toute aire limit& ~ '  int&ieure ~t ~ .  En effet, les points de 

cette aire ~t' (contour compris) forment un ensemble limit6 et ferm~ dont chaque point 

est int&ieur 2t l'un au moins des cercles 1" ; on peut donc extraire un nombre fini de 

ces cercles jouissant de la m~me propri&~ (voir n ~ 36). La fonctionfq(r 

uniform~ment dans un nombre fini de cercles r convergera aussi uniform~ment dans 

l'aire ~ '  qu'ils recouvrent. 

I1 serait d'ailleurs inexact d'affirmer qu'on peut choisir la suite f ,  (~), f ,  (<), . . .  

de fa~on qu'elle converge uniform~ment dans toute l'aire ~ (volt Ia note pr&6dente). 

Cela serait inexact m6me si l'on supposait que les fonctions de I sont ~t la fois holo- 

morphes et born6es dans leur ensemble darts ~ contour compris. I1 suffit pour s'en 

rendre compte de prendre encore pour ~, le cercle I<1 - / I  et pour I les fonctions <". 

74. Application dos th~or~mos g~n~raux, - -  Nous savons que les fonctions holomorphes 

~t l'int&ieur d'une m~me aire ~ forment une classe (E) normale. Nous pouvons donc 

leur appliquer les rfisuhats g6n&aux de la PREMIERE PAR:tIE en ayant soin de conser- 

ver ~. la d~finition de la limite d'une suite de fonctions holomorphes dans ~ le sens 

que nous avons pr&is~ plus haut (n ~ 7I). 

Tn~ORkME.- Soit E un ensemble quelconque de fonctions holomorphes i~ l'intdrieur 

d'une mgme aire ~ ?t contour simple ou multiple: I ~ l'ensemble des dldments limites de 

E est fermd; 2 0 o~z bien E est ddnombrable, ott bien E donne liet~ d au, moins un dldment 

de condensation (n ~ 8); 3 ~ on peut extraire de E une suite d6zombrable S de fonctions 

telles que toute fonction de E appartienne d S ou soit limite d'au moins une suite ex- 

traite de S. 

Tnf~oRi~n. - -  Si les fonctions de l'ensemble E prdcddent sont en module borndes dans 
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leur ensemble dans toute aire limitde ~ '  int?rieure it ~ ,  l'ensemble des fonctions de E 

qui ne sont pas limites de fonctio~zs de E est dt(nombrable. 

Tn~OR~ME.- Soit F u n  ensemble fermi de fonctions holomorphes et bornde~ en mo- 

dule clans Ieur ensemble darts toute aire limit{e ~ '  int~rieure ~ ~ :. i ~ il existe au moins 

un ensemble H de fonctions bolomorphes d l'int&ieur de ~ dont l'ensemble des dlgments 

limites co'incide avec F; 2 ~ on peut dgcomposer F e n  un ensemble dgnombrable et un en- 

semble parfait ou nul. 

TH~OR/~ME.- Tout ensemble parfait de fonctions holomorphes d l'intdrieur de 

poss~de la puissance du continu. 

On peut aussi r~pondre :i une question analogue :i celle de M. HADAMARD (n ~ 39, 58) 

et donner une g~n~ralisation du th~or~me de M. BOREL (n ~ 42) pour des ensembles 

de fonctions holomorphes. 

75. De m~me, consid6rons des operations fonctionnelles (n ~ 4) dont la variable 

soit une fonction holomorphe (voir xvi, xxw). 

Ttt~OR~ME.- Soit F l'ensemble prgcgdemment considdrd de fonctions holomorpbes. 

Toute op&ation rgeUe continue portant sur des fonctions holomorphes de F: x ~ est uni- 

formgment contimte dans F; 2 ~ est bornde et atteint sa limite supgrieure pour au moins 

une fonction de F. 

Rgciproquement, si route opgration rgelle continue dans un ensemble E de fonctions 

holomorphes d l'int&ieur d'une mgme aire ~ atteint sa limite supdrieure pour au moins 

une fonction de E, l'ensemble E est fermd et compact. 

TH~O~MV.. ~ Considgrons une sgrie d'opdrations continues dans un ensemble fermg 

F de fonctions holomorphes et bornges clans toute aire limitde ~ '  intgrieure ~ ~ .  Pour 

que la somme de cette sgrie soit une opgration continue dans 17, il faut et il su.~t que la 

convergence soit quasi-uniforme. 

TH~OR/~ME.- Soit l~ une famiUe d'opdrations continues clans le mgme ensemble F 

de fonctions holomorphes. Pour que de toute infinitd d'opgrations de ~ ,  on puisse extraire 

une suite qui converge uniformgment, il faut et il sz~t que les opgrations de ~l~ soient 

dgalement continues et bornges en tout gldment de F. 

CHAPITRE VII. 

Ensembles de courbes continues et fonctions de lignes. 

76. OOpnition do /'arc do oourbo. - -  Soient f, g, h, trois fonctions de t continues dans 

un m~me intervalle I :  a L t L b e t  qui ne sont ~ la lois constantes dans aucun inter- 

valle compris dans I ou qui sont k la lois constantes dans tout l'intervalle L Les for- 

mules : 
( i )  x - - f ( t ) ,  y = g ( t ) ,  ~ = h ( t )  ( a Z t Z b )  

d~finissent dans l'espace ~. trois dimensions un ensemble E de points (x, y, Z). Dans 

le second cas cet ensemble E ne comprend qu'un seul point; dans le premier, il est non 

d~nombrable et alors aussi parfait, lirnit~ et bien enchain& Si l'on dent compte de 
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l 'ordre dans lequel se pr6sentent les points de E quand on fait croitre t, on obtient une 

suite ordonn6e (m, p. 27) qu'on appelle arc de courbe. Ii y a donc entre l'ensemble E 

et l'arc de courbe "1', auquel il donne naissance, la m4me diffbrence qu'il 5" a entre une 

combinaison et un arrangement. Autrement dit, consid6rons un systhme de trois fonc- 

tions F (u ) ,  G(u) ,  H ( u )  satisfaisant aux m4mes conditions que f ,  g, b; les formules:  

(2) x - -  F (u ) ,  y ~-- G(u) ,  ~ ~- H(u) A,~u Z t3 

d~finissent un arc de courbe I" qu'on ne devra envisager comme coincidant avec 7 que 

si non seulement y et I" sont form+s par le marne ensemble de points, mais si encore 

on rencontre ces points dans le marne ordre quand on fait croitre, soit t, soit u, dans 

( r )  ou (2). Cette derniare condition est ind6pendante de la premi6re; il suffit pour le 

voir de choisir, comme cela est facile, les formules ( i )  et (2) de fa~on ~t repr6senter 

deux arcs de courbes en forme de huit:  QRSQ_TPQ et Q S R Q T P Q  form,  s des 

m~mes points non parcourus dans le marne ordre. 

Remarquons que, comme dans l'exemple pr&+dent, un m~me point g~om&rique 

peut atre rencontr6 deux lois sur un arc de courbe, c'est-~t-dire peut correspondre ~t 

deux valeurs de t diff~rentes. Nous consid~rerons cependant ces deux valeurs de t comme 

correspondant ~i deux points de )' distincts (points multiples). Cette convention faite, 

nous pourrons dire que, pour que deux courbes ~' et I' coincident, il faut et il suffit 

qu'on puisse &ablir entre leur points une correspondance univoque et r&iproque telle 

que deux points correspondants coincident et que leur ordre soit conserv~ *). 

77. En g~n6ral, on se contente de dire que deux courbes (x) et (2) coincident, 

s'il est possible de trouver une fonction u = q~ (t) continue et constam/nent croissante, 

allant de A ~t B quand t croit de a ~t b, et telle que l 'on ait 

(3) f(t)-~F[~?(t)], g ( t ) ~  G[~e(t)], h( t)  - -  H [ ? ( t ) ]  (a~t~b).  

Cette d~finition a l'inconv6nient de ne pas avoir un rapport direct avec la notion in- 

tuitive que nous avons de l'identit+ de deux courbes, notion qui me semble clairement 

exprim~e dans la d~finition que j'ai donn~e plus haut. Remarquons d'ailleurs que, si la 

condition (3) est remplie, les courbes co~ncideront bien au premier sens que j'ai indiqu& 

Mais la r&iproque est moins ~vidente. Pour la d6montrer, observons que si l 'on peut 

&ablir entre ( I )  et (2) cette correspondance dans laquelle l 'ordre est conserv+, on 

pourra ~videmment obtenir des identit+s telles que (3) dans lesquelles qa(t) est une 

fonction bien d&ermin~e pour chaque valeur de t et qui va sans jamais d6croitre de 

A ~t B quand t croit de a fi. b. II reste ~i montrer que ~(t)  est une fonction continue 

croissante. Or s'il en +tait autrement:  ou bien q~(t) serait constante dans un certain 

intervalle, et alors f ( t ) ,  g(t) ,  b(t)  seraient ~i la lois constantes dans cet intervalle, ou 

bien q~(t) passerait brusquement de valeurs < q~ ( t o ) -  k, ,-i des valeurs sup~rieures ~i 

q~(to) + k quand t passe par t o e t  alors l 'ordre ne serait pas conserv& 

*) Remarquons  que cette d~finition satisfait bien ~ ces condi t ions fondamenta les  que :  x ~ si "~ est 

identique ~t F, F est ~denfique h "~; 2 ~ si deux courbes sont  idenfiques ~t une m~me troisi~me, eUes 

coincident.  
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Ainsi, la d6finition g6om6trique que nous avons donn6e coincide compl&ement 

avec la d6finition ordinaire. Celle-ci permet en particulier de supposer toujours que l'in- 

tervalle de variation du param&re est l'intervalle (o, I ) ;  il suftit de fake la transfor- 
t - - a  
- - .  Nous admettrons toujours par la suite qu'on a effectu6 celle-ci. ination u = b -  a 

78. DOfioitio, do I'dcart.--Maintenant que nous savons discerner les courbes distinc- 

tes, nous pouvons consid6rer l'ensemble de toutes ces courbes comme formant une 

classe d'416ments ~i laquelle nous essayerons d'appliquer nos th4or6mes g6n4raux. Duns 

ce but, nous d6montrerons qu'on peut donner pour cette classe une d4finition de l'6cart. 

Considbrons en effet deux reprbsentations quelconques: 

(4) x = f ( t ) ,  y = g ( t ) ,  ~i = b(t) ( o Z t Z  I), 

(5) x = F ( u ) ,  y = G ( u ) ,  z = H ( u )  ( o Z u L i ) ,  

de deux courbes "r et 1" et formons l'expression 

~ ( t ) =  1/[f(t) - -  F ( t ) ]  ~ + [ g ( t ) - -  G(t)]  ~ + [ b ( t ) - -  H ( t ) ] '  ( o Z : t L  0 ;  

c'est une fonction continue de t qui a un maximum d "x o. Nous appellerons dcart des 

deux courbes la limite inf6rieure e ~ o de l'ensemble des valeurs de d obtenues en pre- 

nant pour (4) et (5) routes les repr6sentations possibles de "r et de r.  On  peut simpli- 

fier le calcul de l'~cart en remarquant qu'il suffit de prendre pour e la limite inf6rieure 

des valeurs de d obtenues en prenant pour ~" une representation quelconque d&er- 

mince ( 4 ) e t  en faisant varier seulement la representation de r .  En effet, une re- 

presentation simultan~e quelconque de Yet de r pourra s'bcrire, d'apr~s ce qui pr&~de, 

x = f [ ? ( t ) ] ,  y = g[?( t ) ] ,  Z = b[.o(t)] ( o L t . d  O, 

x = F [+ (u ) ] ,  y - -  G[+(u)] ,  Z =  H [ + ( u ) ]  ( o L u L  i), 

off q~(t) et +(u)  sont deux fonctions continues croissantes. Alors, pour une teUe repre- 

sentation la valeur de 8 sera 

a (t) = V{f[3 (t)] - -  F[+ (t)]t = + lg [? (t)] - -  G I+ (t)]l ' + {b [? (t)] - -  H[q, (t)]l ~ 

et si ?, (u) est la fonction inverse de q)(t), on aura, en posant O ( u ) =  +[?, (u)], 

8 [~, (u)] = 1/{f (u) - -  F [0 (u)] l" -[- Ig (u) - -  G [0 (u)]l ~ n t- l h (u) - -  H [0 (u)] ~. 

Mais le maximum de 8 (t) est 6videmment le m~me que celui de 8 [% (u)] qui 

passe par les m6mes valeurs. Or ce dernier est bien obtenu en conservant la m~me 

representation de y e t  en faisant varier celle de 1". 

79. Ceci ~tant, il est facile de d~montrer que la ddfinition que nous venom de 

donner satisfait bien aux conditions gdndrales a), b) de l'dcart (n ~ 49). En effet, il est 

d'abord 6vident que si y e t  P coincident, l 'une des valeurs de d est nulle et par suite 

(y, I ' ) =  o. R&iproquement,  si cette condition est v~rifi~e: ou bien l 'une des valeurs 

de d est nulle, et alors ~, et F coincident sfirement; ou bien, quelque soit n, on peut 

d~terminer une fonction q~ (t) continue et aliant en croissant de o k I, telle que l 'on 

ait~ pour toute valeur de t entre o et I~ 

(6) 1/{f(t) - -  F [ 9 . ( 0 ] }  ~ + {g(t) - -  G[9.(t)]} '  + {h(t) - -  H[9.(t)]}" < I .  
n 
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On aura donc 

f(t) = l imF[? , , ( t ) ] ,  g(t) = lira G[?,,(t)], h(t) = limH[%,(t)]; (o~t~ O, 
n=~ ~t~oo ~z~zo 

avec convergence uniforme. Pour d$montrer le th~or&me, il suffit de prouver que l 'on 

peut extraire de la suite 9, (t), % (t), . . .  une suite qui converge uniform~ment vers 

une fonction q~(t) (n&essairement continue et croissante de o ~t I). Pour cela, nous 

montrerons que les fonctions 9 . ( 0  sont ~galement continues et born&s (n ~ 57). Elles 

sont &idemment  bornfies: o z / ?.  (t) / I. Si dies n'&aient pas ~galement continues, 

on pourrait d&erminer un nombre ~ >  o tel que, quel que soit n, il y ait une fonction 

t' de l'intervalle (o, I) v&ifiant les in~galit~s ?~. et deux nombres t,,, . 

I 

(7) I %  ( t )  - -  %. (t'.)l > ~, o < It. - -  t'.l < - 7 "  

Et comme les nombres t ~p.( t ) ,  9 ( t ' )  sont born~s dans leur ensemble, on peut 
' o n 

supposer tes avoir choisis de fagon qu'ils convergent (quand n croit ind~finiment)vers 

des limites respectives que nous appellerons ":o, Uo, U'o" Alors les in6galit+s (7) mort- 

trent que t" tend aussi vers % et que l 'on a lUo--U'oj~. Ceci &ant, soit'), un nom- 

bre quelconque compris entre u o et U'o; pour n assez grand ~p . ( t )  et 9p.(t.'), qui ten- 

dent vers u o et U'o, comprendront  entre eux le hombre ;~. La fonction continue ?p.( t )  

prendra donc au moins une lois la valeur ). pour une valeur % de t comprise entre 

t e t t ' . .  On aura donc, d'apr6s (6), 

I I I 

I f ( - . ) -  F(x)I  < p--~, [ g ( % ) -  G(x)I < P--7 '  ]b ( - r , , ) -  HQ.)] < P--7" 

Comme v tend &idemment  vers %,  il en r~sulte que l 'on a 

f ( % )  - -  F(X), g (%)  = G(;0,  b(%) - -  H 0 , ) ,  

quelle que soit la valeur de ), comprise entre u o et u o. Nous arrivons ainsi ~t la con- 

tradiction annonc& puisque F(u), G(u), H(u) ne sont ~t la lois constants dans aucun 

intervalle. II faudrait fake exception pour le cas off P se r~duirait A un point, mais alors 

la r6ciproque est ~vidente. 

8o. Pour d6montrer que la condition b) d u n  ~ 49 est satisfaite, consid6rons trois 

courbes 7, g e t  C, ayant pour representations (4), (5) et 

x = a(v),  y = b(v) ,  < = c(v)  (o Z ~, Z O. 

Pour obtenir leurs &arts respectifs, il suffit de prendre les maxima des quantit+s 

~(t) = 1/[f[9(t)]  - -  F [+  (t)]} = + {g[?(t)] - -  G[+ (t)]} ~ + lb[9( t ) ]  - -  H ( +  (t)]l ~, 

a ( t )  = 1/{a (t) - -  f[~?(t)]!  = + l b ( t )  - -  g[~(t)]I= + tc(t)  - -  h [~?(t)]l ~, 

~ (t) = ff{a(t) - -  F[+ (t)]}= + {b(t) - -  G[+(t)]} = + lc(t) - -  H(+ (t)]}', 

quand t croit de o A I, puis de fake varier la forme de 9 (t) et %b(t), fonctions con- 

tinues croissantes de t. On  a 6videmment 
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on en d~duit s pour les maxima correspondants d, d ,  d, : 

et en faisant varier ind~pendamment ~ et ~b: 

(7, r) (c, 7) + (c, r). 

8I .  Umite rl'una suit8 de oourbas.- La d6finition de l '&art a pour consequence 

( no' 49, 27) une d6finition de la limite : La courbe 7. tend vers 7 lorsque l'Lcart (7 . ,  7) 
I 

tend vers ~{ro a v e c - - .  Cette d6finifion peut s'exprimer analytiquement de la faqon 
n 

suivante : 

La condition n&essaire et suffisante pour qu'une courbe 7. ait pour limite une 

courbe 7, lorsque n croit ind6finiment, est qu'il existe une repr6sentation de 7,, : 

(8) x - - f . ( O  , y - - g . ( t ) ,  z ,-=h.(t)  (0 Z , ~  I), 

et une representation de 7:  

(4) x = f ( t ) ,  y = g (t), ~ - -  h (t) (o Z t L i), 

telles que f . ,  g . ,  h convergent uniform6ment vers f ,  g, h. 

En effet, si cette condition est v6rifi&, il est &ident que (T,,  7) tend vers z6ro. 

R&iproquement,  choisissons une representation d&ermin& (4) de 7; on pourra, quel 

que soit n, choisir une repr6sentation (8) de T~, telle que l 'on ait 

I 

l / I f ( t )  - -  f . ( t ) ]  ~ -[- [ g ( 0  - -  g,,(t)] * -[- [h(t)  - -  h .( t )]  * ~ (T. ,  7) --b -n- 

Alors, si (Y,, Y) t end  vers z6ro, on volt que f . ,  g , ,  ,b convergent uniform~ment 

vers f ,  g, h. 

Nous sommes ainsi ramen6 A la dbfinition ordinaire de la limite d'une courbe. II 

en rLsulte en particulier que si T. tend vers Y, eUe se trouve toute enti6re contenue, 

pour n assez grand, dans le volume engendr6 par une sph6re de rayon ~ dont le cen- 

tre parcourt Y" 

8u. La d6finition que nous avons donn& de l '&art semble assez arbitraire; t~chons 

de montrer  pourquoi elle est pr~f&able ~. d'autres qui pourraient paraitre plus naturelles. 

On  a eu depuis longtemps l 'id& de dbfinir un nombre d&ermin~ par deux cour- 

bes C, et C~ de telJe s que ce hombre soit nul quand les deux courbes coincident 

et soit tr~s petit quand les deux courbes sont infiniment voisines. 

M. ARZELk consid~re ainsi ce qu'il appeUe la plus courte distance des deux courbes 

(v, page 343), savoir la limite inf6rieure ), de la distance de deux points, l 'un quelcon- 

que sur C,, l'autre quelconque sur C,.  Un tel hombre satisfait bien aux deux conditions 

pr&~dentes. Mais il ne satisfait pas aux conditions r&iproques: il n'est pas n&essaire 

pour que ), soit nul que les deux courbes coincident, il sufl:it qu'elles se coupent. Les 

deux courbes peuvent &re tr~s diff~rentes de formes et le hombre ), aussi petit que 

l'on veut et m~me nul. Aussi, la consid6ration du hombre ;~ ne suffit-elle pas ~t M. AR- 

ZP.L~. pour d6finir la limite d'une courbe. 

Avant M. ARZV.L.k, WEIERSTRASS avait introduit une quantitL qu'il appelait voisinage 
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de deux courbes. La d6finition qu'il en donnait &happe ~t l'objection pr&6dente, en ce 

sens que le voisinage est toujours petit lorsque les deux courbes sont voisines et dans 

ce cas seulement. Mais il n'est d~fini que pour des courbes voisines. WV.mRSTRASS ap- 

pelait voisinage de deux courbes voisines tout hombre ~ o inf6rieur au maximum de 

la distance de deux points correspondants ~i une m~me abscisse ou .,i des abscisses tr~s 

voisines. Sa d6finition, parfaitement suffisante pour le but qu'il se proposait *), manquait 

de pr&ision :i notre point de rue. De plus, il ne pouvait songer ~l l'utiliser dans la 

th6orie des ensembles qui ~tait encore ~ ses d&uts. Au contraire, M. ARZELk semble 

avoir &6 le premier qui ait aper~u l'importance de la d~finition d'un hombre bien d& 

termin6 tel que sa plus courte distance et d6fini pour deux courbes quelconques. 

Au lieu des d6finitions pr&6dentes dont nous avons reconnu l'insuffisance, on au- 

rait pu songer aussi ~ introduire un nombre ~,,2 qui serait la limite sup&ieure de la 

distance minimum d'un point de C, ~t tous les points de C2; ou bien encore, on au- 

rait pu introduire le nombre t ~  repr&entant la limite inf6rieure du maximum de la di- 

stance d'un point de C ~t tousles  points de C,. Ces nombres satisfont en pattie aux 

conditions que nous exigeons de l'&art, mais pas ~t toutes. 

D'abord, ils sont bien d6finis, quand m~me C, et C 2 ne seraient pas tr~s voisins. 

De plus, si C~ coincide avec C2, on a ~.~ = o .  Mais il peut arriver que ~z,~ soit nul 

sans que C coincide avec C~; il suffit, en effet, que l'ensemble de lefirs points soit le 

m~me. Inversement, il peut arriver que C~ coincide avec C~ sans que ?,,~ soit nul, car 

dans ce dernier cas C= serait r6duit ~ un point. Ces nombres t z ,  ?,,~, ne sauraient 

donc d6finir un &art des deux courbes. Mais comme ils sont d'un calcul plus facile que 

l'&art e, ils peuvent &re parfois utiles pour donner une id& de la valeur de e. On 

volt, en effet, bien facilement, que l'on a toujours ). ~ 8-,,~ ~ e et ~. ~ &,, ~ e. 

Ces in6galit& sont utiles dans certaines questions (voir par exemple n ~ 85). 

83. Limito cl'une courbe.--Le th6or~me que nous avons donn6 au n ~ 81 sur la limite 

d'une suite de courbes peut s'exprimer de la fa;on suivante. Pour que T. ait "I" pour 

limite, il faut et il suffit que, pour chaque valeur de n, on puisse &ablir entre "(. et .( 

une correspondance univoque et r&iproque dans laquelle l'ordre soit conser% et cela 

de fa;on que si M de T. correspond ~ M de T, M tende vers M, mais uniform& 

ment. En supposant cette condition remplie pour une certaine correspondance, on peut 

se demander, si elle serait aussi remplie pour toute autre correspondance univoque et 

conservant l'ordre. Autrement dit, soit 

(8') x = ~.(t), y = +.(t),  ~ = z . ( t )  ( o L t L O  

une repr6sentation quelconque de T.. A une m6me valeur de t correspondent d'apr~s 

(8), (8'), (4) deux points M,,, M'  de ~' et un point M de ~'. Ii s'agit de savoir ce 

que devient M '  ~ la limite. 

I1 est facile de voir que lorsque M restant fixe, n croit ind6finiment: I ~ le point 

correspondant M'. a au moins un point limite; 2 ~ tout point limite de M'  est un point 

*) Celui d'apporter plus de rigueur dans le Calcul des variations. 
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de .( (qui peut ~tre distinct de M). Mais la r&iproque n'est pas vraie. Autrement dit, 

quand on fair prendre ~ M toutes les positions possibles sur y, l'ensemble des points 

limites des points correspondants M' est situ~ sur "(,mais ne remplit toujours la 

courbe "r. Si, par exemple, on prend 

? . ( t )  ~f , ,[%(t)] ,  +.( t )  ~ g,,[%(t)], Z,,(t) ~ b [%(t)] 
avec 

( t )  = t e""-' ,  

les formules (8 ')  donneront bien une repr+sentation de "~' puisque % (t) est une fonction 

continue qui crait constamment de o k I. Cependant, on volt que pour t=)~I: ~?.(t), 

~b (t), Z,,(t) tendent vers f ( o ) ,  g(o) ,  b(o),  et pour t~---i, ~.(I) ,  d?.(i), Z . ( I )  tendent 

v e r s / ( i ) ,  g ( i ) ,  b ( i ) .  Done les points M '  tendent tous vers l 'une ou l'autre des ex- 

tr~mit+s de ~'. 

Cela montre en particulier, que si l 'on consid&re un ensemble E de courbes et si 

l 'on prend pour chacune d'elles une representation param&rique quelconque, il n'est 

pas certain, lorsqu'une suite de courbes de E a une limite, que les repr+sentations ana- 

lytiques correspondantes aient une limite. 

84. L'ensemble des couches [ormo uno classo (E) normale, - -Pour  arriver ~t l'appli- 

cation de nos thfior6mes g+n&aux, il ne nous reste plus qu'~. prouver que la classe des 

courbes qui, d'apr~s ce qui pr&~de, est d+j~t une classe (E), est aussi une dasse (E)  

normale. 

I. Je dis qu'elle est s+parable. En effet, nous avons vu (n ~ 56 )qu 'on  peut former, 

une lois pour toutes, une suite S de fonctions continues 

. 4  (t), . 4  (t), . . . ,  .4,,(t), . . . ,  

telle que toute fonction continue soit un des ~16ments limites de cette suite. Alors, si 

l 'on consi&re une repr&entation (4) d'une courbe -~,, on pourra trouver trois fonc- 

tions de cette suite Ap.(t), Aq. (t), A~,, (t), telles que l'on ait 

I I 

i f ( t )  - -  Ap.(t)[ < n ' Ig(t) - -  Aq.(t)l < - n - ,  Ib(t) - -  A, .( t ) l  < - ~ -  ( o Z t _ L i )  

et on pourra toujours choisir ces fonctions non constantes ~t la lois dans un m~me 

intervalle. Cela prouve que l'on peut consid&er ,( comme courbe limite d'une suite de 

courbes extraite de l'ensemble D des courbes 

x = A~ (t), y = dq (t), ;( --- A (t) (o ~ t ~ O, 

off A~, ~/q, ~/~ sont trois fonctions continues extraites de la suite S e t  non constantes 

~. la lois dans un m~me intervalle. Or l'ensemble D est ~videmment d~nombrable. Nous 

arrivons done ~i cette conclusion qui (outre l'int&et qu'elle pr&ente par la suite) est 

bien curieuse en elle-m~me: 

THeORY-ME.- On peut tracer une fois pour tomes dans l'espace it trois dimensions 

une suite ddnombrable de courbes continues *): 

*) On peut m6me supposer, d'apr~s le mode de construction de la suite S, que ces lignes conti- 
nues sont toutes des courbes unicursales, ou sont toutes des lignes polygonales chacune d'ml hombre 
fini de c6t~s. 

Rend. Circ. Malera. Palermo, t. XXII (x9o6). ~S tampa to  il 30 maggio x9o6. 8 
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T,, T2, . . . ,  T., . . . ,  

telle que toute courbe de l'espace soit limite d'au. moins une suite convenablement extraite 

de la premikre. 

II. Montrons maintenant que le th~or~me de CAUCHY sur la convergence d'une 

suite peut s'&endre au cas d'une suite de courbes: 

THI~ORf~*.IE.- La condition ndcessaire et st~sante pour qu'une suite de cou, rbes C,, 

C~ . . . .  tende vers une courbe limite est qlte, wel que soit z ~ o, on puisse trouver un 

entier n vdrifiant rindgalitd (C,,, C+p) ~ z quel que soit l'entier p. 

La condition est &idemment n&essaire. Pour d6montrer qu'elle est suffisante, il suffit 

de montrer que, si rile est v&ifi6e, 1'ensemble est compact. En effet, si l'on peut ex- 

traire de la suite de CAOClaY C ,  C ,  . . .  une suite C,,,, C,~, . . .  (d'indices croissants), 

qui tend vers une courbe C, alors la suite donn~e convergera aussi vers C. 

Pour former la suite C, , ,  C,: ,  . . . ,  observons que, d'apr6s l'hypothbse, on peut 

toujours choisir nq assez grand pour que l'on ait, qud que soit l'entier p, 

I (c.~, c.~+~) < - ~ .  

Nous savons qu'&ant donn~e la repr6sentation 

x = f ~ ( t ) ,  y = & ( t ) ,  a : = h q ( t )  ( o L t L O  

de C.q, nous pourrons toujours choish" cdle de C.q+, 

x---f~+,(t), y=eq+,( t ) ,  z - - h , + , ( t )  ( o . ~ t L O ,  

de faqon que l'on ait 

f [ f , ( O  - f~+,(O]' + [g~ (t) - g~+, (0] '  + [h,(t) - ~ +, (t)] = < (c.~, c.,+,) + ,, 
I 

, &ant aussi petit que l'on veut. Prenons en particulier ~--~-- -~-.  On voit alors qu'on 

pourra choisir successivement les repr6sentations de C. , ,  C.~, . . .  de faqon que l'on 

ait, quel que soit q, 

2 2 2 
If, (t) - -  f,+, (t)] < -~-, tg, (t) - -  g,/+, (t)l < q, , [h~ (t) - -  hq+, (t)I < q--r. 

Alors, &ant donn~ o > o, si l'on choisit un nombre q, tel que l'on air 

2 2 

q: F(q, + O=+ "'" <'~ 
(comme cela est toujours possible), on volt facilement que l'on aura, quel que soit 

Fender p, 

[f~, (t) --f~,+~(t)[ < m, [&~ (t) - -  &,+~(t)J <S % Ihq,(t) - -  hq,+p(t)l < o. 

Cela montre que les fonctions fq (t), gq (t), h 9 (t) convergent uniform6ment vers trois 

fonctions continues f ( t ) ,  g (t), h (t), lorsque q crolt ind~finiment. S ices  trois fonctions 

sont constantes de o ~t I, alors C . , ,  C,,=, . . . ,  C.q, . . . ,  tendent vers un point. Sices 

trois fonctions ne sont pas constantes dans l'intervalle (o, I), il faudrait, pour montrer 

que C.~, C . ~ , . . .  tendent vers une courbe limite, prouver que f( t) ,  g(t), h(t) ne 

sont ~t la lois constantes darts aucun intervalle. Ou plut6t, il faudrait prouver qu'on 
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peut choisir les repr&entations de C.,,  C,,2, . . . ,  C,,q, . . .  de fagon qu'elles conver- 

gent vers des fonctions continues qui ne soient ~t la lois constantes dans aucun intervalie. 

Pour cela, nous nous appuierons sur ce que, si f ,  g, b ne sont pas constantes de 

o ~ I, on peut former une fonction a(t)  allant sans jamais d~croitre de o ~t I et qui 

n'est constante que dans les intervalles off f ,  g, h sont A la lois constantes *). 

Alors, si l'on pose u - =  a(t), ~ toute valeur de u correspond un seul syst~me de 

valeurs de f ( t ) ,  g(t),  h(t), soit F (u ) ,  G(u), H(u) .  I1 y a donc trois fonctions F, G, 

H d&ermin~es pour chaque valeur de u et telles que l'on ait 

f ( t ) - ~  F[a(t)],  g( t )--~ G[a (t)], h ( t ) ~ H [ a ( t ) ]  ( o ~ t /  i). 

Montrons d'abord que les formules 

x = F(u) ,  y = G(u), ~( -= H ( u )  (o Z u L i), 

d~finissent une courbe. D'aprSs l'hypoth&se fake sur a(t), F, G, H ne peuvent 5tre 

la lois constantes dans un m~me intervalie. Je dis qu'elles sont continues; autrement 

dit, s'il existe une suite de valeurs de u: u ,  u=, . . . ,  u,,, . . .  qui convergent vers une 

limite Uo, on aura par exemple 

F (Uo) = lim F ( u ) .  
~ o o  

t n  effet, dans l'ensemble born~ des nombres F ( u ) ,  F(u=), . . . ,  on peut former une 

suite F ( u l )  , F(u; ) ,  . . .  qui converge vers une limite d6termin~e %; il sumt de d~mon- 

trer que, quelle que soit la fagon dont on forme cette suite, on a toujours %-=F(uo) .  

Or, ~. chacun des hombres u l , l'~galit~ u = a  (t) fair correspondre au moins un nombre 

t '  tel que u" ' &ant born~s, on peut extraire de leur = a(t[,). Les nombres t~, t~, . . .  

suite une suite t' t' .. ~i, p~, �9 ayant une limite to; et puisque a( t )es t  continue~ on aura: 

a(to) = lim a(t'p.) - -  lim u' 
n=~  n=o~ P~z ~ UO" 

Mais f ( t )  est aussi continue, donc 
�9 t �9 f~r 

F(uo) --~ F[a(to) ] = f( to) = l i m f ( t ) . ) - -  l i m E ( p . ) - - % .  

Ainsi F(u )  est bien continue; de m~me pour G, H. 

Ceci ~tant, posons a (t) = i - -  --n a (t) -~- ~ - .  Pour chaque valeur de n, a.(t) 

est une fonction continue et croissante de t. [Lorsque n croit ind~finiment, cette fonc- 

tion tend uniform~ment vers a (O ]. Donc la fonction inverse t =  b ( u )  est aussi une 

fonction continue et croissante. Par suite, si l'on pose 

F(u) =f~[b  (u)], G.(u) = g..[t,(u)J, ~ ( u )  = h [/, (u)], 

la courbe C est aussi repr~sent6e par les formules 

II suflit maintenant de prouver que F ( u ) ,  6 ;  (u), H ( u )  tendent uniform~ment 

vcrs F (u) ,  6;(u), H(u) .  Or, on a 

IF [a. (t)] - -  f . ( t ) l  ~ IF [a. (t)] - -  F [a (t)] I + If( t )  - -  f .  (t)l. 

*) Voir 'la No'rE I ~. la fin du M~moire. 
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Les deux termes du second membre tendent uniform6ment vers z4ro; il en est 

donc de m~me du premier. Mais si l'on pose u = a (t), celui-ci devient IF (u ) - -  F ('01 

et son maximum, pour une valeur donn& de n, est rests le m~me. Dhs lors, le maxi- 

mum du premier membre tend vers z4ro. II en sera de m~me pour I G ( u ) -  G n(u)I 

et pour IH(u) - - / /~ (u) l .  

85. Ensembles compacts de courbes.-  Nous avons vu (n ~ 35) que tout ensemble 

compact form6 d'6l~ments d'une classe (V) est limit& Nous pouvons mettre ici cet ~nonc~ 

sous une forme plus g~om&rique, en introduisant la notion de domaine fini; nous appelle- 

rons ainsi un ensemble de points tel que la distance de deux quelconques d'entre eux 

reste inf&ieure ~t un nombre fixe. Alors, on volt facilement que la condition n&essaire 

et suffisante pour qu'un ensemble de courbes soit limit~ (c'est-s pour que l'~cart 

de deux quelconques des courbes de cet ensemble reste inf&ieur h un hombre fixe) 

est que routes les courbes de cet ensemble soient contenues dans un m~me domaine 

fini. I1 suffit pour le d~montrer de s'appuyer sur ce que l'&art de deux courbes quel- 

conques est au plus ~gal :t la limite sup&ieure de la distance d'un point quelconque 

de l'une ~t un point quelconque de l'autre, et au moins ~gal au minimum de la distance 

d'un point quelconque fixe sur l'une ~ un point variable sur l'autre (n ~ 82). Ainsi 

nous voyons que tout ensemble compact de courbes est contenu dans un domaine fini. 

Mais nous touchons maintenant ~t la plus grande diff&ence qui existe entre les ensem- 

bles ponctuels (m6me ~ une infinit6 d6nombrable de dimensions) et les ensembles de 

courbes. En effet~ contrairement ~t ce qui se passe pour les ensembles ponctuels, un 

ensemble de courbes situdes dam un mgme domaine fini n'est pas ndcessairement un ensemble 

compact. I1 suffit pour s'en rendre compte de consid&er par exemple l'ensemble E des 

courbes 

C~ x - -  2~t ,  y = sinz"~t,  Z = o  ( o L  t L  O, 

toutes contenues dans le meme cercle x=~ - y = ~  5 7d. 

I1 est impossible que l'on puisse tirer de cet ensemble de courbes une suite de cour- 

bes ayant une limite, car l'&art de deux quelconques d'entre e11es est au moins ~gal 

~t I. On peut toujour G en effet~ trouver dans une correspondance continue entre deux 

quelconques d'entre dies C et Cp un point M sur C,, dent la distance au point cor- 

respondant soit "~ I. Pour le voi b observons qu'il y a sur la sinusoide C ,  2 "-' points 

Ax, A ,  , A~._, dent l'ordonn~e est I, et 2 n-I points d '  A' A' dent 
* * " I '  2 '  " * " ~ 2 n - I  

l'ordonn~e est - -  r. Supposons n ~ p; il nous suffira de montrer que, dans une cor- 

respondance continue quelconque, l'un au moins des points A ,  A ,  . . .  de C. corres- 

pond ~t un point de Cp d'ordonn~e n6gative ou nulle, ou que l'un des points A' 

A'~, . . .  de C. correspond ~t un point de Cp d'ordonn6e positive ou nulle; alors on 

aurait bien deux points correspondants dent la distance serait sup&ieure ou 6gale ~t I. 

Or, admettons qu'il existe une correspondance G off il n'en soit pas ainsi, et appelons 

b ,  b=, . . . ,  b~, b'~, . . .  les points de Cp qui correspondent ~ A ,  d~, . . .  et ~ A'i, 

d'~, . . .  , dans  la correspondance consid6r6e G. Les ordonn6es de b ,  b~, . . .  seraient 

positives, celles de b~, b', . . .  seraient n6gatives, et on rencontrerait ces points dans 



SUR QUELO_UES POINTS DU CALCUL FONCTIONNEL. 61 

l'ordre b ,  b', b ,  b'2, . . . ,  en parcourant @. I1 y aurait donc un point d'intersection 

de C~ avec O x aux deux extr4mit6s et sur chacun des arcs distincts b b[, b' b2, b2b'2, 

b;b3, . . . ,  b~,,_~b' 2 .... ; en tout au moins 2" + I points d'intersection de @ avec O x; 

ce qui est impossible, puisque Cp rencontre 0 x en 2 p -Jr- I points et que p ~ n. 

86. Condition pour qu'un ensomblo de courbes soit compact.- Ce qui pr&~de montre 

qu'iI y a lieu de chercher une condition suppl~mentaire qui permette d'affirmer qu'un 

ensemble de courbes contenues dans un domaine fini est un ensemble compact. M. AR- 

zeta a obtenu cette condition suffisante par une application immfidiate de son th~o- 

r~me sur les fonctions ~galement continues (v, page 344). I1 r~sulte en effet de ce 

th~or~me que, lorsque l'on consid&e un syst~me R de representations simukan&s 

C x - - f ( t ) ,  y - - g ( t ) ,  Z - -  b(t) ( o / t Z O  

d'un ensemble E de courbes C, on pourra affirmer que cet ensemble de courbes est 

compact si R est form~ de fonctions f,  g, h, . . . ,  ~galement continues et born&s dans 

[cur ensemble. 

Ce th~or~me extr~mement important se pr&e ~ un grand hombre d'applications. 

Mais il y a lieu de le compl&er ~ deux points de rue. D'abord, il serait bon d'~noncer 

sous forme g~om&rique une proposition qui s'applique ~. des ~l~ments g~om&riques 

comme les courbes. Ensuite M. ARZF.Lk n'a pas donn~ de r&iproque ~i son th~or&me. 

Or celle-ci pourrait se comprendre de deux mani&es: on pourrait d'abord penser que, 

si l'on consid~re un syst~me R de representations simultan&s de courbes d'un en- 

semble E, les fonctions de R seront n&essairement born&s dans leur ensemble et ~ga- 

lement continues lorsque E est compact. Cet gnoncd est inexact. En effet, consid&ons 

une courbe non ferm& C: 

x - f ( t ) ,  y - - g ( t ) ,  z - - h ( t )  ( o Z t Z O  

et le syst~me R de repr6sentations 

x = _ _ + f  e - "  ' - = '  = - -  n ' Y n + g  e-"'-== , z = - - + b  e- =' 
n 

qui fournit, pour chaque valeur de n, une representation acceptable d'une courbe C.. 

L'ensemble E des courbes C. est compact, car une autre representation acceptable de 

C. est 

I 
i I--  + g (t), = + h (0  (o z t z o x = - -  + Y =  n 

et on volt que C. tend vers C quand n crolt ind~finiment. 

Pourtant les fonctions de R ne sont pas 6galement continues, car, quels que soient 

les nombres positifs ~ et ~ on peut toujours trouver un nombre u et un entier p tel 

que l'on ait 

o < i - -  u < m if . (u)  - - f . ( 0 1  > *, 

pour n > p, en posant 
- - t l  I - - U  l 

f.(.)_• (,.)). 
n 
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La seconde mani&e d'4noncer la r&iproque qu'on pourrait &re tent4 de donner 

au th6orhme d'ARzeL.k (et qui, cette fois-ci, est exacte) est la suivante: si un ensemble 

de courbes est compact, il existe toujours au moins "un syst~me de repr?sentations simul- 

tanges de ces courbes 

x = f ( t ) ,  y - - g ( t ) ,  < - - h ( t )  ( o L t L O ,  

tel que les fonctions f,  g, h, . . .  soient born&s dans leur ensemble et dgalement continues. 

On pourrait trouver cette proposition directement, mais nous scinderons la d~mons- 

tration en deux parties, dont l'une nous permettra d'6noncer ensuite sousforme ggomg- 

trique la condition pour qu'nn ensemble de courbes soit compact. 

87. Ensembles do oourbes uniform~ment divislbles.~Pour arriver ~t la proposition 

annonc&, nous commencerons par transformer la condition de M. ARzE~k en une autre 

qu'on peut ~noncer g~om&riquement, c'est-s qui ne fait intervenir aucune repr&en- 

tation param&rique d&ermin~e des courbes de l'ensemble. 

Nous appelIerons d'abord oscillation d'un arc P Q. d'une courbe A B le maximum 

de la distance de deux points quelconques appartenant ~t cet arc. Nous dirons alors que 

les courbes d'un ensemble E sont uniformgment divisibles lorsque, quel que soit le hombre 

~ o, on peut trouver un entier n tel que toute courbe de E puisse &re d&ompos~e 

en n arcs cons&utifs dont les oscillations soient routes inf&ieures ~t ~. 

I1 est facile de voir que, si un ensemble de courbes est compact, les courbes de cet 

ensemble sont uniform&nent divisibles. En effet, dans le cas contraire on pourrait trouver 

un hombre ~ ~ o tel que, quel que soit n, il existe au moins une courbe C de Fen- 

semble, qui ne puisse &re d&ompos6e en n arcs dont les oscillations soient inf&ieures 

~t ~. Or l'ensemble &ant compact, on peut extraire de la suite C,,  C, ,  . . .  une suite 

C.,, C.,~ . . . ,  C.p, . . .  ayant une lknite C e~ on sait (n ~ 81) qu'on pourra choisir 

les repr6sentations de C.p et de C: 

x = Fp(t), y = = H (t) l 
x - - - F ( t ) ,  y = G ( t ) ,  : ( = H ( t )  . o . ~ t L x  

de fagon que Fp, Ge, Hp, tendent uniform6ment vers F, G, H. Alors, quel que soit 

e, on pourra choisir p assez grand pour que l'on ait, quel que soit t: 

8 $ 8 
I F ~ ( t ) -  F(t)l < -~-, [Ge(t) - -  G(t)l < --~-, [H.p(t) - -  H(t)[ < --~-. 

D'autre part, divisons C.p en np arcs successifs d&ermin~s par les valeurs de 

t 2 3 
t : o, , , , . . . ,  i. Si t, t' appartiennent ~t l'un de ces intervalles, on aura 

np np np 

It - -  t'l L I Or on peut choisir p assez grand pour que l'in6galit6 It t q /  I - - ~  - -  - -  

- -  np  ~ n p  

entraine: 

g 

IG(t) -- G(t')l < 9 '  IH(t) -- H(t ')l  < --(-; IF(t) - -  F(t ' ) l  < 9 ' 

alors, pour p assez grand on aura dans chacun des n~ arcs en lesquels on aura d& 
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compos~ C.p : 

6 
IFp (t)-- F, (t')l ~ IF, (t) - -  F (t)J + IF(t') - -  Fp (t')l + IF(t)-- F(t')l <-T 

et de m~me pour G, H ;  d'ofl: 

V l / ~ ( t )  - F~(t ' ) l  2 + IG~(t)  - ~ ( t ' ) L  ~ + t r i p ( t )  - -  H ~ ( t ' 7 (  ~ < 6. 

D~s lors, on arrive ~t une contradiction, car on aurait divis~ C.p en n 0 arcs dont 

les oscillations sont au plus ~gales ~i 6. 

88. Alors pour d~montrer la r&iproque par laquelle nous compl&ons le th~or~me 

de M. ARZEL~, il nous suffira d~montrer la proposition suivante: 

THI~OR~ME.- La condition ndcessaire et su:fisante pour que les courbes d'un en- 

semble E soient uniformdment divisibles et contenues dans un mgme domaine fini, est qu'il 

existe au moins un syst~me de reprdsentations simultanr des courbes de E:  

(9) x - - f ( t ) ,  y : g ( t ) ,  x - - h ( t )  ( o L t ~  0 

tel que les fonctions f ,  g, h, . . .  soient dgalement continues et borndes dans leur ensemble. 

I1 est facile de voir que la condition est suffisante. Montrons qu'eUe est n&essaire. 

Pour cela, nous partirons d'un premier syst~me de representations simultan&s des courbes 

de l'ensemble, soit pour la courbe C: 

(IO) x - -  F(v) ,  y - -  G(v) ,  ~ --- H ( v )  (o / v L ,>. 

Nous pourrons supposer que F, G, H, ne sont constantes dans aucun intervalle, car 

en ce qui concerne les courbes de l'ensemble qui sont r+duites ~t des points, l'osciUation 

est &idemment nulle. Ceci &ant, cherchons ~t former la representation (9) ~t partir de 

la repr+sentation (IO). Autrement dit, cherchons ~t d&erminer pour chaque courbe C 

une foncfion v = ~b (t) continue et croissante de o ~. i, de telle fagon que toutes les 

fonctions F[~b (t)], G [+ (t)], H I +  (t)] soient ~galement continues [elles seront toujours 

born&s dans leur ensemble quel que soit ~b (t)]. 

Or, d'apr&s l'hypoth&se, on peut, pour chaque courbe C, d&erminer une suite de 

valeurs croissantes de v: 

O~ U (p) ~*(P) ~*-(P) 
x ' " 2  ' �9 �9 �9 , *~np ~ I ,  

I 
teUes que les oscillations des arcs correspondants de C soient toutes inf~rieures ~t--~-, 

r "  

les quantit+s u I~)~ variant avec la courbe C, mais leur nombre np restant le m~me pour 

routes les courbes C. En intercalant au besoin de nouveaux hombres dans la suite 

Sp : o, u (p) u Ip) , , , , . . .  I, on volt facilement qu'on peut supposer %rifi&s les conditions 

suppl+mentaires suivantes: la suite Sp+, contient la suite Sp et poss~de le m~me nombre 

de termes dans chacun des intervalles d&ermin~s par S~. 

Ceci &ant, faisons correspondre ~l chaque nombre u ~1~ , le nombre " ~  ~-- qn~ ; il est 

facile de voir que si deux nombres u : u I~l u Ivl , ~, GO n&essairement diff6rent de p')  sont 

~gaux, il en sera de m~me des nombres v correspondants, et que si u ~ l ~  u~$ '1 ~ o n a  

"r Ip~ ~ v ~-'~ ~' �9 
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89. Nous allons maintenant d~finir, pour chaque courbe C, la fonction continue 

t = ? (v )  inverse de la fonction cherch& v = J,(t). Je dis qu'il suffit de la d~finir 

pour les valeurs de v qui sont limites des quantit~s u~[ ). Autrement dit, si v est un 

nombre quelconque de l'intervalle (o, I), on peut trouver une suite de nombres u'~ ,~, 

u~') qui tendent vers v. En effet, dans le cas contraire il v aurait un nombre e 
q2 ~ "" " 

tel que, quel que soit p, chacun des arcs (v--e,  v), (v, z,q-~)soit compris dans un des 

arcs (u~', u ~'~+,.) Alors les oscillations des arcs ( v - - g  v) et (v, v-I-e)  seraient inf&ieures ~. 

! quel que soit p; par suite F(v) ,  G(v), H(v),  seraient constants de v - - ~  ~t v -{- ~, 
np 

ce qui est contraire ~ l'hypoth~se. 

Alors, appelons u 'ce~ .~ , u; 'eel les nombres u qui son b les uns inf&ieurs, les autres 

sup&ieurs ~t v. Les hombres . ~ ,  .~,,Ipq correspondants forment deux classes de DIgmHLV.T ; 

c'estd-dire que tout hombre de la premibre classe est inf&ieur ~t tout hombre de la se- 

conde et qu'on peut trouver deux hombres, un dans chaque classe, dont la diff&ence 

soit aussi petite que l'on veut. II y a donc un nombre t, et un seul, compris entre ces 

deux classes. C'est ce hombre que nous allons prendre pour valeur de ~, (v). Dans le cas 

off v est un des nombres u Ipl la valeur de ? (v )  sera &idemment le hombre corres- 
q 

pondant .~pl. 
q 

9o. On volt imm~diatement que cette fonction ? (v), bien d~finie pour route valeur 

de v entre o et I, est croissante et croit de o ~t I. Elle est aussi continue. En effet, 

soit to un hombre positif quelconque; en prenant p assez grand, on aura np ~ 2 .  Le 
co 

hombre p &ant ainsi choisi, soit u Itlle plus grand nombre de la suite S t qui est inf& q 
rieur ~t v; alors les deux hombres v -  u I~ u ~p~ q , ~ + , -  v seront positifs; soit ~ le plus 

grand. Je dis qu'on a pour Iv - -  v't ~ ~: 

I (v) -  0/)1 < co. 

En effet v et v' se trouveront alors entre u {p~ et u ~e~ donc: 
q q-+-2 

~,(ul~ ~ ) (ulna)  = 2 
[~ ( v )  - -  ~ O") l  < , .  ~ + . .  - -  ~ .  ~ . - -  < to. np 

Ainsi nous avons bien form+, pour chaque courbe C, une fonction continue t = ? ( v )  

qui croit constamment de o ~t I. Alors la fonction inverse v = + ( t ) e s t  aussi croissante 

et continue, et on pourra former un syst6me R de representations simultan&s: 

x = f ( t ) ,  y = g (t), Z = h (t) (o ~ t ~ O, 
en posant : 

f ( t )  ~ F[+  (t)], g(t) ~ O[+ (t)], h(t) ~_ H[+ (t)]. 

Les fonctions du syst~me R seront bien +galement continues; en effet, d'apr~s la 

dans chacun des arcs formation de + (t), l'oscfllation de la courbe sera inf&ieure A 

I 2 
limit& par les valeurs de t: o, , , . . .  I et les oscillations de f (O ,  g(t) ,  h'(t) 

np np 

sont inf&ieures ~t celles de C. D& lors on volt que, quel que soit p, on peut 

d&erminer un nombre ~ ind~pendant de la courbe C consid&& et tel que Hn~ga- 
np 
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I 
lit~ : It' - -  t"[ < - -  entraine : 

np 

i I i 
If(t ') - - f ( t " ) [  ~ -~-, [g(t') - -  g(t")J ~ -~-, [h(t') - -  h(t")[ ~ -~--. 

91. En combinant les 6nonc~s pr&~dents, on obtient la condition n&essaire et 

suffisante pour qu'un ensemble de courbes soit compact sous une forme qui ne s 

intervenir aucune repr6sentation param&rique des courbes de cet ensemble. 

TH~OR~ME.- La condition ndcessaire et s~sante  pour qu'un ensemble de courbes 

soit compact est que les courbes de cet ensemble soient contenues dam un mdme domaine 

fini et Lgalement divisibles. 

92. Application aux courbes rectifiablcs.--Appelons ligne polygonale inscrite dans une 

courbe, une ligne bris& ayant m~mes extr6mitbs que la courbe et dont les sommets 

sont des points de la courbe que l'on trouve dans le rn4me ordre quand on parcourt 

la courbe ou la ligne bris&. On d6montre (IV, page 59) que, lorsque le maximum de 

la longueur des c6t6s d'une ligne polygonale inscrite dans un arc A B tend vers z4ro, 

le p4rim&re de cette ligne polygonale tend vers la limite sup4rieure des longueurs des 

lignes polygonales inscrites dans A B, et on appelle cette limite la longueur de la courbe. 

On dit que la courbe est rectifiable lorsque cette limite est finie. 

Le th6orbme pr&4dent permet d'affirmer qu'un ensemble de courbes rectifiables et 

contenues dans un m4me domaine fini est compact toutes les lois que les longueurs 

de ces courbes sont born6es dans leur ensemble *). En effet, supposons que l'on divise 

chaque courbe de l'ensemble en n arcs de longueurs 4gales. La longueur d'une courbe 

quelconque C de l'ensemble est inf4rieure ~ un nombre fixe L ind4pendant de C; done 

chacun des arcs 6gaux sera de longueur inf6rieure a L .  Or l'oscillation d'un arc est 
n 

&idemment inf6rieure A la longueur de cet arc. Done, en prenant n assez grand 
/ }" X 

( n >  ~ - ) ,  chaque courbe C s e  trouvera divis4e en arcs de longueurs inf6rieures A ~. 
x / 

Alors les courbes C sont uniformbment divisibles et leur ensemble est compact. 

93. On pourrait se demander si la condition suffisante que nous venons d'6noncer 

est aussi n&essaire. La rbponse est n6gative: On peut donner un exemple de courbes rec- 

tifiables situdes dans un ndme domaine fini et formant un ensemble compact, sans que leurs 

Iongueurs soient borndes darts leur ensemble. 

Soit en effet: 

x = f ( t ) ,  y = g (t), z~ = o (o / t L O, 

une repr6sentafion d&ermin& d'une courbe C non rectifiable, mais dont les arcs: 

I L t ~ I sont rectifiables quel que soit n. I1 nous suffira de consid6rer les cour- 
n 

*) Un cas particulier de ce th~or~me a ~t~ d~montr~ directement par M. HILBERT (XX). Puis la 
g~n&alisafion a 6t~ eflectu~e par M. LEBESGUE dans sa Th6se (XVlI). 

Rend. Cite. Matem. Palermo, t. XXII 0 9 0 6 ) . -  Stampato il 3I maggio 19o6. 9 
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bes C n : 

X - -  + - + U  I - - - -  , y = - - - [ - g  - [ -u  I , ~ = o  
n n n n 

( o ~ u L  I). 

Ces courbes forment un ensemble compact, car i] est ~vident que C ,  C,,  . . .  

tendent vers U. Elles sont rectifiables et contenues dans un m6me domaine fini. Leurs 
z 

longueurs qui sont celles des arcs - -  L t ~ I de la courbe C ne sont cependant pas 
n 

born~es dans leur ensemble. 

I1 est d'ailleurs bien facile de construire une courbe telle que celle dont nous 

avons admis l'existence; on peut prendre par exemple la spirale hyperbolique obtenue 

en posant: 

I I 
f ( t )  ~ t cos - ~ ,  g (t) ~ t sin - t "  

On peut m~me donner un exemple de courbes contenues dans un mdme domaine fini 

et formant un ensemble compact sans qu'aucune d'elles soit rectifiable. 

I1 suffit de reprendre la courbe C que nous venons de consid6rer, et de consid6rer 

les courbes C,: 

I I 
x = - -  -[- f ( t ) ,  y = - -  -~- g( t ) ,  ;( - -  o (o L t L z). 

n n 

Application des th6orbmes g~n6raux. 

Nous pouvons maintenant appliquer les r4sultats de la PREMIERE P A R T I E  a u x  en- 

sembles de courbes et aux fonctions de lignes. 

94. Ensomblos do courbe8. 

THt~OR~ME. - -  Soit E un ensemble quelconque d'arcs de courbes continues, i ~ L'en- 

semble dgriv~ de E est fermi. 2 ~ On peut extraire de E, une suite ddnombrable D de 

courbes de E, telle que route courbe de E appartienne d D, ou soit une courbe limite de 

D. 3 ~ Ou bien E est ddnombrable ou bien i/ existe une courbe C, de E teIle que, pour 

toute valeur de ~, il y air une infinitg non ddnombrable de courbes de E contenues enti~- 

rement dans le volume engendrg par une sphere de rayon ~ et dont le centre parcourt C . 

TH~OR~I~tE. ~ Soit G u n  ensemble de courbes uniformdment divisibles (n ~ 87) et conte- 

nues dans un mdme domaine fini: Les dldments de G, qui ne sont pas des limites de cour- 

bes de G, forment un ensemble ddnombrable. 

TH~ORI~ME. - -  Si rensemble prdcgdent G est aussi f e rm4 autrement dit, si G est un 

ensemble extNmal quelconque: i ~ on peut le d~composer en un ensemble ddnombrable et 

un ensemble parfait ou nul sans dldments communs; 2 ~ il existe un ensemble de courbes 

dont l'ensemble dgriv~ coincide avec E. 

THI~ORI~ME. ~ Tout ensemble parfait de courbes a la puissance du continu. 

On pourra aussi ~noncer les th~or~mes des n ~ 4 o, 42, 43, 45, . . .  en prenant 

comme ~l~ments des oourbes continues. 
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95. Fonctfons tie lignes.- Les op&ations qui portent sur des arcs de courbes ont 

regu de M. VOLTERaA le nom de fonctions de lignes. 

M. VOITERRA a r4ussi ',i montrer comment on pourrait d6finir la d6riv6e d'une 

fonction de lignes et a obtenu, ,~ ce point de rue, des r4sukats extr4mement int6res- 

sants (xv). 

Dans un article des Annales scientifiques de l't~cole Normale (xxvI0, j'ai donn+ 

quelques propri't~s de fonctions de lignes dont les d6riv&s au sens de M. VOLTERRA 

ont une forme ~:p&iale donn~e. 

Je laisserai ici de c6t~ ce genre de recherches qui s'&artent un peu de notre objet 

actuel: l'&ude des propri&+s communes aux op&ations continues les plus ggndrales. 

Les r6sultats g+n6raux s'appliquent encore aux fonctions de lignes. 

TK~OR~ME.- Toute fonction de lignes, continue dans un ensemble extr+mal de 

courbes: i ~ est born~e clans cet ensemble, 2 ~ y atteint chaque extremum. Inversement, 

si routes les fonctions de lignes continues dam un ndme ensemble E de courbes, I ~ sonl 

chacune bornde, 2 ~ atteignent cbacune leur eytremum en au moins une courbe de l'en- 

semble, cet ensemble est ndcessairement extrdmal. 

TH~OR~ME. - -  Soit E un ensemble fermd de courbes contenues dam un mgme domaine 

fini et uniformdment divislbles: I ~ Pour qu'une suite de fonctions de lignes U~, U~, . . .  

continues dam E converge vers une fonction de lignes qui soit continue dam E, il faut 

et il su~t qua la suite converge quasi-uniformdment. 2 ~ Pour que des fonctions de lignes, 

continues dans E forment une famille ~ telle que ron puisse extraire de toute infinitd 

d'ddments de ~ une suite de fonctions de lignes qui convergent uniformdment dam E, il 

faut et il sz#t que les fonctions de lignes de ~ soient borndes dam leur ensemble et 

dgalement continues dam E. 

Ensembles  et fonctions de surfaces. 

96. On peut d&elopper pour les surfaces une th6orie qui nous m~nerait ~t des 

propositions enti&ement analogues ~i celles qui pr&~dent. Mais il y a au d~but des pr& 

cautions A prendre, qui conduisent A quelques longueurs. Aussi, pour ne pas aUonger 

ce M~moire, renverrons-nous sur ce point ~t une publication ult~rieure. 

N O T E  I. 

Construction d'une fonction continue non d&roissante qui n'est 

constante que dans des intervalles donn6s. 

97. Consid&ons un ensemble G d'intervalles I sans points communs situ~s sur l'axe 

des x dans le segment fondamental (o, I). Nous aUons montrer que l'on peut former 

une fonction continue ~ (x) qui va sans jamais d&roitre de o A I e t  qui n'est constante 

que dans chacun des intervalles I *). 

*) Nous utilisons cette proposition au n ~ 84. 
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En effet, observons d'abord que Fensemble G est d~nombrable, car c'est l'ensem- 

ble des ensembles G form& chacun par les intervalles I dont les longueurs sont su- 
I I 

p&ieures ~ n + ~ '  et au plus 6gales ~ -- 'n  Or il y a 6videmment un nombre fini 

( / n )  d'intervalles I dans G.,  puisque les I n'ont aucun point commun. 

On peut donc ranger ces intervalles en une suite d/:nombrable I ,  I ,  I3, . . .  ; 
I 

d'apr~s ce qui pr&~de la longueur de [ tendra vers z~ro avec - - ,  ~. moins qu'il n 'y  
n 

air qu'un nombre fini de ces intervalles. Darts ce dernier cas, il n 'y a aucune difficult~ 

~t former q~(x). 

98. Supposons donc qu'il y ait une infinit6 d'intervalles L L'ensemble P des points 

du segment (o,I)  qui ne sont int6rieurs au sens ~troit ~i aucun des intervalles I, est 

un ensemble parfait 0I, page I2). 

I ~ Examinons d'abord le cas off P comprend les points o et I et n'est dense dans 

aucun intervalle entre o et I. On salt alors (II, page I4) , que l'on peut &ablir une 

correspondance univoque et r&iproque entre tous les intervalles I, d'une part, et tous 

les nombres rationnels positifs < ~, d'autre part, et cela de telle fa~on que deux ~l~ments 

correspondants soient dispos6s de la mSme mani~re sur Ox. Appelons u le nombre ration- 

nel que l'on fait ainsi correspondre ~i / .  Soit maintenant x un point quelconque du seg- 

ment (o,I),  autre que o et i. Appelons I '  un quelconque des intervalles I qui ne sont 

pas compl~tement ~t droite de x, I "  un quelconque des intervalles I qui ne sont pas 

enti~rement A gauche de x. Si l'on appelle u' et u" les nombres rationnels correspondants, 

on volt que tout nombre rationnel compris entre o et I doit ~tre un u' ou un u", et que 

. /  . On d6finit ainsi deux classes de nombres qui comprennent entre l'on a toujours u' u" 

elles un seul nombre que nous appellerons q~ (x). Si nous posons en outre q~ ( o ) - - o ,  

? ( i )  ~ ~, on volt que nous avons d~fini ? (x )  en tout point du segment (o,I).  En par- 

ticulier, en tout point d'un intervalle / ,  on aura q~(x)=  u .  La fonction q0(x)est donc 

constante dans chacun des intervalles / , .  Je dis maintenant que si x ~ x ' ,  on a n~ces- 

sairement ? ( x ) - Q  r si x et x' n'appartiennent pas ~ un m~me intervalle I. En 

effet, il suffit d'observer que, sous cette hypoth~se, il y a au moins un intervalle 1[. qui 

est enti~rement compris fi l'int~rieur de (x, x'). Alors, d'apr~s le mode de construction 

de q~ (x), on aura: 

< .  < 

Ainsi q~ (x) est une fonction non d~croissante qui va de o ~i I e t  qui n'est constante 

que dans chacun des intervalles L Par suite, on peut d~finir, en chaque point x, la li- 

mite sup~rieure ? ( x - - o )  des valeurs de q~(x') pour x'<x, et on aura ?(x--o)/?(x). 
Or ? ( x -  o )es t  au moins ~gale :i la limite sup~rieure qa(x) des valeurs de q~ (x ')  

quand x' est dans un quelconque des intervalles I et reste 'C x. D o n c ?  (x) = ? (x - -  o). 

Autrement dit, ? (x )  est continue ~i gauche; de m~me, elle est continue ~ droite. En 

d~finitive, la fonction ~? (x) est continue et r~pond bien aux conditions annonc~es. 

2 ~ Supposons maintenant que P, comprenant encore o e t  I, puisse ~tre dense clans 

certains intervalles. Alors on pourra former une seconde suite d'intervalles K ,  /2,, . . .  
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dont tous les points, extr6mit6s comprises, sont des points de P, et telle que l'ensemble 

~Q des points qui n'appartiennent au sens &roit ni aux K, ni aux I, ne soit dense 

dans aucun intervalle. Plagons alors dans chaque intervalle / f  une suite d'intervalles 

sans points communs: K~ ", K{,~ ', . . . ,  telle que l'ensemble des points de /(~ qui n'ap- 

partiennent ~t aucun des intervalles K I'l. , K 121,, , . . .  soit de mesure nulle (II, page 16)*).  

Enfin appelons R l'ensemble des points qui n'appartiennent au sens &roit ~t aucun des 

intervalles I ,  12, . ; K/Xl K~2~ I.) 12) . .  , , ~ , . . . ;  K2 , K~ , . . .  

D'apr~s leur formation, ces intervalles n'ont aucun point commun (au contraire 

un I et un K pourraient avoir une extr6mit~ commune). L'ensernble R est donc parfait, 

contient o et I, et n'est dense dans aucun intervalle. On peut donc former une fonction 

continue non d6croissante ?, (x) qui n'est constante que dans les i n t e r v a l l e s / o u  KIf ) . 

Appelons d'autre part ?, (x) la mesure 'de l'ensemble des points de P compris entre 

o et x. C'est une foncfion continue non d~croissante; de plus cette fonction est con- 

stante dans les intervalles [ e t  elle est certainement croissante dans les intervalles K~ p) . 

Donc la fonction ? ( x ) =  ?' ( x ) +  ?2(x) est une fonction continue non d~croissante 
+ 

qui va de o ~ I et qui n'est constante que dans les intervalles I ;  elle r~pond donc ~t 

la question. 

3 ~ Enfin si P ne contient pas ~l la lois o et I, autrement dit si l'un des intervaUes 

I est termin~ en o ou en I, on est ramen~ aux cas precedents en supprimant cet in- 

tervaUe. 

99. I1 y a un cas particulier int~ressant off l'on peut former explidtement la fonc- 

tion ?(x) .  C'est celui off P e s t  l'ensemble de CANTOR de mesure nulle (n, page I2). 

Consid~rons un nombre quelconque x compris entre o e t  I et ~crivons sa valeur dans 

le syst~me de numeration de base 3: 

X - -  o ,  a ~ a 2 a  3 �9 �9 �9 

Les nombres a ,  a2, . . .  ne pourront prendre que les valeurs o, I, 2 et on peut 

toujours supposer que l'on ait ~crit un nombre tel que: 

0 ,  a a 2 . . . a n O  2 2 2 . . .  

o u  

o, b b~ . . .  b p 2 o o o  . . .  

sous la forme respectivement 6quivalente: 

o, a a~ . . .  a. i o o o  . . .  
OU 

o, b b~ . . .  b~I 2 2 2  . . .  

Ceci &ant, nous poserons toujours: 

? (o ,  a a ~  . . . ) - - o ' ,  b b ~ . . . ,  

o', . . .  indiquant qu'on passe dans le syst~me de base 2 et en prenant en g~n~ral 

*) Par exemple, on pourra placer dans K. un ensemble d'intervaUes semblable ~t l'ensemble 

compl~mentaire [darts le segment (o, i)] de l'ensemble de CANTOR cit~ plus loin. 



7 0 MAURIC E FRt~CHET. 

pour b un nombre 6gal ~t o si l'un des nombres a I , G,  . . ' ,  a._, est 6gal ~t ~, et 

dans le cas contraire ~gal ~i I si a -:- 2, et 6gal ~t a,, si a ~ 2. Autrement dit, nous 

posons: 

, ( - ~ + - ~ + . . .  ~ . 3.+ "') 
~(~,) , ~(~3~(~,) ~(~,)~(~,) ... ~( , -3  

2 ~ 2~ I-"" q 2" + ' " '  

avec les conditions : 

~(o)  = o, ~ ( i )  = ~(~)  = ~, ~ ( i )  = o ,  ~(o) = ~(2)  = i. 

I1 est facile de voir qu'on fait ainsi correspondre une m~me valeur de ~ ( x )  

tous les  nombres x tels que 

X ~ O~ C (:2 " ' "  C,,l).z~.2 " ' "  

off c,, G, . . . ,  c, restent fixes et tous diff4rents de I. 

Ces points forment un interval]e; la correspondance ainsi &ablie entre cet inter- 

vatle et la valeur constante de ~(x)  est pr6cis6ment celle qu'a indiqu6e M. CA~TOR 

pour prouver que l'ensemble P a la puissance du continu. 

N O T E  II. 

Sur le calcul effectif de l'6cart de deux courbes. 

IOO. La th6orie que nous avons d6velopp~e dans la PREMIERE PARTIE montre qu'une 

lois &ablie I'existence d'un ~cart, la valeur m~me de cet ~cart n'a plus une tr~s grande 

importance. Autrement dit, il suffit de savoir qu'on peut d6finir un hombre satisfaisant 

aux conditions g6n6rales de l'6cart (n ~ 49), sans avoir A se pr6occuper de la mani6J e 

dont on pourrait le calculer effectivement. Cela est d'autant plus vrai qu'on pourrait choisir 

une infinit~ d'autres d~finitions de l'~cart moyennant lesquel]es la th~orie g6n6rale pour- 

rait se d6velopper exactement de la m~me mani~re et qui ne changeraient pas les courbes 

limites d'un ensemble de courbes. Par exemple, s i e  est l'6cart de deux courbes tel que 

nous i'avons d6fini, on pourrait le remplacer partout par 3 e ou par 1/e ou par e 
I -['- g" 

Mais la d6finition primitive a l'avantage de donner pour l'~cart de deux courbes r6dui- 

tes ~t deux points une quantit6 6gale ~t la distance de ces deux points; et pour deux 

courbes, l 'une fixe, l'autre qui s'61oigne ~ l'infini un nombre qui tend vers Hnfini. 

La d6finifion de l'6cart que nous avons donn6e ne fait pas pr~voir comment on 

pourrait le calculer effectivement, et ce calcul serait certainement tr6s difficl]e en g6n6- 

ral. On peut cependant donner des exemples simples off ce calcul est possible. En g6- 

n6ral, on devra proc6der de la mani~re suivante. On prouvera que, dans toute corres- 

pondance continue entre les deux courbes, le maximum d de la distance de deux points 

correspondants est sup&ieur ou 6gal ~t un nombre fixe e. On montrera en.~uite qu'il 

ex iste au moins une de ces correspondances off ce maximum d e.st exactement 6gal/t  e. 



SUR QUELQUES POINTS DU CALCUL FONCTIONNEL. 71 

Par exemple, considtrons deux segments rectilignes A B, A' B' et soit a la plus 

grande des deux longueurs dd ' ,  B B'. On a toujours d ~ a et l'on a d - - a  lorsque 

la correspondance est telle que deux points correspondants M, M' divisent l'un A B, 

l'autre A' B', dans le m4me rapport. Donc l'tcart des deux segments est 6gal ~t a. 

On peut 4tre aussi amen6 ~t dtfinir l'&art de deux courbes fermtes. On le consi- 

dtrera alors comme la limite inftrieure de tousles  4carts qu'on obtiendrait en les con- 

sid4rant de toutes les manitres possibles comme des arcs de courbes ayant chacun 

deux extr4mitts en coincidence, On verrait alors facilement que si l'on considtre deux 

circonf&ences de rayons R,~ R2~ de centres O,, 02, situtes dans le m4me plan et 

orientres de la m~me fa~on, leur ~cart est O~ 0 2 + [R~ ~ R21. 

Un exemple moins particulier est le suivant. Considrrons dans un m4me plan deux 

courbes convexes C et C 2 , la courbe C, &ant supposre ~t tangente continue et route 

enti6re contenue dans C,. Dans ces conditions, on peut voir que l'rcart de C, et de 

C, est 6gal au maximum du segment intercept4 par C, sur la normale extrrieure ~t C .  

Dans ces exemples, on vrrifie immrdiatement que l'rvanouissement de l'rcart est 

la condition nfcessaire et suffisante pour que les deux courbes coincident, ce qui permet 

souvent de prrvoir la valeur probable de l'4cart. 

Paris, le 2 avril 19o6. 

MAURICE FR~CHET. 
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