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Conférence n 15

SUR UN PROBLEME AUX VALEURS PROPRES
NON LINEAIRE

par PHAM THE LAI et D. ROBERT

I. Introduction

Soit P ( X ) = P + X . P . + . . . + À P . + X un polynôme de la variableo 1 m-1
complexe À dont les coefficients P , . . . , P sont des opérateurs différen-
tiels à coefficients indéfiniment dérivables dans R • Nous nous proposons
de donner des conditions suffisantes pour qu'il existe À é C et u 6^(R )\(0)
espace de Schwartz des fonctions à décroissance rapide, tels que P(X ) * u = 0 .
Dans ce cas, par analogie au cas classique ( m = l ) î nous dirons que X est
une valeur propre et u un vecteur propre de la famille d'opérateurs P ( X ) .

La motivation principale de ce travail est de donner un début de
réponse à une question posée par B. Heiffer [ 7 j . Dans L ? 3 , l'auteur donne
des exemples non triviaux d'opérateurs différentiels A ( x » D ) à coefficients
analytiques, hypoelliptiques et tels que l'équation A ( x , D ) u = 0 admette
une solution non-analytique. Pour cela» on associe à A ( x » D ) un polynôme
à coefficients opérateurs différentiels P ( X ) et on construit la solution
de A ( x , D ) u = 0 à partir d'une valeur propre et d'un vecteur propre de P ( X ) .o p p
Par exemple, à l'opérateur A = D + (x D - D ) est associé le polynôme :2 2 2 x y z
P ( X ) = D + (x - X) et il résultera de notre travail que P ( X ) admet au

x û n\moins un vecteur propre dans -o(R ) • La recherche de vecteurs propres
pour des polynômes à coefficients opérateurs a déjà fait l'objet de plusieurs
travaux* Citons par exemple : Keldysh [ 9 ] , Krein and Langer [ l 0 j , Friedman
and Shinbrot [ 5 j «

Cependant ces travaux ne sont pas directement applicables au
cas différentiel considéré ici. Notre étude s'apparente plutôt aux
travaux de S. Agmon [ij sur la résolvante des problèmes aux limites ellipti-
ques.

La méthode d'Agmon consiste à contrôler la résolvante (P + À ) ,
\\\ -> +œ dans des secteurs du plan complexe d'ouverture suffisante et à en
déduire qu'il existe un système complet de vecteurs propres (généralisés)
par le principe de Phragmen-LindelHf* De plus Agmon donne une condition
nécessaire et suffisante sur le symbole du problème pour avoir un contrôle



optimal sur une demi-droite issue de l 'or igine, donnée dans Œ.

Nous nous proposons de faire une étude analogue pour l 'appl i -
cation À ^ P ( X )

Dans [2j M. S. Baouendi et J. SjOstrand ont fai t ce type d 'é tude

dans le cas ou P , • • . , P sont des opérateurs définis sur la sphère S"

et où P est elliptique d 'ordre m, P . est un opérateur différentiel
<j

d 'ordre m-j pour 1< j ^ m-1 •

II. Enoncé des résultats

On suppose que P , P , . . . , P sont des opérateurs différentiels

d'ordre ^ m et vérifiant :

CïC) II existe un entier k ^ 1 tel que :

1 1 1
P(r "^.X, r^x, r"1.^) == r . P ( À , x , Ç ) pour tout r > 0 , ( X , x , Ç ) € (C x R^ P11

(&) P ( p , x , ^ ) / 0 pour tout p ^ 0, et tout ( x , Ï > ) É P^ 1^^(0,0)

((3) P prend ses valeurs dans un cSne propre de Œ, symétrique par rapport

à l 'axe réel.

Désignons par Sp le c8ne de C :

Sp = ( X Ç Œ ; il existe (x, Ç ) € I^x P^CO, 0) tel que P ( À , x , Ç ) = 0 }

On sait que P admet un unique prolongement fermé à partir de -^(B") comme

opérateur non borné de L (E ) (voir L l 2 j ) . Désignons alors par D(P ) le

domaine de la fermetrue de P • En utilisant les résultats de [l2j on peut

voir facilement que : D(P ) = [ue^'CR"), x^u € L2^) pour • 1 ^ + iêi < i - (o k ni '

Posons la :

Définition 1 : Soit 9 ç [0,27t[ et p s: 0. Désignons par A ( 9 i P ) la demi-

droite : { p e , p > p }• On dira que A ( 9 » P ) est un rayon de croissance

minimale pour P s'il existe 00 telle que :

00 PCp.e^)-1 ! ! . ————' ,, „ ^ m(l-s)
j;(L-(I^n),D(PS) P



pour p ^ p et s 6 [ 0 , 1 } .o - J

Cette terminologie est empruntée à Agmon ( [ l j ) . On a besoin
(Tune seconde définition qui elle est empruntée à Kelysh ( [ 9 ] ) :

Définition 2 : Soit À ê Œ tel que P(À ) n'est pas injectif. On
appelle sous-espace propre généralisé de P associé à À le sous-espace
vectoriel de D(P^) noté Sp̂  [P^ engendré par les solutions u , u . , . . . , u
des sytèmes :

f P(X )u = 0
0 0

POX, +^0 )u = o
0 1 Wi. 0 0<sk)

,k,
^"k^o^k-l^^i ̂ o^o = 0

dÀ

ou k décrit 'K .

i "i
Proposition 1 : 1) Si P (X) existe alors P ( X ) ~ est un opérateur compact
de L2^) dans L^R")

.-12) X ̂  P ( X ) est méromorphe dans C à valeurs dans
= 0 ou 1 .la^DCP8)) pour s = 0 ou 1 .
3) dim^ Sp [P] < +œ .

Nous énonçons maintenant les résultats principaux de notre travail.

Théorème 1 : Soit e € [ 0 , 2 7 i L . Il existe p ^ 0 ; tel que A ( e » P ) soit un
rayon de croissance minimale pour P si et seulement si

A ( e » 0 ) c C\Sp .

Théorème 2 : Soient 0^ 6. < 9^ < 2n tels que A(9^0) U A ( 9 o î O ) c C \ Sp et————^— i ^ 1 ^
9 ^ - 9 ^ < "ĵ î ) • sîil existe Q^^Q^^Q^i tel que A ( 9 ^ 0 ) <^ Sp alors il

existe À 6 (E, arg À é [ e - î Q ^ J tel que P(À ) ne soit pas injectif.

Théorème 5 : Soient A(9- , î 0 ) , . . . , A ( 9 ^ 0 ) s demi-droites du plan complexe.^———————. j^ g
On fiii'nr»nci<=k •On suppose :

i) 0 <. 9, < e <. . .< e ^ 2 T i± ^ s
kTi

ii) 19 j . l -9 j l <ïïfe7 1 ^ ̂  s-1' 9i<TïfSTk)



I l Inr
9. - 9 + 27T < , , ^"1 s n(m+k)

iii) û(9 • » 0) ^ ® \Sp pour j = 1,. • . , s •

Alors l'espace vectoriel engendré par les vecteurs propres généralisés de

P est dense dans L (R ) •

Exemples : l) P(Â.) = D2 + (t2 - X) 2 .
L/

Ici on a S = (X ê Œ, Re À ^ 0 } . Or :

k7l ^ 2TT 271

n(k+m) "" 1 (2+1) ~ 3

C'est insuffisant pour conclure qu' i l existe des valeurs propres. Mais la
demi-droite j0,+oo[ est dans la résolvante et il existe C > 0 telle que

I IPCX)" 1 ! ^ C . À pour tout À ^ l .

^(I^dO)

On peut alors en déduire que le système des vecteurs propres généralisés de
o

P est total dans L (P).

2) P ( X ) == D2 + t 2 + 2 a X t + 2LX.D + À 2 , a et b réels.x "c
- . 2 2 lOn a la conclusion du théorème 3 si a + ï) < -5- • Cependant par un calcul

2 2direct, B. Heiffer ([?]) montre que la condition a + b < 1 suffit
•

3) P(X) = - A + I x l ^ t ( S a.. ——)X + À2 .
J=l >] ^J

on a : S = iB• La conclusion du théorème 3 s'applique •
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