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Sur un problème de Gelfond :
la somme des chiffres des nombres premiers

Par Christian MAUDUIT et Joël RIVAT

Résumé. L’objet de cet article est de répondre à une question posée
par Gelfond en 1968 en montrant que la somme des chiffres sq(p)
des nombres premiers p écrits en base q > 2 est équirépartie dans
les progressions arithmétiques (excepté pour certains cas dégénérés
bien connus). Nous montrons également que la suite (αsq(p)) où p
décrit l’ensemble des nombres premiers est équirépartie modulo 1 si
et seulement si α ∈ R \Q.

Abstract. In this article we answer a question proposed by Gelfond
in 1968. We prove that the sum of digits of prime numbers written in
a basis q > 2 is equidistributed in arithmetic progressions (except for
some well known degenerate cases). We prove also that the sequence
(αsq(p)) where p runs through the prime numbers is equidistributed
modulo 1 if and only if α ∈ R \Q.

1. Introduction

Dans tout cet article, q désigne un nombre entier supérieur ou égal à 2.
Tout nombre entier n peut s’écrire de manière unique en base q sous la forme

(1) n =
∑
k>0

nkq
k (nk ∈ {0, . . . , q − 1}),

où les nk sont tous nuls à partir d’un certain rang. La somme des chiffres du
nombre entier n écrit en base q est définie par :

(2) sq(n) =
∑
k>0

nk.

Dans toute la suite, p désigne un nombre premier, P l’ensemble des nom-
bres premiers et pour tout nombre réel x on note bxc = max{n ∈ Z, n 6 x},
‖x‖ = min

n∈Z
|x− n| et e(x) = exp(2iπx).

1.1. La recherche de nombres premiers dans des suites clas-
siques

La recherche de nombres premiers dans des suites particulières est un
problème classique en théorie des nombres, connu pour sa difficulté, et pour
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lequel on dispose de très peu de résultats. En dehors du résultat initial établi
par Dirichlet en 1837 [37, pp. 315–350] étudiant la répartition des nombres
premiers dans les progressions arithmétiques, précisé ultérieurement par le
théorème de Siegel-Walfisz (on trouvera une preuve de ce dernier théorème dans
[14, Chapitre 8]), les suites classiques dans lesquelles on est capable d’estimer
précisément la proportion de nombres premiers sont les suites formées des en-
tiers de la forme bnαc ou de la forme bnαc. Dans le premier cas, cela résulte faci-
lement du théorème établi par Vinogradov en 1948 montrant l’équirépartition
modulo 1 de la suite (αp)p∈P lorsque α ∈ R \ Q (on trouvera une preuve
de ce théorème dans [14, Chapitre 9]). Dans le second cas, on ne dispose
que de résultats partiels concernant soit presque tout α, soit des intervalles
1 < α < α0 pour certaines valeurs de α0. La valeur α0 = 12/11 obtenue en
1953 par Piatetski-Shapiro [47] a été améliorée successivement par Kolesnik,
Graham, Leitmann, Heath-Brown, Liu et Rivat, la meilleure valeur actuelle
α0 = 1.16117 . . . ayant été obtenue par Rivat et Sargos dans [51]. Ces résultats
de nature analytique sont à mettre en parallèle avec ceux qui ont pu être ob-
tenus grâce à des constructions de nature algébrique. Il est connu depuis les
travaux de Fermat que tout nombre premier p ≡ 1 mod 4 est de la formem2+n2

(voir par exemple Hardy-Wright [22, Theorem 251]) et Fouvry et Iwaniec [16]
ont réussi en 1997, en exploitant la nature algébrique du problème et en utili-
sant des méthodes de crible très sophistiquées, à obtenir une formule asymp-
totique pour le nombre de nombres premiers p 6 x de la forme p = m2 + n2

avec m premier. À la suite de ce travail, Friedlander et Iwaniec [19, 20] ont
apporté une contribution majeure dans cette direction en montrant un résultat
de même nature pour les nombres premiers de la forme p = m2 +n4, suivis par
Heath-Brown [26] pour les nombres premiers de la forme p = m3 + 2n3. L’exis-
tence d’une infinité de nombres premiers de la forme p+ 2 (nombres premiers
jumeaux), de la forme n2 + 1 (plus généralement de forme polynomiale), de
la forme 2n + 1 (nombres de Fermat), 2n − 1 (nombres de Mersenne) ou dans
des suites récurrentes linéaires, constitue une série de problèmes très largement
ouverts [50].

Les résultats que nous présentons dans ce travail s’inscrivent dans ce cadre
puisque nous montrons par exemple la bonne répartition des nombres premiers
dans la suite des entiers n pour lesquels sq(n) ≡ a mod m.

1.2. Représentation des nombres premiers en base q

Les résultats que nous présentons s’inscrivent également dans le cadre de
l’étude de la représentation des nombres premiers en base q. On connâıt peu
de résultats sur ce sujet en dehors des travaux de Copeland et Erdős [7] en
1946 qui montrent, pour tout ensemble E de nombres entiers vérifiant, pour
tout θ < 1, card{n 6 x, n ∈ E} � xθ pour x assez grand, la normalité du
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nombre réel dont l’écriture en base q est formée de 0, suivi de la concaténation
dans l’ordre croissant des éléments de l’ensemble E écrits en base q. Il découle
en particulier de leur théorème que∑

p6x

sq(p) =
1
2

(q − 1)
x

log q
+ o(x)

et on trouvera dans [33, 54, 27] des estimations plus précises de cette fonction
sommatoire de la somme des chiffres des nombres premiers, dans [34] celle des
moments d’ordre k, et dans [36, 35, 2] l’étude de la distribution limite de la
fonction somme des chiffres dans l’ensemble des nombres premiers. Le théorème
de Lejeune Dirichlet [37, pp. 315–342] concernant la répartition des nombres
premiers dans les progressions arithmétiques rentre également dans ce cadre et
il permet de montrer, comme l’a remarqué Sierpiński, que pour toute suite finie
de chiffres a1, . . . , am et b1, . . . , bn telle que (bn, q) = 1, il existe une infinité de
nombres premiers dont les m premiers chiffres sont successivement a1, . . . , am
et les n derniers chiffres successivement b1, . . . , bn ([55] contient une preuve de
ce théorème dans le cas q = 10 et attribue à une remarque de Knapowski le cas
général). Harman a étendu dans [23] ce résultat à des nombres premiers qui
possèdent certains chiffres librement préassignés, démontrant ainsi une conjec-
ture due à Wolke [60], qui avait pu en donner une preuve sous l’hypothèse de
Riemann généralisée.

On remarque que si p > 3 est un nombre premier, alors 2 6 s2(p) 6⌊
log p
log 2

⌋
+ 1. L’existence d’une infinité de nombres premiers de Fermat ou de

Mersenne, qui correspondent respectivement à la borne inférieure et à la borne
supérieure de cette inégalité, constitue un problème d’une difficulté extrême qui
s’inscrit également dans le cadre de l’étude de la représentation des nombres
premiers en base 2.

Par ailleurs on ne connâıt pas d’algorithme simple permettant de savoir si
un nombre entier est premier à partir de la donnée de son écriture en base q.
Minsky et Papert ont d’ailleurs montré dans [43] que l’ensemble des nombres
premiers n’est reconnaissable par aucun q-automate fini (pour cette dernière
notion, on pourra consulter [1] ou [13]). Cobham a présenté dans [6] plusieurs
preuves alternatives de ce résultat qui a été généralisé par Hartmanis et Shank
dans [24] et Schützenberger dans [53] en montrant qu’aucun ensemble infini
de nombres premiers n’est reconnaissable par un q-automate fini (ni même par
un automate à pile) et par Mauduit dans [39] en montrant que l’ensemble des
nombres premiers n’est engendré par aucun morphisme sur un alphabet fini.

Les théorèmes que nous établissons ici peuvent être interprétés comme une
démonstration de l’indépendance statistique entre la propriété multiplicative
« être un nombre premier » et une propriété de nature automatique relative à
la représentation des nombres entiers en base q (le lecteur trouvera dans l’in-
troduction de [18] une présentation de l’aspect automatique de ce problème).
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On pourra également parler de l’indépendance statistique entre une propriété
multiplicative et une propriété q-multiplicative ou q-additive (notions intro-
duites indépendemment par Bellman et Shapiro [3] et Gelfond [21]), la fonc-
tion somme des chiffres vérifiant, pour tous entiers k, a, b tels que b < qk, la
relation sq(qka+ b) = sq(qka) + sq(b).

1.3. La fonction somme des chiffres

La fonction somme des chiffres apparâıt dans de nombreux problèmes
mathématiques (voir [40] pour un survol de ces questions) mais c’est Mahler
qui la fait intervenir le premier dans un contexte d’analyse harmonique pro-
fondément lié à notre propos. Il introduit dans [38] la suite

(
(−1)s2(n)

)
n>0

afin
d’illustrer plusieurs théorèmes d’analyse spectrale obtenus par Wiener [59] et
montre en particulier :

Théorème A. Pour tout nombre entier k la suite(
1
N

∑
n<N

(−1)s2(n)(−1)s2(n+k)

)
N>1

converge et sa limite est non nulle pour une infinité de k.

Ces travaux ont ouvert la voie à l’étude spectrale des systèmes dynamiques
symboliques. En effet la convergence de cette suite peut être comprise comme
une conséquence de l’unique ergodicité du système dynamique associé à la suite
((−1)s2(n))n>0 appelé système dynamique de Thue-Morse (voir par exemple
[48]).

Keane a montré dans [32] que pour tout entier k, la limite de cette suite est
égale au k-ième coefficient de Fourier de la mesure de corrélation associée au
système dynamique de Thue-Morse, c’est-à-dire le produit de Riesz

∏
n>0(1−

cos 2nt). Des résultats analogues ont été obtenus dans [8, 42], pour la classe
plus générale des suites q-additives ou q-multiplicatives.

1.4. Le théorème de Gelfond et ses conséquences

Des résultats importants concernant la répartition dans les progressions
arithmétiques de la somme des chiffres de certaines suites classiques ont été
donnés par Gelfond dans [21] (on trouvera dans [15] des premiers résultats
concernant le cas où m est un nombre premier) :

Théorème B. Soient q, m, et d des nombres entiers positifs tels que q >
2 et (m, q− 1) = 1. Alors pour tout (a, r) ∈ {0, 1, . . . ,m− 1}×{0, 1, . . . , d− 1}
on a

card{n < N, sq(n) ≡ a mod m, n ≡ r mod d} =
N

md
+O(Nλ)
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avec λ = 1
2 log q log q sinπ/2m

sinπ/2mq < 1.

Gelfond déduit de ce théorème la bonne répartition dans les progressions
arithmétiques de la somme des chiffres des entiers sans facteur puissance k-ième
(k > 2) et Mauduit et Sárközy en déduisent [41] la bonne répartition dans les
progressions arithmétiques de sq(p1 +p2)(p1,p2)∈P2 (on trouvera également dans
[41] des résultats concernant les valeurs moyennes et les valeurs extrémales du
nombre de facteurs premiers (comptés avec ou sans multiplicité) de l’entier
n lorsque celui-ci est soumis à la condition sq(n) ≡ a mod m, ainsi qu’un
théorème du type Erdős-Kac).

Par contre le Théorème B n’est pas suffisant pour décrire la répartition
de la somme des chiffres des nombres premiers, ce qui conduit Gelfond à poser
plusieurs problèmes à la fin de son article, dont le suivant :

« Il serait aussi intéressant de trouver le nombre des nombres pre-
miers p 6 x tels que sq(p) ≡ l mod m ».

Montgomery mentionne ce problème de Gelfond dans une série de pro-
blèmes ouverts [44, Problem 67, p. 208] et indique que celui-ci a été abordé par
Olivier dans [45, 46] en observant toutefois que les sommes de type II n’ont
pas été estimées.

1.5. Nombres presque premiers

Nous avons mentionné dans le paragraphe 1.1 plusieurs problèmes ou-
verts concernant la recherche de nombres premiers dans des suites classiques.
L’utilisation de méthodes de crible a permis d’obtenir récemment des réponses
aux questions analogues obtenues en remplaçant l’ensemble P des nombres
premiers par l’ensemble Pr (r > 2) des nombres entiers possédant au plus r
facteurs premiers (appelés nombres presque premiers).

Ainsi, à la suite de travaux de Brun [4], Rademacher [49] et Rényi [52],
Chen a démontré [5] l’existence d’une infinité de nombres premiers p tels que
p+2 ∈ P2 et Iwaniec [30] l’existence d’une infinité d’entiers n tels que n2 +1 ∈
P2.

En ce qui concerne l’étude de la somme des chiffres, Fouvry et Mauduit
[18, 17] ont montré, en injectant dans le crible des estimations d’exposants de
répartition liées à l’étude spectrale de certains opérateurs quasi-compacts, le
théorème suivant (on rappelle que pour tout nombre entier r > 1 fixé, on a :
card{n 6 x, n = p1 . . . pr} ∼ x(log log x)r−1

log x (r−1)! (voir par exemple [56]) ) :

Théorème C. Pour q et m entiers > 2 tels que (m, q−1) = 1, on a pour
tout a ∈ Z et x→ +∞, la minoration

card{n 6 x, sq(n) ≡ a mod m, n ∈ P2} �q,m
x

log x
.
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La clef de la démonstration du Théorème C consiste à majorer une certaine
somme d’exponentielles par une borne meilleure que la racine carrée de la
majoration triviale, ce qui permet à Fouvry et Mauduit de montrer un théorème
du type Bombieri-Vinogradov pour la fonction somme des chiffres avec un
exposant strictement supérieur à 1/2.

On pourra comparer le Théorème C avec le suivant dû à Dartyge et Te-
nenbaum [11] qui permet d’obtenir une minoration valable pour les entiers
possédant exactement r facteurs premiers :

Théorème D. Pour q, m, et r entiers > 2 tels que (m, q − 1) = 1, on a
pour tout a ∈ Z et x→ +∞, la minoration

card{n 6 x, sq(n) ≡ a mod m,n = p1 . . . pr} �q,m,r
x(log log x)r−2

log x log log log x
.

Mentionnons également parmi cette catégorie de résultats l’existence d’une
infinité de nombres presque premiers dans toute suite d’entiers engendrée par
un automate fini fortement connexe [18] et l’existence d’une infinité de nombres
presque premiers parmi les suites de nombres entiers ellipséphiques [9, 10].

2. Résultats

On note Λ la fonction de Von Mangoldt définie par Λ(n) = log p si n = pa

(p premier, a entier > 1), et Λ(n) = 0 sinon.

Théorème 1. Pour q > 2 et α tels que (q−1)α ∈ R\Z, il existe σq(α) > 0
tel que

(3)
∑
n6x

Λ(n) e(αsq(n)) = Oq,α(x1−σq(α)).

Ce théorème nous permet d’apporter une réponse complète à la question
de Gelfond [21] ainsi qu’à des questions de même nature concernant les pro-
priétés arithmétiques de la somme des chiffres des nombres premiers.

Théorème 2. Pour q > 2, la suite (αsq(p))p∈P est équirépartie modulo
1 si et seulement si α ∈ R \Q.

Théorème 3. Pour q et m entiers > 2, il existe σq,m > 0 tel que pour
tout a ∈ Z,
(4)

card{p 6 x, sq(p) ≡ a mod m} =
(m, q − 1)

m
π(x; a, (m, q−1))+Oq,m(x1−σq,m).
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3. Description de la preuve du Théorème 1

Pour estimer une somme de la forme
∑

n Λ(n)g(n), on utilise dans la
section 4 une identité combinatoire due à Vaughan qui fait apparâıtre des
sommes multiples de la forme∑

m

∑
n

ambng(mn).

Ces sommes sont qualifiées de sommes de type I lorsque l’un au moins des
coefficients am ou bn est lisse, par exemple bn = 1 ou bn = log n (la variable
correspondante étant d’un ordre de grandeur significatif) et de type II lorsque
les coefficients am et bn ont une structure arithmétique trop complexe pour
pouvoir être exploitée (chacune des variables m et n étant, dans ce cas, d’un
ordre de grandeur significatif).

La principale difficulté réside généralement, et la preuve du Théorème
1 n’échappe pas à cette règle, dans l’estimation des sommes de type II. Une
application de l’inégalité de Cauchy-Schwarz, pour « lisser » la variable m, puis
l’inégalité de Van der Corput, nous amène dans la section 6.1, puisque g(n) =
e(f(n)) avec f(n) = αsq(n), à considérer dans l’exponentielle des différences
de la forme

f(m(n+ r))− f(mn),

où la variable r est très petite devant n. Or, les chiffres de m(n + r) et ceux
de mn cöıncident assez rapidement au delà de la taille de mr, une différence
n’étant possible que par la propagation d’une retenue. En prenant une petite
marge, on s’assure que les couples (m,n) exceptionnels pour lesquels la cöınci-
dence n’a pas lieu sont en nombre négligeable. Nous pouvons ainsi remplacer
dans la section 6.2 la fonction f par une fonction tronquée fλ qui ne prend
en compte que les chiffres de n de poids inférieur à λ (λ est un paramètre
qui dépend essentiellement de la taille de m). La fonction fλ est périodique de
période qλ, et cette propriété va nous permettre dans la section 6.3 en quelque
sorte de séparer la structure digitale de la structure multiplicative du problème.
La clef permettant de poursuivre la majoration des sommes de type II consiste à
exprimer la transformée de Fourier discrète de e(fλ(n)) sous forme de produits
de polynômes trigonométriques, puis à estimer des moyennes d’ordre 1 et des
moyennes quadratiques pondérées de ces produits. Dans le cas des moyennes
d’ordre 1, l’objectif est, comme dans [18], d’exploiter la structure automatique
de la fonction somme des chiffres et d’obtenir une majoration meilleure que
la racine carrée de la borne triviale. Ces estimations ont un caractère assez
technique et présentent un intérêt indépendant du reste de l’article. Aussi, afin
de ne pas interrompre le fil conducteur de la preuve du théorème 1, nous avons
choisi de les présenter dans une partie indépendante située à la fin de cet article
(section 12). On achève la majoration des sommes de type II dans la section
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7 en appliquant ces estimations et en prenant soin de séparer le cas q = 2 du
cas q > 3 qui conduisent chacun à des difficultés de nature différente.

Enfin, nous traitons dans la section 8 les sommes de type I par une
méthode analogue à celle développée par Fouvry et Mauduit dans [18, 17],
ce qui nous permet de terminer la preuve du Théorème 1.

4. Identité combinatoire

Une méthode classique (Hoheisel [28], Vinogradov [58]) pour traiter une
somme de la forme

∑
n Λ(n)g(n) est de la transformer en sommes multiples∑
n1,...,nk

a1(n1) · · · ak(nk)g(n1 · · ·nk)

où n1, . . . , nk satisfont des conditions multiplicatives. On appelle tradition-
nellement sommes de type I des sommes multiples comportant au moins une
variable « lisse », les autres étant qualifiées de sommes de type II. Dans notre
travail (et comme cela est le plus souvent le cas) l’estimation des sommes de
type II constitue la difficulté essentielle. Vaughan a donné une élégante formu-
lation de cette méthode [57], qui a ensuite été approfondie par Heath-Brown
[25]. Signalons par ailleurs que le crible introduit par Friedlander et Iwaniec
(voir par exemple [31, Theorem 13.12, page 351]) conduit également à des ma-
jorations de sommes analogues aux sommes de type I et de type II, mais dans
des intervalles de sommation différents.

Nous allons utiliser une variante connue de la méthode de Vaughan (cf.
[31, Proposition 13.4, page 345]) permettant d’éviter l’apparition de fonctions
diviseurs qui ne peuvent pas être individuellement majorées par un facteur
logarithmique.

Lemme 1. Soient q > 2, x > q2, 0 < β1 < 1/3 , 1/2 < β2 < 1. Soit g une
fonction arithmétique. On suppose que pour tous réels M 6 x et tous nombres
complexes am, bn avec |am| 6 1, |bn| 6 1, on a∣∣∣∣∣∣∣

∑
M

q
<m6M

∑
x

qm
<n6 x

m

ambng(mn)

∣∣∣∣∣∣∣6U pour xβ1 6 M 6 xβ2 (type II),(5)

∑
M

q
<m6M

max
x

qm
6t6 x

m

∣∣∣∣∣∣
∑

t<n6 x

m

g(mn)

∣∣∣∣∣∣6U pour M 6 xβ1 (type I).(6)

Alors ∣∣∣∣∣∣
∑

x/q<n6x

Λ(n)g(n)

∣∣∣∣∣∣� U (log x)2.
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Remarque : Nous verrons que la majoration que nous obtiendrons dans
la partie 7 pour les sommes de type II permet en réalité de choisir β1 arbitrai-
rement proche de 0 (voir l’inégalité (43) dans le cas q = 2 et l’inégalité (62)
dans le cas q > 3), ce qui permettrait de traiter plus grossièrement les sommes
de type I.

Nous avons néanmoins choisi d’étudier de manière plus fine les sommes
de type I afin d’obtenir un meilleur exposant σq(α) dans le théorème 1, en vue
d’éventuelles applications.

Démonstration. Pour u > 1 et s ∈ C posons

G(s) =
∑
n6u

µ(n)
ns

, F (s) =
∑
n6u

Λ(n)
ns

,

et considérons, pour <(s) > 1, l’égalité

−ζ
′

ζ
= F − ζ ′G− ζFG+ ζ

(
1
ζ
−G

)(
−ζ
′

ζ
− F

)
,

où ζ est la fonction zêta de Riemann définie par ζ(s) =
∑
n>1

1
ns .

Pour tout x > q2, on a
√
x 6 x/q. En identifiant le coefficient de n−s de

chaque côté de l’égalité on obtient donc pour 1 6 u 6
√
x :∑

x/q<n6x

Λ(n)g(n) = S1 − S2 + S3

avec

S1 =
∑
m6u

x/q<mn6x

µ(m) log(n) g(mn)

S2 =
∑
m16u
m26u

x/q<m1m2n6x

µ(m1) Λ(m2) g(m1m2n)

S3 =
∑

u<m6x
u<n16x

x/q<mn1n26x

µ(m) Λ(n1) g(mn1n2).

Choisissons u := xβ1 , ce qui implique en particulier 1 6 u 6
√
x 6 x/q.

La somme S1 est une somme de type I. On écrit

S1 =
∑
m6u

µ(m)
∑

x

qm
<n6 x

m

g(mn)
∫ n

1

dt

t
,

d’où en intervertissant les sommes

S1 =
∑
m6u

µ(m)
∫ x

1

∑
max(t, x

qm
)<n6 x

m

g(mn)
dt

t
.
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En découpant la sommation en m selon les puissances de q et en utilisant (6),
on obtient

|S1| � U(log x)2.

Pour majorer S2, on écrit

S2 =
∑
m6u2


∑
m16u
m26u

m=m1m2

µ(m1)Λ(m2)


∑

x/qm<n6x/m

g(mn).

Comme |µ(m1)| 6 1 et Λ(m2) > 0, on a∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
m16u
m26u

m=m1m2

µ(m1)Λ(m2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6
∑
d |m

Λ(d) = logm.

Ainsi

|S2| 6
∑
m6u2

(logm)

∣∣∣∣∣∣
∑

x

qm
<n6 x

m

g(mn)

∣∣∣∣∣∣ .
En découpant la sommation sur m selon les puissances de q, on obtient

|S2| � (log x)2 max
M6u2

∑
M/q<m6M

∣∣∣∣∣∣
∑

x

qm
<n6 x

m

g(mn)

∣∣∣∣∣∣ ,
Soit M0 une valeur M pour laquelle le maximum est atteint. Pour montrer
que |S2| � U(log x)2, on utilise (6) lorsque M0 6 u, on utilise (5) lorsque
u < M0 6 x1/2, on utilise (5) en échangeant les rôles de m et n lorsque
qx1/2 6 M0 6 u2, et lorsque x1/2 < M0 < qx1/2, on étend la sommation sur
m et on la décompose en deux sommes, respectivement x1/2/q < m 6 x1/2 et
x1/2 < m 6 qx1/2. Pour la première de ces sommes on utilise (5), et pour la
seconde on utilise (5) en échangeant les rôles de m et n.

Pour majorer S3, on écrit

S3 = (log x)
∑

u<m6x/u

am
∑

x/qm<n6x/m

bn g(mn),

avec am := µ(m) qui vérifie |am| 6 1, et

bn :=
1

log x

∑
u<n1
n26n
n=n1n2

Λ(n1)

qui vérifie bn = 0 pour n 6 u et 0 6 bn 6 1
log x

∑
d |n

Λ(d) = logn
log x 6 1.
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En découpant la sommation sur m suivant les puissances de q on obtient

|S3| � (log x)2 max
u6M6x/u

∣∣∣∣∣∣∣
∑

M

q
<m6M

∑
x

qm
<n6 x

m

ambng(mn)

∣∣∣∣∣∣∣ .
Soit M1 une valeur de M pour laquelle le maximum est atteint. Pour

montrer que |S3| � U(log x)2, on utilise (5) lorsque u 6 M1 6 x1/2, on utilise
(5) en échangeant les rôles de m et n lorsque qx1/2 6 M1 6 x/u, et lorsque
x1/2 < M1 < qx1/2, en prenant en compte l’uniformité en am et bn de la
majoration (5), on étend la sommation sur m et on la décompose en deux
sommes, respectivement x1/2/q < m 6 x1/2 et x1/2 < m 6 qx1/2. Pour la
première de ces sommes on utilise (5), et pour la seconde on utilise (5) en
échangeant les rôles de m et n.

Le Lemme 1 nous montre que la clef de la démonstration du Théorème 1
réside dans l’obtention de majorations pour les sommes de type II (5) et pour
les sommes de type I (6). Pour estimer les sommes de type II, nous allons dans
le paragraphe suivant supprimer les contraintes multiplicatives à l’aide d’une
variante d’un procédé classique de séparation des variables (voir par exemple
le Lemme 5.2.3 de [29]).

5. Séparation des variables

Lemme 2. Pour toute suite (an)n>0 de nombres complexes, on a pour tous
N0 6 N1 < N2 6 N3 entiers,∣∣∣∣∣∣

∑
N1<n6N2

an

∣∣∣∣∣∣ 6
∫ 1/2

−1/2
min(N2 −N1, |sinπξ|−1)

∣∣∣∣∣∣
∑

N0<n6N3

an e(nξ)

∣∣∣∣∣∣ dξ.
De plus, pour tout réel x > 2/π, on a∫ 1/2

−1/2
min(x, |sinπξ|−1) dξ 6 2

π + 2
π log(2x).

Démonstration. Comme
∫ 1/2
−1/2 e(sξ)dξ vaut 1 si s = 0 et 0 pour tout entier

s 6= 0, on a

∑
N1<n6N2

an =
∫ 1/2

−1/2

 ∑
N0<n6N3

an e(nξ)

 ∑
N1<n′6N2

e(−n′ξ)

 dξ.

Pour −1/2 6 ξ 6 1/2 avec ξ 6= 0 on peut écrire∣∣∣∣∣∣
∑

N1<n′6N2

e(−n′ξ)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣sin(N2 −N1)πξ

sinπξ

∣∣∣∣ 6 min(N2 −N1, | sinπξ|−1),
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ce qui établit la première inégalité du Lemme 2. Par parité et en coupant en
1/πx, on a∫ 1/2

−1/2
min(x, |sinπξ|−1) dξ6 2

∫ 1/πx

0
x dξ + 2

∫ 1/2

1/πx

dξ

sinπξ

=
2
π

+
2
π

log cot
(

1
2x

)
6

2
π

+
2
π

log(2x),

ce qui établit la seconde inégalité du Lemme 2.

Lemme 3. Soit g une fonction arithmétique, q > 2, 0 < δ̃ < β1 < 1/3,
1/2 < β2 < 1. Supposons qu’uniformément pour tous nombres complexes bn
tels que |bn| 6 1, on ait

(7)
∑

qµ−1<m6qµ

∣∣∣∣∣∣
∑

qν−1<n6qν

bn g(mn)

∣∣∣∣∣∣ 6 V,

pour tous nombres entiers strictement positifs µ et ν tels que

(8) β1 − δ̃ 6
µ

µ+ ν
6 β2 + δ̃.

Alors pour

(9) x > x0 := max(q1/(1−β2), q3/δ̃),

on a uniformément pour M vérifiant

(10) xβ1 6 M 6 xβ2

l’estimation (5) avec
U = 12

π (1 + log 2x)V.

Démonstration. Pour x > q1/β1 et M > xβ1 on a M > q donc il existe un
nombre entier µ′ > 1 tel que

(11) qµ
′
< M 6 qµ

′+1.

De la même manière pour x > q1/(1−β2) et M 6 xβ2 on a x/M > x1−β2 > q

donc il existe un nombre entier ν ′ > 1 tel que

(12) qν
′
< x/M 6 qν

′+1.

Alors pour M/q < m 6 M , on a qν
′−1 6 x

qm < x
m 6 qν

′+2, donc en posant

N0 = qν
′−1, N1 =

⌊
x
qm

⌋
, N2 =

⌊
x
m

⌋
, N3 = qν

′+2, on en déduit les inégalités
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N0 6 N1 < N2 6 N3. D’après le Lemme 2, on a donc pour M/q < m 6 M ,∣∣∣∣∣∣
∑

x

qm
<n6 x

m

bng(mn)

∣∣∣∣∣∣
6
∫ 1/2

−1/2
min(N2 −N1, |sinπξ|−1)

∣∣∣∣∣∣
∑

qν′−1<n6qν′+2

bn e(nξ)g(mn)

∣∣∣∣∣∣ dξ.
Notre objectif est maintenant de sommer cette expression sur m, puis d’inter-
vertir la somme et l’intégrale. Pour s’affranchir de la dépendance en m de N1

et N2, nous utilisons la majoration N2 − N1 6 x, et comme qµ
′−1 < M/q <

M 6 qµ
′+1, quitte à rajouter quelques termes supplémentaires, le membre de

gauche de l’estimation (5) est donc majoré par

∑
qµ′−1<m6qµ′+1

∫ 1/2

−1/2
min(x, |sinπξ|−1)

∣∣∣∣∣∣
∑

qν′−1<n6qν′+2

bn e(nξ)g(mn)

∣∣∣∣∣∣ dξ.
Par découpage, en utilisant l’inégalité triangulaire, cette expression est majorée
par

µ′+1∑
µ=µ′

ν′+2∑
ν=ν′

∫ 1/2

−1/2
min(x, |sinπξ|−1)

∑
qµ−1<m6qµ

∣∣∣∣∣∣
∑

qν−1<n6qν

bn e(nξ)g(mn)

∣∣∣∣∣∣ dξ.
Pour (µ, ν) ∈ {µ′, µ′ + 1} × {ν ′, ν ′ + 1, ν ′ + 2} on a

µ′

µ′ + ν ′ + 2
6

µ

µ+ ν
6

µ′ + 1
µ′ + ν ′ + 1

,

donc nous devons prouver que pour x > x0, on a

β1 − δ̃ 6
µ′

µ′ + ν ′ + 2
et

µ′ + 1
µ′ + ν ′ + 1

6 β2 + δ̃.

En utilisant (11) et (12) on a

log x
log q

− 2 6 µ′ + ν ′ <
log x
log q

,

et en utilisant (10) et (11) on a

β1
log x
log q

− 1 6 µ′ 6 β2
log x
log q

.

Ainsi,

µ′

µ′ + ν ′ + 2
>
β1

log x
log q − 1

log x
log q + 2

=
β1 − log q

log x

1 + 2 log q
log x

>

(
β1 −

log q
log x

)(
1− 2

log q
log x

)
> β1 − (1 + 2β1)

log q
log x

,
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ce qui entrâıne µ′

µ′+ν′+2 > β1 − δ̃ pour x > q(1+2β1)/δ̃. Similairement, comme

x > q1/(1−β2) entrâıne log q
log x 6 1 − β2 6 1

2 , et comme 1
1−u 6 1 + 2u pour

0 6 u 6 1/2, on en déduit

µ′ + 1
µ′ + ν ′ + 1

6
β2

log x
log q + 1

log x
log q − 1

=
β2 + log q

log x

1− log q
log x

6

(
β2 +

log q
log x

)(
1 + 2

log q
log x

)
6 β2 + 3

log q
log x

ce qui implique µ′+1
µ′+ν′+1 6 β2 + δ̃ pour x > q3/δ̃.

La définition de x0 par (9) entrâıne que

x0 = max(q1/β1 , q1/(1−β2), q(1+2β1)/δ̃, q3/δ̃).

Il en résulte que pour δ̃ > 0 fixé et x > x0, la condition xβ1 6 M 6 xβ2 implique
la condition (8) pour les valeurs de µ et ν impliquées dans la somme ci-dessus.
En appliquant l’inégalité (7) (qui est uniforme en bn) avec bn remplacé par
bn e(nξ), on obtient donc

∑
M

q
<m6M

∣∣∣∣∣∣
∑

x

qm
<n6 x

m

bng(mn)

∣∣∣∣∣∣ 6 6V
∫ 1/2

−1/2
min(x, |sinπξ|−1)dξ 6 12

π (1+log 2x)V.

ce qui établit la majoration (5) avec U = 12
π (1 + log 2x)V .

6. Sommes de type II

L’objectif des parties 6 et 7 est de nous placer dans les conditions d’ap-
plication du Lemme 3, c’est-à-dire de montrer la proposition suivante :

Proposition 1. Pour q > 2 et α tels que (q − 1)α ∈ R \ Z, il existe β1,
β2 et δ̃ vérifiant 0 < δ̃ < β1 < 1/3 et 1/2 < β2 < 1 et ξq(α) > 0 tels que pour
tout ε > 0

(13)
∑

qµ−1<m6qµ

∣∣∣∣∣∣
∑

qν−1<n6qν

bn e(αsq(mn))

∣∣∣∣∣∣�ε q
(1− 1

2
ξq(α)+ε)(µ+ν),

pour tous nombres entiers strictement positifs µ et ν tels que

β1 − δ̃ 6
µ

µ+ ν
6 β2 + δ̃,

uniformément pour tous nombres complexes bn tels que |bn| 6 1.
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6.1. Lissage des sommes

Pour q > 2, soit f(n) = αsq(n) où

(14) α ∈ R \ Z.
Soient des entiers µ > 1, ν > 1 et 0 6 ρ 6 ν/2, et des nombres complexes bn
vérifiant |bn| 6 1. On considère la somme

S =
∑

qµ−1<m6qµ

∣∣∣∣∣∣
∑

qν−1<n6qν

bn e(f(mn))

∣∣∣∣∣∣ .
Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

(15) |S|2 6 qµ
∑

qµ−1<m6qµ

∣∣∣∣∣∣
∑

qν−1<n6qν

bn e(f(mn))

∣∣∣∣∣∣
2

.

Nous allons maintenant utiliser la variante suivante de l’inégalité de Van
der Corput :

Lemme 4. Soient z1, . . . , zN des nombres complexes. Pour tout entier R >
1, on a ∣∣∣∣∣∣

∑
16n6N

zn

∣∣∣∣∣∣
2

6
N +R− 1

R

∑
|r|<R

(
1− |r|

R

) ∑
16n6N

16n+r6N

zn+rzn

Démonstration. Par commodité on pose zn = 0 pour n 6 0 et pour
n > N + 1. On a les égalités :

R
∑
n

zn =
R−1∑
r=0

∑
n

zn+r =
∑
n

R−1∑
r=0

zn+r

Les entiers n pour lesquels la dernière somme est potentiellement non nulle
vérifient les inégalités 1− (R− 1) 6 n 6 N , donc leur nombre ne dépasse pas
N + (R− 1).

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient :

R2

∣∣∣∣∣∑
n

zn

∣∣∣∣∣
2

6 (N +R− 1)
∑
n

∣∣∣∣∣
R−1∑
r=0

zn+r

∣∣∣∣∣
2

6 (N +R− 1)
R−1∑
r1=0

R−1∑
r2=0

∑
n

zn+r1zn+r2

6 (N +R− 1)
R−1∑
r1=0

R−1∑
r2=0

∑
m

zm+r1−r2zm

6 (N +R− 1)
∑

−R<r<R
(R− |r|)

∑
m

zm+rzm
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d’où l’inégalité attendue en divisant par R2.

En posant R = qρ, N = qν − qν−1 et zn = bqν−1+n e(f(m(qν−1 +n))) dans
le Lemme 4 et en observant que ρ 6 bν/2c 6 ν − 1, on obtient :∣∣∣∣∣∣

∑
qν−1<n6qν

bn e(f(mn))

∣∣∣∣∣∣
2

6 qν−ρ
∑
|r|<qρ

(
1− |r|

qρ

)( ∑
qν−1<n6qν

bn+r bn e(f(m(n+ r))− f(mn)) +O(qρ)
)
,

où le terme O(qρ) dans le second membre provient de la suppression de la condi-
tion de sommation qν−1 < n + r 6 qν introduite par le Lemme 4. Cette sup-
pression peut potentiellement concerner O(qρ) valeurs de n, et comme chaque
terme de la somme est de module au plus égal à 1, on obtient une erreur O(qρ).
En séparant les cas r = 0 et r 6= 0, on obtient :

|S|2 � q2(µ+ν)−ρ+qµ+ν max
16|r|<qρ

∑
qν−1<n6qν

∣∣∣∣∣∣
∑

qµ−1<m6qµ

e(f(m(n+ r))− f(mn))

∣∣∣∣∣∣ ,
où l’on a tenu compte du fait que la contribution totale deO(qρ) à la majoration
de |S|2 étant O(q2µ+ν+ρ), elle est négligeable devant O(q2(µ+ν)−ρ) car ρ 6 ν/2.

Pour poursuivre la démonstration, nous allons montrer que seuls les chif-
fres de poids faible dans la différence f(m(n + r)) − f(mn) contribuent de
manière significative. Nous allons donc introduire une notion de somme des
chiffres tronquée et montrer que l’on peut remplacer dans les sommes de type
II la fonction f par cette fonction tronquée.

6.2. Somme des chiffres tronquée

Pour tout entier λ > 0, on définit fλ par la formule

(16) fλ(n) =
∑
k<λ

f(nk qk),

où les entiers nk désignent les chiffres de n dans son écriture en base q définie
par (1). La fonction fλ ainsi définie est clairement périodique de période qλ.
Cette fonction tronquée apparâıt dans un contexte différent dans [12] où Dr-
mota et Rivat étudient certaines propriétés de fλ(n2) lorsque λ est de l’ordre
de log n.

Lemme 5. Pour tout ε > 0, il existe une constante c(ε) telle que pour tous
µ, ν, ρ entiers avec µ > 0, ν > 0 et 0 6 ρ 6 ν/2, pour tout r ∈ Z avec |r| < qρ,
le nombre E(r, µ, ν, ρ) de couples d’entiers (m,n) tels que qµ−1 < m 6 qµ,
qν−1 < n 6 qν et

f(m(n+ r))− f(mn) 6= fµ+2ρ(m(n+ r))− fµ+2ρ(mn),
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vérifie

(17) E(r, µ, ν, ρ) 6 c(ε) q(µ+ν)(1+ε)−ρ.

Démonstration. Supposons 0 6 r < qρ. Dans ce cas 0 6 mr < qµ+ρ.
Lorsqu’on effectue l’addition mn + mr, les chiffres du produit mn d’indice
> µ + ρ ne pourront être modifiés que par propagation d’une retenue. Nous
devons donc compter les couples (m,n) tels que les chiffres aj de l’écriture en
base q du produit a = mn vérifient aj = q − 1 pour µ+ ρ 6 j < µ+ 2ρ. Ainsi
en regroupant les produits mn selon leur valeur a, nous obtenons

E(r, µ, ν, ρ) 6
∑

qµ+ν−2<a6qµ+ν

τ(a)χ(a)

où d’une part τ(a) désigne le nombre de diviseurs de a et d’autre part χ(a) = 1
si les chiffres aj de l’écriture en base q de a vérifient aj = q − 1 pour µ+ ρ 6
j < µ+ 2ρ, et χ(a) = 0 dans le cas contraire, c’est-à-dire s’il existe un indice j,
avec µ+ ρ 6 j < µ+ 2ρ, pour lequel aj 6= q− 1. Le nombre d’entiers a 6 qµ+ν

vérifiant les conditions précédentes est majoré par qµ+ν−ρ. Par conséquent la
majoration (17) découle de l’estimation classique (voir par exemple Hardy-
Wright [22, Theorem 315, p. 260])

(18) τ(a)�ε a
ε,

qui entrâıne τ(a)�ε q
(µ+ν)ε.

Le même raisonnement s’applique lorsque −qρ < r < 0 en comptant les
couples (m,n) tels que les chiffres aj du produit a = mn vérifient aj = 0 pour
µ+ ρ 6 j < µ+ 2ρ, et l’on obtient la même majoration (17).

6.3. Transformation des sommes de type II

D’après le Lemme 5, on peut maintenant remplacer f par la fonction
tronquée fµ+2ρ définie par (16) dans la majoration (15), au prix d’une erreur
totale Oε(q(2+ε)(µ+ν)−ρ). Ainsi,

(19) |S|2 �ε q
(2+ε)(µ+ν)−ρ + qµ+ν max

16|r|<qρ
S2(r, µ, ν, ρ),

où l’on a posé

(20) S2(r, µ, ν, ρ) :=
∑

qν−1<n6qν

∣∣∣∣∣∣
∑

qµ−1<m6qµ

e(fµ+2ρ(m(n+ r))− fµ+2ρ(mn))

∣∣∣∣∣∣ .
Pour établir (13), nous allons montrer que

(21) S2(r, µ, ν, ρ)�q (µ+ ν)2 qµ+ν−ρ.

Nous fixerons ensuite les paramètres de la Proposition 1 dans le paragraphe
7.3, ce qui nous permettra d’achever la démonstration de la Proposition 1.
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Pour fixer les idées, on peut dès à présent faire l’hypothèse que

(22) ρ 6
log 2

10 log q
(µ+ ν).

Posons

(23) λ = µ+ 2ρ.

Comme fλ est périodique de période qλ, on peut écrire

S′2(n) :=
∑

qµ−1<m6qµ

e(fλ(m(n+ r))− fλ(mn))

=
1
q2λ

∑
06u<qλ

∑
06v<qλ

e(fλ(u)− fλ(v))

∑
06h<qλ

∑
06k<qλ

∑
qµ−1<m6qµ

e
(
h(m(n+ r)− u) + k(mn− v)

qλ

)
Dans l’expression ci-dessus, on a fλ(u) = f(u) et fλ(v) = f(v) car 0 6 u < qλ

et 0 6 v < qλ.
Pour q > 2, α ∈ R, λ ∈ N, on note Fλ( . , α) la transformée de Fourier

discrète de la fonction u 7→ e(fλ(u)) définie pour tout h ∈ Z par :

(24) Fλ(h, α) = q−λ
∑

06u<qλ

e
(
αsq(u)− huq−λ

)
.

En utilisant (24), on obtient

S′2(n) =
∑

06h<qλ

∑
06k<qλ

Fλ(h, α) Fλ(−k, α)
∑

qµ−1<m6qµ

e
(

(h+ k)mn+ hmr

qλ

)
Ainsi la somme géométrique sur m permet d’obtenir
(25)∣∣S′2(n)

∣∣ 6 ∑
06h<qλ

∑
06k<qλ

|Fλ(h, α)| |Fλ(−k, α)| min

qµ, 1∣∣∣sin(π (h+k)n+hr
qλ

)∣∣∣
 .

Afin d’estimer maintenant

S2(r, µ, ν, ρ) =
∑

qν−1<n6qν

∣∣S′2(n)
∣∣ ,

nous allons utiliser le lemme suivant :

Lemme 6. Soient a,m ∈ Z avec m > 1 et d = (a,m). Soit b ∈ R. Pour
tout réel M > 0 on a∑

06n6m−1

min

(
M,

1∣∣sinπ an+b
m

∣∣
)

(26)

6 d min

(
M,

1
sinπ d

m

∥∥ b
d

∥∥
)

+
d

sin πd
2m

+
2m
π

log
2m
π d

.
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Démonstration. L’inégalité est triviale pour d = m car dans ce cas∣∣sinπ an+b
m

∣∣ = sinπ
∥∥ b
d

∥∥ pour tout n. Lorsque d 6= m, on a 1 6 d 6 m/2.
Posons a′ = a/d, m′ = m/d, et b = b′d+ r où b′ ∈ Z, r ∈ R, −d/2 < r 6 d/2,
et

S=
∑

06n6m−1

min

(
M,

1∣∣sinπ an+b
m

∣∣
)

=
∑

06n6m−1

min

(
M,

1∣∣sin π
m′ (a

′n+ b′ + r
d)
∣∣
)
.

Lorsque n parcourt m′ entiers consécutifs, a′n + b′ parcourt toutes les classes
résiduelles modulo m′. Dans la somme S, la variable n parcourt d intervalles
de m′ entiers consécutifs, donc

S = d
∑

06n6m′−1

min

(
M,

1∣∣sin π
m′ (n+ r

d)
∣∣
)
.

Quitte à poser n′ = −n (n′ parcourt aussi toutes les classes résiduelles modulo
m′) et r′ = −r, on peut supposer que 0 6 r 6 d/2 et ensuite supprimer les
valeurs absolues. Alors en isolant le premier et le dernier terme de cette somme,

S6 d min
(
M,

1
sin π r

m′d

)
+ d min

(
M,

1
sin π

m′ (1−
r
d)

)
+ d

∑
16n6m′−2

min
(
M,

1
sin π

m′ (n+ r
d)

)
.

En utilisant la convexité de la fonction t 7→ 1/(sin t) sur ]0, π[ on peut écrire
(méthode des trapèzes)

S 6 d min
(
M,

1
sin π r

m′d

)
+

d

sin π
m′ (1−

r
d)

+ d

∫ m′−3/2

1/2

dt

sin π
m′ (t+ r

d)

Posons

h(x) =
1

sin π
m′ (1− x)

+
∫ m′−3/2

1/2

dt

sin π
m′ (t+ x)

.

Comme la fonction t 7→ 1/(sin t) est convexe sur ]0, π[, la fonction h est convexe
sur [0, 1/2]. Le maximum de la fonction h sur [0, 1/2] est atteint aux extrémités
de cet intervalle. Or

h
(

1
2

)
− h(0) =

1
sin π

2m′
− 1

sin π
m′

+
∫ m′−1

m′−3/2

dt

sin π
m′ t
−
∫ 1

1/2

dt

sin π
m′ t

>
1

sin π
2m′
− 1

sin π
m′

+
1

2 sin 3π
2m′
− 1

2 sin π
2m′

>
1

2 sin π
2m′

+
1

2 sin 3π
2m′
− 1

sin π
m′

> 0,
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car ϕ : t 7→ 1/(sin t) est convexe sur ]0, π[ et vérifie donc ϕ(a+b
2 ) 6 1

2 ϕ(a) +
1
2 ϕ(b). Le maximum de la fonction h sur [0, 1/2] est donc égal à h(1

2). On
obtient ainsi

S 6 d min
(
M,

1
sin π r

m′d

)
+

d

sin π
2m′

+ d

∫ m′−1

1

du

sin π u
m′
.

Comme (log tan t
2)′ = 1/(sin t), on a

S 6 d min
(
M,

1
sin π r

m′d

)
+

d

sin π
2m′

+
2m′d
π

log cot
π

2m′

Or, en écrivant 0 6 b
d − b

′ = r
d 6 1

2 , on voit que r
d =

∥∥ b
d

∥∥. Enfin, cot π
2m′ 6 2m′

π .
En rassemblant ces éléments et en remplaçantm′ parm/d, on obtient l’inégalité
(26).

En sommant sur n le membre de droite de (25) par tranches de longueur
qλ (quitte à rajouter quelques termes si ν < λ), en utilisant l’inégalité (26) et
en organisant la sommation suivant la valeur de d = (h+ k, qλ), on obtient :

S2(r, µ, ν, ρ) =
∑

qν−1<n6qν

∣∣S′2(n)
∣∣

� (1 + qν−λ)
∑
d | qλ

∑
06h<qλ

∑
06k<qλ

(h+k,qλ)=d

|Fλ(h, α)| |Fλ(−k, α)| d min

qµ, 1

sin
(
π d
qλ

∥∥hr
d

∥∥)


+ (1 + qν−λ)λ(log q)qλ
∑

06h<qλ

∑
06k<qλ

|Fλ(h, α)| |Fλ(−k, α)| .

Dans la première somme, au prix de quelques termes supplémentaires, on
peut remplacer la condition (h + k, qλ) = d par la condition moins restrictive
k ≡ −h mod d. En parcourant toutes les classes résiduelles a modulo d, on
peut séparer cette dernière condition en deux conditions : h ≡ a mod d et
k ≡ −a mod d (i.e. −k ≡ a mod d), ce qui permet d’écrire

S2 := S2(r, µ, ν, ρ)(27)

� (1 + qν−λ)
∑
d | qλ

d
∑

06a<d

min

qµ, 1

sin
(
π d
qλ

∥∥ar
d

∥∥)
Gλ(a, d, α)2

+ (1 + qν−λ)λ (log q) qλGλ(α)2,

où Gλ(a, d, α) et Gλ(α) sont définies pour a ∈ Z et d > 1 par

(28) Gλ(a, d, α) :=
∑

06h<qλ
h≡a mod d

|Fλ(h, α)| et Gλ(α) :=
∑

06h<qλ

|Fλ(h, α)| .
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La suite de notre travail va consister en l’obtention d’une estimation conve-
nable pour chacun des deux termes de la majoration (27). Pour cela, on com-
mence par représenter Fλ(h, α) sous la forme d’un produit de polynômes tri-
gonométriques. En effet, il résulte de la formule (24) définissant Fλ que :

(29) F0(h, α) = 1,

et que pour λ > 0,

Fλ+1(h, α) = q−λ−1
∑

06i<q

∑
06u<qλ

e
(
α(sq(u) + i)− h(qu+ i)q−λ−1

)
=

1
q

∑
06i<q

e
(
αi− hiq−λ−1

)
Fλ(h, α)

=
1
q

1− e(αq − hq−λ)
1− e(α− hq−λ−1)

Fλ(h, α),

et donc

(30) |Fλ(h, α)| = q−λ
∏

16j6λ

ϕq(α− hq−j),

où la fonction ϕq, périodique de période 1 et continue sur R, est définie par

(31) ϕq(t) =

∣∣∣∣∣∣
∑

06v<q

e(vt)

∣∣∣∣∣∣ =
{
|sinπqt| / |sinπt| si t ∈ R \ Z,

q si t ∈ Z.

Pour estimer les deux termes de la majoration (27), nous allons majorer
pour certaines valeurs de d | qλ et de a ∈ Z, les moyennes d’ordre 1 :∑

06h<qλ
h≡a mod d

|Fλ(h, α)| ,

d’ordre 2 : ∑
06h<qλ
h≡a mod d

|Fλ(h, α)|2 ,

et d’ordre 2 pondérées : ∑
06h<qλ
h6≡0 mod q

|Fλ(h, α)|2∣∣∣sin πha
qλ

∣∣∣ .
Les estimations de ces moyennes de produits trigonométriques constituent

une partie cruciale de la preuve et présentent un intérêt indépendant. Afin
de ne pas interrompre le fil conducteur de la preuve du Théorème 1, nous
les présentons à la fin de cet article dans la partie 12 (lemme 16 pour les
moyennes d’ordre 1 et q > 3, lemme 18 pour les moyennes d’ordre 1 et q = 2,
lemme 19 pour les moyennes d’ordre 2 et lemme 21 pour les moyennes d’ordre
2 pondérées).
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7. Majoration des sommes de type II

Nous pouvons maintenant estimer la seconde somme de la majoration (27)
en appliquant (98) lorsque q = 2, et (90) lorsque q > 3, ce qui nous permet
d’écrire

S2� (1 + qν−λ)
∑
d | qλ

d
∑

06a<d

min

qµ, 1

sin
(
π d
qλ

∥∥ar
d

∥∥)
Gλ(a, d, α)2

+ λ (log q) (1 + qν−λ) q(1+2ηq)λ,

où les constantes ηq > 0, définies par (96) pour q = 2 et par (83) pour q > 3
vérifient la majoration cruciale

ηq <
1
2
.

Il nous reste maintenant à estimer la première somme de cette majoration
afin de montrer (21). À cet effet, nous allons séparer le cas q = 2 du cas
q > 3. Nous commencerons par étudier le cas q = 2, plus simple à traiter, qui
permet de bien comprendre la structure de la preuve, et conduit par ailleurs
à un résultat plus précis. Lorsque q > 3 n’est pas premier, des difficultés
supplémentaires dues à ses diviseurs surgissent.

7.1. Cas où q = 2

Si d | 2λ, alors il existe un entier δ tel que d = 2δ. Ainsi,

S2� (1 + 2ν−λ)
∑

06δ6λ

2δ
∑

06a<2δ

min

(
2µ,

1
sin
(
π2δ−λ

∥∥ar
2δ

∥∥)
)
Gλ(a, 2δ, α)2

+ λ (1 + 2ν−λ)2(1+2η2)λ.

En appliquant (97) au premier terme on obtient

(32) S2 � (1 + 2ν−λ)
∑

06δ6λ

2δ+2η2(λ−δ)S3(δ) + λ (1 + 2ν−λ)2(1+2η2)λ,

avec, en posant r = r′2∆ où r′ est impair et 0 6 ∆ 6 ρ,

(33) S3(δ) =
∑

06a<2δ

|Fδ(a, α)|2 min

(
2µ,

1
sin
(
π2δ−λ

∥∥ ar′

2δ−∆

∥∥)
)
.

Nous séparons la sommation sur δ dans (32) en deux parties selon que
δ 6 ∆ ou δ > ∆.

Si 0 6 δ 6 ∆, alors le minimum dans l’expression (33) vaut 2µ. Dans ce
cas,

S3(δ) = 2µ
∑

06a<2δ

|Fδ(a, α)|2 ,
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et en utilisant (103) avec λ = δ, δ = 0, on obtient

S3(δ) 6 2µ,

d’où, comme 0 < 2η2 < 1,

(34)
∑

06δ6∆

2δ+2η2(λ−δ)S3(δ)�
∑

06δ6∆

2δ+µ+2η2(λ−δ) � 2µ+2η2λ+(1−2η2)∆.

Supposons maintenant 0 6 ∆ < δ 6 λ. Dans l’expression (33), la valeur
du sinus dépend de la classe résiduelle de a modulo 2δ−∆. On peut écrire

S3(δ) =
∑

16a62δ−∆

min

(
2µ,

1
sin
(
π2δ−λ

∥∥ ar′

2δ−∆

∥∥)
) ∑

06h<2δ

h≡a mod 2δ−∆

|Fδ(h, α)|2 .

En utilisant (103), on obtient

(35) S3(δ) 6 S4(δ),

avec

S4(δ) =
∑

16a62δ−∆

|Fδ−∆(a, α)|2 min

(
2µ,

1
sin
(
π2δ−λ

∥∥ ar′

2δ−∆

∥∥)
)
.

En organisant cette somme selon la valeur de (a, 2δ−∆) = 2θ, S4(δ) est estimée
par : ∑

06θ6δ−∆

∑
16b62δ−∆−θ

b≡1 mod 2

∣∣∣Fδ−∆(2θb, α)
∣∣∣2 min

(
2µ,

1
sin
(
π2δ−λ

∥∥ br′

2δ−∆−θ

∥∥)
)
.

Comme la fonction sinus est concave sur [0, π], on a

sin
(
π2δ−λ

∥∥∥∥ br′

2δ−∆−θ

∥∥∥∥) > 2δ−λ sin
(
π

∥∥∥∥ br′

2δ−∆−θ

∥∥∥∥) = 2δ−λ
∣∣∣∣sin πbr′

2δ−∆−θ

∣∣∣∣
donc en isolant le terme θ = δ −∆ pour lequel le sinus est nul, on obtient

S4(δ)� 2µ |Fδ−∆(0, α)|2 + 2λ−δ
∑

06θ<δ−∆

∑
16b<2δ−∆−θ

b≡1 mod 2

∣∣Fδ−∆(2θb, α)
∣∣2∣∣sin πbr′

2δ−∆−θ

∣∣ .

La condition (14) nous permet de définir τ2(α) ∈]0, 1[ (nous verrons en fait que
d’après (96) on a τ2(α) < 0, 1144) par la formule

(36) τ2(α) = min (1− 2η2,−2(log |cosπα|)/ log 2) ,

ce qui permet d’écrire
|cosπα| 6 2−τ2(α)/2.
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D’après la formule (99) on a |Fδ−∆(0, α)| = |cosπα|δ−∆ 6 2−τ2(α)(δ−∆)/2. De
plus∣∣∣Fδ−∆(2θb, α)

∣∣∣= δ−∆∏
j=1

∣∣∣cosπ(α− b 2θ−j)
∣∣∣ = |cosπα|θ

δ−∆∏
j=θ+1

∣∣∣cosπ(α− b 2θ−j)
∣∣∣

= |cosπα|θ |Fδ−∆−θ(b, α)| 6 |Fδ−∆−θ(b, α)| ,

donc

S4(δ)� 2µ−τ2(α)(δ−∆) + 2λ−δ
∑

06θ<δ−∆

∑
16b<2δ−∆−θ

b≡1 mod 2

|Fδ−∆−θ(b, α)|2∣∣sin πbr′

2δ−∆−θ

∣∣ .

En utilisant la majoration (106), et en reportant dans la majoration (35), on
obtient

S3(δ) 6 S4(δ)� 2µ−τ2(α)(δ−∆) +
∑

06θ<δ−∆

2λ−δ+γ2(α)(δ−∆−θ)

� 2µ−τ2(α)(δ−∆) + λ2λ−δ+γ2(α)(δ−∆),

où γ2(α), défini par (104), vérifie 1
2 6 γ2(α) < 1 d’après (105).

Comme 0 < η2 < 1/2, on en déduit∑
∆<δ6λ

2δ+2η2(λ−δ)S3(δ)

�
∑

∆<δ6λ

2δ+2η2(λ−δ)+µ−τ2(α)(δ−∆) + λ
∑

∆<δ6λ

2δ+(1+2η2)(λ−δ)+γ2(α)(δ−∆)

�λ 2∆+2η2(λ−∆)+µ + λ 2λ+µ−τ2(α)(λ−∆)

+λ2 2∆+(1+2η2)(λ−∆) + λ2 2λ+γ2(α)(λ−∆),

ce qui conduit à∑
∆<δ6λ

2δ+2η2(λ−δ)S3(δ)(37)

�λ 2µ+2η2λ+(1−2η2)∆ + λ 2µ+(1−τ2(α))λ+τ2(α)∆

+λ2 2(1+2η2)λ−2η2∆ + λ2 2(1+γ2(α))λ−γ2(α)∆.

En reportant (34) et (37) dans (32), et comme 0 6 ∆ 6 ρ et λ = µ + 2ρ
(conformément à (23)), on obtient

S2� (1 + 2ν−λ)
(
λ2 2(1+2η2)λ + λ 2µ+2η2λ+(1−2η2)ρ

+ λ 2µ+(1−τ2(α))λ+τ2(α)ρ + 2(1+γ2(α))λ
)

�λ2 (1 + 2ν−λ)(2(1+2η2)λ + 2λ−2ρ+(1−τ2(α))λ+τ2(α)ρ + 2(1+γ2(α))λ).

Posons

(38) ε2(α) = min (1− 2η2, τ2(α), 1− γ2(α)) .
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En observant que 0 < τ2(α) < 1 et donc que 2−2ρ+τ2(α)ρ 6 1, on obtient

S2 � λ2 (1 + 2ν−λ) 2(2−ε2(α))λ,

c’est-à-dire

S2 � (µ+ ν)2
(

2(2−ε2(α))(µ+2ρ) + 2(1−ε2(α))(µ+2ρ)+ν
)
.

Pour obtenir la majoration attendue (voir (21)) :

(39) S2 � (µ+ ν)2 2µ+ν−ρ,

il suffit que les deux conditions suivantes soient vérifiées :

(2− ε2(α))(µ+ 2ρ)<µ+ ν − ρ,
(1− ε2(α))(µ+ 2ρ) + ν <µ+ ν − ρ,

c’est-à-dire
(2− ε2(α))µ < µ+ ν − (5− 2ε2(α))ρ

et
(3− 2ε2(α))ρ < ε2(α)µ.

En posant

(40) ξ :=
ρ

µ+ ν
,

la majoration (39) est vérifiée dès que :

3− 2ε2(α)
ε2(α)

ξ <
µ

µ+ ν
<

1− (5− 2ε2(α))ξ
2− ε2(α)

.

Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer le lemme 3 avec

δ̃ :=
ε2(α)

28
,

(41) β1 :=
3− 2ε2(α)
ε2(α)

ξ + δ̃

et

(42) β2 :=
1− (5− 2ε2(α))ξ

2− ε2(α)
− δ̃,

Nous devons vérifier que les conditions du lemme 3 (0 < δ̃ < β1 <
1
3 et

1
2 < β2 < 1) sont satisfaites, c’est-à-dire :

0 <
3− 2ε2(α)
ε2(α)

ξ +
ε2(α)

28
<

1
3
<

1
2
<

1− (5− 2ε2(α))ξ
2− ε2(α)

− ε2(α)
28

< 1.

À cet effet, il suffit d’imposer la condition

(43) ξ 6
ε2(α)

14
,
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ce qui entrâıne en particulier que l’hypothèse (22) que nous avions imposée au
début du traitement de S2 est bien vérifiée. Pour q = 2 et α 6∈ Z, la condition
(43) permet d’obtenir (21).

Remarque : Les valeurs de β1 et β2 (définies par (41) et (42)) sont
indépendantes de celles de µ et de ν.

7.2. Cas où q > 3

Si d | qλ, alors on peut écrire d = kqδ où δ est l’unique entier dans [0, λ]
tel que qδ | d et qδ+1 - d. Comme k | qλ−δ et (k, q) < q, d’après le Lemme 17
on obtient1

Gλ(a, d, α)� k−η3qη3(λ−δ) |Fδ(a, α)|
d’où

S2� (1 + qν−λ)
∑

06δ6λ

∑
k | qλ−δ
(k,q)<q

k1−2η3qδ+2η3(λ−δ)S3(k, δ)

+ λ(log q)(1 + qν−λ)q(1+2ηq)λ,

avec

(44) S3(k, δ) =
∑

06a<kqδ

|Fδ(a, α)|2 min

qµ, 1

sin
(
πkqδ−λ

∥∥∥ ar
kqδ

∥∥∥)
 .

Posons

(45) 0 < ωq :=
(

1
2
− η3

)
log 2
log q

6
1
2
− η3 =

3
2
− log 5

log 3
< 0, 0351.

Comme (k, q) est un diviseur strict de q, il en résulte que (k, q) 6 q/2 et on
en déduit k = (k, qλ−δ) 6 (k, q)λ−δ 6 (q/2)λ−δ. Ainsi le nombre d’entiers k
admissibles est majoré par le nombre de diviseurs de qλ−δ ce qui à l’aide de
l’estimation τ(n)�q n

ωq (qui résulte par exemple de (18)), montre que∑
k | qλ−δ
(k,q)<q

k1−2η3 6 τ(qλ−δ)
(q

2

)(1−2η3)(λ−δ)

�q q
ωq(λ−δ)+(1−2η3)(λ−δ)−(1−2η3) log 2

log q
(λ−δ) = q−ωq(λ−δ)+(1−2η3)(λ−δ),

d’où
qδ+2η3(λ−δ)

∑
k | qλ−δ
(k,q)<q

k1−2η3 �q q
λ−ωq(λ−δ),

1Lorsque q est un nombre premier, on a d = qδ, et dans ce cas particulier, on peut appliquer
ci-dessus le Lemme 16 au lieu du Lemme 17, ce qui revient à remplacer η3 par ηq dans toute
la suite, qui est d’ailleurs beaucoup plus simple du fait que k = 1.
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ce qui permet d’obtenir
(46)
S2 �q (1+qν−λ)qλ

∑
06δ6λ

q−ωq(λ−δ) max
k | qλ−δ
(k,q)<q

S3(k, δ)+λ(log q)(1+qν−λ)q(1+2ηq)λ.

On va maintenant se concentrer sur la majoration de S3(k, δ).
Comme la fonction sinus est concave sur [0, π], et 1 6 k 6 qλ−δ, on a

sin
(
πkqδ−λ

∥∥∥∥ arkqδ
∥∥∥∥) > kqδ−λ sin

(
π

∥∥∥∥ arkqδ
∥∥∥∥) = kqδ−λ

∣∣∣∣sin πarkqδ

∣∣∣∣ .
Ainsi, en utilisant (23),

(47) S3(k, δ) 6 k−1qλ−δ
∑

06a<kqδ

|Fδ(a, α)|2 min

kqδ−2ρ,
1∣∣∣sin πar
kqδ

∣∣∣
 .

Lorsque δ est petit, on est gêné par les facteurs communs de r et q, alors
que si δ est plus grand, on peut sacrifier une petite puissance de q pour les
éliminer dans l’expression ar/(kqδ). À cet effet, on introduit un entier ∆ tel
que 1 6 ∆ 6 λ et on distingue deux cas selon que δ 6 ∆ ou δ > ∆.

Supposons que δ 6 ∆.
La fonction a 7→ |Fδ(a, α)| est périodique de période qδ, donc on peut

écrire

S3(k, δ) 6 k−1qλ−δ
∑

06a<qδ

|Fδ(a, α)|2
∑

06i6k−1

min

kqδ−2ρ,
1∣∣∣sin π(a+iqδ)r
kqδ

∣∣∣
 .

En appliquant grossièrement le Lemme 6 avec m = k, n = i, a = r, b = ar/qδ,
on a ∑

06i6k−1

min

kqδ−2ρ,
1∣∣∣sin π(a+iqδ)r
kqδ

∣∣∣
� (r, k)kqδ−2ρ + k log k,

ce qui conduit, comme r 6 qρ et k 6 qλ, à l’estimation

S3(k, δ)� qλ−δ(qδ−ρ + λ log q)
∑

06a<qδ

|Fδ(a, α)|2

En utilisant (103) avec λ = δ et δ = 0, la somme du second terme ci-dessus est
majorée par 1. On obtient

S3(k, δ)� qλ−ρ + λ(log q)qλ−δ.

En sommant sur δ, la contribution des sommes S3(k, δ) à (46) pour δ 6 ∆
est majorée par

(1 + qν−λ)qλ
∑

06δ6∆

q−ωq(λ−δ)(qλ−ρ + λ(log q)qλ−δ)
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ce qui, compte tenu du fait que 0 < ωq < 1, est majoré par

(1 + qν−λ)qλ(qλ−ρ−ωq(λ−∆) + λ(log q)q(1−ωq)λ)

= (1 + qν−λ)q(2−ωq)λ(q−ρ+ωq∆ + λ(log q)).

En imposant la condition (le choix final de ∆ en (53) respectera cette condition)

(48) ωq∆ 6 ρ,

et en observant que 1 + 2ηq 6 2− ωq, on obtient
(49)
S2 �q (1+qν−λ)qλ

∑
∆<δ6λ

q−ωq(λ−δ) max
k | qλ−δ
(k,q)<q

S3(k, δ)+λ(log q)(1+qν−λ)q(2−ωq)λ.

Supposons maintenant que δ > ∆ et posons δ′ = δ −∆. D’après (47), en
découpant la somme en tranches de longueur qδ

′
, la somme S3(k, δ) est majorée

par

k−1qλ−δ
∑

06a<qδ′

∑
06i<kq∆

∣∣∣Fδ(a+ iqδ
′
, α)
∣∣∣2 min

kqδ−2ρ,
1∣∣∣sin π(a+iqδ′ )r
kqδ

∣∣∣
 .

Comme δ′ 6 δ, d’après (30) et (31) on a |Fδ( . , α)| 6 |Fδ′( . , α)|, et |Fδ′( . , α)|
est périodique de période qδ

′
, donc la somme S3(k, δ) est majorée par

k−1qλ−δ
∑

06a<qδ′
|Fδ′(a, α)|2

∑
06i<kq∆

min

kqδ−2ρ,
1∣∣∣sinπ ir+(ar/qδ′ )
kq∆

∣∣∣
 .

En appliquant le Lemme 6 avec m = kq∆, n = i, a = r, b = ar/qδ
′
,

d = (r, kq∆) la somme sur i est majorée par

(r, kq∆) min

kqδ−2ρ,
1

sinπ (r,kq∆)
kq∆

∥∥∥ ar
(r,kq∆)qδ′

∥∥∥
+ kq∆ log(kq∆),

ce qui, en utilisant à nouveau la concavité du sinus, et en posant r′ = r/(r, kq∆),
est majoré par

kq∆ min

(r, kq∆)qδ−2ρ−∆,
1∣∣∣sinπ ar′qδ′ ∣∣∣

+ kq∆ log(kq∆).

Ainsi, comme (r, kq∆) 6 r < qρ, en posant

(50) S4(k, δ′) = qλ−δ
′ ∑

06a<qδ′
|Fδ′(a, α)|2 min

qδ′−ρ, 1∣∣∣sinπ ar′qδ′ ∣∣∣
 ,
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on obtient

S3(k, δ)� S4(k, δ′) + qλ−δ
′
log(kq∆)

∑
06a<qδ′

|Fδ′(a, α)|2 .

En utilisant (103) avec λ = δ′ et δ = 0, la somme du second terme est majorée
par 1. De plus kq∆ 6 qλ−δ+∆ 6 qλ, donc on obtient

(51) S3(k, δ)� S4(k, δ′) + λ(log q)qλ−δ
′
.

La contribution du second terme ci-dessus à la majoration de S2 dans (49) est

λ(log q)(1 + qν−λ)qλ
∑

∆<δ6λ

q−ωq(λ−δ)qλ−δ+∆ � λ(log q)(1 + qν−λ)q(2−ωq)λ+ωq∆.

Sous la condition (48), on a donc en reportant dans (49) la majoration

S2�q (1 + qν−λ)qλ
∑

∆<δ6λ

q−ωq(λ−δ) max
k | qλ−δ
(k,q)<q

S4(k, δ −∆)(52)

+λ(log q)(1 + qν−λ)q(2−ωq)λ+ρ.

Nous devons maintenant majorer S4(k, δ −∆). En choisissant

(53) ∆ =
⌊
ρ

log q
log 2

⌋
,

on a 1 6 ∆ 6 λ dès que λ est grand (en raison de (22)), la condition (48) est
vérifiée, et le plus important est que si p est un nombre premier et que pv | r
avec v entier, alors pv 6 qρ donc v 6 ∆. Ainsi l’entier r′ = r/(r, kq∆) vérifie

(54) (r′, q) = 1.

Nous devons organiser dans S4(k, δ′) la sommation sur a (qui peut être prise
sur [1, qδ

′
]) en fonction des puissances de q en posant a = qθb :

S4(k, δ′) = qλ−δ
′ ∑

06θ6δ′

∑
16b6qδ

′−θ

b 6≡0 mod q

∣∣∣Fδ′(qθb, α)
∣∣∣2 min

qδ′−ρ, 1∣∣∣sinπ br′

qδ′−θ

∣∣∣
 .

La contribution de θ = δ′ comporte un seul terme et est égale à

qλ−δ
′
qδ
′−ρ |Fδ′(0, α)|2

c’est-à-dire, d’après (30),
qλ−ρ(ϕq(α)/q)2δ′ ,

où ϕq(α) =
∣∣∣ sinπqαsinπα

∣∣∣, ce qui permet de majorer la contribution de θ = δ′ par

qλ−ρ−τq(α)δ′ ,
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où l’on a posé

(55) τq(α) = min
(
ωq,
−2 log(ϕq(α)/q)

log q

)
.

La condition (14) entrâıne que

τq(α) > 0.

Ainsi la contribution de ce terme à la majoration de S2 dans (52) est
majorée par

(1 + qν−λ)qλ
∑

∆<δ6λ

q−ωq(λ−δ)qλ−ρ−τq(α)δ+τq(α)∆

�q λ (1 + qν−λ)q(2−τq(α))λ−ρ+τq(α)∆,

et comme d’après (55) et (48) on a τq(α)∆ 6 ωq∆ 6 ρ, cette contribution est
finalement majorée par

�q λ (1 + qν−λ)q(2−τq(α))λ.

Lorsque 0 6 θ < δ′, on écrit d’après (30),∣∣∣Fδ′(qθb, α)
∣∣∣= q−δ

′ ∏
16j6θ

ϕq(α− bqθ−j)
∏

θ<j6δ′
ϕq(α− bqθ−j)

= q−δ
′
ϕq(α)θ

∏
θ<j6δ′

ϕq(α− bqθ−j)

= q−θϕq(α)θ |Fδ′−θ(b, α)|

donc d’après (31) on a ∣∣∣Fδ′(qθb, α)
∣∣∣ 6 |Fδ′−θ(b, α)| .

Il résulte donc de (52) (en utilisant à nouveau τq(α) 6 ωq pour rassembler
les termes d’erreur) que

S2�q (1 + qν−λ)qλ
∑

∆<δ6λ

q−ωq(λ−δ) max
k | qλ−δ
(k,q)<q

S5(k, δ −∆)(56)

+ λ (log q)(1 + qν−λ)q(2−τq(α))λ+ρ

avec

(57) S5(k, δ′) = qλ−δ
′ ∑

06θ<δ′

∑
16b6qδ

′−θ

b6≡0 mod q

|Fδ′−θ(b, α)|2∣∣∣sinπ br′

qδ′−θ

∣∣∣ .
Pour

(58) (q − 1)α 6∈ Z,
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nous utilisons la majoration (106) avec λ = δ′− θ, en rappelant que (r′, q) = 1
d’après (54), ce qui donne

S5(k, δ′)� qλ−δ
′ ∑

06θ<δ′
qγq(α)(δ′−θ) �q λ q

λ−δ′+γq(α)δ′ = λ qλ−(1−γq(α))(δ−∆),

où γq(α), défini par (104), vérifie 1
2 6 γq(α) < 1 d’après (105).

En reportant dans (56) on obtient

S2�q (1 + qν−λ)
(
λ2 q(2−ωq)λ+ωq∆ + λ2 q(1+γq(α))λ+(1−γq(α))∆

+λ(log q)q(2−τq(α))λ+ρ
)
.

Posons, pour q > 3,

(59) εq(α) = min(ωq, τq(α), 1− γq(α)).

Alors comme ∆ 6 λ,

q(1+γq(α))λ+(1−γq(α))∆ 6 q(2−εq(α))λ+εq(α)∆

donc, comme εq(α)∆ 6 ωq∆ 6 ρ d’après (48), pour tout réel α vérifiant (58),
on a

S2 �q λ
2(log q)(1 + qν−λ)q(2−εq(α))λ+ρ,

et en remplaçant λ par sa valeur µ+ 2ρ (cf. (23)) on obtient

S2 �q (µ+ ν)2(log q)
(
q(2−εq(α))µ+(5−2εq(α))ρ + q(1−εq(α))µ+ν+(3−2εq(α))ρ

)
.

Pour obtenir la majoration attendue (21), il suffit que les deux conditions
suivantes soient vérifiées :

(2− εq(α))µ+ (5− 2εq(α))ρ < µ+ ν − ρ

et
(1− εq(α))µ+ ν + (3− 2εq(α))ρ < µ+ ν − ρ,

c’est-à-dire, en posant à nouveau

ξ =
ρ

µ+ ν
,

dès que l’on a

(4− 2εq(α))ξ
εq(α)

<
µ

µ+ ν
<

1− (6− 2εq(α))ξ
(2− εq(α))

.

Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer le lemme 3 avec

δ̃ :=
εq(α)

28
,

(60) β1 :=
(4− 2εq(α))ξ

εq(α)
+ δ̃
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et

(61) β2 :=
1− (6− 2εq(α))ξ

(2− εq(α))
− δ̃,

Nous devons vérifier que les conditions du lemme 3 (0 < δ̃ < β1 < 1
3 et

1
2 < β2 < 1) sont satisfaites, c’est-à-dire :

0 <
(4− 2εq(α))ξ

εq(α)
+
εq(α)

28
<

1
3
<

1
2
<

1− (6− 2εq(α))ξ
(2− εq(α))

− εq(α)
28

< 1.

À cet effet, il suffit d’imposer la condition

(62) ξ 6
εq(α)

14
et de s’assurer que l’hypothèse (22) que nous avions imposée au début du
traitement de S2 est bien vérifiée, ce qui découle, d’après (45) et (59), du fait
que l’on a

εq(α) 6 ωq =
(

1
2
− η3

)
log 2
log q

.

Pour q > 3 et (q − 1)α 6∈ Z, la condition (62) permet d’obtenir (21).

Remarque : Les valeurs de β1 et β2 (définies par (60) et (61)) sont
indépendantes de celles de µ et de ν.

7.3. Conclusion

Nous allons maintenant fixer les paramètres de la Proposition 1, et ainsi
achever la démonstration de la Proposition 1. Ceci nous permettra, grâce au
Lemme 3, d’en déduire que la majoration (5) du Lemme 1 relative aux sommes
de type II est bien vérifiée.

Pour q > 2 et α tels que (q − 1)α ∈ R \ Z posons

(63) ξq(α) :=
εq(α)

14
,

où εq(α) est défini par (38) lorsque q = 2 et (59) lorsque q > 3.
Pour µ et ν vérifiant (8) et en choisissant ρ = bξq(α)(µ+ ν)c, on vérifie

facilement la condition (43) lorsque q = 2 et la condition (62) lorsque q > 3. Il
résulte de l’étude effectuée aux paragraphes 7.1 et 7.2 que dans ces conditions

(64) S2(r, µ, ν, ρ)�q (µ+ ν)2qµ+ν−ρ.

La relation (19) nous montre que

(65) |S|2 �q,ε q
(2+ε)(µ+ν)−ρ + (µ+ ν)2q2(µ+ν)−ρ �q,ε q

(2−ξq(α)+2ε)(µ+ν),

ce qui établit (13) et nous permet d’achever la démonstration de la Proposition
1 pour δ̃ = εq(α)

28 , β1 défini par (41) si q = 2 et par (60) si q > 3, β2 défini par
(42) si q = 2 et par (61) si q > 3.
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Dans ces conditions, nous sommes maintenant en mesure d’appliquer le
lemme 3. En particulier les paramètres choisis ci-dessus vérifient

β2 <
1

2− εq(α)
− δ̃ 6 1− δ̃,

et donc
1

1− β2
6

1
δ̃

6
3
δ̃
,

ce qui implique

x0 = max(q1/(1−β2), q3/δ̃) = q3/δ̃ = q84/εq(α),

où εq(α) est défini par (38) pour q = 2 et par (59) pour q > 3.

On en déduit donc (5) pour un certain U > 0 vérifiant

U �q,ε q
(1− 1

2
ξq(α)+ε)(µ+ν) log x�q,ε x

(1− 1
2
ξq(α)+ε) log x,

dès que

(66) x > x0 = q84/εq(α).

8. Sommes de type I

L’objectif de cette partie est de majorer les sommes de type I, c’est-à-dire
de montrer la proposition suivante :

Proposition 2. Pour q > 2, x > 2, et pour tout α tel que (q−1)α ∈ R\Z,
on a

(67)
∑

M/q<m6M

max
x

qm
6t6 x

m

∣∣∣∣∣∣
∑

t<n6 x

m

e(α sq(mn))

∣∣∣∣∣∣�q x
1−κq(α) log x

pour 1 6 M 6 x1/3 et

(68) 0 < κq(α) := min
(

1
6 ,

1
3(1− γq(α))

)
où 1

2 6 γq(α) < 1 est défini par (104).

Remarque : Il suffirait de montrer la proposition 2 pour 1 6 M 6 xβ1 , avec
0 < β1 < 1/3 déterminé par le traitement des sommes de II, ce qui permettrait
de remplacer κq(α) par un meilleur exposant. Ce raffinement n’aurait aucune
incidence sur le résultat final car la majoration des sommes de type II est
prépondérante.

Dans ce paragraphe nous reprenons quelques résultats importants de [18],
en conservant des notations aussi proches que possible de l’original, exception
faite de α, qui est noté ξ dans [18].
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Lemme 7. Pour q > 2, α ∈ R, ϕq définie par (31), on a

(69)
∫ 1

0

∏
06i<λ

ϕq(α+ qit) dt 6 qλ/2.

Remarque : La borne triviale est qλ et la majoration (69), que nous allons
utiliser, est élémentaire. Celle-ci pourrait être améliorée : voir [18, Proposition
1] pour q = 2 et [17, inégalité (4.2)] pour q > 3.

Démonstration. En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, puis l’iden-
tité de Parseval, on a∫ 1

0

∏
06i<λ

ϕq(α+ qit) dt

2

6
∫ 1

0

∏
06i<λ

ϕ2
q(α+ qit) dt

=
∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
∑

06`<qλ

e(αsq(`) + `t)

∣∣∣∣∣∣
2

dt = qλ.

Lemme 8. Soient q > 2, α ∈ R tels que (q−1)α 6∈ Z, ϕq définie par (31),
et 1

2 6 γq(α) < 1 défini par (104). Alors pour tout λ > 1,

(70) max
t∈R

∏
06i<λ

ϕq(α+ qit) 6 qγq(α)λ+1−γq(α).

Démonstration. Pour λ = 1, l’inégalité (70) est évidente. Pour λ > 2 on
peut écrire, en regroupant deux par deux les termes consécutifs,∏

06i<λ

ϕq(α+ qit) 6 q
∏

06i<λ−1

√
ϕq(α+ qit)ϕq(α+ qi+1t) 6 qγq(α)(λ−1)+1,

ce qui montre (70) pour λ > 2.

Lemme 9. Soient q > 2, α ∈ R tels que (q − 1)α 6∈ Z et 1
2 6 γq(α) < 1

défini par (104). Alors pour tout M > 1, on a

∑
M/q<m6M

∑
06k<m

∣∣∣∣∣∣
∑

06`<qλ

e
(
αsq(`) +

k`

m

)∣∣∣∣∣∣(71)

�q q
γq(α)λ+3/2M3−2γq(α)(1 + logM) + qλ/2+1M2.

Remarque : L’estimation (71) est une variante affaiblie de l’estimation (3.2)
de [18], et du paragraphe V de [17] qui présentent des estimations plus fortes
mais pour des valeurs plus spécifiques de α. Nous n’avons pas besoin ici de
tous les raffinements techniques nécessaires dans [18] et [17], et nous nous
contenterons de l’estimation (71).
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Démonstration. Pour α et q fixés, posons pour tout λ ∈ N,

(72) Φλ(t) =
∏

06i<λ

sinπq(α+ qit)
sinπ(α+ qit)

.

En remarquant que

|Φλ(t)| =

∣∣∣∣∣∣
∑

06`<qλ

e(αsq(`) + `t)

∣∣∣∣∣∣
et en organisant la somme du membre de gauche de (71) selon la valeur de
d = (k,m), on voit que cette somme vaut∑

16d6M

∑
M/q<m6M

∑
06k<m
(k,m)=d

∣∣∣∣Φλ

(
k

m

)∣∣∣∣ .
Pour chaque d fixé, nous introduisons un paramètre entier λ1 6 λ à optimiser
ultérieurement en fonction de λ, M et d. On a

(73) |Φλ(t)| =
∏

06i<λ1

ϕq(α+ qit)
∏

λ16i<λ

ϕq(α+ qit) = |Φλ1(t)|
∣∣∣Φλ−λ1(qλ1t)

∣∣∣
ce qui d’après (70) conduit à

|Φλ(t)| 6 |Φλ1(t)| qγq(α)(λ−λ1)+1.

Comme les fractions k/m sont d2/M2 bien espacés donc d’après l’inégalité
de Sobolev-Gallagher (voir [18, Lemme 1, p. 585]), on a∑

M/q<m6M

∑
06k<m
(k,m)=d

∣∣∣∣Φλ1

(
k

m

)∣∣∣∣ 6 M2

d2

∫ 1

0
|Φλ1(t)| dt+

1
2

∫ 1

0

∣∣Φ′λ1
(t)
∣∣ dt.

Or, en dérivant (72), on obtient∣∣Φ′λ1
(t)
∣∣�q

∑
06i<λ1

qi
∏

06j<λ1
j 6=i

ϕq(α+ qjt)

�q

∑
06i<λ1

qiqλ1−i
∏

06j<i

ϕq(α+ qjt) = qλ1
∑

06i<λ1

Φi(t),

d’où ∑
M/q<m6M

∑
06k<m
(k,m)=d

∣∣∣∣Φλ1

(
k

m

)∣∣∣∣
�q

M2

d2

∫ 1

0
|Φλ1(t)| dt+

1
2

∑
06i<λ1

qλ1

∫ 1

0
|Φi(t)| dt,
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et en appliquant l’inégalité (69),∑
M/q<m6M

∑
06k<m
(k,m)=d

∣∣∣∣Φλ1

(
k

m

)∣∣∣∣�q
M2

d2
qλ1/2 +

qλ1

2

∑
06i<λ1

qi/2

� M2

d2
qλ1/2 + q3λ1/2.

En choisissant

λ1 = min
(
λ,

⌊
2 log(M/d)

log q

⌋)
,

on a qλ1 6 min(qλ,M2/d2) et q−λ1 6 max(q−λ, qd2/M2) et il résulte donc de
(73) que∑
M/q<m6M

∑
06k<m
(k,m)=d

∣∣∣∣Φλ

(
k

m

)∣∣∣∣�q q
γq(α)(λ−λ1)+1

∑
M/q<m6M

∑
06k<m
(k,m)=d

∣∣∣∣Φλ1

(
k

m

)∣∣∣∣
�q

M2

d2
qγq(α)(λ−λ1)+1+λ1/2

�q
M2

d2
q1+λ/2 +

M3−2γq(α)

d3−2γq(α)
qγq(α)λ+1+γq(α)−1/2

�q
M2

d2
q1+λ/2 +

M3−2γq(α)

d
qγq(α)λ+3/2,

et en sommant sur d pour 1 6 d 6 M , on obtient (71).

Lemme 10. Pour tous q > 2, α ∈ R, x > 1, on a

(74)

∣∣∣∣∣∣
∑

06`<x

e
(
αsq(`) +

k`

m

)∣∣∣∣∣∣ 6 (q − 1)
∑

λ6 log x
log q

∣∣∣∣∣∣
∑

06`<qλ

e
(
αsq(`) +

k`

m

)∣∣∣∣∣∣ .
Démonstration. En écrivant i = b(log x)/(log q)c, on a x = yqi + x′ avec

y entier vérifiant 0 6 y 6 q − 1 et 0 6 x′ < qi, d’où, comme sq(jqi + `) =
sq(j) + sq(`) pour 0 6 ` < qi, le membre de gauche de (74) est majoré par∣∣∣∣∣∣

∑
06`<yqi

e
(
αsq(`) +

k`

m

)∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
∑

06`<x′
e
(
αsq(yqi + `) +

k(yqi + `)
m

)∣∣∣∣∣∣
= y

∣∣∣∣∣∣
∑

06`<qi
e
(
αsq(`) +

k`

m

)∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
∑

06`<x′
e
(
αsq(`) +

k`

m

)∣∣∣∣∣∣ .
On applique à nouveau ce procédé à x′ et ainsi de suite, et on obtient (74).
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Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la proposition 2. Par
différence, il suffit de montrer que

∑
M/q<m6M

max
t6 x

m

∣∣∣∣∣∣
∑

06n6t

e(α sq(mn))

∣∣∣∣∣∣�q x
1−κq(α) log x.

Or, ∣∣∣∣∣∣
∑

06n6t

e(α sq(mn))

∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣ 1
m

∑
06k<m

∑
06`6mt

e
(
α sq(`) +

k`

m

)∣∣∣∣∣∣
6 1 +

q

M

∑
06k<m

∣∣∣∣∣∣
∑

06`<mt

e
(
α sq(`) +

k`

m

)∣∣∣∣∣∣ ,
où le premier terme 1 n’existe que si mt est entier. La majoration (74) donne∣∣∣∣∣∣

∑
06`<mt

e
(
α sq(`) +

k`

m

)∣∣∣∣∣∣ 6 (q − 1)
∑

λ6 log(mt)
log q

∣∣∣∣∣∣
∑

06`<qλ

e
(
αsq(`) +

k`

m

)∣∣∣∣∣∣ .
En notant que mt 6 x, l’estimation (71) conduit à

∑
M/q<m6M

max
t6 x

m

∣∣∣∣∣∣
∑

06n6t

e(α sq(mn))

∣∣∣∣∣∣
�qM +

∑
λ6 log x

log q

(
qγq(α)λ+3/2M2−2γq(α)(1 + logM) + qλ/2+1M

)
.

En calculant la somme géométrique sur λ et en observant que d’après (105) on
a qγq(α)−1 > q1/2−1, on peut conserver une constante implicite indépendante
de α, et on obtient

∑
M/q<m6M

max
t6 x

m

∣∣∣∣∣∣
∑

06n6t

e(α sq(mn))

∣∣∣∣∣∣
�q x

γq(α)M2−2γq(α)(1 + logM) + x1/2M.

On a donc démontré, puisque M 6 x1/3, que

∑
M/q<m6M

max
t6 x

m

∣∣∣∣∣∣
∑

06n6t

e(α sq(mn))

∣∣∣∣∣∣�q x
1
3
(2+γq(α)) log x+ x

5
6

�q x
1−κq(α) log x.

Ceci termine le traitement des sommes de type I en établissant (67).



38 CHRISTIAN MAUDUIT AND JOËL RIVAT

9. Fin de la preuve du Théorème 1

Pour établir le Théorème 1, il suffit grâce au Lemme 1 de montrer les
majorations (5) et (6) pour g(n) = e(αsq(n)) où (q − 1)α ∈ R \ Z. Nous avons
établi (5) au paragraphe 7.3 et la preuve de (6) a fait l’objet de la partie 8, ce
qui termine la preuve du Théorème 1 pour tout choix de σq(α) vérifiant

(75) 0 < σq(α) < min(1
2ξq(α), κq(α)) = 1

2ξq(α),

où ξq(α) est défini par (63) et κq(α) est défini par (68).

10. Preuve du Théorème 2

Pour démontrer les Théorèmes 2 et 3 nous aurons recours à un procédé
classique de sommation par parties formalisé dans le lemme qui suit :

Lemme 11. Soit g une fonction arithmétique telle que |g(n)| 6 1 pour
tout entier n. Alors

(76)

∣∣∣∣∣∣
∑
p6x

g(p)

∣∣∣∣∣∣ 6 2
log x

max
t6x

∣∣∣∣∣∣
∑
n6t

Λ(n)g(n)

∣∣∣∣∣∣+O(
√
x).

Démonstration. Par sommation par parties,

∑
p6x

g(p) =
1

log x

∑
p6x

log(p)g(p) +
∫ x

2

∑
p6t

log(p)g(p)

 dt

t(log t)2
,

d’où, en coupant l’intégrale en
√
x, et en utilisant l’inégalité

∑
p6t log p = O(t)

(voir par exemple [22, Theorem 414]),∣∣∣∣∣∣
∑
p6x

g(p)

∣∣∣∣∣∣6
(

1
log x

+
∫ x

√
x

dt

t(log t)2

)
max√
x<t6x

∣∣∣∣∣∣
∑
p6t

log(p)g(p)

∣∣∣∣∣∣+O(
√
x)

=
2

log x
max√
x<t6x

∣∣∣∣∣∣
∑
p6t

log(p)g(p)

∣∣∣∣∣∣+O(
√
x).

Or, en utilisant l’inégalité de Tchébychev π(t) = O(t/ log t) (voir par exemple
[22, Theorem 7]),∣∣∣∣∣∣

∑
n6t

Λ(n)g(n)−
∑
p6t

log(p)g(p)

∣∣∣∣∣∣6
∑
p6
√
x

log p
∑

26a6
j

log x
log p

k 1

6π(
√
x) log x = O(

√
x),

ce qui conduit à (76).
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Pour démontrer le Théorème 2, commençons par remarquer que si α ∈ Q,
alors la suite (αsq(p))p∈P prend un nombre fini de valeurs et n’est donc pas
équirépartie modulo 1. Si α ∈ R \Q, alors pour tout h ∈ Z tel que h 6= 0, on a
(q − 1)hα ∈ R \ Z, donc d’après le Théorème 1, il existe σq(hα) > 0 tel que∑

n6x

Λ(n) e(hαsq(n)) = Oq,hα(x1−σq(hα)).

L’inégalité (76) nous permet d’écrire∑
p6x

e(hαsq(p)) = Oq,hα(x1−σq(hα)) +O(
√
x),

ce qui prouve que la suite (αsq(p))p∈P est équirépartie modulo 1 d’après le
critère de Weyl [44, Chapitre 1, p. 1].

11. Preuve du Théorème 3

Lemme 12. Si d | q − 1, alors pour tout n ∈ N, on a sq(n) ≡ n mod d.

Démonstration. Comme d | q − 1 signifie que q ≡ 1 mod d, en écrivant n
en base q on a n =

∑
i niq

i ≡
∑

i ni ≡ sq(n) mod d.

Pour démontrer le Théorème 3, écrivons

card{p 6 x, sq(p) ≡ a mod m} =
∑
p6x

1
m

∑
06j<m

e
(
j

m
(sq(p)− a)

)
.

Posons d = (m, q − 1), m′ = m/d, J = {km′, 0 6 k < d}, J ′ = {0, . . . ,m −
1} \ J = {km′ + r, 0 6 k < d, 1 6 r < m′}. Pour j = km′ ∈ J , à l’aide du
Lemme 12, on a

e
(
j

m
sq(p)

)
= e

(
km′

dm′
sq(p)

)
= e

(
k

d
sq(p)

)
= e

(
k

d
p

)
,

donc∑
p6x

1
m

∑
j∈J

e
(
j

m
(sq(p)− a)

)
=
∑
p6x

1
m

d∑
k=1

e
(
k

d
(p− a)

)
=

d

m
π(x; a, d).

Ainsi,

card{p 6 x, sq(p) ≡ a mod m}(77)

=
d

m
π(x; a, d) +

1
m

∑
j∈J ′

e
(
−aj
m

)∑
p6x

e
(
j

m
sq(p)

)
.

Si J ′ = ∅, ce qui correspond au cas dégénéré où m | q − 1, alors l’égalité
ci-dessus établit l’égalité (4) avec un terme d’erreur nul. Nous pouvons main-
tenant supposer que J ′ 6= ∅. Posons q′ = (q − 1)/d. On a (q′,m′) = 1, donc
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pour j = km′ + r ∈ J ′, on a

(q − 1)j
m

=
dq′(km′ + r)

dm′
= q′k +

q′r

m′
6∈ Z,

d’où, d’après le Théorème 1, on déduit que pour tout j ∈ J ′, il existe σq(j/m) >
0 tel que ∑

p6x

e
(
j

m
sq(p)

)
= O(x1−σq(j/m)).

Rappelons que J ′ 6= ∅ et posons σq,m = minj∈J ′ σq(j/m) > 0. En insérant la
majoration ci-dessus dans (77), on obtient

card{p 6 x, sq(p) ≡ a mod m} =
d

m
π(x; a, d) +O(x1−σq,m),

ce qui démontre le Théorème 3.

12. Estimations en moyenne de produits trigonométriques

Dans toute cette partie, on rappelle que d’après (30) on a

|Fλ(h, α)| = q−λ
∏

16j6λ

ϕq(α− hq−j),

où la fonction ϕq, périodique de période 1 et continue sur R, est définie par

ϕq(t) =

∣∣∣∣∣∣
∑

06v<q

e(vt)

∣∣∣∣∣∣ =
{
|sinπqt| / |sinπt| si t ∈ R \ Z,

q si t ∈ Z.

12.1. Moyennes d’ordre 1

Lemme 13. Pour q > 2 et tout t ∈ R, on a

ϕ2
q(t) =

∑
|k|<q

(q − |k|) e(kt),(78)

∑
06r<q

ϕ2
q(t+ r

q ) = q2.(79)

Démonstration. L’égalité (78) est classique et caractérise le noyau de
Fejér. Pour montrer (79), on écrit∑

06r<q

ϕ2
q(t+ r

q ) =
∑
|k|<q

(q − |k|) e(kt)
∑

06r<q

e(krq ).

La somme sur r vaut q si k ≡ 0 mod q, et 0 sinon. La sommation sur k comporte
donc uniquement le terme k = 0, dont la contribution est égale à q2, d’où
l’égalité (79).
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Pour obtenir des majorations précises lorsque d divise qλ des sommes
Gλ(a, d, α) et Gλ(α) définies par (28), nous utiliserons notamment le lemme
suivant qui précise des résultats obtenus dans [17].

Lemme 14. Pour q > 2, la fonction ψq définie sur R par

(80) ψq(t) = q−1
∑

06r<q

ϕq

(
t+ r

q

)
est périodique de période 1/q et continue sur R. De plus,

(81) max
t∈R

ψq(t) = ψq

(
1
2q

)
=

1
q

q−1∑
r=0

1
sin π

q

(
1
2 + r

) ,
et

(82) max
t∈R

ψq(t) 6
2

q sin π
2q

+
2
π

log cot
π

2q
6

2
q sin π

2q

+
2
π

log
2q
π
.

En particulier, on a les valeurs exactes

max
t∈R

ψ2(t) =
√

2, max
t∈R

ψ3(t) = 5/3, max
t∈R

ψ4(t) = (2 +
√

2)1/2.

Pour q > 3, on définit ηq par

(83) ηq = logψq((2q)−1)/ log q, i.e. : qηq = max
t∈R

ψq(t).

Alors pour q > 4 on a les inégalités

(84) 0 < ηq < η3, 0, 4649 < η3 = (log 5)/(log 3)− 1 < 0, 465.

Remarque : Le point important dans la majoration (84) est l’inégalité
ηq < 1/2 qui sera essentielle dans la suite de notre étude. Lorsque q = 2, la
définition (83) amènerait la valeur 1/2, qui est insuffisante. Nous devrons donc
effectuer un traitement spécifique pour q = 2, et l’exposant η2 sera défini d’une
manière complètement différente dans le Lemme 18 par la formule (96).

Démonstration. Par construction, ψq est périodique de période 1/q et
continue sur R. La démonstration du Lemme 2 de [17] montre que le maximum
de ψq sur R est atteint au point t = (2q)−1, ce qui établit la première égalité
de (81). La seconde égalité de (81) s’obtient en remplaçant t par (2q)−1 dans
(80).

Pour établir la première inégalité de (82), on utilise la convexité de la
fonction u 7→ 1/(sinu) sur ]0, π[ qui permet d’écrire (méthode des trapèzes) :

ψq

(
1
2q

)
6

1
q sin π

2q

+
1

q sin π
q (q − 1

2)
+

1
q

∫ q−3/2

1/2

dt

sin π
q (1

2 + t)

=
2

q sin π
2q

+
2
π

log cot
π

2q
.
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La seconde inégalité de (82) résulte de la majoration cotu 6 u−1 valable pour
0 < u < π/2.

Pour montrer la majoration (84), on utilise la deuxième majoration de
(82), ce qui donne pour q > 4, en écrivant sin π

2q > π
2q

sin(π/8)
π/8 = 4

q sin(π/8),

qηq − qη3 6
2

q sin π
2q

+
2
π

log
2q
π
− qη3 6

1
2 sin π

8

+
2
π

log
2q
π
− qη3 .

La fonction de q du membre de droite est décroissante pour q > 4 et vaut
approximativement −0, 0035871719 < 0 pour q = 4, ce qui assure que qηq <
qη3 , et donc ηq < η3 pour tout q > 4.

Nous aurons aussi besoin d’une généralisation de la fonction ψq définie par
(80). Pour R | q, nous posons pour t ∈ R,

(85) ψq,R(t) =
1
q

∑
16r6R

ϕq

(
t+

r

R

)
.

Lemme 15. Pour 3 6 R 6 q avec R | q, on a

(86) max
t∈R

ψq,R(t) 6 RηR ,

où ηR est définie par (83) et vérifie (84) : ηR 6 η3 6 0, 465.
Pour R = 2 et q > 4 avec 2 | q, on a

(87) max
t∈R

ψq,2(t) 6
√

3/2.

Démonstration. Pour 3 6 R 6 q avec R | q, on peut se ramener à la
fonction ψR définie par la formule (80) en écrivant

ψq,R(t) =
R

q

∣∣∣∣ sinπqt
sinπRt

∣∣∣∣ 1
R

∑
16r6R

ϕR

(
t+

r

R

)
=
R

q
ϕq/R(R t) ψR(t).

Comme ϕq/R 6 q/R, en vertu de (83) appliqué à R au lieu de q, on obtient
pour tout t ∈ R,

ψq,R(t) 6 ψR(t) 6 RηR ,

d’où la majoration (86).
Supposons maintenant que R = 2, q > 4 et 2 | q. Comme ψq,2 est

périodique de période 1/2 et vérifie ψq,2(1/2 − t) = ψq,2(t), il suffit de cher-
cher le maximum de ψq,2 sur [0, 1/4]. En procédant comme précédemment, on
obtient pour tout t ∈ [0, 1/4],

ψq,2(t) 6 ψ2(t) = |cosπt|+ |sinπt| ,

qui est une majoration fine lorsque t est proche d’un entier. Ainsi,

max
t∈[0,1/(3q)]

ψq,2(t) 6 max
t∈[0,1/(3q)]

ψ2(t) =
√

2 cosπ
(

1
4 −

1
3q

)
6
√

2 cos π6 =
√

3/2.
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Lorsque 1/(3q) < t 6 1/4, avec la majoration ψ2 6
√

2 on peut écrire

ψq,2(t) =
2
q
ϕq/2(2t) ψ2(t) 6

2
√

2
q
ϕq/2(2t).

Or, la fonction ϕq/2 étant décroissante sur [0, 2/q], on a

max
t∈[1/(3q),1/q]

ϕq/2(2t) = ϕq/2(2/(3q)) 6
(
sin π

3

) (
4
q sin π

6

)−1
= q

2 cos π6 .

De plus,

max
t∈[1/q,1/4]

ϕq/2(2t) 6 max
t∈[1/q,1/4]

1
sin 2πt

=
1

sin 2π/q
6
q

4
6
q

2
cos π6 .

Finalement,

max
t∈[1/(3q),1/4]

ϕq/2(2t)ψq,2(t) 6
2
√

2
q

q

2
cos π6 =

√
2 cos π6 =

√
3/2,

ce qui termine la preuve de (87).

Corollaire 1. Pour q > 3 et R | q, 2 6 R 6 q on a

(88) max
t∈R

ψq,R(t) 6 Rη3 ,

où η3 est définie par (84) et vérifie 0, 4649 < η3 < 0, 465.

Démonstration. Pour R > 3, comme ηR 6 η3 d’après (84), en appliquant
(86) on obtient (88). Pour R = 2, en appliquant (87) il suffit d’observer que√

3/2 < 1, 23 < 1, 38 < Rη3 = 2(log 5)/(log 3)−1

pour établir (88).

Lemme 16. Pour q > 3, ηq défini par (83), α ∈ R, a ∈ Z, 0 6 δ 6 λ, on
a

(89) Gλ(a, qδ, α) =
∑

06h<qλ

h≡a mod qδ

|Fλ(h, α)| 6 qηq(λ−δ) |Fδ(a, α)| .

En particulier, pour α ∈ R et λ > 0, on a

(90) Gλ(α) =
∑

06h<qλ

|Fλ(h, α)| 6 qηqλ.

Démonstration. Pour λ > δ, la division euclidienne et la formule (30)
permettent d’écrire

(91)
∑

06h<qλ

h≡a mod qδ

|Fλ(h, α)| =
∑

06r<q

∑
06h<qλ−1

h≡a mod qδ

∣∣∣Fλ(h+ rqλ−1, α)
∣∣∣



44 CHRISTIAN MAUDUIT AND JOËL RIVAT

or ∣∣∣Fλ(h+ rqλ−1, α)
∣∣∣= ∣∣∣Fλ−1(h+ rqλ−1, α)

∣∣∣ q−1ϕq

(
α− h+ rqλ−1

qλ

)
= |Fλ−1(h, α)| q−1ϕq

(
α− h

qλ
− r

q

)
.

Ainsi, comme ϕq est périodique de période 1, en remplaçant r par q − 1 − r,
on obtient

(92)
∑

06h<qλ

h≡a mod qδ

|Fλ(h, α)| =
∑

06h<qλ−1

h≡a mod qδ

|Fλ−1(h, α)| ψq(α− hq−λ),

où ψq est définie par (80). Par (83), on a ψq(α−hq−λ) 6 qηq , donc pour λ > 1,

(93)
∑

06h<qλ

h≡a mod qδ

|Fλ(h, α)| 6 qηq
∑

06h<qλ−1

h≡a mod qδ

|Fλ−1(h, α)| .

En appliquant (λ− δ) fois la majoration (93), on obtient (89). La majoration
(90) en découle en prenant δ = 0, a = 0, et en observant que |F0(0, α)| = 1
d’après (29).

Lemme 17. Pour q > 3, α ∈ R, a ∈ Z, 0 6 δ 6 λ, k ∈ N, k | qλ−δ, q - k,
on a

(94) Gλ(a, kqδ, α) 6 k−η3qη3(λ−δ) |Fδ(a, α)| .

Démonstration. Si λ = δ, alors la condition k | qλ−δ entrâıne k = 1 et
chacun des deux membres de (94) comporte un seul terme : |Fδ(a, α)|, donc (94)
est une égalité. Si λ > δ, posons pour δ 6 θ 6 λ, dθ = (qθ, kqδ), uθ = qθ/dθ.
Pour θ > δ, on a dθ−1 = (qθ−1, dθ) | dθ donc ρθ := dθ/dθ−1 est un entier. De
plus

dθ−1(ρθ, q) = (dθ, qdθ−1) = (qθ, kqδ, qθ, kqδ+1) = dθ = ρθdθ−1

donc ρθ | q. De surcrôıt on a ρθ < q car sinon, comme dθ−1 = qδ(qθ−1−δ, k),
on aurait qδ+1 | qdθ−1 = dθ = qδ(qθ−δ, k) donc q | k ce qui contredirait
l’hypothèse q - k.

Avec ces notations, on a kqδ = dλ et

Gλ(a, kqδ, α) =
∑

06h<qλ

h≡a mod kqδ

|Fλ(h, α)| = Gλ(a, dλ, α).

Pour δ < θ 6 λ, on peut écrire

Gθ(a, dθ, α) =
∑

06h<qθ
h≡a mod dθ

|Fθ(h, α)|

=
∑

06u<uθ

|Fθ(a+ udθ, α)| =
∑

06u<uθ

|Fθ(a+ uρθdθ−1, α)| ,
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et en remplaçant uρθ par v, et en notant que ρθuθ = q uθ−1, on obtient

Gθ(a, dθ, α) =
∑

06v<q uθ−1
v≡0 mod ρθ

|Fθ(a+ vdθ−1, α)|

=
∑

06u<uθ−1

∑
06w<q

u+wuθ−1≡0 mod ρθ

|Fθ(a+ (u+ w uθ−1)dθ−1, α)| .

En utilisant l’écriture (30) de |Fθ| sous forme de produit, et en observant que
uθ−1dθ−1 = qθ−1 et que Fθ−1( . , α) est périodique de période qθ−1, il vient

Gθ(a, dθ, α)

=
∑

06u<uθ−1

|Fθ−1(a+ udθ−1, α)|
∑

06w<q
w uθ−1≡−u mod ρθ

1
q
ϕq

(
α− a+ udθ−1

qθ
− w

q

)
.

En écrivant

dθ−1(ρθ, uθ−1) = (dθ, qθ−1) = (kqδ, qθ, qθ−1) = dθ−1,

on voit que (ρθ, uθ−1) = 1, donc uθ−1 est inversible modulo ρθ. Notons ũθ−1 son
inverse. Alors en posant R = q/ρθ on peut écrire en posant w = −uũθ−1 − rρθ
pour 0 6 r < R :

Gθ(a, dθ, α) =
∑

06u<uθ−1

|Fθ−1(a+ udθ−1, α)| ψq,R
(
α− a+ udθ−1 + uũθ−1

qθ

)
,

où ψq,R est définie par (85) et majorée par (88) : ψq,R = ψq,q/ρθ 6 ρ−η3

θ qη3 .

Ainsi,
Gθ(a, dθ, α) 6 ρ−η3

θ qη3
∑

06u<uθ−1

|Fθ−1(a+ udθ−1, α)|

et on obtient l’inégalité

(95) Gθ(a, dθ, α) 6 ρ−η3

θ qη3Gθ−1(a, dθ−1, α).

En itérant (λ− δ) fois l’inégalité (95), on obtient

Gλ(a, kqδ, α) = Gλ(a, dλ, α) 6 ρ−η3

δ+1 · · · ρ
−η3

λ qη3(λ−δ)Gδ(a, dδ, α),

or,

ρδ+1 · · · ρλ =
dδ+1

dδ

dδ+2

dδ+1
· · · dλ

dλ−1
=
dλ
dδ

=
kqδ

qδ
= k,

et Gδ(a, dδ, α) = Gδ(a, qδ, α) = |Fδ(a, α)| , ce qui établit (94).

Le cas q = 2 nécessite un traitement plus fin qui n’est pas couvert par les
lemmes précédents et qui fait l’objet du Lemme 18.
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Lemme 18. Pour q = 2, on définit η2 par l’égalité

(96) 2η2 = (2 +
√

2)1/4 (en particulier 0, 4428 < η2 < 0, 4429).

Alors uniformément pour α ∈ R, a ∈ Z et 0 6 δ 6 λ, on a

(97) Gλ(a, 2δ, α) =
∑

06h<2λ

h≡a mod 2δ

|Fλ(h, α)| 6 2η2(λ−δ)+ 1
2 |Fδ(a, α)| .

En particulier, uniformément pour α ∈ R et λ > 0 on a,

(98)
∑

06h<2λ

|Fλ(h, α)| 6 2η2λ+ 1
2 .

Démonstration. L’inégalité (98) se déduit de (97) en prenant δ = 0, a = 0
et en observant que |F0(a, α)| = 1 d’après (29). Pour montrer (97), observons
que lorsque q = 2, la définition (30) se simplifie, et on a

(99) |F0(h, α)| = 1; |Fλ(h, α)| =
λ∏
j=1

∣∣cosπ(α− h 2−j)
∣∣ (λ > 1).

On procède par itération. Pour x ∈ R, i ∈ Z, i > 1, posons

Φ0(x) = 1,

Φi(x) =
∣∣cosπ(α− x

2 )
∣∣Φi−1(x2 ) +

∣∣sinπ(α− x
2 )
∣∣Φi−1(x+1

2 ).

En écrivant pour 0 6 δ 6 λ,
(100)∑

06h<2λ+1

h≡a mod 2δ

|Fλ+1(h, α)| =
∑

06h<2λ

h≡a mod 2δ

|Fλ+1(h, α)|+
∑

06h<2λ

h≡a mod 2δ

∣∣∣Fλ+1(h+ 2λ, α)
∣∣∣

on obtient, à l’aide de (99), par récurrence sur i > 0,

∀λ > δ,
∑

06h<2λ+i

h≡a mod 2δ

|Fλ+i(h, α)| =
∑

06h<2λ

h≡a mod 2δ

|Fλ(h, α)|Φi

(
h

2λ

)
.

On calcule

Φ2
1(x) =

∣∣cosπ(α− x
2 )
∣∣2 + 2

∣∣cosπ(α− x
2 ) sinπ(α− x

2 )
∣∣+
∣∣sinπ(α− x

2 )
∣∣2

= 1 +
∣∣sin 2π(α− x

2 )
∣∣ 6 2,

donc Φ1(x) 6
√

2, et on obtient pour 0 6 δ 6 λ,

(101)
∑

06h<2λ+1

h≡a mod 2δ

|Fλ+1(h, α)| 6
√

2
∑

06h<2λ

h≡a mod 2δ

|Fλ(h, α)| .

Cette majoration par
√

2 n’étant pas suffisante, nous allons procéder à une
seconde itération qui nous permettra en substance d’obtenir une majoration
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par (2+
√

2)1/4. La majoration classique |a cos θ + b sin θ|2 6 |a|2 + |b|2 , permet
d’écrire

Φ2
2(x) 6 Φ2

1(x2 ) + Φ2
1(x+1

2 ) = 2 +
∣∣sin 2π(α− x

2 )
∣∣+
∣∣cos 2π(α− x

2 )
∣∣ 6 2 +

√
2.

Par conséquent, pour 0 6 δ 6 λ,

(102)
∑

06h<2λ+2

h≡a mod 2δ

|Fλ+2(h, α)| 6 (2 +
√

2)1/2
∑

06h<2λ

h≡a mod 2δ

|Fλ(h, α)| .

En appliquant b(λ− δ)/2c fois (102) et éventuellement (lorsque λ−δ est impair)
une fois (101), on obtient (97).

12.2. Moyennes d’ordre 2

Lemme 19. Pour q > 2, a ∈ Z et 0 6 δ 6 λ,

(103)
∑

06h<qλ

h≡a mod qδ

|Fλ(h, α)|2 = |Fδ(a, α)|2 .

Démonstration. Pour λ > δ, on a∑
06h<qλ

h≡a mod qδ

|Fλ(h, α)|2 =
∑

06r<q

∑
06h<qλ−1

h≡a mod qδ

∣∣∣Fλ(h+ rqλ−1, α)
∣∣∣2 .

Or, comme la formule (30) permet d’écrire∣∣∣Fλ(h+ rqλ−1, α)
∣∣∣ = |Fλ−1(h, α)| q−1ϕq

(
α− h

qλ
− r

q

)
,

on obtient∑
06h<qλ

h≡a mod qδ

|Fλ(h, α)|2 =
∑

06h<qλ−1

h≡a mod qδ

|Fλ−1(h, α)|2 1
q2

∑
06r<q

ϕ2
q

(
α− h

qλ
− r

q

)
.

Mais, d’après (79), la somme sur r vaut q2, d’où, pour λ > δ,∑
06h<qλ

h≡a mod qδ

|Fλ(h, α)|2 =
∑

06h<qλ−1

h≡a mod qδ

|Fλ−1(h, α)|2 .

En appliquant (λ− δ) fois cette égalité, on obtient (103).

Lemme 20. Soient q > 2, α ∈ R tels que (q − 1)α 6∈ Z, ϕq définie par
(31), et γq(α) défini par

(104) qγq(α) = max
t∈R

√
ϕq(α+ t)ϕq(α+ qt).
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Alors

(105) 1
2 6 γq(α) < 1.

Démonstration. Supposons γq(α) > 1. Comme ϕq 6 q, dans ce cas on a
ϕq(α + t) = ϕq(α + qt) = q donc α + t ∈ Z et α + qt ∈ Z, d’où (q − 1)α =
q(α+ t)− (α+ qt) ∈ Z, ce qui est exclus. Ainsi, γq(α) < 1. Pour montrer que
γq(α) > 1

2 , posons (q − 1)α = n+ β avec n ∈ Z et −1
2 < β 6 1

2 , et choisissons

t = β
q −α. Alors ϕq(α+ t)ϕq(α+ qt) = ϕq

(
β
q

)
ϕq(−n) = q ϕq

(
β
q

)
, et comme

ϕq est paire et décroissante sur [0, 1
q ], on a ϕq

(
β
q

)
> ϕq

(
1
2q

)
=
(

sin π
2q

)−1
> 1,

d’où ϕq(α+ t)ϕq(α+ qt) > q et γq(α) > 1
2 .

Lemme 21. Soient q > 2, α ∈ R tels que (q − 1)α 6∈ Z, γq(α) défini par
(104) et a ∈ Z, avec (a, q) = 1. Pour tout λ > 1, on a

(106)
∑

06h<qλ
h6≡0 mod q

|Fλ(h, α)|2∣∣∣sin πha
qλ

∣∣∣ 6
qγq(α)(λ−2)+1

sin π
q

.

Démonstration. On procède par itération. Pour i > 1, x ∈ R, posons

Φ0(x) = 1;

Φi(x) =
1
q2

∑
06r<q

ϕ2
q

(
α− x+ r

q

)
ϕq

(
a(x+ r)

q

)
Φi−1

(
x+ r

q

)
.

Montrons par récurrence sur i > 0 que

(107) ∀λ > 1,
∑

06h<qλ+i

h6≡0 mod q

|Fλ+i(h, α)|2∣∣∣sin πha
qλ+i

∣∣∣ =
∑

06h<qλ
h6≡0 mod q

|Fλ(h, α)|2∣∣∣sin πha
qλ

∣∣∣ Φi

(
h

qλ

)
.

– Pour i = 0, la proposition (107) est trivialement vraie.
– Soit i > 1. On suppose la proposition (107) est vraie au rang i − 1,

c’est-à-dire :

∀λ > 1,
∑

06h<qλ+i−1

h6≡0 mod q

|Fλ+i−1(h, α)|2∣∣∣sin πha
qλ+i−1

∣∣∣ =
∑

06h<qλ
h6≡0 mod q

|Fλ(h, α)|2∣∣∣sin πha
qλ

∣∣∣ Φi−1

(
h

qλ

)
.
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Soit λ > 1. En écrivant λ + i = (λ + 1) + (i − 1) et en appliquant la
formule précédente avec λ remplacé par λ+ 1 on obtient∑

06h<qλ+i

h6≡0 mod q

|Fλ+i(h, α)|2∣∣∣sin πha
qλ+i

∣∣∣
=

∑
06h<qλ+1

h6≡0 mod q

|Fλ+1(h, α)|2∣∣∣sin πha
qλ+1

∣∣∣ Φi−1

(
h

qλ+1

)

=
∑

06r<q

∑
06h<qλ
h6≡0 mod q

∣∣Fλ+1(h+ rqλ, α)
∣∣2∣∣∣sin π(h+rqλ)a

qλ+1

∣∣∣ Φi−1

(
h+ rqλ

qλ+1

)
.

La formule (30) permet d’écrire∣∣∣Fλ+1(h+ rqλ, α)
∣∣∣ = |Fλ(h, α)| q−1ϕq

(
α− h

qλ+1
− r

q

)
,

et on a de plus∣∣∣∣sin π(h+ rqλ)a
qλ+1

∣∣∣∣−1

=
∣∣∣∣sin πhaqλ

∣∣∣∣−1

ϕq

(
(h+ rqλ)a
qλ+1

)
,

donc on obtient∑
06h<qλ+i

h6≡0 mod q

|Fλ+i(h, α)|2∣∣∣sin πha
qλ+i

∣∣∣ =
∑

06h<qλ
h6≡0 mod q

|Fλ(h, α)|2∣∣∣sin πha
qλ

∣∣∣ Φi

(
h

qλ

)
.

– Par conséquent la proposition (107) est vraie pour tout i > 0.
Notre objectif est maintenant de majorer Φi uniformément sur R. Comme

ϕq 6 q, en utilisant (79) on a :

Φ1(x) 6
1
q

∑
06r<q

ϕ2
q

(
α− x+ r

q

)
= q.

En reportant cette majoration dans (107) on obtient

(108) ∀λ > 1,
∑

06h<qλ+1

h6≡0 mod q

|Fλ+1(h, α)|2∣∣∣sin πha
qλ+1

∣∣∣ 6 q
∑

06h<qλ
h6≡0 mod q

|Fλ(h, α)|2∣∣∣sin πha
qλ

∣∣∣ .
La majoration (108), qui correspond à une simple itération (i = 1), n’est pas
suffisante, et en procédant à une double itération, on peut obtenir un résultat
plus fin. En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour tout x ∈ R,

Φ2
i (x) 6

1
q4

 ∑
06r<q

ϕ2
q

(
a(x+ r)

q

) ∑
06r<q

ϕ4
q

(
α− x+ r

q

)
Φ2
i−1

(
x+ r

q

) .
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Comme (a, q) = 1, en observant que ar parcourt toutes les classes résiduelles
modulo q lorsque r décrit 0, . . . , q − 1, et en appliquant (79), on obtient pour
tout x ∈ R,

Φ2
i (x) 6

1
q2

∑
06r<q

ϕ4
q

(
α− x+ r

q

)
Φ2
i−1

(
x+ r

q

)
.

En appliquant cette inégalité successivement pour i = 2 puis i = 1 on obtient

Φ2
2(x) 6

1
q4

∑
06r<q

ϕ4
q

(
α− x+ r

q

) ∑
06s<q

ϕ4
q

(
α−

x+r
q + s

q

)
.

Comme ϕq est périodique de période 1, on a

ϕq

(
α− x+ r

q

)
= ϕq

(
α− q

x+r
q + s

q

)
,

donc d’après (104), puis (79) appliqué à la somme sur s puis sur r,

Φ2
2(x) 6 q4γq(α)−4

∑
06r<q

∑
06s<q

ϕ2
q

(
α− x+ r

q

)
ϕ2
q

(
α−

x+r
q + s

q

)
= q4γq(α).

En reportant cette majoration dans (107) on obtient

(109) ∀λ > 1,
∑

06h<qλ+2

h6≡0 mod q

|Fλ+2(h, α)|2∣∣∣sin πha
qλ+2

∣∣∣ 6 q2γq(α)
∑

06h<qλ
h6≡0 mod q

|Fλ(h, α)|2∣∣∣sin πha
qλ

∣∣∣ .
Si λ est impair, en appliquant (λ − 1)/2 fois la formule d’itération (109)

on obtient : ∑
06h<qλ
h6≡0 mod q

|Fλ(h, α)|2∣∣∣sin πha
qλ

∣∣∣ 6 qγq(α)(λ−1)
∑

0<h<q

|F1(h, α)|2∣∣∣sin πha
q

∣∣∣ .
Comme (a, q) = 1, on a

∣∣∣sin πha
q

∣∣∣ > sin π
q donc à l’aide de (79) on obtient∑

0<h<q

|F1(h, α)|2∣∣∣sin πha
q

∣∣∣ 6
1

sin π
q

∑
0<h<q

q−2ϕ2
q

(
α− h

q

)
6

1
sin π

q

,

ce qui donne ∑
06h<qλ
h6≡0 mod q

|Fλ(h, α)|2∣∣∣sin πha
qλ

∣∣∣ 6
qγq(α)(λ−1)

sin π
q

.

Si λ est pair, on applique une fois l’inégalité (108) et on est ramené au cas
précédent avec λ− 1 qui est impair, d’où∑

06h<qλ
h6≡0 mod q

|Fλ(h, α)|2∣∣∣sin πha
qλ

∣∣∣ 6
qγq(α)(λ−2)+1

sin π
q

.
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Comme γq(α) < 1 d’après (105), on a γq(α)(λ− 1) 6 γq(α)(λ− 2) + 1, ce
qui établit (106).
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7. A. H. Copeland et P. Erdős, Note on normal numbers, Bull. Amer. Math. Soc. 52
(1946), 857–860.

8. J. Coquet, T. Kamae et M. Mendès France, Sur la mesure spectrale de certaines
suites arithmétiques, Bull. Soc. Math. France 105,4 (1977), 369–384.

9. C. Dartyge et C. Mauduit, Nombres presque premiers dont l’écriture en base r ne
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52. A. Rényi, Sur la représentation des entiers pairs comme somme d’un nombre premier
et d’un nombre presque premier (en russe), Dokl. Akad. Nauk SSSR 56 (1947), 455–458.

53. M.-P. Schützenberger, A remark on acceptable sets of numbers, J. Assoc. Comput.
Mach. 15 (1968), 300–303.

54. I. Shiokawa, On the sum of digits of prime numbers, Proc. Japan Acad. 50 (1974),
551–554.
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